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Resumo

Neste trabalho provamos, com o auxílio da Teoria de Hórmander, a existência

de solução fraca para a equação diferencial Au = f, onde A = > anDº é um
lal<m

operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes, 0) C R" é um domínio

limitado e f E Lº(N) é uma função dada. Estudamos também, regularidade de

solução de equação elíptica.

Palavras­chave: Convoluções, Espaço de Sobolev, Solução Fraca, Operadores Elípticos,

Desigualdade de Hórmander.
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Abstract

In this work we shall prove, using Hórmander's Theory, the existence of weak

solution for a differential equation Au = f, where A = > aoDº is a linear partial
lal<m

differential operator with constant coeficients, O) C R" is a limited domain and the

function f E Lº(91) is given. We also study regularity of a solution from an elliptic

equation.

Keywords: Convolutions, Sobolev Space, Weak Solution, Elliptic Operators, Hórman­

der Inequality.
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Introdução

Neste trabalho estudamos equações diferenciais parciais lineares. Tal equação

em geral envolve uma função desconhecida u(r1,...,Tn) e pode ser escrita na forma:

OM +. F+ina,
OMiT,... OP x,Au = >. Aus in (E1 +20, Tn) = f(tr,...,Tn).

ut. +pn<m

onde f é uma função dada. O resultado principal deste trabalho é o estabelecimento

de solução fraca da referida equação.

Descreveremos brevemente, a seguir, o conteúdo deste trabalho.

No Capítulo 1 expomos os pré­requisitos que serão de grande importância para

o desenvolvimento dos demais capítulos. Destaca­se, ainda no primeiro capítulo, a

noção de Espaço de Sobolev e o Lema da Desigualdade de Sobolev.

No segundo capítulo, definimos a noção de solução fraca de uma equação

diferencial parcial linear em uma região O) C R" e investigamos condições necessárias

e suficientes para a existência de tais soluções para operadores diferenciais

lineares. Como resultado principal deste capítulo observamos que, para um domínio
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limitado N C R”, a equação Au = f tem solução fraca para qualquer f Ee Lº(O).

Este resultado se baseia em algumas desigualdades de Hórmander.

Finalmente, no terceiro capítulo, introduziremos a noção de operador elíptico

e como resultado principal deste capítulo provamos o Teorema da Regularidade de

Solução Fraca, ou seja, se A é um operador elíptico, então, toda solução fraca de

Au = f com f E C“(9) satisfaz u E C“(S), isto é, u é uma solução clássica.
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Capítulo 1

Alguns Conceitos Fundamentais

Neste capítulo estabelecemos a notação e os pré­requisitos que serão utilizados

nos demais capítulos. Destacamos em particular a noção de Espaço de Sobolev e o

Lema da Desigualdade de Sobolev.

1.1 Notações

Seja 5) um subconjunto de R”.

Denotaremos por C"”"(0)) o conjunto de todas as funções definidas numa vizi­

nhança de cada ponto de 9) e que tenha todas as derivadas de ordem menor ou igual

a m contínuas em 9). Se uma função u está em C""(0)) para todo m, então ela é

infinitamente diferenciável e dita ser C“(9) .

Seja u uma função definida em 9) que assume valores complexos, u : QN — CT.

Chamamos de suporte de u e denotaremos supp(u) o menor conjunto fechado
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(relativamente a N)) que contém (xr € O; u(r) £ 0). O conjunto CF (N) é o conjunto

das funções de C""(N)) cujo suporte é um compacto em 2 e por CS() denotamos o

conjunto das funções C“(0) cujo suporte é compacto em 9). Chamamos o conjunto

CH (2) de conjunto das funções­teste em 4).

Seja ON) como definido anteriormente e p satisfazendo 1 <p < oo. Então LP(O)

denota a coleção das funções u : 0) — TC, Lebesgue mensuráveis, tais que

" lu(x)/Pdr < co.
Dizemos que uma função mensurável u em 6) é localmente integrável em O se

" |lu(r)|dr < co para todo compacto K C N. Designamos por LL.(9!) o conjunto
de todas as funções localmente integráveis em £).

De forma análoga se define os espaços LI.(9).

Entre os espaços LP(9), destacamos o Lº(5)) que é um espaço de Hilbert com

o produto interno

e norma
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1.2 Convoluções e Sequências Regularizantes

Definição 1.2.1 Sejam f : M CT eg: Rº — CT funções mensuráveis tais que

para quase todo x E R" a função

y ERP — fír—­y)gíy) EC

é integrável. Neste caso chamamos de convolução de f com g e denotamos por

fx*xg a função definida por

(f*9)(x) = khf(x =y)a(y)dy.
Quando f Ee L'(R") e g E IP(R") a convolução f * q é bem definida e satisfaz

If *allo < filial

Outras condições em f e g também permitem definir f x q. Na medida em que

algum dos fatores de f ou g possui regularidade, o produto f * gq também desfrutará

de tal regularidade.

Neste parágrafo Dº com a = (a1,...,an) E N" representa a derivada parcial

Qant..+an
Dº = E———.

Ox? ...Ôxa

A seguir citamos propriedades de regularidade do produto f *g, que serão úteis

neste trabalho.
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Sejam f E LL(R") e q E Co(R”), então

(P1) f *g € C(R”) e supp(f * 9) C (supp(f) + supp(g)).

(P2) Se g E CY(R") então fxg E CM(R')e

D"(fxg)=f*(Dºg9), para lal<m

(P3) Se f € CM"(R”), então fxg E CM(Rº) e

Dº(f*xg)=(Dºf)xg, para laj<m

(P4) Se f E CM(R") e g E CH(R"”), então

frgeCM(R") e

Dº(f*g)=(Dºf)+g=f*(Dºg) para Jal <minfm,r).

(P5) Se f E C“(R”) ou g E CSE(R”), então f *xg E C“(R”).

As demonstrações destes resultados podem ser encontradas em Giglioli [5].

Vamos agora considerar a seguinte função:

aexpl(le?º =1)"] l&l<1

+) lt) > 1.
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1

onde a = expl(Ir]º — 1 7de ) :
Itl<1

Entãoj E CE (R") e 12. id =1.
Para cada e > O seja

je(x)>0 em Rº

J(r)=0 para |r|>e

Seja u E Lº(R"). Então u * je satisfaz

He * jella < Iljellallulla = lula.

Uma propriedade importante da convolução u * j. é a seguinte:

Teorema 1.2.1 Para u € Lº(R”)

(lux jaula —­>0 quando eEe—O.

Demonstração: Ver Brezis [2], página 71. À

7
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Também são importantes as seguintes propriedades:

(a) ux ja E C“(R") para u € Lº(R").

(b) (u*jev) =(u,v*je) para uv, E Lº(R”).

(c) Dr(u*jo) = jeox Diu 1<k<n, uECP(R).

Vejamos agora um resultado refernte a aproximação de funções contínuas por

funções C**.

Lema 1.2.1 Sejam Oh e Na domínios limitados em R" tais que Mi C So. Seja

u uma função contínua em lo. Então existe uma sequência (vz) de funções em

CP (N2a) que converge uniformemente para u em Sh.

Demonstração: Restringindo 92, assumimos u contínua em 922. Seja:

u em Sb

0 em SS.

Como u é uniformemente contínua em Sa, dado n > O, existe 6 > O tal que

Juír —z) —uít)|) <n para |2|<ó.

Seja d = dist(91, 002).

Se e < min(6,d), temos:
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ax judo) = un) < [ jea)lu(s = 2) = ulo)Ida <
<n [  id)da =n Vr E O.

Portanto fá * je) converge uniformemente para u em 9.

Uma vez que à * 3. E C“(R”), a prova está completa.E

1.3 Transformada de Fourier e Espaços de Sobolev

Para cada k = 1,...,n seja Di, = il.
Oxrx

Denotamos por D o vetor D = (Dy1,..., Dn).

Seja a um multi­índice;

a = (a1,..., an) E Nº, talque

la] = a, +...+ a, e definimos

ale!Dº* = DM...Dr = (<)! nºs () Ox... xe
Seja S = &S(R") o conjunto das funções v E C“(R”) tais que para cada

natural &k e cada multi­índice 1» a função

(1 + |&)F|Drv(o)|
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é limitada em R”.

A transformada de Fourier de v €E S é definida por

D(E) = fr.e (r)drt, EER
onde (£, x) denota o produto interno usual de R”.

Diferenciando a equação acima sob o sinal de integração obtemos

——>

D"b(&) = (1) “|(xrv).

Por outro lado, se integrarmos por partes a seguinte equação

(Drv) = k2 E E Drv(r)dz
———

, obtemos (D"v) = £"9.

Temos, portanto, as identidades

D"i(6)= (1)! (z*v)
(Drv) = &"6

A transformada de Fourier possui várias propriedades. Destacaremos agora

duas que serão bastante usadas neste trabalho; a primeira é a fórmula da inversão:

v(x) = (27) fNA, vES,
e a outra é a identidade de Parseval:
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/ víx)wo(1)de = (2nm)” / NDTE)dE, vweS.
No que segue usaremos a Transformada de Fourier para definir Espaços de

Sobolev.

Para qualquer número real s, sejam

(v,10).. =. [+ e) É de e
lu/2. = .(v,v)s.

Pode­se verificar sem dificuldades que ( , ); é produto interno em &S e, portanto,

|­|s define uma norma em &.

A identidade de Parseval acarreta a seguinte identidade:

(v,w) = (27) ”(v,w)o.

Agora, usando a Desigualdade de Cauchy­Schwartz de Lº(R") em

(v,w)) = kA+ [8)º(E)(1 + JE) B(E)ae
obtemos

lv, w)o] < [ulslwl­s.

11
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Segue, da desigualdade anterior, que

lol, > (8%! ques.,

lwl­s

Mais precisamente, vale o seguinte lema:

[(v, 1)o|
lwl­sLema 1.3.1 |luvls= sup ,v€o, s real.

wES,w%0

Demonstração: À desigualdade > é óbvia. Vejamos a outra.

SevesS então (1+ |£))º* também está em S. Então pela fórmula da inversão

existe vo E S tal que

do = (1+ E).

Para a função vo temos

Ino]? = /(14 E) 2(1+ JE) 6/2de = Jul?
(v, voo = lu|ã.

lvl fel
als fole

Logo |uls, o que prova o lema.Bl

Usando a desigualdade |&“|[2 < (1 + |EI)2lH e a identidade (Drv)(8) = &0(E)

obtemos a seguinte desigualdade

|D"uls < [uls+lut, vê S.

Podemos, agora, definir os Espaços de Sobolev.

12
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Definição 1.3.1 Seja s E R um número real qualquer. Chamamos de espaço de

Sobolev de ordem s e denotamos por H*(R"), ou simplesmente H* ao completa­

mento de S(R") em relação a norma |.s.

Como a norma |.|s é proveniente de um produto interno, segue que H* é um

espaço de Hilbert. Assim sendo, H* possui todas as propriedades dos espaços de

Hilbert, em particular destacamos a validade do Lema de Banach­Sacks que afirma

que “toda sequência limitada de elementos de H* possui subsequência cujas médias

aritméticas convergem em H*.”

Passemos agora ao resultado principal deste parágrafo que é a Desigualdade de

Sobolev.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Sobolev) Sejam k um número natural e s um

número real tal que

n
—ke>­—.Ss a

Então existe uma constante C > O tal que

max Y” ID"v(r)| < Cluls para toda ve S(R).
rE |ul<k

Demonstração: Sejam v E S(R*) e uy um multi­índice tal que |u| < k. Usando a
fórmula da inversão temos
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Dois) = Dº [(29)" [ ePooas| =

= (2)? fx. eEENB(E)dE =

= (21) " e6n)En(1 4 Je) Fo(a)(1+ lEI)E­de.R”

Logo

|D“v(x)|? = (27)? | (EP EM(1 + €])9O, (1 + ED) [* <

< (27) | JegrÇ1 + [EIS] /5 ||(1+ IE ]|2 =

= Cr)" ke IE PO + IEP o(a) Pas h21 + E) as.
Agora, observando que |&º|? < |e/ºl=l < (1 + |é|)º* para todo 4 com |u| < &k,

obtemos

|Dtv(a)|? < (27)*fe + [EP + IE) P[o(8) Pas kh1+ E) de =
14
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= (29), SO + EDP&)[?de fx. (14 |E)º­de=

= (29[+ lenda) lol.
n

1 ns

Como s — k > 7 segue que a última integral é finita, logo, fazendo

Ch = (2x)? o+ Ien2­as| obtemos
[Dt v(a)| < Calls, x ER, u|<k.

Agora somando em 4, |u| < k e tomando­se o supremo em R" obtemos a

desigualdade

ax |D"v(x)| < Cluls2eR”
[ul<k

para uma constante C conveniente. À

” . ­ Cr 7
n

Corolário 1.3.1 Sejam k um número natural, s um número real tal que s—­ k > 2
eu€ELº(Rº) uma função. Suponha que existe uma sequência fun) C S(R”) tal que

lvnls < C,

Iluvn = ulla — 0, n—+oco.

Então u coincide com uma função de C*(R*) em quase todo ponto.

15
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Demonstração: Como fvn) é uma seqúiência limitada no espaço de Hilbert H* então,

pelo Lema de Banach­Sacks, fun) possui uma subsequência cujas médias aritméticas

convergem em H“*. Por conveniência de notação assumiremos que fvr) já é a

subseqiiência e denotaremos

UIT... +UR,
"

:UWn

Logo |wm — wn|s — O quando n, m — co.

Como ||ur — u|Ja — O quando n — oco segue que

Ilwn = ulle —0 quando n—coco.

Segue, da desigualdade de Sobolev, que

max D"lwn(x)— wrn(x)!l < Clwm— wnlsES [wm(D) (x)]| < C| |

mostrando, com isso, que fwn) converge uniformemente para alguma função w €

CF(R”).

Agora afirmamos que u = w quase sempre. De fato, para todo R > O temos

fia lu(x) — w(x))êdr <2 (le — wr ||3+ fa luwn(x) — (a) da) <
< 21lu — wnll2 + Cr max Jwn(z) — w(o)?.
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Como o lado direito tende a zero quando nº — oo e o lado esquerdo não depende

de n, obtemos

N" luíx) — w(x))ºédr =0, VR>O.
Irj<R

Logo u = w em quase todo ponto de R". HM

Veremos agora mais um resultado que será de grande utilidade no Capítulo 3.

Lema 1.3.2 SevEe 5, então para cada real s existe uma constante C, tal que

|lu*jds < Cs, Ve>O.

Demonstração: Seja k um inteiro tal que k > s. Vale a seguinte desigualdade

(1+l8)º <C NY E
lul<k

para alguma constante C' conveniente.

Assim

lv * jd = |f 01 + EDITION) <

2

< fr CXé) otF(O)Pae
lu|<k

17
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2

=e|/, [CO| &
lul<k

=0 |[| 7 IDíGTid(O]
lul<k

< CX” |Dr(v*jo)lo =
lul<k

= (21)1C XY ||D"(v*jo)|l2 =
lul<k

= C' Y» Ilje * D"ulla <
|u|<k

<C" XY ||Drv=C,E
|u|<k

Por último ressaltamos duas fórmulas conhecidas que serão usadas no

estudo dos operadores diferenciais parciais. À primeira é conhecida como Fórmula

de Leibniz e a segunda é a Fórmula de Hoórmander:

18
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Capítulo 2

Existência de Solução Fraca

Neste capítulo definiremos a noção de solução fraca de uma equação diferen­

cial parcial linear em uma região O C R”" e investigaremos condições necessárias e

suficientes para a existência de tais soluções para operadores diferenciais lineares.

2.1. Operadores Diferenciais Lineares

Seja O) C R" um conjunto aberto, conexo e com a fronteira 05) suave por partes.

Seja m um inteiro positivo e sejafa, € C"(Q);u E Nº, |u) < m) uma coleção de

funções de classe C”"* em $) tomando valores complexos.

Um operador diferencial linear de ordem m é um operador definido em

C""(N)) pela seguinte expressão

[A(D)ul(x) = NX" as(t)Dºu(s), u€EC"(O)
lal<m

BIBLICTEÇA |
FB
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Dº = (Di, . ., Dr)º = (igDa

e para algum a com |a| = m se tem a, É O.

Usaremos a notação simplificada

Au = y”» an(x)Dºu.
lalám

Ao operador À associamos o operador A', definido em CC" (9) por

[A(D)ul(t) = 3" Dº(áa(x)U(%)),
lal<m

ou simplesmente

Au = Yy» Dº(da(r)u).
lal<m

Se p E CP(N), u € C"(N), então, vale a identidade

f Ae sdr= [+ A'pdr,
9 Q

ou ainda, usando produto interno de Lº(9)) temos

O operador A' é chamado adjunto formal de A e pode ser escrito como

Au= Y ba(x)Dº*u
laf<m

21
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onde os coeficientes b, dependem dos coeficientes de À bem como de suas derivadas.

Seja f uma função de C(N) e u E CP(NQ) uma função tal que

[A(DJulít) = f(t) xsEQO

ou simplesmente

Au=fem“O. (2.1)

Tal função u é dita ser uma solução clássica da equação diferencial parcial

(2.1).

Seja u € C"(OQ) uma solução clássica de (2.1) e 7 E CY(N) uma função teste.

Multiplicando ambos os lados de (2.1) por é e integrando em O) obtemos

(fo) =(Au,o)

= (u, A'p).

(u, A'p) = (f,o) Ve E CE(9). (2.2)

Definição 2.1.1 Seja f E Lº(N). Uma função u E Iº(N)) é solução fraca da

equação
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se (u, A'p) = (f,p) para toda À E CF(N).

Uma conseqiiência imediata da definição anterior é que se u € C""(9)) é solução

clássica de (2.1) então u é também solução fraca de (2.1). Todavia a recíproca,

em geral, não é válida. O que vale é o seguinte, se u € Lº(N)) é solução fraca e

suficientemente derivável (de classe C") então u é solução clássica. Isto segue da

densidade de C$º(N) em Lº(9).

2.2 Uma Condição para Existência de Solução
Fraca

Neste parágrafo estabeleceremos uma condição necessária e suficiente sobre o

operador AÀ para que a equação Au = f admita solução fraca em €.

Seja f E Lº(N) e u € Lº(N0)) uma solução fraca de

Au=f em 9.

Então para toda é E C$(N) temos

(fu) = (u, A'q).

Como + tem suporte compacto e os coeficientes de A' são contínuos, segue que

A'p E Lº(N)). Logo usando a desigualdade de Cauchy­Schwartz de Lº(9N)) obtemos

If) = (4, A'9)| < lula Allo.
23
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Portanto, se Au = f tem solução fraca então existe uma constante C > O tal

IF. <CllA£Élb = peCcr(l). (2.3)

Na verdade a desigualdade (2.3) não é só uma condição necessária para

existência de solução fraca mas também uma condição suficiente como mostra o

seguinte:

Teorema 2.2.1 Seja f E Lº(N). Uma condição necessária e suficiente para que a

equação Au = f tenha uma solução fraca é que a desigualdade (2.3) valha para toda

E Cr(9).

Demonstração: Basta mostrar que tal condição é suficiente. Suponhamos que exista

C > 0 tal que

IF) < Cl A ella

para todo q E CS (9).

Seja W o subconjunto de L?º(9N)) composto por todas as funções w E Lº(S)) para

as quais a equação adjunta
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possui solução é E CS (N). Isto é

W = (wu E Lº(N); dp E CEP(N) e A'p=w)

Claramente W é um subespaço de Lº(9)).

Definamos agora em W a seguinte função

Fw =(4,f)

onde y é uma função qualquer em C& (9) satisfazendo A'p = w.

Vejamos que F é bem definida. Sejam 41 e 42 E CFS(N) tais que A9;1 = vu,

Ala = w. Logo

IF 1 = a) < CIA, — pa)|| = Cllo|| = 0,

Assim F não depende da escolha da solução é de A'p = w.

Sejam w1,w2 € W e A ECT. Consideremos 41,42 E CF (9) tais que

Da linearidade de A' temos

A(g1 + Ao) = uu +r ÀAUWg,

ou seja, F(w, + Aw2) = (41 + Aa, f) = F(w) + AF(us).
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Portanto F' é um funcional linear.

Também:

Fw] = (6, | < CA ela = Cllul||,

logo F' é um funcional linear limitado.

Do Teorema de Hahn­Banach, F' pode ser extendido como funcional linear em

todo Lº(N). Continuamos denotando por F tal extensão.

O Teorema da Representação de Riesz fornece um elemento u E Lº(N) tal que

Fw =(w,u)

Ilulla = ||FI| <C.

A função u é uma solução fraca de Au = f. De fato: se À E C$(N) então

A'p € W. Seja w= A'y;

(u, Ap) = (u,w) = Fw= (f,4).

Portanto (f, 4) = (u, A'p) para toda é E C$(N) como queríamos demonstrar.

Vale observar que a solução fraca u € Lº(N)) fornecida no teorema acima satisfaz

a desigualdade

Ilullz < C

onde C é oriundo da desigualdade |(f,)| < Cl|A'ello.
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Vamos terminar esta seção exibindo um exemplo de uma equação que possui

solução fraca que não é uma solução clássica.

Seja 8) a faixa ilimitada

N=f(rt,y) ER; y| < RJ.

Considere a equação

em SO.

O fo : "Neste caso, f = 0, A = E ed' = .— Seja q = g9(y) uma função real de uma
variável real contínua em |y| < R', onde R > R e com derivadas descontínuas. Pelo

Lema 1.2.1 existe uma segilência de funções infinitamente deriváveis convergindo

uniformemente para g em |y| < R.

Agora seja é E CS (N) uma função teste. Então

(9149) =­(91, E) = (Vo) = 069 =).
Agora fazendo n — oo obtemos

(9,A'p) = (f,),

o >
ou

f o PCAou seja, gq é solução fraca de — = 0 em 2, todavia q não é solução clássica uma vez
Or

que sua derivada em relação a y não é contínua.

27

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.3 Operadores Diferenciais com Coeficientes
Constantes

Um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes é um operador

diferencial da forma

Au = Y ax Dºu
Jlaj<m

onde cada coeficiente a14, Jal < m é uma constante complexa.

Neste parágrafo mostraremos que para um domínio limitado OQ C R”, a equação

Au = f, onde À é um operador diferencial a coeficientes constantes, tem solução

fraca para qualquer f E Lº(N)). Isto será feito estudando algumas desigualdades

de Hormander [6] e usando a condição necessária e suficiente obtida no parágrafo

anterior.

Antes de iniciarmos a discussão que levará a tal resultado convém fazer algumas

observações. Observe que neste caso o adjunto formal de À é o operador dado por

Au = Yy» da Dºu
lal<m

e, portanto, também tem coeficientes constantes.

Ao operador A associamos seu símbolo, que é o polinômio

P(£) =X" aobº
lal<m
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da variável £ = (61,...,6n). Aqui usamos a notação £€º = £7...£m.

Assim o operador A pode ser escrito como Au = P(D)u se substituirmos

(E£1,..., En) por (Di,..., Dn).

O símbolo P(£) do adjunto A' é o conjugado de P, isto é, P(6) = P(6) =

= Ss. GaE”. Analogamente A'u=P(D)u = yY”» ao Dº.
lal<m lal<m

Agora seja é E CF (9), então
I14'p//I2 =||P(D)eÁ|Il? = (P(D)e, P(D)o) =

= (6, P(D)P(D)Y) =

= (6, P(D)P(D)y) =

= (P(D), P(D)ç) =

= ||P(D)e||? =

= ||All,

ou seja

I|4'plla = ||Allo, e CP(O).

Passemos agora à discussão de alguns resultados que levarão à demonstração

do resultado principal desta seção.

Lema 2.3.1 (Hôrmander /(6]). Seja St um domínio contido na faixa |rk —a| <

e seja PNE) = e
M

2

(E). Então
k

IP (Dell: < mM||P(D)llo (2.4)
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para toda é E CP(S).

Demonstração: Podemos admitir sem perda de generalidade que a = O.

A demonstração é feita por indução sobre m, onde m é a ordem do operador

A. Vamos admitir por um momento (e demonstrar depois) que a desigualdade

I1PO(D)eII3 < I1P(D)e|LIMILP* (Della + [IPEF (Della) (2.5)

2seja válida para toda & E Cº(N). Aqui usamos PP (E) = ÃO)
k

2

Quando m = 1, temos ­—— = O. Logo (2.5) acarreta
OE

IIPE(D)ella < MIIP(DJ)ella, E CF(Q).

Logo, o resultado vale quando o grau do polinômio é 1. Agora suponha que

I1Q” (Della < (m — IM |IQ(D)ll2 (2.6)

seja válida para todo polinômio Q = Q(£) de grau menor ou igual a m — 1 e seja P

um polinômio de grau m. O polinômio P) tem grau menor ou igual a m — 1, logo

(2.6) pode ser aplicada em P(P) fornecendo

ILPEP(DJeIla < (m — YM||PE(D)el|,

que aplicada em (2.5) fornece,
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IPOD) < IIP(D)lla [MIIP(D)olla + (m — DLMIIPO(D)ella] =

= ||[P(D)|lamM||PÉ (Della,
ou seja

IPO(D)e|lz < mM ||P(D)&lla

como queríamos. Logo, o resultado vale para todo operador diferencial a coeficientes

constantes.

Agora demonstraremos (2.5). Seja é E CS(N) e observe que pela fórmula de

Hormander temos

P(D)(zxy) = xxP(D)o + PD).

IIPO(D)IIA = (P(D)(a9) ­ xeP(D)o, PPD)L) =

= (P(D)(xx4), Pº(D)p) — (tkP(D), PP(D)Ç) =

= (PO(D)(axo), PD) — (P(D)e,nu PºD)o) =
= (x1PO(D) + PPO(D)o, P(D)o) — (P(D)e, rPD)Y).
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Agora observe que a expressão da última linha é um número real positivo.

Portanto tal expressão iguala­se ao seu módulo. Assim, usando a desigualdade

triangular temos

ILPO(D)eIl? < Ie PO(D)o + PEP(DJo, P(DJ)| + I(P(D)6, + PO(D)oo)|.
Usando a desigualdade de Cauchy­Schwartz, obtemos:

IPO (D)II3 < |IP(D)ellallza PD) + PED)la+

+I|P(D)el|lallze Pº(D)ella <

< ||P(D)ll2 (IItkPP(D)eo|la + 1|PF (Della) +

+IIP(D)ellellt: PP(D)lla <

M< IIPODJela ( ZUPO Dela + I1PÉAD)la) +
+IIP(D)elaZIP (D)ella =
= ||P(D)olLIMILP(D)ella + IIPÉ(D)e|],

e assim (2.5) está verificada.H

Corolário 2.3.1 Se O: está contido na região |rx — ax| < o k=1l,...,n, então,
para qualquer multi­índice 11 tem­se

m!

PP (D)ylla < tm = apr IPO ella, é E Cr (9)
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onde M = (M1,...,MI) e M' = MP... MY”.

Demonstração: A demonstração consiste em aplicar consecutivamente o Lema 2.3.1.

Observe que

PED)=
ap 8 allip———(DJ) = —— D)y,Em.ae (DIO = me, (5555085 om) e

logo, pelo Lema 2.3.1, temos

âlel­1p
Maga ag Dele,IIPP(D)ella < Mi(m — (ul =1)

Prosseguindo o raciocínio, eliminamos as derivadas em relação a 61, obtendo,

com Isso,

alum P
dE oe (D)eI1POO(DJela < Mist = (ll =D)... (m = (nl = 1) |

Fazendo o mesmo para £2, .. . , é obtemos a fórmula desejada.

Uma conseqiiência imediata deste corolário é o seguinte:

Teorema 2.3.1 Seja A um operador diferencial linear com coeficientes constantes

e QN um domínio limitado. Então existe uma constante C > O dependendo de QN e

da ordem de A tal que

Heella < Cl Alla
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para todo À E CP(N).

Demonstração: Tome um multi­índice /: tal que P(E) = constante £ 0. Se

PUM(E) = k então

PP(D)p=kp, VoECr(N).

Ássim, do Corolário 2.3.1, temos

Ilkella<
1 !Tomando C =ms" e observando que P(D)yp = Ay obtemos

Hlella < Cl/AÇ||2.B

Terminamos este capítulo com o teorema principal;

Teorema 2.3.2 Sejam A = Ss. axDº um operador diferencial a coeficientes
lal<m

constantes, S) EC R" um domínio limitado e f E Lº(Q) uma função dada. Então

a equação diferencial

admite uma solução fraca.
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Demonstração: De acordo com o Teorema 2.2.1 da seção anterior, basta verificar a

existência de uma constante C' > 0 tal que

18, 4)| < CllA ella,

para todo y E CSº(9).

Observe que A = ) GaDº é operador com as mesmas características de A,
lal<m

logo, do Teorema 2.3.1, segue que existe C' > O dependendo de m e 9) tal que

Ileella < C'||4'ello.

Como |(f,)| < || fllall&olla, segue

IG 9) < IIR(CUA el2) = Cl Aella,

If )| < CllA' ella

como queríamos demonstrar.H
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Capítulo 3

Operadores Elípticos

Neste capítulo introduziremos a noção de operador elíptico e provaremos que se

A é elíptico então toda solução fraca da Au = f com f E C“(9) satisfaz u € C“(9).

3.1. Uma Estimativa a Priori

Seja P(£) = Ss aaÉ” um polinômio na variável E = (£1,...,6n) com coefi­
lal<m

cientes complexos com aa É O para algum a tal que Ja| = m. Assim o operador

diferencial

P(D)= YX" asDº (3.1)
lal<m

é um operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes. Chamamos parte

principal de P(D) ao operador diferencial dado por

p(D) = Y” ao Dº.
Jal=m
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Observe que o símbolo de p(D) é o polinômio homogêneo de grau m, onde

Y” aê”.
lal=m

Definição 3.1.1 O operador diferencial da equação (3.1) é um operador elíptico se

a única solução real de pve) =0 é £E =O.

Lema 3.1.1 O operador dado por (3.1) é elíptico se, e somente se existir uma

constante M > O tal que

161" < Mlp(6)|. (3.3)

para todo É E R”.

1Demonstração: Sendo p(£) homogêneo de grau m, então p (E) = em?) paraIE!
todo £ £ O.

1

Se P é elíptico então p(£) £ O na esfera unitária [E] = 1. Logo (E) é contínuaPp
1

em |E| = 1. Se M é o máximo de |­| em |E] = 1, então temos que:
Pp

1

(6)
Logo |E|” < Mp(£), € E Rº.

<M ££70,6€ER".

À recíproca é imediata.

O operador P(D) — p( D) é operador de ordem menor do que m e tem símbolo

P(£)­p(6)=" DX" as£º. Logo,
lal<m­—1
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IP(E)­P(< ND lasllE.
lal<m—­1

Agora observando que |€º| < |€]lM < [em < (1+ |€))”” sempre que

la] < m — 1, obtemos

|P(£) — p(8)| < C(1 + |6))" (3.4)

para alguma constante C' conveniente.

Terminamos esta seção com o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 (Estimativa a priori) Seja P(D) um operador elíptico de ordem m.

Então existe uma constante C > O tal que

luls < C (IP(D)u|s­m + |uls1)

para toda v E S(R”).

Demonstração: Começamos observando que existe uma constante k tal que

(1+ EI) < k(1 + |61º")

para todo £ E R”.

De fato, quando |£] > 1 temos

(1+ |E1)º" < (2/8)? = 2?" ef”.
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Como |E€]º" < 1 + |E|?” segue

(1+ E)" < 2M(1+|EPM), ld>L

(1 + |)”
1 + EP

Portanto existe k tal que para todo £ se tem

Agora, a função de £ dada por

(1 + E)?"
T+

E

ou seja, a desigualdade (3.6) é válida.

é limitada no compacto |£] < 1.

Passemos a verificação de (3.5). Sejam M a constante da elipticidade de P(D),

dada em (3.3), e seja k a constante fornecida por (3.6). Então,

(1+ ED)" < k1 +89) < k(1+ MºID(6)P).

Agora, usando a desigualdade

IP(E| < CA + 81)" +|P(9)]

fornecida por (3.4), obtemos

(1+ EI)?" < k [1 + 2Mº|P(8)[? + 2M20(1 + |E)272] <

< k [2Mº|P(E)]?º + (2MºO?º + 1)(1 + E) <
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< K [[P(8)]º+(1+|81)*"2P].

Ou seja, (1+ IE)” < K[1P(8)[2 + (1+ [6272]

Multiplicando ambos os lados da última desigualdade por (1 + |E€[)ºEm6(8)|?

obtemos

(1 + E) 9(8)]? < (1 + ED MPo(a)PK [|P(8)]? + (1+ E)P]

que integrada em relação a £, nos dá:

of? <K khA+ lE2­| Pra) Plo(a)2ae+

+Kf + |E1)2D o(E)2de =

=KAs + [e))2­m)| P(DJo(E)2de+

+KJe + [E)20­Dló(6) [ºde,
ou seja,

luls < K [[P(D)ul­m +lult1] <
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< K[IP(D)uls­m + lula].

Fazendo C = yYK, obtemos

luls €< C ILP(D)uls­m + lula]

como queríamos demonstrar.MR

3.2 Regularidade

Esta seção é dedicada ao principal teorema deste capítulo que é o seguinte

Teorema 3.2.1 Seja P(D) um operador elíptico com coeficientes constantes e se­

ja Q um domínio qualquer em R”. Se f E C“(N) então toda solução fraca de

P(D)u=f está em C“(O).

Demonstração: A idéia da demonstração é a seguinte; tomamos um ponto y arbi­

trário em 8) e uma função teste é E C$(S)) tal que = 1 num compacto contendo

y em seu interior. Em seguida, para cada k E N, tomamos s EN, s > k + 7 e
exibimos uma família fveleso C S(R”) tal que

luis <C Ve>0 e

41

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Ilve — pullz — O

quando e — O.

Daí, usando o Corolário 1.3.1 (da Desigualdade de Sobolev) concluímos que

vu E CF(R"). Como k é arbitrário e é = 1 próximo de y segue que u é infinitamente

derivável em todo y E O.

Seja À E C$S(N). Defina vu nula fora de 9, assim vu E Lº(R”) e tem suporte

em N. A convolução (yu) * j. está em CE(R") Cc S(R”) e será a função vc. do

comentário inicial. Do Teorema 3.1.1(Estimativa a Priori) temos

[(4u) * jels < C [|P(D)((pu) * je)la­m + |(49u) * jela—]. (3.7)

Procuremos uma estimativa para |P(D)(ku) * jela­m; se v € S(R") então

(P(D)(u*je),v) = (u, FI(P(D)u) * jd) =

Uu, Pp > da Dºv | * je
lal<m

Uu, YX aaDº(v*jo) | =
lal<m
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= (u, pP(D)(v * jo)).

Agora, usando a fórmula de Hôórmander para P(D)[e(v * ja)], obtemos

= (u, P(D)lÉ(v * jo)]) — ND” O PM (D)(v + jo) D"q) =
lul>0

= (P(D)u,9(v * jo) — 37 Z(uD", (PO(D)u) * jo) =
lul>0

= (flv *jo) = DO Z(uD"gl * jo PO(D)o) =
lul>0""

= ((9f)*jav) =X leD" * jo P(D)v).
lul>0 *

No que segue tomaremos o módulo em ambos os lados desta igualdade, usaremos

a desigualdade triangular, a identidade de Parseval e a definição de ( , )a para obter:

I(P(D)(tu * je), v)| <
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< (27) "l(9f do 0) . 9) + jo PD)O),).
lul>0

Lembrando que para quaisquer v, w E S(R"), se tem |(v, w)o] < |uls|w]|­,s sendo

assim,

ICP(D) (pu * je), vol <

If* je)ls­mlvlm­=s + O” I(uD"g) * jela, |PP(D)U|,,­
lul>0

Observando que PU! tem ordem menor ou igual a m — 1, que [D"vls < |uls+|u

para todo vu E S(R") e que |uls < Jul; quando s < s' temos

|D"uls < fu |s+/u| Ss |uls+m­1

para |1]| < m — 1, e portanto,

IPOD).<C DN |Dtulis<
o<lul<gm­1

<C Y” |U /1za+m=1 = Klulm­s­
O<lul<m­—1
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|P(D)(u*je, v)o] < Kalulm­s | |(49f * Jels­m + Ss K(uD"&) * jels­
o<lul<m

para algum K7 > O conveniente. Logo

IP(D)(pu * je), v
|lulm—s

Dol < K l(ef) * Je] sm + SA|(uD"o))* Jels­1
O<|ul<m

Usando o Lema 1.3.1 temos que:

IP(D)(u * je)|s­m <K l(&f* je]sm+ SII(uD"))* jels­1
o<lul<m

Substituindo (3.8) em (3.7) obtemos

lou) * jols < C' (6 *jelsom + DO I(uD"g) bo :
lul<m

1

(3.8)

Agora, pelo Lema 1.3.2 existe uma constante C, tal que (pf) * jelam < Cs,

logo

lu) * Jels <C'[C+ Y” |(uD") * Jels­1
lul<m

Considere agora a seguinte afirmação: Para cada y € C$(0) existe uma

constante C, > O tal que

lu) * jela­1 < Cy­
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Se isto for válido então existirá CZ > 0 tal que

DS lUD") * jels1 < CZ
lul<m

pois D"y E CF(N). Assim, teremos que

(Gu) * jels < C'(Cs; + CZ). = .Cy. (3.9)

Isto mostra que se a afirmação anterior valer para s — 1, então valerá para s.

Para s = 1 temos

(pu) * jelo = K|(4u) * jellz < k[l/ullo. = .Cy,

isto é, a afirmação é válida para s = 1. Logo, por indução a afirmação é válida para

s=2,3,....

Em particular (3.9) é válida. Temos provado que ve. = .(çu) * je é uniforme­

mente limitado em H* relativamente ao parâmetro e.

Para concluir a demonstração do teorema, observamos que

[l(gou) * je — pulla — O

quando e — O conforme o Teorema 1.2.1.H
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