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Resumo

Neste trabalho provamos, com o auxilio da Teoria de Hormander, a existéncia

de solugao fraca para a equacao diferencial Au = f, onde A = E asD* é um
la]<m

operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes, 2 C R™ é um dominio

limitado e f € L*(f) é uma funcdo dada. Estudamos também, regularidade de

solucao de equacgao eliptica.

Palavras-chave: Convolugoes, Espago de Sobolev, Solugao Fraca, Operadores Elipticos,

Desigualdade de Hormander.




Abstract

In this work we shall prove, using Hormander’s Theory, the existence of weak

solution for a differential equation Au = f, where A = Z aoD” is a linear partial
la]<m

differential operator with constant coeficients, {2 C R" is a limited domain and the

function f € L?(9) is given. We also study regularity of a solution from an elliptic

equation.

Keywords: Convolutions, Sobolev Space, Weak Solution, Elliptic Operators, Hérman-

der Inequality.
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Introducao

Neste trabalho estudamos equagoes diferenciais parciais lineares. Tal equagao

em geral envolve uma funcao desconhecida u(x, ..., x,) e pode ser escrita na forma:

a,u] +-,,+Hn,££

Au: Z ﬂ'.“l...--#n(:r]f"‘):rﬂ)aplmi ‘..a#nm = f(mlv"".!'rﬂ)'

1t tpn <m

onde f é uma fungao dada. O resultado principal deste trabalho é o estabelecimento
de solugao fraca da referida equacao.

Descreveremos brevemente, a seguir, o contetido deste trabalho.

No Capitulo 1 expomos os pré-requisitos que serao de grande importancia para
o desenvolvimento dos demais capitulos. Destaca-se, ainda no primeiro capitulo, a
nocao de Espaco de Sobolev e o Lema da Desigualdade de Sobolev.

No segundo capitulo, definimos a nogao de solugao fraca de uma equagao
diferencial parcial linear em uma regiao {2 C R" e investigamos condicoes necessarias
e suficientes para a existéncia de tais solugoes para operadores diferenciais

lineares. Como resultado principal deste capitulo observamos que, para um dominio
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limitado Q C R", a equacdo Au = f tem solucdo fraca para qualquer f € L%(Q)

Este resultado se baseia em algumas desigualdades de Hormander.

Finalmente, no terceiro capitulo, introduziremos a nogao de operador eliptico
e como resultado principal deste capitulo provamos o Teorema da Regularidade de
Solucao Fraca, ou seja, se A é um operador eliptico, entao, toda solugao fraca de

Au = f com f € C*(Q) satisfaz u € C*(f), isto é, u é uma solugao cldssica.




Capitulo 1

Alguns Conceitos Fundamentais

Neste capitulo estabelecemos a notagao e os pré-requisitos que serao utilizados
nos demais capitulos. Destacamos em particular a no¢ao de Espaco de Sobolev e o

Lema da Desigualdade de Sobolev.
1.1 Notacoes

Seja €2 um subconjunto de R".

Denotaremos por C™(€2) o conjunto de todas as fungoes definidas numa vizi-
nhanca de cada ponto de €2 e que tenha todas as derivadas de ordem menor ou igual
a m continuas em 2. Se uma fun¢ao u esta em C™(f2) para todo m, entao ela é
infinitamente diferenciavel e dita ser C*() .

Seja v uma fungao definida em €2 que assume valores complexos, u : 2 — C.

Chamamos de suporte de u e denotaremos supp(u) o menor conjunto fechado




(relativamente a Q) que contém {z € Q;u(x) # 0}. O conjunto C7*(£2) é o conjunto
das fungoes de C™(€2) cujo suporte é um compacto em §2 e por C5°(2) denotamos o
conjunto das fungoes C*(£2) cujo suporte é compacto em (2. Chamamos o conjunto
C5°(S2) de conjunto das fungoes-teste em £2.

Seja 2 como definido anteriormente e p satisfazendo 1 < p < oo. Entao LP(2)

denota a colegao das fungoes u : {2 — C, Lebesgue mensuraveis, tais que

] lu(z)[Pdz < oc.
Q

Dizemos que uma funcao mensuravel u em ) é localmente integravel em 2 se
/ |u(z)|dz < oo para todo compacto K C Q. Designamos por L},.(f2) o conjunto
%
de todas as fungoes localmente integraveis em 2.
De forma anéloga se define os espagos L (Q).
Entre os espacos LP(12), destacamos o L%(Q2) que é um espaco de Hilbert com

o produto interno

E.Au(m)??(x)dt

€ norma

Iollg = [ fo(a)Pz
Q




1.2 Convolucgoes e Seqiiéncias Regularizantes

Definicao 1.2.1 Sejam f : R" — C e g : R" — C fungdes mensurdveis tais que

para quase todo x € R" a fungado

yER" — f(x—y)g(y) €C

€ integrdvel. Neste caso chamamos de convolugao de f com g e denotamos por

f * g a fungao definida por

(F+9)@) = [ S =vatu)dy.

Quando f € LY(R") e g € L?(R") a convolu¢ao f * g é bem definida e satisfaz

F * glls < 11 f1lx1lgllp-

Outras condigoes em f e g também permitem definir f * g. Na medida em que
algum dos fatores de f ou g possui regularidade, o produto f * g também desfrutara
de tal regularidade.

Neste paragrafo D® com a = (ay,...,a,) € N" representa a derivada parcial
g P p

(‘)(11+...+an

D= —0 4 —
] *
Oy " i R

A seguir citamos propriedades de regularidade do produto f * g, que serao 1teis

neste trabalho.




Sejam f € L, .(R") e g € Co(R"), entao

(P1) f*g€ C(R") e supp(f *g) C (supp(f) + supp(g)).

(P2) Se g € Ci*(R") entao f xg € C™(R") e

D*(f xg) = f*(D%), para [af <m.

(P3) Se f € C™(R"), entao f xg € C™(R") e

D*(fxg)=(D%f)xg, para |af <m.

(P4) Se f € C™(R") e g € C§(R™), entao

fxgeC™ (RY) e

D*(f xg) = (D*f)*xg= f*(D%) para |a| <min{m,r}.

(P5) Se f € C*°(R") ou g € C§°(R"), entéo f *x g € C°(R").

As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em Giglioli [5].

Vamos agora considerar a seguinte fungao:

acxpl(lo? = 1) o] <1

0 e} =1.




=
onde a = {/ exp|(|z]|* — 1)“1]dm} :
J|z|<1
Entao j € C°(R") e [RRJ(T)dT = 1.

Para cada € > 0 seja

je(x) 20 em R"
Je(x) =0 para |z|>e€

A{ﬂ Jje(x)dr =1, istoé, ||glh=1

Seja v € L*(R™). Entao u * j. satisfaz
[l Gell2 < lgellallell2 = [lull2.

Uma propriedade importante da convolugao u * j. € a seguinte:
Teorema 1.2.1 Para u € L*(R")

llu*je—ul|lp =0 quando € — 0.

Demonstragao: Ver Brezis (2], pagina 71. W




Também sao importantes as seguintes propriedades:
(a) u* j. € C(R") para u € L*(R").
(b) (u* je,v) = (u,v * je) para u,v, € L*(R").
(¢) Di(uxg) =j.xDu 1<k<n, ueC?R").

Vejamos agora um resultado refernte a aproximacgao de fungoes continuas por

fungoes C™.

Lema 1.2.1 Sejam Q; e Q dominios limitados em R™ tais que ; C Q. Seja

u uma fung¢do continua em 2. Entao existe uma seqiéncia {vi} de fungées em

C*(Qs) que converge uniformemente para u em ;.

Demonstragao: Restringindo €2, assumimos u continua em €25. Seja:

u em §Q

0 em Qf.
Como u é uniformemente continua em 2, dado n > 0, existe § > 0 tal que
|lu(x — 2) —u(z)| <n para |z] <.

Seja d = dist(y, 0).

Se € < min(é, d), temos:




ax i) —u(@) < [ g@lute—2) - ulalds <

< 7}/ Jj(2)dz=n Vzx € Q.
Rﬂ
Portanto {@ * j.} converge uniformemente para u em €.
Uma vez que @ * j. € C*°(R"), a prova esta completa.l
1.3 Transformada de Fourier e Espacos de Sobolev

.0

Para cada k = 1,...,n seja D = —i—.
6.Tk
Denotamos por D o vetor D = (Dy,..., D).

Seja @ um multi-indice;
a=(ay,...,a,) € N" talque

o] = a3 + ...+ a, e definimos

D® = D% ... D® Aol O
= A el =Y Ozt .. .0z

Seja S = S(R") o conjunto das funcdes v € C*(R") tais que para cada

natural £ e cada multi-indice p a funcao

(1 + [z)*|D*v ()|




é limitada em R”.

A transformada de Fourier de v € S é definida por

(&) = /“ e~ EMy(z)dz, £€R"

onde (&, z) denota o produto interno usual de R".

Diferenciando a equacao acima sob o sinal de integracao obtemos
D*i(€) = (~1) (@o).

Por outro lado, se integrarmos por partes a seguinte equacao

m:[ e &%) Dy (2)dx
Rﬂ

, obtemos m = EHP.
Temos, portanto, as identidades
D#i(€) = (—1)¥(z#v)
(D#v) = g6

A transformada de Fourier possui varias propriedades. Destacaremos agora

duas que serao bastante usadas neste trabalho; a primeira é a férmula da inversao:

v(z) = (2m)™" / e&Mp(e)de, veS,

e a outra é a identidade de Parseval:




[v@a@as=@ny [o@ed vwes.

No que segue usaremos a Transformada de Fourier para definir Espagos de
Sobolev.

Para qualquer ntiimero real s, sejam

(1,‘,w)3.s.l/R“(1+|g|)23@ B d e
[vf2. = .(v,v),.

Pode-se verificar sem dificuldades que ( , )s é produto interno em S e, portanto,
|.|s define uma norma em S.

A identidade de Parseval acarreta a seguinte identidade:
(v,w) = (27) " (v, w)o.
Agora, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz de L?(R™) em
wlo = [ L+ + ) TO)de
obtemos

[(v,w)o] < |v]s|w]|—s.

11




Segue, da desigualdade anterior, que

v, w
|TJ}_.—,-Z|(IT)1)"9'L Of,é'LUES

Mais precisamente, vale o seguinte lema:

|(v, w)ol

o] v ES, s real
W|—s

Lema 1.3.1 |[v|; = sup
mES,w;éO

Demonstragao: A desigualdade > é 6bvia. Vejamos a outra.
Se v € S entdo (1 + |£])%*9 também estd em S. Entdo pela férmula da inversdo

existe vg € S tal que

Para a funcao vy temos

w2 = / (1+ [€)72(1 + €)™ |o2dE = [of?

(?}1 ?’0)0 = |1}|§'

2
Logo 1,0l _ Jols = |v|s, 0 que prova o lema.l

lvol-s vl
Usando a desigualdade [¢#|> < (1 + |¢])?* e a identidade M(E) = E*H(€)

obtemos a seguinte desigualdade

|D*0|s < [V]s4ju, v ES.

Podemos, agora, definir os Espacgos de Sobolev.

12




Definicao 1.3.1 Seja s € R um nimero real qualqguer. Chamamos de espago de
Sobolev de ordem s e denotamos por H*(R"), ou simplesmente H* ao completa-

mento de S(R™) em relagdo a norma |.|s.

Como a norma |.|s é proveniente de um produto interno, segue que H*® é um
espaco de Hilbert. Assim sendo, H*® possui todas as propriedades dos espagos de
Hilbert, em particular destacamos a validade do Lema de Banach-Sacks que afirma
que “toda seqiiéncia limitada de elementos de H® possui subseqiiéncia cujas médias
aritméticas convergem em H®.”

Passemos agora ao resultado principal deste paragrafo que é a Desigualdade de

Sobolev.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Sobolev) Sejam k wm nimero natural e s um
numero real tal que

TL
—k>—.
° 2

Entdo existe uma constante C > 0 tal que

max Z |D*v(x)| < Clv|s para toda v € S(R™).

n
=eR” <k

Demonstragio: Sejam v € S(R") e p um multi-indice tal que || < k. Usando a

formula da inversao temos




Dro(e) = D* [(am) " [ e |-

= (2m)™" AQ e Eer(€)de =

= (2m)™" f e €T gr (1 + |€])Fa(€) (1 + |€])* 2 dE.
]Rﬂ
Logo

[DHo(@)f? = (2m)7" | (€ (1+ Iel) o, (1 + 6)*~")|" <
< (2m) 7™ [Egn(1+ Jel) o] (1 + €Dt =

= @ny ™ [P+ PPl [ (1+1€)e-0de.

Agora, observando que |2 < |¢]2# < (1 + |€])?* para todo p com |u| < k,

obtemos
oy () [2 —2n 2% 2(s—k) |5 (£ |2 2k—s) 7o _
D*v(z)? < (27) .[Rn(msn (1+ ) I?(‘E)Idé/R"(HIEI) s

14




(2m) fR,,u +IED¥[0(6)Pde ]R,,u T Je)*9de =

((2«)-2“ Ja+ |5|)2““-*>de) of2.

n ; ; . ;
Como s — k > 1 segue que a ultima integral é finita, logo, fazendo

3
Ci = (2x)™" [f]l%“(l + |£|)2(k_s)d£] obtemos

|D*v(z)| < Cilvls, =z €R™,|u| <k.

Agora somando em g, |p| < k e tomando-se o supremo em R" obtemos a

desigualdade

max Z |D¥v(z)| < Cluls

Tre
|| <k

para uma constante C' conveniente. ll

» - . ~ ’ ﬂ’
Corolario 1.3.1 Sejam k um nimero natural, s um numero real tal que s — k > )

e u € L*(R") uma fun¢do. Suponha que existe uma seqiiéncia {v,} C S(R") tal que

I?"nls S C!

[lvn —ull2 — 0, n — oo.

Entdo u coincide com uma func¢io de C*(R™) em quase todo ponto.

15




Demonstragao: Como {v,} é uma seqiiéncia limitada no espago de Hilbert H® entao,
pelo Lema de Banach-Sacks, {v,} possui uma subseqiiéncia cujas médias aritméticas
convergem em H?®. Por conveniéncia de notagdo assumiremos que {v,} ja é a

subseqiiéncia e denotaremos

Logo |wy, — wy|s — 0 quando n,m — oo.

Como ||v, — u||2 — 0 quando n — oo segue que

|lw, —u|ls =0 quando n — oc.

Segue, da desigualdade de Sobolev, que
, Iz ) V— i
max E | D*[wm (z) — wn(z)]] < Clwm — wnls
TR lulsk
mostrando, com isso, que {w,} converge uniformemente para alguma funcao w €
C*(R").

Agora afirmamos que u = w quase sempre. De fato, para todo R > () temos

/lzlcR lu(z) — w(z)|*dr < 2 (llu —wy||5 + /];-|<R |wn(2) — w(:rt)|2dm) <

< 2||u — w,||2 + Cr lnllmé lw, () — w(z)|?.
T|<




Como o lado direito tende a zero quando n — oo e o lado esquerdo nao depende

de n, obtemos

/ lu(z) — w(z)|*dz =0, VR > 0.
|z|<R

Logo u = w em quase todo ponto de R". l
Veremos agora mais um resultado que serd de grande utilidade no Capitulo 3.
Lema 1.3.2 Se v € S, entdo para cada real s existe uma constante C; tal que

|v % je|ls < Cs, Ve>0.

Demonstragao: Seja k um inteiro tal que k > s. Vale a seguinte desigualdade

1+[g)<C > 1e

<k
para alguma constante C' conveniente.
Assim

1

ol [ /R A+l Rerde|” <

1
2 3

< /R c S lerl| e =

|u|<k

17




=c| [ | Ziewnel

[ <k

—c| [ | il

|u|<k

<C Y IDi(wx o)l =

|l <k

= (2m)EC ) [ID*(w* jo)lla =

|| <k

=Y Iliox Dol <

|| <k

<C" Y |ID*v]lp = C..

lu|<k

Por 1ltimo ressaltamos duas férmulas conhecidas que serio usadas no
estudo dos operadores diferenciais parciais. A primeira é conhecida como Férmula

de Leibniz e a segunda é a Férmula de Hormander:

18
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f<a

P(D)(uv) = Z —P(ﬁ) (D)vDPu.

Id|<m
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao Fraca

Neste capitulo definiremos a no¢ao de solugao fraca de uma equagao diferen-
cial parcial linear em uma regiao 2 C R" e investigaremos condigoes necessarias e

suficientes para a existéncia de tais solugdes para operadores diferenciais lineares.
2.1 Operadores Diferenciais Lineares

Seja €2 C R™ um conjunto aberto, conexo e com a fronteira d€) suave por partes.
Seja m um inteiro positivo e seja{a, € C™(Q);p € N, || < m} uma colegio de
fungdes de classe C™ em §2 tomando valores complexos.

Um operador diferencial linear de ordem m é um operador definido em
C™(2) pela seguinte expressao

[A(D)u)(x) = Z ao(x)D%u(z), u€C™(N)

lal<m

AVA
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onde

a & 6
D* = (Dy,...,Dn) ( i

e para algum a com |a| = m se tem a, Z 0.
Usaremos a notacao simplificada

Au = Z aq(x)D%u.

lal<m

Ao operador A associamos o operador A, definido em C™(2) por

Dyu)(z) = ) D*(dals

|| <m

ou simplesmente

Alu= Z D% (do(x)u)

|la|<m

Se ¢ € CF*(£2), u € C™(K2), entdo, vale a identidade

fAu gdr = / u Alpdr,
Q Q

ou ainda, usando produto interno de L?(€2) temos
(Au, p) = (u, A'p).

O operador A" é chamado adjunto formal de A e pode ser escrito como

AVA
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onde os coeficientes b, dependem dos coeficientes de A bem como de suas derivadas.

Seja f uma funcio de C(Q) e v € C™ () uma funcao tal que
ADY() = f(z)  ze€Q

ou simplesmente

Au= f em Q. (2.1)
Tal funcao u é dita ser uma solugao classica da equagao diferencial parcial
(2.1).
Seja u € C™(2) uma solugao classica de (2.1) e ¢ € C°(2) uma funcao teste.
Multiplicando ambos os lados de (2.1) por ¢ e integrando em €2 obtemos
(f, ¢) = (Au, p)

= (u, A'p).

(u,Ap) = (f,p) Vo€ (D). (2.2)

Definigao 2.1.1 Seja f € L*(Q)). Uma fungio u € L*(Q) ¢ solugao fraca da

equagao




se (u, A'p) = (f,¢) para toda ¢ € C§°(2).

Uma conseqiiéncia imediata da definicdo anterior é que se u € C™(§2) é solucao

classica de (2.1) entao u é também solugdo fraca de (2.1). Todavia a reciproca,

em geral, ndo é valida. O que vale é o seguinte, se u € L%(Q2) é solucao fraca e

suficientemente derivavel (de classe C™) entao u é solugao classica. Isto segue da

densidade de C§°(2) em L?(92).

2.2 Uma Condicao para Existéncia de Solugao
Fraca

Neste pardgrafo estabeleceremos uma condigao necessaria e suficiente sobre o
operador A para que a equagao Au = f admita solugao fraca em €.

Seja f € L*(Q) e u € L*(Q) uma solugao fraca de
Au=f em €
Entao para toda ¢ € C§°(§2) temos

(f,u) = (u, A'p).

Como ¢ tem suporte compacto e os coeficientes de A’ sdo continuos, segue que

A'p € L*(€). Logo usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz de L?(£2) obtemos

1(f, )| = |(u, A'p)| < [|ull2]|Ap]lo-

23




Portanto, se Au = f tem solugao fraca entao existe uma constante C' > 0 tal

(£, o)l <CllA¢ll: » € CF(9). (2.3)

Na verdade a desigualdade (2.3) nao é s6 uma condi¢do necessiria para
existéncia de solugao fraca mas também uma condi¢ao suficiente como mostra o

seguinte:

Teorema 2.2.1 Seja f € L*(2). Uma condigdo necessdria e suficiente para que a
equagio Au = f tenha uma solugdo fraca é que a desigualdade (2.3) valha para toda

¢ € C5°(2).

Demonstracao: Basta mostrar que tal condigao é suficiente. Suponhamos que exista

C > 0 tal que

I(f, ) < CllApll2

para todo ¢ € C§°(€2).
Seja W o subconjunto de L*(€2) composto por todas as fungdes w € L?(2) para

as quais a equagao adjunta




possui solugao ¢ € C5°(2). Isto é

W = {w e L*(Q);3p € C(N) e A'p = w}

Claramente W é um subespago de L?(9).

Definamos agora em W a seguinte funcao

Fuw = (g, f)

onde ¢ é uma fungao qualquer em C§°(2) satisfazendo A'¢ = w.
Vejamos que F' é bem definida. Sejam ¢; e ¢o € C§°(Q2) tais que A’y = w,

A’y = w. Logo

I(f, 01 — @2)| < C||A(¢1 — w2)|| = C||0]| = 0,

isto é, (f! ‘Pl) = (f! 992)
Assim F' néo depende da escolha da solugio ¢ de A'p = w.

Sejam wy,wy € W e A € C. Consideremos ¢y, g € C3°(2) tais que

Alpy = w, A'(Ap2) = Mws.

Da linearidade de A’ temos

A'(1 + Ap2) = wy + \wy,

ou seja, F(wy + Aws) = (@1 + Apa, f) = F(w;) + AF (ws).

25




Portanto F' é um funcional linear.

Também:

|Fw| = (e, )| < Cl|A¢|l2 = Cllvl],

logo F' é um funcional linear limitado.
Do Teorema de Hahn-Banach, F' pode ser extendido como funcional linear em
todo L?*(£2). Continuamos denotando por F tal extensao.
O Teorema da Representacao de Riesz fornece um elemento u € L?(2) tal que
Fw = (w,u)

lull = [|1F|| < C.

A fungao u é uma solucao fraca de Au = f. De fato: se ¢ € C§°(f2) entao

Alp e W. Sejaw= Ay,

(u, A'p) = (u,w) = Fw = (f, ).

Portanto (f, ¢) = (u, A'p) para toda ¢ € C§°(2) como queriamos demonstrar.ll

Vale observar que a solugao fraca u € L?(2) fornecida no teorema acima satisfaz

a desigualdade

[ulls £C

onde C é oriundo da desigualdade |(f, )| < C||A¢||s.
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Vamos terminar esta se¢ao exibindo um exemplo de uma equagao que possui
solucao fraca que nao é uma solugao classica.

Seja () a faixa ilimitada

Considere a equacgao

y 0 0 : -
Neste caso, f =0, A= — e A’ = ——. Seja g = g(y) uma funcao real de uma
Ox or
- ’ ! ! - P
variavel real continua em |y| < R, onde R > R e com derivadas descontinuas. Pelo
Lema 1.2.1 existe uma seqiiéncia de fungoes infinitamente derivaveis convergindo

uniformemente para g em |y| < R.

Agora seja ¢ € C§°(£2) uma fungao teste. Entao

(0 49) = = (1 32) = (F210) = 0.0) = (fr0)

Agora fazendo n — oo obtemos

(9, A0) = (f, ),

: . du : N 2
ou seja, g é solugao fraca de — = 0 em (2, todavia g nao é solugao classica uma vez

8."]"

que sua derivada em relagao a y nao é continua.
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2.3 Operadores Diferenciais com Coeficientes
Constantes

Um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes é um operador

diferencial da forma

Au = E aoDu

|a|<m

onde cada coeficiente a,, |a| < m é uma constante complexa.

Neste paragrafo mostraremos que para um dominio limitado €2 C R", a equagao
Au = f, onde A é um operador diferencial a coeficientes constantes, tem solugao
fraca para qualquer f € L*(Q2). Isto serd feito estudando algumas desigualdades
de Hormander [6] e usando a condicao necessaria e suficiente obtida no paragrafo
anterior.

Antes de iniciarmos a discussao que levara a tal resultado convém fazer algumas

observagoes. Observe que neste caso o adjunto formal de A é o operador dado por

Au = E (oD u

] <m

e, portanto, também tem coeficientes constantes.
Ao operador A associamos seu simbolo, que é o polindomio

Pi)= ¥ out"

|a|<m
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ay Qn

da variavel € = (&,...,&,). Aqui usamos a notagao £* = & ... &5,

Assim o operador A pode ser escrito como Au = P(D)u se substituirmos

(&,

O simbolo P(£) do adjunto A’ é o conjugado de P, isto é, P(§) = P(£) =
= Z a.E”. Analogamente A'u = P(D)u = Z aaD”.

Ja|<m la|<m

Agora seja ¢ € C3°(2), entao
|Al3 = IP(D)¢ll} = (P(D)g, P(D)p) =

= (¢, P(D)P(D)yp) =
= (¢, P(D)P(D)yp) =
= (P(D)g, P(D)p) =
= ||P(D)ll3 =
= || Aelf3,
ou seja
lAll2 = [|A¢ll2, ¢ € C57(Q).
Passemos agora a discussao de alguns resultados que levarao & demonstracao

do resultado principal desta se¢ao.

Lema 2.3.1 (Hormander [6]). Seja @ um dominio contido na faiza |z — a| < %

e seja P®)(§) = g?P(cf) Entao
A.

||P“-)(D)<P”2 < mﬂfHP(D)So“‘Z
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para toda ¢ € C§°(S2).

Demonstragao: Podemos admitir sem perda de generalidade que a = 0.
A demonstracao é feita por inducao sobre m, onde m é a ordem do operador

A. Vamos admitir por um momento (e demonstrar depois) que a desigualdade

IP(D)eIl3 < [IP(D)el I MIIPO(D)elle + [[PHI(Dpll]  (2.5)

2
seja vélida para toda ¢ € C(£2). Aqui usamos P*k)(¢) = %({)
k

a2
Quando m = 1, temos — = 0. Logo (2.5) acarreta

&}
IPB(D)ell: < MIIP(D)glle, ¢ € C5(9).
Logo, o resultado vale quando o grau do polinémio é 1. Agora suponha que
1QM(D)gll2 < (m — 1)M||Q(D)¢ll2 (2.6)

seja vélida para todo polinomio @ = Q(€) de grau menor ou igual a m — 1 e seja P
um polinémio de grau m. O polinémio P*) tem grau menor ou igual a m — 1, logo

(2.6) pode ser aplicada em P*) fornecendo

IP*)(D)gll2 < (m — 1)M|| P (D)g[,

que aplicada em (2.5) fornece,




IP®(D)ell} < |IP(D)ella [MIIPF(D)egllz + (m — 1) M||PO(D)ell.] =

= ||P(D)¢llzmM||P® (D)2,

ou seja

||P®)(D)gl||a < mM||P(D)g||2

como queriamos. Logo, o resultado vale para todo operador diferencial a coeficientes
constantes.
Agora demonstraremos (2.5). Seja ¢ € C§°(€2) e observe que pela férmula de

Hormander temos

P(D)(zxp) = zxP(D)p + P® (D).

IP®(D)pll3 = (P(D)(zx) — 21 P(D)p, PP(D)gp) =

= (P(D)(zrp), P¥(D)p) — (zxP(D)p, P® (D)) =

= (PY(D)(axp), P(D)g) = (P(D)g,ax PM (D)) =

= (2 P®)(D)p + P*(D)p, P(D)p) — (P(D)p, 2P (D)p) .




Agora observe que a expressao da tltima linha é um mimero real positivo.

Portanto tal expressao iguala-se ao seu modulo. Assim, usando a desigualdade

triangular temos

IP®(D)gl} < [P (D)p + P*(D)p, P(D)p)| + |(P(D)e, 1 PH(D)o).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos:
IPO(D)ell; < I|1P(D)gllallzx PX(D)p + PEO (D)ol +
+||P(D)ellal|lzx PP (D)pl 2 <

< ||P(D)¢ll2 (lzx P®(D)gl|2 + || P (D)e]|2) +

+||P(D)e|2| |z PP (D)g||» <

M
< 1P(DYolla (—IIP"“’(D)LPIIQ + ||P<’°’~"(D)cp||e) s

+||P(D )son. LIPO(D)gll, =
= ||P(D)¢ll2[M||PP(D)ell2 + || P (D)ep2],
e assim (2.5) esta verificada.l

M;,

Coroldrio 2.3.1 Se 2 estd contido na regido |rx — ax| < - k=1,

para qualquer multi-indice . tem-se

m

l 1f)!
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onde M = (My,..., M) e M* = M ... M=,

Demonstracao: A demonstracao consiste em aplicar consecutivamente o Lema 2.3.1.

Observe que

P¥(D)p (D)p = o

9&:

oHl p o gHl=1p
D)y,
(ag;ﬂ*laggz ...65,‘:“) e

~ oe . ogn

logo, pelo Lema 2.3.1, temos

‘ oH-1p
|IP¥™)(D)ella < My(m — (|p| = 1))]|=

D)el|s.
dﬂul_) Sl afn" ( )‘)0”3

Prosseguindo o raciocinio, eliminamos as derivadas em relagao a &, obtendo,

com isso,

1P (DYella < M (m = (il = 1) ... (m — (lal = 1)) || o (D)o
== SR i | O |

Fazendo o mesmo para &, ..., &, obtemos a férmula desejada.l
Uma conseqiiéncia imediata deste coroldrio é o seguinte:

Teorema 2.3.1 Seja A um operador diferencial linear com coeficientes constantes
e Q um dominio limitado. Entdo existe uma constante C > 0 dependendo de Q) e

da ordem de A tal que

llell2 < CllAgl2

33




para todo ¢ € C§°(Q).

Demonstracao: Tome um multi-indice z tal que P*(€) = constante # 0.

P(.U)(f] = k entao

PW (D)o =kp, Vo€ CP(Q).

Assim, do Corolario 2.3.1, temos

m!
kgl < M| P(D)gl-

(m — J1)

1 !
Tomando C' = Iﬁﬂl“ e observando que P(D)p = Ay obtemos
¢ (m— |pl)!

llellz < CllAg]|.. 1

Terminamos este capitulo com o teorema principal;

Teorema 2.3.2 Sejam A = E aoD* um operador diferencial a coeficientes
lal<m

constantes, Q2 C R" um dominio limitado e f € L*(QY) uma func¢io dada. Entdo

a equagao diferencial

admite uma solu¢do fraca.




Demonstragao: De acordo com o Teorema 2.2.1 da secao anterior, basta verificar a

existéncia de uma constante C' > 0 tal que

|(f, @) < CllA¢]l2,

para todo ¢ € C§°(R2).

Observe que A’ = E oD é operador com as mesmas caracteristicas de A,

la|<m

logo, do Teorema 2.3.1, segue que existe C’ > 0 dependendo de m e 2 tal que

llellz < C'|Ap]]2.

Como [(f, )| < [IfIl2llelle, segue

(£, ) < NIf1l2(Cl|A"¢ll2) = Cl| A2,

I(f, )| < CllA¢||2

como queriamos demonstrar.ll




Capitulo 3

Operadores Elipticos

Neste capitulo introduziremos a nogao de operador eliptico e provaremos que se

A é eliptico entao toda solugao fraca da Au = f com f € C*(2) satisfaz u € C*(Q).
3.1 Uma Estimativa a Priori

Seja P(£) = Z a,€" um polindmio na variavel £ = (&;,...,&) com coefi-

|| <m

cientes complexos com a, # 0 para algum « tal que |a|] = m. Assim o operador

diferencial

P(D)= Y aaD" (3.1)

la|<m

¢ um operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes. Chamamos parte

principal de P(D) ao operador diferencial dado por

p(D)= ) a.D".

|a|=m




Observe que o simbolo de p(D) é o polinomio homogéneo de grau m, onde

Z a.£”.

|ax|=m

Defini¢ao 3.1.1 O operador diferencial da equagdo (3.1) é um operador eliptico se

a nica solugao real de p(§) =0 € £ =0.

Lema 3.1.1 O operador dado por (3.1) € eliptico se, e somente se existir uma
constante M > 0 tal que
€™ < Mp(§)]-

para todo £ € R".

1
Demonstracao: Sendo p(€) homogéneo de grau m, entao p (i) = (&) para

el) et
todo £ # 0.

. _ o 1
Se P é eliptico entao p(€) # 0 na esfera unitaria |¢| = 1. Logo ¢ continua
P

: g i 1 .
em |[£]| =1. Se M é o méximo de |—| em [£| = 1, entdo temos que:
P

L <M £#£0,§e€R".

(i)

Logo [&]™ < Mp(§), £ € R™.

A reciproca ¢ imediata.ll

O operador P(D) — p(D) é operador de ordem menor do que m e tem simbolo

P(§) —p(§) = Z a.£”. Logo,

|| <m—1




IP() —pE)l < D laall€®]-

lal<m-—1

Agora observando que [€*] < [¢]l*h < g™ < (1 + |¢])™" sempre que

|a] < m — 1, obtemos

|P(§) — p(&)| < C(1+ [¢h™" (3.4)

para alguma constante C' conveniente.

Terminamos esta se¢ao com o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 (Estimativa a priori) Seja P(D) um operador eliptico de ordem m.

Entao existe uma constante C' > 0 tal que
[v]s < C(IP(D)v]s—m + [v]s-1)
para toda v € S(R").
Demonstragao: Comegamos observando que existe uma constante k tal que
(14 €)™ < k(1 +|€[*™)

para todo £ € R".

De fato, quando [£] > 1 temos

(1 + 16')21’" S (2'6[)‘27?1 i 22m]gl?m.
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Como [€]*™ < 1 + |€]*™ segue
g

(L+[g))*™ < 2°™(1 + [€]*™), el > 1.

(1+ fey
1 + |£r2m

Portanto existe k tal que para todo £ se tem

Agora, a funcao de £ dada por é limitada no compacto |€] < 1.

L+l _,
1_+_|E'2m N

ou seja, a desigunaldade (3.6) é valida.
Passemos a verificagao de (3.5). Sejam M a constante da elipticidade de P(D),

dada em (3.3), e seja k a constante fornecida por (3.6). Entao,
(L+ 18" < k(1 + [§]°™) < k (1 + M?|p(€)P) -
Agora, usando a desigualdade

p(&)] < C(1+ €)™ +|P(€)l

fornecida por (3.4), obtemos

(L+ D™ <k [1+2M°|P(€) + 2M°C*(1 + [€])*7%) <

<k [2MP|P(E)PP + 2M*C* + 1)(1 + [€))*™7?) <
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< K[|PE)P+ (1+€)*™?].

Ou sei, (1+]€)2" < K[IPOF +(1+ e
Multiplicando ambos os lados da iiltima desigualdade por (1 + |£])2¢=™)|5(€)|?

obtemos
(1 + |€|)Zs|fv(£)|2 < (l + |E|)2(s—m)|«ﬁ(£)|2hf “P(&-NQ i (1 i ‘ED?m—Q]

que integrada em relacao a &, nos da:

W <K [0+ e mIPPloe s
+K [ (11D Lol e =

= K [ 1+ le)* B D)l e+

+K/Rn(1 + [61)* V1o ()|*de,

ou seja,
v} < K [|P(DYf5_pm + Ivl5-,] <

40




=i HP(D)?Ils—m + |?"|3—1]2 ¢

Fazendo C = v K, obtemos

|"f-'|3 <C “P(D)?"‘s—m * |"‘"|s—1]

como queriamos demonstrar.ll
Ll
3.2 Regularidade
Esta secao é dedicada ao principal teorema deste capitulo que é o seguinte

Teorema 3.2.1 Seja P(D) um operador eliptico com coeficientes constantes e se-
ja 2 um dominio qualqguer em R". Se f € C*®(QQ) entdo toda solugdo fraca de

P(D)u = f esta em C*=(1).

. stracgao: idéia da de stragao ¢ a seguinte; t S : arbi-
Demonstragao: A idéia da demonstragao é a seguinte; tomamos um ponto y arbi

trario em 2 e uma funcao teste ¢ € C§°(2) tal que ¢ = 1 num compacto contendo

. . : n
y em seu interior. Em seguida, para cada k € N, tomamos s € N; s > k + 5 e

exibimos uma familia {v}.so C S(R™) tal que

lvels <C Ve>0 e
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v = pulls — 0

quando € — 0.

Dai, usando o Corolario 1.3.1 (da Desigualdade de Sobolev) concluimos que
ou € C*(R™). Como k é arbitrério e ¢ = 1 préximo de y segue que u é infinitamente
derivavel em todo y € 2.

Seja ¢ € C§°(2). Defina pu nula fora de €2, assim pu € L*(R™) e tem suporte
em Q. A convolugiao (pu) * j. estd em CF(R") C S(R™) e sera a fungio v, do

comentédrio inicial. Do Teorema 3.1.1(Estimativa a Priori) temos
[(pu) * jels < C{IP(D)((@u) * je)ls—m + |(ow) * je|s—1] (3.7)

Procuremos uma estimativa para |P(D)(¢u) * je|s—m; se v € S(R™) entdo

(P(D)(pu * je),v) = (u,[(P(D)v) * j]) =

= [u,¢ Z Ao D | * 7,

laj<m

u,p Z aaD*vx) | =

|| <m
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= (u,pP(D)(v * je)).
Agora, usando a férmula de Hormander para P(D)[p(v * j.)], obtemos

(P(D)(pu * je), v) =

= (P(D)u, (v # j0)) = 3 —(uD¥p, (PW(D)v) x ji) =

|p|=>0 &

= (¢l %)) = 3 = (1uDg] * jo, PP(D)v) =

lu>0 "

= ((9£) * jov) = 3 —([uD"g] * jo, PP(D)v).

lul>0 7

No que segue tomaremos o médulo em ambos os lados desta ignaldade, usaremos

a desigualdade triangular, a identidade de Parseval e a definicao de ( , )q para obter:

[(P(D)(pu* je),v)| <
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(2m) "

pi!

< 2m)"(@f *Ge v)ol + Y | (uD*) * je, P (D)v),| .

[1]>0

Lembrando que para quaisquer v,w € S(R"), se tem |(v,w)o| < |v]s]w|—s sendo

assim,
|(P(D)(pu * je),v)o| <

. l ] . (e
|(‘pf *.')'f)|s—ml?’|m——s + Z ? I(“D; ®) *Jfls—l ‘P(" ](D)”H*S-

lul>0 "

Observando que P* tem ordem menor ou igual a m — 1, que |D*v|s < 0|54

para todo v € S(R™) e que |v|; < |v|s quando s < s’ temos

|D#?}|s S |1"|-"‘+|;£| S IU|3+m.—l

para || < m — 1, e portanto,

[Pyl <C Y7 Dol <

0<|p|<m—1

<C Z [v|1-s4m—1 = K|v|m—s.

0<|pl<m—1

Assim,




|P(D)(pu * je, v)o| < Ka[vlm—s [ 1(0f * Gelo-m + Y |(uD"p) * jels—1

0<|p|<m

yara algum K; > 0 conveniente. Logo
1

|(P(D)(pu * je), v)ol

|?"|m—a

< Ky | 1(@f) % dels—m+ Y (D @) * jels

0<|p|<m

Usando o Lema 1.3.1 temos que:

|P(D)(pu* j)ls-m < Ki | |(of *Gels-m + Y |@D*@)*jels—1 | . (3.8)
0<|p|<m

Substituindo (3.8) em (3.7) obtemos

|(pu) * jels < C" | (@f * Gels—m + Y (@D @) * jels—s

lul<m

Agora, pelo Lema 1.3.2 existe uma constante C; tal que |[(@f) * Je|s—m < Cs,

logo

|(@u) * jels < C" | Cat Y |(uD"9) % jelas

|ul<m

Considere agora a seguinte afirmacao: Para cada ¢ € C§°(2) existe uma

constante Cy, > 0 tal que

(%) * felo-t < C
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Se isto for vélido entao existird C7; > 0 tal que

> (D" @) * jels1 < C

|| <m

pois Dt € C§°(€2). Assim, teremos que
|(u) * jels < C'(Cs +CB). = C,. (3.9)

Isto mostra que se a afirmagao anterior valer para s — 1, entao valera para s.

Para s = 1 temos

|(u) * jelo = K ||(u) * jell2 < K |[pulla. = .Cy,

isto é, a afirmacao é valida para s = 1. Logo, por inducao a afirmacao é valida para

Em particular (3.9) é védlida. Temos provado que v.. = .(pu) * j. é uniforme-
mente limitado em H® relativamente ao parametro e.

Para concluir a demonstracao do teorema, observamos que

|[(pu) * je — pulls — 0

quando € — 0 conforme o Teorema 1.2.1.1
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