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Resumo da Dissertagao

Os problemas classicos de determinar o fluxo e matching maximos em gra-
fos bipartidos arbitrarios, foram tratados em particular por Ford-Fulkerson
[33] e Konig [49], respectivamente e uma classe de matréide transversal foi
introduzido por Rado [80]. Edmonds e Fulkerson [31], tem demonstrado que
o matréide matching abstratamente é o mesmo que o transversal, quando o
grafo considerado for um bigrafo. Nesta dissertacao apresenta-se uma solucao
para o seguinte problema: Dado um grafo bipartido G' e um inteiro ndo ne-
gativo é, quantas arestas precisam-se ser adicionadas (ou diminuidas) a G tal
que, o grafo aumentado (ou reduzido) G (resp. Gs+) possue deficiéncia §. E
para que valores de ¢, o grafo G5 é munido de matching ou fluxo ou trans-
versal, tal que, os trés entes possuem um G-comportamento no G5. Usamos
a expressao G-comportamento para significar que se existe um deles, entao
as trés terminologias existem e possuem o mesmo tamanho (ou valor ou o
rank do matréide).

Na literatura, existe uma caracterizagao para os grafos Gs para é = 0, é
o relevante teorema de casamento de Hall. Um resultado equivalente a este
teorema de Hall é apresentado no sexto capitulo deste trabalho. Também
estuda-se os comportamentos dos matchings e transversais no bigrafo G.
A existéncia de um deles, implica a existéncia do outro do mesmo tama-
nho (ou rank do matréide transversal), e enuncia-se o teorema: Se G é
um bigrafo, entdao G tem um matching de tamanho s se, e so-
mente se, (G possuir uma transversal de tamanho s. Resultado que
tem sua origem nos trabalhos de Rado e de Edmonds-Fulkerson, como tem
influenciado também os teoremas de Hall-Ore e de tipo Hall. O teorema
de Hall-Ore, é uma variante da generalizagao do teorema de casamento, ob-
tido por Ore, o qual visa uma condigao necessaria e suficiente para um sis-
tema possuir uma transversal parcial de certo tamanho, isto é, um sistema
A = (A,/u € U) possui uma transversal parcial de tamanho ¢ se, e somente
se, |Ujex Ail = | K|+t —|U|. Paralelo a este teorema, é o seguinte resultado,
conhecido como o tipo Hall: Um bigrafo possui matching de tamanho
s se, e somente se, |[['(X)| > |X|+ s —|A|; VX C A, e apresenta-se uma
demonstragao completa do mesmo, e defina-se a deficiéncia de um bigrafo
via arestas e usando esta definicdo obtem-se uma nova alternativa para o
teorema de Hall: Um grafo bipartido G = (AU B, F) tem matching
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completo de A em B se, e somente se, ¢ possui um fator H com

def*(H) = 0.

Agora, admita-se o fato que o grafo bipartido dado G = (AU B, E) pode
ser interpretado como um sistema (associado A) ou representa uma rede (as-
sociada N') e pelo abuso de notagao escreve-se G = A = N. Consegue-se
que se, a deficiéncia de G for positiva, o problema em questao, trata do
nimero minimo de arestas que precisam ser adicionadas a (G, para obter-se
um bigrafo sem deficiéncia e o grafo G resulta ser um subgrafo prépio (ou iso-
morfo a algum subgrafo préprio) deste novo grafo denomindo § —aumentado
Gs. Dali, o resultado interessante obtido neste trabalho, que se M é um
matching maximo de tamanho v(Gs), My = (A,F) um matrdide trans-
versal com rank r = r(M7) e ¢ um fluxo viavel com valor maximo v no
(s, entao v = r(M7) = v(Gs), expressao conhecida como o teorema G-
comportamento.
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Abstract of the Dissertation

The classic problems in determining the maximum flux and matching
in arbitrary bipartite graphs were particulary studied by Ford-Fulkerson [33]
and Konig [39] respectively and a class of matroid transversal was introduced
by Rado [80]. Edmonds and Fulkerson have shown that the matroid mat-
ching abstractly is like the transversal when the graph is a bipartite. In this
dissertation we will study in details the solution for the following problem:
Given a bigraph G and a non-negative integer §, how many edges need to be
added (or diminished) to G so that the increased (or reduced) bigraph G
(resp. Gse) has a deficiency . An so that the value of § the bigraph G is
supplied with the concepts of matching and flux (for the existence of the mat-
ching matroid means the existence of the transversal and vice-verse) so that
the three beings have the same behavior in G5 we will us the G—behavior
expression to mean that the three terminologies have the same size or rank.

The proposed subject is far from the extendible graphs problem which
are developed upon the arbitrary graphs and it’s theorically considered that
the given graphs own some perefect matching, therefore the study of the
behavior of the matching, transversal and flux terminologies in not the same
as the goals of the class of n-extendible graphs.

In the literature there is a caracterization for the G5 graphs being é = 0,
which is one of the relevante works by Hall. A similar result as Hall’s is
shown in the sixth chapter of this work.

If G is a bigraph, then GG has s size matching if, and only if, G has trans-
versal matroid with rank s. This result has its origins in the works by Rado
and Edmonds-Fulkerson as they have also influenced the Hall-Ore theorem
and the Hall type. The Hall-Ore theorem is a variation of the generalization
of the wedding theorem, obtained by Ore, which has in view a sufficient and
necessary condition for the system has partial transversal of a certain size,
that is, that a system A = (A, /u € U) has an t sized partial transversal if,
and only if, | U;ex A;| > |K| +t — U. Parallel to this theorem, following is
resulted, known as the type of the Hal theorem: A bigraph has an s sized
matching if, and only if, |I'(X) > |X| 4+ s — |A|; V X C A, and a complete
demonstration of it is shown and we define a bigraph deficiency via edges
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and using this definition a new alternative for the Hall’s theorem as follows:
A bipartite graph G = (AU B, F) has a complete matching of A in B if, and
only if, G possess an H factor with def*(H) = 0.

Now, is based on the fact that a given G = (AU B, F) can be interpreted
as a system (associated .A) or represents a network (associated ') and by the
abuse of notation is written G = A = N. If the deficiency in G is positive,
the problem in question is about the minimum number of edges that need to
be added to GG in order to get a bigraph with no deficiency and as to the gi-
ven G graph ends up being a proper subgraph (or isomorphic to some proper
subgraph) of this new §—augmented graph Gs. So the graph that is obtai-
ned, besides verifying the Hall’s theorem, holds the three items: matching,
matroid and flux, which have the G—behavior of being equicardinais, that
is, if M is a maximum matching v(Gjs) size, My = (A, F) a transversal ma-
troid with rank » = r(Mr) and ¢ a feasible flux with maximum value v in Gj,
then v = r(Mr) = v(Gs), expression known under the G-behavior theorem.
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Introducao e Terminalogia

A dissertagao se compoe de duas partes, na primeira apresentamos uma
revisao mais ampla possivel sobre algumas defini¢oes e terminalogias como
alguns resultados classicos e recentes, visando as teorias de grafos, digrafos,
redes e matréides, dando o suporte a segunda parte.

As definigoes que foram esquecidas sobre os conceitos do grafo-tedrico,
digrafos e matréides e as quais sio mencionados no presente trabalho, po-
dem ser encontradas nas referéncias: [9], [13], [15], [16], [55], [67], [72], [82],
(83], [91], [96], [102], [107], [113] e [119].

Na forma especifica, os resultados de algumas classes de grafos e dos
matroides graficos, sao fundamentais para as intensoes deste trabalho no
propésito de encontrar a maneira de munir um grafo G os conceitos de mat-
chings, fluxos e matroides transversais e obter uma conclusao de que os as-
suntos em questao, abstratamente tem os mesmos comportamentos. Nas
ultimas décadas tem-se desenvolvido novas defini¢coes e muitos resultados
desde o ponto de vista tedrico e como também a elaboragao de novos algorit-
mos, seja em forma intrinseca ou visando algum relacionamento entre estes
topicos em conexao com outros resultados.

Aqui citamos alguns textos principais e uma visao geral dos artigos, os
quais também contém uma estensa bibliografica.

Para a teoria dos matchings em grafos arbitrarios e bipartidos, vide as
referéncias: [2], [29], [Vol. Parte I, Pag. 179-232; [36] |, [53], [54], [Caps.
1, 3, 4, 5 e 6 [55]], [64], [66], [77], 78], [85] e [Cap. 2, 2.4 [125]]. Para um
estudo dos matchings e a medida de Haar, vide referéncia [Vol II. Parte IV,
p. 2039-2082; [36]).

Para os grafos orientados, vide as referéncias: [6], [Cap. 10 [15]], [40] e
(60].

Para os matrdides, em particular para os matrdides graficos, vide as re-
feréncias: [11], [Vol. Parte I, Pags. 481-527; [36]], [41], [53], [68],[69], [70],
[71], [Caps. 1, 2, 3, 4, 5 e 12 [72]], [89], [94], [95], [96], [100], [107], [116] e
[117).

Para a teoria das redes de transito ou de fluxos, vide as referéncias: [12],
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[Cap. 11, [15]], [Cap. III, [16]], [28], [33], [35], [Vol. Parte I, Pags.111-178;
[36]], [43], [Cap. 2 [55]], [87], [97] e [123].
Para a teoria das transversais, vide referéncias: [61], [62] e [63].

Através desta dissertacao indicaremos a completa ou auséncia de uma
demonstragao pelo simbolo O.

Listam-se as notagoes que serao usadas com mais frequéncia nesta dis-
sertagao, entretanto outras terminalogias aparecem no contexto:

subconjunto de
subconjunto préprio de
uniao
intersecao

a cardinalidade do conjunto X
diferenca de dois conjuntos (nao é necessariamente B C A).
para todo z

aplica a

se, e somente se,

equivalente
(N1) conjunto de inteiros ndo negativos (positivos)
i=1,n : tomando valores de 1 até n
uv ou {u,v} aresta ligando os vértices u e v
G[S] subgrafo induzido (ou gerado) por S
G complemento do grafo G
G—v remocao do vértice v e as arestas que cobrem v
G-—e remogao da aresta e
Gle contragao atravéz da aresta e
(AU B, FE) grafo bipartido com conj. de vértices A e B
X(G) (X' (G)) nim. cromatico vértice (aresta) de G
X<M conj. vértices X intersepta M ou X C V(M)
D(G) digrafo (associado) com grafo fundamental G
(S;A(T)) sistema (ou familia)
N(D) rede (associada) com digrafo fundamental D
¢~ (z) (¢t (z)) fluxo que entra (sai) no z
v(p) valor do fluxo ¢ na rede N
S(M) conj. fundamental do matréide M
U matroéide uniforme sobre m-conjunto e rank(U,, k) = k.
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Esta segunda parte é constituida pelos dois ultimos capitulos, seis e sete,

os quais contém o desenvolvimento da nossa meta principal. Os detalhes das
exposigoes tentaram obedecer a seguinte sequéncia:

a) Além de apresentarmos uma demonstragao alternativa do teorema de
IEdmonds e Fulkerson, obtemos um enunciado equivalente ao teorema de Hall,
seguido de uma prova completa em detalhes do mesmo.

b) Além do estudo sobre o comportamento dos matchings e transversais
em um grafo bipartido, é introduzido a nogao da deficiéncia via arestas de
um bigrafo, e enunciamos um resultado alternativo do teorema de casamento

de Hall.

c¢) Introducao dos grafos bipartidos é—aumentados como uma extensao
minimal dos grafos bipartidos com deficiéncia § > 0. O termo minimal
¢ no sentido de ser o menor e tnico grafo que verifica o teorema de Hall
(salvo o isomorfismo), e tal que o grafo dado é um subgrafo préprio deste
d—aumentado. O conjunto de arestas deste novo grafo esta formado pelas
duas classes arestas, originais e cépias. Nestas situagoes o grafo dado, com

deficiéncia positiva, é chamado §—reduzido e cada matching maximo deste é
parcial para o grafo Gs.

d) Para os matchings no bigrafo (, o tamanho do matching méximo é
igual a cardinalidade de algum subconjunto X de A, e como X possui ele-
mentos distintos, ou seja, X é um conjunto representativo distinto de algum
sistema associado ao sub-bigrafo de G, conclui que X é um conjunto inde-
pendente (base) de um matrdide sobre A.

e) E finalmente, o tamanho do matching maximo é igual a capacidade de
um corte minimo no bigrafo Gs, o qual é o valor do fluxo maximo.

E um apéndice, contendo uma lista de algumas similitudes que oferecem
os vértices e arestas de um grafo arbitrario.
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Capitulo 1

Teoria Dos Grafos

1.1  Conjuntos

Sejam A, B e C trés conjuntos finitos arbitrarios. As trés leis de trans-
formacoes chamadas dualidade
a) Cada U substituir por N e cada N substituir por U
b) () substuir por A e A substuir por
c) Cada C substituir por D e cada 2 substituir por C.

Exemplo 1.1.1 AUB = ANB eseuduadl ANB = AUB (X € o comple-
mento de X ) sdao as leis de D’Morgan.

A diferéncia de A e B é denotado por A— B é definido por A— B = AN B,
significa o conjunto formado por todos os elementos de A que nao pertencem
a B. tem-se as seguintes propriedades:

P1) (AUB)NC = AUBU C) é equivalentea (A—B)—C = A—(BUC) =
A-B-C

P2) A—(B—-C)=(A- B)U(AN B)

P3) Se A C B entao |B — A| = |B| — |A|.
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Teorema 1.1.1 (Teorema de equivaléncia) Dados dois conjuntos. Se cada
conjunto € equivalente a um subconjunto de oulro, entao os dois conjuntos
sdo equivalentes.

A primeira demonstragao pertence a F. Bernstein, para o qual ele intro-
duziu o seguinte resultado: “ Se f aplica A em B e f' de B em A, entao
existe uma aplicagao de A sobre B ”. Para uma reformulagao deste teorema
de Bernstein, vide matréides bigrafos, e também vide [Cap. 7 [9]].

Seja A = {A;}" uma colegao finita de subconjuntos de um conjunto fun-
damental X. Entao A é independente se, para cada conjunto de indices

J € {1,...,n} (incluindo o conjunto vazio) C(A,J) = Nies AiNNigs Ai # 0.

Para mais detalhes, vide referéncia [65].

1.2  Grafos e Subgrafos

Formalmente um grafo G' é um par ordenado de conjunos G' = (V, E),
onde V é um conjunto nao vazio de pontos, chamado vértices e F é um con-
junto de pares de elementos nao ordenados de V' chamado arestas , isto é,

E C ( Y ) , onde ( 12/ ) denota uma colegao de dois elementos do conjunto

2

Se G é um grafo, V(G) e E(G), denotarao os conjuntos de vértices e ares-
tas de G, respectivamente. Os nimeros (cardinalidade) |V (G)| e |E(G)|, sao
denominados ordem e tamanho respectivamente do grafo (G. O termo ta-
manho também sera usado para qualquer subconjunto de arestas de G.

Usaremos v € (G para indicar que v € V(). Denotaremos por uv, a aresta
identificada pelos vértices distintos u e v, ou por qualquer letra, por exemplo
e = uv, € u e v sao os extremos de e e escrevemos u,v € e. Também uma
aresta e é definida como uma combinacao de dois elementos, i.é, e = {u,v}.

Dois vértices u,v € G, sao adjacentes, se existe uma aresta e que os liga,
ou seja e = uv. Por conseguinte, dizemos que a aresta e = uv, incide (ou
cobre) nos vértices u e v, e os vértices u e v sao incidentes (ou cobertos por)
com e.

E usual representar os grafos através de tragados ou desenhos, denomi-
nados diagramas. Consequéntemente, poderemos referirmos a um grafo pelo

3
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diagrama associado. Sem divida havera mais que um digrama representando
o mesmo grafo.

Como se definiu vértices adjacentes, dizemos que duas arestas sao adja-
centes, se elas possuim um vértice em comum. Em outras palavras, um par
de arestas distintas e = {z,y} e w = {u,v} de um grafo G = (V(G), E(Q))
sao adjacentes em (G, se e N w é um conjunto unitario, ( e e w incidem em
um vértice comum ). Caso contrario as arestas e e w sao independentes. Ha
muitas similitudes que se conservam entre o vértice e a aresta, em um grafo,
vide apéndice.

Um grafo G é simples, se G nao possui lagos (lago é uma aresta com
extremos idénticos) e cada par de vértices distintos sao ligados no maximo
por uma aresta.

Um grafo G é maultigrafo, se G nao possui lagos, mas sim cada par de
vértices podem estar ligados por mais de uma aresta.

Um grafo G ¢é finito, se os conjuntos de vértices V(G) e arestas E(G) sao
finitos. Nesta dissertagao todos os grafos serao finitos, e geralmente conside-
raremos grafos simples.

Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)). Desde que, cada vértice v de
(7, é o extremo de pelo menos de uma aresta de G. Se denotarmos por dg(v)
o numero total de arestas que incidem em v, que na verdade dg é uma funcao
(com respeito a G) de V(G) em N tal que a cada v de V(G), dg associa com
um inteiro nao negativo dg(v), chamado o grau do vértice v de GG, (também

vide f—fator).

Para cada vértice z € V(G), o conjunto N(z) = {y € V(G)/zy € E(Q)},
é uma vizinhanga aberta de x em G, e sua cardinalidade é o grau de z, i.é.,
do(z) = d(z) = [N(2)|.

A vinhanga fechada do vértice z no grafo G, é definido como N[z] =
N(z)U{z}. Se A C V(G), a vizinhanga aberta (ou fechada) de A é dado por
N(A) = Uzea N(z) (resp. N[A] = N(A)U A).

A nao vizinhanga aberta do vértice  em G, denotada por Ng(z), é dada
por Ng(z) = N(G) — Ng(z) — z, e usando a propriedade P1 podemos escre-
ver Ng(z) = N(G) — Ng|[z].

Um vértice z de um grafo G, é impar (ou par) se, o grau de z, dg(z), for
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impar (ou par).

O grau minino e mazimo do grafo G, denatado por §(G) = de A(G) = A
sao dados por §(G) = min {dg(z)/z € V(G)}, e A(G) = max {dg(z)/z €
V(G)}, respectivamente.

O grafo G é r-regular se, e somente se, §(G) = A(G) = r.

Um vértice u é chamado menor, se dg(u) = §(G), analogamente, o vértice

v é chamado maior, se dg(v) = A(G). Um vértice z € V(G) é isolado se,
N({z}) = 0.

S

. om ”» - . - ~ - ’

Um grafo . simples te"cada par de vértices distintos sao adjacentes, é

chamado grafo completo. Alternativamente, um grafo G' com n vértices, é

completo se, e somente se, dg(z) = n — 1 para cada vértice z € V(G). Um

grafo completo de ordem n, se denota por K,.

Exemplo 1.2.1 Alguns grafos completos: i) um vértice isolado, ii) um seg-
mento (ou uma folha) [a,b], € uma cdpia de K,, iii) um triangulo, é uma
copia de K3 e iv) um quadrildtero com suas duas diagonais, € uma copia de
I\";.

Dois grafos G = (V(G), E(G)) e H = (V(H), E(H)) sao isomorfos se,

existe uma bijecao entre V(G) e V(H) preservando a relagao de arestas.

Exite o isomorfismo (generalizado), devido a Whitney [122] sob o nome
2-isomorfismo e uma caracterizagao ¢ dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2.1 Sejam os grafos G ¢ H sem vértices isolados. Se existe uma
correspondéncia biunivoca entre as arestas dos dois grafos tais que os circui-
tos se correspondem em circuitos, entao os grafos G e H sao 2-isomorfos.

Um grafo H = (V(H), E(H)) é um subgrafo de G, (escrevemos H C ),
se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Se for V(H) C V(G) ou E(H) C E(G),

entao H é dito proprio e escrevemos H C G.

Um subgrafo H = (V(H), E(H)) de G é chamado um subgrafo gerador
de G,se V(H) = V(G).
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Um k—fator de G é um subgrafo gerador F' de G tal que F' é k—regular.

Exemplo 1.2.2 Para k = 1, um I-fator (ou matching perfeito) de G, €
um matching de tamanho 11129” Pela defini¢ao, um I-fator H de K, , tem
|V(H)| = 2n vértices e dy(v) = 1 para cada v € V(H). Sem perda da
generalidade, sejam z;, y;; t = 1l,n os vértices de K, ,, logo para cada
vértice Ty hd n vértices adjacentes, se escolhermos y; tal que 1,y € V(H)
e 21y1 € E(H). Para z, existem n — 1 vértice adjacentes, escolha y, tal que
x9,Y2 € V(H) € z2y, € E(H), assim por diante e finalmente para x, hd um
unico vértice y, tal que T,,y, € V(H) € Tn,yn € E(H), e H € um I-fator de
K, .. Portanto pelo principio multiplicativo, n(n —1)(n—2)...2.1=n! € o
nimero total de 1-fatores de K, ,,. Também vide se¢io Grafos n—extendiveis.

Exemplo 1.2.3 Para k = 2, um 2-fator de um grafo G € um subgrafo gera-

dor F' de G tal que F' € 2-reqular. Por conseguinte, um 2-fator de G ¢ uma

colegio de ciclos disjuntos pelo vértice que cobrem todos os vértices de G.
Um grafo G € dito 2-fatoravel se, G possui um 2-fator.

Um subgrafo H = (W, F') é um subgrafo induzido pelo vértice (ou gerado
pelo subconjunto de vértices) de G = (V,E),se W C Ve F=EN ( 44 )

2

Neste caso referimos a H como G[W], isto é, H = G[W]. Em outras pa-
lavras, um subgrafo induzido (ou gerado) por um subconjunto X C V(G)
é o grafo G[X] com V(G[X]) = X e com conjunto de arestas E(G[X]) =
{{z,y} =e € E(G)/z,y € X oue C X}.

Para F' C E(G), denotamos por G[F], o subgrafo induzido pela aresta
ou gerado pelo subconjunto F' de arestas de GG, cujo conjunto de arestas é
E(G[F]) = F e o conjunto de vértices é dado por V(G[F]) = {v € V(G)/v €

e para alguma aresta e de F'}.

Exemplo 1.2.4 Sejam F e H dois subgrafos de um grafo G, a diferenca
simétrica de F' e H, denotado por FAH, € o subgrafo de G induzido pelo
conjunto de arestas [E(F)U E(H)] — [E(F)N E(H)] = E(F)AE(H), i.€.,
FAH = G[E(F)AE(H)]. Além disso se vertfica: dpan(v) = dr(v) + du(v)
para todo vértice v de G tal que v ¢ V(F)NV(H).
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Consideremos o grafo simples G = (V(G), E(G)). O grafo complemento
de GG, denotado por G, é o grafo simples com o mesmo conjunto de vértices
que G, e qualquer dois vértices sao adjacentes em G se, e somente se, nao
sao adjacentes em G.

Se H ¢é um subgrafo de G entao o complemento de H em (G, denotado por
H é o subgrafo H = (V(H), E(H)) cujo conjunto de vértices V(H) = V(G)
e arestas F(H) = E(G) — E(H).

Um clique ou grafo universal de um grafo simples G é um subconjunto S
de vértices de G tal que o subgrafo G[S] é completo. Um clique é mazimal
no grafo G, se nao esta contido estritamente em um outro clique de G.

Um vértice © é simplicial em G se, N(z) é um clique, e y é um vértice
estrelha se, N(y) = V(G) — {y}.

Um coclique de um grafo simples GG, é um subconjunto O de vértices
de G tal que dois elementos quaisquer de O nao sao adjacentes em G. A
cardinalidade de um coclique maximo é o niumero coclique de GG, denotado
por a(G).

1.3 Cadeia, Trilha, Caminho e Ciclo

As seguintes defini¢des também tem sentido nos digrafos sob alguns cui-
dados quanto a orientagao das arestas. Para mais detalhes o interessado pode
consultar, entre outras, as referéncias [6], [9], [13], [40], [60] e [83].

Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)). Uma cadeia em G é uma
sequéncia finita alternada de vértices e arestas [' = v,ejv1€;...€,v,, onde
cada v; é um vértice e cada ¢; é uma aresta ligando v;_; e v;. Os vértices v,
e v, sao os extremos da cadeia I', e dizemos que I' liga os vértices v, e v,,. O
comprimento da cadeia I', é o nimero de arestas que pertencem a cadeia, e
é denotado por {(T).

Uma trilha (alguns autores, denominam caminho) em (7, é uma cadeia com
todas as arestas distintas (nao necessariamente os vértices sao distintos), 1.é.,
T = voeqvie, ... €,v, cujos termos sao vértices e arestas alternadamente, com
e; = vi—1v; (1 <1 < 1) e as arestas sao distintas. T' é fechada se v, = v,.
Uma trilha é chamada (u,v)-trilha se v, = v e v, = v. Uma trilha T é
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chamado trilha geradora se V(T') = V(G) e T é chamado trilha dominante
se, BE(G —V(T)) =0, i.é., o subgrafo G — V(G) nao tem arestas.

Um caminho, em G, é uma trilha com todos os vértices distintos. (Mui-
tos autores adotam o termo caminho simples ou elementar). Em outras
palavras, um caminho é uma sequéncia de vértices distintos e arestas distin-
tas; W= o, {2, 21}, 21, {21, 23}, 22, 0o o, {%act, 20}, 24, (ou/denotado’ pela
sequéncia de seus vértices, W = (z,,21,...,&,)), € um subgrafo com con-
junto de vértices V(W) = {z,,%1,...,2,}, i # xj se ¢ # j, e com conjunto
de arestas E(W) = {{zi,zi41}: 0 < i < n}.

Os vértices z, e x,, sao os extremos do caminho W, enquanto os outros
vértices sao denominados interiores. Escrevemos W, ..} e dizemos que W,
é um z,&,—caminho. Também se denota por z,Wz, para identificar que z,
e T, sao os extremos do caminho W.

Um caminho W de G é chamado linha (thread) de G se todos os vértices
interiores de W sao de grau 2 e o grau dos vértices extremos sao # 2 em
G'. Uma linha sem vértices interiores (isto é, apenas com uma aresta) é uma
aresta-linha.

Dois ou mais z,2,-caminhos sao disjuntos internamente se, seus conjun-
tos de vértices interiores forem disjuntos.

Os caminhos B:,z) = (o) Z15..+5Tk) € Quowe] = (Wor¥15-.-,¥r) 880
disjuntos (mais precisamente disjuntos pelo vértice), se seus conjuntos de
vértices forem disjuntos, i.é., {zo, &1,..., 2k} N {Yo,¥1,.- ., ¥} = 0.

Um pseudo-ciclo no grafo GG é uma cadeia fechada, cujos vértices inicial e
final da cadeia coincidem. Em outras palavras, um pseudo-ciclo no grafo G,
¢ um conjunto de arestas que cobrem a cada vértice em um numero par de
vezes, cujas arestas nao sao necessariamente distintas.

Um ciclo é uma cadeia onde os extremos da cadeia coincidem e nenhuma
aresta se repete mais que uma vez (os vértices nao necessariamente sao dis-
tintos).

Um ciclo minimal é um ciclo (pela inclusido), que nao estd contido estri-
tamente em um outro ciclo.

Um ciclo de comprimento n, é denotado por C,. O ciclo C,, é par ou
impar, se o inteiro n for par ou impar.

O ciclo de comprimento 1 é exatamente um lago (ciclo impar) e um sub-
grafo de G que consiste de de dois lagos com um tnico vértice ou de dois
vértices e um par de arestas paralelas que ligam estes dois vértices, é um
ciclo par.
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Um ciclo elementar ou poligono (também é denominado circuito, mas
para evitar confusao, preservaremos o termo circuito para um conjunto de-
pendente minimal, de um matréide, vide Teoria de Matréides) é um ciclo
(uma sequéncia de arestas) C' = (e, e€a,...,€x) tal que para todo i < k o
extremo final da aresta e; é o extremo inicial de e;41, em outras palavras, um
poligono é um conjunto de arestas de um subgrafo conexo e 2-regular de G.

Um triade de um grafo G é um conjunto de trés arestas, as quais inter-
ceptam um vértice de grau trés.

Na literatura, o conceito de ciclo (em um grafo) é uma cadeia fechada
ou é uma trilha fechada, vide [5] e [6], inclusive circuitos sdo frequéntemente
chamados ciclos, vide referéncia [Vol.I Parte I, p10 [35]]. Nés tentamos seguir
as defini¢oes mais abrangentes possiveis, por exemplo via referéncias [9] e [15].

Consideremos os grafos G = (V(G),E(G)) e H = (V(H),E(H)). Uma
aplicagao f: V(G) — V(H) é um homomorfismo de G para H se, f preserva
a adjacéncia de vértices, isto é, se zy € E(G) implica que f(z)f(y) € E(H).
Se existe um tal homomorfismo, entao dizemos que G aplica em H.

A girth' de um grafo (digrafo) G, denotado por g(G), é dado por:

se n é o menor inteiro para C, em G,
se (¢ nao tem ciclos

Circunferéncia, ¢(G), de GG é o comprimento de qualquer ciclo de maior
comprimento possivel.

Corda, radio e didmetro de GG

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo conexo com |V(G)| = n. Para qualquer
vértices z,y € V(G), denota-se por dg(z,y) a distancia entre = e y, i.é.,
dg(z,y) =min {{(W}) /Wz,) caminho entre z e y em G}. O didmetro,
diam G e radio, rad G de (G sao definidos como

diam(G = max dg(z,1
. Bgx ) do(=, 1),

radG = min max dg(z,y).
T B do(o:)

lexiste tradugao equivalente no portugués, cintura vide [13]
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O seguinte resultado é devido a Erdos-Pach-Pollack-Tuta.

Teorema 1.3.1 Seja G um grafo conexo com n vértices, entdo

i) diam G < [£%] - 1.

SN U 3n—-3 =
i) rad G < 5557 + 5.

Vide [Radius, Diameter, and Minimum Degree J. Combin. Theory Ser.
B 47,73-79 (1989)).

Uma corda de um ciclo no grafo G, é uma aresta de G, que liga dois
vértices nao consecutivos do ciclo. Cada ciclo de comprimento maior ou
igual a 4, pode ter corda.

Um grafo com dois vértices e trés arestas paralelas é chamado grafo teta,
6, em palavras outras, o grafo teta é um grafo nao-separével exatamente com
dois vértices nao adjacentes de grau trés.

G é um grafo corda, se cada ciclo de GG de comprimento pelo menos 4,
tem uma corda.

O grafo roda (ou “wheel”) denotado por W, de ordem p, é um grafo que
consiste de um ciclo Cj,_; conjuntamente com um vértice y tal que y & C,_;
e y liga pelo menos por uma aresta a cada vértice do ciclo.

Para os ciclos C, e C}, com os conjunto de vértices V(C,) = {z1,...,2,}

e V(Cl) = {y1,...,yn} respectivamente. O grafo n—prisma, denotado
por P,(Cy,C!), é um grafo cujos conjuntos vértices e arestas sao dados por
V(P) = (C,UC.) e E(P) = {z;y; /i = 1,n}, respectivamente.

O grafo ciclo, C(() de G, é um grafo cujo conjunto de vértices sao os
ciclos sem corda de (5, e dois vértices de C'((G) sao adjacentes se os correspon-
dentes ciclos sem cordas possuim uma aresta em comum. Para mais detalhes,
vide [92]. Existe uma vasta classes de grafos, vide por exemplo [27], [23] e [93].

1.4 Vértice-Conectividade e Aresta-Conectividade

A conectividade de um grafo G = (V(G), E(G)) é um tépico intituivo
da teoria dos grafos, que extende os conceitos de vértice-corte e aresta-corte,
denominados vértice-conectividade, (ou conectividade) e aresta-conectividade,

para outros detalhes, vide [Cap. 3 [15]], [27], [67], [69].
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Dois vértices distintos u e v de (G sao conexos, se existe um caminho
ligando os vértices u e v em G.

G é um grafo conexo se cada par de vértices sao conexos. Em outras pala-
vras, o grafo GG é conexo se, e somente se, existe um caminho entre qualquer
par de vértices, caso contrario, GG é desconero. Se GG for desconexo, entao
cada subgrafo maximal (no sentido de inclusdo) conexo, é uma componente
coneza (ou simplesmente componente) de G.

w(G) denota o nimero de componentes de GG. Usaremos w,(G) e w;(G),
para componentes pares e impares, 1.€., numero de componentes que possuem
um numero par ou impar de vértices, respectivamente.

Em um grafo nao simples (ou digrafo) G = (V, E), um vértice v € V
é chamado vértice-corte (os termos?), se E pode ser particionado em dois
subconjuntos nao vazios E; e E,, tal que, os grafos G[E;], i = 1,2 possuem
extamente o vértice comum wv.

Se o grafo (ou digrafo) G = (V, E) nao possuir lagos, entao o vértice v é
um vértice-corte se, e somente se, w(G — v) > w(G).

Um grafo conexo G é um bloco se, G nao possuir vertices-cortes.

Lema 1.4.1 Se o vértice v € G e G € um grafo conexo e sem lagos, entdo v
€ um vértice-corte se, e somente se, existe dois vértices x,y € G tal que cada
caminho que liga (ou tem extremos) x e y atravessam v.

Para X C V(G) em (G, escrevemos por G— X e dizemos X -remogdo vértice se,
cada vértice de X conjuntamente com as arestes incidentes, foram retirados
ou removidos. Se X = {v} for um conjunto unitério entdo, ao invés de
G — {v}, escreveremos simplesmente G — v.

A conectividade ou vértice-conectividade, k(G) de um grafo conexo G, é
definido como um numero minimo de vértices, cuja remogao desconecta G
ou reduz a um unico vértice ou buqué de lagos, isto é, uma familia de lacos
com um unico vértice.

Para G completo, (G) = |V(G)|—1 e k(G) = 0, se G for um grafo trivial
ou desconexo.

Para (G conexo, um subconjunto S C V(G) é conjunto de articulagdo ou
vértice-corte de G, se w(G — S) > w(G).

2«“cut-vertex, cut-node or separation point” sio equivalentes

AVA
cm 1 2 5. 4 5 6 7unespw 11 12 13 14 15 16 17



Em outras palavras, um grafo (ou digrafo) G se diz ser k—vértice conexo
se, para cada par de vértices u e v existe pelo menos k—caminhos (dirigidos)
disjuntos pelo vértice entre u e v.

Um grafo G = (V(G), E(G)) é chamado 2-conezo, se:

(1) G nao tem lagos,

(2) para |V(G)| =2, G tem arestas paralelas, e

(3) para |V(G)| > 3, o grafo G — v é conexo, para cada vértice v € V(G),
ou seja, que nenhum vértice de G, é um-vértice-corte de G.

Um grafo G é chamado 3-conexo se:

1) G é simples e possui pelo menos 4 vértices, e

2) o grafo G\ {u, v} é conexo para qualquer par de vértices de GG, e também
o grafo G — v, é conexo qualquer que seja vértice v de G,ou seja que cada
subconjunto X de dois vértices ou de um vértice de V(G), X nao é vértice-
corte de G.

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo simples com |V(G)| 2 (G)+1 e n um
inteiro positivo, G' é n-conero, se n < k(G), ou seja que o grafo G — X, é
conexo, para qualquer subconjunto X C V(G) com |X| < n — 1, em outras
palavras, é imposivel desconectar G pela remo¢ao de um nimero menor ou
igual a n — 1 vértices.

Um subconjunto de arestas F' C F(G) no grafo conexo GG, é um aresta-
corte ou co-ciclo, se existe um subconjunto X C V(G) de vértices de G, tal
que, F' consiste daquelas arestas de G que possuim exatamente um extremo
em X e outro extremoem V(G)—X, e denotamos por F' = F(X) = F(V(G)—
X). Por conseguinte, para cada subconjunto X C V((G), o correspondente
aresta-corte ou co-ciclo consiste das arestas zy € E(G) com |[X N{z,y}| = 1.

Se (G nao é trivial e F' é um co-ciclo, entao G — F' é desconexo. Um aresta-
corte ou um co-ciclo de k elementos é chamado k-aresta-corte ou k-co-ciclo.

F = () é um co-ciclo se, e somente se, G for desconexo.

F (F € E(G) no grafo conexo G) é um bond se, F' for um co-ciclo nao
vazio minimal, ou seja que, F' é um bond se, o grafo G\ F' é desconexo, e para
qualquer P C F, G\ P é conexo.

Uma aresta e é uma ponte de um grafo conexo G se, o grafo G — e
resulta ser desconexo, ou seja que, uma ponte é um co-ciclo com uma unica
aresta. Em outras palavras, um grafo (digrafo) G é diz ser k—aresta conexo
se para cada par de vértices u e v existe pelo menos k caminhos (dirigidos)
disjuntos pela aresta entre u e v. Um tal menor inteiro k é chamado aresta
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conectividade de G e denota-se por Y (G).

1.5 Arvores e Florestas

Uma drvore é um grafo conexo e aciclico (isto é, sem ciclos).

Proposicao 1.5.1 Um grafo conezo G € uma drvore se, e somente se, cada
aresta de G € uma ponte.

Um subgrafo conexo e aciclico T' (de um grafo conexo G = (V(G), E(G)))
e maximal com respeito a esta propriedade, é chamado uma drvore de G. Se
V(T) = V(G), entao T' é uma drvore geradora de G.

Proposigao 1.5.2 Todo grafo conexo possue pelo menos uma drvore gera-
dora.

Um subconjunto de arestas F' de G que nao contém co-ciclos e méaximal
com respeito a esta propriedade é, chamada uma co-drvore de G.

Uma floresta é um grafo desconexo, onde cada componente é uma arvore.
Uma floresta geradora (também usa-se o termo floresta principal) de G é o
conjunto de arvores geradoras (das componentes) de G.

Teorema 1.5.1 Seja o grafo G = V(G), E(G)) de ordem |V(G)| = n > 2.
Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes (e cada afirmagdo caracteriza
drvore):

1) G € conexo e ndo possui ciclos,

2)G tem n — 1 arestas e nao possue ciclos,

3) G € conexo e contém exatamente n — 1 arestas,

4) G ndo possui ciclos, e se uma aresta € adicionada a G, se forma
exatamente um inico ciclo,

5) G € conexo e para cada aresta w € E(G), o grafo G —w, € desconezo,

6) Cada par de vértices em GG, € ligado exatamente por um unico caminho.

Para uma demonstragao vide [Cap. 2, [9]] O.

Lema 1.5.1 Seja T' C E(G) no grafo conexo G = (V(G), E(G))

i) T € uma drvore geradora se, e somente se, T ndo contém ciclos e o
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complemento de T denotado por T ndo contém co-ciclos.

ii) Se T' é uma drvore geradora de G, entdao T' € uma co-drvore de G.

it) Se T € uma drvore geradora, entdo para cada x € T o ciclo denotado
por C, = C(z,T) e definido como {e € F/| FF C E(T)}U {z}, € chamado
ciclo fundamental de x em G com respecto a T

w) Se Ti; @ = 1,2 sdo drvores geradoras de G, entdo |Ty| = |Ta|. (Para
uma generalizagao dos itens i) e iv) vide se¢do, definigio do Matrdide via

Bases).

Lema 1.5.2 Consideremos o grafo arbitrario G, entdo:

i) Cada co-ciclo de G possui uma aresta comum com cada floresta gera-
dora de G.

i1) Cada ciclo de G' possui uma aresta em comum com o complemento de
qualquer floresta geradora.

Em ambos casos, um demonstragao € via contradi¢ao O.

Lema 1.5.3 Se os ciclos C;, i = 1,2 (resp. C*, 1 = 1,2) contém a aresta e
(resp. w) em comum, entdo Cy U Cy (resp. CyUC3) contém um ciclo ( rep.
co-ciclo ) o qual ndo contém e (resp. w).

Para uma demonstragao, vide [Cap. 3, [83]] O.

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo simples e C um conjunto cujos elementos
sao cores. Uma fungao f : V(G) — C, é chamada uma colorag¢ao prépria o
simplemente uma coloragao de vértices de G, se f(u) # f(v), para cada par
de vértices distintos u e v de V(G) com aresta uv € E(G).

Se {f(u)/u € V(G)}| = T, a coloragao f é também chamada uma 7T'-
coloragio. Uma T'-coloragao de grafos é uma generalizagao do problema de
coloracao de vértices em conexao com o problema de designagao de canais
de comunicagao. Uma formulagao grafo-tedrico deste problema é atribuido a
Hale, vide as referéncias [14] e [93].

O nimero cromdtico de vértices de G, denotado por x(G), é o menor
inteiro positivo T, para o qual existe uma coloracao f de G, tendo como o
conjunto de cores C, com |C| = T. Em outras palavras, y(G) é o nimero
minimo de cores necessarios para colorir todos os vértices de G de tal maneira
que dois vértices nao adjacentes recebem a mesma cor e com x(G) — 1 cores
é impossivel colorir o grafo G, e neste caso ponha k = x(G) e G ¢é dito
k-cromatico.
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Um grafo G é critical se, para cada subgrafo proprio H de G se verifica
X(H) < x(G). Diz-se que G é k—critical se G for critical e k—cromatico.

Exemplo 1.5.1 Todo grafo completo k, € critical para cada n

Lema 1.5.4 Consideremos um grafo simples G:
i) Se G € critical, entdo G' € conexo.
it) Se G € k—cromadtico, entio G possui um subgrafo k— critical.

Dem.

i) A partir da hipétese e da definigao de x(G), segue que G possui uma
k—coloracao e consequentemente, G é conexo. Se nao for conexo, entao ad-
mite pelo menos duas componentes, H e F. Desde que, H C G, de onde
nao sera consequentemente x(H) < x(G) ou seja, x(H) > x(G), e sendo H
subgrafo préprio o que contradiz a G critical. Logo G deve ser conexo.

ii) Pela hipétese, o conjunto de vértices V(G) de G admite uma partigao,
V(G) = {W,...,Vi}. Consideremos o subgrafo H cujo conjunto de vértices,
V(H) = {z;/z; € VN i = 1,k} e a aresta z;2; € E(G) é de H se, e somente

se, z; € V; e z; € V(H). De onde H possui uma k—coloragao e x(H) = k
e qualquer subgrafo proprio F' de H verifica x(F) < x(H) e o lema esta
provado. O

Teorema 1.5.2 Se o grafo G é k—critical, entio 6 > k — 1, onde § =min

{do(z)/z € V(G)}.

Dem.

Admite que existe um grafo G k-critical com § < k — 1 e seja v € V(G)
tal que 6§ = dg(v). O subgrafo G — v possui uma (k — 1)-coloragao, portanto
consideremos a particao {V,...,Vi_1} de vértices de G — v.

Desde que, § = dg(v), entao existem § vértices adjacentes a v, de onde
v nao deve ser adjacentes aos vértices de alguns v;, digamos aos de Vj, por
conseguinte no conjunto V; U {v}, v recebe a mesma cor que os elementos de
Vi, o que acarreta que {Vi,...,V; U {v},...,Vi_1}, é uma (k — 1)-coloragao
de G, o qual é uma contradi¢ao ao fato G possui (k — 1)-coloragdo. Portanto
deve ser 6 > k — 1 e o teorema esta provado O.
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Corolario 1.5.1 Cada grafo k—cromdtico possui pelo menos k vértices e
cada um deles tem grau pelo menos k — 1.

A demonstracao segue teorema anterior. O

Uma k-coloragdo de arestas de um grafo G = (V(G), E(G)) é uma fungao
g: E(G) — {1,2,...,k}, tal que, g(e) # g(w) para qualquer par de arestas
adjacentes ¢ e w. Se g(e) = j, para e € E(G), entao diz-se que a aresta e é
colorida da cor j.

O indice (ou nimero) cromdtico de arestas x'(G) é o menor valor de k
para o qual existe uma k-coloracao de G.

Um resultado classico devido a V. G. Vizing (cap. 8, [15]), posteriormente
generalizado por Berge [10], estabelece a seguinte desigualdade

A(G) £ X'(G) < A(G) +1.

Se x'(G) = A(G), entao diz-se que G é de classe 1, e no outro caso G é
de classe 2.

A aplicagao 0 : V(G)UE(G) — C, é chamada uma coloragao total propria
de G, se dois elementos nao adjacentes ou nao incidentes no mesmo elemento
sao designados a mesma cor a partir do conjunto de cores C. O nimero
cromdtico total, denotado por x"'(G), é o menor inteiro positivo para o qual
existe uma coloragao total propria de G.

Behzad tem conjecturado que x' (G) < A(G) + 2. Chetwynd-Hilton-
Cheng demonstraram que a conjectura é verdadeira para os grafos de ordem
par e cujo grau menor §(G) > %|V(G)| e para qualquer grafo de ordem impar
e cujo grau menor §(G) > 2|V(G)|. Mas tarde este resultado foi refinado por
Hilton-Hind [41], no sentido que a conjectura vale para todos os grafos G, tal
que, seu grau maximo A(G) > 2|V(G)|.

Para qualquer grafo nao nulo G = (V(G), E(G)), existem dois inteiros
positivos associados a (7, sao o “rank” ou posto (contudo usaremos o termo
“rank”, vide secao Teoria de matréides) e o numero ciclomadtico, ¢;(G). O
“rank” de G denotado por r(G), é dado por r(G) = |E(Tg)| = |[V(G)| — k
(onde E(Tg) € o conjunto de arestas de uma floresta (ou arvore) geradora de
G'), e o nimero ciclomatico ¢;(G) = |E(G)|—|E(T)|. Ou seja que, é o nimero
de ciclos independentes isto €, é a cardinalidade de uma base do subespago
ciclo de GG vide secao Espago Vetorial Grafo. Ainda, este numero é igual
ao nimero de arestas da co-floresta T' (onde T é uma floresta mazimal ou
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geradora, isto é, T', nao esta incluido em uma outra floresta) em G, vide a
referéncia [Cap. 2.3 [125]].

1.6  Grafos: Fuleriano e Hamaltoniano

Esta secao se baseia nas referéncias [11], [22], [27] e [90]. O nome es-
pecifico destes grafos, se deve em honra a dois grandes matematicos, sao
eles, Leonhard Euler (1707-1783) e William Rowan Hamilton (1805-1865).

Leonhard Euler, matematico mais produtivo e o melhor nos tempos mo-
dernos, segundo a literatura consultada.

Foi quem usou pela primeira vez o termo grafo, para descrever o problema
das sete pontes de Konigsberg por meio de um diagrama, e problema da vida
real formula-se como um problema que consiste em passar a ponta de lapis,
iniciando em qualquer ponto (que representam as ilhas e parte litoral das
ilhas) do diagrama e atrevessar a cada aresta (que representam as pontes)
somente uma vez (sem tirar o lapis do papel), e voltar ao ponto de partida.
somente uma vez e voltar ao ponto de partida. Euler provou que o problema
nao tem solugao.

Denota-se por i(G) = { vértices de G de grau impar } e p(G) = { vértices
de G de grau par }, os conjuntos de vértices de graus impares e pares, res-
pectivamente do grafo G.

O grafo G é chamado par, se p(G) # 0 e i(G) = 0, e se, i(G) # D e
p(G) =0, entao G é impar.

As seguintes defini¢des sao vélidas nos digrafos, vide capitulo 2.

Uma trilha (ou passeio) de Euler é uma trilha fechada que contém todas
as arestas de G. Uma trilha de Euler aberta, é uma trilha aberta que contém
todas as arestas do grafo.

Um grafo GG é chamado euleriano se, G é conexo e (G é par, ou equivalen-
temente, um grafo conexo G é de Fuler (ou G é um grafo euleriano), se G
contém uma trilha fechada de Euler. Se o grafo G' possui uma trilha fechada
geradora T i.é., V(T) = V(G), entdao G é chamado supereuleriano.

Teorema 1.6.1 Um grafo conexo G € de Euler se, e somente se, dg(z) €
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um intetro par, para cada vértice x € V(G).

Um circuito Hamiltoniano I' em um grafo conexo G' = (V(G), E(GQ)) é
um ciclo que contém todos os vértices de G, i.é., V(T') = V(G).

Um caminho Hamiltoniano no grafo conexo GG € um caminho que contém
todos os vértices de G. Se um grafo G contém um circuito (resp. caminho)
Hamiltoniano, entao dizemos que G' é Hamiltoniano (resp. determindvel). E
além disso G é conexo-hamiltoniano se, G' contém (z — y)-caminho hamilto-
niano para cada par de vértices z e y de G.

Cabe fazer a seguinte observacao. Todo grafo Hamiltoniano possui cami-
nho de Hamilton, mas a reciproca nao é necessariamente verdadeira. Isto é, se
um grafo conexo que possui um caminho de Hamilton nao é necessariamente
um grafo Hamiltoniano.

Um problema fundamental na teoria de grafos é determinar quando um
grafo é hamiltoniano. Nas ultimas décadas tem-se dado énfasis ao termo vi-
zinhanca, contudo nao foi revelado alguma condigao necessaria e suficiente,
mas sim, foram revelados algumas condigoes suficientes para que, um grafo
seja hamiltoniano.

1.7  Grafos Homeomorfos a G

Consideremos os grafos G' = (V(G), E(G)), e H = (V(H),E(H)). Uma
correspondéncia f que associa a cada elemento (aresta ou vértice) z de V(G)U
E(G) com um tunico elemento fz(=y) de V(H) U E(H) tal que

i) se x € V(G) entao fz € V(H), e

ii) para e = uv € E(G), entao fu = fe = fv (umlago) ou fe é uma aresta
de H com extremos fu e fv, entao f é chamada uma aplicagio de G — H.

A plicagdo f : G — H, é chamada sobre se para cada y de elemento y de
V(H)U E(H) existe elemento z € V(G) U E(G) tal que fz =y.

Para a aplicacao f : G — H, a correspondéncia inversa f~! que associa
cada elemento y de V(H) U E(H) com elemento z de V(G) U E(G) tal que
fx =y. De um geral f~! nio é necessariamente uma aplicacao. Se a plicacao
f : G — H for sobre, entao existe a correspondéncia inversa f~!. De um
geral f~! associa um y de V(H)UE(H) com muitos elementos = de G tal que
fz =y, portanto f~! nao é necessariamente uma aplicacao. Desde que f é
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uma aplicagao sobre (G, entao cada elemento de GG é imagem de pelo menos
de um elemento z sob f~!.

Escreve-se (¢f)~' = f~'¢~! para significar (¢f)~!(z) = f~1(¢7(2)), que
a imagem sob (¢f)~! do elemento z sio as imdgines sob f~! das imégines
sob ¢! de z.

Uma aplicagao f : G — H é chamada contractiva se f verifica:

i) Se w € F(H), entao exite unica aresta e € F(G) tal que fe =w, e

ii) se z € V(@), entao existe f~![z], onde [z] significa um grafo com tnico
vértice x e sem nehuma aresta.

A operagao subdivisio de uma aresta ¢ = uv (v # v) ou ao longo da
aresta e no grafo G, consiste em inserir um novo vértice z de grau 2 e duas
novas arestas uz e zv. Em outras palavras, consiste em substituir a aresta
e = uv por um caminho cujos extremos sejam os vértices u e v. Se a aresta
e for um laco, substituir por um ciclo.

Se o caminho que substitui a aresta, tem comprimento impar, entao trata-
se de uma subdivisao ‘mpar. Similarmente se define subdivisao par.

Dizemos que o grafo H contém topologimente G (ou que G' é um menor
tologico de H), se algum subgrafo de H é uma subdivisao de G. Em outras
palavras, o grafo H é chamado uma subdivisio do grafo G e escrevemos

H = TopG (notagao introduzida em [47]), se H pode ser obtido a partir de
(G por uma sequéncia de subdivisoes de (algumas) arestas de G e os lagos por
ciclos.

A operagao reciproca, € a jun¢dao, que consiste substituir duas arestas
adjacentes por uma aresta, se o vértice comum das arestas adjacentes for de
grau 2. Se o grafo H for obtido a partir de G por uma sequéncia finita de
juncgoes (cada duas arestas adjacentes substituidas por uma aresta), dizemos
que H é uma juncao de G e escrevemos H = junG.

Um grafo H é homeomorfo a partir de G se H = G ou H = TopG
(H=junG).

Os grafos G e H sao homeomorfos, se os grafos subdivisdes (jungoes) G’ e
H' respectivamente de GG e H, sao isomorfos. Para um estudo mais detalhado
dos grafos homeomorfos e afins, vide referéncias (23], [46].

Para ' C E(G), entendemos por F'-remogao aresta (ou simplesmente F'-
remocao) a retirada de todas as arestas de F' a partir de GG. Ao grafo obtido
pela F—remogao denotamos por G\F, em particular para F' = {e = zy}
tem-se G\e. A operagao remocao tem importantes aplicagoes, em especial
na construgao de subgrafos de um grafo, por exemplo, no reconhecimento de
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grafos planares (para os grafos planares, vide as referéncias [5], [47], [48] e
[120]).

A operagao contragio ao longo de uma aresta w = uv ou simplesmente
contragdo significa remover a aresta w = uv e identificar os extremos u = v.
Entao o grafo obtido pela contracao da aresta w, é denotado por G/w. De
um modo geral, a operagao contragao gera lacos ou arestas multiplas, as
quais muitas vezes sao desconsideradas, se houver, porque nao influéncia nas
propriedades intrinsecas da mesma. Por exemplo, as propridades de planari-
dade, sao inalteraveis com a preséncia de alguns lagos ou arestas muiltiplas.

Um grafo G é contractivél a H, se o grafo H for obtido a partir de G
por uma sequéncia de contragoes, as vezes denota-se H = contrG. O grafo
obtido a partir de GG, pela contra¢ao ao longo de uma aresta, e = zy, e
desconsiderarmos os possiveis lagos ou as arestas multiplas, (que podem se
formar apds da operagiao contragao,) G/e, é chamado contracdo elementar
de G.

Para todos os subconjuntos A e B de arestas de (7, as operagoes remocao
e contragao, sdo comutativas, i.é., (G/A)\B = (G\B)/A.

Um grafo H é menor do grafo GG, se H é obtido a partir de GG, por uma
sequéncia das operagoes de remogao e/ou contragao de algumas arestas de
G, (apds de desconsiderar todos os vértices isolados, se houver).

Uma aresta e em um grafo GG 3-conexo é chamado contractivel se o grafo
contragao (/e é ainda 3-conexo. Para outros detalhes vide [Wu, H., On con-
tractible and vertically contractible elements in 3-connected matroids and
graphs, Discrete math. 179 (1998) 185-203].

Para n > 2, um grafo G = (V(G), E(G)) n—conexo é chamado n-conezo
minimal se:

i) G é n-conexo, e

i1) para cada aresta e € E(G), o grafo G\ e deixa de ser n—conexo.

Exemplo 1.7.1 Para n = 2, todos os poligonos (ou ciclos elementares) sdo
2-coneros minimais.

E obvio que a aresta a ser removida (para destroir n—conexo de um grafo)
intercepta a um vértice de grau n. De fato deve haver muitos véritces de
grau n. Este nimero é dado pelo seguinte resultado.

Teorema 1.7.1 Seja G = (V(G), E(G)) um grafo n—conexo minimal, onde
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n => 2, entdo o niumero de vértices de grau n em G € pelo menos

(n = D|V(G)| + 2n
2n—1 '

Para mais detalhes, vide [p.158 [17]]. Também [Dirac, G.A. at Aarhus, Mi-
nimally 2-connected graphs, J. Reine and Angewandte Mathematik, vol. 228
(1967) 204-216].

Existem arestas especiais, por exemplo, em um grafo G 3-conexo mini-
mal, seja ¢ uma aresta de G. Diz-se que e é nao-essencial se, e somente se,
(G /e é a vez 3-conexo e simples, e dizemos que e é essencial se, e somente se,
(G — e nao for 3-conexo nem simples.
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Capitulo 2

Grafos Orientados ou Digrafos

2.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentamos uma breve introdugao aos grafos dirigidos,
também denominados, digrafos. Alguns resultados como defini¢des ou ter-
minalogias, que nao foram mencionados, o interessado pode consultar, entre
outras, as referéncias [6], [cap. 10 [15]], [40] e [60].

2.2 Omrientacao de Grafos

Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)) e a aresta a = {u,v} de G. Dizemos
que a aresta a = {u,v} é orientada de u para v se, a aresta a tem diregao
designada de vértice cauda, u (ou vértice cauda v) para vértice cabega v (ou
vértice cabega u). Geralmente uma aresta a = {u,v} orientada é denomindo

— PR - .
arco e denota-se por @ = {u,v} ou @ = (u,v). Por conseguinte, o arco (v, u)
sera diferente do arco @ (ou de (u,v)).

Dados dois vértices distintos u e v, exitem quatro possibilidades e quatro
tipos de arcos:

i) ndo existe arco orientado entre u e v, entao escrevemos ulv e é um arco
nulo,

.. - . —* -~ - -~
ii) existe o arco orientado (u,v) (ou {u,v}), mas nao existe (v, u), entao
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trata-se de um arco simples,

e—
iii) exite o arco orientado (v,u) ou ({u,v}), mas nao exite o arco (u,v),
entao trata-se de um arco simples, e

- - - -__-_’ ‘_
iv) existem ambos arcos orientados (u,v) (ou {u,v}) e (v,u) (ou {u,v})
e se denota por u < v, trata-se de arco duplo.

_—
Neste trabalho adotaremos ao invés de {u,v} a notagao (u,v), quando
existir o arco orientado.

Uma orientagao de um grafo G' é uma substituicao de cada aresta de G
pelo arco nulo, simples ou duplo.

Um grafo orientado ou digrafo, denotado por D = D(G) = (V(D), A(D))
¢ um grafo G munido de uma orientagao, sendo o grafo G chamado funda-
mental e D(G) o digrafo correspondente ao grafo fundamental G.

Um digrafo é chamado grafo orientado se entre dois vértices distintos u
e v existe ao mais um arco ordenado, isto é, possiveis de arcos simples ou
arcos nulos. Um digrafo é chamado grafe nao orientado se entre dois vértices
distintos existe arco duplo ou nulo. Um digrafo é chamado semicompleto
se entre dois vértices distintos existe pelo menos um arco ordenado, neste
caso os arcos possiveis sao os simples ou duplos. Contudo no contexto re-
ferénciaremos como digrafo a todo digrafo semicompleto.

Seja a = (u,v) um arco arbitrario de D. O vértice cauda u é predecessor
de v e o vértice cabeca v, é o sucessor de u. Alternativamente, dizemos que
u domina v, ou seja que,u € adjacente a v, e o vértice v é dominado por u,
ou seja, v é adjacente a partir de u.

Um digrafo D(G) correspondente a G é dito asssociado ao grafo G, se
cada aresta de (G é susbtituida pelas duas orientagoes ou direcoes possiveis,
por exemplo, a aresta e = {x,y} é substituida pelos dois arcos possiveis (z,y)
e (y,x).

Um grafo GG é orientdvel como um torneio, se existe um digrafo corres-
pondente D((G), tal que, seja um torneio local, para mais detalhes vide [43].

Um grafo dado possui varias orientagoes, ou seja, que ha varios digrafos
correspondentes a0 mesmo grafo. Também, a um digrafo corresponde um
grafo, basta desconsiderar a orientacao de cada aresta.

Uma orientagio de G é qualquer um dos 2/E(@)I grafos orientados D,
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(V(D) = V(G), E(D) = E(G)), e cada arco de D, liga os mesmos vértices
em D como em G.

Consideremos a aresta ¢ = {u,v} do grafo fundamental G, se u = v, entao
a aresta orientada (u,u) é um lago no digrafo D = D(G). Analogamente, os
arcos: a; = (u,v),a; = (u,v),...,a, = (u,v) no digrafo D, sdo os arcos
paralelos no D.

Seja D = (V(D),A(D)) um digrafo. As cardinalidades V(D) e FE(D)
sao ordem e tamanho respectivamente. O tamanho de qualquer digrafo D =
(V(D), A(D)) verifica: 0 < |E(D)| < 2 |g| :

Os conjuntos: N~ (u) = {z € V(D)/(z,u) € A(D)} e N*(u) = {y €
V(D)/(u,y) € A(D)}, sao os conjuntos de vértices predecessores e sucesso-
res, do vértice u, respectivamente no digrafo D.

O grau interior de um vértice u no digrafo D, denotado por dp(u) ou
simplesmente d~(u), é a cardinalidade de N~ (u), isto é: dp(u) = |[N~(u)|.
Anélogamente, o grau exterior do vértice u, denotado por df(u) ou d*(u), éo
numero de vértices que sao adjacentes a partir de u, ou seja, dt(u) = [N*(u)|.

Um digrafo F = (V(F), A(F)) é um subdigrafo do digrafo D = (V(D), A(D)),
se V(F) C V(D) e A(F) C A(D). :

O grau interior minimo de D, denotado por -, é menor valor de todos
os vértices de grau interior, e o grau exterior minimo, denotado por 6%, é o
menor valor de todos os vértices de grau exterior.

O grau minimo de D, é §(D) = 6 = min{6t,67}.

O grau maximo de D, é A(D) = A = maz{6*,6}.

Um digrafo D, é r-regular, se cada vértice u verifica d*(u) = d~(u) = r.

2.3 Semicadeias, Caminhos e Ciclos no Digrafo

Sejam u e v dois vértices (nao consequentemente distintos) no digrafo D.
Por uma semicadeia no D, entendemos uma seqiiéncia alternada finita de
vértices e arcos (nao necessariamente distintos):

A TU = Uy Ty Uty By vy Upey Oy Up = 0,
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iniciando no vértice u e terminando no vértice v, tal que os a; = (u;_1,u;)
ou a; = (u,u;—1) sao os arcos de D, e o inteiro positivo n é o comprimento,
ou seja é o nimero de arcos da semicadeia e escrevemos £(y) = n.

Os arcos da forma a; = (u;-1,u;) e a; = (u;, u;—1) sao denominados direito
e contrdrio de 7. Conseqiientemente, podemos identificar uma semicadeia
com um subconjunto de arcos de D, particionado em subconjunto de arcos
direitos, v+, e subconjunto de arcos contrarios, 7~, e escrevemos:

2 VI 8

Sey=9% comy~ =0 (ouy =17, com 4t =0,) diz-se que v é uma
cadeia.

Um caminho entre os vértices u e v, no digrafo D, é uma semicadeia com
todos os arcos distintos (alguns autores preferem o termo trilha , ao invés de
caminho).

Se todos os vértices de um caminho forem distintos, entao diz-se que o
caminho é simples.

Um ciclo é um caminho fechado, isto é, os vértices inicial e final do cami-
nho coincidem. Por um ciclo com n arcos, entendemos como um subconjunto
de arcos, C},, de D(G) e dizemos que o ciclo C,, é um n-ciclo. O ciclo C,, é
par ou tmpar, se n for um inteiro par ou impar.

Consideremos o caminho W entre os vértices u e v, i.é.,
W it = ts, @1, Ut 82,50« Uk=1, Gk, U = V.

W* denota o conjunto de arcos direitos, a; = (u;—1,u;), de W, e o conjunto
de arcos contrarios, a; = (u;,ui—1), € denotado por W~, portanto podemos
escrever

W=wtruw-.

onde n; 4+ ny, = n.

Analogamente, um ciclo C,, = C;} UC},

mng?

Um digrafo D tem discrepancia k, se para cada ciclo C,, em D, o nimero
de arcos direitos e o niumero de arco contrarios difierem no maximo em k
unidades, i.é., ||Cp,| — |Cn,|| < k. Vide [A.M.H., Gerards: An Orientation
Theorem for Graphs, J. Combinatorial Theory Ser.B 62, 199-212 (1994)].
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Um caminho W = WHUW ™ é dirigido no digrafo D,se W+ = ou W~ =

) mas nao ambas, por exemplo: W = W : u = ug, (o, u1), Uy -« (Up—1, Ug), up =

v, com W~ = (), diz-se que W é um caminho dirigido de u a v e escrevemos
(u,v)—caminho W, ou Wy, ).

O ciclo I' é um ciclo dirigido ou um circuito, se I' = I't, com I'" = () (ou
Pi=P=fcom' =10 ).

Denotemos por Wy}, (ou p(u,v)—caminhos) a familia de p caminhos
dirigidos de v a v. Uma familia W,,,), de p caminhos no digrafo D, sao
arco-disjuntos, se cada par de caminhos nao possuim arcos em comum.

Se o conjunto de vértices, V(W), de um caminho W for igual ao conjunto
de vértices de V(D), dizemos que W gera o digrafo D.

Consideremos u e v dois vértices arbitrarios de D. Se existe o caminho
Wiu,u), entao diz-se que v é atingivel a partir de u. Se dois vértices u e v se
atingem mutuamente, i.é., existem caminhos Wi, ) € Wy, ), dizemos que u
e v sao diconeros. Sendo o diconexo é uma rela¢do de equivaléncia sobre o
conjunto de vértices do digrafo D, entao o digrafo é diconezo se a relagao
diconexo induz uma unica classe de equivaléncia.

Um digrafo D(G) é conexo (ou fracamente conexo), se seu grafo funda-
mental G for conexo. Se, cada par de vértices se atingem mutuamente no
digrafo D, entao diz-se que o digrafo é forte (ou fortemente conexo).

Um digrafo D(G) é k-arco conexo se para cada subconjunto préprio S C
V(D(G)) se verifica: |(S,V(D(G)) — S| > k.

Consideremos o digrafo D e seja ! C A(D), entao os vértices u e v sao
0—arcos separados em D, se o subdigrafo D — Q! nao contém nenhum (u,v)-
caminho.

Teorema 2.3.1 Em todo digrafo D = (V(D), A(D)), a soma dos vértices de
grau interior € igual a soma dos vértices de grau exterior, e o valor comum
€ o numero de arcos, em outras palavras,

Suev(0)8t(v) = |A(D)| = Zuev ()6~ (u).

A demonstracao é imediata. O

Os digrafos D = (V(D),A(D)) e H = (V(H), A(H)) sao isomorfos, se

exite uma aplicagao injetiva ¢ definida em V(D) e com valores em V(H), tal

26

AVA
AVAVEY
v

2 5. 4 5 6 7unesp 11 12 13 14 15

16

17



que preserva a orientacao dos arcos.

Teorema 2.3.2 No digrafo conexo D = (V (D), A(D)) as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

i) D possut um passeio (i.€., caminho dirigido fechado que contem todas
as arestas) de Fuler,

it) 6% (u) = 6~ (u), para cada vértice u € V(D), e

iti) D € a unido de alguns ciclos dirigidos disjuntos pelo arco.

Teorema 2.3.3 Consideremos o digrafo conexo e ndo trivial D = (V(D), A(D)).
Se D contém dois vértices x e y tal que

§*(x) - 6(y) = p = 6~(y) — 6+ (), ¢ 6*(u) = 6~(u) Yu € V(D) —
{z,y}.
Entdo existem exatamente uma familia Wy, de caminhos dirigidos e arcos
disjuntos em D.

Teorema 2.3.4 Seja o digrafo D(G) associado ao grafo fundamental G,
entdo:

i) existe uma correspondéncia biunivoca entre os caminhos de G e os ca-
minhos dirigidos do digrafo D(G), e

i1) D(G) € k—arco conexo se, e somente se, G € k—aresta conezo.

Teorema 2.3.5 Demonstrar que um digrafo D(G) = (V(D), A(D)) com o

grafo fundamental G, contém um caminho dirigido de comprimento x(G)—1.

Dem.

Consideremos S o conjunto minimo de arcos D(G) tal que o subdigrafo
H = D(G) — S nao possui ciclos dirigidos, &k =max {{(W)/W é o caminho
dirigido em H} e sejam as cores 1,...,k,k + 1 disponiveis para colorir os
vértices de H.

O vértice v de H receve a coloragao ¢, 1 = 1,k + 1, se o comprimento do
maior caminho direcionado em H com vértice inicial em v, for z — 1.

Denotemos com V;, o conjunto de vértices munidos com a coloragao ¢, 1.é.,
V; = {z € V(H)/z possui a cor z}.

Provemos que (V4,..., Vi, Viy1) é uma (k+1)—coloragao propia de D(G).
Pela coloragao dos vértices de H segue-se que, os extremos de qualquer ca-
minho direcionado em H, possuim distintas cores.
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Agora provemos que os extremos de qualquer arco no D possuim cores
distintas. Se o arco (u,v) € A(D)), pertence a H, esta provado.Se (u,v) ¢
A(H), entao (u,v) € S. Pela hipétese, H U {(u,v)}, contém um ciclo Q, daf
0 — {(u,v)} é um caminho dirigido em H portante os vértices u e v recebem
cores distintas, de onde {V},..., Vi, Vit1} é uma colorgao prépia de D e pela
defini¢ao de numero cromatico concluimos que x(G) < k + 1 e o teorema
esta provado O.
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Capitulo 3

Teoria de Matchings

3.1 Introducao

Para um tratamento mais completo deste assunto, vide referéncias [1],

2], [26], [50], [51], [53], [Caps. 1, 2, 3 [55]], [77], [85] e [Cap. 2, 2.3, [125]].

A noc¢ao de uma fungao bijetiva entre dois conjuntos finitos disjuntos nao
vazios, € equivalente formar casais (ligados pela amizade) a partir dos con-
juntos de garotos e garotas. Este conceito no grafo abstracto, é uma colegao
de amizades (arestas disjuntas) colegdo chamada um matching', nés usare-
mos o termo matching e algumas vezes o termo emparelhado.

Vimos que, se a aresta e incide no vértice z no grafo G = (V(G), E(G)),
ou seja que, x é um extremo de e, entao diz-se que e cobre x e a vizinhanca
aberta de z nao é vazia, i.€., existe pelo menos um vértice y tal que y € N(z).
Em outras palavras, um conjunto de arestas disjuntas duas e duas e tais ares-
tas emparelham dois subconjuntos disjuntos de V(G), formam um matching.
As vezes um matching é também denominado conjunto independente de ares-
tas em (G. Ainda um subconjunto M C E(G), ¢ um matching em G se, e
somente se, cada vértice do subgrafo G[M], induzido por M tem grau menor

lexistem tradugdes equivalentes em portugués, acoplamento ou emparelhamento vide
referéncias [13] e [91]
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ou igual a 1.

Um vértice-cobrimento ou suporte em G, é um subconjunto de vértices
S de V(G), tal que intercepta (ou cobre) a cada aresta de G. A cardina-
lidade minima de um vértice-cobrimento (ou suporte), é o nimero vértice-
cobrimento ou numero suporte, 7(G) de G.

Um vértice v de V(G), é saturado (o termo saturado, também sera usado
quando nos refeirmos, fluxos na rede, espero que nao havera confusao) ou co-
berto pelo matching M se, algum elemento de M, incide em v, caso contrario,
diz-se que v € ndo-saturado ou ndao-coberto. Um subconjunto X C V(G) se
dize interceptar ou esta contido no matching M (no grafo G = (V(G), E(G)))
se cada vértice de X é extremo de um (unico) elemento de M, deve haver
vértices que nao estao em X que sao extremos das arestas de M. Neste caso
usa-se a notacao X < M, vide a secao de Matroide Transversal.

Um matching M em G é mdzimo se, nao existe outro matching N em GG
tal que, |[N| > |M]|.

Um matching N em G é mazimal, se nao existe outro matching P em G
tal que contenha propriamente a N, i.é, P O N. Em particular, N é maximal

do matching @ se, e somente se, nao existe outro matching S de G tal que

QCSCN.

O numero matching, ¥(G), de G é o nimero de elementos de qualquer
matching maximo em G ou brevemente: v(G) = max {|M|/M matching em

G}.

Um fator M no grafo G é matching perfeito ou 1-fator G se, se todas
as arestas de F(M) sao independentes. Em outras palavras, um matching
M em G, é chamado perfeito ou I-fator de G se, todos os vértices de G
sao cobertos por M. Equivalentemente o matching M é perfeito em G se, e

somente se, a cardinalidade de M é igual a metade do nimero de vértices de
G, |M| = 3V(G)|.

Desde que, existe uma fungao f : V(G) — N, tal que f designa a cada
vértice v de G um inteiro f(v). Entao um f—fator é qualquer subgrafo (ou
fator) F' de G tal que f é dado por f(v) = dp(v). Por exemplo se, f é uma
fungao constante, i.é., f(v) = k = dr(v), neste caso ao invés de f—fator, di-
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zemos F' é k — fator de G. Ainda para k = 1 F' é um matching (ou perfeito)

de G.

Alguns resultados sobre o matching ortogonal e transversal, foi obtido
por Anstee-Caccette [Orthogonal matchings, Discrete Math. 179 (1998) 37-
47]. Se M é um conjunto de todos os k-fatores (i.é., de subgrafos geradores
k—regulares) de G' = (V(G), E(G)), ou seja M = {F; [F;; i = I,m, é um
k—fator de G}, (onde |V(G)| > mk e G é simples). Se exite um matching
P de m arestas, tal que cada aresta e; exatamente pertence a Fj, entao P é
dito um matching ortogonal. Para o grafo bipartido K'm,n, o matching cuja
aresta é obtido a partir de cada fator, corresponde a um transversal.

Um grafo G = (V, E) é critical, se para qualquer vértice v € V(G), o
subgrafo G — {v} é fatorizavel. Existém outras defini¢ées alternativas, como
matching quase-perfeito (ou matching perfeito modulo v no grafo ), é um
matching que satura a cada vértice de GG, menos um (resp. o) vértice (resp.
v). Para outras extensoes vide [1].

Exemplo 3.1.1 Cada matching perfeito de G, € um matching mdzimo em
G. E claro que nem todo matching mdzimo de um grafo é um I-fator (ou
matching perfeito).

3.2 Relagao “maxr A= min B”

O objetivo desta se¢ao é rever alguns resultados da teoria de dualidade
e alguns exemplos. Para mais informagoes em especial, visando digrafos e a
programc¢ao matematica, vide [19], [38] e [56].

A literatura da otimizagao combinatorial e os assuntos relacionados, tal
como a teoria dos grafos, esta cheio de numerosos exemplos ilustrando os
teoremas da dualidade e de suas aplicagoes, em outras palavras muitos pro-
blemas de otimizagao combinatorial sao caracterizados pela relacao max-
min (ou min-max), no sentido que o valor maximo de um problema de oti-
mizacao combinatorial é igual ao valor minimo de algum outro problema
de otimizagao. Entre os exemplos classicos relevantes, podemos citar: Na
teoria dos matchings, é o teorema de Konig [49], que aborda uma condigao
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necessaria e suficiente para os matchings em grafos bipartidos. Na teoria de
conexidade, é o teorema de Menger [59], talvez seja o mais importante no
meio da teoria dos grafos; o qual expressa que o minimo de alguma coisa
¢ igual ao maximo de outro. Na teoria de fluxos em redes, é o teorema de
fluxo-méximo e corte minimo, de Ford e Fukerson [33]. Esta teoria de fluxos
na rede tem um estreito relacionamento com os grafos bipartidos. E final-
mente na teoria de matréides é devido a Rado [80].

Consideremos o grafo (ou digrafo) G = (V, E), e sejam os subconjuntos
X e Y vértices de G.

Por um XY —caminho, entendemos um caminho (dirigido) de z € X
para algum y € Y, mas nao contendo nenhum outro vértice de X ou de Y
(seu € X NY, entao o mesmo vértice u, € um XY —caminho).

Sejam X, Y e S os subconjuntos de vértices de V(G), entao dizemos
que S separa X de Y, o simplesmente que S, é um XY -separador, se cada
XY —caminho intercepta o conjunto S, ou seja removido S a partir de G, os
conjuntos X e Y estao em diferentes componentes de G — S.

Dizemos que X eY sao finitamente separavel em G, se X e Y, sao sepa-
rados por algum conjunto finito de vértices de G.

Na literatura o teorema de Menger, tem varias variantes e generalizagoes
para algumas classes de grafos e para matroides, por exemplo vide as re-
feréncias [32], [79], [86], [101] e [121]. E a versdo considerada é como segue:

Teorema 3.2.1 (Teorema de Menger) Consideremos um inteiro positivo k,
e sejam X eY dois subconjuntos de vértices (nao vazios) do grafo (ou digrafo)
G. Entao existém k XY —caminhos disjuntos (pelo vértice) em G se, e so-
mente se, o XY —separador contém pelo menos k vértices.

Além da demonstrac¢ao dado pelo autor, existe uma outra prova dado por
Pym [79]. O

Whitney [121], obteve a seguinte caracterizagao para os grafos n-conexos
via o teorema de Menger.

Teorema 3.2.2 Seja G = (V, E) um grafo com |V| > n + 1 vértices. Entao
G € n-conezxo se, e somente se, para todo subconjunto de vértices Q@ C V(G)
com a cardinalidade || < n —1, o grafo G — Q) € conezo.

Para uma demonstracao usando o teorema de fluxo-maximo e corte-
minimo, é apresentada na se¢ao Algumas Aplicagoes, no capitulo das redes.
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Assumamos que H seja um matching perfeito (ou 1-fator) de GG. Para
S C V(G), F seja uma componente do grafo G — S, entao para as arestas
de H contidas em F', a componente I’ contém en um numero par de vértices
de H, e outros vértices de F' sao os extremos das arestas de H que ligam um
vértice de F' com um vértice de S. Em particular, para cada componente
impar F' de G — S, existe uma aresta de H, ligando um vértice de F' com
um vértice de S. Desde que as arestas de H, siao nao adjacentes dois a dois,
segue que o grafo G — S, tem no maximo |S| componentes impares, uma
componente para cada vértice de S., e reciprocamente.

Este excelente resultado que trata a rigor da existéncia de matching per-
feito ou 1-fator em grafos, é devido a Tutte [98].

Teorema 3.2.3 (Teorema de Tutte) O grafo G = (V(G), E(G)) possut mat-
ching perfeito ( ou 1-fator) se, e somente se, para cada subconjunto S C V(G)
se verifica w1 (G—S) < |S|, onde wi(G—S) denota o nimero de componentes
conezas de G — S e cada das quais tem um nimero tmpar de vértices.

Além da demonstragao original dada pelo autor, exitem outras demons-
tragoes, por exemplo vide [4] e [vol. I, p.189 [36]].

Corolério 3.2.1 Um grafo G = (V(G), E(G)) contém um subconjunto de
arestas independentes cobrindo todos os vértices menos e no mdximo d vértices
se, e somente se, w1(G — S) < |S|+ d, para cada subconjunto S C V(Q).

O teorema de Tutte, deu origem ao um novo conceito denominado bar-
retra, mais formalmente, um subconjunto B C V(G), é chamado barreira se

verifica w (G — B) = | B|.

Exemplo 3.2.1 Se o grafo G for bipartido, entao ambas classess de cores
de G sao conjuntos barreiras de GG. Para mais informacgoes, vide referéncia

[Cap. 3 [55]].

O seguinte resultado é conhecido como uma generalizagao do teorema de
Tutte, dado por Berge.

Teorema 3.2.4 (Berge[8] e Tutte[98]) Se G = (V(G), E(G)) € um grafo
n—d

com |V(G)| = n e M um matching mazimo de G, |M| = 2= onde d =maz{w,(G—

2

$)—|S| /S € V(G)}:
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3.3 Grafos Bipartidos ou Bigrafos

Um grafo G = (V, F) bipartido é definido como um grafo, cujo conjunto
de vértices V é particionado em duas classes disjuntas e nao vazias A e B, tal
que dois vértices ndo adjacentes pertencem a mesma classe. Uma particao
(A, B) de V, é denominda uma biparticao do grafo bipartido se cada aresta
de G tem exatamente um extremo em A e outro em B, portanto x(G) < 2,
e (G é frequéntemente referido como o grafo bicolordvel ou bigrafo .

Usaremos a notacao G = (A U B, E), para indicar um grafo bipartido
(com a bipartigao (A, B)) com conjunto de vértices AU B e o conjunto de
arestas ' = F(G). Nas segoes seguintes, entenderemos por grafos bipartidos,
como aqueles bigrafos sem vértices isolados, salvo alguma uma especificagao.

Algumas vezes escreveremos v € (G para indicar v € AU B.

Um grafo bipartido é simples se, nao possui arestas paralelas nem lacos.

O grafo bipartido complemento G, de um grafo bipartido simples G =
(AU B,E), é o grafo G = (AU B, {{z,y}/{z,y} € E,Nz € A ey € B}).

Um grafo bipartido G = (AU B, E), é completo se, G' é simples e cada
vértice de A é ligado a cada vértice de B exatamente por uma aresta, e
denota-se por ky ., onde |A| = n e |B| = m, ou seja que, escrevemos ky m,
um grafo bipartido completo com classes de cores de tamanhos m e n.

Teorema 3.3.1 Um grafo G € bipartido se, ¢ somente se, G nao contém
circuito impar.

Para uma demonstracao, vide [Cap. 2, [15] ] O.

Para uma outra caracterizagao dos grafos bipartidos via os grafos quasi-
dobradigos, vide referéncia [20].

A partir do teorema acima, a condicdo de que GG ndo contém ciclos
impares, € equivalente a capacidade de particionar o conjunto de vértices
de GG em duas partes de modo que cada aresta de (G intercepte examente em
um unico vértice a cada parte, de onde surgiu o teorema de Kénig (vide na
seguinte secao).
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Uma outra alternativa da definicao do grafo bipartido é, a identificacao
com uma relagao binaria. Consideremos sem pérda da generalidade, dois
conjuntos finitos e disjuntos A e B e R uma relagao binaria entre os conjun-
tos A em B, (chamados o dominio e o contradominio, respectivamente), ou
seja que, R é um subconjunto de A x B e escrevemos R C A x B.

Como A e B sao finitos, podemos representar a relacao R por meio de
setas (diagrama), fazendo-se a seguinte convencao; um elemento z de A é
ligado por uma seta com o elemento y de B se, e somente se, Ry (ou
(z,y) € R). Consequéntemente, a relagao binaria R, podemos associar um
grafo bipartido (orientado), cujo conjunto de vértices sao os elementos de
AU B, e cujas arestas (orientadas) sao os pares ordenados que pertencem a
relagao, i.é., {z,y} é uma aresta (ou arco (z,y)) determinadas pelos vértices
T e y se, e somente se, z esta em relagdo com y, ou seja, (z,y) € R e portanto
G =(AUB,R).

Reciprocamente, se G = (AU B, FE) é um grafo bipartido, entao basta
definir a relagao binaria R como o conjunto E ,isto é, {z,y} € E se, e somente
se, x Ry. Por conseguinte temos:

Lema 3.3.1 A cada grafo bipartido (sem vértices isolados) € associado uma
relagdo bindria, e reciprocamente.

Para qualquer vértice + € AU B, o conjunto vizinhanca (aberta) de z,
podemos denotar por I'(z) (ao invés de N(z)), entdao escrevemos I'(z) =
{y e AUB/(z,y) € E},T"!(2) = {y € AUB/(y,z) € E}, e para qualquer
X C AU B escrevemos
D(X) = Usex () € D7(X) = Uyex T~ (u).

E para qualquer subconjunto S C A U B, a vizinhanga aberta de S ¢é
definido como o conjunto I'(S) = U,es I'(2). Em particular, se S C A, entao
I'(S), é o subconjunto de vértices de B, os quais estao ligados pelo menos
por uma seta (aresta) a S. E I'[z] = I'(z) U {z} e T'[S] = '(S) U S, definem
a vinhanca fechada do vértice z e do conjunto S, respectivamente.

Lema 3.3.2 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E). Para todo os
subconjuntos X,Y C A se verifica que:

a) Se X CY entao I'(X) CT(Y),

i) X UY)Y=T(X)UT(Y); e

) TIE Y)ETINTE ).
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Dem.

a) Desde que, X C Y entao ¥ = Y U X e porconseguinte I'(Y) =
(X UY) = Uzexuy I'(#) = Uzex I'(2) UUey T'() 2 Uzex I'(z) = T(X).

b) usando o itém a) temos
X)) UTY) ST (X 1Y) (3.1)
Por outro lado,

reoury)=JulJ2 U Ie)

reX teYy seXuY
Portanto, de 3.1) e 3.2) obtemos o resultado desejado.
c) Como X NY C X (resp Y), usando a) obtemos (X NY) C I'(X) e

(X NY) C I'(Y), de onde concluimos que I'(X NY) CT(X)NI'(Y)eo
lema esta demonstrado O.

3.3.1 Matchings em Grafos Bipartidos

Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido associado a relagao R = E,
se podemos encontrar um subconjunto ou uma subrelagao S C R, tal que
S é um grafo de uma fungao biunivoca de A em B, dizemos que R possui
um matching. Em outras palavras, um matching em um grafo bipartido
G = (V(G), E(G)) é uma escolha de arestas de E(G) tal que defina uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um subconjunto X de A com
um subconjunto Y de B, ou seja que as arestas escolhidas emparelham os
conjuntos X e Y no grafo bipartido G.

Se existe um matching M em G tal que sature a cada elemento de A (e talvez
nao necessariamente B), entao dize-se que M é um matching completo (ou
simplesmente) de A em B.

Um co-ciclo de G = (AU B, F) é um subconjunto de vértices S C AU B
de G, tal que S intercepta a cada aresta de G.
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Consideremos o grafo bipartido G = (AUB,E)esejam X C AeY C B,
e denota @@ = (X,Y) o numero de arestas incidentes em X e Y.

Lema 3.3.3 O grafo bipartido G = (AU B, E) tem h = h(G) o numero de
matchings disjuntos ( cada um de tamanho t ) se, e somente se, Q(X,Y) >
h(t —|A— X|—|B—=Y]|) para todo X C A eY C B.

Para uma demonstracao vide [Cap. 2 [55]]. Também vide [Cap. 2; 2.4, [125]]
.

Teorema min-max de Konig [49]

O teorema min-max de Konig para os grafo bipartidos, se refere que o
nimero minimo de vértices, tal que cada aresta é incidente com pelo menos
com um destes vértices, é finito, e este nimero é igual ao nimero maximo
de arestas, as quais nao sao adjacentes duas a duas, em outras palavras:

Teorema 3.3.2 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido. Entdo o nimero
mazimo de arestas independentes v(G) de G € igual ao nimero minimo de
vértice-cobrimento 7(G) (ou tamanho minimal de um co-ciclo), i.€., v(G) =

(G).

Para uma demonstracao vide [85] e [Cap. 5, [83]] O.

Consideremos o grafo bipartido G = (AUB, F). Um conjunto separador S
de G, é um conjunto de vértices de G tal que, para cada arestae = {z,y} € E,
tem-sex € Souy € S.

Se S = (AN S)U (BN S) é um separador do grafo bipartido G, entao
nao ha arestas de G que ligem (ou unem) um vértice de A — AN S com um
vértice de B — BN S. Usando o térmo separador, o teorema de Konig tem a
seguinte reformulagao.

Teorema 3.3.3 A cardinalidade maxima de um matching do grafo bipartido
G = (AU B, E), € igual a cardinalidade minima de um conjunto separador

de G.
Seja o bigrafo G = (AU B, F). Para todo X C A, o conjunto I'(X) U

(A — X) é um conjunto separador de (. Analogamente, para qualquer
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Y C B, I'Y)U (B —=Y) é um conjunto separador de G. Agora, se Z é
conjunto separador de G com 7, = ZNAe Z;, =ZNB. Para X = A—- 7,
ocorre que I'(X) C Z, e por conseguinte I'(X) U (A — X) é um conjunto
separador de (G contido em Z, em vista desta observagao, o teorema acima
tem o seguinte enunciado alternativo:

“Se H denota a familia de matchings de G = (AUB, E), entao max {|M|/M €
H} =min {|I'(X)| - |[A - X| /X C A}V

Além de ter influénciado com énfasis na origem do matréide transversal
(veja mais adiante), provavelmente a versao mais usada de todos os tratamen-
tos alternativos e equivalentes, ao teorema de min-max de Konig, é devido a
Philip Hall [37]. Este resultado dado por Hall (abaixo), pode-se interpretar
como um caso em que, m mogas conhecem a m — 1 rapazes e a partir deste
conjunto de rapazes e mcas é impossivel arranjar casamentos, sem alguem
ficar solitario, o qual é equivalente dizer, se existe um matching completo
de A em B, entao para cada X C A, existe pelo menos |X| vértices de B
adjacentes a um vértice em X, isto é, I'(X) > | X|, e ainda podemos significar
que X esta contido no conjunto de vértices de algum matching N (de X em
I'(X), e também vale a reciproca e formalmente é como segue.

Teorema 3.3.4 (Teorema de casamento de Hall). Seja G = (AU B, E) um
grafo bipartido. Entdo G possui um matching de A em B se, e somente se,
I'(X) > | X|, para cada subconjunto X C A.

Existem trés demonstragoes, duas delas usam o teorema de Menger e para
uma terceira vide no capitulo das redes, secao Algumas Aplicagoes.

Uma forma equivalente a este resultado foi dado por Konig-Egervary [85],
antes de enunciarmos, lembremos que um co-ciclo em um grafo bipartido, é
um subconjunto de vértices tal que intercepta a cada aresta do bigrafo.

Teorema 3.3.5 (Teorema de Konig-Egervary). Em um grafo bipartido GG, a
cardinalidade minima de um co-ciclo de G € igual ao tamanho de um conjunto
de arestas independentes (i. €., a cardinalidade de um matching mdzimo) de

G.

Para uma demonstracao via o teorema de Menger, vide referéncia [85] O.

Muitas vezes este resultado, é referido como o teorema de casamento,
contudo na maioria da literatura, o teorema de Hall é de casamento, para
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mais detalhes vide [85] e [112].

3.3.2 Deficiéncia de um Grafo Bipartido

A nogao de deficiéncia (vértice) para os grafos bipartidos foi introduzido
por Ore [66]. Vide também para outros detalhes [51].

Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, FE) e X um subconjunto
de A. Relembramos que a vizinhanca (aberta) de X denotado por I'(X)
é o conjunto de vértices de B que sao adjacentes aos vértices de X, 1.é.,:
I'(X) ={y € B/(z,y) € E, para algum z € X}.

A deficiéncia do conjunto X no grafo G, denotado por defg(X) ou def(X),
e definido como defg(X) =def(X) = | X| — |['(X)].

Observamos que a deficiéncia de um conjunto pode ser um inteiro positivo,

<
zero ou um inteiro negativo, i. é., def(X)| = | 0.
>

A deficiéncia do grafo bipartido G = (AU B, E) denotado por def(G) é
dado por def(G) =def(AU B, E) = max {|X| — [['(X)|/X C A}.

Desde que, o conjunto vazio () é um subconjunto de A e || = |T'(@)| = 0,
temos def(G) > 0.

A deficiéncia def(G) de G significa, o nimero de vértices nao saturados
por um matching maximo em G, ou seja, a def(G) denota o nimero minimo
de vértices que removidos, o grafo resultante tem deficiéncia nao positiva, em
outras palavras, o nimero maximo de arestas independentes que G contém

é igual a 3(|A U B|-def(G)).

O teorema de Konig em termos da deficiéncia é devido a Ore [66] e é
como segue.

Teorema 3.3.6 Seja G = (AUB, E) um grafo bipartido. O nimero mdzimo
de vértices de A que pode ser emparelhado em algum subconjunto de B, € igual

i |A]—def(G).

Para uma demonstracao usando o teorema de fluxo-maximo e corte-
minimo, vide [Cap. 7, [9]].
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A partir da definigao de deficiéncia de um grafo GG ou seja a expressao
max{|X| — |[I'(X)|/X C A}, significa que existe um valor maximo entre as
deficiéncias dos subconjuntos de A e cujo conjunto associado é denominado
critico ou apertado (o termo apertado, com é usado com frequéncia na re-
feréncia [55], enquanto o termo critico é usado por Ore [66]), o qual é um
subconjunto S de A tal que def(S) =def(G). Contudo usaremos o ambos
termos indistintamente se, nao houver confusao.

Se X, é um conjunto critico, tal que X, C X, para todo conjunto critico
X de A, entao X, é critico minimal de GG, e analogamente se existe um
conjunto critico Y, tal que contenha a todos os subconjuntos criticos de A,
entao Y, é chamado critico mazimal de G.

Dizemos que um subconjunto S de A é um conjunto sem deficiéncia, se
todo subconjunto de S nao tem deficiéncia positiva, isto é, defg(X) < 0,
qualquer que seja X C S. Em particular, o conjunto A é sem deficiéncia se,
e somente se, def(G) = 0.

O oposto do termo deficiéncia, é o excesso. O excesso de um subconjunto
X de A no grafo bipartido G = (AU B, E), denotado por o(X) = og(X)
e definido como o(X) = o¢(X) = |['(X)| — | X| = —def(G). E o excesso do
grafo bipartido G = (AU B, E), é dado por o(G) =min {o(X)/X C A e

X # 0}, e consequentemente def(G) =max {0, —o(G)}. Para mais detalhes,
vide [Cap. 3 [55]].

Lema 3.3.4 Para dois subconjuntos X e Y arbitrdrios de A (no grafo bi-
partido G = (AU B, E)) se verifica:

a) def[ XUY)+def(XNY)>def(X)+def(Y),e

b) o(XUY)+o(XNY)<o(X)+o(Y).

Uma demonstragao segue pelo lema 3.3.4 e conjuntamente do fato que

|IXUY|=I|X|+[Y]-|XNY|O.

Lema 3.3.5 Se F € uma familia nao vazia de subconjuntos criticos de G,
entio X, = Nxer X €Y, =Uxer X sdo também os criticos de G.

Dem.
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Em vista do conjunto A ser finito, podemos supor |F'|=n, e demonstremos
por indugao sobre n.

Para dois conjuntos criticos X e Y, usando o lema 3.2.4 obtemos a desi-
gualdade

cdef(XUY)+def(XNY) = 2def(G) (3.3)

Desde que, def(X UY) < def(G) e def(X NY) < def(G), também temos
def(X UY) < def(Y) (def(X)) edef(X NY) < def(Y) (def(X)), por
conseguinte obtemos a seguinte desigualdade

cdef(XUY)+def(XNY) < 2def(G) (3.4)
E a partir de 3.3) e 3.4) obtemos a equacgao
def(XUY)+def(XNY)=2def(G)

De onde resulta:
def(X NY) =2def(G) —def(X UY)
> 2def(G) — def(Y)
= def(Y).

Analogamente obtemos, def(X UY) > def(Y) e conjuntamente com as
desigualdades 3.3) e 3.4) concluimos que os conjuntos X UY e X NY sao
também criticos, isto é, def(X UY) = def(G) = def(X NY) e o lema esta
demonstrado O.

Agora suponhamos que o lema seja verdadeiro para n—1 conjuntos criticos
e provemos para n conjuntos criticos, Xy, X,,..., X1, X,.
Pela hipotese de indugao, os conjuntos

n—1 n—1
A=QX,'€B= L_JIXI

sao criticos.
Por outro lado, os conjuntos A , B e X,, sao criticos (ja demonstrado para
o caso de dois conjuntos criticos) de onde os conjuntos

Ko = ANX, eXo = B XS

sao também criticos o qual completa a demonstracao do lema O.
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3.4 Deficiéncia de um Grafo Arbitrdrio

Dado um grafo G = (V(G), E(G)) e seja M um matching maximo em G.
Se M for perfeito, entao pela defini¢ao segue que cada vértice de G é coberto
exatamente por um elemento de M. Nem sempre um matching maximo M
sera perfeito, o qual implica que havera vértices de (G, nao saturados por
matching M de G, ou seja que M tem o defeito de nao cobrir alguns vértices
de GG. Formalmente dizemos que um matching N em G tem defeito d, se
existem d vértices de G que nao sao cobertos por nenhum elemento de N.

O conceito da deficiéncia para os grafos bipartidos de Ore, tem tido ex-
tendido para os grafos arbitrarios, o que segue a continuagao.

A deficiéncia , §(G), de um grafo G = (V(G), E(G)), é definido como
sendo o numero minimo de vértices de G, tal que removidos a partir de G,
o grafo resultante, é fatorizavel, ou seja que, o nimero maximo de arestas

independentes de G, é 3(|V(G)| — §(G)).

Lema 3.4.1 Seja G = (V(G),E(G)) e X um subconjunto arbitrdrio de
V(G). Entao §(G — X) < 6(G) + | X]|.

Se existe algum subconjunto X de V(G), tal que verifica a igualdade do lema,
1.é., 6(G — X) = 6(G) + | X|, entdao o conjunto X é denominado eztremo em
(i. Para mais detalhes, vide referérncia [52].

Ainda a deficiéncia de G, esta dada explicitamente pela seguinte expressao
def(G) = |V(G)| - 20(G) = Seev(@(A(G) — da(2))

Uma férmula para é6(G), (analogo a formula de Ore) foi obtido por Berge
(8], como uma generalizagao natural do teorema de Tutte.

Teorema 3.4.1 (Fdrmula de Tutte-Berge). Para um grafo G = (V(G), E(G)),
a deficiéncia de G € dado por §(G) = maz {w,(G — X) — |X|/X C V(G)}.

Para uma demonstragao, vide [8], [64] e [Cap. 3, [55] ] O.
Corolério 3.4.1 Se G € um grafo plano com def(G) > 3 e |V(G)| > 10.
Entio v(G) > 1(|V(G)| + 2).

Sobre o matching relacionado con deficiéncia em grafos arbitrarios, foi de-
senvolvido independentemente por Gallai e Edmonds. Para mais informagoes,
vide referéncias [52] e [Cap. 3 [55]].

Se D¢, denota o conjunto de aqueles vértices de GG, que nao sao cobertos
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por cada matching; Ag o conjunto de vértices de V — D¢, que sao adjacentes
pelo menos um vértice de Dg, em G, e o conjunto Cg = V(G) — Ag — Dg =
V(G) — Ag U Dg, entao temos:

Teorema 3.4.2 (Gallai-Edmonds) Seja G = (V(G), E(G)) uwm grafo ar-
bitrario, entdo

a) As componentes de G[Cg] sdo fatorizaveis, as componentes de G[Dg]
sao criticos;

b) o nimero de componentes de G[Dg] € §(G) + |Aql, e

c) se M é qualquer matching mdzrimo de G, entdo M contém um mat-
ching quase-perfeito de cada componente de Dg, um matching perfeito de
cada componente de Cg liga todos os pontos de Ag com os pontos que per-
tencem a distintas componentes de Dg.

d) v(G) = 3(IV(G)| - W(G[Dg]) + |4ql.

Para uma demonstragao, vide [29] e [Cap. 3, [55] ] O.

3.5 Grafos n-extendivers

Enquanto o problema da existéncia de matching perfeito em grafos foi
saneado por Tutte, por outro lado surge o problema de determinar o maior
limitante inferior sobre o numero de diferentes matchings perfeitos que um
grafo pode conter. Como uma causa da busca de uma solugio, para este
problema, surgiu uma nova classe de grafos chamados grafos n-extendiveis.

O conceito de n-extendibilidade em grafos de ordem p, foi introduzido por
Plummer [76], pela década de 80, em seu artigo On n-extendable graphs.

Um grafo arbitrario G, é n-extendivel, se:

1.- G é conexo,

2.- G possui um matching perfeito, e

3.- cada matching de cardinalidade n esta contido em um matching
perfeito de G.

Um grafo fatorizavel é chamado 0-extendivel.

Um grafo conexo G, é chamado matching-coberto ou 1-extendivel, se cada
aresta de GG esta contido em um matching perfeito.

O maior inteiro positivo n para o qual G é n-extendivel, é chamado o
nimero de extendibilidade, ext(G), de G.
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Os grafos n-extendiveis, tem relacionamento com os grafos hamiltonianos
e os grafos planares por exemplo, vide referéncias [58], [77], [78] e [90].

3.6 Sistema de subconjuntos e Transversais

Para o conjunto finito S = {z1,...,z,} = {z; /i € L} seja A(I) =
(Ayy...,An) = (A;/j € I) uma colegao de subconjuntos ndo vazios A; (nao
necessariamente sao distintos) de S indexados por I tal que S = [J;c; A; =
A(I).

Em particular para J C I, A(J) = U;e; A; = X, é um subconjunto de
S.

Chamamos um sistema (ou simplesmente uma familia) ao par ordenado

(S; A(I)) ou A(I)).

O conjunto T' = {&1,...,2m} = {x; /i € U C L} de elementos de S e
denominado um sistema de distintos representativos ou uma transversal de
A(I) se:

zr; € A;parai=1,m,e

T; # s parat,8 € I com 1 # s.

Em outras palavras, T é uma transversal de A(/) se, existe uma bijecao
p:T — I tal que z € Ay(;) paraz € T.

Um subconjunto P = {t; /7 = 1,k} C S é uma transversal parcial
de A(I) se existe uma subfamilia (A;,,...,A;) de A(I) tal que t; € A;;
(1 £j £ k). Dizemos que t; representa A;; em P.

Portanto uma transversal parcial de A(/) é uma transversal de uma sub-
familia A(J) = (A; /j € J), para algum J C I.

Uma transversal parcial T' é mazimal se, T nao esta contido propriamente
em uma outra transversal parcial.

A familia de transversais parciais maximais constitui as bases de um
matroide, denotado por T'(S, A), e chamado matréide transversal, e dizemos
que o sistema A é uma representagdo de T'(S, A). Este resultado foi obser-
vado por Edmonds e Fulkerson [31], vide segao Matréides Bigrafos: Matréide
Transversal.

Grafos Bipartidos e Sistemas
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Desde que qualquer familia A(I) de subconjuntos de um conjunto finito
dado S (indexados pelo conjunto de indices /), da origem a uma relagao
binaria R C S x I, definida por (s,%) € R se, e somente se, s € A;.

Pelo lema 3.3.1, o grafo bipartido induzido pela relacdo Ré G = (SUI, R)
o qual é associado a A(I) e denota-se por G 4y = (S U A(I), R).

Reciprocamente, para o grafo bipartido G = (AU B, F) (simples e sem
vértices isolados) exite um sistema associado.

Basta tomarmos como o conjunto de indices B = {y1,...,ym} = {1,2,...,m} =

I. Desde que, G' nao tem vértices isolados, entao para cada y; € B (ou j € I)
havera algum elemento z; € A tal que existe a aresta {z;, A;} de G, onde A;
¢ a vizinhanga de z;, em outras palavras, I'(y;) = {z € A/{z,y;} € E}, é um
subconjunto nao vazio de A. Sendo I é finito, logo os conjuntos A; = I'(j),
para y; € B com j € I, forma o sistema (I'(j)/7 € I). Em consequéncia
temos o seguinte lema.

Lema 3.6.1 A cada grafo bipartido G = (AU B, E) corresponde um sistema
A(I), e reciprocamente, e pelo abuso de notagdo podemos escrever G = A(I).

Em virtude do lema acima, podemos transportar todos os conceitos in-
troduzidos para os grafos bipartidos para o sistema, e reciprocamente.

Lema 3.6.2 Um subconjunto de uma transversal parcial, é também uma
transversal parcial.

Pela convengdo, o conjunto vazio () € uma transversal (ou parcial) de
qualquer sistema.

Exemplo 3.6.1 Para o conjunto S = {a,b,c,d, f,g}, seja o sistema A =
(Al, Az,Ag, A4, A5) onde Al = {a,b,c}, Ag = {a,b,d}, A3 = {a,b,c,f}, A4 =
{a,b,c,d, f} e A5 = {a,b,c,d, g}.

Queremos escolher cinco elementos distintos x1, 4,23, 24,25 a partir do
sistema A, tal que os elementos escolhidos sejam distintos, por exemplo,
podemos tomar ©1 = a, x2 = b, v3 = f, ¥4 = ¢, s = d. Portanto o
conjunto {a,b,c,d, f} € uma transveral (de cardinalidade 5) para o sistema

A.

Agora, para o sistema B = (Ay, Ay, A3, Ay, As), com A; = {a,’b},
Az = {a,b}, Az = {a,b}, Ay = {c,d, f,g}, e As = {c,d, f,g}. E impossivel
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escolhermos cinco elementos distintos do sistema, em vista de que nao po-
demos tomar tres elementos distintos a partir de Ay, Az, Az a causa de que
cada um destes conjuntos contém apenas dois elementos entre a e b. Por-
tanto o sistema ndao tem transversal, mas sim possui transversais parciais,
por exemplo {a}, também o conjunto {a,c} € outro tantos mais de trans-
versal parciais. Por conseguinte uma transversal parcial € uma combinagdo
simples. Se n for o nimero de objetos de uma coleg¢io e escolhermos menor
ou igual a k objetos a partir destes n elementos (k < n), entdo

;::Dn
k ?

serd o nimero de transversais parciais que podemos de tamanho (até) k7.
Como sabermos, dadas k—combinagoes, (0 < k e sendo firado k), qual € a
transversal parcial que associa a cada k—combinagdo ou seja que, em que
condi¢oes uma k—combinagdo € uma tranversal?. Seja como for o caso, pelo
momento deizaremos de lado estas questoes.

De uma maneira analoga, se define o conjunto transversal de um grafo
arbitrario G = (V(G), E(G)) como sendo um subconjunto 7' C V(G) tal que
cada aresta de G tem pelo um extremo em 7'. Uma reformulagao equivalente
do teorema de Konig, é o seguinte:

Teorema 3.6.1 Em qualquer grafo bipartido GG, o nimero mdzximo de ares-
tas em um matching € igual ao nimero minimo de vértices de um conjunto
transversal de G.

Uma demonstragao segue apartir da definicao de conjunto transversal
conjuntamente com o teorema de Konig. O

Consideremos a familia A de subconjuntos de A, e seja d um inteiro nao
negativo.

Dizemos que o subconjunto X C A é uma transversal parcial (de A) com
defeito d, se existe um subconjunto indice K C I verificando | — K| =d e
tal que X é uma transversal da subfamilia A(K) = (A4;/5 € K) de A. Em
outras palavras, X é uma transversal parcial de A com defeito d se, X é um
representativo distinto de todos os membros de A menos dos d membros da
mesma familia.
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Liu-Zhou [50], introduziram a nogao da transversal forte, ou seja o con-
junto T = {xy,...,&,}, é chamado um sistema forte de distintos represen-

tativos para (S, A(I)) se:

x; € A; — UAj,i: 1,m.
J#
A partir de uma colegao finita de subconjuntos de um conjunto finito

dado S, eles formularam dois problemas interesantes, para maiores detalhes,
vide a referéncia [50].

3.6.1 Teorema de Existéncia da Transversal

Em 1935, Philip Hall [37], obteve um resultado basico sobre a existéncia
da transversal em um sistema de subconjuntos. Uma motivag¢ao, poderia
considerar-se em n garotas agrupadas em m subconjuntos Ay,...,A,,, ou
seja que, A = (Ay,...,A,,) e sejam by,...,b,, m garotos. Se pudermos
escolher uma garota de cada A;, 1 < j < m, para formarmos uma primeira
colecao de m casais, entao cada garota escolhida representa seu grupo junto
a A e estas garotas formam um conjunto chamado transvsersal de A. Isto
acarreta uma condi¢ao necessaria para a existencia de representativos distin-
tos, e a condigao suficiente, seria que quando, qualquer uniao dos k conjuntos
A; contenha pelo menos k elementos distintos. Em outras palavras, uma re-
formulacao do teorema de casamento de Hall, expressa a existéncia de uma
transversal.

Teorema 3.6.2 Seja A um conjunto finito den elementos e A = (Ay, ..., Ap)
uma familia de subconjuntos nao vazios de A. Entao A tem uma transversal
se, e somente se, a uniao de qualquer k membros A; de A contém pelo menos
k elementos distintos (1 < k < m) i.é., |UL, Ai| > k.

Para uma demonstragao inductiva, vide [Cap. 2 [62]] O.

O seguinte resultado, é uma ligeira variante do teorema anterior.

Teorema 3.6.3 A familia S tem uma transversal contendo um subconjunto
A se, e somente se,

i) A familia S contém uma transversal, e

it) o conjunto A € uma transversal parcial de S.
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A técnica de demonstragao é similar ao do teorema anterior. O

3.6.2 Teorema de Hall-Ore

Se X é uma transversal parcial do sistema A = (A, A,,...,A,,), entdo
o defeito de X é definido como o mimero inteiro d = m — | X| = |A| — | X].

O seguinte é uma variante da geralizagio do teorema de casamento, devido
a Ore, que da uma condicao necessaria e suficiente para um sistema possuir
uma transversal parcial de certo tamanho.

Teorema 3.6.4 (Hall-Ore) Seja o sistema A = (A,/u € U) de subconjuntos
de S indexados pelo conjunto U, e 1 <t < |U|. Entdo A possui uma trans-

versal parcial de tamanho t se, e somente se, |U;ex Ail > |K|—d, VK CU
ed=|A|-UL.

Uma demonstragao ¢ via o processo de adjuncao, vide referéncia [Cap. 3

[62]] e [66]. D

Corolério 3.6.1 Sob as hipdtesis do teorema 3.6.4, seja X C A, entio X

contém transversal parcial de A de tamanho t se, e somente se, para cada
subconjunto J C {1,...,m} se verifica |(U;es) N X| > |J| — d.

Uma demonstragao, ¢ uma aplicagao direta do teorema acima. O
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Capitulo 4

Teoria Das Redes

4.1 Introducao

No presente capitulo, apresentamos uma breve introdugao sobre a teoria
das redes, contudo para mais detelhes vide as referéncias [28], [33], [35], e
(36].

Uma rede ou rede de transporte ou de fluro, é um digrafo denotado por
N = N(D) = (N, A, X,Y,c) sem lagos, conexo e com dois conjuntos dis-
juntos chamados distinguidos X e Y, cujos elementos sao vértices, chamados
fontes (ou centros de produgao ou de abastecimentos) e destinos (ou centros
de consumos) respectivamente, da rede. Os elementos de N e A, sao deno-
minados nos, pontos ou vértices e arcos respectivamente, e qualquer outro
vértice ou ponto da rede N que nio pertencem a X nem a Y, sao os pontos
intermedidrios ou de trdnsito da rede, e ¢ = (¢y,¢3,...,¢4)) € uma funcao
definida sobre A com valores no conjunto de nimeros inteiros (ou reais), Z
( R,). Em outras palavras, a fungio ¢; associa o arco a = (z,y) de A com
um numero inteiro (ou real), i.é., o valor da componente ¢; no arco a de A, é
denotado por ¢;(a) = ¢,, 0 escrevemos simplesmente ¢(a), chamado a capa-
cidade do arco a = (z,y) e ¢ é a funcao capacidade da rede N, muitas vezes
a funcao c é referida como o vetor-peso da rede. Consideraremos a fungao
capacidade com valores inteiros positivos o qual acarreta a existéncia de um
fluxo 6timo com valor inteiro.

O digrafo D, é o digrafo fundamental da rede de transporte (ou de fluxo)
N.
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Neste trabalho, usaremos o termo rede para refirirnos, rede de transporte
ou de fluxo.

A capacidade c¢(a) = ¢(z,y) (de um arco a = (z,y) de A,) pode ser
interpretada como uma representacao da quantidade maxima de algum pro-
duto (ou material) que possa ser enviado ou transportado de um ponto z
para outro né y, ao longo dos arcos ou atraves dos arcos a = (z,y) da rede,
por unidade de tempo e em uma situagao estatica, por exemplo, éleo, agua,
chamadas telefénicas, energia elétrica, quantidade de carros ou pedacos de
informacoes, etc.

Exemplo 4.1.1 Consideremos o digrafo sem lagos e conexo D, cujos arcos
sao os oleodutos (ou tubos de conexdo), e os pontos sio deteminados pe-
las intersegées dos oleodutos (ou tubos), entdo temos a rede N = N(D) =
(N, A, X,Y,c), sendo X = {s} a origem dos oleodutos (ou da tubulagdo)
e Y = {t} € a chegada dos oleodutos (ou final da tubulagio), e queremos
transportar ou enviar outro tanto possivel de oleo (ou qualquer outro mate-
rial) desde o lugar s até o ponto t através do sistema de oleodutos (ou da
tubulagao) sujeito algumas restrigoes relativo a capacidade total de rendi-
mentos dos oleodutos (ou tubos), por exemplo o didmetro dos oleodutos (ou
dos tubos), se refiere a drea seccional do oleoduto (ou do tubo).

4.2  Valor do Fluzo Vidvel e a Capacidade do Corte

Consideremos a rede N' = (N, A, X,Y, ¢) onde os dois subconjuntos dis-
tinguidos de vértices sao unitarios, X = {s} e Y = {t}.

Um fluzo (ou fluxo estatico) ® na rede N é uma fungao definida em
A com valores em N (ou é uma fungao vetorial com |A| componentes), ® =
(#1,¥2,---,9)4)), tal que em cada arco a = (z,y) de A, o valor da componente
i € pi(a) = @, ou simplesmente p(a), o qual significa o valor do vetor
fluxo @ sobre o arco a, em outras palavras, é a quantidade de produto (ou
mercaduria) que circula (ou flui) no arco a = (z,y), sob o fluxo ®, sendo seu
valor, um numero inteiro nao negativo ou seja que, ¢(a) € N.

Um fluxo ® na rede N é vidvel se, e somente se, suas componentes ¢
verificam as seguintes condigoes:

i) 0 < ¢(a) < ¢(a), para cada arco a = (z,y) de A (restricdo de capaci-
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dade). Em outras palavras, é o nimero de unidade de produto ou material
que flui ao longo de cada arco sem exceder a capacidade do arco.

ii) O fluxo total de mercadoria ou algum liquido que sai da fonte s, o
qual se denota por v = v(yp), é 0 mesmo que o valor negativo do fluxo total
que entra no destino ¢, enquanto o total de fluxo que entra em cada né in-
termediario deve ser igual ao total de fluxo que sai do mesmo né, conhecida
como a equagao de Kirchhoff ou equacao de conservagao. Brevemente:

v it #=5
Syp(z,y) — Eyp(y,z) = —v if,z=t
0 if, x5 3,1

Os fluxos viaveis na rede N, 4s vezes sao referidos como o fluxo de X para
Y ou um (X, Y)-fluxo.

Toda rede N possui pelo menos um fluxo, é o fluxo nulo ou zero, isto é,
@(a) = 0, para cada arco a = (z,y) € A.

Se nao houver confusao o vetor fluxo ® ou a componente ¢ serao referidos
indistintamente, como fluxo viavel na rede V.

Consideremos a rede N' = N(D) = (N, A, s,t,c) munido do vetor fluxo
® (ou fluxo componente viavel ).

Vimos no capitulo 1, que um conjunto corte (ou co-ciclo) de um grafo,
¢ um subconjunto de arestas tal que removidas a partir do grafo, o grafo
resultante tem mais componentes que o grafo dado, enquanto o corte na
rede é um subconjunto de arestas, cuja remocao destroi o fluxo na rede, no
seguinte sentido.

O subconjunto (P,P) (P = N — P) de A, é um corte de separag¢io ou
simplesmente corte, se o n6 s (fonte) pertence a P e oné t € P e tal que a
(P, P)-remogao destroi todos os (s, ¢)-caminhos mesmo que existam caminhos
formados pelos arcos contrarios entre s e ¢, deste modo nao ha produto fluindo
de s a t, em outras palavras, toda mercaduria que sai do centro de produgao s
nao chega ao mercado do consumo t. Observe-se que o subdigrafo D— (P, P),
necessariamente nao tem mais componentes que o digrafo D.

Se o conjunto (P, P) = {a = (z,y) € A/z € P,y € P} é um corte da
rede, isto é, o conjunto (P, P) est4 formado por todos os arcos cuja cauda
pertence a P e cuja cabega estda no complemento de P, entao cada caminho
dirigido de um né de P a um né de P contém um arco que pertence a (P, P),
e consequentemente os cortes (P, P) e (P, P) sao geralmente distintos ,i.é.,
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4.3 Teorema de Fluzo-Mdzimo e Corte-Minimo

Consideremos a rede N' = N (D) = (N, A, X,Y,¢c) e o fluxo viavel ¢ na
rede V.

O fluxo ¢ é mdzimo, se nao existe outro fluxo viavel ¥ na rede, tal que seu
valor seja maior que o valor de ¢, em outras palavras nao ocorre v(¥) > v(¢p).

O problema classico de fluxos em redes, consiste em determinar um fluxo
viavel que seja maximo. Por exemplo, maximizar o nimero de telefonemas
possiveis entre Belo Horizonte e Sao Paulo, através de uma rede interesdual
de comunicagoes, entre os dois estados.

A busca de um fluxo vidvel maximo numa rede arbitraria N se reduz
apenas ao caso em que a rede A tenha os seus conjuntos fonte e destino
unitarios, em virtude da existéncia de uma correpondéncia biunivoca entre
as redes com os conjuntos distinguidos nao unitarios e unitarios, no seguinte
sentido.

Observacao.- Dada uma rede N' = (N, A, X,Y, ¢), onde os conjuntos X
e Y fonte e destino, respectivamente nao sao unitarios, construamos a nova
rede N’ da seguinte maneira:

i) incluir dois novos vértices s e t a rede NV, ou seja que, o novo conjunto
de nés é, N U {s, t},

ii) ligar cada vértice v de X com s e cada arco (s,u) tem capacidade
infinita, isto é, ¢(s,u) = oo, para cada u € X, e

iii) ligar cada vértice v de Y com t e o arco que se forma tem capacidade
infinita, ou seja ¢(v,t) = oo, para cada v € Y.

Assim, a nova rede N’ possui conjuntos distinguidos unitarios.
E reciprocamente o problema é também verdadeiro, logo ha uma corres-
pondéncia biunivoca, entre uma rede com conjuntos distinguidos nao unitarios,

e a rede com conjuntos distinguidos unitarios, em virtude deste fato, pode-
mos considerar todas as redes N, daqui pra frente com conjuntos distinguidos
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unitarios, em outras palavras com uma unica fonte, s, e inico destino, ¢, ao
menos que surga alguma especificagao conveniente.

Lema 4.3.1 i) Em cada rede N = (N, A, s,t,c) existe um fluro mdzimo e

um fluzo minimo (isto €, o fluro nulo, Y(a) = 0 para todo arco da rede N).

i) Conjuntamente com a observagao acima, podemos conceituar
uma rede como um digrafo com dois vértices especiais e nao existe nenhum
arco ligando estes dots véritices.

Para uma demonstragao deste lema vide a referencia [Cap. 2 [55]] O.

A continuagao tratamos da relagao entre o valor do fluxo maximo com o
valor da capacidade do corte minimo numa rede, ou seja que o valor do fluxo
maximo nao excede a capacidade do corte minimo.

Consideremos a rede N = (N, A, s,t,c) munido do fluxo vidvel ¢.

Um corte C na rede N é um corte minimo, se nao existe outro corte K
na rede, tal que sua capacidade seja menor que a capacidade de C.

Lema 4.3.2 Sejam (P, P) e (Q,Q) cortes minimos na rede N'. Entio os
cortes (PUQ,PUQ) e (PNQ,PNQE) sio também minimais.

Lema 4.3.3 Scja N = (N, A, s,t,c) uma rede arbitrdria, entio maz {v(p)/¢
fluzo na rede N'} < min {c(P, P)/(P, P) corte de N'}.

Dem.
Seja C = (P, P) um corte maximo na rede A e ¢ o fluxo vidvel no N, entéo:

v(p) = Eyp(s,y) — Eyp(y,8) = ZiszepyerP(T,Y) + Toepyerp(,y) —
[ErEP,t;&yeP‘r’*’(ys 1’) x EreP,yeP‘f?(ya 37)] = EzeP,yeP‘P(xa y) — E.reP,yeP‘P(yax) =+
Es#xepyepﬂﬂ(ﬂca y) — Ezep,:;eyef"@(yaff]a

Desde que, ¢ é viavel, entao
Es#z&P,yEPS‘O(m) y) L ExEP‘t#yEF_’Lp(yax) = 0.
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Logo o valor do fluxo ¢ é dado por
U((,D) = EzEP,yGP‘jo(xa y) = E:CGP,yEP"P(ya &?).

Como X,cp,epp(y,z) é sempre um inteiro nao negativo, e ¢(z,y)
c(z,y) ou Ep(z,y) < Te(z,y), entdo v(p) < Loepyep, Pois To(z,y)
Yotz ) =elP.P)

Por conseguinte, temos: v(¢) < ¢(C), para cada fluxo ¢ e cada corte C,
na rede \V.

Agora, se fixarmos o fluxo ¢ e variarmos o valor ¢(C) sobre todos os cortes
C na rede N, temos

v(p) < min{c(C)/C qualquercorteC},
e finalmente variando ¢ sobre todos os fluxos viaveis na rede N, obtemos
maz{v(p); paraqualquery} < min{c(C); paraqualquercorte,C}.
A demonstracao do lema esta concluida O.

Para outro resultado interessante, vide o teorema 4.3.1 (abaixo).

Consideremos a rede N' munido do fluxo viavel . Um arco a = (z,y)
da rede NV, é p—saturado ou simplesmente saturado, se ¢(a) = c(a) ou
¢(a) = 0, no outro caso dizemos que o arco a = (z,y), é p—ndo saturado se,
p(a) < ¢(a) ou p(a) > 0.

Seja

W= LV[:r;,xn] c Iy, ((131,272), L P (mn—h:’cn—2)1 Tn—1, (xn—hxn)s Tn,

um caminho na rede N, onde os extremos z; e z, do caminho Wi, 2,
nao necessariamente coincidiram com s e t, respectivamente.

Um caminho W é p-aumentado se, para todos os arcos direitos a = (z,y)
de W, temos ¢(a) < c¢(a), enquanto para os arcos contrarios de W, tem-se
¢(a) > 0.
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Seja o caminho Wi, 5,1 ¢ 8 = @1,(®1,%2), %35+ s k=1, (Th=1,Zk), Tk, ©
vértice x nao necessariamente coincidira com o destino .

Associemos o inteiro nao-negativo A(W) dado por

AMW) = min{A(a)/a € A(W)},

| e(a) —p(a) se,ae Wt
M= { ¢(a) se, a € W~

Se A(W)) > 0, entao o valor v(¢) de ¢ fica aumentado ao longo do W em
A(W) unidades, caso contrario, isto é, se A(W) = 0, W é saturado.

As vezes, um caminho W é @-nao saturado incompleto se, W for ¢-nao
saturado e seu extremo terminal, x4, for distinto do destino, ¢, e no caso
que z; = t, isto é, os extremos do caminho W foram s e t, entao W é -
aumentado.

A existéncia de um caminho W, p-aumentado na rede NV, significa que ¢
nao é um fluxo maximal, o qual implica que podemos incrementar seu valor
v(p), em A(W) unidades ao longo dos arcos de W e obtendo-se um novo
fluxo ®, cujas componentes serao dadas por

(W) se,ae Wt
se,ac W~
em outros casos

e o valor do fluxo v(®) = v(p) + A(W).

Anteriormente vimos que o valor maximo do fluxo viavel nunca excede a
capacidade de um corte minimo na rede. Aqui apresentaremos que o valor
de um fluxo méaximo € igual a capacidade do corte minimo. Este resultado é
conhecido, como o teorema de fluzo-mdzimo e corte-minimo, sendo este um
dos resultados centrais e o mais importante ocorrido nos estudos da teoria
dos fluxos na rede e mencionado dentre os exemplos dos teoremas minimais.
Foi desenvolvido por L.R. Ford e D.R. Fulkerson, pela década de 50. Antes
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de apresentar a demonstracao deste teorema, precisamos provar alguns re-
sultados.

Lema 4.3.4 Para qualquer fluzo vidvel ¢, e para qualquer corte C = (P, P)
e C = (P, P) na rede N, verifica-se by
o(@) = ¢*(P) — ¢~ (P) = 9(P, P) — 9(P, P) = ¢(C) — 4(C).

Em outras palavras, o valor do fluro mdzimo da fonte, s, ao destino, t, é
igual ao minimo da capacidade do corte que separa s e t.

Dem.

Como ¢(z,N) = X,enp(y, ), indica a soma dos fluxos que estao saindo
do né z Analogamente, o(N,z) = T enp(y, ), indica a soma dos fluxos
que estao entrando no né, x. Também pela viabilidade de ¢ temos ( lei de
conservagao )

e(z, N) —p(N,z) =0, para todos z € P — {s}, ( onde z, é n6 intermediario
da rede), ou seja,

CEIEP—{E}([TO(:I:?N)_@(N-J:E)) =0 (4]-)
e sabemos também que
cp(s,N) — p(N, ) = v. (4.2)

Agora, somando convenientemente 4.1) e 4.2) temos,

v=v+0=9(s,N) = @(N,s) + Zzep-(s}lo(z, N) — (N, z)]
= Zzeplp(z, N) — (N, )]
=¢(P,N) —p(N,P)
= @(P,PUP)—o(PUP,P).

Pelo principio de inclusao e exclusao, temos

[f?(P: P U P) = EHEP.UGPUPLP(I“W U)
= EueP,vePDPﬁP'r?(u& U) p EuEP,vEPDPI"’IP@(“a 'U) = EuEP,uGPFIp(p(u! ’U).

Agora podemos escrever usando a definicao

cp(P, P U P) = o(P,P) + (P, P) — ¢(P,P N P), (4.3)
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Analogamente, temos que
cp(PUP,P) = (P, P)+¢(P,P)— p(PN P), (4.4)
Concluimos de 4.3) de 4.4) e observando que PN P = 0.

¢(P,P) — o(P,PN P) —

v = o(P,PUP) — (P U P,P) = o(P,P) +
)+@(P, P)=p(P, PNP)—p(P, P)-

[¢(P, P)+¢(P, P)—p(PNP, P)] = ¢(P, P)+

@(P,P) +@(PN P,P) = ¢(P,P)—¢(P,P)— ¢(P,PN P)+ (PN P,P).

Finalmente, obtemos o resultado desejado
v(¢) = p(P, P) — (P, P) = p*(P) — ¢~ (P) = p(P, P) — ¢(P, P)O.

Teorema 4.3.1 Se ¢ € um fluzo ¢ C € um corte na rede N, entdo o valor
do fluzo € menor ou igual a capacidade do corte, i.€., v(p) < ¢(C).

Além disso, v(p) = ¢(C) se, e somente se, cada arco do corte C for o—saturado.

Dem.
Desde que, ¢(z,y) < ¢(z,y), para todo arco a = (z,y),comz € Pey € P
(onde C = (P, P)), entao

ExEP,yGPtl‘o(xa y) < E..":GP.yEPC(:E! y)
ou seja, que p*(P) < ¢(C).

Sendo o fluxo ¢ é viavel, temos para todos os arco a = (z,y), ¢(y,z) > 0,
portanto,

ExEP.yEPEfD(y‘! 3:) >0,

ou seja, que
@~ (P)20.

Usando o lema, temos que
o(¢) = ¢*(P) — ¢~(P) < ¢(C) = 0 = ¢(C).

Consideremos o arco a = (z,y) (um arco do corte C) ¢— saturado, e dal,
temos

E::GP,yEP(P('T: y) = EcEP.yEPC(:Ca y)a
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e como cada arco b = (y,z) € (P, P) é p—zero, isto é, p(b) = 0, ou seja,
que

ErEP,yGP(l‘Q(yrx) = U
Concluimos que v(p) < ¢(C). O

Corolério 4.3.1 Se ¢ € um fluzo e C € um corte na rede N, tal que v(p) =
¢(C), entdo, ¢ € um fluro mdximo e C, € corte minimo .

Dem.
Consideremos que o fluxo 0 seja maximo e H um corte minimo na rede, entao
pelo teorema , temos

v(0) < e(H).

Desde que, 6 é um fluxo maximo e H um corte minimo, obtemos a seguinte
desigualdade
v(p) < v(0) < c(H) < ¢(C),

quaisque que seja o fluxo ¢ e o corte H, na rede.

Pela hipdtese temos v(p) = v(€) e também que ¢(H) = ¢(C)
o qual implica que ¢ é um fluxo maximo e C é um corte minimo na rede, e
o corolario esta demonstrado. O

Na teoria de matchings, é bem conhecido o resultado, que se refere que
a presenga de um caminho aumentado, impede a existéncia de um matching
maximo, vide [Cap. 7 [9]], ocorre paralelamente na teoria das redes, o qual
a continuagao veremos.

Teorema 4.3.2 Consideremos a rede N' com s, a fonte e t o destino. Entao,
o fluxo ¢ € mdzximo se, e somente se, nao existe nenhum caminho W que
seja p—aumentado.

Dem.

Suponhamos que ¢ seja o fluxo maximo e provemos que a rede N’ nao
possui nenhum caminho ¢p—aumentado.

Assumamos que A possui um caminho W que seja ¢—aumentado, entao,
o valor do fluxo ¢ pode ser aumentado, ao longo dos arcos do caminho W,
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em outras palavras, podemos encontrar um fluxo ® cujo valor seja maior do
que @, o que contradiz a hipotese, que ¢ é maximo, esta contradigao se deve
ao admitir que a rede N possui um caminho ¢p—aumentado. Portanto, a rede
N nao possui nenhum caminho ¢-aumentado para algum fluxo maximo ¢.

Reciprocamente, se a rede N’ nao possui nenhum caminho W que seja
p—aumentado (para todo fluxo), provemos que o fluxo ¢ é maximo.

Definamos o subconjunto P C N (de nés da rede ) com s € P como o
conjunto de todos os vértices da rede, os quais sao ligados a s por caminhos
¢—nao saturados ( incompletos) ,i.é.,

P={x e N/W:s=ua,a...,2 caminho ¢p—nao saturado incompleto }.

Desde que, a rede A’ nao possui nenhum caminho que ¢— aumentado,
temos que t € P = N — P, o qual implica a existéncia do corte (P, P), na

rede N.

Provemos que cada arco direito (ou contrario) de (P, P) é p—saturado
(resp. p—zero).

Consideremos o arco direito a = (z,y) (z € P,ey € P). como z € P,
entao existe um caminho (), p—nao saturado incompleto de s para z.

Se o arco a = (x,y) for nao saturado, entao podemos estender o cami-
nho @ pelo arco a, até atinguir o vértice y, obtendo-se um outro caminho
Q', p—saturado de s a y, o que acarreta que y € P, sendo impossivel, pois
y € P. Por conseguinte, o arco direito a é p—saturado, sendo a um arco
arbitrario, concluimos que todo arco direito, é p—saturado.

Por um raciocinio analogo concluiremos que todos os arcos contrarios do
corte sao p—zero.

Pelo lema e do fato que ¢(u,v) = 0, temos que o valor do fluxo ¢ é igual
a
@~ (P) —¢*(P) = ¢(P,P) = o(P, P) = E,epyepp(,y) — LvePuerp(u,v) =
Yrepyeprp(T,y) = (P, P).
e usando o lema, concluimos que o fluxo ¢ é maximo, e a demonstrgao esta
completa, O.
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Teorema 4.3.3 (Fluxo-maximo e corte-minimo.) Seja N' uma rede e sejam
@ e C um fluro mdzrimo e corte minimo na rede. Entdo, v(¢) = ¢(C).

Dem.

Pelo corolario 4.3.1, é suficiente estabelecer a existencia de um fluxo ¢ e
um corte C = (P, P), tal que os inteiros v(¢) e ¢(C) sejam iguais.

Consideremos o fluxo maximal ¢ ( ndo consequentemente maximo), e de-
finamos o subconjunto P C N, onde
i) o vértice fonte s pertence a P,
ii)se x € Pe ¢(z,y) < c(z,y), entdo y € P.
ii) Se z € P e ¢(z,y) > 0, entdo y € P, em outras palavras, P = {z € N/
existe caminho ¢—aumentado de s a z}, ( P = N — P).

Afirmamos que ¢t € P. Se nao for, isto é, se t € P, entao pela definicio
de P, existe um caminho W : s = xy,2,,...,2, =, tal que @(z;,z;41) <
¢(z;,x;+1) para todo arco direito (z;,z;41) de W e ¢(z41,2;) > 0,
para todo arco contrario (z;41,;) de W.

Tomemos
€1 = min {c(a) — ¢(a)/a é um arco direito de W}, e
€2 = min {¢(a) > 0, e a, é um arco contrario de W},
portanto,
€ =min {&1,&2} > 0.

Definamos o fluxo ¢, pondo
p(a) = ¢(a) + ¢, para os arcos direitos de W,
p(a) = ¢(a) — €,, para todos os arcos contrarios de W, e
¢(a) = ¢(a), para todos os arcos a € A — W.
Desde que, ¢ é viavel, e v(¢);v(¢), implica que ¢ nao é maximal, o qual
contradiz a escolha de fluxo maximal ¢, portanto ¢ pertence a P.

Como t € P, entdo para todos os arcos de P para P, temos
¢($1 y) = C(LE, y)a ou seja, que ExEP.yEPé(xﬁ y)

Também para os arcos contrarios, temos ¢(u,v) = 0,onde u € Pev € P.
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Se existir um arco contrario (u,v) para o qual se verifica ¢(u,v) > 0,
entao existe um caminho ¢—aumentado incompleto de s para v, e este ca-
minho podemos estender até v, o qual implica u € P (pela def. de P), que é
impossivel, pois u € P. Portanto para todos arcos contririos também temos
#(u,v)=0, ou seja, que Xep ,epP(u,v) = 0.

Consequentemente temos que

v(¢) = "‘IEP,yEP"b(J:& y)_EvGP,uEPQS(uiv) — EIEP.yGP‘ré(xs y) = ExeP,yEPc(ma Y).

Logo temos que o valor do fluxo ¢ e o corte minimo C, sao iguais, e o
teorema esta demonstrado. O

4.4 Algumas Aplicacoes

Como aplicagoes do teorema de fluxo-maximo e corte-minimo, apresen-
taremos as demonstragoes alternativas dos teoremas de Hall, além da prova
alternativa do teorema de Menger versao aresta. Para outras aplicagoes, vide
as referéncias [12], [123],

Uma demonstragao alternativa do teorema de casamento de Hall.

A cada aresta do grafo bipartido dado G = (A U B, E), designemos a
orientagao de A em B, i. é., o0 arco (z,y) € E se, e somente se, x pertence
A (i.é., x dever ser cauda) e y deve ser a cabega (y € B). A cada arco
(z,y) do digrafo D(G') associemos a capacidade k, onde k é um inteiro po-
sitivo maior ou igual |A|. Anexemos dois novos vértices s e ¢t a fonte e o
destino, respectivamente (ao digrafo), tal que d*(s) = |A|, d™(s) = 0 e cada
arco (s,z), tém capacidade igual a unidade para Vz € A, e analogamente,
d*(t) = 0, d=(t) = |B]|, e os arcos (y,t) tém capacidade a unidade, para
cada vértice y € B.

Por conseguinte, obtemos a rede N[D(G)] = (AU BU {s,t}, E*, s,t).
onde o conjunto de arcos E* = E U U,c(s,2)Uyep(y,t).

Agora, o problema de encontrar um matching completo de A em B, é
equivalente a deteminar um fluxo maximo na rede AV, de valor igual a |A|.
Provemos que existe um fluxo maximo de valor |A| se, e somente se, | X| <
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IN(X)| VX € A.

Se exite um U C A tal que |[U| > |T'(X)|, entao podemos considerar o
corte (P,P),onde se P, UC PeI(U) C P.

Desde que, nao ha arco de U em B — I'(U), entao a capacidade do corte
c(P,P) = Z,epyepc(z,y) = |A—U| + [T(U)|, dai ¢(P,P) < |A| e pelo o
teorema de fluxo-maximo e corte-minimo, nao existe fluxo maximo de valor
igual |A|, na rede, e por conseguinte nao existe matching completo no grafo G.

Agora, assumamos que seja |U| < |['(U)] YU € A, e consideremos
se P UcCcPeY =I(U)CP, para os subconjuntos arbitrarios U C A e
Y C B e provemos que o corte (P, P) tém capacidade igual a |A]|.

Se existe pelo menos um arco (u,v) parau € U ev € B—-Y, entao é
evidente que ¢(P, P) > k.
Agora, se nio existe nenhum arco de U em B —Y entéo, ¢(P, P) = |A-U|+
Y| 24| - [L(U)| + |Y]| = |A].

Sendo o corte (P, P) arbitrério e sua capacidade é maior igual a |A|, entao

existe um matching completo de A em B e o teorema esta demonstrado. O

Teorema 4.4.1 Se G = (AU B, E) € um grafo bipartido arbitrario, entdio
G=N.

Uma demonstragao segue a partir do processo da prova alternativa do
teorema de Hall O.

Para uma demonstragao do resultado sobre o grafo n-conexo obtido por
Whitney [121], i. é.,

Teorema 4.4.2 Seja G = (V, E) um grafo com |V| > n + 1 vértices. Entdo
G € n-conexo se, e somente se, para todo subconjunto de vértices 2 C V(G)
com a cardinalidade | < n —1, o grafo G — Q € conezo.

Para uma demonstracao usando o teorema de fluxo-maximo e corte-
minimo, vide referéncia [7]. O
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Lema 4.4.1 Seja N(D) = (N, A,s,t,c) com o vetor capacidade unitdria,
C(A) = (1,1,...,1) ou seja que c¢(a) = 1 para todo arco a = (u,v) € A.
Entao:

i) v(®) = myy, onde @ € o fluro mdzrimo na rede e myy, 0 nimero mdzrimo
de (s,t)-caminhos dirigidos e arco disjuntos na N, e

it) ¢(C) = nq, onde C € o corte minimo e ng =min {|Q|/Q € A, tal que
N —Q ndo contém nenhum (s,t)—caminho }.

Dem.

Consideremos o vetor viavel maximo ® = (¢, ...,.9|4)) na rede, e deno-
temos por D* o digrafo obtido a partir de D pela remocao de todos os arcos
com fluxo nulo, D* = (V(D), A*), onde A* = A — {a € A(D)/¢(a) = 0}.

Pela definicao temos

V(@) = Eyevnne(s,¥) — Eyev(p)e(y, s)

Pela hipdtese as componentes do vetor fluxo @ sao inteiros, ¢(a) = 1 para
todo arco a € A*, entao ocorre:
o*(s) = d*(s) € (1) = d*(t), também @(s)” = d(s) e ¢~ (1) = d~ (1),
de onde temos Yp(s,y) — Ep(y,s) =v(®) = Zep(t;) — Le(t,) — ¢(,t) ou
equivalentemente p*(s) —p~(s) =v(®) = ¢~ (t) — ™ (t) e consequentemente,
obtemos d*(s) — d=(s) =v(¢) = d~(t) — d* ().
Desde que, d*(v) = d~(v) e ¢t (v) = ¢~ (v), para todo v € V(D*) — {s,t} e
pelo lema, ha v(®) (s,t)-caminhos em D*, e sendo m,; é 0 nimero maximo
de (s, t)-caminhos, portanto

CU((I)) _<_ ms,t (45)

Sejam Wiy, ..., Wy, ,, os m,-caminhos na rede. Definamos a fungao vetorial
F : N — Z, onde cada componente f de F' é dado por

f(a)

1 se,aeUyW;
0 caso contrario

Desde que, existem exatamente m,-caminhos e sendo F' um vetor-fluxo
viavel na rede, entao seu valor v(F') = my.
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A partir da hipétese que ® é maximo segue
cv(F) < v(P) ou myy < v(P)
De 4.5) e 4.6) concluimos que v(®) = my,.

Agora demonstremos a parte ii)

Desde que, C = (5, S) é o corte minimo, entéo nenhum vértice de S é atin-
guido a partir de algum vértice de S na subrede N'—C. De onde C é um con-
junto de arcos cuja remogao a partir de N destroi todos os (s,¢)—caminhos
e com capacidade ¢(C) = ¥,¢g,e5¢(4,v) = E,es5.e51 = |C|, e pela hipdtese,
ng é o nimero minimo de arcos cuja remogao a partir de A, destroi todos
os arcos (s,t)-caminhos, entao

¢(C) > ng. (4.7)

Consideremos U de vértices V(D) da forma U = {u € N / 3(s,u)—caminhos

em N —Q}, onde 2 é o conjunto minimo de nq)y arcos cuja remogao destroi
todos os (s,t)—caminhos.

Como s € U e t € U, portanto o conjunto K = (U, U) é um corte na rede
N com capacidade ¢(K) = nq = |K| e sendo C o corte minimal na rede N/,
entao

c(C) £ ¢(K) < ng (4.8)

Concluimos de 4.7) e de 4.8) que ¢(C) = ngq, e o lema esta demonstrado. O

Teorema 4.4.3 Se s et sdo dois vértices arbitrdrios de um digrafo D. Entdo
0 nimero mdximo myy, (s,t)-caminhos dirigidos (arcos disjuntos em D), €
tgual ao nimero minimo nq de arcos cuja remogdo a partir de D destroi a
todos os (s,t)—caminhos em D.

Dem.
Seja o conjunto de W, ..., Wy, ., (s,t)-caminhos dirigidos e arco disjun-
tos na rede N i. é. m,, = max{|W|/W é o conjunto de (s,¢)-caminhos

dirigidos e arco disjuntos na rede }, e seja §2 o conjunto minimo de arcos em
D, tal que D — 2 nao contém nenhum caminho (s, t)-caminho. Provemos que
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ms: = ng, onde || = ng.

Consideremos a rede N'(D) = (N, A, s,t,c),onde N = V(D) e A = A(D)
com vértices fonte e sumidouro s e t, respectivamente e a capacidade de cada
arco igual a unidade, c(a) = 1 para cada arco a = (u,v) € A, e seja o vetor
fluxo viavel ® = (¢1,...,¢|4]), onde

pi(a) 0 caso contrario

{ 1 se,a€ Uy W,

Pelo o lema Y concluimos que v(®) = m,.
Desde que ) conjunto minimo de arcos tal que o subdigrafo D — Q, nao
contém nenhum arco (s,t)-caminho, e dai se C é o corte minimo, entao pelo
lema Y, temos ¢(C) = ng = v(P).

Finalmente concluimos que ns; = ng e qual completa a demonstracao do
teorema. O

Teorema 4.4.4 (Teorema de Menger versio aresta) Consideremos G um
grafo arbitrdrio e sejam s et dois vértices de G. Entdo o nimero mdzimo de
(s,t)-caminhos arestas disjuntos em G, € igual a cardinalidade do conjunto
minimo de arestas ) de G tal que a remocgao de S a partir de G destroi todos
0s (s,t)-caminhos em G.

Dem.

Pelo lema 4.4.1, o digrafo D(() associado ao grafo dado G, possui os vértices
s e t como fonte e sumidouro. Usando o teorema 4.4.2, o niimero maximo
de (s,t)—caminhos dirigidos arcos disjuntos de D(G) corresponde ao nimero
maximo de (s,t)—caminhos arestas disjuntos de G' e teorema esta demons-
trado O.
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Capitulo 5

Teoria de Matrodides

5.1 Introducgao

Segundo a literatura consultada, a teoria de matréides foi dado a conhe-
cer pela primeira vez, por Van der Waerden [106] e formalizado sob o nome
matréide por Whitney [123], pela década de 1930. Contudo ficou esquecido,
até que, pela década de 50, surgem os trabalhos sobre os matrdides de Tutte
e independentemente de Rado. Desde entao, o assunto matréides passou a
tomar um acentuado interesse, de modo que na atualidade, existem mais
de meia duzia de textos basicos sobre este assunto e suas aplicagdoes com
mais de dezenas e centenas de artigos publicados. Também existem traba-

lhos tratando o relacionamento entre matroides, redes e grafos planares, vide
referéncias [45], [109] e [124].

Acontinuagao apresentamos, além de algumas e entre as varias e diferen-
tes defini¢oes axiomaticas de matroide, alguns resultados sobre os matroéides
grafico (co-grafico), bicircular, matching e transveral. Dos teoremas de Hall
e Ore, que tratam das transversais, Rado que trata da familia de transversa-
sis parciais como uma colegao de conjuntos independentes de um matréide e
Edmonds e Fulkerson, observando que para cada matching de um grafo G,
(G nao é necessariamente bipartido), os vértices saturados por aqueles mat-
chings, ou seja a familia de conjunto de vértices que estao contidos em algum
matching, formam uma cole¢ao independente para o matréide matching, e
se (G for um grafo bipartido com bipartigao (A, B), entdao os matréides mat-
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chings sao os matréides transversais sobre A (ou B).

As demonstragoes das equivaléncias das defini¢goes e como alguns resul-
tados recentes, podem ser encontradas no artigo de Whitney, [17], [18], [45],

[107), [113] e [119).

5.2 Algumas Definigcoes

Definigao de matréide via Axiomas de Independéncia

Consideremos o conjunto finito e nao vazio S. Um matréide sobre o
conjunto S, é um par ordenado de conjuntos (S,F), onde S é o conjunto
fundamental e F, uma familia de subconjuntos de S (chamados conjuntos in-
dependentes, os quais sao modelados sobre as propriedades de independéncia
linear de espago vetorial), que verifica as seguintes propriedades:

F1) 0 € F,

F2)Se X €e FeY C X, entao Y € F,

F3) Se X,Y € Fe |Y| = |X|+1, entdo X U {a} € F, para algum
acY - X.

A esta propriedade é equivalente a seguinte

F'3) Para cada subconjunto A de S, todos os subconjuntos independentes
maximais de A, tém a mesma cardinalidade.

O par ordenado (S,F), é geralmente denotado pela letra M isto é,
M = (S,F), e dizemos que M é o matrdide sobre o conjunto fundamen-
tal S(M) (ou simplesmente sobre S), e os elementos de S(M) sao os pontos
ou celas do matréide M. As vezes usa-se a notagao F (M) para a familia de
conjuntos independentes.

Escrevemos X € M para significar X € F.

Um subconjunto X de S é um conjunto independente do matréide M, se
X € F, caso contrario, X é um conjunto dependente de M.

Um conjunto independente maximal de M, é chamado uma base do
matréide M. A nocao base de um matroéide, é analogo a base de um espaco
vetorial.
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A familia de todas as bases é denotado por B,

B={XCS/XeF,eVte S—X,XUt¢gF}

Um conjunto dependente minimal (com respeito a inclusao) é chamado
um circuito. Por exemplo o circuito com trés elementos é chamado triangulo.

Os circuitos sao também denominados dtomos do matroide M. A familia de
circuitos (ou atomos) de M, se denota por C'(M) ou simplesmente por C:

C={XCS/X¢gFeVeeX, X—-—z€F.}

Para cada subconjunto A de S, todos os subconjuntos independentes ma-
ximais de A, tém a mesma cardinalidade, entao a esta cardinalidade comum
é denominado rank' de A, e denotado por r(A), ou seja que:

r(A) = max {|X|/X C A; X € F} = max {|AN X|/X € F}.

O rank do matréide M, denotado por r(M), é a cardinalidade do con-
junto independente maximal Y em S, isto é, r(M) = |Y].

Um elemento (ou cela) € S é um lago do matréide M se, e somente se,
{2} de M. Um par de elementos distintos z e y de S sao paralelos em M se,
e somente se, {z,y} é um circuito de M.

Lema 5.2.1 Consideremos o matréide M(S,F), entdo
i) x € S € um lago se, e somente se, r({z}) =0
it) ,y € S sdo paralelos & r({z}) =r({y}) = r({z,y}) = 1.

Uma demonstracao do lema, segue da defini¢ao de laco e dos elementos
paralelos do matréide.

Exemplo 5.2.1 Se B ¢ uma base de um matroide M, entdo o rank de M
esta dado pela cardinalidade de B, i.€., r(M) = |B|.

Exemplo 5.2.2 Seja M = (S, F) onde o rank do matréide € m i.€., r(M) =
m. Um circuito C de M € cheio, se |C| = m + 1. Consideremos o grafo
conero G = (V(Q), E(G)) e o matréide M(G) = (E(G), F') definido sobre

o conjunto de arestas E(G), e a familia de conjuntos independentes F', seja

ltradugao em portugés é posto, contudo nés usaremos rank (de Whitney)
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dada pelo conjuntos de arestas dos subgrafos aciclicos de G.

Um circuito C do matroide M(G) serd um circuito cheio se, e somente se,
C for o conjunto de arestas de um ciclo Hamiltoniano em G, dai |C| = m+1
(onde m € o nimero de arestas de uma drvore geradora de ().

Desde que, o matroéide grafico M(G) é binario, portanto pode ser represen-
tado por uma matriz de incidéncia vértice-aresta, A(G) = (a;;), onde as
linhas de A(G) correspondem aos vértices de (G, as columnas as arestas de
G e o elemento a;; = 1 se, e somente se, vértice x; é incidente com a aresta
e; e outras vezes a;; = 0.

Lema 5.2.2 Seja M = (S,F) um matroide, entdo para todo A C S se
verifica:

a) r(A) = |B|, onde B € uma base arbitrdria de A,

b) r(A) < |A]| er(A) = |A| se, e somente se, A € independente.

A demonstragao do item a) segue da defini¢ao, enquanto b) é uma im-
plicagao de a).

Uma fungao f é dita fungdo-conjunto (sobre X), se f for definida sobre o
conjunto poténcia 2% (onde, X é um conjunto finito nao vazio), com valores
inteiros, i.é., f : 2 — N (se nao houver confusio, ao invés da fungao-
conjunto, diremos simplesmente que f é uma fung¢ao sobre X).

Um subconjunto A C S se diz abarcar o elemento ¢t (ou cela t € S) ou ¢
depende de A, no matréide M, se r(AUt) =r(A).

O conjunto de todos os elementos abarcados por A incluindo o préprio A,
denota-se por cl(A) ou simplesmente por A, é denomindo fecho ou gerador
de A em M ou brevemente:

c(A)= A= {te S/r(AUt) =r(A)}.

En outras palavras, o fecho de qualquer subconjunto A C S, ¢l(A), é um
subconjunto maximal D de S, contendo A tal que r(D) = r(A).

Exemplo 5.2.3 Se B € uma base de um matroide M, entao o fecho de B € o
proprio conjunto fundamental S, isto €, cl(B) = cl(S) ( pois, r(B) = r(S5)).
Consequéntemente, o fecho de um conjunto € wunico.

69

AVA
AVAVA

2 5. 4 5 6 7unespw 11 12 13 14 15

16

17



O conjunto A é fechado em M, se A nao consegue abarcar nenhum outro
elemento (ou cela) de S — A, ou seja que verifica:
r(AUz) = r(A)+1, para todo elemento de x € S — A. Ou alternativamente,
o subconjunto A de S, é fechado em M se, e somente se, nao existe elemento
de S, que possa ser adicionado a A, sem alterar o rank de A.

O conjunto A é fechado em M se, e somente se, A = A ou c¢l(A) = A. Os
conjuntos fechados também sao chamados “flats”.

Consideremos o matréide M = (S, F), A um subconjunto de S,e H C A.

O subconjunto H C A é gerador de A se, H = A ou cl(H) = A. H é
gerador de M se, H = S.

Definigcao de matréide via Axiomas de Bases

Um matréide M = (S,B), é um conjunto finito de pontos S conjunta-
mente com uma colegao de subconjuntos B de S chamados bases, tal que:

B1) A colegao B nao é vazia.

B2) Todos os membros de B, sao equicardinais, e

B3) Se A e B sao elementos de B, e se = é elemento de A, entao existe
um elemento y em B, tal que (A — z) U y é também um membro de B.

A cardinalidade comum das bases, é o rank de M i.é., r(M) = |B| para
todo B € B.

Um subconjunto X C S é independente em M, se X esta contido em
alguma base de B. Qualquer subconjunto de S que nao é independente é
dependente, e os conjuntos dependentes minimais sao os circuitos de M.

Exemplo 5.2.4 Para uma base B do matréide M = (S,B) e para um
elemento x de S — B, existe um tnico circuito I'y, = ['(B;z) contido em
B U z. Este circuito I'y, € o circuito fundamental de * em B. O conjunto

Cp = {T'./x € S — B} € a familia fundamental de circuitos de B em M.

Lema 5.2.3 Seja B uma familia de subconjuntos de S. Entao B € a coleg¢ao
de bases de um matroide sobre S se, e somenete se, B satisfaz as seguintes
condigoes:

bl.- B0,
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b2.- Se By e By sdo membros de B e x € B, — B,, entdo existe um
elemento y de By — By tal que (By — z) U {y} € B.

Definicao de Matréide via Axiomas de Circuitos

A conexao entre a teoria de matrdides e teoria de grafos, pode ser vista
a partir da definicao de matréide em termos de seus circuitos.

Consideremos o matréide M = (5, F), definido via axiomas indepeden-
tes. Desde que, um conjunto independente maximal é uma base do matréide
entao aproveitando este fato obtemos uma outra definigao ( equivalente )
de matréide. A propriedade F'2, acarreta que qualquer subconjunto de um
conjunto independente, é também independente, do mesmo modo vale para
conjuntos dependentes, no seguinte sentido, sejam X,Y C S, tal que X C Y
e se X ¢ dependente, entao Y também é dependente. A além disto um cir-
cuito I' de um matréide é um conjunto dependente minimal, ou seja que, um
subconjunto F' de S, é um circuito do matréide M = (S, F), se F' € F, mas
N € F, para cada subconjunto préprio de F, i.é., N C F. Assim, se F é
um circuito do matréide M, temos que |F'| -1 = r(F'), e obtemos a seguinte
definicao alternativa de matréide em termos de circuitos.

Seja S um conjunto finito e C uma familia de subconjuntos (chamados
circuitos) de S, entao o par ordenado (5,C), ¢ um matréide (podemos deno-
tar com a mesma letra M se, nao ha confusao, e os elementos C de C, sao
os circuitos de M) se, C verifica as seguintes condigoes:

Cl)0¢c,

C2) Nenhum circuito esta contido em um outro circuito, i.é.,se I';;1 = 1,2
sao elementos arbitrarios de C e I'y C I'y, entao I'; = Iy, €

C3) Se X,Y € C e existe um elemento a € XNY, entao existe um circuito

Z tal que ZC X UY — {a}.

Lema 5.2.4 Seja A uma colegdo de subconjuntos de S. Entio A € a familia
de circuitos de um matroide sobre S se, e somente se, A verifica as condigoes

C1), C2) e C3).

Um subconjunto F' de S é independente no matréide M = (S,C), se
F ¢ C, mas F'U {t} contém algum circuito de C, parat € S — F. Por
conseguinte, r(X) = | X| — 1, se X for um circuito. O subconjunto X de S é
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independente no matréide M = (5,C) se, e somente se, r(X) = | X]|.
Definigao de Matréide via Fungdao Rank

A nocao rank de um conjunto (no matréide M) induz uma fungao-
conjunto sobre S, mais precisamente a funcio r : 25 — Z*, é chamada
fungdo rank* do matréide M se, r verifica as seguintes condigoes:

rl) r associa um inteiro nao negativo a cada subconjunto de S.

r2) 0 < r(X) < |X|, para todo subconjunto X de S, propriedade sub-
cardinal.

r3) Para todo, X,Y € 25, X C Y implica r(X) < r(Y), propriedade
monotona, e

r4) verifica a propriedade submodular r(XUY)+r(XNY) < r(X)+r(Y),
para todo X,Y € 25.

Reciprocamente, consideremos S um conjunto finito e seja ¢ uma funcao
que verifica as propriedades r1, 72,73, e r4, entao existe um matréide M com
funcao g. Ponha r = g e o matréide M é determinado por r e escrevemos
M = (S,r) = (5,F(r)), onde F(r) = {X C S/r(X) = |X]|} 1.é.,, F(r) éa

cole¢ao de conjuntos independentes do matréide M e a fungao rank r.

Dois matréides M; = (S;, F;);1 = 1,2, sao isomorfos se existe uma bijegao
¢ :S1 — S, a qual preserva independéncia, bases, circuitos, funcao rank,
etc. Escrevemos M; ~ M,.

5.3 Alguns Exemplos de Matroides

Exemplo 5.3.1 Consideremos um espago vetorial V e seja S um subcon-
junto finito de V. Consideremos a familia F formada por todos os sub-
conjuntos X de S, tal que os vetores que pertencem a X, sdao linearmente
independentes em V, entao o par (S,F), € um matroide vetorial, denota-se
por My. O rank de um conjunto A de My, € definido como a dimensdo do
subespago gerado por A (o qual se denota por < A >), r(A) =dim < A >.

2pode ser traduzido como funcio posto
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Exemplo 5.3.2 Consideremos a matriz A cujos elementos sao nimeros reats,
e S indexa as columnas de A. Seja a familia F(p) = {X/p(X) =post(X),

onde post(X) € o posto da matriz formada pelas columnas de X, entdo o par

(S, F(r)), é um matréide sobre S com fung¢dio rank p.

Exemplo 5.3.3 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido e definamos a
familia F = {X C A tal que existe um matching M de G que satura a cada
vértice de X}. A fungdo t(X) denota o nimero mdzimo de vértices de X,
que sdo saturados por algum matching de G, i.é., t(X) =v(G - (A—- X)) =
v((G—A)U(GNX)). Entdo o par (A,F) € um matching e sua fungdo rank
et

Exemplo 5.3.4 Seja S = {z1,...,2,} € consideremos a familia F, consis-
tindo de todos os subconjuntos X de S com |X| <k < n.

Entao o par (S,F), € o matroide uniforme. A fung¢do rank para o matroide
uniforme € dado por:

Al | X oo se: | X| <ik
= { k, se | X| >k

E as familias de bases e circuitos sao dados por B = {B/|B| =k}, e C =

{C/|C| = k + 1}, respectivamente, e obtemos que r(B) (ou r(C)) = k, para
todos B € B (ou C €C).

Para k = n, cada subconjunto de S ¢ independente, entdo o matroide €
chamado livre ou discreto.

Exemplo 5.3.5 Consideremos o grafo bipartido simples G = (AU B, E) e
seja F a familia formada por todos os subconjuntos de arestas de G, tal que,
ndo contenha ciclos de G, portanto o par N = (S, F) (onde S = E(G)) € um
matréide (circuito), no qual os unicos circuitos do matréide N sdo os ciclos
pares (ou subgrafos Eulerianos) e dai N € matréide bipartido.

Definigao de Matréide via Fungao Fecho

A nogao fecho de um conjunto em um matréide M, da origem a uma
funcio denotado por ¢l (ou por uma “barra”), definida sobre 25 e com valores
em 2°. Esta funcao ¢l é a fungao fecho do matréide M.

O par (S, c¢l) é um matréide, quando a fungao cl satisfaz as seguintes pro-
priedades.
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cll) A C ¢l(A), para todo A € 25, epta) ol
cl2) Se X,Y €25 talque X CY,entao X CY, e
cl3) Seja A€2°ex,y€e S. Sex € AU {y}, entio y € AU {z}.

O matréide M = (S, ¢l) assim definido, muitas vezes é denominado pre-
geometria, e quando M = (S, cl) for simples, M se diz ser uma geometria.

5.4 Conexao Entre Matroides e Grafos

A conexao entre as teoria de matréides os grafos, pode ser visto a partir de
matroéides definidos sobre V(G), E(G) e V(G)UE(G), para algum grafo G =
(V(G), E(G)). Estes matroides sao chamados matréide-vértice, matroide-
aresta e matroide-total, sobre GG, respectivamente. Conseqlientemente todo
grafo arbitrario fica associado a um matréide, contudo a reciproca nao é
necessariamente verdadeira, por exemplo, o matréide uniforme Uy, g nao é
associado a nenhum grafo. Além disso, todo matréide possui seu dual ao
conatrario dos grafos, que somente a classe de grafos planares possuim dual.
Por estos fatos, muitos autores, consideram matroides como uma extensao
natural da teoria dos grafos, vide as referéncias [68], [69], [70], [71], [73], [88],
[94], [95], [100], [110] [111], [114], [115], [116] e [117].

Nesta se¢ao reveremos alguns matroides-vértice e matroides-aresta, e ao
invés do matrdide-total, trataremos do matréide bicircular. Na secao 5.6
serao considerados os matréides associados aos grafos bipartidos.

5.4.1 Matroide Vértice: Matroide Matching

Um exemplo de matréide-vértice, é o matroide matching, esta classe de
matroide se origina a partir dos matchings considerados em grafos arbitrarios,
enquanto a classe de matrdide transversal esta estritamente ligado aos mat-
chings em grafos bipartidos.

Consideremos o grafo simples e conexo G = (V(G), E(G)), (G nao é con-
sequentemente um grafo bipartido). Tomemos como o conjunto S, o conjunto
de vértices V(G) de G e denotamos por F', a familia formada por todos os
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subconjuntos X C S tal que X satura (intersepta) algum matching de G i.é.,
X € F se, e somente se, X esta contido no conjunto de vértices extremos
das arestas de algum matching M em G e indicamos pelo simbolo X < M.
Entao o par Mg = (S, F'), é o matréide matching.

Em vista de que as condi¢oes F'1 e F'2 sao simples de verificar, verifique-
mos a condigao F'3.

Tomemos o subconjunto A C S e sejam T,U € F dois subconjuntos
maximais de A e que interseptam os matching N e M, i.é., T" < Nr e
U < My, contudo para simplificar a notagao escrevamos N = Nre M = My
respectivamente.

Seja H o subgrafo induzido por NAM = (N — M)U (M — N) i.é.,
H = NAM. As componentes conexas de H sao caminhos abertos ou ca-
minhos fechados (circuitos) alternados, porque cada vértice de H pertence a
N ou M. Por outro lado, o conjunto TAU = (T'— U) U (U — T') consiste
exatamente dos vértices extremos dos caminhos de H que pertence A. T—U
sao os vértices de A que intersepta N mas nao M, analogamente U — T sao
os vértices de A que sao extremos dos elementos de M mas nao de N.

Suponhamos que a cardinalidade de U seja maior que de T, portanto
U — T tem mais elementos que T'— U. Neste caso alguma componente de H
deve ser um caminho aberto, digamos W, entao W tem um extremo z em
U — T e outro extremo nao pertence a T' — U.

Agora, considerando W como o conjunto de arestas, temos o matching
NAW. Mas este matching intersepta a 7' em A e além disso ¢ € A. O que
contradiz a hipétese que T' nao é subconjunto maximal de A o qual inter-
septa ao matching. Por conseguinte, os subconjuntos 7' e U tem a mesma
cardinalidade e logo Mg € um matroide.

5.4.2 Matréides-arestas: Grdfico e Co-grdfico

Entre os matréides-aresta, podemos considerar os matréides grafico e co-
grafico, e veremos que dois grafos nao sendo isomorfos ou seja grafos 2-
isomorfos tém seus matréides isomorfos. Em [21] introduzemos o conceito
de subdivisdo vértice e baseado neste obtemos uma caracterizagao para os
conjuntos dependentes do matréide bicircular, o qual expresamos abaixo sob
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uma proposicao.
Matréide Grafico: Matrdide Circuito

Tomemos como o conjunto finito S, o conjunto das arestas do grafo
G = (V(G), E(G)) e seja C(G) o conjunto de ciclos de G.

Definamos a familia F, como F = {X C S/X nao contém ciclo de G,
i.é., as componentes de G[X] sao florestas (ou 4rvores) de G}.

O par M(G) = (S,F) é um matréide chamado matréide circuito (ou
poligono) de G.

Uma definicao alternativa do matrdide circuito, é a seguinte. Conside-
remos a fungao fecho, ¢l : 25 — 25, definida para A C S, o cl(A) como o
conjunto cl(A) = {e = uv/ os vértices u e v de V(G), pertencem & mesma
componente do subgrafo G[A]}. Entao o par (S, ¢l), é também denomindo o
matréide circuito (ou poligono) de G.

Um conjunto de arestas F' de G é chamado um conjunto em dependente
de M(G) se, e somente se, I contem um ciclo de G. Consequentemente,

X € M(G) é um circuito se, X for um conjunto dependente minimal (no
sentido da inclusao de conjuntos).

Um matréide P é chamado grdfico ou grafical, se existe um grafo G tal
que o matréide P ¢é isomorfo ao matréide circuito M(G).

Lema 5.4.1 Seja M(G) um matréide circuito, entdo

i)o subconjunto X C S, é um conjunto independente se, e somente se, o
subgrafo induzido por X, G[X] € uma floresta (ou drvore) de G.

i1) O subconjunto B C S, € uma base de M(G), se G[B], ¢ uma floresta
(ou drvore) geradora de G.

iit) C' um subconjunto de S, é um circuito se, e somente se, C € um ciclo
(ou poligono) de G.

i) Para cada A C S o de A, i.é., r(A) = |V(G[A])| — k(G[A4]), onde
k(G[A)]) denota o nimero de componentes do grafo G[A].

Matréide Co-grafico: Matréide Co-circuito
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consideremos a familia denotada por F* cujos membros sao todos os sub-

#

conjuntos de S, que nao contém nenhum co-ciclo de G, entio o par (S, F*) é
um matréide co-ciclo ou co-circuito e se denota por M*(G). Os circuitos de
M*(G) sao exatamente os co-ciclos do grafo G.

Um matréide N é co-grdfico ou co-grafical, se existe um grafo G tal que o
matréide N é isomorfo a M*(G).

Os co-circuitos de M(G) possuim a seguinte propriedade.

Lema 5.4.2 Um conjunto A de arestas de um grafo conero GG, € um co-
circuito de M(G) se, e somente se, existe uma particio { X1, Xz} de V(Q),
tal que A = [X1,X3] e G[X;] € conexo parai = 1,2.

(Dados dois subconjuntos (ou subgrafos) X e Y de G, [X,Y] denota o
conjunto de todas as arestas de G, que ligam X e Y ).

Teorema 5.4.1 (Teorema de Whitney de 2-isomorfismos [122]) Sejam G e
H dois grafos sem vértices isolados. Entio M(G) e M(H) sdo isomorfos se
e somente se G e H sdo 2-isomorfos.

Para uma demonstracao vide [p.147 [72]]. O

Consideremos o matréide M sobre o conjunto finito S = S(M). Um
conjunto A C S é dito ndo-separdvel se, qualquer X C A verifica r(X) +
r(A\X) = r(A), temos X =0 ou X = A.

O matrdide M é conexo ou ndo-separdvel se, |S| > 2 e para qualquer par
de elementos z e y de S, existe um circuito I' em M tal que {z,y} CT.

O qual é equivalente a: M = (S,F) é conexo se nao existe subcon-
junto préprio A C S tal que r(A) + (S — A) = r(S), em outras pala-
vras, M é conexo se, e somente se, para todo subconjunto A C S se verifica
r(A) +r(S — A) > r(S). Ainda esta definigao é equivalente a seguinte.

Seja ~ uma relacao binaria sobre S definida (para qualquer z e y de S)
x ~ y se, = y ou existe um circuito I' de M contendo ambos z e y. Esta
relacao é uma relacao de equivaléncia sobre S, dai M ¢é conexo se S é tinica

i
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classe de equivaléncia segundo a relagao ~.

Para um inteiro positivo k e o matréide M sobre S com funcao rank r, a
partici¢ao (X,Y’) de S é uma k—separagao para a matréide M se:

i) min{|X|,|Y|} > &, e

) r(X)+rY)<k-1.
Se a igualdade vale na desigualdade ii), trata-se de uma k—separagao ezata.

Para n > 2, M é n—conexo se para cada k € {1,2,...,n — 1}, M nao
possui k—separacao. Por conseguinte M é 2-conexo, quando M for conexo.
Também M é conexo se, e somente se, dual M* for conexo.

Uma ligagao entre o grafo e matrdide, esta contido no seguinte resultado.

Proposigao 5.4.1 Para n > 2, seja G = (V(G),E(G)) um grafo sem
vértices isolados com |V(G)| > n + 1. Entio o matréide grafical M(Q)
€ n—conexo se, e somente se, G for n—conexo ¢ G nao possui ciclos de
comprimento menor que n arestas.

Um co-ciclo K de um matréide M é dito um co-ciclo-ndo-separa¢io de
M se, M\ K é um matréide conexo.

Um co-ciclo K é referido como um vértice de M se:

K é um co-ciclo-nao-separacao, e

|CNK| <2, para qualquer ciclode M, isto é, |[CNK| =0ou |[CNK| = 2.
Os conceitos de um vértice de um co-ciclo-nao-separacao sao invariavéis pelo
isomorfismo de matréides.

Um vértice e um co-ciclo-ndo-separacao) de um matréide dual M* sao
referidos como um co-vértice e ciclo-nao-separagao respectivamente de M.

No caso que o matroéide pode ser decomposto em suas componentes cone-
xas, entao o matréide dado é expresso como uma soma direta de suas compo-
nentes, formalmente. Consideremos os matréides M; = (S;, F;), 1 = 1,2 com
S1NS; =0, entao a soma direta dos matréides M;,7 = 1,2, é o matréide de-
notado por M; @ M, sobre S; U S5, os conjuntos independentes sao todos os
conjuntos {XUY /X € F, Y € F,}. Equivalentemente os conjuntos circui-
tos de M; @ M,, é exatamente a uniao dos conjuntos circuitos de M, e de Mj.

E evidente que r(M; @ M,) = r(M;) + (M) e um matréide desconexo

¢é exatamente a soma direta de suas componentes.
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Matréide Bicircular

Um biciclo é um grafo conexo, o qual é uma subdivisao de um dos se-
guintes grafos: de teta 0, ou de algemas (ou duas circunferéncias tangentes)
oo ou de grafo haltere, (para os grafos halteres vide [21]). Alternativamente,
um biciclo do grafo GG é um subgrafo conexo de G homeomorfo a um dos trés
grafos: teta, algemas ou haltere.

Um biciclo é impar se todos seusciclos sao impares.

Seja G = (V,E) um grafo e T seja a familia definida como Z = {F C
E /cada componente de G[F] possui no maximo um ciclo }. Esta familia Z
¢é a colecao de conjuntos independentes de um matréide sobre E, e qual tem
como circuitos aos biciclos de GG, é chamado matroide bicircular e denota-se
por B(G).

Alternativamente, um subconjunto A C E(G) é independente em B(G)
se cada componente de G[A] for uma arvore ou um uniciclo (isto é, contem
exatamente um ciclo) e A é dependente se, G[A] for um biciclo de G.

Eixtem muitos fatos sobre o matréide bicircular, que inicialmente foi es-
tudado por Simoes-Pereira, [On Subgraphs as Matroid Cells, Math. Z. 127,
315-322(1972)], onde biciclo A é visto como subgrafos G[A] de G que sao
homeomorfos a partir de um triangulo, ou de dois triangulos que tem um
vértice comum ou de dois triangulos ligados por uma ponte (os extremos da

ponte sao os vértices dos triangulos), seguido por Matheus [Bicircular Ma-
troids, Quart. J. Math. Ozford (2), 28 (1977),213-228]. Também vide [18].

No [21], demonstra-se que os grafos teta 6 e haltere sio homeomorfos
a apartir do grafo algemas oo, e reciprocamente. Usando este resultado
obtem-se a seguinte caracterizacao para a familia de conjuntos dependentes

de B(G).
Proposicao 5.4.2 Um subconjunto A de E(G) € um circuito de B(QG) se, e
somente se, G[A] € uma divisdo do grafo algemas oo.

Consequéntemente, um subconjunto de arestas F' C E(G), é um biciclo

do grafo G = (V, E) se, G[F] for homeomorfo a partir do grafo algemas oo.

Se denotamos por 3 o conjunto de todos os biciclos de um grafo GG, entao,
o biciclo com menor nimero de arestas é o grafo algemas (ou duas circun-
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feréncias tangentes) co, o qual apenas é um par de lagos com um 1nico vértice
(ou um 2-buqueés), e dai o maior limitante inferior de # é o grafo algemas.
Em consequéncia B(G) nao tem lagos, e dois elementos = e y sdo paralelos
em B(G) se, e somente se, eles sao lagos (no sentido grafico) em um vértice
de GG. Podemos enfatizar que os lagos de GG nao sao lagos de B(G) e que as
arestas paralelas de G' nao sao elementos paralelos de B(G).

Se o grafo conexo G for uma arvore ou um uniciclo, entdo B(G) é o

matréide discreto de rank r(B(G)) = |E(G)|, no qual cada subconjunto de
E(G) é independente.

Um conjunto independente A é uma base para B(G) se, A é maximal,
isto implica que A é incidente com cada vértice de G' e que cada compo-
nente de G[A] é uniciclo. Portanto as bases de B(G) nao necessariamente
forma um subgrafo conexo de (G, em contraste com a situacao do matréide
grafical. O rank de um subconjunto A C FE, rank(A) (A é um elemento de
B(@G)) é definido como o numero |V(G[A])| — |T(G[A])|, onde |V (G[A])| é o
niimero de vértices incidentes com as arestas de A e T'(G[A]) é o conjunto de
componentes aciclicas de G[A]. Assim o rank do matréide B(G) é |V (G)|.
Um co-circuito de B(G) é um conjunto minimal de arestas F' tal que o grafo
G — F tem mais componentes aciclicas que G, onde um vértice isolado é
contado como uma componente aciclica.

5.5 Matroide Dual

Consideremos o matréide M = (S, F), e sejam X e Y dois subconjuntos
de S. Dizemos que X e Y sao ortogonaisse | X NY| # 1.

Agora consideremos a familia G = {Y C S, tal que, Y seja ortogonal a
cada X de F e Y é minimal com respeito a esta propriedade, i.é., nenhum
subconjunto préprio U C Y verifica | X NU| # 1}. Se a familia G verifica as
seguintes condigoes:

1) Nemgum membro de G contém outro membro da familia G, i.é., se
AeGeBCA,entaio A= B, e

2)Se AABe G, € ANBey € A— (AN B), entao existe Z € G tal
que y € Z C (AU B) — {z}, entdo o par ordeanado (S,G) denotado por
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M* = (S5,G), é um matréide chamado dual (ou ortogonal) do matréide M.
(O termo ortogonal, é diferente da ortogonalidade de espagdes vetoriais).

Cada matréide possui sempre seu dual (ou ortogonal), a diferenca dos
grafos, que nem sempre exite o dual de um grafo arbitrario, apenas os grafos
planares possum seu dual.

A operacao dual sobre os matroides é simétrica, i.é., (M*)* = M.

Seja r a fun¢ao rank do matréide M, entao a fungao r* dado por r*(S —
X)=|S—-X|-r(S)+r(X), para todo X C S, é denominado fungao rank do
matréide M* ( r* é dual relativo a r). A funcio rank r* de M*, é chamado
corank de M e verificam que r*(S) + r(S) = [S].

Os elementos de B* sao chamados cobases de M, e os circuitos de M*,
sao chamados cocircuitos de M.

Exemplo 5.5.1 Desde que a interse¢ao de um ciclo e um co-ciclo nao podem
ter exatamente apenas um elemento no grafo G = (V(QG), E(G))) concluimos
que os matroides circuito (ou ciclo) M(G) e co-cricuito (ou co-ciclo) M*(Q)
sdo mutuamente duais (ou ortogonais).

Andlogo, ao triangulo definido como um circuito com trés elemento, se define
um “triad” como um co-circuito com trés elementos.

Se o grafo GG possui k componentes, entao o do matréide ciclo, i.é., para

qualquer A € E(G),

O do conjunto A, r(A) = |E(Tga)| = |V(G[A])| - F,
onde E(Tg4)) € o conjunto de arestas da floresta ( ou arvore ) geradora de

G[A.

Enquanto o corank R de M(G), i.é., 0 R de M?, é dado por
R(A) = Ci(G[A]) = |[E(G[A])| - [V(G[A])] + k.

Consequentemente se verifica r(S) + R(S) = |E(G)].

Representabilidade de Matréides
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Este é uns dos topicos mais explorados, e continua sendo na atualidade,
para mais detalhes, vide referéncias [17], [18] e [108].

Um matréide M = (S, F) se diz ser representavel sobre o corpo arbitrario
F' se, existe uma aplicagao f : S — F” (onde r = r(M) tal que o subcon-
junto A C S é independente em M se, e somente se, f/A (onde f/A denota
a fungao f restrita ao conjunto A) é injectiva e f(A) é linearmente indepen-
dente no espago vetorial F'" sobre o corpo F.

5.6 Matroides Bigrafos: Matroéide Transversal

Nesta secao e em todas as sec¢oes e capitulos seguintes, consideremos gra-
fos bipartidos simples e sem vértices isolados, salvo alguma indicagao es-
pecifica.

Relembremos (sem perda da generalidade), para o S = {z,...,2,} =
{z; | i € L} seja A(I) = (Ai, ¢ € I) uma familia de subconjuntos de S
indexados por 1.

Um subconjunto 7' = {z; / i« € U C L} de elementos de S é uma
transversal (ou sistema de distintos representativos) de A(7) se, z; € A; e
x; # z; parat,j € I com ¢ # j.

Um subconjunto P C S, é uma transversal parcial de A(I) se, existe uma
injecdo ¢ : P — I tal que z € Ay(s), para cada = de P. Logo uma transversal
parcial de A(]) é uma transversal de uma subfamilia de A(J) = (A; /i € J)
para algum J C I.

Agora, seja o grafo bipartido G 41y = (SUA(I), E), associado a A(I). Os
vértices z, (z € S) e A;, (A; € A(I)) sao ligados pela aresta zA; (zA; € E)
se, e somente se, * € A;.

Para J C I, o subconjunto P C S é uma transversal (parcial) da sub-
familia A(J) se, e somente se, existe um matching M em G4 tal que, M
emparelha J com P, isto é, J indexa os elementos de P tal que z; € A;, com
z; # x5 para j # s, j,s € J. Entao o matching matréide de G 4(y) restrito a .S,
denotado por M4(1)(S,7T), (onde 7 é a familia de conjuntos independentes,
que sao os transversais parciais de A(l)), e chamado matréide transversal.
A funcao rank deste matroide esta dada pela seguinte proposigao.
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Proposigao 5.6.1 Seja G4 = (SU.A(I), E) o grafo bipartido associado a
A(I) familia de subconjuntos de S indexados pelo I, entdo a fung¢io rank de
Muy(S,T) esta dado por r(X) =min{|A(J)NX|+ | =J|/ J C I (onde
A(J) = U,es As), para todo X C S.

Vimos que o teorema de Hall, i.¢., um grafo bipartido G = (AUB, F) tem
um matching o qual cobre cada vértice de A se, e somente se, I'(X) > |X|
para todo X C A. Contudo nos grafos bipartidos que nao satisfaz o teorema
de Hall, existem subconjuntos de A com deficiéncia positiva. Estes subcon-
juntos possuiem algum privilegio com respeito a outros subconjuntos, que
nao sao saturados por nenhum matching maximal de G. Em outras pala-
vras, o subconjunto X de A, é emparelhado com um subconjunto Y C B se,
existe uma bije¢ao entre X e Y e a correspondéncia biunivoca de vértices
é dada pela aresta, tal que as arestas que determinam a bijecao sao inde-
pendentes. Este conjunto de arestas de G' é denotado por Mx e é chamado
matching parcial, e também dizemos que X esta contido no matching My e
escrevemos X < My, ou simplesmente X < M.

Uma reformulagao do teorema de Bernstein, da uma condi¢ao necessaria
e suficiente de existéncia de um matching que satura simultaneamente X e Y.

Teorema 5.6.1 Em um grafo bipartido G = (AU B, E), uma condi¢ao ne-
cessdria e suficiente para que exista um matching que sature a ambos X e Y,
€ que:

a) X deve ser emparelhado em B, isto €, |I'(U) > |U|, VU C X, e

b) Y deve ser emparelhado em A, isto é, |I'(T) > |T|, VI C Y,

Dem.
Para uma demonstragao, vide [Cap. 7, [9] ] O.

Para algum subconjunto X C A o matching parcial My, é dito prdprio
se, o subgrafo denotado por Gx = ((A — X), E — E(G[Mx])) satisfaz o teo-

rema de Hall.

Exemplo 5.6.1 Para cada X subconjunto proprio de A, o matching que
satura a X no grafo bipartido G = (AU B, E) sem deficiéncia positiva, € um
matching parcial préprio de G.
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Lema 5.6.1 No grafo bipartido G = (A U B, FE), cada matching parcial
proprio € um subconjunto de um matching mazimal de G.

Dem.

Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E) e para o subconjunto
proprio X C A seja Px um matching parcial préprio. De onde o grafo Gx é
sem deficiéncia, logo pelo teorema de Hall, possui um matching N de A — X
em F — My.

Desde que, A — X # 0 segue que |N| # 0. Por conseguinte o subconjunto
de arestas M = Px UN de G é um matching completo de G e o matching
maximal M contem estritamente a Py, i.é., Px C M e esta completa a de-
monstragao do lema. O

Existem varios resultados da teoria de transversal que sao simplificados
via matrdides, assim uma generaliza¢ao da versao transversal do teorema de
Hall, é um resultado obtido por Rado [80], sobre uma condigao necessaria e
suficiente da existéncia de um matréide transversal associada a uma familia
de subconjuntos de um conjunto finito dado.

Teorema 5.6.2 (Teorema de Rado) Seja A(I) = (A; @ € I) uma familia
de subconjuntos de S e M(S,F) um matroide sobre S com a fungdo rank r.
Entao (A; © € I) tem uma transversal o qual € independente em M(S,F) se,
e somente se, r(U;e; Aj) > |J| para todo J C 1.

Dem.
Para uma demonstagao, vide [80] e [Cap. 7, [113] ] O.

Para outras aplicagoes e generalizagoes deste teorema, vide as referéncias

[57], [75] e [104]. Também, vide [111].

Teorema 5.6.3 (Uma variante do teorema de Rado) Consideremos o grafo
bipartido G = (AU B, E) e seja F' a familia formado pelos subconjuntos de
A contidos em alguns matchings de G, i.€.,, F = {X C A/X < Nx, em G}.
entdo o par T = (A, F), € um matroide chamado transversal.
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Dem.

A condigao F'1 se verifica, isto é, § € F.

A propriedade F'2,se X € FeY C X, desde que o X < N, para algum
matching N, também Y esta contido em algum subconjunto de N, portanto
Y'e F.

Verificar a propriedade F'3, significa determinar um elementoa € X =Y
(onde X,Y € F com |X| = |Y]|+ 1) e provar que exite um matching N, tal
que, Y U {a} < N.

Pela hipotese, exitem matchings denotados por My e Ny tais que X <
Mx e Y < Ny.

Consideremos o subgrafo H induzido pelo MxANy C FE, ié.,, H =
G[MxANy). E evidente que H é um subgrafo bipartido de G. Cada vértice
x € H tem grau exatamente 1 ou 2, de onde todas as componentes de H sao
caminhos (disjuntos pelo vértice) ou circuitos pares.

Desde que, X < Mx,Y < Ny e |Mx| = |Ny|+1 entao o grafo bipartido
H tem tamanho impar. Pois, |[MxANy| = |Mx U Ny — Mx N Ny| = |Mx U
Ny| — |Mx 0 Ny| = |Mx| + |Ny| — 2|Mx N Ny|.

Usando a igualdade acima, concluimos que |E(H)| = |Mx A Ny| = 2(|Ny|—
|[Mx N Ny|) + 1.

Como todos os circuitos de H sao pares, entao havera um nimero impar
de caminhos de tamanho impar. Tomemos (uma componente) W, ,) o ca-
minho impar de maior comprimento possivel, e as arestas de My e de Ny
pertencem alternadamente ao caminho. I evidente que os extremos {, e i,
do caminho nao sao extremos de nenhuma das arestas de Ny, (t,,t; € Y) e
também pertencem a diferentes classes de cores de H (ou de G) e a aresta
t,ts nao é adjacente a nenhuma aresta de Ny.

Suponha que t, seja um vértice de A. Por conseguinte o subconjunto
Y U {t,} esta contido no matching Ny U {t,ts}. Concluimos que existe um
matroide sobre o conjunto A tendo como a familia de subconjuntos indepen-
dentes a F, e o teorema esta demonstrado. O
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5.7 Teoria de Matroides e Funcao Submodular

A teoria de matroides esta estritamente relacionada com a teoria de
fungoes submodulares. Esta conexao foi inciada implicitamente por Dilworth

[24], e daram continuidade outros pesquisadores, entre eles por exemplo Nash-
Williams e Edmonds-Fulkerson. Também, vide [25] e [73].

Uma fungao-conjunto f : 25 — Z* com as seguintes propriedades:
a) f é normalizada, i.é., f(0) = 0,
b) f é mondtona, 1.é., A C B implica f(A) < f(B), e
c) f é submodularyi.é., f(A)+ f(B) > f(AU B) + f(AN B),
para todo os elementos A, B € 25, f é chamada fungao polimatroidal.

Exemplo 5.7.1 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B,FE). Para
cada X C A e I'(X) vizinhanga de X entdo a fungio f : 24 — Z* dada
por f(X) = |I'(X)|, € uma fungdo polimatroidal. Toda fung¢do rank de um
matréide € polimatroidal, mas a reciproca ndo € consequentemente verda-
deira. A fungio R(X) = {p(X) + |X — Y| }, € uma fungio rank de al-
gum matroide se, a fungao p(X) for polimatroidal (resultado obtido por Nas-
Williams vide referéncia [83, cap.13].

Teorema 5.7.1 (Edmonds e Fulkerson) Seja G = (AUB, E) um grafo bipar-
tido com classes de cores A e B, e seja F uma familia de subconjuntos U de A
para o qual existe um matching de G que satura U, i. €., F ={U C A /3M
matching de G; U < M}. Entao (A,F) é um matrdide transversal sobre A.
Andlogamente induz um matroide sobre B.

A partir do exemplo 5.7.1, podemos construir outra fungao submodular
sobre o conjunto poténcia de A (ou de B), g : 24 — N, dada por ¢(S) =min
{IS = W|+ |I'(W)| /| YW C S}. Pelo teorema de Kénig, a funcao g da o
numero maximo de vértices em X, os quais podem ser emparelhados com al-
gum subconjunto de B, por algum matching de G. De onde g é a fungao rank
do matréide transversal sobre A (ou B), no grafo bipartido G = (AU B, E).

Para uma demonstracao deste teorema, vide referéncias [31] e [89]. Para
outra demonstragao alternativa, vide parte II, capitulo 6.0
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Parte 11

G-Comportamento:
Matching-Matréide-Fluxo
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5.8 Introducgao

Relembra-se que, o problema dos grafos n—extendiveis, sao desenvolvidos
sobre os grafos arbitrarios e sob a hipotese de que o grafo em consideragao
possue algum matching perfeito, contudo o grafo bipartido completo K, 41,41
é extendivel, para mais detalhes vide [Gvozdjak, P. e Nesetfil, J., High girth
and extendability, Discrete Math. 154 (1996) 77-84], mas a meta do problema

formulado ¢é diferente dos objetivos da classe dos grafos n—extendiveis.

Refére-se como o problema proposto o seguinte: Para um grafo bipar-
tido dado G = (AU B, ) e um inteiro nao negativo ¢, quantas arestas sao
necessarios adicionar (resp. remover) a G tal que, o grafo aumentado Gj
(resp. reduzido G}) tenha deficiéncia igual a é, e para que valores de 6, o
grafo G5 é munido de matchings, tal que o matréide matching, fluxos na
rede e o matrdide transversal abstratamente coincidem no grafo Gs salvo
a estrutura de formacao. Para refirirmos este fato usaremos a expressao
G-comportamento, que também abrange o significado de que, a existéncia
de um matching maximo M de tamanho v(G), Mt = (A, F) um matréide
transversal com rank r = r(M7) e fluxo com valor maximo v sao iguais ou
seja que, v = r(M7t) = v(G), o qual é chamado o teorema G-comportamento.

Na literatura, para 6 = 0, os grafos G5 possuem matchings completos
de tamanho igual |A|. Esta caracterizagao é conhecido como o teorema de
casamento de Hall, e um resultado equivalente apresenta-se conjuntamento
sua demontragao. Também apresentam-se outros resultados.

AVA
AVAYAY
v

2 5. 4 5 6 7unesp 11 12 13 14 15

16

17



Capitulo 6

G-Comportamento de
Matchings e Matrdéides

6.1 Sistema e Rede Associados a um Bigrafo

Relembremos que, para qualquer sistema (.S;.4(7)) de subconjuntos de
um conjunto dado S, existe uma relacao binaria B C S x I, dada por
(s,2) € R se, e somente se, s € A;, tal que S = U;c; Ai = A(I).

O grafo bipartido associado a A([)) é G = (S U I, R), o qual é o mesmo
que o grafo Gy = (SU A(I), E), desde que, sRi & s € A; & existe a
aresta sA; de F.

Agora, um subconjunto X C S é uma transversal parcial de A(]) se, e
semente se, X é transversal de uma subfamilia A(J) de A(I), ou seja que X
pode ser coberto (ou interceptado) por algum matching M de G, tal que M
emparelha X com A(J), entdao o matréide matching de G4(I) = (SUA(I), E)
restrito a S é o matrdide transversal cujos conjuntos independentes, sao as
transversais parciais de A(I), e também vale a reciproca, dado matréide
transversal é um matréide matching, no grafo bipartido G, vide segao 6.4.

Agora, conjuntamente com os lemas 2.1.3, 3.6.1 e 4.3.1 e os teoremas,
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3.6.2 e 5.7.1, tem-se a seguinte conclusao.

Teorema 6.1.1 Consideremos G = (AU B, E) um grafo bipartido, e sejam
um sistema, A(I), e uma rede N associados a G. Entdo estes trés conceitos

sdo equivaléntes, e por um abuso de notagdo, podemos escrever: G = A(I) =

N.

6.2 Demonstracao Alternativa do Teorema Fdmonds-
Fulkerson

Uma demonstracao alternativa do teorema de Edmonds e Fulkerson, é vi-
sualizar o matréide transversal como um matréide induzido por uma fungao
polimatréidal, em outras palavras, para o grafo bipartido dado G = (A U
B, E), prova-se para uma relagao definida no produto cartesiano A x B,
exite uma fungao polimotroidal o qual induz um matroéide sobre A. Analo-
gamente para uma relagao contida no produto B x A.

Pelo lema 3.3.2, consideremos a relagao binaria I' C A x B. A partir
desta relagdo, definamos a funcao conjunto f : 24 — N, tal que, para cada
subconjunto S C A, f associa o numero inteiro positivo, i.é., f(S) = |I'(.9)].

Pelo exemplo 5.7.1, f é uma fungao polimatroidal, além disso, f também
verifica:

F(XUY) = f(X)Uf(Y) e também f(X NY) C f(X) N f(Y).

Agora, denotemos por Ty todos os subconjuntos S de A com a pro-
priedade |[I'(Y)| > [Y| YY C S. Ou seja que S € Ty se, e somente se,
IN(Y)| > |Y| VY C S. E evidente que o par (A,Ty) = (A, f) é um matréide
induzido pela funcao f. O matréide (A,Ty) é chamado transversal sobre o
conjunto finito fundamental A.

Por outro lado, o teorema 3.3.5 conjuntamente com o lema 5.6.1, exite
matching M em G o qual satura exatamente (algum) membro X da familia
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de conjuntos independentes do matréide (A, f) i.é., X < Mx.

A partir do lema 3.6.1, para o grafo bipartido G = (AU B, E) exite um
sistema (A; A) = (A; Ay, az,...,An) = (4;{A; / i = 1,m}). Desde que,
S C A, é uma transversal parcial de A se, e somente se, existe uma funcao
biunivoca g : S — I (onde I = {1,...,m} é conjunto de indices do sistema
A) tal que para todo s € S, s € Ay,. Por conseguinte os membros do
Ty sao exatamente os transversais das subfamilias de A. E a fungao rank do
matréide é obtido como um caso particular do exemplo 5.7.1, e esta completa
a demonstracao do teorema. O

6.3 Um Teorema de Tipo Hall

Vimos na secao 3.3 da primeira parte desta dissertacao, que a deficiéncia
de um grafo bipartido G = (AU B, E), pode ser um inteiro ndo positivo ou
positivo.

Se exite um X C A maximal, tal que, |X| > |['(X)|, entdao o inteiro
positivo d = |X| — |['(X)|, indica o nimero de vértices de A que nao sao
saturados por nenhum matching maximo de G, de onde pode ocorrer dois
fatos:

A primeira, é quando retirarmos d vértices de X conjuntamente as arestas
incidentes, o subgrafo G — X satisfaz o teorema de Hall, ou seja que, G possui
um matching maximo de tamanho menor do que |A|, o qual, é um resultado
de tipo do teorema de Hall,é o teorema 6.3.1 (abaixo), e segundo caso, é que
o grafo G — X tém deficiéncia positiva. Contornar este caso, significa tentar
refinar o conjunto X, por exemplo no caso que X seja um conjunto critico.
E o tema que a continuacao estudaremos.

No caso que a deficiéncia de GG for um enteiro nao positivo, ou seja que,

(7 verifica o teorema de Hall. Neste caso, se verifica as hipéteses do teorema
Matching-matréide-fluxo maximo, vide este resultado no seguinte capitulo.

Lema 6.3.1 Se o grafo bipartido G = (AU B, E) nao possui matching que
satura A, entao haverd pelo menos um subconjunto U de A tal que nao veri-
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fica a desigualdade \U| < |I'(U)|. Equivalentemente o grafo G nao verifica o
teorema de Hall.

A seguir, tem-se um teorema de tipo Hall, em vista que o teorema torna-se
de Hall, se o tamanho do matching for igual a cardinalidade do conjunto A.

Teorema 6.3.1 Um grafo bipartido G = (AU B, E) tem um matching M de
tamanho s, (i,€., |M| = s, s < |A|) se, e somente se, [['(X)| = | X|+t—|A| =
s —|A = X|, para todo X C A.

Dem.
Provemos a condigao necessaria, admitamos que o grafo bipartido G' possui
um matching, digamos M de tamanho s, entao existe um subconjunto U de A
tal que nao é saturado por M, dai a cardinalidade de U é igual a |A| —s =r,
ou seja que, existem exatamente r vértices de A nao saturados.

Adicionemos r novos vértices a B e tais que sejam adjacentes a cada
vértice de A, e novo grafo bipartido denotado por G’ = (AU[BUB,|, EUE,),
tendo AUBUB, e FUFE, como conjuntos vértices e arestas, respectivamente,
em particular tem |E U E,| = r|A|.

Desde que cada vértice « no grafo G’, tem grau igual a dg(z) + r, entao
|T| < |I'(T)|, quaisquer que seja T' subconjunto de A (no grafo bipartido G').

Por outro lado, I'/(T') = I'¢(T)U E,, onde E, é o subconjunto de BU B,,
com p vértices, para algum 1 < p < r, ou seja que, |I'e/(T)| < |Ta(T)| + r.

Por conseguinte, |I'c/(T)| < |Ta(T)|+|A| —s, e como |T| £ |I'a/(T")| para
todo T' C A, concluimos que [I'g(T)| > |T|+s—|A|=s—|A-T)|.

Agora, provemos a condigao suficiente, suponhamos I'(X) > | X|+s—|A|
para todo X C A e s é um inteiro positivo fixado tal que s < |A|.

Se s = |A|, entao |['(X) > |X| para todo X C A, logo pelo teorema de
Hall, existe um matching de tamanho s.

Para s < |A|, existe um matching de tamanho s, equivale provar que
existe um subconjunto W de A de cardinalidade s que esta em corres-
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pondéncia biunivoca com algum subconjunto de B.

Desde que, |A| > s entdo havera subconjunto W em A tal que, I'(W) +
|A| > |W| + s. Dai o subconjunto W tem deficiéncia positiva.

Se for def(W) > |A| — s, entdo temos [W| > |[T(W)| + |A| — s.

Pela hipétese, para W C A se verifica [[(W)| + |A| —s > |W], de
onde temos [['(W)| + |A| — s > |[I(W)| + |A] — s o qual é um absurdo,
isto se deve ao supor que def(W) = |W| — |I(W)| > |A| — s, logo deve ser
def(W) = [W] — [I(W)| < |A] - s.

Agora, se def(W) = |W| — |[I'(W)| < |A| — s, entao podemos escolher o
subconjunto Y a partir de W com elementos menor o igual a |A| — s e dai
o subgrafo G; = ((A — Y) U B, E)) resulta sem deficiéncia. E aplicando o
teorema de Hall, o grafo G; possui um matching M de tamanho maior ou
igual a |[A —Y|=|A| = |Y| = |A| — |A| + s ou seja que, M > s, e o teorema
esta demonstrado.

Agora, consideremos o subconjunto W C A com |W| > s e tal que

|W| < [T'(W)], entdo o subgrafo G = ((A — (A — W))U B, E;) onde E; é o
conjunto de tadas as arestas de G menos as que incidem em A — W, assim o
G, verifica o teorema de Hall, logo G2 possui um matching M de tamanho
|A—=(A=W)|=|A| - |A|+ |W]| = |W]| > s, ou seja que, |M| > se M é um
matching de G.

Se o grafo GG nao possuir matching de tamanho s equivalentemente, ne-
nhum subconjunto de A de tamanho s é emparelhado com algum subconjunto
de B, isto implica que |T'| > |I'(T)| quaisquer que seja T o subconjunto de A.

Tomemos o T' C A com |T'| = s, portanto a deficiéncia de def(T') > 0
ou seja que, |T'| > |I'(T')| e conjuntamente com a hipétese implica que
|T| > |I(T)| > |T| + s — |A| de onde temos que |T'| > |A|, e esta com-
pleta a demonstracao do teorema .0

A demonstracao da condigdo necessaria deste teorema nés influencia ao

estudo mais detalhado sobre possivel existéncia de um grafo §—aumentado
com deficiéncia nao positiva, tépico a ser desenvolvido no seguinte capitulo.
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6.4 G-Comportamento dos Matroides Matching e
Transversal

Dado o grafo bipartido G = (AU B,FE), ou G = A. Estuda-se que, se
para algum subconjunto de pontos independentes de A existe uma familia de
arestas independentes, ou seja que, se uma cole¢ao de pontos constitui um
subconjunto de distintos representativos de algum sistema, entao existe um
matching de mesmo tamanho que a cardinalidade do conjunto de distintos
representativos, em outras palavras, a familia de subconjuntos independentes
de um matroide corresponde outra familia de matchings, de onde os matréides
transversal e matching sao abstratamente o mesmo, apenas se diferenciam
na estrutura, isto é, no tipo de elementos que eles possuem.

Denomina-se este assunto como um G-comportamento de matchings e
transversais. Este resultado tém sua origem nos trabalhos de Rado e de
Edmonds-Fulkerson, como também tém influenciado os teoremas de Hall-
Ore e o teorema de tipo Hall.

Definigao 6.4.1 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido simples. Dizemos
que G possui uma transversal parcial de cardinalidade s em A, se existe um
subconjunto de s arestas independentes de GG, tal que satura pelo menos um
conjunto de distintos representativos de algum sistema associado a G.

A partir dos resultados anteriores e conjuntamente com a defini¢ao temos
o seguinte teorema.

Teorema 6.4.1 Um grafo bipartido G possui uma transversal parcial de car-
dinalidade s se, e somente se, G possui um matching de tamanho s.

Dem.
Admita-se o bigrafo dado G identificado com algum sistema A.

Assumamos que G possui transversal parcial de tamanho s entao pelo
teorema de Rado, existe um subconjunto independente X de A com |X| = s,
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no matréide transversal My = (A, 7).

Pelo teorema de Edmonds-Fulkerson, r(X) =min{|X —W|+|T(W)|/W C
X} = |X[+ min {|[T(W)| - [W|/W C X} = [ X[+ max {|W]| - |[[(W)|/W C
X}.

Desde que, X é independente entao max {|W|— |I'(W)|/W C X} = 0,
dai |W| - |T(W)| < 0;VW C X.

Pelo teorema de Hall, o grafo G[X] possui um matching completo M de
X em algum subconjunto de B, e sendo G[X] o subgrafo de G resulta, M
um matching de tamanho s, em G.

Agora, suponhamos que GG possui um matching M de tamanho s e seja
U = {&1,22,...,25} o subconjunto de A saturado por M.

Consideremos o sistema A = (A;;¢ € B) (indexado pelo conjunto B =
{1,2,...,m} ) e A; dado por I'(z) para cada ¢ = 1, m.

Desde que, os elementos de U sao distintos, podemos escolher uma sub-
familia A; = (I'(1),...,T(s)) de A tal que z; € T'(z) para i = 1,s. De onde
U é um conjunto representativo distinto da subfamilia A4;. Logo U é uma
transversal parcial de A. Por conseguinte pelo teorema de Rado, U é um
conjunto independente do matréide transversal sobre A. Como o sistema A
é associado a @, resulta que U é uma transversal parcial indenpendente de
tamanho s em G, e a demonstracao do teorema esta completa .0

6.5 Deficiéncia Aresta de um Bigrafo

Para enunciar uma nova alternativa do teorema de casamento de Hall, in-
troduzemos a nogao de deficiéncia aresta de um grafo bipartido, via o termo
aresta a diferénca da definicao de deficiéncia (vértice) de um bigrafo de Ore.

Definigao 6.5.1 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B,E) e F C E.
A deficiéncia de subconjunto de arestas F' de E em G, denotado por deft,(F)
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ou deft(F), € definido como def,(F) = |E(G[F))| — |MF|, onde Mp é o mat-
ching mdzimo no subgrafo G[F). Desde que, |E(G[F])| > |MF|, seque que a
deficiéncia de F' € ndo negativa, 1.€., maior ou tgual a zero para todo F C E.

A deficiéncia (aresta) do grafo G denotado por def'(G) € definida por
def'(G) =maz { def*(F)/F C E} =maz {|E(G[F])| - |MF| /| VF C E}.

Quando o grafo bipartido G verificar o teorema de Hall, i.é., existe uma
funcao bijetora entre A e algum subconjunto de B, ou que equivale a dizer
que existe um fator H de G tal que def*(H) = 0. Por conseguinte a busca
de um matching maximo é equivalente determinar um fator de G com a de-
ficiéncia-aresta zero, o qual acarreta o seguinte teorema.

6.5.1 Uma Alternativa do Teorema de Hall

Teorema 6.5.1 Um grafo bipartido G = (AU B, E) tém matching completo
de A em B se, e somente se, G possui um fator H com def*(H) = 0.
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Capitulo 7

Grafos 6—Aumentado e
d-Reduzido

7.1 Conjuntos

Dado um conjunto A finito. Dizemos que uma familia de conjuntos F
(i.é., cujos membros sao conjuntos nao vazios) cobre A se, e somente se,
A = U Xxer, e uma familia F que cobre A é disjunta se, e somente se, 0s
membros da familia sao disjuntos dois a dois.

Se existe uma familia nao necessariamente disjunta tal que cobre um con-
junto finito A, entao a partir desta familia podemos substrair uma familia
disjunta que cobre A mais formalmente.

Teorema 7.1.1 Se F ¢ uma familia de subconjuntos finitos Ay, A, ..., Ay,
que cobre A, entao existe uma familia disjunta de n membros, By, B,, ..., B,
tal que cobre a A, isto €, A = J, Bi=.

Dem.

Se a familia F = {A;, Az, ..., A,} for disjunta, entdo o teorema esta pro-
vado. No outro caso definamos os conjuntos:

By =N, Ai, (podemos assumir B; # 0)
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By = Ulgi,-ci?gn(Ai] n Aiz R Bl)1

BS = Ule](l'g(I'gSn(A‘I] m A‘2 n A‘.’i = Bl U Bz)!

i=1

B, = nlgil <i2<...<:‘t5n(A='; NA;,N...NA; — o Bj)

B, = Uiz (Ax — UjZ1 By).

Agora, provemos que os conjuntos By, Bs,..., B,, sao disjuntos dois a
dois.

Admitamos que existem indices s e r tal que B,N B, # 0, podemos supor
sem perda da generalidade que s < r, entao existe um elemento z € B;N B,
deonde z € B; e x € B,.

Desde que, s < r (de onde s < r—1), entao pela defini¢ao, B, é da forma
B,- - UlSjl‘(h(»-»(irSﬂ(Ajl ﬂ A” ﬂ - ﬂ AJ-".:—I ﬂ Ab ﬂ A.}‘s-{-l l'] P ﬂ Ajr e B] U
By U.is: UBpy U B, U By Ui UBsy )

Pela hipotese (de suposicao) x é elemento de B, de onde = ¢ B, U B, U
..UB,_1UB,UB,;1U...UB,_;, em particular € B,, o qual contradiz ao
fato de « € B;. Isto se deve ao supor que os conjuntos B, e B, nao sao disjun-
tos. Portanto, a familia de conjuntos By, B,, ..., B, sao disjuntos dois a dois.

E evidente que A = UZ, B;, e esta concluida a demonstracio do teorema.
O

7.2 Grafos 6—Aumentados, G

Definigao 7.2.1 Dado o grafo bipartido G = (AU B, E) com deficiéncia
def(G) = 6 > 0, o grafo denotado por Gs = (AU B,E U Es) (onde Es € o
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conjunto minimo de arestas anexadas a G), € denomindo 6—aumentado ou
simplesmente G de G se:

i) Gs € minimal e inico contendo como o subgrafo a G (ou seja que

V(G) C V(Gs) e E(G) C E(Gs)) e que verifica o teorema de Hall,

it) se exite outro grafo bipartido H com minimo nimero de arestas tal
que verifica o teorema de Hall e G € subgrafo ou isomorfo a um subgrafo de
H, entdio Gs € um subgrafo ou isomorfo a um subgrafo de H, e

it1) cada matching mdzimo de G € um matching parcial de Gs. Se ndo
houver confusdo, diremos indistamente grafo Gs—aumentado ou simples-
mente Gs. As vezes, usaremos o termo aumentavel para os grafos com

def(G) > 0.

Lema 7.2.1 Suponha que cada componente do grafo bipartido G = (AU
B, E), tem pelo dois vértices em A. Se G = (AU B, E) ¢ uma floresta (ou
drvore) tal que todas as raizes pertencem a A, entdo G € aumentdval, e a
reciproca nao € necessariamente verdadeira.

Cada arvore tém pelo menos duas raizes e pela hipdtese se o subcon-
junto X C A contem as raizes, entao |X| > |I'(X)|, e dai concluimos que
def(G) > O e o lema esta demonstrado. O

Um grafo bipartido H é aumentado de G se, e somente se, H é isomorfo
a Gs, onde ¢ € a deficiéncia do grafo G.

Lema 7.2.2 Um grafo bipartido aumentdvel possui um iunico grafo aumen-
tado, ao menos o isomorfismo.

A demonstragao segue da definicao. O

Lema 7.2.3 Se o grafo G = (AU B, E) € aumentdvel entao sua deficiéncia
€ dada por:

i) Para |A| # |B|, def(G) = 2|A|+ 1 — v(G) ou deflG) = 2|B|+ s —v(G)

(onde r e s sdo inteiros positivos) ou
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it) def(G) = 2|A| — 2v(G) (v(G) denota o nimero mdrimo de arestas
independentes em G ).

A demonstragao segue do fato que v(G) = 3(|AU B| — def(G)). O

7.3 Grafos Gs e Saturado

Como o grafo Gs—aumentado é o menor grafo sem deficiéncia (positiva)
que tém como um subgrafo préprio G, onde §=def(G) > 0, em enquanto o
grafo H saturado ou de Lovasz [53], é um grafo simples fatorizavel H, tal que
adicionando uma nova aresta a GG, o numero de seus 1-fator aumenta, i.é., a
nova aresta adicionda torna-se numa aresta permitida (uma aresta w de H
é permitido se w pertence a algum matching maximal de H, caso contrario,
dizemos que w é esquecido). Em outras palavras, um grafo G' com um mat-
ching perfeito, é saturado se, adicionando uma aresta qualquer aumenta o
nimero de matchings perfeitos em G. Portanto o estudo sobre os grafos
d—aumentados esta distante do problema da classe dos grafos n—estendiveis.

Suponhamos que o problema de saturar por um matching a todos os ele-
mentos de A (num grafo bipartido dado G = (A U B, E) com def(G) > 0)
for possivel, entao o grafo G5 verifica o teorema de Hall (e sabemos que é
uma das metas da presente dissertacao). Agora, questionamos o problema
reciproco, que a priori, também é verdadeiro, no seguinte sentido, removendo
todas (ou algumas) arestas permitidas (conjuntamente os vértices incidentes)
a partir de G, podemos obter um grafo com deficiéncia positiva, o qual sera
isomorfo ao grafo dado G?. Contudo este processo nao é uma visao ime-
diata, por isso deixaremos de lado este problema, e nos faremos um estudo
com a conjectura que, o processo inverso seja verdadeiro, em outras palavras,
o subgrafo (obtido pela remogao de § — 1 vértices conjutamente com todas
as arestas incidentes nestes vértices), seja isomorfo ao grafo dado.

7.4 Interpretacao Geometrica de G




Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, F) com def(G) = § > 0, seja
S o tnico subconjunto critico minimal de G, e ponha |S| — |I'(S)] = §

, de
onde existem ¢ vértices nao saturados por matching completo de (.

Denotemos por Xs = {x1,...,as} o conjunto de vértices de S que nao sao
saturados por matching de GG. Podemos assumir sem perda da generalidade
que I'(Xs) seja conjunto unitario, {y}, e as arestas que ligam X5 com {y}
sejam, @) = T1Y,0z = Ty, ...,05-1 = Ts-1Y,as = Tsy Agora, suponhamos
que estas arestas, representem 0 tubos e todos cles téma mesma dimensao
como também do mesmo diametro, e os vértices z1,...,2s5_1, s representam
as fontes (de algum liquido) do fluxo e o vértice y o receptor. O receptor y,
tém capacidade de recever examente o fluxo de uma das § tubulagoes, por
conseguinte os 6 — 1 fluxos (ou tubulagoes) nao possuiem alguma recepgao (ou
saida). Admita-se também a impossibilidade de incrementar a capacidade do
receplor .

Desde que, para o fluxo cujo valor maximo ¢ igual a capacidade de uma
das § tubulagoes, nao ha problema, mas sim para os fluxos maximos restantes
e sendo uma solugdo, ¢ a construgao de § — 1 tubulagoes (desde que, ndo se
pode mexer os § — 1 tubulagoes exitentes, entre os é tubulagoes dados) iguais
aa; = a1Y,ay = Tay,...,05-1 = Ts—1y ¢ conjuntamente com seus recepto-
res, 6 — 1 receptores iguais a ¥, o que significa literalmente copiar y, isto é,
y' y?, ..., y° ! e adicionar § — 1 novas arestas (tubulagdes) que sao da forma:
a1y, xay?, ..., xs-1y°"! e obtemos o grafo §—aumentado, e pela construgao
o grafo G, verifica o teorema de Hall.

A

Gs

Fig.: O gralo G e o grafo §-aumentado G.
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7.5 Ezisténcia de Conjuntos Criticos em Bigrafos

A seguir trataremos da existéncia de um conjunto critico minimal em G,
quando o grafo bipartido considerado G = (A U B, E), tenha deficiéncia po-

sitiva, antes provaremos o seguinte resultado.

Teorema 7.5.1 Se o grafo bipartido G = (AU B, E) € aumentdvel, entdao
existe um subconjunto critico minimal em G.

Dem.

Pela hipétese, a familia F' = {X C A/def(X) = def(G)} nao é vazia e
usando o lema 3.3.4, o conjunto S, dado por S =Ny X, € critico de G.

Se S for minimal, o teorema estara provado. Caso contrario, assumamos
que U seja minimal. Desde que, U é critico, entao U € F e pela definicao de
S segue que S C U, o que contradiz que U nao é minimal e o teorema esta
provado. O

A existéncia do conjunto critico minimal S dado pelo teorema 7.6.1 acima,
nao implica que S seja unico. Contudo algumas condigdes adicionais condu-
zem a unicidade, o qual é dado pelo seguinte corolario.

Corolario 7.5.1 Sob as hipdtese do teorema. Se A possuir um inico con-
junto critico mdximal contendo a todos os outros, entdo existe um inico
critico mintmal contido em todos os outros criticos de G.

Dem.

Desde que, A é finito, também todos os subconjuntos de A sao finitos e
seja S o conjunto critico maximal.

Se I' é uma familia de subconjuntos criticos de (G, entao pelo lema 3.3.4
e conjuntamente com o teorema 7.6.1, segue que os conjuntos

Xo= ﬂ Xel;= U X
XeF XeF
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sao criticos minimal e maximal, respectivamente de (G e o corolario esta pro-
vado. O

Teorema 7.5.2 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido aumentdvel e X
um subconjunto nao vazio de A.

Se X € um conjunto critico minimal de G, entdo para cada y € T'(X)
existem pelo menos dois elementos (distintos) s et de X tal que sy,ty € E.

Dem.
Desde que, G é aumentavel e X é critico temos def(G) = | X|—|['(X)| > 0.

Por absurdo, assumamos que exista um elemento b de I'(X) tal que o
vértice b seja exatamente tnico estremo da aresta e (isto é, e = (a,b)), a
qual incidente no vértice a de X, em outras palavras b é o unico vértice (ou
vizinho) adjacente de a em G, portanto I'({a}) = {b}. De onde a remogao do
vértice a conjuntamente a unica aresta incidente e, nao altera a deficiéncia
de G, (pelo principio de inclusao e exclusdao) ou seja que

def(X) =def(G) = | X| — [T'(X)|
= |X| -1 - (I'(X)| - 1)
=|X —a| - [I(X —a)|
=def(X — a).

De onde resulta que, X — a é um conjunto critico de G' e desde que,
X —a C X, o conjunto X nao pode ser conjunto critico minimal, o qual é
uma contradigio, isto se deve ao admitir que existe um elemento b de I'(X)
com grau um. Por conseguinte cada vértice ¢ de I'(X) tem grau pelo menos
2,1.e. dg(t) > 2 em G, e o qual completa a demonstragao do teorema. O

7.6 Grafos 6— Reduzidos, Gg
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Definigao 7.6.1 Seja o grafo bipartido G = (AU B, E) com def(G) =6 > 0
e o subconjunto critico minimal S C A de G que contém § vértices nao sa-
turados por matching mdzimo de G. O grafo denotado por G« e definido
como Gs» = (AsU B, E5) = G — {a1,...,as} (onde As = A—{a1,...,as5} e
Es = E — {conjunto de arestas incidentes nos § vértices de A}) chama-se o
grafo 6-reduzido de G se, G+ verifica o teorema de Hall, e 0 matching com-
pleto de As em B (em Gg. ), denotado por Ms é chamado matching interior
de G.

Um grafo bipartido H é chamado grafo 6-reduzido, se H for isomorfo a
G&t-

Um grafo bipartido G' é chamado completo se, existem os grafos G5 e G-
tal que, Gs- C G C Gs.

A seguir trataremos quando um grafo bipartido com deficiéncia positiva
contém um subgrafo cuja deficiéncia é menor pelo menos em uma unidade
da deficiéncia do grafo dado, mas antes provaremos o seguinte

Teorema 7.6.1 Seja G = (AUB, E) um grafo bipartido e S um subconjunto
ndo vazio de A.

Se S for um inico critico minimal ¢ S = A — S um conjunto sem de-
ficiéncia, entdo o conjunto S — a € critico minimal de G — a se, a € S.

Dem.

Para algum a € A o subconjunto S — a ndo consequentemente sera critico
no grafo G —a = ((A — a) U B, E). Pois a € A nao implica que a € S.
Na hipotese que S — a seja critico, entdo segue do fato que S é tnico e o
conjunto S é sem deficiéncia positiva, que o conjunto S — a é critico minimal
e unico no grafo G — a.

Se S — a nao for unico, e seja U conjunto critico minimal de G — a.
Consideremos (S —a) U # 0, entéo pelo lema 4.2.5, o conjunto (S —a)NU
¢é também critico. Se (S —a)NU C (S — a), entdo (S — a)NU é minimal, o
qual contradiz a S — a minimal, portanto deve ser (S —a)\U = S — a, de
onde S —a =U.

Agora, se for (S —a)NU = 0. Deonde UC S—aecomo S—a C S

temos que S C S — a.
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Do fato que os conjuntos U e S estao contidos no mesmo conjunto S — a
e pela hipotesis def(.S) < 0, entdo concluimos que U € S.

Por outro lado se ocorrer S ¢ U C § — a,entdao S —a C Ue por conse-
guinte a € U.

Sendo os conjuntos S — a e U disjuntos entdo U = {a} ou U = {a} UT,

onde T'= {x € A/z ¢ S} é algum subconjunto de S.
Se for U = {a}, entao def(U) = 0 o qual é impossivel.

Agora, consideremos o conjunto U = {a} T e pela definico de deficiéncia
do conjunto temos

0 <def(U)=def(U)=1+|T|—|I'(a)| — |T(T)| + |T(a ﬂF(T
ou seja que,

def(T) = def(U) +IT(a)| - [T(a) \T(T)| 1.
Desde que, I'(a) N I'(T') = 0, concluimos que def(T") = def(U) > 0, o qual

é impossivel pois, def(S) < 0. Por conseguinte o conjunto critico minimal
S — a é unico e o teorema esta provado .0

O seguinte teorema garante, que um grafo bipartido com deficiéncia é§ > 0,
possui um subgrafo com deficiéncia igual a 6 — 1 se o vértice removido per-
tence ao inico conjunto critico minimal.

Teorema 7.6.2 Seja o grafo bipartido G = (AU B, E), com def(G) =6 >0
e a um vértice de A.

Se S for um inico conjunto critico minimal de A, entdo a deficiéncia do
grafo Gy = G —a € menor em uma unidade de 6 se a € S e o conjunto S —a
€ critico no G1. No outro caso § € inalterdvel.

Dem.

Pela hipétese temos |S| — [(S)| = 6. E evidente que a deficiéncia dos
grafos G e G; = G — a, permanecem inalterados se a € S, pois S =S —ae
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I'(S) = I'(S — a).

Agora, suponhamos que o vértice a € S. Sendo S — a critico no grafo
G1 = ((A—a)U B, E), entao

def(G1) = def(S — a) = |S| = [T(S)| + |T'(a) — [T(S — a) N I'(a) — 1.
Desde que,
[[(S—a)Na]l CT(S—a)NT(a) CT(a),

segue-se que |['(a) — [I'(S — a)NTI'(a)| = 0. Concluimos que def(G,) = 6§ — 1,
e o teorema esta demonstrado .0

Corolario 7.6.1 Sob a hipdtese do teorema 7.6.2, seja o grafo bipartido G =
(AU B, E) com def(G) = 6 > 0 e S tnico conjunto critico minimal de G
e S =A—S o conjunto sem deficiéncia, entio a deficiéncia do grafo G; =
G — {a1,az,...,a;} € menor em i unidades que o § se {a;,as,...,a;} C S,
i.6., defG; =defG — {ay,aq,...,a;} =6 —1.

A demonstragao é uma repeticao do argumento do teorema 7.6.2, .0

7.7 Vértices Copiaveis

Definigao 7.7.1 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, F) e suponha
que exite algum subconjunto de vértices S de A tal que def(S) =def(G) = 6 >
0.

Um vértice t em G € copiavel se para algum inteiro positivo k existe
uma aplicagao bijetiva ¢ : N(1) NS — t U {k vértices cdpias de t} (com
N(t)NnS # 0 e tal correspondéncia biunivoca € estabelecida por algumas
arestas de G e pelas arestas incidentes em G. Uma aresta e € incidente em
G, se e ¢ E(G) e pelo menos um dos seus extremos € uma copia de algum
vértice de G.

Exemplo 7.7.1 Seja N(t)N S = {z1,...,2,} para algum S critico de G)
e o conjunto t U {s — 1 cdpias de t} = {t,t',...,t°"'}, entdo as arestas
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ts—l

2t et i ey , sdo inctdentes em (G, enquanto a aresta x,& nao €

incidente em G.

Lema 7.7.1 Todo grafo bipartido aumentado possui duas classes de arestas,

uma formada pelas arestas do bigrafo dado G e a outra formada pelas arestas
incidentes em G.

Dem.

Seja Gs—aumentado do grafo bipartido de G = (A U B, E), entao existe
pelo menos um X C A tal que |X| > |['(X)|. Sem perda da generalidade
podemos admitir que existe exatamente o unico conjunto critico X de G. Se
os é vértices de X sao adjacentes ao vértice y de B, entao pelo teorema 7.8.1,
exite pelo menos é — 1 cépias de y e tal que os conjuntos X e [(X)U Y’ (Y’
denota o conjunto das § — 1 cépias de y) sao equicardinais, logo temos uma
familia s com § — 1 arestas incidentes em G.

Consequéntemente G5 tém como classes de arestas £ (de G) e Es e o
lema esta demonstrado. O

Teorema 7.7.1 Seja G = (AU B, E) o grafo bipartido com deficiéncia
def(G) = 6 > 0.

Suponhamos que existe um inico conjunto critico minimal S de G tal
que S = A— S € sem deficiéncia. Entao existe pelo menos |I'(S)| vértices
copidveis em G.

Dem.

Desde que, |S| — 6 > 0 (onde def(G) = |S| — [I'(S)| = ¢), podemos
considerar o conjunto I'(S) = {t1,ts,...,t,}. Pelo teorema 7.6.2, dg(t;) >
21 =1,n e dai as vizinhancas N(t;) para cada indice i = 1,n interceptam a
S.

Agora, pelo teorema 7.2.1, podemos cobrir a S com uma familia de con-
juntos disjuntos dois a dois, S = |, Y;. (A familia {Y;/: = T,n} é obtida a
partir de {N(¢;) N S; ¢ = 1,n}, quando os membros desta familia nao foram
disjuntos dois a dois).

Tomemos |Yi| — 1 cépias do vértice t;, |Y,| — 1 cdpias do vértice t5, assim
por diante até que finalmente o vértice ¢, é copiado |Y,| — 1 vezes.
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Para cada indice fixado j = 1,2,...,n, denotemos por t}y’]_l o conjunto
formado pelos |Y;| — 1 copias de vértice ¢; isto é,

Y.l—
B k= LY — 1) =

[¥;]-1
st }

e a demonstragao do teorema esta completa. O

7.8 A Emsténcia do Grafo 6—aumentado

Teorema 7.8.1 Seja G = (AUB, E) um bigrafo conezo com def(G) = § > 0.
Se S € um unico conjunto critico minimal tal que S é sem deficiéncia,
entdo existe um conjunto W para o qual ha uma aplicagdo bijetiva do conjunto
QUW sobre A (onde QQ € um subconjunto de B contendo T'(S)).
Além disso, o grafo H = (AUQU W, EU E') (onde E' € o conjunto de
arestas coptias) € o grafo 6-aumentado de G, ou seja que, H = Gj.

Dem.

Pela hipétese, para o I'(S) = {ti,%2,...,t,}, podemos escrever S =
", Y:, onde os Y; sao obtidos como no teorema anterior.
Escolhemos z; de Y; tal que existe (z;,¢;) € E, e dai ha uma corres-
pondéncia biunivoca entre os conjuntos {z1,z2,...,Z.} € {t1,t2,...,t,}.

Como, S = L, Y;, entao obtemos,
15| —n = EL, Y - {z:}| = L, Vi - n
= (Ih] —1) +(¥a] —1) +.. .o+ (V5] — 1)

Yi]-1 [Y2]-2
1 2

=il |+ [t |+ ...+ |t"]=1], em outras palavras
N Yn— A
|81 i, Zanimas tnd i (R B 2GS et TR

Consideremos o conjunto W formado pelas |Y;| — 1 cépias de y;, para
i = 1,n, ou seja que,

W =Pttty gl
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Desde que, S é sem deficiéncia, entiao existe um subconjunto de vértices
D C B, tal que S e D estao em correspondéncia biunivoca i.é., |S| = |D| e
temos que

Al = S| + |5 — {21, 22,..., 20} + {21,22,...,20}] = |D| + W] +
{t1,22,...,ta}|-

Pondo @ = D U {ty,ts,...,t,} C B, e temos uma bijegao entre os con-
juntos A e Q U W, e concluimos que os conjuntos A e Q UW tem o mesmo
numero de elementos.

A partir da construcao do conjunto Q UW obtem-se o grafo H = (AUQU
W, EUE') onde E’ é conjunto de J, |Y;| ou seja que, H é grafo §—aumentado
de G e H = (G5 e a demonstragao do teorema esta completa. O

Corolario 7.8.1 Todo grafo bipartido desconezo G = (AUB, E) com def(G) =
d > 0, admite o grafo 6—aumentado, Gs.

Dem.
Basta aplicar o teorema 7.9.1, na componente com deficiéncia positiva de G.
a

7.9 G-Comportamento de Matchings, Transverais e

Fluzos

A busca de um matching maximo, fluxo maximo e da base do matréide
transversal em um grafo bipartido arbitrario, sao problemas equivalentes e
consequéntemente eles possuem um G-comportamento no grafo G, onde § é
deficiéncia de algum bigrafo G.

Teorema 7.9.1 (Teorema G-comportamento) Se G = (AUB, E) € um grafo
bipartido arbitrdrio, entdo as sequintes afirmagées sdo equivalentes:

i) G possui um matching M com tamanho |A|,

i) existe um fluzo mdzimo ¢ com valor igual a |A|,
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1i1) existe um matroide transversal sobre A, com a base de cardinalidade
igual ao valor do fluro mazimo .

Dem.

A partir do teorema 6.1.1 podemos considerar o grafo bipartido dado
G = (AUB, E) identificado com uma rede e um sistema, i.é., G = A(I) = N.

Primeiramente admita-se G sem deficiéncia.
i) implica ii).

Se M é um matching de tamanho |A| entao conjuntamente com o pro-
cesso da demonstracao alternativa via fluxos do teorema de Hall, exite um
fluxo maximo de tamanho |A|.

i1) implica iii).

A existéncia de fluxo maximo como valor |A|, acarreta a existéncia de
um corte minimo ¢(P,P) = |A| (na rede NV'), de onde |X| < |['(X)| para
todo X C A, em particular para cada subconjunto S fixado de A, verifica-se
|U| < |I'(U)| YU € S. Logo, conjuntamente com os teorema 3.3.4 e 5.7.1,
exite um matroide sobre A, cujos conjuntos independentes sao os subcon-
juntos de A que interseptam algum matching de G. Mas, cada um destes
subconjuntos de A sao as transversais parciais de de algum sistema S, e o
transversal maximal tem cardinalidade de A, ou seja, A é o conjunto de dis-
tintos representativos do sistema. Por outro lado, o conjunto A resulta ser
uma base para o matréide, e dai |A| é o rank do matréide deste matrdide
transversal.

ii1) implica 1).

Se X é uma base de um matréide transversal sobre o conjunto A, con-
juntamente com o teorema (de equicardinalidade de matching e transversal
parcial) implica que que existe um matching de tamanho |X|. A partir da

hipdtese GG é sem deficiéncia segue que o matching é completo de A em B.

Agora, finalmente se, G for um grafo bipartido com deficiéncia positiva,
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entao pelo teorema 7.9.1, G possui o grafo G5 — aumentado e G5 verifica o
teorema de casamento de Hall e porconseguinte o problema reduz-se ao caso
anterior, e a demonstracao do teorema esta completa. O
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Capitulo 8

Conclusoes

Em vista de que, a um grafo bipartido dado G fica associado uma relagao
binaria, corresponde um sistema e também uma rede, portanto podemos es-
crever pelo principio de abuso de notagao na forma: G = R = A = N.
Expressao que facilitou o caminho do desenvolvimento de nossa meta pro-
posta. Em particular, a demonstracao alternativa de Edmonds-Fulkerson, foi
simples e elegante, gracas a esta obsrvacgao.

Por outro lado, a colocagao e a demonstragao do teorema de tipo Hall
nés provindenciu uma informagao valiosa, no sentido de que ha pelo menos
um subconjunto de A, o qual esta em correspondéncia biunivoca com algum
subconjunto de B, e que esta correspondéncia é estabelecida por uma familia
de arestas independentes de tamanho conhecido, o qual mais tarde foi rela-
cionado com os conjuntos independentes de um matrdide transversal.

O teorema 6.4.1 trata da equicardinalidade dos matchings e transversais
em um grafo bipartido dado, pelo uso dos teoremas de Rado e de Edmonds-
Fulkerson, além do teorema de tipo Hall e o teorema 7.10.1, apresenta uma
caracterizacao do comportamento desde o ponto de vista da existéncia e
equicardinalidade que oferecem os matchings de tamanho v(G), os matréides
transversais de rank r e os fluxos maximais ¢ com valor v(¢), sobre o bigrafo
(s, onde 6 € a deficiéncia de algum grafo bipartido nao trivial G.

Contudo ha muitas questoes abertas:
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i) Exite uma demonstracao simples, para o teorema 6.5.1

ii) Que relacao ha entre os transversais de tamanho k e as k-combinagoes,
sobre um conjunto fundamental de n elementos.

ii1) Conhecido o grafo G5, como obtermos a grafo (dado) G.

iv) Como extender o teorema (G-comportamento para os grafos nao bi-
partidos.
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Apéndice A

Algumas Similitudes Entre
Vértice e Aresta

A continuagao mencionamos algumas similitudes que ha entre vértice e
aresta em um grafo arbitrario G, no sentido que o vértice possui propriedade
( ou definigao ) P, e dizemos o vértice-P em (G, e similarmente é possivel
aresta possuir propriedade ( ou definigdao ) P, e dizemos a aresta-P em G.
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Vértice

Aresta

- Defina-se grau de um vértice.

- Defina-se adjacéncia de vértices.
- Defina-se vértice isolado.

- Defina-se que um vértice domina
outro.

- Defina-se vizinhanc¢a de vértice.

- Defina-se coloragao-vértice.

- Defina-se remoc¢do de vértice.

- Defina-se separagdo de vértice.

- Defina-se vértice corte.

- Defina-se vértice-cobrimento.

- Defina-se conj. vértices indepen.

- Defina-se caminhos disjuntos vért.

- Defina-se isomorfismo-vértice.
- Defina-se Fsp. vetorial vértice.
- Defina-se passeio de vértices
distintos ( Grafo de Euler).

- Defina-se versao-vértice do
teorema de Menger.

Se define o grau de uma aresta.
Se define adjacencia de arestas.

Se define aresta isolada.

Se define que uma aresta
domina outra, vide [34]

Se define a vizinhanga de

uma aresta, vide [90].

Se define coloragao-aresta.

Se define remocao de aresta.

Se define da separagao de aresta.
Se define aresta corte.

Se define aresta-cobrimento.

Se define conj. arestas indepen.

Se define caminhos disjuntos aresta.

Se define isomorfismo-aresta.
Se define esp. vetorial aresta.

Se define passeio de aresta
distintas (Grafo de Hamilton).

Se define versao-aresta

Tabela A.1: Similitudes
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