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Resumo da Dissertação

Os problemas clássicos de determinar o fluxo e matching máximos em gra­
fos bipartidos arbitrários, foram tratados em particular por Ford­Fulkerson
[33] e Kônig [49], respectivamente e uma classe de matróide transversal foi
introduzido por Rado [80]. Edmonds e Fulkerson [31], tem demonstrado que
o matróide matching abstratamente é o mesmo que o transversal, quando o
grafo considerado for um bigrafo. Nesta dissertação apresenta­se uma solução
para o seguinte problema: Dado um grafo bipartido GG e um inteiro não ne­
gativo 6, quantas arestas precisam­se ser adicionadas (ou diminuídas) a G tal
que, o grafo aumentado (ou reduzido) Gs (resp. Gs+) possue deficiência 6. E
para que valores de ó, o grafo Gs; é munido de matching ou fluxo ou trans­
versal, tal que, os três entes possuem um G­comportamento no Gs. Usamos
a expressão (7­comportamento para significar que se existe um deles, então
as três terminologias existem e possuem o mesmo tamanho (ou valor ou o
rank do matróide).

Na literatura, existe uma caracterização para os grafos G; para ó = O, é
o relevante teorema de casamento de Hall. Um resultado equivalente a este
teorema de Hall é apresentado no sexto capítulo deste trabalho. Também
estuda­se os comportamentos dos matchings e transversais no bigrafo G.
À existência de um deles, implica a existência do outro do mesmo tama­
nho (ou rank do matróide transversal), e enuncia­se o teorema: Se G é
um bígrafo, então G tem um matching de tamanho s se, e so­
mente se, (7 possuir uma transversal de tamanho s. Resultado que
tem sua origem nos trabalhos de Rado e de Edmonds­Fulkerson, como tem
influenciado também os teoremas de Hall­Ore e de tipo Hall. O teorema
de Hall­Ore, é uma variante da generalização do teorema de casamento, ob­
tido por Ore, o qual visa uma condição necessária e suficiente para um sis­
tema possuir uma transversal parcial de certo tamanho, isto é, um sistema
A = (AJ/u E U) possui uma transversal parcial de tamanho t se, e somente
se, | U;jex A:il > |K|+t— |U|. Paralelo a este teorema, é o seguinte resultado,
conhecido como o tipo Hall: Um bígrafo possui matching de tamanho
s se, e somente se, |I[(X)| > |[(X| +s—|A|; VXK C A, e apresenta­se uma
demonstração completa do mesmo, e defina­se a deficiência de um bígrafo
via arestas e usando esta definição obtem­se uma nova alternativa para o
teorema de Hall: Um grafo bipartido G = (AU B,E) tem matching

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



completo de A em B se, e somente se, (7 possui um fator H com
defº(H) =

Agora, admita­se o fato que o grafo bipartido dado G = (AU B, E) pode
ser interpretado como um sistema (associado A) ou representa uma rede (as­
sociada N/) e pelo abuso de notação escreve­se G = A = NM. Consegue­se
que se, a deficiência de (7 for positiva, o problema em questão, trata do
número mínimo de arestas que precisam ser adicionadas a (GG, para obter­se
um bígrafo sem deficiência e o grafo GG resulta ser um subgrafo própio (ou iso­
morfo a algum subgrafo próprio) deste novo grafo denomindo 6 ­aumentado
Gs. Daí, o resultado interessante obtido neste trabalho, que se M é um
matching máximo de tamanho v(Gs), Mr = (A,F) um matróide trans­
versal com rank r = r(Mr) e é um fluxo viável com valor máximo v no
Gs, então v = r(Mr) = v(Gs), expressão conhecida como o teorema G­
comportamento.
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Abstract of the Dissertation

The classic problems in determining the maximum flux and matching
in arbitrary bipartite graphs were particulary studied by Ford­Fulkerson [33]
and Kônig [39] respectively and a class of matroid transversal was introduced
by Rado [80]. Edmonds and Fulkerson have shown that the matroid mat­
ching abstractly is like the transversal when the graph is a bipartite. In this
dissertation we will study in details the solution for the following problem:
Given a bigraph G and a non­negative integer ó, how many edges need to be
added (or diminished) to GG so that the increased (or reduced) bigraph G;s
(resp. Gs+) has a deficiency 6. An so that the value of ó the bigraph G is
supplied with the concepts of matching and flux (for the existence of the mat­
ching matroid means the existence of the transversal and vice­verse) so that
the three beings have the same behavior in Gs; we will us the G— behavior
expression to mean that the three terminologies have the same size or rank.

The proposed subject is far from the extendible graphs problem which
are developed upon the arbitrary graphs and it's theorically considered that
the given graphs own some perefect matching, therefore the study of the
behavior of the matching, transversal and flux terminologies in not the same
as the goals of the class of n­extendible graphs.

In the literature there is a caracterization for the Gs graphs being ó = O,
which is one of the relevante works by Hall. A similar result as Hall's is
shown in the sixth chapter of this work.

If G is a bigraph, then G has s size matching 1f, and only if, G has trans­
versal matroid with rank s. This result has its origins in the works by Rado
and Edmonds­Fulkerson as they have also influenced the Hall­Ore theorem
and the Hall type. The Hall­Ore theorem is a variation of the generalization
of the wedding theorem, obtained by Ore, which has in view a sufficient and
necessary condition for the system has partial transversal of a certain size,
that is, that a system A = (A, /u E U) has an t sized partial transversal if,
and only if, | Ujex A;| > |K]| +t — U. Parallel to this theorem, following is
resulted, known as the type of the Hal theorem: À bigraph has an s sized
matching if, and only if, |[[(X) > |[X|+s—|A|l; VX C A, and a complete
demonstration of it is shown and we define a bigraph deficiency via edges
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and using this definition a new alternative for the Hall's theorem as follows:
A bipartite graph G = (AU B, E) has à complete matching of A in B if, and
only if, G possess an H factor with defº(H) = O.

Now, is based on the fact that a given G = (AU B, E) can be interpreted
as a system (associated A) or represents a network (associated N) and by the
abuse of notation is written G = A = NM. If the deficiency in G is positive,
the problem in question is about the minimum number of edges that need to
be added to & in order to get a bigraph with no deficiency and as to the gi­
ven (7 graph ends up being a proper subgraph (or isomorphic to some proper
subgraph) of this new ó­augmented graph Gs. So the graph that is obtai­
ned, besides verifying the Hall's theorem, holds the three items: matching,
matroid and flux, which have the G— behavior of being equicardinais, that
is, if M is a maximum matching v(G;s) size, Mr = (A,7) a transversal ma­
troid with rank r = r(Mr) and é a feasible lux with maximum value v in Gs,
then v = r(Mr) = v(Gs), expression known under the G­behavior theorem.
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Introdução e Terminalogia

A dissertação se compõe de duas partes, na primeira apresentamos uma
revisão mais ampla possível sobre algumas definições e terminalogias como
alguns resultados clássicos e recentes, visando as teorias de grafos, dígrafos,
redes e matróides, dando o suporte a segunda parte.

As definições que foram esquecidas sobre os conceitos do grafo­teórico,
digrafos e matróides e as quais são mencionados no presente trabalho, po­
dem ser encontradas nas referências: [9], [13], [15], [16], [55], [67], [72], [82],
[83], [91], [96], [102], [107], [113] e [119].

Na forma específica, os resultados de algumas classes de grafos e dos
matróides gráficos, são fundamentais para as intensões deste trabalho no
propósito de encontrar a maneira de munir um grafo (7 os conceitos de mat­
chings, fluxos e matróides transversais e obter uma conclusão de que os as­
suntos em questão, abstratamente tem os mesmos comportamentos. Nas
últimas décadas tem­se desenvolvido novas definições e muitos resultados
desde o ponto de vista teórico e como também a elaboração de novos algorit­
mos, seja em forma intrínseca ou visando algum relacionamento entre estes
tópicos em conexão com outros resultados.

Aqui citamos alguns textos principais e uma visão geral dos artigos, os
quais também contém uma estensã bibliográfica.

Para a teoria dos matchings em grafos arbitrários e bipartidos, vide as
referências: [2], [29], [Vol. Parte I, Pág. 179­232; [36] |, [53], [54], [Caps.
1, 3, 4, 5 e 6 [55]], [64], [66], [77], [78], [85] e [Cap. 2, 2.4 [125]]. Para um
estudo dos matchings e a medida de Haar, vide referência [Vol II. Parte IV,
p. 2039­2082; [36]].

Para os grafos orientados, vide as referências: [6], [Cap. 10 [15]], [40] e
[60].

Para os matróides, em particular para os matróides gráficos, vide as re­
ferências: [11], [Vol. Parte 1, Págs. 481­527; [36]], [41], [53], [68],[69], [70],
[71], [Caps. 1, 2,3, 4,5 e 12 [72]], [89], [94], [95], [96], [100], [107], [116] e
[117].

Para a teoria das redes de tránsito ou de fluxos, vide as referências: [12],
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[Cap. 11, [15]], [Cap. III, [16]], [28], [33], [35], [Vol. Parte 1, Págs.111­178;
[36]], [43], [Cap. 2 [55]], [87], [97] e [123].

Para a teoria das transversais, vide referências: [61], [62] e [63].

Através desta dissertação indicaremos a completa ou ausência de uma
demonstração pelo símbolo O.

Listam­se as notações que serão usadas com mais frequência nesta dis­
sertação, entretanto outras terminalogias aparecem no contexto:

subconjunto de
subconjunto próprio de
união

interseção
a cardinalidade do conjunto X

diferença de dois conjuntos (não é necessáriamente B C A).
para todo x
aplica a

se, e somente se,
equivalente

conjunto de inteiros não negativos (positivos)
i tomando valores de 1 até n

aresta ligando os vértices u e v
subgrafo induzido (ou gerado) por S
complemento do grafo G
remoção do vértice v e as arestas que cobrem v

G—­e remoção da aresta e
Gje contração atravéz da aresta e
(AU B, E) grafo bipartido com conj. de vértices A e B
x(G) (x(G)) núm. cromático vértice (aresta) de G
X<M conj. vértices X intersepta M ou X €& V(M)
D(G) dígrafo (associado) com grafo fundamental G
(5; A(Z)) sistema (ou família)
ND) rede (associada) com dígrafo fundamental D
(x) (É(z)) fluxo que entra (sai) no x
ví) valor do fluxo 4 na rede À/
S(M) conj. fundamental do matróide M
Unm,k matróide uniforme sobre m­conjunto e rank(Umx) = k.
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Esta segunda parte é constituida pelos dois últimos capítulos, seis e sete,
os quais contêm o desenvolvimento da nossa meta principal. Os detalhes das
exposições tentaram obedecer a seguinte sequência:

a) Além de apresentarmos uma demonstração alternativa do teorema de
Edmonds e Fulkerson, obtemos um enunciado equivalente ao teorema de Hall,
seguido de uma prova completa em detalhes do mesmo.

b) Além do estudo sobre o comportamento dos matchings e transversais
em um grafo bipartido, é introduzido a noção da deficiência via arestas de
um bígrafo, e enunciamos um resultado alternativo do teorema de casamento
de Hall.

c) Introdução dos grafos bipartidos 6 aumentados como uma extensão
minimal dos grafos bipartidos com deficiência 6 > 0. O termo minimal
é no sentido de ser o menor e único grafo que verifica o teorema de Hall
(salvo o isomorfismo), e tal que o grafo dado é um subgrafo próprio deste
ó—aumentado. O conjunto de arestas deste novo grafo está formado pelas
duas classes arestas, originais e cópias. Nestas situações o grafo dado, com
deficiência positiva, é chamado ó— reduzido e cada matching máximo deste é
parcial para o grafo Gr.

d) Para os matchings no bígrafo G, o tamanho do matching máximo é
igual à cardinalidade de algum subconjunto X de A, e como X possui ele­
mentos distintos, ou seja, X é um conjunto representativo distinto de algum
sistema associado ao sub­bígrafo de G&, conclui que X é um conjunto inde­
pendente (base) de um matróide sobre A.

e) E finalmente, o tamanho do matching máximo é igual à capacidade de
um corte mínimo no bigrafo Gs, o qual é o valor do fluxo máximo.

E um apêndice, contendo uma lista de algumas similitudes que oferecem
os vértices e arestas de um grafo arbitrário.
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Alguns Resultados Clássicos e
Recentes
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Capítulo 1

Teoria Dos Grafos

1.1 Conjuntos

Sejam A, B e C três conjuntos finitos arbitrários. As três leis de trans­
formações chamadas dualidade
a) Cada U substituir por Nl e cada N| substituir por U
b) 0 substuir por À e À substuir por 0
c) Cada € substituir por O e cada D substituir por C.

Exemplo 1.1.1 AUB = ANB e seu dual ANB= AUB(X é o comple­
mento de X ) são as leis de D'Morgan.

A diferência de A e B é denotado por A—B é definido por A—­B = ANB,
significa o conjunto formado por todos os elementos de À que não pertencem
a DB. tem­se as seguintes propriedades:

P1) (AUB)NC = AUBU O) é equivalenteà (A— B)—­ C = A­(BUC) =
A­B—C

P2) A­(B— C)=(A­ B)U(ANB)
P3) Se AC B então |B— A| = |[B| — | A].
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Teorema 1.1.1 (Teorema de equivalência) Dados dois conjuntos. Se cada
conjunto é equivalente a um subconjunto de outro, então os dois conjuntos
são equivalentes.

À primeira demonstração pertence a F. Bernstein, para o qual ele intro­
duziu o seguinte resultado: “ Se f aplica Aem B e f' de Bem A, então
existe uma aplicação de A sobre B ”. Para uma reformulação deste teorema
de Bernstein, vide matróides bígrafos, e também vide [Cap. 7 [9]].

Seja A = (A;)? uma coleção finita de subconjuntos de um conjunto fun­
damental X. Então A é independente se, para cada conjunto de índices
J E (1,...,n) (incluindo o conjunto vazio) C(A, J) = Nie] AdNfNigsAi É O.
Para mais detalhes, vide referência [65].

1.2 Grafos e Subgrafos

Formalmente um grafo G é um par ordenado de conjunos G = (V, E),
onde V é um conjunto não vazio de pontos, chamado vértices e E é um con­
junto de pares de elementos não ordenados de V chamado arestas , isto é,

EC ( 5 ) , onde ( ) denota uma coleção de dois elementos do conjunto
Se G é um grafo, V(G) e E(G), denotarão os conjuntos de vértices e ares­

tas de G, respectivamente. Os números (cardinalidade) |V(G)| e |E(G)|, são
denominados ordem e tamanho respectivamente do grafo G. O termo ta­
manho também será usado para qualquer subconjunto de arestas de G.

Usaremos v € (7 para indicar que v € V(G). Denotaremos por uv, a aresta
identificada pelos vértices distintos u e v, ou por qualquer letra, por exemplo
e=uv,euevsão os ertremos de e e escrevemos u,v € e. Também uma
aresta e é definida como uma combinação de dois elementos, 1.é, e = fu,vu).

Dois vértices u,v E G, são adjacentes, se existe uma aresta e que os liga,
ou seja e = uv. Por conseguinte, dizemos que a aresta e = uv, incide (ou
cobre) nos vértices u e v, e os vértices u e vu são incidentes (ou cobertos por)
com e.

E usual representar os grafos através de traçados ou desenhos, denomi­
nados diagramas. Consequêntemente, poderemos referirmos a um grafo pelo

3
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diagrama associado. Sem dúvida haverá mais que um digrama representando
o mesmo grafo.

Como se definiu vértices adjacentes, dizemos que duas arestas são adja­
centes, se elas possuim um vértice em comum. Em outras palavras, um par
de arestas distintas e = (1,y) e w = fu,v) de um grafo G = (V(G), E(G))
são adjacentes em G, se eN w é um conjunto unitário, ( e e w incidem em
um vértice comum ). Caso contrário as arestas e e w são independentes. Há
muitas similitudes que se conservam entre o vértice e a aresta, em um grafo,
vide apêndice.

Um grafo G é simples, se G não possui laços (laço é uma aresta com
extremos idénticos) e cada par de vértices distintos são ligados no máximo
por uma aresta.

Um grafo G é multigrafo, se G não possui laços, mas sim cada par de
vértices podem estar ligados por mais de uma aresta.

Um grafo G é finito, se os conjuntos de vértices V(G) e arestas E(G) são
finitos. Nesta dissertação todos os grafos serão finitos, e geralmente conside­
raremos grafos simples.

Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)). Desde que, cada vértice v de
G, é o extremo de pelo menos de uma aresta de (7. Se denotarmos por de(v)
o número total de arestas que incidem em v, que na verdade dg é uma função
(com respeito a G) de V(G) em N tal que a cada v de V(G), dg associa com
um inteiro não negativo dg(v), chamado o grau do vértice v de G, (também
vide f—fator).

Para cada vértice x € V(G), o conjunto N(z) = (y € V(G)/xy € E(G)),
é uma vizinhança aberta de x em G, e sua cardinalidade é o grau de r, L.é.,
de(z) = d(z) = |N(0)|.

A vinhança fechada do vértice x no grafo G, é definido como N[x] =
Ní(r)UÍfr). Se A E V(G), a vizinhança aberta (ou fechada) de À é dado por
N(A) = Usea N(a) (resp. NIA] = N(A)U A).

|

À não vizinhança aberta do vértice r em G, denotada por Ne(rx), é dada
por Ne(r) = N(G) — Ne(x) — x, e usando a propriedade Pl podemos escre­
ver Ne(zx) = N(G) — Nealz).

Um vértice x de um grafo G, é ínpar (ou par) se, o grau de x, de(rx), for

4
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ímpar (ou par).

O grau mínino e márimo do grafo G, denatado por 6(G) = Se A(G) = À
são dados por 6(G) = min fde(x)/x € V(G)), e A(G) = max fde(x)/z E
V(G)), respectivamente.

O grafo G é r­regular se, e somente se, 6(G) = A(G) = rr.

Um vértice u é chamado menor, se de(u) = 6(G), analogamente, o vértice
v é chamado maior, se de(v) = A(G). Um vértice z E V(G) é isolado se,
N((a)) =.

md
Um grafo . simples Leeada par de vértices distintos são adjacentes, é

chamado grafo completo. Alternativamente, um grafo G com n vértices, é
completo se, e somente se, da(r) = n — 1 para cada vértice x € V(G). Um
grafo completo de ordem n, se denota por K,.

Exemplo 1.2.1 Alguns grafos completos: 1) um vértice isolado, ii) um seg­
mento (ou uma folha) [a,b], é uma cópia de Kao, ti) um triângulo, é uma
copia de K3 e iv) um quadrilátero com suas duas diagonais, é uma copia de
Ka.

Dois grafos G = (V(G), E(G)) e H = (V(H), E(H)) são isomorfos se,
existe uma bijeção entre V(G) e V(H) preservando a relação de arestas.

Exite o isomorfismo (generalizado), devido a Whitney [122] sob o nome
g­isomorfismo e uma caracterização é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2.1 Sejam os grafos G e H sem vértices isolados. Se existe uma
correspondência biunívoca entre as arestas dos dois grafos tais que os circui­
tos se correspondem em circuitos, então os grafos G e H são 2­isomorfos.

Um grafo H = (V(H), E(H)) é um subgrafo de G, (escrevemos H € G),
se VIH) E V(G) e E(H) € E(G). Se for V(H) C V(G) ou E(H) Cc E(G),
então H é dito próprio e escrevemos H C G.

Um subgrafo H = (V(H), E(H)) de G é chamado um subgrafo gerador
de G, se V(H) = V(G).
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Um k— fator de G é um subgrafo gerador F' de G tal que F é k—regular.

Exemplo 1.2.2 Para k = 1, um I­fator (ou matching perfeito) de G, é
um matching de tamanho WO. Pela definição, um 1­fator H de Kn, tem
IV(H)| = 2n vértices e da(v) = 1 para cada v € V(H). Sem perda da
generalidade, sejam x;, yiz 1 = l,n os vértices de Knn, logo para cada
vértice x, há nº vértices adjacentes, se escolhermos y, tal que 11,411 € V(H)
e n1y1 € E(H). Para 12 existem n — 1 vértice adjacentes, escolha y2 tal que
x2,Yy2 E VIH) e x2y2 E E(H), assim por diante e finalmente para x, há um
único vértice yr, tal que rn, yn E V(H) exn,yn E E(H), e H é um 1­fator de
Knn. Portanto pelo principio multiplicativo, n(n — 1)(n — 2)... 2.1 =nl é o
número total de I­fatores de Krn. Também vide seção Grafos n— extendíveis.

Exemplo 1.2.3 Para k = 2, um 2­fator de um grafo G é um subgrafo gera­
dor F de G tal que F é 2­regular. Por conseguinte, um 2­fator de G é uma
coleção de ciclos disjuntos pelo vértice que cobrem todos os vértices de G.

Um grafo G é dito 2­fatorável se, G possui um 2­fator.

Um subgrafo H = (W, F) é um subgrafo induzido pelo vértice (ou gerado

pelo subconjunto de vértices) de G=(VE),se WCVeF=EN ( W ):2

Neste caso referimos a H como G[W], isto é, H = G[W]. Em outras pa­
lavras, um subgrafo induzido (ou gerado) por um subconjunto X & V(G)
é o grafo G[X] com V(G[X]) = X e com conjunto de arestas E(G[X]) =
fírn,y)=eE E(G)/t,yy EX oueC X).

Para F C E(G), denotamos por G[F], o subgrafo induzido pela aresta
ou gerado pelo subconjunto F' de arestas de (, cujo conjunto de arestas é
E(G[F]) = F e o conjunto de vértices é dado por V(G[F]) = (v € V(G)/v €
e para alguma aresta e de F).

Exemplo 1.2.4 Sejam F e H dois subgrafos de um grafo G, a diferença
simétrica de F e H, denotado por FAH, é o subgrafo de G induzido pelo
conjunto de arestas [E(F) U E(H)) — [E(F)N E(H)) = E(F)AE(H), v.é,
FAH = G[E(F)AE(H)|. Além disso se verifica: deaH(v) = de(v) + du(v)
para todo vértice v de G tal que v é V(F)NV(H).

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Consideremos o grafo simples G = (V(G), E(G)). O grafo complemento
de G, denotado por (&, é o grafo simples com o mesmo conjunto de vértices
que GG, e qualquer dois vértices são adjacentes em G se, e somente se, não
são adjacentes em G.

Se H é um subgrafo de GG então o complemento de H em G, denotado por
H é o subgrafo H = (V(H), E(H)) cujo conjunto de vértices V(H) = V(G)
e arestas E(H) = E(G) — E(H).

Um clique ou grafo universal de um grafo simples G é um subconjunto S
de vértices de (7 tal que o subgrafo G[5] é completo. Um clique é maxzimal
no grafo GG, se não está contido estritamente em um outro clique de G.

Um vértice x é simplicial em G se, N(r) é um clique, e y é um vértice
estrelha se, N(yY) = V(G) — (y).

Um coclique de um grafo simples G, é um subconjunto ÓÔ de vértices
de G tal que dois elementos quaisquer de Ó não são adjacentes em G. À
cardinalidade de um coclique máximo é o número coclique de G, denotado
por a(G).

1.3 Cadeia, Trilha, Caminho e Ciclo

As seguintes definições também tem sentido nos digrafos sob alguns cui­
dados quanto à orientação das arestas. Para mais detalhes o interessado pode
consultar, entre outras, as referências [6], [9], [13], [40], [60] e [83].

Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)). Uma cadeia em G é uma
sequência finita alternada de vértices e arestas | = v.ervie2...envn, onde
cada v; é um vértice e cada e; é uma aresta ligando v; ev; Os vértices v,
e vm são os extremos da cadeia ], e dizemos que T liga os vértices v, e vz. O
comprimento da cadeia LT, é o número de arestas que pertencem à cadeia, e
é denotado por €(T).

Uma trilha (alguns autores, denominam caminho) em (, é uma cadeia com
todas as arestas distintas (não necessariamente os vértices são distintos), i.é.,
T = v.êviE2 ... ervr, Cujos termos são vértices e arestas alternadamente, com
e; = vi­1v; (1 <i <r)eas arestas são distintas. T' é fechada se vp, = v,.
Uma trilha é chamada (u,v)­trilha se vy = u ev, =v Uma trilha T é
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chamado trilha geradora se V(T) = V(G) e T é chamado trilha dominante
se, E(G — V(T)) = 0, 1.é., o subgrafo G — V(G) não tem arestas.

Um caminho, em G, é uma trilha com todos os vértices distintos. (Mui­
tos autores adotam o termo caminho simples ou elementar). Em outras
palavras, um caminho é uma sequência de vértices distintos e arestas distin­
tas; W = 09, (Toy T1),T1, (11, 12), T2r..., [Tn1, Tn), Tn, (ou denotado pela
sequência de seus vértices, W = (x1.,T1,...,Tn)), é um subgrafo com con­
Junto de vértices V(IW) = (xo, T1,­.., Tn), Ti É 1; se à É ], e com conjunto
de arestas E(W) = f((xi,t41): 0 <1<n).

Os vértices 1, e rr, são os extremos do caminho W, enquanto os outros
vértices são denominados interiores. Escrevemos Wi15,.,2n) € dizemos que W,
é um r,r, caminho. Também se denota por r.Wa0rnh para identificar que x,
e rr, são os extremos do caminho VW.

Um caminho W de G é chamado linha (thread) de G se todos os vértices
interiores de W são de grau 2 e o grau dos vértices extremos são É£ 2 em
G. Uma linha sem vértices interiores (isto é, apenas com uma aresta) é uma
aresta­linha.

Dois ou mais r,rn­caminhos são disjuntos internamente se, seus conjun­
tos de vértices interiores forem disjuntos.

Os caminhos Rios) = (TostT1,.­­,Tk) E Quo] = (YorU1,­­­, Ur) São
disjuntos (mais precisamente disjuntos pelo vértice), se seus conjuntos de
vértices forem disjuntos, i.é., (xo, T1,..., TE) O ÍYo,Y1,­­., Ur) =0.

Um pseudo­ciclo no grafo G é uma cadeia fechada, cujos vértices inicial e
final da cadeia coincidem. Em outras palavras, um pseudo­ciclo no grafo G,
é um conjunto de arestas que cobrem a cada vértice em um número par de
vezes, cujas arestas não são necessariamente distintas.

Um ciclo é uma cadeia onde os extremos da cadeia coincidem e nenhuma

aresta se repete mais que uma vez (os vértices não necessariamente são dis­
tintos).

Um ciclo minimal é um ciclo (pela inclusão), que não está contido estri­
tamente em um outro ciclo.

Um ciclo de comprimento n, é denotado por C,. O ciclo Cn, é par ou
ímpar, se o inteiro n for par ou impar.

O ciclo de comprimento 1 é exatamente um laço (ciclo ímpar) e um sub­
grafo de GG que consiste de de dois laços com um único vértice ou de dois
vértices e um par de arestas paralelas que ligam estes dois vértices, é um
ciclo par.
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Um ciclo elementar ou polígono (também é denominado circuito, mas
para evitar confusão, preservaremos o termo circuito para um conjunto de­
pendente minimal, de um matróide, vide Teoria de Matróides) é um ciclo
(uma sequência de arestas) C = (e1,62,...,ex4) tal que para todo à <k o

extremo final da aresta e; é o extremo inicial de e;11, em outras palavras, um
polígono é um conjunto de arestas de um subgrafo conexo e 2­regular de G.

Um tríade de um grafo G é um conjunto de três arestas, as quais inter­
ceptam um vértice de grau três.

Na literatura, o conceito de ciclo (em um grafo) é uma cadeia fechada
ou é uma trilha fechada, vide [5] e [6], inclusive circuitos são frequêntemente
chamados ciclos, vide referência [Vol.I Parte 1, p10 [35]]. Nós tentamos seguir
as definições mais abrangentes possíveis, por exemplo via referências [9] e [15].

Consideremos os grafos G = (V(G), E(G)) e H = (V(H), E(H)). Uma
aplicação f : V(G) — V(H) é um homomorfismo de G para H se, f preserva
a adjacência de vértices, isto é, se xy € E(G) implica que f(x) f(y) E E(H).
Se existe um tal homomorfismo, então dizemos que GG aplica em H.

A girth! de um grafo (dígrafo) G, denotado por 9(G), é dado por:

se n é o menor inteiro para C, em G,
se (GG não tem ciclos

Circunferência, c(G), de G é o comprimento de qualquer ciclo de maior
comprimento possível.

Corda, radio e diámetro de G

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo conexo com |V(G)| = n. Para qualquer
vértices 1,y E V(G), denota­se por de(xr,y) a distância entre x e y, Lé.,
de(zx,y) =min ((Wr4) /Wiey caminho entre z e y em G). O diámetro,
diam G e radio, rad G de GG são definidos como

diamG = d
;iam 2 28%, G(x,y)

dG= mi d
:o sEV(G) yeV(G) a(s,y)

lexiste tradução equivalente no português, cintura vide [13]
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O seguinte resultado é devido a Erdos­Pach­Pollack­Tuta.

Teorema 1.3.1 Seja G um grafo conexo com n vértices, então
i) diam G < [2] —1.
ui) rad G< EG +.

Vide [Radius, Diameter, and Minimum Degree J. Combin. Theory Ser.
B 47,73­79 (1989)].

Uma corda de um ciclo no grafo &, é uma aresta de GG, que liga dois
vértices não consecutivos do ciclo. Cada ciclo de comprimento maior ou
igual a 4, pode ter corda.

Um grafo com dois vértices e três arestas paralelas é chamado grafo teta,
O, em palavras outras, o grafo teta é um grafo não­separével exatamente com
dois vértices não adjacentes de grau três.

G é um grafo corda, se cada ciclo de G de comprimento pelo menos 4,
tem uma corda.

O grafo roda (ou “wheel”)denotado por W, de ordem p, é um grafo que
consiste de um ciclo C,­,1 conjuntamente com um vértice y tal que y é Cp,
e y liga pelo menos por uma aresta a cada vértice do ciclo.

Para os ciclos C, e Cf, com os conjunto de vértices V(C,) = (T1,..., Tn)
e V(C!) = fy1,...,yn) respectivamente. O grafo n—prisma, denotado
por Pr.(Cn, 01), é um grafo cujos conjuntos vértices e arestas são dados por
V(P) = (CU C7) e E(P) = (tiy: /i = 1,n), respectivamente.

O grafo ciclo, C(G) de G, é um grafo cujo conjunto de vértices são os
ciclos sem corda de (&, e dois vértices de C(G) são adjacentes se os correspon­
dentes ciclos sem cordas possuim uma aresta em comum. Para mais detalhes,
vide [92]. Existe uma vasta classes de grafos, vide por exemplo [27], [23] e [93].

1.4 Vértice­Conectividade e Aresta­Conectividade

A conectividade de um grafo G = (V(G), E(G)) é um tópico intituivo
da teoria dos grafos, que extende os conceitos de vértice­corte e aresta­corte,
denominados vértice­conectividade, (ou conectividade) e aresta­conectividade,
para outros detalhes, vide [Cap. 3 [15]], [27], [67], [69].

10

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Dois vértices distintos u e v de (7 são conexos, se existe um caminho
ligando os vértices u e v em GG.

G é um grafo conerxo se cada par de vértices são conexos. Em outras pala­
vras, o grafo G é conero se, e somente se, existe um caminho entre qualquer
par de vértices, caso contrário, GG é desconero. Se (GG for desconexo, então
cada subgrafo maximal (no sentido de inclusão) conexo, é uma componente
conera (ou simplesmente componente) de G.

w(G) denota o número de componentes de GG. Usaremos wu, (G) e w1(G),
para componentes pares e ímpares, 1.é., número de componentes que possuem
um número par ou ímpar de vértices, respectivamente.

Em um grafo não simples (ou dígrafo) G = (V, E), um vértice v € V
é chamado vértice­corte (os termos*), se E pode ser particionado em dois
subconjuntos não vazios E, e Ez, tal que, os grafos G[E;], à = 1,2 possuem
extamente o vértice comúm v.

Se o grafo (ou dígrafo) G = (V, E) não possuir laços, então o vértice v é
um vértice­corte se, e somente se, w(G — v) > u(G).

Um grafo conexo G é um bloco se, G não possuir vertices­cortes.

Lema 1.4.1 Se o vértice v EG e G é um grafo conexo e sem laços, então v
é um vértice­corte se, e somente se, existe dois vértices x,y E G tal que cada
caminho que liga (ou tem extremos) x ey atravessam v.

Para X € V(G) em G, escrevemos por 7—X e dizemos X ­remoção vértice se,
cada vértice de X conjuntamente com as arestes incidentes, foram retirados
ou removidos. Se X = fv) for um conjunto unitário então, ao invés de
G — fv), escreveremos simplesmente G — v.

À conectividade ou vértice­conectividade, k«(G) de um grafo conexo G, é
definido como um número mínimo de vértices, cuja remoção desconecta G
ou reduz a um único vértice ou buquê de laços, isto é, uma família de laços
com um único vértice.

Para G completo, «(G) = |V(G)|—­1ex(G) = 0, se G for um grafo trivial
ou desconexo.

Para G conexo, um subconjunto S C V(G) é conjunto de articulação ou
vértice­corte de G, se w(G — S) > w(G).

?“cut­vertex, cut­node or separation point” são equivalentes

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Em outras palavras, um grafo (ou dígrafo) G se diz ser k— vértice conexo
se, para cada par de vértices u e v existe pelo menos k— caminhos (dirigidos)
disjuntos pelo vértice entre u e v.

Um grafo G = (V(G), E(G)) é chamado 2­conero, se:
(1) G não tem laços,
(2) para |V(G)| = 2, G tem arestas paralelas, e
(3) para |[V(G)| > 3, o grafo G — v é conexo, para cada vértice v € V(G),

ou seja, que nenhum vértice de G, é um­vértice­corte de G.
Um grafo G é chamado 3­conero se:
1) G é simples e possui pelo menos 4 vértices, e
2) o grafo GY fu, vu) é conexo para qualquer par de vértices de (7, e também

o grafo G — v, é conexo qualquer que seja vértice v de (7,ou seja que cada
subconjunto X de dois vértices ou de um vértice de V(G), X não é vértice­
corte de (.

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo simples com |V(G)| > «(G)+lenum
inteiro positivo, G é n­conexo, se n < k(G), ou seja que o grafo G— X, é
conexo, para qualquer subconjunto X C V(G) com |X| <n — 1, em outras
palavras, é imposiível desconectar (7 pela remoção de um número menor ou
igual a n — 1 vértices.

Um subconjunto de arestas F C E(G) no grafo conexo G, é um aresta­
corte ou co­ciclo, se existe um subconjunto X & V(G) de vértices de G, tal
que, F' consiste daquelas arestas de GG que possuim exatamente um extremo
em X e outro extremo em V(G)—X, e denotamos por F = F(X) = F(V(G)—
AX). Por conseguinte, para cada subconjunto X €& V(G), o correspondente
aresta­corte ou co­ciclo consiste das arestas ry € E(G) com |[XNfx,yl|=1.

Se G não é trivial e F é um co­ciclo, então G — F' é desconexo. Um aresta­
corte ou um co­ciclo de & elementos é chamado k­aresta­corte ou k­co­ciclo.

F =0é um co­ciclo se, e somente se, G for desconexo.
F (F € E(G) no grafo conexo G) é um bond se, F' for um co­ciclo não

vazio minimal, ou seja que, F é um bond se, o grafo GV F é desconexo, e para
qualquer P C F, GVP é conexo.

Uma aresta e é uma ponte de um grafo conexo (GG se, o grafo G— e
resulta ser desconexo, ou seja que, uma ponte é um co­ciclo com uma única
aresta. Em outras palavras, um grafo (dígrafo) G é diz ser k—aresta conexo
se para cada par de vértices u e vu existe pelo menos k caminhos (dirigidos)
disjuntos pela aresta entre u e v. Um tal menor inteiro k é chamado aresta
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conectividade de G e denota­se por x(G).

1.5 Árvores e Florestas

Uma árvore é um grafo conexo e acíclico (isto é, sem ciclos).

Proposição 1.5.1 Um grafo conero G é uma árvore se, e somente se, cada
aresta de G é uma ponte.

Um subgrafo conexo e acíclico T (de um grafo conexo G = (V(G), E(G)))
e máximal com respeito à esta propriedade, é chamado uma árvore de G. Se
V(T) = V(G), então T é uma árvore geradora de G.

Proposição 1.5.2 Todo grafo conexo possue pelo menos uma árvore gera­
dora.

Um subconjunto de arestas F de G que não contém co­ciclos e máximal
com respeito à esta propriedade é, chamada uma co­árvore de G.

Uma floresta é um grafo desconexo, onde cada componente é uma árvore.
Uma floresta geradora (também usá­se o termo floresta principal) de Gé o
conjunto de árvores geradoras (das componentes) de (.

Teorema 1.5.1 Seja o grafo G = V(G), E(G)) de ordem |V(G)| = n > 2.
Então as seguintes afirmações são equivalentes (e cada afirmação caracteriza
árvore):

1) G é conexo e não possui ciclos,
2)G tem n — 1 arestas e não possue ciclos,
3) G é conexo e contém exatamente n — 1 arestas,
4) G não possui ciclos, e se uma aresta é adicionada a G, se forma

exatamente um único ciclo,
5) G é conexo e para cada aresta w € E(G), o grafo G— w, é desconerxo,
6) Cada par de vértices em G, é ligado exatamente por um único caminho.

Para uma demonstração vide [Cap. 2, [9]] E.

Lema 1.5.1 Seja T & E(G) no grafo conexo G = (V(G), E(G))
i) T é uma árvore geradora se, e somente se, T não contêm ciclos e o
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complemento de T denotado porT não contêm co­ciclos.
ii) Se T é uma árvore geradora de G, então T é uma co­árvore de G.
iii) Se T é uma árvore geradora, então para cada x E T o ciclo denotado

por C, = C(x,T) e definido como fe € F/ F E E(T)Y)U (x), é chamado
ciclo fundamental de x em G com respecto à T.

iv) Se Ti; 1 = 1,2 são árvores geradoras de G, então [T1| = |Tol. (Para
uma generalização dos itens iii) e iv) vide seção, definição do Matróide via
Bases).

Lema 1.5.2 Consideremos o grafo arbitrário G, então:
1) Cada co­ciclo de G possui uma aresta comum com cada floresta gera­

dora de G.

ii) Cada ciclo de G possui uma aresta em comum com o complemento de
qualquer floresta geradora.

Em ambos casos, um demonstração é via contradição OD.

Lema 1.5.3 Se os ciclos Ci, 1 = 1,2 (resp. CF, 1 = 1,2) contém a aresta e
(resp. w) em comum, então C7 U C2 (resp. Ci UC3) contém um ciclo ( rep.
co­ciclo ) o qual não contém e (resp. w).

Para uma demonstração, vide [Cap. 3, [83]] O.

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo simples e C um conjunto cujos elementos
são cores. Uma função f : V(G) — C, é chamada uma coloração própria o
simplemente uma coloração de vértices de G, se f(u) £ f(u), para cada par
de vértices distintos u e v de V(G) com aresta uv E E(G).

Se |[f(u)/u E V(G))] = T, a coloração f é também chamada uma T­
coloração. Uma T­coloração de grafos é uma generalização do problema de
coloração de vértices em conexão com o problema de designação de canais
de comunicação. Uma formulação grafo­teórico deste problema é atribuido a
Hale, vide as referências [14] e [93].

O número cromático de vértices de G, denotado por x(G), é o menor
inteiro positivo 7, para o qual existe uma coloração f de G, tendo como o
conjunto de cores C, com |C| = T. Em outras palavras, x(G) é o número
mínimo de cores necessários para colorir todos os vértices de 7 de tal maneira
que dois vértices não adjacentes recebem a mesma cor e com x(G) — 1 cores
é impossível colorir o grafo (7, e neste caso ponha k = x(G) e G é dito
k­cromático.
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Um grafo G é critical se, para cada subgrafo próprio H de ( se verifica
x(H) < x(G). Diz­se que G é k—critical se G for critical e k­cromático.

Exemplo 1.5.1 Todo grafo completo k,, é critical para cada n

Lema 1.5.4 Consideremos um grafo simples G:
1) Se G é critical, então G é conerxo.
à1) Se G é k­cromático, então G possut um subgrafo k— critical.

Dem.

i) A partir da hipótese e da definição de x(G), segue que G possui uma
k—coloração e consequentemente, G é conexo. Se não for conexo, então ad­
mite pelo menos duas componentes, H e F. Desde que, H C G, de onde
não será consequentemente x(H) < x(G) ou seja, x(H) > x(G), e sendo H
subgrafo próprio o que contradiz a G critical. Logo (7 deve ser conexo.

11) Pela hipótese, o conjunto de vértices V(G) de G admite uma partição,
V(G) = (V1,..., Vi). Consideremos o subgrafo H cujo conjunto de vértices,
V(H) = (t;/r; EVVi=1,k) ea aresta x,1; € E(G) é de H se, e somente
se, 1; E Vá e x; € V(H). De onde H possui uma k—coloração e x(H) = k
e qualquer subgrafo próprio F de H verifica x(F) < x(H) e o lema esta
provado. O

Teorema 1.5.2 Se o grafo G é k—critical, então 6 > k— 1, onde ó =min
tde(z)/x E V(G)).

Dem.

Admite que existe um grafo G& k­critical com ó < k— 1 e seja v € V(G)
tal que ó = de(v). O subgrafo G — v possui uma (k — 1)­coloração, portanto
consideremos a partição 1V1,...,WVhX1) de vértices de G—v.

Desde que, 6 = dgó(v), então existem 6 vértices adjacentes a v, de onde
v não deve ser adjacentes aos vértices de alguns v;, digamos aos de V;, por
conseguinte no conjunto V; U [u), vu recebe a mesma cor que os elementos de
V;, o que acarreta que (V1,...,V;Ufvul,..., Ve1), é uma (k — 1)­coloração
de G, o qual é uma contradição ao fato G possui (k — 1)­coloração. Portanto
deve ser 6 > k — 1 e o teorema esta provado O.
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Corolário 1.5.1 Cada grafo k—cromático possui pelo menos k vértices e
cada um deles tem grau pelo menos k — 1.

A demonstração segue teorema anterior. O

Uma k­coloração de arestas de um grafo G = (V(G), E(G)) é uma função
9 : E(G) — (1,2,...,k), tal que, 9(e) £ g(w) para qualquer par de arestas
adjacentes e e w. Se g(e) = 7, para e E E(G), então diz­se que a aresta e é
colorida da cor 7.

O índice (ou número) cromático de arestas x (G) é o menor valor de k
para o qual existe uma k­coloração de G.

Um resultado clássico devido a V. G. Vizing (cap. 8, [15]), posteriormente
generalizado por Berge [10], estabelece a seguinte desigualdade

A(G) < x (G) < A(G) +1.
Se x (G) = A(G), então diz­se que G é de classe 1, e no outro caso G é

de classe 2.

À aplicação 9 : VIG)UE(G) — C, é chamada uma coloração total própria
de (7, se dois elementos não adjacentes ou não incidentes no mesmo elemento
são designados a mesma cor a partir do conjunto de cores CC. O número
cromático total, denotado por x (G, é o menor inteiro positivo para o qual
existe uma coloração total própria de G.

Behzad tem conjecturado que x (G) < A(G) + 2. Chetwynd­Hilton­
Cheng demonstraram que a conjectura é verdadeira para os grafos de ordem
par e cujo grau menor 6(G) > 3|V(G)| e para qualquer grafo de ordem ímpar
e cujo grau menor 6(G) > 2|V(G)|. Mas tarde este resultado foi refinado por
Hilton­Hind [41], no sentido que a conjectura vale para todos os grafos G, tal
que, seu grau máximo A(G) > 3|V(G)|.

Para qualquer grafo não nulo G = (V(G), E(G)), existem dois inteiros
positivos associados a G, são o “rank” ou posto (contudo usaremos o termo
“rank”, vide seção Teoria de matróides) e o número ciclomático, c;(G). O
“rank” de G denotado por r(G), é dado por r(G) = |E(Te)| = |V(G)| — k
(onde E(Tg) é o conjunto de arestas de uma floresta (ou árvore) geradora de
G), e o número ciclomático c;(G) = |E(G)|— |E(T)|. Ou seja que, é o número
de ciclos independentes isto é, é a cardinalidade de uma base do subespaço
ciclo de (7 vide seção Espaço Vetorial Grafo. Ainda, este número é igual
ao número de arestas da co­floresta T (onde T é uma floresta maximal ou
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geradora, isto é, T, não esta incluido em uma outra floresta) em G&, vide a
referência [Cap. 2.3 [125]].

1.6 Grafos: Euleriano e Hamiltontano

Esta seção se baseia nas referências [11], [22], [27] e [90]. O nome es­
pecífico destes grafos, se deve em honra a dois grandes matemáticos, são
eles, Leonhard Euler (1707­1783) e William Rowan Hamilton (1805­1865).

Leonhard Euler, matemático mais produtivo e o melhor nos tempos mo­
dernos, segundo a literatura consultada.

Foi quem usou pela primeira vez o termo grafo, para descrever o problema
das sete pontes de Kónigsberg por meio de um diagrama, e problema da vida
real formula­se como um problema que consiste em passar a ponta de lápis,
iniciando em qualquer ponto (que representam as ilhas e parte litoral das
ilhas) do diagrama e atrevessar a cada aresta (que representam as pontes)
somente uma vez (sem tirar o lápis do papel), e voltar ao ponto de partida.
somente uma vez e voltar ao ponto de partida. Euler provou que o problema
não tem solução.

Denota­se por i(G) = [ vértices de G de grau ímpar ) e p(G) = ( vértices
de (7 de grau par ), os conjuntos de vértices de graus ímpares e pares, res­
pectivamente do grafo G&.

O grafo G é chamado par, se p(G) £ 0 e i(G) = 0, e se, (GQ) £ 0d e
P(G) =, então G é ímpar.

Às seguintes definições são válidas nos dígrafos, vide capítulo 2.
Uma trilha (ou passeio) de Euler é uma trilha fechada que contém todas

as arestas de G. Uma trilha de Euler aberta, é uma trilha aberta que contém
todas as arestas do grafo.

Um grafo G é chamado euleriano se, G é conexo e G é par, ou equivalen­
temente, um grafo conexo G é de Euler (ou G é um grafo euleriano), se G
contém uma trilha fechada de Euler. Se o grafo G possui uma trilha fechada
geradora T i.é., V(T) = V(G), então G é chamado supereuleriano.

Teorema 1.6.1 Um grafo conexo G é de Euler se, e somente se, do(x) é

17

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



um inteiro par, para cada vértice x € V(G).
,Um circuito Hamiltoniano T em um grafo conexo G = (V(G), E(G)) é

um ciclo que contém todos os vértices de G, i.é., VIT) = V(G).
Um caminho Hamiltoniano no grafo conexo G é um caminho que contém

todos os vértices de (7. Se um grafo G contém um circuito (resp. caminho)
Hamiltoniano, então dizemos que G é Hamiltoniano (resp. determinável). E
além disso G é conexo­hamiltoniano se, G contêm (x — y)­ caminho hamilto­
niano para cada par de vértices r e y de G.

Cabe fazer a seguinte observação. Todo grafo Hamiltoniano possui cami­
nho de Hamilton, mas a recíproca não é necessariamente verdadeira. Isto é, se
um grafo conexo que possui um caminho de Hamilton não é necessariamente
um grafo Hamiltoniano.

Um problema fundamental na teoria de grafos é determinar quando um
grafo é hamiltoniano. Nas últimas décadas tem­se dado énfasis ao termo vi­
zinhança, contudo não foi revelado alguma condição necessária e suficiente,
mas sim, foram revelados algumas condições suficientes para que, um grafo
seja hamiltoniano.

1.7 Grafos Homeomorfos a G

Consideremos os grafos G = (V(G), E(G)), e H = (V(H), E(H)). Uma
correspondência f que associa a cada elemento (aresta ou vértice) r de V(G)U
E(G) com um único elemento fr(=y) de V(H)U E(H) tal que

1) se x € V(G) então fr e VíH), e
11) para e = uv € E(G), então fu = fe = fv (um laço) ou fe é uma aresta

de H com extremos fu e fu, então f é chamada uma aplicação de G — H.
A plicação f : G — H, é chamada sobre se para cada y de elemento y de

V(H)U E(H) existe elemento x € V(G) U E(G) tal que fx =7y.
Para a aplicação f : G— H, a correspondência inversa f*! que associa

cada elemento y de V(H) U E(H) com elemento x de V(G) U E(G) tal que
fx =y. De um geral f*! não é necessariamente uma aplicação. Se a plicação
f:G—> H for sobre, então existe a correspondência inversa f­!. De um
geral f! associa um y de V(H)U E(H) com muitos elementos r de G tal que
fx = y, portanto f! não é necessariamente uma aplicação. Desde que f é
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uma aplicação sobre (7, então cada elemento de (7 é imagem de pelo menos
de um elemento x sob f!.

Escreve­se (gf)* = f!g"! para significar (9f) (2) = f(g!(z)), que
a imagem sob (gf)' do elemento z são as imágines sob f”* das imágines
sob q7' de z.

Uma aplicação f : G — H é chamada contractiva se f verifica:
i) Se w E E(H), então exite única aresta e € E(G) tal que fe =, e
ii) se x € V(G), então existe f[x], onde [x] significa um grafo com único

vértice x e sem nehuma aresta.

À operação subdivisão de uma aresta e = uv (u £ v) ou ao longo da
aresta e no grafo G, consiste em inserir um novo vértice z de grau 2 e duas
novas arestas uz e zu. Em outras palavras, consiste em substituir a aresta
e = uv por um caminho cujos extremos sejam os vértices u e vu. Se a aresta
e for um laço, substituir por um ciclo.

Se o caminho que substitui a aresta, tem comprimento impar, então trata­
se de uma subdivisão ímpar. Similarmente se define subdivisão par.

Dizemos que o grafo H contém topológimente G (ou que G é um menor
tológico de H), se algum subgrafo de H é uma subdivisão de G. Em outras
palavras, o grafo H é chamado uma subdivisão do grafo G e escrevemos
H = TopG (notação introduzida em [47]), se H pode ser obtido a partir de
G por uma sequência de subdivisões de (algumas) arestas de (7 e os laços por
ciclos.

A operação recíproca, é a junção, que consiste substituir duas arestas
adjacentes por uma aresta, se o vértice comum das arestas adjacentes for de
grau 2. Se o grafo H for obtido a partir de G por uma sequência finita de
junções (cada duas arestas adjacentes substituidas por uma aresta), dizemos
que H é uma Junção de (7 e escrevemos H = junG.

Um grafo H é homeomorfo a partir de G se H = G ou H = TopG
(H=junG).

Os grafos G e H são homeornorfos, se os grafos subdivisões (junções) G' e
H' respectivamente de G e H, são isomorfos. Para um estudo mais detalhado
dos grafos homeomorfos e afins, vide referências [23], [46].

Para F C E(G), entendemos por F­remoção aresta (ou simplesmente F­
remoção) a retirada de todas as arestas de F' a partir de G. Ao grafo obtido
pela F—remoção denotamos por GVF, em particular para F = fe = xy)
tem­se G)e. À operação remoção tem importantes aplicações, em especial
na construção de subgrafos de um grafo, por exemplo, no reconhecimento de
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grafos planares (para os grafos planares, vide as referências [5], [47], [48] e
[120]).

À operação contração ao longo de uma aresta w = uv ou simplesmente
contração significa remover a aresta w = uv e identificar os extremos u = v.
Então o grafo obtido pela contração da aresta w, é denotado por G/w. De
um modo geral, a operação contração gera laços ou arestas múltiplas, as
quais muitas vezes são desconsideradas, se houver, porque não influência nas
propriedades intrínsecas da mesma. Por exemplo, as propridades de planari­
dade, são inalteráveis com a presência de alguns laços ou arestas múltiplas.

Um grafo G é contractivél a H, se o grafo H for obtido a partir de G
por uma sequência de contrações, as vezes denota­se H = contrG. O grafo
obtido a partir de G, pela contração ao longo de uma aresta, e = xy, e
desconsiderarmos os possíveis laaos ou as arestas múltiplas, (que podem se
formar após da operação contraçao,) G/e, é chamado contração elementar
de G.

Para todos os subconjuntos À e B de arestas de GG, as operações remoção
e contração, são comutativas, i.é., (G/A)VYB = (GNB)/A.

Um grafo H é menor do grafo G, se H é obtido a partir de G, por uma
sequência das operações de remoção e/ou contração de algumas arestas de
G, (após de desconsiderar todos os vértices isolados, se houver).

Uma aresta e em um grafo G 3­conexo é chamado contractível se o grafo
contração G/e é ainda 3­conexo. Para outros detalhes vide [Wu, H., On con­
tractible and vertically contractible elements in 3­connected matroids and
graphs, Discrete math. 179 (1998) 185­203].

Para n > 2, um grafo G = (V(G), E(G)) n—conexo é chamado n­conerxo
minimal se:

1) G é n­conexo, e
ii) para cada aresta e € E(G), o grafo Ge deixa de ser n—conexo.

Exemplo 1.7.1 Paran = 2, todos os polígonos (ou ciclos elementares) são
2­conerxros minimais.

E obvio que a aresta a ser removida (para destroir n—conexo de um grafo)
intercepta a um vértice de grau n. De fato deve haver muitos véritces de
grau n. Este número é dado pelo seguinte resultado.

Teorema 1.7.1 Seja G = (V(G), E(G)) um grafo n— conexo minimal, onde
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n => 2, então o número de vértices de graun em G é pelo menos

(n — 1)|V(G)| + 2º
2n—1

Para mais detalhes, vide [p.158 [17]]. Também [Dirac, G.A. at Aarhus, Mi­
nimally 2­connected graphs, J. Reine and Angewandte Mathematik, vol. 228
(1967) 204­216].

Existem arestas especiais, por exemplo, em um grafo (7 3­conexo mini­
mal, seja e uma aresta de (7. Diz­se que e é não­essencial se, e somente se,
G/e é à vez 3­conexo e simples, e dizemos que e é essencial se, e somente se,
G — e não for 3­conexo nem simples.
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Capítulo 2

Grafos Orientados ou Dígrafos

2.1 Introdução

Neste capítulo, apresentamos uma breve introdução aos grafos dirigidos,
também denominados, dígrafos. Alguns resultados como definições ou ter­
minalogias, que não foram mencionados, o interessado pode consultar, entre
outras, as referências [6], (cap. 10 [15]], [40] e [60].

2.2 Orientação de Grafos
Consideremos o grafo G = (V(G), E(G)) ea aresta a = f[u,vu) de G. Dizemos
que a aresta a = fu,v) é orientada de u para v se, a aresta a tem direção
designada de vértice cauda, u (ou vértice cauda v) para vértice cabeça v (ou
vértice cabeça u). Geralmente uma aresta a = fu,v) orientada é denomindo

—

arco e denota­se por 4d = fu,vu) ou a = (u,u). Por conseguinte, o arco (v,u)
será diferente do arco à (ou de (u,v)).

Dados dois vértices distintos u e v, exitem quatro possibilidades e quatro
tipos de arcos:

1) não existe arco orientado entre u e v, então escrevemos ujv e é um arco
nulo,

11) existe o arco orientado (u,v) (ou fu,v)), mas não existe (vu,u), então
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trata­se de um arco simples,
E——

lii) exite o arco orientado (v,u) ou (fu,v)), mas não exite o arco (u,v),
então trata­se de um arco simples, e

— EPc——

iv) existem ambos arcos orientados (u,v) (ou fu,v)) e (v,u) (ou fu,v))
e se denota por u + v, trata­se de arco duplo.

——

Neste trabalho adotaremos ao invés de fu,u) a notação (u,u), quando
existir o arco orientado.

Uma orientação de um grafo G é uma substituição de cada aresta de G
pelo arco nulo, simples ou duplo.

Um grafo orientado ou dígrafo, denotado por D = D(G) = (V(D), A(D))
é um grafo G munido de uma orientação, sendo o grafo G chamado funda­
mental e D(G) o dígrafo correspondente ao grafo fundamental G.

Um dígrafo é chamado grafo orientado se entre dois vértices distintos u
e v existe ao mais um arco ordenado, isto é, possíveis de arcos simples ou
arcos nulos. Um digrafo é chamado grafo não orientado se entre dois vértices
distintos existe arco duplo ou nulo. Um dígrafo é chamado semicompleto
se entre dois vértices distintos existe pelo menos um arco ordenado, neste
caso os arcos possíveis são os simples ou duplos. Contudo no contexto re­
ferênciaremos como digrafo a todo digrafo semicompleto.

Seja a = (u,v) um arco arbitrário de D. O vértice cauda u é predecessor
de v e o vértice cabeça v, é o sucessor de u. Alternativamente, dizemos que
u domina v, ou seja que,u é adjacente a v, e o vértice v é dominado por u,
ou seja, v é adjacente a partir de u.

Um dígrafo D(G) correspondente a G& é dito asssociado ao grafo G, se
cada aresta de (G é susbtituida pelas duas orientações ou direções possíveis,
por exemplo, a aresta e = (x,y) é substituida pelos dois arcos possíveis (x,y)
e (y,x).

Um grafo G é orientável como um torneio, se existe um digrafo corres­
pondente D(G), tal que, seja um torneio local, para mais detalhes vide [43].

Um grafo dado possui várias orientações, ou seja, que há vários dígrafos
correspondentes ao mesmo grafo. Também, a um dígrafo corresponde um
grafo, basta desconsiderar a orientação de cada aresta.

Uma orientação de G é qualquer um dos 2!F(9!l grafos orientados D,
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(V(D) = V(G), E(D) = E(G)), e cada arco de D, liga os mesmos vértices
em D como em (G&.

Consideremos a aresta a = (u, v) do grafo fundamental G, se u = v, então
a aresta orientada (u,u) é um laço no digrafo D = D(G). Analogamente, os
arcos: a? = (u,v),a2 = (u,v),...,an = (u,v) no dígrafo D, são os arcos
paralelos no D.

Seja D = (V(D), A(D)) um dígrafo. As cardinalidades V(D) e E(D)
são ordem e tamanho respectivamente. O tamanho de qualquer dígrafo D =

(V(D), A(D)) verifica: 0 < |E(D)| <2 |
Os conjuntos: N(u) = (x E V(D)/(xt,u) E A(D)) e N'(u) = (y E

V(D)/(u,y) E A(D)), são os conjuntos de vértices predecessores e sucesso­
res, do vértice u, respectivamente no dígrafo D.

O grau interior de um vértice u no dígrafo D, denotado por dn(u) ou
simplesmente d"(u), é a cardinalidade de Nº (u), isto é: dê(u) = [NT (u)|.
Análogamente, o grau exterior do vértice u, denotado por di (u) ou dt(u),éo
número de vértices que são adjacentes a partir de u, ou seja, d"(u) = |N+t(u)|.

Um dígrafo F = (V(F), A(F)) é um subdígrafo do dígrafo D = (V(D), A(D)),
se V(IF) SC V(D) e A(F) & A(D). |

O grau interior mínimo de D, denotado por 6”, é menor valor de todos
os vértices de grau interior, e o grau exterior mínimo, denotado por 6t, é o
menor valor de todos os vértices de grau exterior.

O grau mínimo de D, é 6(D) = 6 = min(ót,67).
O grau máximo de D, é AND) = À = max (6,67).
Um digrafo D, é r­regular, se cada vértice u verifica d*(u) = d"(u) =r.

2.3 Semicadeias, Caminhos e Ciclos no Dígrafo

Sejam u e v dois vértices (não consequentemente distintos) no dígrafo D.
Por uma semicadeia no D, entendemos uma sequência alternada finita de
vértices e arcos (não necessariamente distintos):

TT UU A,UIÇAZ,...,Uns, An, Un =",
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iniciando no vértice u e terminando no vértice v, tal que os a; = (uz1,ui)
ou a; = (u;, ui) são os arcos de D, e o inteiro positivo n é o comprimento,
ou seja é o número de arcos da semicadeia e escrevemos (7) = n.

Os arcos da forma a; = (u;1,u;i) e a; = (us, ui) são denominados direito
e contrário de 7. Consequentemente, podemos identificar uma semicadeia y
com um subconjunto de arcos de D, particionado em subconjunto de arcos
direitos, y*, e subconjunto de arcos contrários, y7, e escrevemos:

q=21"UY.

Se 7 = 7", com 7” = 0 (ou 7 = 77, com 7* = ,) diz­se que 7 é uma
cadeia.

Um caminho entre os vértices u e v, no digrafo D, é uma semicadeia com
todos os arcos distintos (alguns autores preferem o termo trilha , ao invés de
caminho).

Se todos os vértices de um caminho forem distintos, então diz­se que o
caminho é simples.

Um ciclo é um caminho fechado, isto é, os vértices inicial e final do cami­
nho coincidem. Por um ciclo com n arcos, entendemos como um subconjunto
de arcos, Cr, de D(G) e dizemos que o ciclo C, é um n­ciclo. O ciclo C, é
par ou ímpar, se n. for um inteiro par ou ímpar.

Consideremos o caminho W entre os vértices u e v, Lé.,

Wiu=U, da, UL,A2,­.., URL, ALQUE =.

W"*+ denota o conjunto de arcos direitos, a; = (u;­1,u;), de W, e o conjunto
de arcos contrários, a; = (u;, u;­1), é denotado por W", portanto podemos
escrever

W=WtuWw­.

onde n, +n2 =n.Analogamente, um ciclo C, = CF U C;.n2

Um dígrafo D tem discrepância k, se para cada ciclo C, em D, o número
de arcos direitos e o número de arco contrários difierem no máximo em k

unidades, i.é., |[Cn|] — |CnJl| < k. Vide [A.M.H,, Gerards: An Orientation
Theorem for Graphs, J. Combinatorial Theory Ser.B 62, 199­212 (1994)).
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Um caminho W = WtUW­ é dirigido no dígrafo D, se W*+t = (ou W" =
O mas não ambas, por exemplo: W = W* : u = uo, (Uo,u1), UI, ..., (Uk­1,UL), UF =
v, com W" =, diz­se que W é um caminho dirigido de u a v e escrevemos
(u, v)—caminho W, ou Wi,4.

O ciclo T' é um ciclo dirigido ou um circuito, se É = PT, com 17 = 0 (ou
Tr =9T­,conT+t=60).

Denotemos por Wy[u, (ou p(u, v)—caminhos) a família de p caminhos
dirigidos de u a v. Uma familia Wy uy, de p caminhos no dígrafo D, são
arco­disjuntos, se cada par de caminhos não possuim arcos em comum.

Se o conjunto de vértices, V(W), de um caminho W for igual ao conjunto
de vértices de V(D), dizemos que W gera o dígrafo D.

Consideremos u e v dois vértices arbitrários de D. Se existe o caminho

Wu), então diz­se que v é atingível a partir de u. Se dois vértices u e v se
atingem mutuamente, i.é., existem caminhos Wi e Why, dizemos que u
e v são diconeros. Sendo o diconexo é uma relação de equivalência sobre o
conjunto de vértices do digrafo D, então o digrafo é diconexo se a relação
diconexo induz uma única classe de equivalência.

Um diígrafo D(G) é conexo (ou fracamente conexo), se seu grafo funda­
mental ( for conexo. Se, cada par de vértices se atingem mutuamente no
digrafo D, então diz­se que o digrafo é forte (ou fortemente conexo).

Um dígrafo D(G) é k­arco conerxo se para cada subconjunto próprio 5 C
V(D(G)) se verifica: |(S, VÍD(G)) — S] > k.

Consideremos o digrafo D e seja Nº) E A(D), então os vértices u e v são
Nl— arcos separados em D, se o subdígrafo D — O) não contém nenhum (u,v)­
caminho.

Teorema 2.3.1 Em todo dígrafo D = (V(D), A(D)), a soma dos vértices de
grau interior é igual à soma dos vértices de grau exterior, e o valor comum
é o número de arcos, em outras palavras,

Yuev(D)5*(u) = |A(D)| = Evevçnj)ó (u).
A demonstração é imediata. O

Os dígrafos D = (V(D), A(D)) e H = (V(H), A(H)) são isomorfos, se
exite uma aplicação injetiva é definida em V(D) e com valores em V(H), tal
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que preserva a orientação dos arcos.

Teorema 2.3.2 No dígrafo conero D = (V(D), A(D)) as seguintes afirmações
são equivalentes:

1) D possui um passeio (1.é., caminho dirigido fechado que contem todas
as arestas) de Euler,

ià1) ó*(u) = 67 (u), para cada vértice u € V(D), e
it) D é a união de alguns ciclos dirigidos disjuntos pelo arco.

Teorema 2.3.3 Consideremos o digrafo conexo e não trivial D= (V(D), A(D)).
Se D contêm dois vértices x e y tal que

(x) 6(y)=p=6ó(y)—ó*(y),)e  ót7(u)=ó(u)VueV(D)­
(x,y).
Então existem exatamente uma familia W,o2y de caminhos dirigidos e arcos
disjuntos em D.

Teorema 2.3.4 Seja o dígrafo D(G) associado ao grafo fundamental G,
então:

i) existe uma correspondência biuniívoca entre os caminhos de G e os ca­
minhos dirigidos do dígrafo D(G), e

à) D(G) é k—­arco conexo se, e somente se, G é k­aresta conerxo.

Teorema 2.3.5 Demonstrar que um dígrafo D(G) = (V(D), A(D)) com o
grafo fundamental G, contém um caminho dirigido de comprimento x(G)—1.
Dem.

Consideremos 5 o conjunto mínimo de arcos D(G) tal que o subdígrafo
H = D(G) — S não possui ciclos dirigidos, k =max (6(W)/W é o caminho
dirigido em H) e sejam as cores 1,...,k,k + 1 disponíveis para colorir os
vértices de H.

O vértice v de H receve a coloração 1, 1 = 1,k + 1, se o comprimento do
maior caminho direcionado em H com vértice inicial em v, for 2 — 1.

Denotemos com WV,, o conjunto de vértices munidos com a coloração 1, L.é.,
V,=(r E V(H)/x possui a cor 1).

Provemos que (Va, ..., Vi, Ver1) é uma (k+1)—coloração própia de D(G).
Pela coloração dos vértices de H segue­se que, os extremos de qualquer ca­
minho direcionado em H, possuim distintas cores.
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Agora provemos que os extremos de qualquer arco no D possuim cores
distintas. Se o arco (u,v) E A(D)), pertence a H, esta provado.Se (u,v) &
A(H), então (u,v) E 5. Pela hipótese, H U [(u,v)), contém um ciclo 9, daí
N— Í(u,v)) é um caminho dirigido em H portante os vértices u e v recebem
cores distintas, de onde fWV1,...,Vr, Vir1) é uma colorção própia de D e pela
definição de número cromático concluimos que x(G) < E+1eo teorema
esta provado O.
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Capítulo 3

Teoria de Matchings

3.1 Introdução

Para um tratamento mais completo deste assunto, vide referências [1],
[2], [26], [50], [51], [53], [Caps. 1, 2, 3 [55]], [77], [85] e [Cap. 2, 2.3, [125]].

À noção de uma função bijetiva entre dois conjuntos finitos disjuntos não
vazios, é equivalente formar casais (ligados pela amizade) a partir dos con­
juntos de garotos e garotas. Este conceito no grafo abstracto, é uma coleção
de amizades (arestas disjuntas) coleção chamada um matching!, nós usare­
mos o termo matching e algumas vezes o termo emparelhado.

Vimos que, se a aresta e incide no vértice x no grafo G = (V(G), E(G)),
ou seja que, r é um extremo de e, então diz­se que e cobre x e a vizinhança
aberta de r não é vazia, 1.é., existe pelo menos um vértice y tal que y E N(z).
Em outras palavras, um conjunto de arestas disjuntas duas e duas e tais ares­
tas emparelham dois subconjuntos disjuntos de V(G), formam um matching.
As vezes um matching é também denominado conjunto independente de ares­
tas em GG. Ainda um subconjunto M €& E(G), é um matching em (7 se, e
somente se, cada vértice do subgrafo G[M], induzido por M tem grau menor

texistem traduções equivalentes em português, acoplamento ou emparelhamento vide
referências [13] e [91]
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ou igual a 1.

Um veértice­cobrimento ou suporte em G, é um subconjunto de vértices
S de V(G), tal que intercepta (ou cobre) a cada aresta de G. A cardina­
lidade mínima de um vértice­cobrimento (ou suporte), é o número vértice­
cobrimento ou número suporte, 1(G) de G.

Um vértice v de V(G), é saturado (o termo saturado, também será usado
quando nos refeirmos, fluxos na rede, espero que não haverá confusão) ou co­
berto pelo matching M se, algum elemento de M, incide em v, caso contrário,
diz­se que v é não­saturado ou não­coberto. Um subconjunto X & V(G) se
dize interceptar ou esta contido no matching M (no grafo G = (V(G), E(G)))
se cada vértice de X é extremo de um (único) elemento de M, deve haver
vértices que não estão em X que são extremos das arestas de M. Neste caso
usa­se a notação X < M, vide a seção de Matroide Transversal.

Um matching M em G é márimo se, não existe outro matching N em G
tal que, |[N] > |M|.

Um matching N em G é marximal, se não existe outro matching P em G
tal que contenha propriamente a N,i.é, P 5 N. Em particular, N é maximal
do matching Q se, e somente se, não existe outro matching S de G tal que
QcCSCN.

O número matching, v(G), de G é o número de elementos de qualquer
matching máximo em GG ou brevemente: v(G) = max (|M|/M matching em
G).

Um fator M no grafo G é matching perfeito ou I­fator G se, se todas
as arestas de E(M) são independentes. Em outras palavras, um matching
M em G, é chamado perfeito ou 1­fator de G se, todos os vértices de G
são cobertos por M. Equivalentemente o matching M é perfeito em G se, e
somente se, a cardinalidade de M é igual a metade do número de vértices de
G, IM] = 3IV(G)|.

Desde que, existe uma função f : V(G) — N, tal que f designa a cada
vértice v de G um inteiro f(v). Então um f— fator é qualquer subgrafo (ou
fator) F de GG tal que f é dado por f(v) = dr(v). Por exemplo se, f é uma
função constante, i.é., f(v) = k = dr(v), neste caso ao invés de f—fator, di­
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zemos F é k— fator de G. Ainda para k = 1 F é um matching (ou perfeito)
de G.

Alguns resultados sobre o matching ortogonal e transversal, foi obtido
por Anstee­Caccette [Orthogonal matchings, Discrete Math. 179 (1998) 37­
47). Se M é um conjunto de todos os k­fatores (1.é., de subgrafos geradores
k—regulares) de G = (V(G), E(G)), ou seja M = (F; /F; i=Lm,é um
k—fator de G), (onde |V(G)| > mk e G é simples). Se exite um matching
P de m arestas, tal que cada aresta e; exatamente pertence a F;, então P é
dito um matching ortogonal. Para o grafo bipartido Km,n, o matching cuja
aresta é obtido a partir de cada fator, corresponde a um transversal.

Um grafo G = (V, E) é crítical, se para qualquer vértice v € V(G), o
subgrafo G — (v) é fatorizável. Existêm outras definições alternativas, como
matching quase­perfeito (ou matching perfeito módulo v no grafo G), é um
matching que satura a cada vértice de G, menos um (resp. o) vértice (resp.
v). Para outras extensões vide [1].

Exemplo 3.1.1 Cada matching perfeito de G, é um matching máximo em
G. E claro que nem todo matching máximo de um grafo é um I­fator (ou
matching perfeito).

3.2 Relação “mar A= min B”

O objetivo desta seção é rever alguns resultados da teoria de dualidade
e alguns exemplos. Para mais informações em especial, visando dígrafos e a
programção matemática, vide [19], [38] e [56].

A literatura da otimização combinatorial e os assuntos relacionados, tal
como a teoria dos grafos, está cheio de numerosos exemplos ilustrando os
teoremas da dualidade e de suas aplicações, em outras palavras muitos pro­
blemas de otimização combinatorial são caracterizados pela relação max­
min (ou min­max), no sentido que o valor máximo de um problema de oti­
mização combinatorial é igual ao valor mínimo de algum outro problema
de otimização. Entre os exemplos clássicos relevantes, podemos citar: Na
teoria dos matchings, é o teorema de Kônig [49], que aborda uma condição
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necessária e suficiente para os matchings em grafos bipartidos. Na teoria de
conexidade, é o teorema de Menger [59], talvez seja o mais importante no
meio da teoria dos grafos; o qual expressa que o mínimo de alguma coisa
é igual ao máximo de outro. Na teoria de fluxos em redes, é o teorema de
fluxo­máximo e corte mínimo, de Ford e Fukerson [33]. Esta teoria de fluxos
na rede tem um estreito relacionamento com os grafos bipartidos. E final­
mente na teoria de matróides é devido a Rado [80].

Consideremos o grafo (ou dígrafo) G = (V, E), e sejam os subconjuntos
X eY vértices de GG.

Por um XY—caminho, entendemos um caminho (dirigido) de z € X
para algum y E Y, mas não contendo nenhum outro vértice de X ou de Y
(se u E X NY, então o mesmo vértice u, é um XY —caminho).

Sejam X, Y e S os subconjuntos de vértices de V(G), então dizemos
que S separa X de Y, o simplesmente que 5, é um XY ­separador, se cada
XY —caminho intercepta o conjunto 5, ou seja removido 5 a partir de G, os
conjuntos X e Y estão em diferentes componentes de G — 5.

Dizemos que X eY são finitamente separavel em G, se X e Y, são sepa­
rados por algum conjunto finito de vértices de G.

Na literatura o teorema de Menger, tem várias variantes e generalizações
para algumas classes de grafos e para matróides, por exemplo vide as re­
ferências [32], [79], [86], [101] e [121]. E a versão considerada é como segue:

Teorema 3.2.1 (Teorema de Menger) Consideremos um inteiro positivo k,
e sejam X eY dois subconjuntos de vértices (não vazios) do grafo (ou dígrafo)
G. Então existêm k XY — caminhos disjuntos (pelo vértice) em G se, e so­
mente se, o XY — separador contém pelo menos k vértices.

Além da demonstração dado pelo autor, existe uma outra prova dado por
Pym [79]. À

Whitney [121], obteve a seguinte caracterização para os grafos n­conexos
via o teorema de Menger.

Teorema 3.2.2 Seja G = (V,E) um grafo com |V| > n +1 vértices. Então
G é n­conexo se, e somente se, para todo subconjunto de vértices NS) E V(G)
com a cardinalidade |[N| <n — 1, o grafo G— OQ é conexo.

Para uma demonstração usando o teorema de fluxo­máximo e corte­
mínimo, é apresentada na seção Algumas Aplicações, no capítulo das redes.
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Assumamos que H seja um matching perfeito (ou 1­fator) de (. Para
S €& V(G), F seja uma componente do grafo G — 5, então para as arestas
de H contidas em F', a componente F' contém en um número par de vértices
de H, e outros vértices de F' são os extremos das arestas de H que ligam um
vértice de F com um vértice de 5. Em particular, para cada componente
ímpar F de G — 5, existe uma aresta de H, ligando um vértice de F com
um vértice de S. Desde que as arestas de H, são não adjacentes dois a dois,
segue que o grafo G — 5, tem no máximo |5| componentes ímpares, uma
componente para cada vértice de 5., e reciprocamente.

Este excelente resultado que trata a rigor da existência de matching per­
feito ou 1­fator em grafos, é devido a Tutte [98].

Teorema 3.2.3 (Teorema de Tutte) O grafo G = (V(G), E(G)) possui mat­
ching perfeito ( ou I­fator) se, e somente se, para cada subconjunto S E V(G)
se verifica wi (G—S) < |S|], onde w(G—S) denota o número de componentes
conexas de G— 5 e cada das quais tem um número ímpar de vértices.

Além da demonstração original dada pelo autor, exitem outras demons­
trações, por exemplo vide [4] e [vol. I, p.189 [36]].

Corolário 3.2.1 Um grafo G = (V(G), E(G)) contém um subconjunto de
arestas independentes cobrindo todos os vértices menos e no máximo d vértices
se, e somente se, wi(G — 5) < |5] + d, para cada subconjunto S & V(G).

O teorema de Tutte, deu origem ao um novo conceito denominado bar­
reira, mais formalmente, um subconjunto B C V(G), é chamado barreira se
verifica wi(G — B) = |B|.

Exemplo 3.2.1 Se o grafo G for bipartido, então ambas classess de cores
de G são conjuntos barreiras de GG. Para mais informações, vide referência
[Cap. 3 [55]].

O seguinte resultado é conhecido como uma generalização do teorema de
Tutte, dado por Berge.

Teorema 3.2.4 (Berge/8] e Tutte/[98]) Se G = (V(G), E(G)) é um grafo
com |V(G)| = n e M um matching mázimo de G, |M| = "=2 onde d =maxfw (G—
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3.3 Grafos Bipartidos ou Bígrafos

Um grafo G = (V, E) bipartido é definido como um grafo, cujo conjunto
de vértices V é particionado em duas classes disjuntas e não vazias A e B, tal
que dois vértices não adjacentes pertencem à mesma classe. Uma partição
(A, B) de V, é denominda uma bipartição do grafo bipartido se cada aresta
de GG tem exatamente um extremo em A e outro em B, portanto &«(G) < 2,
e G é frequêntemente referido como o grafo bicolorável ou bigrafo .

Usaremos a notação G = (AU B, E), para indicar um grafo bipartido
(com a bipartição (A, B)) com conjunto de vértices AU B e o conjunto de
arestas E = E(G). Nas seções seguintes, entenderemos por grafos bipartidos,
como aqueles bigrafos sem vértices isolados, salvo alguma uma especificação.

Algumas vezes escreveremos v E (7 para indicar v€ AU B.
Um grafo bipartido é simples se, não possui arestas paralelas nem laços.
O grafo bipartido complemento G, de um grafo bipartido simples G =

(AU B, E), é o grafo G=(AU B, ((1,y)/(t,y) ZEE,vr E AeyE B)).
Um grafo bipartido G = (AU B, E), é completo se, & é simples e cada

vértice de À é ligado a cada vértice de B exatamente por uma aresta, e
denota­se por kn,m, onde |A| = n e |[B] = m, ou seja que, escrevemos kn,m,
um grafo bipartido completo com classes de cores de tamanhos m e n.

Teorema 3.3.1 Um grafo G é bipartido se, e somente se, G não contém
circuito ímpar.

Para uma demonstração, vide [Cap. 2, [15] ] D.

Para uma outra caracterização dos grafos bipartidos via os grafos quasi­
dobradiços, vide referência [20].

A partir do teorema acima, a condição de que G não contém ciclos
ímpares, é equivalente à capacidade de particionar o conjunto de vértices
de GG em duas partes de modo que cada aresta de (7 intercepte examente em
um único vértice a cada parte, de onde surgiu o teorema de Kônig (vide na
seguinte seção).
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Uma outra alternativa da definição do grafo bipartido é, a identificação
com uma relação binária. Consideremos sem pérda da generalidade, dois
conjuntos finitos e disjuntos A e B e R uma relação binária entre os conjun­
tos À em B, (chamados o dominio e o contradominio, respectivamente), ou
seja que, R é um subconjunto de A x B e escrevemos RC A x B.

Como A e B são finitos, podemos representar a relação R por meio de
setas (diagrama), fazendo­se a seguinte convenção; um elemento x de A é
ligado por uma seta com o elemento y de B se, e somente se, xRy (ou
(x,y) E R). Consequêntemente, à relação binária R, podemos associar um
grafo bipartido (orientado), cujo conjunto de vértices são os elementos de
AU B, e cujas arestas (orientadas) são os pares ordenados que pertencem à
relação, i.é., (7,y) é uma aresta (ou arco (z,y)) determinadas pelos vértices
Tr e y se, e somente se, x está em relação com y, ou seja, (x,y) € Re portanto
G=(AUB,R).

Reciprocamente, se G = (AU B,E) é um grafo bipartido, então basta
definir a relação binária R como o conjunto E ,isto é, (x,y) € E se, e somente
se, rRy. Por conseguinte temos:

Lema 3.3.1 A cada grafo bipartido (sem vértices isolados) é associado uma
relação binária, e reciprocamente.

Para qualquer vértice 7 E AU B, o conjunto vizinhança (aberta) de ,
podemos denotar por I'(x) (ao invés de N(x)), então escrevemos I(x) =
(y €EAU B/(t,y) E E), TU (1) = (y E AU B/(y,1) E E), e para qualquer
X CC AU B escrevemos
r(X) = Uvex T(u) e 1U(X) = Usex TU (4).

E para qualquer subconjunto S C AU B, a vizinhança aberta de 5 é
definido como o conjunto I(S5) = Ures LT(x). Em particular, se 5 €C A, então
T(S), é o subconjunto de vértices de B, os quais estão ligados pelo menos
por uma seta (aresta) a S. E Tx] = T'(x7) U (x) e T[5] = T(S) US, definem
a vinhança fechada do vértice x e do conjunto S, respectivamente.

Lema 3.3.2 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E). Para todo os
subconjuntos X,Y C A se verifica que:

a) Se X CY então T(X) CT(Y),
bh) T(XUY)=T(X)UT(Y),:
ce) (IX NY) ET(X) NT(Y).
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Dem.

a) Desde que, X € Y então Y = Y U X e porconseguinte T(Y) =
T(XUY) = Usexur T(e) = Usex (8) U Uter T(t) 2 Usex T(2) =T(X).

b) usando o itém a) temos

r(X)UT(Y) CT(XUY).

Por outro lado,

raury)=UvuU>2 U TS
EX t€EY sEeXUY

Portanto, de 3.1) e 3.2) obtemos o resultado desejado.

c) Como XNY € X (resp Y), usando a) obtemos I(XNY) CT(
rT(X NY) EC T(Y), de onde concluímos que (XNY) CT(X)NT(Y)eo
lema esta demonstrado O.

3.3.1. Matchings em Grafos Bipartidos

Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido associado à relação R = E,
se podemos encontrar um subconjunto ou uma subrelação S € R, tal que
S é um grafo de uma função biuniívoca de A em B, dizemos que R possui
um matching. Em outras palavras, um matching em um grafo bipartido

= (V(G), E(G)) é uma escolha de arestas de E(G) tal que defina uma
correspondência biunívoca entre os vértices de um subconjunto X de À com
um subconjunto Y de B, ou seja que as arestas escolhidas emparelham os
conjuntos X e Y no grafo bipartido G.
Se existe um matching M em G tal que sature a cada elemento de A (e talvez
não necessariamente B), então dize­se que M é um matching completo (ou
simplesmente) de A em B.

Um co­ciclo de G = (AU B,E) é um subconjunto de vértices 5 C AU B

de G, tal que 5 intercepta a cada aresta de G.
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Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E) esejtam XCAeY CTB,
e denota Q = (X,Y) o número de arestas incidentes em X e Y.

Lema 3.3.3 O grafo bipartido G = (AU B, E) tem h = h(G) o número de
matchings disjuntos ( cada um de tamanho t ) se, e somente se, Q(UX,Y) >
h(t —­ |A— X| —|B— Y|) para todo XCAeY CB.
Para uma demonstração vide [Cap. 2 [55]]. Também vide [Cap. 2; 2.4, [125]]
O.

Teorema min­max de Kónig [49]

O teorema min­max de Kônig para os grafo bipartidos, se refere que o
número minimo de vértices, tal que cada aresta é incidente com pelo menos
com um destes vértices, é finito, e este número é igual ao número máximo
de arestas, as quais não são adjacentes duas a duas, em outras palavras:

Teorema 3.3.2 Seja G=(AUB,E) um grafo bipartido. Então o número
márximo de arestas independentes v(G) de G é igual ao número mínimo de
vértice­cobrimento T(G) (ou tamanho minimal de um co­ciclo), i.é., v(G) =

Para uma demonstração vide [85] e [Cap. 5, [83]] E.

Consideremos o grafo bipartido G = (AUB, E). Um conjunto separadorS
de GG, é um conjunto de vértices de G tal que, para cada aresta e = ít,y) E E,
tem­se r ES ouyeE 5.

Se S = (An S)U(BN S) é um separador do grafo bipartido G, então
não há arestas de G que ligem (ou unem) um vértice de A— AN S com um
vértice de B— BN S. Usando o térmo separador, o teorema de Kónig tem a
seguinte reformulação.

Teorema 3.3.3 À cardinalidade máxima de um matching do grafo bipartido
G=(AUB,E), é igual à cardinalidade mínima de um conjunto separador
de G.

Seja o bígrafo G = (AU B, E). Para todo X € A, o conjunto T(X) U
(A— X) é um conjunto separador de G. Análogamente, para qualquer
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Y CB, T(Y)U(B—Y)éum conjunto separador de GG. Agora, se Z é
conjunto separador de G com 47 = ZN Ae Z=2ZNDB. Para X= A­M,
ocorre que [(X) C Z,7 e por conseguinte F(X) U(A— X) é um conjunto
separador de GG contido em Z, em vista desta observação, o teorema acima
tem o seguinte enunciado alternativo:
“Se H denota a família de matchings de G = (AUB, E), então max (|M|/M e
Hj) =min (IV(X)| = |A= X| /[X E A)”

Além de ter influênciado com énfasis na origem do matróide transversal
(veja mais adiante), provavelmente a versão mais usada de todos os tratamen­
tos alternativos e equivalentes, ao teorema de min­max de Konig, é devido a
Philip Hall [37]. Este resultado dado por Hall (abaixo), pode­se interpretar
como um caso em que, m moças conhecem a m — | rapazes e a partir deste
conjunto de rapazes e mças é impossivel arranjar casamentos, sem alguem
ficar solitário, o qual é equivalente dizer, se existe um matching completo
de À em B, então para cada X C A, existe pelo menos |X| vértices de B
adjacentes a um vértice em X, isto é, T(X) > |X|, e ainda podemos significar
que X está contido no conjunto de vértices de algum matching N (de X em
F(X), e também vale a recíproca e formalmente é como segue.

Teorema 3.3.4 (Teorema de casamento de Hall). Seja G=(AU B,E) um
grafo bipartido. Então G possui um matching de À em B se, e somente se,
rT(X) > |X|, para cada subconjunto X € A,

Existem três demonstrações, duas delas usam o teorema de Menger e para
uma terceira vide no capítulo das redes, seção Algumas Aplicações.

Uma forma equivalente a este resultado foi dado por Kônig­Egerváry [85],
antes de enunciarmos, lembremos que um co­ciclo em um grafo bipartido, é
um subconjunto de vértices tal que intercepta a cada aresta do bígrafo.

Teorema 3.3.5 (Teorema de Kônig­Egerváry). Em um grafo bipartido G, a
cardinalidade mínima de um co­ciclo de G é igual ao tamanho de um conjunto
de arestas independentes (1. é., a cardinalidade de um matching máximo) de
G.

Para uma demonstração via o teorema de Menger, vide referência [85] O.

Muitas vezes este resultado, é referido como o teorema de casamento,
contudo na maioria da literatura, o teorema de Hall é de casamento, para
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mais detalhes vide [85] e [112].

3.3.2 Deficiência de um Grafo Bipartido

À noção de deficiência (vértice) para os grafos bipartidos foi introduzido
por Ore [66]. Vide também para outros detalhes [51].

Consideremos o grafo bipartido G = (AU B,E) e X um subconjunto
de A. Relembramos que a vizinhança (aberta) de X denotado por I(X)
é o conjunto de vértices de B que são adjacentes aos vértices de X, Lé.,:
rT(X)=(y E B/(xt,y)E E, para algum x € X).

A deficiência do conjunto X no grafo G, denotado por def&(X) ou def(X),
e definido como def&(X) =def(X) = |[X| — [T(X)|.

Observamos que a deficiência de um conjunto pode ser um inteiro positivo,
<

zero ou um inteiro negativo, i. é., def(X) | = |O.
>

A deficiência do grafo bipartido G = (AU B,E) denotado por def(G) é
dado por def(G) =def(AU B, E) = max (|X| — |[(X)|/X E A).

Desde que, o conjunto vazio | é um subconjunto de A e |0| = |T(9)| = O,
temos def(G) > 0.

À deficiência def(G) de G significa, o número de vértices não saturados
por um matching máximo em G, ou seja, a def(G) denota o número mínimo
de vértices que removidos, o grafo resultante tem deficiência não positiva, em
outras palavras, o número máximo de arestas independentes que G contêm
é igual à L(|A U B|­def(G)).

O teorema de Kônig em termos da deficiência é devido a Ore [66] e é
como segue.

Teorema 3.3.6 Seja G = (AUB, E) um grafo bipartido. O número máximo
de vértices de A que pode ser emparelhado em algum subconjunto de B, é igual
à |AJ|­defhG).

Para uma demonstração usando o teorema de fluxo­máximo e corte­
mínimo, vide [Cap. 7, [9]].
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A partir da definição de deficiência de um grafo ( ou seja a expressão
max(|X| — |T(X)|/X € AJ, significa que existe um valor máximo entre as
deficiências dos subconjuntos de À e cujo conjunto associado é denominado
crítico ou apertado (o termo apertado, com é usado com frequência na re­
ferência [55], enquanto o termo crítico é usado por Ore [66]), o qual é um
subconjunto S de A tal que def(S) =def(G). Contudo usaremos o ambos
termos indistintamente se, não houver confusão.

Se X, é um conjunto crítico, tal que X, € X, para todo conjunto crítico
X de A, então X, é crítico minimal de G, e analogamente se existe um
conjunto crítico Y, tal que contenha a todos os subconjuntos críticos de A,
então Y, é chamado crítico marximal de G.

Dizemos que um subconjunto S de À é um conjunto sem deficiência, se
todo subconjunto de S não tem deficiência positiva, isto é, def6e(X) < O,
qualquer que seja X & S. Em particular, o conjunto À é sem deficiência se,
e somente se, def(G) = O.

O oposto do termo deficiência, é o ercesso. O excesso de um subconjunto
X de A no grafo bipartido G = (AU B, E), denotado por o(X) = oG(X)
e definido como o(X) = a6(X) = |T(X)| — |X| = —def(G). E o ercesso do
grafo bipartido G = (AU B, E), é dado por o(G) =min fo(X)/X C A e
X £ 0), e consequentemente def(G) =max (0, —o(G)). Para mais detalhes,
vide [Cap. 3 [55]].

Lema 3.3.4 Para dois subconjuntos X e Y arbitrários de A (no grafo bi­
partido G=(AUB,E)) se verifica:

a) def(X UY) + def(X NY) > def(X) + def(Y),e
b) (XUY) +o(XNY) <o(X)+o(Y).

Uma demonstração segue pelo lema 3.3.4 e conjuntamente do fato que
]XUY|=|X|+|Y|­|XNY]O.

Lema 3.3.5 Se F é uma família não vazia de subconjuntos críticos de G,
então X, =NxerÀX e Yo = UxerX são também os críticos de G.
Dem.
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Em vista do conjunto AÀ ser finito, podemos supor | F|=n, e demonstremos
por indução sobre n.

Para dois conjuntos críticos X e Y, usando o lema 3.2.4 obtemos a desi­
gualdade

cdef(X UY) +def(XNY)>2def(G) (3.3)
Desde que, def(XUY) < def(G) e def(XNY) < def(G), também temos

def(X UY) < def(Y) (def(X)) e def(X NY) < def(Y) (def(X)), por
conseguinte obtemos a seguinte desigualdade

cdef(X UY) +def(XnNY) <2def(G) (3.4)

E a partir de 3.3) e 3.4) obtemos a equação

def(X UY) +def(XnNY)=2def(G)

De onde resulta:

def(X NY) = 2def(G) — def(XUY)
> 2def(G) — def(Y)
= def(Y).

Analogamente obtemos, def(X UY) > def(Y) e conjuntamente com as
desigualdades 3.3) e 3.4) concluímos que os conjuntos XUY e XNY são
também críticos, isto é, def/(X UY) = def(G) = def(XNY)eolema esta
demonstrado O.

Agora suponhamos que o lema seja verdadeiro para n—1 conjuntos críticos
e provemos para n conjuntos críticos, X1, X2,...,Xn­1,Xn­

Pela hipótese de indução, os conjuntos

n—1l n—1l

À = n X; ebB= U X;
1=1 i=1

são críticos.

Por outro lado, os conjuntos A, Be X, são críticos (já demonstrado para
o caso de dois conjuntos críticos) de onde os conjuntos

X=ANX,eY,=BNX,,

são também críticos o qual completa a demonstração do lema OD.
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3.4 Deficiência de um Grafo Arbitrário

Dado um grafo G = (V(G), E(G)) e seja M um matching máximo em (GR.
Se M for perfeito, então pela definição segue que cada vértice de GG é coberto
exatamente por um elemento de M. Nem sempre um matching máximo M
será perfeito, o qual implica que haverá vértices de G, não saturados por
matching M de G, ou seja que M tem o defeito de não cobrir alguns vértices
de G. Formalmente dizemos que um matching N em G tem defeito d, se
existem d vértices de (7 que não são cobertos por nenhum elemento de N.

O conceito da deficiência para os grafos bipartidos de Ore, tem tido ex­
tendido para os grafos arbitrários, o que segue a continuação.

A deficiência , 6(G), de um grafo G = (V(G), E(G)), é definido como
sendo o número mínimo de vértices de GG, tal que removidos a partir de G,
o grafo resultante, é fatorizável, ou seja que, o número máximo de arestas
independentes de G, é 3(|V(G)| — 6(G)).

Lema 3.4.1 Seja G = (V(G), E(G)) e X um subconjunto arbitrário de
V(G). Então 6(G— X) < ó6(G) + |X|.

Se existe algum subconjunto X de V(G), tal que verifica a igualdade do lema,
1.é., (G — X) = 6(G) + |X|, então o conjunto X é denominado extremo em
G. Para mais detalhes, vide referêrncia [52].

Ainda a deficiência de (7, esta dada explicitamente pela seguinte expressão
def(G) = [V(G)| — 20(G) = Esevia(A(G) — da(0)).

Uma fórmula para ó(G), (análogo à fórmula de Ore) foi obtido por Berge
[8], como uma generalização natural do teorema de Tutte.

Teorema 3.4.1 (Fórmula de Tutte­Berge). Para um grafo G = (V(G), E(G)),
a deficiência de G é dado por 6(G) = max (w.(G — X) — |[X|/X & V(G)).

Para uma demonstração, vide [8], [64] e [Cap. 3, [55] ]| À.

Corolário 3.4.1 Se G é um grafo plano com def(íG) > 3 e |V(G)| > 10.
Então v(G) > S(IV(G)| + 2).

Sobre o matching relacionado con deficiência em grafos arbitrários, foi de­
senvolvido independentemente por Gallai e Edmonds. Para mais informações,
vide referências [52] e [Cap. 3 [55]].

Se Da, denota o conjunto de aqueles vértices de G&, que não são cobertos
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por cada matching; Ag o conjunto de vértices de V — De, que são adjacentes
pelo menos um vértice de Dea, em G&, e o conjunto CG = V(G) — Ag— Deg =
V(G) — Ag U Da, então temos:

Teorema 3.4.2 (Gallai­Edmonds) Seja G = (V(G), E(G)) um grafo ar­
bitrário, então

a) As componentes de G[Cg] são fatorizaveis, as componentes de G[Dçg]
são críticos;

b) o número de componentes de G[Dg] é 6(G) +|Agcl, e
c) se M é qualquer matching máximo de G, então M contém um mat­

ching quase­perfeito de cada componente de Da, um matching perfeito de
cada componente de Ce liga todos os pontos de Ag com os pontos que per­
tencem a distintas componentes de Da.

d) v(G) = 3(IV(G)| — W(G[Dg]) + |Acl.
Para uma demonstração, vide [29] e [Cap. 3, [55] ] À.

3.5 Grafos n­extendíveis

Enquanto o problema da existência de matching perfeito em grafos foi
saneado por Tutte, por outro lado surge o problema de determinar o maior
limitante inferior sobre o número de diferentes matchings perfeitos que um
grafo pode conter. Como uma causa da busca de uma solução, para este
problema, surgiu uma nova classe de grafos chamados grafos n­extendiveis.

O conceito de n­extendibilidade em grafos de ordem p, foi introduzido por
Plummer [76], pela década de 80, em seu artigo On n­extendable graphs.

Um grafo arbitrário G, é n­ertendível, se:
1.­ G é conexo,
2.­ (7 possui um matching perfeito, e
3.­ cada matching de cardinalidade n está contido em um matching

perfeito de (&.

Um grafo fatorizável é chamado 0­extendiível.
Um grafo conexo G, é chamado matching­coberto ou I­extendível, se cada

aresta de (& está contido em um matching perfeito.
O maior inteiro positivo n para o qual (7 é n­extendível, é chamado o

número de erxtendibilidade, ext(G), de G.
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Os grafos n­extendíveis, tem relacionamento com os grafos hamiltonianos
e os grafos planares por exemplo, vide referências [58], [77], [78] e [90].

3.6 Sistema de subconjuntos e Transversais

Para o conjunto finito 5 = fx1,...,tn) = (17; /1 E L) seja A(I) =
(A1,..., Am) = (A;/j E 1) uma coleção de subconjuntos não vazios A; (não
necessariamente são distintos) de S indexados por T tal que 5 = Ujer A; =

Em particular para J E 1, A(J) = Use) Aj = X, é um subconjunto de
Ss.

Chamamos um sistema (ou simplesmente uma família) ao par ordenado
(S; A(I)) ou A(I)).

O conjunto T = fx1,...,tm) = (x; /i E U E L) de elementos de S e
denominado um sistema de distintos representativos ou uma transversal de
A(T) se:
1;E A;parai =Lm,e
Tt; É xr, parat,sElcomiÉs.
Em outras palavras, T é uma transversal de A(I) se, existe uma bijeção

Ç:T1TtalquezeEAyg(o) paraz ET.
Um subconjunto P = (ft; /j = 1,k) C S é uma transversal parcial

de A(I) se existe uma subfamília (As,..., Ai) de A(I) tal que t; E A;
(1<j<k). Dizemos que t; representa A;; em P.

Portanto uma transversal parcial de A(I) é uma transversal de uma sub­
família A(J) = (A; /j E J), para algum J C [.

Uma transversal parcial T é máximal se, T não está contido propriamente
em uma outra transversal parcial.

A família de transversais parciais máximais constitui as bases de um
matróide, denotado por T(S, A), e chamado matróide transversal, e dizemos
que o sistema À é uma representação de T(S, A). Este resultado foi obser­
vado por Edmonds e Fulkerson [31], vide seção Matróides Bígrafos: Matróide
Transversal.

Grafos Bipartidos e Sistemas
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Desde que qualquer família A(I) de subconjuntos de um conjunto finito
dado S (indexados pelo conjunto de índices TI), da origem a uma relação
binária RC S x 1, definida por (s,1) € R se, e somente se, s E A;.

Pelo lema 3.3.1, o grafo bipartido induzido pela relação Ré G = (SUI, R)
o qual é associado a A(I) e denota­se por Ga(n = (S U A(I),À).

Reciprocamente, para o grafo bipartido G = (AU B,E) (simples e sem
vértices isolados) exite um sistema associado.

Basta tomarmos como o conjunto de índices B = [y1,...,um) = (1,2,...,m) =
IT. Desde que, G não tem vértices isolados, então para cada y; € B(ou je)
haverá algum elemento rx; € A tal que existe a aresta (x;, A;) de G, onde A;
é a vizinhança de x;, em outras palavras, D(y;) = (x € A/(r,y;) E El, é um
subconjunto não vazio de A. Sendo I é finito, logo os conjuntos A; = T'(j),
para y; € B comj € 1, forma o sistema (T(3)/j € TI). Em consequência
temos o seguinte lema.

Lema 3.6.1 À cada grafo bipartido G = (AUB, E) corresponde um sistema
A(T), e reciprocamente, e pelo abuso de notação podemos escrever G = A(I).

Em virtude do lema acima, podemos transportar todos os conceitos in­
troduzidos para os grafos bipartidos para o sistema, e reciprocamente.

Lema 3.6.2 Um subconjunto de uma transversal parcial, é também uma
transversal parcial.

Pela convenção, o conjunto vazio (| é uma transversal (ou parcial) de
qualquer sistema.

Exemplo 3.6.1 Para o conjunto 5 = fa,b,c,d, f,g), seja o sistema A =
(A1, A2, Az, A4, Às) onde A; = fa, b,c), Az = (a, b,d), Ag =(a,b,o, f), As =
fa,b,e,d,f) e As = (a,b,c,d,g).

Queremos escolher cinco elementos distintos x1, 12,13, Ta4a,x5 a partir do
sistema A, tal que os elementos escolhidos sejam distintos, por exemplo,
podemos tomar x) = a, 12 = b, 13 = f, ra = cc, 15 = d. Portanto o
conjunto fa,b,c,d,f) é uma transveral (de cardinalidade 5) para o sistema
A.

Agora, para o sistema B = (A, A2, A3, A4, Às), com A; = fa, b),
As = ta, bj, Az = ta, bj, Aa = ted, f,9), e As = te,d,f,g). É impossivel
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escolhermos cinco elementos distintos do sistema, em vista de que não po­
demos tomar tres elementos distintos a partir de Az, A2, Az a causa de que
cada um destes conjuntos contém apenas dois elementos entre a e b. Por­
tanto o sistema não tem transversal, mas sim possui transversais parciais,
por exemplo fa), também o conjunto fa,c) é outro tantos mais de trans­
versal parciais. Por conseguinte uma transversal parcial é uma combinação
simples. Se n for o número de objetos de uma coleção e escolhermos menor
ou igual a k objetos a partir destes nº elementos (k <n), então

Dion
k ,

será o número de transversais parciais que podemos de tamanho (até) k?.
Como sabermos, dadas k— combinações, (O < k e sendo fizado k), qual é a
transversal parcial que associa a cada k— combinação ou seja que, em que
condições uma k— combinação é uma tranversal?. Seja como for o caso, pelo
momento deixaremos de lado estas questões.

De uma maneira análoga, se define o conjunto transversal de um grafo
arbitrário G = (V(G), E(G)) como sendo um subconjunto T' € V(G) tal que
cada aresta de G tem pelo um extremo em T'. Uma reformulação equivalente
do teorema de Kóônig, é o seguinte:

Teorema 3.6.1 Em qualquer grafo bipartido G, o número máximo de ares­
tas em um matching é igual ao número minimo de vértices de um conjunto
transversal de G.

Uma demonstração segue apartir da definição de conjunto transversal
conjuntamente com o teorema de Konig. À

Consideremos a família A de subconjuntos de A, e seja d um inteiro não
negativo.

Dizemos que o subconjunto X C A é uma transversal parcial (de A) com
defeito d, se existe um subconjunto índice K € IT verificando [[ — K) = de
tal que X é uma transversal da subfamília A(K) = (A;/] € K) de A. Em
outras palavras, X é uma transversal parcial de À com defeito d se, X é um
representativo distinto de todos os membros de À menos dos d membros da
mesma família.
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Liu­Zhou [50], introduziram a noção da transversal forte, ou seja o con­
junto T = fx1,...,Tm), é chamado um sistema forte de distintos represen­
tativos para (S, A(T)) se:

1; E A; — U Ajpi=l,m.
FEZ

A partir de uma coleção finita de subconjuntos de um conjunto finito
dado 5, eles formularam dois problemas interesantes, para maiores detalhes,
vide a referência [50].

3.6.1. Teorema de Existência da Transversal

Em 1935, Philip Hall [37], obteve um resultado básico sobre a existência
da transversal em um sistema de subconjuntos. Uma motivação, podería
considerar­se em n garotas agrupadas em m subconjuntos Ax,..., Am, ou
seja que, À = (A1,..., Am) e sejam ba1,...,bm, m garotos. Se pudermos
escolher uma garota de cada A;, 1 <] < m, para formarmos uma primeira
coleção de m casais, então cada garota escolhida representa seu grupo junto
a A e estas garotas formam um conjunto chamado transvsersal de A. Isto
acarreta uma condição necessária para a existencia de representativos distin­
tos, e a condição suficiente, seria que quando, qualquer união dos &k conjuntos
A; contenha pelo menos k elementos distintos. Em outras palavras, uma re­
formulação do teorema de casamento de Hall, expressa a existência de uma
transversal.

Teorema 3.6.2 Seja À um conjunto finito den elementos e A=(A1,..., Am)
uma família de subconjuntos não vazios de A. Então A tem uma transversal
se, e somente se, a união de qualquer k membros A; de A contém pelo menos
k elementos distintos (| < k <m) i.é., |UF  Ail > k.

Para uma demonstração inductiva, vide [Cap. 2 [62]] À.

O seguinte resultado, é uma ligeira variante do teorema anterior.

Teorema 3.6.3 À família S tem uma transversal contendo um subconjunto
A se, e somente se,

1) A família S contém uma transversal, e
ià1) o conjunto À é uma transversal parcial de S.

47

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 Unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



A técnica de demonstração é similar ao do teorema anterior. OD

3.6.2 Teorema de Hall­Ore

Se X é uma transversal parcial do sistema A = (Ar, A2,..., Am), então
o defeito de X é definido como o número inteiro d = m — |[X| = |A| — |X|.

O seguinte é uma variante da geralização do teorema de casamento, devido
a Ore, que da uma condição necessária e suficiente para um sistema possuir
uma transversal parcial de certo tamanho.

Teorema 3.6.4 (Hall­Ore) Seja o sistema A = (A,J/u E U) de subconjuntos
de S indexados pelo conjunto U, e L <t <|U|. Então A possui uma trans­
versal parcial de tamanho t se, e somente se, | ;ex Ail > |K| ­d, VK QU
ed=|A|—U.

Uma demonstração é via o processo de adjunção, vide referência [Cap. 3
[62]] e [66]. À

Corolário 3.6.1 Sob as hipótesis do teorema 3.6.4, seja X C A, então X
contém transversal parcial de A de tamanho t se, e somente se, para cada
subconjunto J C (1,...,m) se verifica |(|Uje) NX| > |J| — d.

Uma demonstração, é uma aplicação direta do teorema acima. OD
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Capítulo 4

Teoria Das Redes

4.1 Introdução

No presente capítulo, apresentamos uma breve introdução sobre à teoria
das redes, contudo para mais detelhes vide as referências [28], [33], [35], e
[36].

Uma rede ou rede de transporte ou de fluxo, é um dígrafo denotado por
N = N(D) = (N,A,X,Y,c) sem laços, conexo e com dois conjuntos dis­
juntos chamados distinguidos X e Y, cujos elementos são vértices, chamados
fontes (ou centros de produção ou de abastecimentos) e destinos (ou centros
de consumos) respectivamente, da rede. Os elementos de N e A, são deno­
minados nós, pontos ou vértices e arcos respectivamente, e qualquer outro
vértice ou ponto da rede A que não pertencem a X nem a Y, são os pontos
intermediários ou de tránsito da rede, e c = (c1,C2,..., Cla) é uma função
definida sobre À com valores no conjunto de números inteiros (ou reais), Z
( R). Em outras palavras, a função c; associa o arco a = (x,y) de À com
um número inteiro (ou real), i.é., o valor da componente c; no arco a de A, é
denotado por c;(a) = c1, o escrevemos simplesmente c(a), chamado a capa­
cidade do arco a = (x,y) e cé a função capacidade da rede N/, muitas vezes
a função c é referida como o vetor­peso da rede. Consideraremos a função
capacidade com valores inteiros positivos o qual acarreta a existência de um
fluxo ótimo com valor inteiro.

O dígrafo D, é o dígrafo fundamental da rede de transporte (ou de fluxo)
N.
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Neste trabalho, usaremos o termo rede para refirirnos, rede de transporte
ou de fluxo.

À capacidade c(a) = c(r,y) (de um arco a = (x,y) de A,) pode ser
interpretada como uma representação da quantidade máxima de algum pro­
duto (ou material) que possa ser enviado ou transportado de um ponto x
para outro nó y, ao longo dos arcos ou atraves dos arcos a = (x,y) da rede,
por unidade de tempo e em uma situação estática, por exemplo, óleo, agua,
chamadas telefónicas, energia elétrica, quantidade de carros ou pedaços de
informações, etc.

Exemplo 4.1.1 Consideremos o dígrafo sem laços e conexo D, cujos arcos
são os oleodutos (ou tubos de conexão), e os pontos são deteminados pe­
las interseções dos oleodutos (ou tubos), então temos a rede N = N(D) =
(N,A, X,Y,c), sendo X = (s) a orígem dos oleodutos (ou da tubulação)
eY = (t) é a chegada dos oleodutos (ou final da tubulação), e queremos
transportar ou enviar outro tanto possível de oleo (ou qualquer outro mate­
rial) desde o lugar 8 até o ponto t através do sistema de oleodutos (ou da
tubulação) sujeito algumas restrições relativo a capacidade total de rendi­
mentos dos oleodutos (ou tubos), por exemplo o diámetro dos oleodutos (ou
dos tubos), se refiere a área seccional do oleoduto (ou do tubo).

4.2 Valordo Fluxo Viável e a Capacidade do Corte

Consideremos a rede V = (N,A, X,Y,c) onde os dois subconjuntos dis­
tinguidos de vértices são unitários, X = (s) e Y = (t).

Um fluxo (ou fluxo estático) É na rede À é uma função definida em
À com valores em N (ou é uma função vetorial com |A| componentes), & =
(1) 2). ++, Pla), tal que em cada arco a = (x,y) de A, o valor da componente
v; é pila) = 7. ou simplesmente (a), o qual significa o valor do vetor
fluxo $ sobre o arco a, em outras palavras, é a quantidade de produto (ou
mercaduría) que circula (ou flui) no arco a = (x,y), sob o fluxo D, sendo seu
valor, um número inteiro não negativo ou seja que, v(a) E N.

Um fluxo & na rede À é viável se, e somente se, suas componentes
verificam às seguintes condições:

1) O < (a) < c(a), para cada arco a = (x,y) de A (restrição de capaci­
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dade). Em outras palavras, é o número de unidade de produto ou material
que flui ao longo de cada arco sem exceder a capacidade do arco.

11) O fluxo total de mercadoria ou algum líquido que sai da fonte s, o
qual se denota por v = v(6), é o mesmo que o valor negativo do fluxo total
que entra no destino t, enquanto o total de fluxo que entra em cada nó in­
termediário deve ser igual ao total de fluxo que sai do mesmo nó, conhecida
como a equação de Kirchhoff ou equação de conservação. Brevemente:

v H,yr=s
Eyp(r,y)— E/o(y,17)=4 —v iH,xr=t

2) Ud, TÉs, t

Os fluxos viáveis na rede N/, ás vezes são referidos como o fluxo de X para
Y ou um (X,Y)­fluxo.

Toda rede N/ possui pelo menos um fluxo, é o fluxo nulo ou zero, isto é,
(a) = O, para cada arco a = (t,y) E A.

Se não houver confusão o vetor fluxo $ ou a componente + serão referidos
indistintamente, como fluxo viável na rede N/.

Consideremos a rede N = V(D) = (N, A,s,t,c) munido do vetor fluxo
$ (ou fluxo componente viável &).

Vimos no capítulo 1, que um conjunto corte (ou co­ciclo) de um grafo,
é um subconjunto de arestas tal que removidas a partir do grafo, o grafo
resultante tem mais componentes que o grafo dado, enquanto o corte na
rede é um subconjunto de arestas, cuja remoção destroi o fluxo na rede, no
seguinte sentido.

O subconjunto (P, P) (P = N— P) de A, é um corte de separação ou
simplesmente corte, se o nó s (fonte) pertence à Peonóte Petal quea
(P, P)­remoção destroi todos os (s,t)­caminhos mesmo que existam caminhos
formados pelos arcos contrários entre s e t, deste modo não há produto fluindo
de s a t, em outras palavras, toda mercaduria que sai do centro de produção s
não chega ao mercado do consumo t. Observe­se que o subdigrafo D—(P, P),
necessariamente não tem mais componentes que o dígrafo D.

Se o conjunto (P,P) = fa = (1,y) E A/r € P.y E Pl) é um corte da
rede, isto é, o conjunto (P,P) está formado por todos os arcos cuja cauda
pertence a P e cuja cabeça está no complemento de P, então cada caminho
dirigido de um nó de P a um nó de P contém um arco que pertence a (P, P),
e consequentemente os cortes (P,P) e (P,P) são geralmente distintos ,i.é.,
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(P,P) £(P,P).

4.3 Teorema de Fluxo­Márximo e Corte­Mínimo

Consideremos a rede NV = V(D) = (N,A, X,Y,c) e o fluxo viável é na
rede N/.

O fluxo é é máximo, se não existe outro fluxo viável VU na rede, tal que seu
valor seja maior que o valor de 1, em outras palavras não ocorre v(W) > v().

O problema clássico de fluxos em redes, consiste em determinar um fluxo
viável que seja máximo. Por exemplo, maximizar o número de telefonemas
possíveis entre Belo Horizonte e São Paulo, através de uma rede interesdual
de comunicações, entre os dois estados.

A busca de um fluxo viável máximo numa rede arbitrária N/ se reduz
apenas ao caso em que a rede A/ tenha os seus conjuntos fonte e destino
unitários, em virtude da existência de uma correpondência biunívoca entre
as redes com os conjuntos distinguidos não unitários e unitários, no seguinte
sentido.

Observação.­ Dada uma rede NV = (N,A,X,Y,c), onde os conjuntos X
e Y fonte e destino, respectivamente não são unitários, construamos a nova
rede N' da seguinte maneira:

i) incluir dois novos vértices s e t a rede N/, ou seja que, o novo conjunto
de nós é, N U (s,t),

ii) ligar cada vértice u de X com s e cada arco (s,u) tem capacidade
infinita, isto é, c(s,u) = co, para cada u € X, e

iii) ligar cada vértice v de Y com t e o arco que se forma tem capacidade
infinita, ou seja c(v,t) = oo, para cada v € Y”.

Assim, a nova rede N' possui conjuntos distinguidos unitários.

E reciprocamente o problema é também verdadeiro, logo há uma corres­
pondência biunívoca, entre uma rede com conjuntos distinguidos não unitários,
e a rede com conjuntos distinguidos unitários, em virtude deste fato, pode­
mos considerar todas as redes N/, daqui pra frente com conjuntos distinguidos
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unitários, em outras palavras com uma única fonte, s, e único destino, t, ao
menos que surga alguma especificação conveniente.

Lema 4.3.1 i) Em cada rede N = (N,A,s,t,c) existe um fluxo máximo e
um fluxo mínimo (isto é, o fluxo nulo, v(a) = O para todo arco da rede N).

it) Conjuntamente com a observação acima, podemos conceituar
uma rede como um dígrafo com dois vértices especiais e não existe nenhum
arco ligando estes dois véritices.

Para uma demonstração deste lema vide a referencia [Cap. 2 [55]] D.

A continuação tratamos da relação entre o valor do fluxo máximo com o
valor da capacidade do corte mínimo numa rede, ou seja que o valor do fluxo
máximo não excede à capacidade do corte mínimo.

Consideremos a rede NM = (N, A,s,t,c) munido do fluxo viável &.

Um corte C na rede MV é um corte mínimo, se não existe outro corte K
na rede, tal que sua capacidade seja menor que a capacidade de C.

Lema 4.3.2 Sejam (P, P) e (Q,Q) cortes mínimos na rede N. Então os
cortes (PU Q, PUQ)e ((PNQ, PNQ) são também minimais.n

Lema4.3.3 SejaN = (N, A, s,t,c) umfluxo na rede NY) < min (e(P, P)/(P,P) corte de NJ.) uma rede arbitrária, então max (v(p)/

Dem.

Seja C = (P, P) um corte máximo na rede NV e é o fluxo viável no N/, então:

ví) = rPye(s, y) = Eye(Y,s) = EPstrePuyePO(T,y) + ErePpyePO(T,y) =
[FrePizePO(Y, x) + VrePpyePo(Y, x)] = ErePyeP(T, y) = ErePyePV(Y, T) +
EstrePyePA(T, y) = CrePtzyePO(Y, T),

Desde que, é é viável, então
EsgrePpyePV(T, y) = ErePizguePO(Y, x) = O.
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Logo o valor do fluxo 4 é dado por
ví) = ErePyePO(T, y) = VFrePpyeP(Y, x).

Como YrepyePO(y,x) é sempre um inteiro não negativo, e (x,y)
c(x,y) ou Deo(x,y) < Ce(z,y), então v(p) < YrepyePp, pois Eç(a,y)
Ce(x,y) = c(P, P).

Por conseguinte, temos: ví) < c(C), para cada fluxo & e cada corte C,
na rede N/.

Agora, se fixarmos o fluxo 4º e variarmos o valor c(C) sobre todos os cortes
C na rede NV, temos

v(p) < minfc(C)/C qualquercorte C),

e finalmente variando + sobre todos os fluxos viáveis na rede N/, obtemos

maxtv(k); paraqualqueryo) < minte(C); paraqualquercorte, C).

A demonstração do lema esta concluida DO.

Para outro resultado interessante, vide o teorema 4.3.1 (abaixo).

Consideremos a rede NV munido do fluxo viável 7. Um arco a = (x,y)
da rede NV, é p—saturado ou simplesmente saturado, se (a) = c(a) ou
(a) = O, no outro caso dizemos que o arco a = (x,y), é p—não saturado se,
(a) < c(a) ou 6(a) > O.

Seja

W= Wir1 en] : 1, (f1, Ta), L29+ o (Tn­1, Tn=2), tTn=1,) (Tn=1, Tn), tn,

um caminho na rede N/, onde os extremos x, e x, do caminho Wiz, x,),
não necessariamente coincidiram com s e t, respectivamente.

Um caminho W é p­aumentado se, para todos os arcos direitos a = (x,y)
de W, temos (a) < c(a), enquanto para os arcos contrários de W, tem­se
(a) > O.
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Seja o caminho Wi,2) : SS = Tf1,(T1T2), D27­ ++, Tha, (Eron, TE), Dk, O
vértice r, não necessariamente coincidirá com o destino t.

Associemos o inteiro não­negativo A(W) dado por

A(W) = minfA(a)/a E A(W)),

—) c(a)—­ o(a) serzae W*v(a) = | (a) ' se, a €EW"

Se A(W) > O, então o valor v(y) de & fica aumentado ao longo do W em
A(W) unidades, caso contrário, isto é, se A(W) = 0, W é saturado.

Às vezes, um caminho W é v­não saturado incompleto se, W for &­não
saturado e seu extremo terminal, x, for distinto do destino, t, e no caso
que x, = 1, isto é, os extremos do caminho W foram s e t, então W é &­
aumentado.

À existência de um caminho W, y­aumentado na rede N/, significa que é
não é um fluxo maximal, o qual implica que podemos incrementar seu valor
ví), em A(W) unidades ao longo dos arcos de W e obtendo­se um novo
fluxo $, cujas componentes serão dadas por

+A(W) sezaEW*
MW) se za€EW"

em outros casos

e o valor do fluxo v($D) = v(6) + A(W).

Anteriormente vimos que o valor máximo do fluxo viável nunca excede à
capacidade de um corte mínimo na rede. Aqui apresentaremos que o valor
de um fluxo máximo é igual à capacidade do corte mínimo. Este resultado é
conhecido, como o teorema de fluro­máxzimo e corte­mínimo, sendo este um
dos resultados centrais e o mais importante ocorrido nos estudos da teoria
dos fluxos na rede e mencionado dentre os exemplos dos teoremas minimais.
Foi desenvolvido por L.R. Ford e D.R. Fulkerson, pela década de 50. Antes
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de apresentar a demonstração deste teorema, precisamos provar alguns re­
sultados.

Lema 4.3.4 Para qualquer fluxo viável 1, e para qualquer corte C = (P,P)
e C=(P,P) na rede N, verifica­se

=| s

v(&) = *+(P) — po (P) = e(P, P) — &(P, P) = 4(C) — é(C).

Em outras palavras, o valor do fluro máximo da fonte, s, ao destino, t, é
igual ao mínimo da capacidade do corte que separa s e t.

Dem.

Como (xr, N) = Y;env(y, x), indica a soma dos fluxos que estão saindo
do nó x Análogamente, Á(N,r) = Yrenp(y,x), indica a soma dos fluxos
que estão entrando no nó, x. Também pela viábilidade de & temos ( lei de
conservação )
(x, N) — P(N,xr) = O, para todos x € P — (s), ( onde x, é nó intermediario
da rede), ou seja,

cyrer­(si(e(o, N)—e(N,1))=O0 (4.1)

e sabemos também que

ceo(s,N)= Á(N,s) =. (4.2)

Agora, somando convenientemente 4.1) e 4.2) temos,

v=v+0=(s,N) = Á(N,s) + Escrtale(a, N) = e(N,2))

= (PN) ­e(N,P)
= (P,PU P)—­ (PU P,P).

Pelo princípio de inclusão e exclusão, temos

(P, P U P) = YFuePveruP(u, v)
= FuePvePoPnPY(u, v) + HPuePvePoPnPYÁ(U, v) = PuePrePnPY(uU, v).

Agora podemos escrever usando a definição

co(P, PU P) = Á(P, P) + Á(P, P) — AP, PN P), (4.3)
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Anaálogamente, temos que

co(PUP,P) =(P,P) +6(P, P) ­ APN P), (4.4)

Concluímos de 4.3) de 4.4) e observando que PN P =/9.

vo= Á(P,PU P) —(PUP,P)= e£(P, P) + 2(P, P) — e(P,PN P) —[2(P, P)+6(B, P)(POP, P)|= e(P, P)+o(P, P)—o(P, PNP)­­e(P, P)—
(P, P) + (PN P,P) =e(P,P)—p(P, P) — o(P, PN P) + (PN P,P).

Finalmente, obtemos o resultado desejado

Teorema 4.3.1 Sep é um fluxo e C é um corte na rede N, então o valor
do fluro é menor ou igual a capacidade do corte, i.é., v() < c(C).
Além disso, v(4) = c(C) se, e somente se, cada arco do corte C for p— saturado.

Dem.

Desde que, (x,y)< c(r,y), para todo arco a = (x,y) cmr E Pey€E P
(onde C = (P, P)), então

ErePpyePv(T, y) < ErePyePClT, y)

ou seja, que 1*(P) < c(C).

Sendo o fluxo + é viável, temos para todos os arco a = (x,y), v(y,x) > O,
portanto,

ErePpyePO(Y,T) >,
ou seja, que

Ç(P)>O.
Usando o lema, temos que

v(y) = E*(P) — &(P) < c(C) — 0 =c(C).

Consideremos o arco a = (x,y) (um arco do corte C) 6— saturado, e daí,
temos

ErePpyePv(T, y) = CecePyePC(T, y),
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e como cada arco b = (y,x) E (P,P) é w—zero, isto é, Á(b) = O, ou seja,
que

Vrepyeb(yY,x)=O0.
Concluímos que v(p) < c(C). E

Corolário 4.3.1 Sev é um fluro e C é um corte na rede N/, tal que v(x) =
c(C), então, é é um fluxo máximo e C, é corte mínimo .

Dem.
Consideremos que o fluxo 0 seja máximo e H um corte mínimo na rede, então
pelo teorema , temos

v(0) < c(H).
Desde que, 0 é um fluxo máximo e H um corte mínimo, obtemos a seguinte

desigualdade
v(p) < v(0) < c(H) < c(C),

quaisque que seja o fluxo é e o corte H, na rede.

Pela hipótese temos v() = v(0) e também que c(H) = c(C)
o qual implica que y é um fluxo máximo e C é um corte mínimo na rede, e
o corolário esta demonstrado. O

Na teoria de matchings, é bem conhecido o resultado, que se refere que
a presença de um caminho aumentado, impede a existência de um matching
máximo, vide [Cap. 7 [9]], ocorre paralelamente na teoria das redes, o qual
a continuação veremos.

Teorema 4.3.2 Consideremos a redeN com s, a fonte et o destino. Então,
o fluro o é márimo se, e somente se, não existe nenhum caminho W que
seja p— aumentado.

Dem.

Suponhamos que + seja o fluxo máximo e provemos que a rede A não
possui nenhum caminho 6—aumentado.

Assumamos que N/ possui um caminho W que seja p—aumentado, então,
o valor do fluxo 1 pode ser aumentado, ao longo dos arcos do caminho W,
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em outras palavras, podemos encontrar um fluxo $€ cujo valor seja maior do
que 4, o que contradiz à hipotese, que y é máximo, esta contradição se deve
ao admitir que a rede A/ possui um caminho 6—­aumentado. Portanto, a rede
N não possui nenhum caminho y­aumentado para algum fluxo máximo +.

Recíprocamente, se a rede A não possui nenhum caminho W que seja
—aumentado (para todo fluxo), provemos que o fluxo +» é máximo.

Definamos o subconjunto P C N (de nós da rede ) com s € P como o
conjunto de todos os vértices da rede, os quais são ligados a s por caminhos
Y&—não saturados ( incompletos) ,i.é.,
P=(reN/W:s=n1,72,...,t1, caminho 16­—não saturado incompleto ).

Desde que, a rede É não possui nenhum caminho que E— aumentado,
temos que t E P = N — P, o qual implica a existência do corte (P,P), na
rede N/.

Provemos que cada arco direito (ou contrário) de (P,P) é p—saturado
(resp. 1 —zero).

Consideremos o arco direito a = (x,y) (x € P,ey EP). comor E P,
então existe um caminho Q, 6—não saturado incompleto de s para 0.

Se o arco a = (r,y) for não saturado, então podemos estender o cami­
nho Q pelo arco a, até atinguir o vértice y, obtendo­se um outro caminho
Q', i—saturado de s a y, o que acarreta que y E P, sendo impossível, pois
y E P. Por conseguinte, o arco direito a é p—saturado, sendo a um arco
arbitrário, concluímos que todo arco direito, é p—saturado.

Por um raciocinio análogo concluiremos que todos os arcos contrários do
corte são y&—zero.

Pelo lema e do fato que Á(u,v) = O, temos que o valor do fluxo & é igual
à

ErseryePO(X,y) = c(P, P).
e usando o lema, concluímos que o fluxo é é maximo, e a demonstrção esta
completa, OD.
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Teorema 4.3.3 (Fluxo­máximo e corte­mínimo.) Seja N uma rede e sejam
Ç el um fluxo máximo e corte mínimo na rede. Então, v(p) = c(C).

Dem.

Pelo corolário 4.3.1, é suficiente estabelecer a existencia de um fluxo q e
um corte C = (P, P), tal que os inteiros v(X) e c(C) sejam iguais.

Consideremos o fluxo maximal & ( não consequentemente máximo), e de­
finamos o subconjunto P C N, onde
1) o vértice fonte s pertence à P,
1) ser € P e d(r,y) < c(x1,y), então y E P.
1) Ser E P e d(t,y) > O, então y E P, em outras palavras, P = (xr € N/
existe caminho é —aumentado de s a x), ( P= N — P).

Afirmamos que t € P. Se não for, isto é, se t € P, então pela definição
de P, existe um caminho W : 8 = Tx1,T72,...,Tn = t, tal que d(r,TH41) <
C(T;, Ti+1) para todo arco direito (x;, r;41) de W e d(rt41,r7;) > O,
para todo arco contrário (t;41,x;) de W.

Tomemos

€, = min (c(a) — d(a)/a é um arco direito de W), e
€2 = min (20(a) > 0, e a, é um arco contrário de W1),
portanto,
e =min fe1,62) > O.

Definamos o fluxo 4, pondo
(a) = (a) +e, para os arcos direitos de W,
(a) = d(a) — e,, para todos os arcos contrários de W, e
(a) = g(a), para todos os arcos a E A— W.

Desde que, +» é viável, e v(p)iv(d), implica que é não é máximal, o qual
contradiz a escolha de fluxo maximal &, portanto t pertence à P.

Como t E P, então para todos os arcos de P para P, temos
(x,y) = c(r, y), ou seja, que ErePpuePÓ(T,Y)

Também para os arcos contrários, temos ó(u,v) = 0, ondeu € PeveE P.
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Se existir um arco contrário (u,v) para o qual se verifica g(u,v) > O,
então existe um caminho g—aumentado incompleto de s para v, e este ca­
minho podemos estender até v, o qual implica u E P (pela def. de P), que é
impossível, pois u € P. Portanto para todos arcos contrários também temos
Q(u, v)=0, ou seja, que E,epuerÓ(u,v) =O0.
Consequentemente temos que
v(9) = ErePpyePÓ(T, Y)—EvePuePÓ(uU,v) = EPrePpyePÓ(T, y) = VrePyePe(T, y).

Logo temos que o valor do fluxo é e o corte mínimo C, são iguais, e o
teorema esta demonstrado. D

4.4 Algumas Aplicações

Como aplicações do teorema de fluxo­máximo e corte­mínimo, apresen­
taremos as demonstrações alternativas dos teoremas de Hall, além da prova
alternativa do teorema de Menger versão aresta. Para outras aplicações, vide
as referências [12], [123],

Uma demonstração alternativa do teorema de casamento de Hall.

À cada aresta do grafo bipartido dado G = (AU B, E), designemos a
orientação de A em B, i. é., o arco (t,y) E E se, e somente se, x pertence
A (i.é., x dever ser cauda) e y deve ser a cabeça (y € B). A cada arco
(x,y) do dígrafo D(G) associemos a capacidade k, onde k é um inteiro po­
sitivo maior ou igual [Al. Anexemos dois novos vértices s e t a fonte e o
destino, respectivamente (ao dígrafo), tal que d*(s) = |A|, d7(s) = 0 e cada
arco (s,x), tém capacidade igual à unidade para Vr E A, e analogamente,
d+(t) = O, d(t) = |B|l, e os arcos (y,t) tém capacidade a unidade, para
cada vértice y E B.

Por conseguinte, obtemos a rede N[D(G)) = (AU BU (s,t), E“, s,t).
onde o conjunto de arcos E" = E UUzea(s, 1) UyjeB(Y,t).

Agora, o problema de encontrar um matching completo de A em B, é
equivalente a deteminar um fluxo máximo na rede N/, de valor igual à |A|.
Provemos que existe um fluxo máximo de valor |A| se, e somente se, |[X| <
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ITX)|VYX E A.

Se exite um U C A tal que |U| > |T(X)|, então podemos considerar o
corte (P,P),onde se P, UC PeT(U)C FP.

Desde que, não há arco de U em B — T'(U), então a capacidade do corte
e(P,P) = Escpyere(a,y) = |A — U| + IT(U)], daí c(P,P) < |A| e pelo o
teorema de fluxo­máximo e corte­mínimo, não existe fluxo máximo de valor
igual [A], na rede, e por conseguinte não existe matching completo no grafo G.

Agora, assumamos que seja |U| < |TI(U)| VU e€ A, e consideremos
sEPUCPeY =I(U) CFP, para os subconjuntos arbitrários U E A e
Y CB e provemos que o corte (P, P) tém capacidade igual a |A|.

Se existe pelo menos um arco (u,u) para u E U ev E B—Y, então é
evidente que c(P, P) > k.
Agora, se não existe nenhum arco de U em B— Y então, c(P, P) = |[A— U|+
IY| > |A| = [IT(U)| + |Y| = [A].

Sendo o corte (P, P) arbitrário e sua capacidade é maior igual a | A|, então
existe um matching completo de A em B e o teorema esta demonstrado. O

Teorema 4.4.1 Se G = (AU B, E) é um grafo bipartido arbitrário, então
G=N.

Uma demonstração segue a partir do processo da prova alternativa do
teorema de Hall D.

Para uma demonstração do resultado sobre o grafo n­conexo obtido por
Whitney [121], i. é.,

Teorema 4.4.2 Seja G=(V,E) um grafo com |V| > n+1 vértices. Então
G é n­conexo se, e somente se, para todo subconjunto de vértices Nº E V(G)
com a cardinalidade [N| <n — 1, o grafo G— OQ é conexo.

Para uma demonstração usando o teorema de fluxo­máximo e corte­
mínimo, vide referência [7]. À
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Lema 4.4.1 Seja N(D) = (N,A,s,t,c) com o vetor capacidade unitária,
C(A) = (1,1,...,1) ou seja que c(a) = 1 para todo arco a = (uv) E A.
Então:

1) v(D) = m.1, onde É é o fluxo máximo na rede e ms,1, o número máximo
de (s,t)­caminhos dirigidos e arco disjuntos na N, e

ii) c(C) = no, onde C é o corte mínimo e no =min (1|1N|/N E A, tal que
N —N não contém nenhum (s,t)­ caminho ).

Dem.

Consideremos o vetor viável máximo $ = (41,...,­//1)) na rede, e deno­
temos por D* o dígrafo obtido a partir de D pela remoção de todos os arcos
com fluxo nulo, D* = (V(D), A*), onde A* = A— (a € A(D)/p(a) = 0).
Pela definição temos

v(p) = Eyev(Dy)P(s,y) — Eysev(D)P(Y,S)

Pela hipótese as componentes do vetor fluxo & são inteiros, v(a) = 1 para
todo arco a E A*, então ocorre:

t(s) = d*(s) e pt(t) = d'(1), também e(9). = dº(9) eg (0) = d(0)Yy,de onde temos Yp(s,y) — Ev( =v($)= DA3)— Ep(t,) — e(,t) ouequivalentemente pt (s) —w"(s) =v($) = 7 (t) — pt (t) e consequentemente,obtemos d*(s) — dº(s) =v(d) = dº(t)— de (1 ).
Desde que, dt(v) = d"(v) e pt(v) = Á(uv), para todo v E V(D") — (s,t) e
pelo lema, há v(D) (s,t)­caminhos em D*, e sendo m,; é o número máximo
de (s,t)­caminhos, portanto

cv(D) < ms; (4.5)

Sejam Wi,..., Wma) OS Mai­caminhos na rede. Definamos a função vetorial
F:N — Z, onde cada componente f de F é dado por

mm

se, a E US W;
caso contrário

Desde que, existem exatamente m,;­caminhos e sendo F' um vetor­fluxo
viável na rede, então seu valor v(F) = ms...
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A partir da hipótese que $ é máximo segue

cv(F) < v(D) ou m.: < v(D)

De 4.5) e 4.6) concluímos que v($) = m..:.

Agora demonstremos a parte 11)

Desde que, C = (S, 5) é o corte mínimo, então nenhum vértice de 5 é atin­
guido a partir de algum vértice de S na subrede VN —C. De onde C é um con­
junto de arcos cuja remoção a partir de N destroi todos os (s,t) caminhos
e com capacidade c(C) = XY,esvest(u,v) = Eresvesl = |C|, e pela hipótese,
no é o número mínimo de arcos cuja remoção a partir de NM, destroi todos
os arcos (s,t)­caminhos, então

c(C) > na. (4.7)

Consideremos U de vértices V(D) da forma U = fu € N / 3(s, u)—caminhos
em A/ — N), onde N é o conjunto mínimo de nn, arcos cuja remoção destroi
todos os (s,t) caminhos.

Como s € U et € U, portanto o conjunto K = (U,U) é um corte na rede
AN com capacidade c(K) = no = |K| e sendo C o corte minimal na rede N/,
então

e(C) < e(K) < na (4.8)
Concluimos de 4.7) e de 4.8) que c(C) = no, e o lema esta demonstrado. O

Teorema 4.4.3 Ses et são dois vértices arbitrários de um dígrafo D. Então
o número máximo ms, (s,t)­caminhos dirigidos (arcos disjuntos em D), é
igual ao número mínimo no de arcos cuja remoção a partir de D destroi a
todos os (s,t)— caminhos em D.

Dem.

Seja o conjunto de Wi, ..., Wm..1, (S,t)­caminhos dirigidos e arco disjun­
tos na rede É i. é. m.: = máx(|W|/W é o conjunto de (s,t)­caminhos
dirigidos e arco disjuntos na rede ), e seja 0) o conjunto mínimo de arcos em
D, tal que D— SS) não contém nenhum caminho (s, t)­caminho. Provemos que
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mst: = nn, onde |N] = no.

Consideremos a rede N(D) = (N, A, s,t,c), onde N = V(D) e A = A(D)
com vértices fonte e sumidouro s e £, respectivamente e a capacidade de cada
arco igual a unidade, c(a) = 1 para cada arco a = (u,v) E A, e seja o vetor
fluxo viável D = (41,..., 6/4), onde

vila) = 1 se,aEeUXTW,
O caso contrário

Pelo o lema Y concluímos que v(9) = m,,.
Desde que £) conjunto mínimo de arcos tal que o subdígrafo D — N., não
contém nenhum arco (s,t)­caminho, e dai se C é o corte mínimo, então pelo
lema Y, temos c(C) = no = v($).

Finalmente concluímos que n;; = no e qual completa a demonstração do
teorema. À

Teorema 4.4.4 (Teorema de Menger versão aresta) Consideremos G um
grafo arbitrário e sejam s et dois vértices de G. Então o número máximo de
(s,t)­caminhos arestas disjuntos em G, é igual à cardinalidade do conjunto
minimo de arestas 9) de G tal que a remoção de O) a partir de G destroi todos
os (s, t)­caminhos em G.
Dem.

Pelo lema 4.4.1, o dígrafo D(G) associado ao grafo dado G, possui os vértices
s e t como fonte e sumidouro. Usando o teorema 4.4.2, o número máximo
de (s, t)—caminhos dirigidos arcos disjuntos de D(G) corresponde ao número
máximo de (s,t) caminhos arestas disjuntos de 7 e teorema esta demons­
trado OD.
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Capítulo 5

Teoria de Matróides

5.1. Introdução

Segundo a literatura consultada, a teoria de matróides foi dado a conhe­
cer pela primeira vez, por Van der Waerden [106] e formalizado sob o nome
matróide por Whitney [123], pela década de 1930. Contudo ficou esquecido,
até que, pela década de 50, surgem os trabalhos sobre os matróides de Tutte
e independentemente de Rado. Desde então, o assunto matróides passou a
tomar um acentuado interesse, de modo que na atualidade, existem mais
de meia duzia de textos básicos sobre este assunto e suas aplicações com
mais de dezenas e centenas de artigos publicados. Também existem traba­
lhos tratando o relacionamento entre matróides, redes e grafos planares, vide
referências [45], [109] e [124].

Acontinuação apresentamos, além de algumas e entre as várias e diferen­
tes definições axiomáticas de matróide, alguns resultados sobre os matróides
gráfico (co­gráfico), bicircular, matching e transveral. Dos teoremas de Hall
e Ore, que tratam das transversais, Rado que trata da familia de transversa­
sis parciais como uma coleção de conjuntos independentes de um matróide e
Edmonds e Fulkerson, observando que para cada matching de um grafo G,
(G não é necessariamente bipartido), os vértices saturados por aqueles mat­
chings, ou seja a família de conjunto de vértices que estão contidos em algum
matching, formam uma coleção independente para o matróide matching, e
se GG for um grafo bipartido com bipartição (A, B), então os matróides mat­
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chings são os matróides transversais sobre À (ou B).

As demonstrações das equivalências das definições e como alguns resul­
tados recentes, podem ser encontradas no artigo de Whitney, [17], [18], [45],
[107], [113] e [119].

5.2 Algumas Definições

Definição de matróide via Axiomas de Independência

Consideremos o conjunto finito e não vazio S. Um matróide sobre o
conjunto 5, é um par ordenado de conjuntos (5,7), onde 5 é o conjunto
fundamental e F, uma família de subconjuntos de S (chamados conjuntos in­
dependentes, os quais são modelados sobre as propriedades de independência
linear de espaço vetorial), que verifica as seguintes propriedades:

F1)0 EF,
F2) Se XE FeY CX, então YE F,
F3) Se XY e Fe |Y| = |X| + 1, então XU (a) E £, para algum

aEY—X.
A esta propriedade é equivalente a seguinte

F'3) Para cada subconjunto A de S, todos os subconjuntos independentes
máximais de A, tém a mesma cardinalidade.

O par ordenado (5,7), é geralmente denotado pela letra M isto é,
M = (5,F), e dizemos que M é o matróide sobre o conjunto fundamen­
tal S(M) (ou simplesmente sobre 5), e os elementos de S(M) são os pontos
ou celas do matróide M. As vezes usa­se a notação F(M) para a família de
conjuntos independentes.

Escrevemos X E M para significar X € F.
Um subconjunto X de S é um conjunto independente do matróide M, se

X E PF, caso contrário, X é um conjunto dependente de M.
Um conjunto independente maximal de M, é chamado uma base do

matróide M. À noção base de um matróide, é análogo à base de um espaço
vetorial.
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A família de todas as bases é denotado por B,
B=(XCS/XEF,eVte S­X,XUtAF).

Um conjunto dependente minimal (com respeito a inclusão) é chamado
um circuito. Por exemplo o circuito com três elementos é chamado triângulo.
Os circuitos são também denominados átomos do matróide M. A família de
circuitos (ou átomos) de M, se denota por C(M) ou simplesmente por C:

C=(XCS/XAFeVvrEX, X­xEF)
Para cada subconjunto A de 5, todos os subconjuntos independentes ma­

ximais de A, têm a mesma cardinalidade, então a esta cardinalidade comum
é denominado rank! de A, e denotado por r(A), ou seja que:

r(A) = max (|X|/XCAXEF)= max (|ANX|/X E FJ.

O rank do matróide M, denotado por r(M), é a cardinalidade do con­
junto independente maximal Y em 5, isto é, r((M) = |Y |.

Um elemento (ou cela) x E S é um laço do matróide M se, e somente se,
(xr) de M. Um par de elementos distintos x e y de 5 são paralelos em M se,
e somente se, (x,y) é um circuito de M.

Lema 5.2.1 Consideremos o matróide M(S,F), então
il ztE S é um laço se, e somente se, rífx)) =0O
ú) t,y € S são paralelos & r(fx)) = r((y)) =r((z,y)) =.

Uma demonstração do lema, segue da definição de laço e dos elementos
paralelos do matróide.

Exemplo 5.2.1 Se B é uma base de um matróide M, então o rank de M
esta dado pela cardinalidade de B, i.é., r(M) = |B|.

Exemplo 5.2.2 Seja M = (5, FP) onde o rank do matróide é m i.é., r((M) =
m. Um circuito C de M é cheio, se |)C| = m+1. Consideremos o grafo
conexo G = (V(G), E(G)) e o matróide M(G) = (E(G),F) definido sobre
o conjunto de arestas E(G), e a família de conjuntos independentes F, seja

tradução em portugês é posto, contudo nós usaremos rank (de Whitney)
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dada pelo conjuntos de arestas dos subgrafos acíclicos de G.
Um circuito C do matróide M(G) será um circuito cheio se, e somente se,

CO for o conjunto de arestas de um ciclo Hamiltontano em G, daí |)C| =m+1
(onde m é o número de arestas de uma árvore geradora de G).

Desde que, o matróide gráfico M(G) é binário, portanto pode ser represen­
tado por uma matriz de incidência vértice­aresta, A(G) = (a;;), onde as
linhas de A(G) correspondem aos vértices de GG, as columnas às arestas de
G e o elemento a;; = 1 se, e somente se, vértice xr; é incidente com a aresta
e; e outras vezes a;; = O.

Lema 5.2.2 Seja M = (5,F) um matróide, então para todo A E S se
verifica:

a) r(A) = |B|, onde B é uma base arbitrária de A,
b) r(A) < |A| er(A) = |A| se, e somente se, A é independente.

A demonstração do item a) segue da definição, enquanto b) é uma im­
plicação de a).

Uma função f é dita função­conjunto (sobre X), se f for definida sobre o
conjunto potência 2º (onde, X é um conjunto finito não vazio), com valores
inteiros, i.é., / : 2º — N (se não houver confusão, ao invés da função­
conjunto, diremos simplesmente que f é uma função sobre X).

Um subconjunto A € S se diz abarcar o elementot (ou cela t E S) ou t
depende de A, no matróide M, se r(AUt) =r(A).

O conjunto de todos os elementos abarcados por A incluindo o próprio A,
denota­se por cl(A) ou simplesmente por A, é denomindo fecho ou gerador
de A em M ou brevemente:

cl(A)= À =(te S/r(AUt) =r(A)).

En outras palavras, o fecho de qualquer subconjunto A € S, cl(A), é um
subconjunto maximal D de S, contendo A tal que r(D) =r(A).

Exemplo 5.2.3 Se B é uma base de um matróide M, então o fecho de Bé o
próprio conjunto fundamental S, isto é, cl(B) = cl(S) ( pois, r(B) = r(S)).
Consequêntemente, o fecho de um conjunto é único.
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O conjunto À é fechado em M, se À não consegue abarcar nenhum outro
elemento (ou cela) de 5 — A, ou seja que verifica:
r(AUx) = r(A) +1, para todo elemento de 7 € S— A. Ou alternativamente,
o subconjunto A de 5, é fechado em M se, e somente se, não existe elemento
de S, que possa ser adicionado a A, sem alterar o rank de A.

O conjunto A é fechado em M se, e somente se, A = A ou cl(A) = A. Os
conjuntos fechados também são chamados “flats”.

Consideremos o matróide M = (S,F), A um subconjunto de S, e H C A.
O subconjunto H € A é gerador de A se, H = A ou cl(H) = A. H é

gerador de M se, H = 5.

Definição de matróide via Axiomas de Bases

Um matróide M = (5,B), é um conjunto finito de pontos S conjunta­
mente com uma coleção de subconjuntos B de S chamados bases, tal que:

B1) A coleção B não é vazia.
B2) Todos os membros de B, são equicardinais, e
B3) Se A e B são elementos de B, e se xr é elemento de A, então existe

um elemento y em B, tal que (A— x) Uy é também um membro de B.

A cardinalidade comum das bases, é o rank de M i.é., r(M) = |B| para
todo B E É.

Um subconjunto X C S é independente em M, se X está contido em
alguma base de B. Qualquer subconjunto de 5 que não é independente é
dependente, e os conjuntos dependentes minimais são os circuitos de M.

Exemplo 5.2.4 Para uma base B do matróide M = (S,B) e para um
elemento x de 5 — B, existe um único circuito T, = T(B;x) contido em
Burr. Este circuito 17, é o circuito fundamental de x em B. O conjunto
Cg =(T.,/z ES—B)éa família fundamental de circuitos de B em M.

Lema 5.2.3 Seja B uma familia de subconjuntos de S. Então B é a coleção
de bases de um matróide sobre S se, e somenete se, B satisfaz as seguintes
condições:

b1.­ BZ,
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b2.­ Se PD; e B27 são membros de B ex E B,— Ba, então existe um
elemento y de Bz — B, tal que (Br — a) U (y) E B.

Definição de Matróide via Axiomas de Circuitos

À conexão entre a teoria de matróides e teoria de grafos, pode ser vista
a partir da definição de matróide em termos de seus circuitos.

Consideremos o matróide M = (5,), definido via axiomas indepeden­
tes. Desde que, um conjunto independente maximal é uma base do matróide
então aproveitando este fato obtemos uma outra definição ( equivalente )
de matróide. À propriedade F2, acarreta que qualquer subconjunto de um
conjunto independente, é também independente, do mesmo modo vale para
conjuntos dependentes, no seguinte sentido, sejam X,Y CC 5, tal que X CY
e se X é dependente, então Y também é dependente. À além disto um cir­
cuito IP de um matróide é um conjunto dependente minimal, ou seja que, um
subconjunto F' de S, é um circuito do matróide M = (S, 7), se F é F, mas
N EF, para cada subconjunto próprio de F, ié., N C F. Assim, se F é
um circuito do matróide M, temos que |F|— 1 = r(F), e obtemos a seguinte
definição alternativa de matróide em termos de circuitos.

Seja 5 um conjunto finito e C uma família de subconjuntos (chamados
circuitos) de 5, então o par ordenado (5,C), é um matróide (podemos deno­
tar com a mesma letra M se, não há confusão, e os elementos C de C, são
os circuitos de M) se, C verifica as seguintes condições:

Cl) 0 go,
C2) Nenhum circuito esta contido em um outro circuito, 1.é., se 1;;5t = 1,2

são elementos arbitrários de C e 7 € 129, então 117 =I,2, e
C3) Se X,Y E C e existe um elemento a € XNY, então existe um circuito

Z tal que Z CECXUY— (a).

Lema 5.2.4 Seja À uma coleção de subconjuntos de S. Então À é a familia
de circuitos de um matróide sobre 5 se, e somente se, À verifica as condições
C1), C2) e C3).

Um subconjunto F' de S é independente no matróide M = (S5,C), se
F gg C, mas F Ut) contém algum circuito de C, para t E S5S— F. Por

conseguinte, r(X) = |[X|—1,se X for um circuito. O subconjunto X de 5 é
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independente no matróide M = (5,C) se, e somente se, r(X) = |[X|.

Definição de Matróide via Função Rank

À noção rank de um conjunto (no matróide M) induz uma função­
conjunto sobre S, mais precisamente a função r : 2º — Z+, é chamada
função rank? do matróide M se, r verifica as seguintes condições:

rl) r associa um inteiro não negativo a cada subconjunto de S.
r2) 0 <r(X) < |X|, para todo subconjunto X de S, propriedade sub­

cardinal.

r3) Para todo, X,Y e 25, X C Y implica r(X) < r(Y), propriedade
monotona, e

r4) verifica a propriedade submodular r(XUY )+r(XNY) < r(X)+r(Y),
para todo X,Y e 25.

Reciprocamente, consideremos 5 um conjunto finito e seja g uma função
que verifica as propriedades r1,r2,r3, e r4, então existe um matróide M com
função g. Ponha r = g e o matróide M é determinado por r e escrevemos
M = (S,r) = (5, F(r)), onde F(r) = (X & S/r(X) = |X|) é, F(r) é a
coleção de conjuntos independentes do matróide M e a função rank r.

Dois matróides M; = (5;, F;);é = 1,2, são isomorfos se existe uma bijeção
d: 57 — 52, a qual preserva independência, bases, circuitos, função rank,
etc. Escrevemos M, — M,.

5.3 Alguns Exemplos de Matróides

Exemplo 5.3.1 Consideremos um espaço vetorial V e seja 5 um subcon­
junto finito de V. Consideremos a família F formada por todos os sub­
conjuntos X de S, tal que os vetores que pertencem a X, são linearmente
independentes em V, então o par (S,F), é um matróide vetorial, denota­se
por Mv. O rank de um conjunto A de My, é definido como a dimensão do
subespaço gerado por A (o qual se denota por < A >), r(A) =dim < A >.

*pode ser traduzido como função posto
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Exemplo 5.3.2 Consideremos a matrizÀ cujos elementos são números reais,
e S indexa as columnas de A. Seja a família F(p) = (X/p(X) =post(X),
onde post(X) é o posto da matriz formada pelas columnas de X, então o par
(S, F(r)), é um matróide sobre S com função rank p.

Exemplo 5.3.3 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido e definamos a
família F = (X TC A tal que existe um matching M de G que satura a cada
vértice de X). A função t(X) denota o número máximo de vértices de X,
que são saturados por algum matching de G, 1.é., tt(X) =7/(G­(A­ X)) =
v((G—­ A)JU(GNX)). Então o par (A,F) é um matching e sua função rank
ét.

Exemplo 5.3.4 Seja 5 = (x71,...,Tn) e consideremos a familia F, consis­
tindo de todos os subconjuntos X de S com |X| <k<rn.
Então o par (S,F), é o matróide uniforme. A função rank para o matróide
uniforme é dado por:

— XL, selXl<ke = se |X|>k

E as famílias de bases e circuitos são dados por B = (B/|IB|) = kh), eC =
(C/IC| = k + 1), respectivamente, e obtemos que r(B) (ou r(C)) = k, para
todos BE B (ou C EC).

Para k = n, cada subconjunto de S é independente, então o matróide é
chamado livre ou discreto.

Exemplo 5.3.5 Consideremos o grafo bipartido simples G = (AU B,E) e
seja F a família formada por todos os subconjuntos de arestas de G, tal que,
não contenha ciclos de G, portanto o parN =(S, F) (onde 5 = E(G)) é um
matróide (circuito), no qual os únicos circuitos do matróide N são os ciclos
pares (ou subgrafos Eulerianos) e daíN é matróide bipartido.

Definição de Matróide via Função Fecho

A noção fecho de um conjunto em um matróide M, da origem à uma
função denotado por cl! (ou por uma “barra”), definida sobre 2º e com valores
em 2º. Esta função cl é a função fecho do matróide M.

O par (5,cl) é um matróide, quando a função cl satisfaz as seguintes pro­
priedades.
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cl1) A € cl(A), para todo A E 25, o
cl2) Se X,Y e 25 tal que X CY, então XCY,e
cl3) Seja A€ 2 ex,y ES. Sex E AU Íy), então y E AU fx).

O matróide M = (S5,cl) assim definido, muitas vezes é denominado pre­
geometria, e quando M = (S,cl) for simples, M se diz ser uma geometria.

5.4 Conexão Entre Matróides e Grafos

À conexão entre as teoria de matróides os grafos, pode ser visto a partir de
matróides definidos sobre V(G), E(G) e V(G)U E(G), para algum grafo G =
(V(G), E(G)). Estes matróides são chamados matróide­vértice, matróide­
aresta e matróide­total, sobre G, respectivamente. Consequentemente todo
grafo arbitrário fica associado a um matróide, contudo a recíproca não é
necessariamente verdadeira, por exemplo, o matróide uniforme Uj4,2) não é
associado a nenhum grafo. Além disso, todo matróide possui seu dual ao
conatrário dos grafos, que somente a classe de grafos planares possuim dual.
Por estos fatos, muitos autores, consideram matróides como uma extensão
natural da teoria dos grafos, vide as referências [68], [69], [70], [71], [73], [88],
[94], [95], [100], [110] [111], [114], [115], [116] e [117].

Nesta seção reveremos alguns matróides­vértice e matróides­aresta, e ao
invés do matróide­total, trataremos do matróide bicircular. Na seção 5.6
serão considerados os matróides associados aos grafos bipartidos.

5.4.1 Matróide Vértice: Matróide Matching

Um exemplo de matróide­vértice, é o matróide matching, esta classe de
matróide se origina a partir dos matchings considerados em grafos arbitrários,
enquanto a classe de matróide transversal esta estritamente ligado aos mat­
chings em grafos bipartidos.

Consideremos o grafo simples e conexo G = (V(G), E(G)), (G não é con­
sequentemente um grafo bipartido). Tomemos como o conjunto 5, o conjunto
de vértices V(G) de G e denotamos por F', a familia formada por todos os
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subconjuntos X € S tal que X satura (intersepta) algum matching de G i.é.,
X E F se, e somente se, X esta contido no conjunto de vértices extremos
das arestas de algum matching M em G e indicamos pelo símbolo X < Mx.
Então o par Mg = (5, F), é o matróide matching.

Em vista de que as condições F'1 e F2 são simples de verificar, verifique­
mos a condição F'3.

Tomemos o subconjunto À C 5 e sejam T,YU E F dois subconjuntos
máximais de À e que interseptam os matching N e M, ié, T < Nr e
U < Mu, contudo para simplificar a notação escrevamos N = Nr e M = My
respectivamente.

Seja H o subgrafo induzido por NAM = (NWN ­M)U(M—­MN)ié,
H = NAM. As componentes conexas de H são caminhos abertos ou ca­
minhos fechados (circuitos) alternados, porque cada vértice de H pertence a
Nou M. Por outro lado, o conjunto TAU = (T — U) U(U — T) consiste
exatamente dos vértices extremos dos caminhos de H que pertence A. T—U
são os vértices de À que intersepta N mas não M, analogamente U — T são
os vértices de À que são extremos dos elementos de M mas não de N.

Suponhamos que a cardinalidade de U seja maior que de T, portanto
U — T tem mais elementos que T — U. Neste caso alguma componente de H
deve ser um caminho aberto, digamos W, então W tem um extremo x em
U — T e outro extremo não pertence a T — U.

Agora, considerando W como o conjunto de arestas, temos o matching
NAW. Mas este matching intersepta a T em A e além disso r E A. O que
contradiz à hipótese que T não é subconjunto máximal de A o qual inter­
septa ao matching. Por conseguinte, os subconjuntos T e U tem à mesma
cardinalidade e logo Mg é um matróide.

5.4.2 Matróides­arestas: Gráfico e Co­gráfico

Entre os matróides­aresta, podemos considerar os matróides gráfico e co­
gráfico, e veremos que dois grafos não sendo isomorfos ou seja grafos 2­
isomorfos têm seus matróides isomorfos. Em [21] introduzemos o conceito
de subdivisão vértice e baseado neste obtemos uma caracterização para os
conjuntos dependentes do matróide bicircular, o qual expresamos abaixo sob
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uma proposição.

Matróide Gráfico: Matróide Circuito

Tomemos como o conjunto finito 5, o conjunto das arestas do grafo
G = (V(G), E(G)) e seja C(G) o conjunto de ciclos de G.

Definamos a família £, como F = (X € S/X não contém ciclo de G,
1.é., as componentes de G[X] são florestas (ou árvores) de GJ.

O par M(G) = (S,/7) é um matróide chamado matróide circuito (ou
polígono) de G.

Uma definição alternativa do matróide circuito, é a seguinte. Conside­
remos a função fecho, cl! : 2º — 25, definida para A € S, o cl(A) como o
conjunto cl(A) = fe = uv/ os vértices u e v de V(G), pertencem à mesma
componente do subgrafo G[A]). Então o par (S, cl), é também denomindo o
matróide circuito (ou polígono) de CG.

Um conjunto de arestas F de G é chamado um conjunto em dependente
de M(G) se, e somente se, F contem um ciclo de G. Consequentemente,
X E M(G) é um circuito se, X for um conjunto dependente minimal (no
sentido da inclusão de conjuntos).

Um matróide P é chamado gráfico ou grafical, se existe um grafo G tal
que o matróide P é isomorfo ao matróide circuito M(G).

Lema 5.4.1 Seja M(G) um matróide circuito, então
i)o subconjunto X C 5, é um conjunto independente se, e somente se, o

subgrafo induzido por X, G[X] é uma floresta (ou árvore) de G.
à) O subconjunto BC 5, é uma base de M(G), se G[B), é uma floresta

(ou árvore) geradora de G.
ut) C um subconjunto de S, é um circuito se, e somente se, C é um ciclo

(ou polígono) de G. ==

iv) Para cada AC S o de A, i.é, r(A) = |[V(G[AI)| — k(G[A])), onde
k(G[A]) denota o número de componentes do grafo GA).

Matróide Co­gráfico: Matróide Co­circuito
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consideremos a família denotada por F* cujos membros são todos os sub­
?conjuntos de 5, que não contém nenhum co­ciclo de GG, então o par (5, F*) é

um matróide co­ciclo ou co­circuito e se denota por M*(G). Os circuitos de
M*(G) são exatamente os co­ciclos do grafo G.

Um matróide N é co­gráfico ou co­grafical, se existe um grafo G tal que o
matróide N é isomorfo a M*(G).

Os co­circuitos de M(G) possuim a seguinte propriedade.

Lema 5.4.2 Um conjunto A de arestas de um grafo conexo G, é um co­
circuito de M(G) se, e somente se, existe uma partição (X7, X2) de V(G),
tal que A = [X1, X2] e G[X;] é conexo para à = 1,2.

(Dados dois subconjuntos (ou subgrafos) X e Y de G, [X,Y] denota o
conjunto de todas as arestas de G, que ligam X e Y ).

Teorema 5.4.1 (Teorema de Whitney de 2­isomorfismos [122]) Sejam G e
H dois grafos sem vértices isolados. Então M(G) e M(H) são isomorfos se
e somente se 7 e H são 9­isomorfos.

Para uma demonstração vide [p.147 [72]]. À

Consideremos o matróide M sobre o conjunto finito 5 = S(M). Um
conjunto À € S é dito não­separável se, qualquer X C AÀ verifica r(X) +
r(AYX) = r(A), temos X =0 ou X = A.

O matróide M é conerxo ou não­separável se, |5] > 2 e para qualquer par
de elementos r e y de 5, existe um circuito T em M tal que (17,y) CT.

O qual é equivalente a: M = (5,7) é conexo se não existe subcon­
junto próprio A C 5 tal que r(A) +r(S — A) = r(S), em outras pala­
vras, M é conexo se, e somente se, para todo subconjunto A C 5 se verifica
r(A) +r(5 — A) > r(S). Ainda esta definição é equivalente à seguinte.

Seja ­— uma relação binária sobre 5 definida (para qualquer x e y de S)
Ty se, 7 = y ou existe um circuito ] de M contendo ambos x e y. Esta
relação é uma relação de equivalência sobre 5, dai M é conexo se 5 é única
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classe de equivalência segundo a relação ­——.

Para um inteiro positivo k e o matróide M sobre S com função rank r, a
particição (X, Y) de 5 é uma k—separação para a matróide M se:

i) min(|[X|,|Y|) > k, e
1) r(X) +r(Y) <k—1.

Se a igualdade vale na desigualdade ii), trata­se de uma k—separação exata.
Para n > 2, M é n—conexo se para cada k E (1,2,...,n — 1), M não

possui k— separação. Por conseguinte M é 2­conexo, quando M for conexo.
Também M é conexo se, e somente se, dual M* for conexo.

Uma ligação entre o grafo e matróide, esta contido no seguinte resultado.

Proposição 5.4.1 Para n > 2, seja G = (V(G), E(G)) um grafo sem
vértices isolados com |V(G)|) > n+1. Então o matróide grafical M(G)
é n—conexo se, e somente se, G for n—conexo e G não possui ciclos de
comprimento menor que nº arestas.

Um co­ciclo K de um matróide M é dito um co­ciclo­não­separação de
M se, MVK é um matróide conexo.

Um co­ciclo K é referido como um vértice de M se:

K é um co­ciclo­não­separação, e
|CNK| < 2, para qualquer ciclo de M, isto é, |UNK] = 0 ou |CNK|] =2.

Os conceitos de um vértice de um co­ciclo­não­separação são invariávéis pelo
isomorfismo de matróides.

Um vértice e um co­ciclo­não­separação) de um matróide dual M* são
referidos como um co­vértice e ciclo­não­separação respectivamente de M.

No caso que o matróide pode ser decomposto em suas componentes cone­
xas, então o matróide dado é expresso como uma soma direta de suas compo­
nentes, formalmente. Consideremos os matróides M; = (5;, F;), 1 = 1,2 com
51 N52 = 1, então a soma direta dos matróides M;,i = 1,2, é o matróide de­

notado por M: & M, sobre 57 U 52, os conjuntos independentes são todos os
conjuntos (XUY /X e Fi, Y E Fa). Equivalentemente os conjuntos circui­
tos de M, DD M,, é exatamente a união dos conjuntos circuitos de M, e de M,.

É evidente que r(M, BD M3) = r(M1) + r(M2) e um matróide desconexo
é exatamente a soma direta de suas componentes.
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Matróide Bicircular

Um biciclo é um grafo conexo, o qual é uma subdivisão de um dos se­
guintes grafos: de teta 0, ou de algemas (ou duas circunferências tangentes)
co ou de grafo haltere, (para os grafos halteres vide [21]). Alternativamente,
um biciclo do grafo G é um subgrafo conexo de G homeomorfo a um dos três
grafos: teta, algemas ou haltere.

Um biciclo é ímpar se todos seusciclos são ímpares.
Seja G = (V, E) um grafo e Z seja a família definida como 7 = (F

E /cada componente de G[F] possui no máximo um ciclo ). Esta familia T
é a coleção de conjuntos independentes de um matróide sobre E, e qual tem
como circuitos aos biciclos de G&, é chamado matróide bictrcular e denota­se
por B(G).

Alternativamente, um subconjunto A € E(G) é independente em B(G)
se cada componente de G[A] for uma árvore ou um uniciclo (isto é, contem
exatamente um ciclo) e A é dependente se, G[A] for um biciclo de G.

Eixtem muitos fatos sobre o matróide bicircular, que inicialmente foi es­
tudado por Simões­Pereira, [On Subgraphs as Matroid Cells, Math. Z. 127,
315­322(1972)], onde biciclo À é visto como subgrafos G[A] de G que são
homeomorfos a partir de um triângulo, ou de dois triângulos que tem um
vértice comum ou de dois triângulos ligados por uma ponte (os extremos da
ponte são os vértices dos triângulos), seguido por Matheus [Bicircular Ma­
troids, Quart. J. Math. Oxford (2), 28 (1977),213­228]. Também vide [18].

No [21], demonstra­se que os grafos teta 0 e haltere são homeomorfos
a apartir do grafo algemas oo, e reciprocamente. Usando este resultado
obtem­se a seguinte caracterização para a familia de conjuntos dependentes
de B(G).

Proposição 5.4.2 Um subconjunto A de E(G) é um circuito de B(G) se, e
somente se, G[A] é uma divisão do grafo algemas co.

Consequêntemente, um subconjunto de arestas F C E(G), é um biciclo
do grafo G = (V, E) se, G[F] for homeomorfo a partir do grafo algemas oco.

Se denotamos por À o conjunto de todos os biciclos de um grafo G, então,
o biciclo com menor número de arestas é o grafo algemas (ou duas circun­
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ferências tangentes) co, o qual apenas é um par de laços com um único vértice
(ou um 2­buquês), e daí o maior limitante inferior de 6 é o grafo algemas.
Em consequência B(G) não tem laços, e dois elementos r e y são paralelos
em B(G) se, e somente se, eles são laços (no sentido gráfico) em um vértice
de G. Podemos enfatizar que os laços de (7 não são laços de B(G) e que as
arestas paralelas de GG não são elementos paralelos de B(G).

Se o grafo conexo GG for uma árvore ou um uniciclo, então B(G) é o
matróide discreto de rank r(B(G)) = |[E(G)|, no qual cada subconjunto de
E(G) é independente.

Um conjunto independente À é uma base para B(G) se, A é máximal,
isto implica que À é incidente com cada vértice de (7 e que cada compo­
nente de G[A] é uniciclo. Portanto as bases de B(G) não necessariamente
forma um subgrafo conexo de (7, em contraste com a situação do matróide
grafical. O rank de um subconjunto A € E, rank(A) (A é um elemento de
B(G)) é definido como o número |V(G[A])| — |T(G[A])|, onde |[V(G[A))j é o
número de vértices incidentes com as arestas de A e T(G[A]) é o conjunto de
componentes acíclicas de G[A]. Assim o rank do matróide B(G) é |V(G)|.
Um co­circuito de B(G) é um conjunto minimal de arestas F' tal que o grafo
G — F tem mais componentes acíclicas que G, onde um vértice 1s0olado é
contado como uma componente acíclica.

5.5. Matróide Dual

Consideremos o matróide M = (5,7), e sejam X e Y dois subconjuntos
de 5. Dizemos que X e Y são ortogonais se |[XNY| 1.

Agora consideremos a família G = (Y C 5, tal que, Y seja ortogonal a
cada X de F e Y é minimal com respeito á esta propriedade, 1.é., nenhum
subconjunto próprio U C Y verifica |[KNU| 1). Se a família & verifica as
seguintes condições:

1) Nemgum membro de G contém outro membro da família G, 1.é., se
AEGeBCA, então A= B,e

2) Se AB EG,xTEANBeyE A­ (AND), então existeZ E G tal
que y € Z C (AU B) — (x), então o par ordeanado (5,9) denotado por
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M* = (5,6), é um matróide chamado dual (ou ortogonal) do matróide M.
(O termo ortogonal, é diferente da ortogonalidade de espações vetoriais).

Cada matróide possui sempre seu dual (ou ortogonal), a diferença dos
grafos, que nem sempre exite o dual de um grafo arbitrário, apenas os grafos
planares possum seu dual.

À operação dual sobre os matróides é simétrica, 1.é., (M*)* = M.

Seja r a função rank do matróide M, então a função r* dado por r*(S —
X) = |S —X|—r(S)+r(X), para todo X € S, é denominado função rank do
matróide M* ( r* é dual relativo a r). A função rank r* de M*, é chamado
corank de M e verificam que r*(S) + r(S) =|S|].

Os elementos de B* são chamados cobases de M, e os circuitos de M”,
são chamados cocircuitos de M.

Exemplo 5.5.1 Desde que a interseção de um ciclo e um co­ciclo não podem
ter eratamente apenas um elemento no grafo G = (V(G), E(G))) concluímos
que os matróides circuito (ou ciclo) M(G) e co­cricuito (ou co­ciclo) M*(G)
são mutuamente duais (ou ortogonais).
Análogo, ao triângulo definido como um circuito com três elemento, se define
um “triad” como um co­circuito com três elementos.

Se o grafo G possui k componentes, então o do matróide ciclo, i.é., para
qualquer A E E(G),

O do conjunto A, r(A) = |E(Tera)| = |V(GIA))| — &k,
onde E(Tçera) é o conjunto de arestas da floresta ( ou árvore ) geradora de
GIA).

Enquanto o corank R de M(G), i.é., o R de Mº, é dado por
R(A) = C;(GIA]) = |[E(GIAN)| — [V(GIA))| + k.

Consequentemente se verifica r(S) + R(S) = |E(G)|.

Representabilidade de Matróides
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Este é uns dos tópicos mais explorados, e continua sendo na atualidade,
para mais detalhes, vide referências [17], [18] e [108].

Um matróide M = (S, FP) se diz ser representável sobre o corpo arbitrário
F' se, existe uma aplicação f : S — F" (onde r = r(M) tal que o subcon­
junto AC S é independente em M se, e somente se, f/A (onde f/A denota
a função f restrita ao conjunto A) é injectiva e f/(A) é linearmente indepen­
dente no espaço vetorial F" sobre o corpo F.

5.6 Matróides Bígrafos: Matróide Transversal

Nesta seção e em todas as seções e capítulos seguintes, consideremos gra­
fos bipartidos simples e sem vértices isolados, salvo alguma indicação es­
pecífica.

Relembremos (sem perda da generalidade), para o 5 = fTr1,...,Tn) =
(tr; /1 E L) seja A(I) = (A;,, à E 1) uma família de subconjuntos de S
indexados por T.

Um subconjunto T = (17; /1 E U & L) de elementos de 5 é uma
transversal (ou sistema de distintos representativos) de A(I) se, sz; E Aj e
1;É x; para 1,] E 1 com 1 É 7.

Um subconjunto P €C 5, é uma transversal parcial de A(T) se, existe uma
injeção é : P — IT tal que x E Ag(a), para cada x de P. Logo uma transversal
parcial de A(I) é uma transversal de uma subfamília de A(J) = (A; /[i E)
para algum J CT.

Agora, seja o grafo bipartido Gan = (SUA(I), E), associado a A(T). Os
vértices x, (xr E 5) e Ai, (A; E A(T)) são ligados pela aresta TA; (TA; € E)
se, e somente se, r E A;.

Para J € 1, o subconjunto P C S é uma transversal (parcial) da sub­
família A(J) se, e somente se, existe um matching M em Ga, tal que, M
emparelha J com P, isto é, J indexa os elementos de P tal que r; E A;, com
x; É x, paraj É 8, 1,8 E J. Então o matching matróide de G an) restritoa 5,
denotado por Maçn(S,7), (onde 7 é a família de conjuntos independentes,
que são os transversais parciais de A(T)), e chamado matróide transversal.
A função rank deste matróide esta dada pela seguinte proposição.
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Proposição 5.6.1 Seja Gan = (SU A(I), E) o grafo bipartido associado à
A(I) família de subconjuntos de S indexados pelo I, então a função rank de
Maç(n(5,7T) está dado por r(X) =min(|A(J)) N X| +|[—=J|/J CI (onde
A(J) = Uses As), para todo XET 5.

Vimos que o teorema de Hall, 1.é., um grafo bipartido G = (AUB, E) tem
um matching o qual cobre cada vértice de A se, e somente se, T(X) > |X|
para todo X € A. Contudo nos grafos bipartidos que não satisfaz o teorema
de Hall, existem subconjuntos de À com deficiência positiva. Estes subcon­
juntos possuiem algum privilegio com respeito a outros subconjuntos, que
não são saturados por nenhum matching máximal de G. Em outras pala­
vras, o subconjunto X de A, é emparelhado com um subconjunto Y C B se,
existe uma bijeção entre X e Y e a correspondência biuniívoca de vértices
é dada pela aresta, tal que as arestas que determinam a bijeção são inde­
pendentes. Este conjunto de arestas de (7 é denotado por Mx e é chamado
matching parcial, e também dizemos que X esta contido no matching Mx e
escrevemos X < Mx, ou simplesmente X < M.

Uma reformulação do teorema de Bernstein, da uma condição necessária
e suficiente de existência de um matching que satura simultáneamente X e Y .

Teorema 5.6.1 Em um grafo bipartido G = (AU B, E), uma condição ne­
cessária e suficiente para que exista um matching que sature a ambos X e Y,
é que:

a) X deve ser emparelhado em B, isto é, IT(U) > |U, VU CX, e
b) Y deve ser emparelhado em A, isto é, |II(T) > |T|, VT CY,
Dem.

Para uma demonstração, vide [Cap. 7, [9] | À.

Para algum subconjunto X C À o matching parcial Mx, é dito próprio
se, o subgrafo denotado por Gx = ((A— X),E— E(G[Mx])) satisfaz o teo­
rema de Hall.

Exemplo 5.6.1 Para cada X subconjunto próprio de À, o matching que
satura a X no grafo bipartido G = (AU B, E) sem deficiência positiva, é um
matching parcial próprio de G.
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Lema 5.6.1 No grafo bipartido G = (AU B, E), cada matching parcial
próprio é um subconjunto de um matching maximal de G.

Dem.

Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E) e para o subconjunto
próprio X C A seja Px um matching parcial próprio. De onde o grafo Gx é
sem deficiência, logo pelo teorema de Hall, possui um matching N de A— X
em E — Mx.

Desde que, A— X £ 0 segue que |V| £ O. Por conseguinte o subconjunto
de arestas M = Px UN de G é um matching completo de (GG e o matching
máximal M contem estritamente a Px, 1.é., Px C M e esta completa a de­
monstração do lema. O

Existem vários resultados da teoria de transversal que são simplificados
via matróides, assim uma generalização da versão transversal do teorema de
Hall, é um resultado obtido por Rado [80], sobre uma condição necessária e
suficiente da existência de um matróide transversal associada a uma familia

de subconjuntos de um conjunto finito dado.

Teorema 5.6.2 (Teorema de Rado) Seja A(1) = (A; 1 E 1) uma família
de subconjuntos de S e M(S,F) um matróide sobre S com a função rank r.
Então (A; t E 1) tem uma transversal o qual é independente em M(S5,F) se,
e somente se, r(U;e7 A;) > |J| para todo J CT.

Dem.

Para uma demonstação, vide [80] e [Cap. 7, [113] | O.

Para outras aplicações e generalizações deste teorema, vide as referências
[57], [75] e [104]. Também, vide [111].

Teorema 5.6.3 (Uma variante do teorema de Rado) Consideremos o grafo
bipartido G = (AU B, E) e seja F a família formado pelos subconjuntos de
A contidos em alguns matchings de G, ié, F=(XCA/X<X Nx, em G).
então o par T=(A,F), é um matróide chamado transversal.
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Dem.

A condição F'1l se verifica, isto é, 0 E F.
A propriedade F2, se XE FeY CX, desde que o X < N, para algum

matching N, também Y esta contido em algum subconjunto de N, portanto
YerF.

Verificar a propriedade F'3, significa determinar um elemento a E X — Y
(onde X,Y E F com |X|=|Y|+1) e provar que exite um matching N, tal
que, Y U (fa) < N.

Pela hipótese, exitem matchings denotados por Mx e Ny tais que X <
Mx eY < Nr.

Consideremos o subgrafo H induzido pelo MxANy € E, 1é, H =
GIMx ANy]. É evidente que H é um subgrafo bipartido de G. Cada vértice
x E H tem grau exatamente 1 ou 2, de onde todas as componentes de H são
caminhos (disjuntos pelo vértice) ou circuitos pares.

Desde que, X < Mx, Y <« Ny e IMx| = |Ny|+1 então o grafo bipartido
H tem tamanho ímpar. Pois, |MxANy| = [Mx U Ny — Mx O Ny| = [Mx U
Ny| — |Mx n Nyr| = [Mx | + |INr| — 2)Mx n Ny|.

Usando a igualdade acima, concluímos que |E(H)| = [Mx ANy]| = 2(|Ny |—
|Mx n Ny) +1.

Como todos os circuitos de H são pares, então haverá um número ímpar
de caminhos de tamanho ímpar. Tomemos (uma componente) Wr,;,] O ca­
minho ímpar de maior comprimento possível, e as arestas de Mx e de Ny
pertencem alternadamente ao caminho. É evidente que os extremos t, e t,
do caminho não são extremos de nenhuma das arestas de Ny, (t.,t;s E Y) e
também pertencem a diferentes classes de cores de H (ou de G) e a aresta
t.t; não é adjacente a nenhuma aresta de Ny.

Suponha que t, seja um vértice de A. Por conseguinte o subconjunto
Y U (t.) esta contido no matching Ny U ft1Jt.). Concluímos que existe um
matróide sobre o conjunto À tendo como a família de subconjuntos indepen­
dentes à £, e o teorema està demonstrado. O
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5.17 Teoria de Matróides e Função Submodular

À teoria de matróides esta estritamente relacionada com a teoria de

funções submodulares. Esta conexão foi inciada implicitamente por Dilworth
[24], e daram continuidade outros pesquisadores, entre eles por exemplo Nash­
Williams e Edmonds­Fulkerson. Também, vide [25] e [73].

Uma função­conjunto f : 25 — Z*+ com as seguintes propriedades:
a) f é normalizada, i.é., f(0) = O,
b) f é monótona, 1.é., AC B implica /(A) < f(B), e
c) f é submodulari.é., f(A) + f(B) > f(AU B) + f(AN B),

para todo os elementos A, B € 2º, f é chamada função polimatroidal.

Exemplo 5.7.1 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E). Para
cada X E A e T(X) vizinhança de X então a função f : 2 — Z* dada
por f(X) = |T(X)|, é uma função polimatroidal. Toda função rank de um
matróide é polimatroidal, mas a recíproca não é consequentemente verda­
deira. A função R(X) = (p(X) + |X — Y| ), é uma função rank de al­
gum matróide se, a função p(X) for polimatroidal (resultado obtido por Nas­
Williams vide referência [83, cap.193].

Teorema 5.7.1 (Edmonds e Fulkerson) Seja G = (AUB, E) um grafo bipar­
tido com classes de cores A e B, e seja F uma familia de subconjuntos U de A
para o qual existe um matching de G que satura U, i. é, F=(UC A/3IM
matching de G; U < MY. Então (A,F) é um matróide transversal sobre A.
Andálogamente induz um matróide sobre B.

A partir do exemplo 5.7.1, podemos construir outra função submodular
sobre o conjunto potência de A (ou de B), g : 2 — N, dada por 9(S5) =min
115 — W| + IT(W)| / VW EC 5). Pelo teorema de Kônig, a função g da o
número máximo de vértices em X, os quais podem ser emparelhados com al­
gum subconjunto de B, por algum matching de G. De onde g é a função rank
do matróide transversal sobre A (ou B), no grafo bipartido G = (AU B, E).

Para uma demonstração deste teorema, vide referências [31] e [89]. Para
outra demonstração alternativa, vide parte II, capítulo 6.0
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Parte II

G­Comportamento:
Matching­Matróide­Fluxo
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5.8 Introdução

Relembra­se que, o problema dos grafos n—extendíveis, são desenvolvidos
sobre os grafos arbitrários e sob a hipótese de que o grafo em consideração
possue algum matching perfeito, contudo o grafo bipartido completo Kr+1,n4+1
é extendível, para mais detalhes vide [Gvozdjak, P. e Nesetril, J., High girth
and extendability, Discrete Math. 154 (1996) 77­84], mas a meta do problema
formulado é diferente dos objetivos da classe dos grafos n—extendíveis.

Refére­se como o problema proposto o seguinte: Para um grafo bipar­
tido dado G = (AU B, E) e um inteiro não negativo 6, quantas arestas são
necessários adicionar (resp. remover) a G tal que, o grafo aumentado G;
(resp. reduzido G%) tenha deficiência igual a ó, e para que valores de ó, o
grafo Gs; é munido de matchings, tal que o matróide matching, fluxos na
rede e o matróide transversal abstratamente coincidem no grafo G; salvo
a estrutura de formação. Para refirirmos este fato usaremos a expressão
G­comportamento, que também abrange o significado de que, a existência
de um matching máximo M de tamanho v(G), Mr = (A,7) um matróide
transversal com rank r = r(Mr) e fluxo com valor máximo v são iguais ou
seja que, v = r(Mr) = v(G), o qual é chamado o teorema G­comportamento.

Na literatura, para ó = O, os grafos G; possuem matchings completos
de tamanho igual [Al. Esta caracterização é conhecido como o teorema de
casamento de Hall, e um resultado equivalente apresenta­se conjuntamento
sua demontração. Também apresentam­se outros resultados.
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Capítulo 6

G­Comportamento de
Matchings e Matróides

6.1 Sistema e Rede Associados a um Bígrafo

Relembremos que, para qualquer sistema (S; A(T)) de subconjuntos de
um conjunto dado S, existe uma relação binária R € S x 1, dada por
(s,1) E R se, e somente se, s E A,, tal que 5 = U;er A; = A(T).

O grafo bipartido associado a A(I1)) é G=(SUI,R), o qual é o mesmo

que o grafo Gain = (S U A(I),E), desde que, sRi & s E A; &O existe a
aresta sA; de E.

Agora, um subconjunto X C S é uma transversal parcial de A(T) se, e
semente se, X é transversal de uma subfamília A(J) de A(T), ou seja que X
pode ser coberto (ou interceptado) por algum matching M de G, tal que M
emparelha X com A(J), então o matróide matching de GA(I1) = (SUA(I), E)
restrito a 5 é o matróide transversal cujos conjuntos independentes, são as
transversais parciais de A(I), e também vale a reciproca, dado matróide
transversal é um matróide matching, no grafo bipartido G, vide seção 6.4.

Agora, conjuntamente com os lemas 2.1.3, 3.6.1 e 4.3.1 e os teoremas,
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3.6.2 e 5.7.1, tem­se a seguinte conclusão.

Teorema 6.1.1 Consideremos G = (AU B,E) um grafo bipartido, e sejam
um sistema, A(I), e uma rede N associados a G. Então estes três conceitos
são equivalêntes, e por um abuso de notação, podemos escrever: G = A(TI) =
N.

6.2 Demonstração Alternativa do Teorema Edmonds­
Fulkerson

Uma demonstração alternativa do teorema de Edmonds e Fulkerson, é vi­
sualizar o matróide transversal como um matróide induzido por uma função
polimatróidal, em outras palavras, para o grafo bipartido dado G = (AU
B, E), prova­se para uma relação definida no produto cartesiano A x B,
exite uma função polimotroidal o qual induz um matróide sobre A. Analo­
gamente para uma relação contida no produto B x A.

Pelo lema 3.3.2, consideremos a relação binária É C Ax B. A partir
desta relação, definamos a função conjunto f : 2º — N, tal que, para cada
subconjunto 5 € A, f associa o número inteiro positivo, i.é., /(S) = |[T(S)|.

Pelo exemplo 5.7.1, / é uma função polimatroidal, além disso, / também
verifica:

S(X UY) = S(X)U/f(Y) e também f(XNY) E S(X)NS(Y).

Agora, denotemos por Ts todos os subconjuntos 5 de À com a pro­
priedade |T(Y)| > |Y| VW E S. Ou seja que 5S E Ty; se, e somente se,
IT(Y)| > |Y| VV C S. É evidente que o par (A, Tr) = (A,f) é um matróide
induzido pela função f. O matróide (A, T;) é chamado transversal sobre o
conjunto finito fundamental A.

Por outro lado, o teorema 3.3.5 conjuntamente com o lema 5.6.1, exite
matching M em G o qual satura exatamente (algum) membro X da familia
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de conjuntos independentes do matróide (A,f) i.é., X < Mx.

À partir do lema 3.6.1, para o grafo bipartido G = (AU B, E) exite um
sistema (A;A) = (A; A1,02,...,Am) = (A; (A; / i = 1,m)). Desde que,
S C A, é uma transversal parcial de À se, e somente se, existe uma função
biunívoca g : S — I (onde 1 = (1,...,m) é conjunto de índices do sistema
A) tal que para todo s € 5, s E Aj(s. Por conseguinte os membros do
Ty; são exatamente os transversais das subfamilias de A. E a função rank do
matróide é obtido como um caso particular do exemplo 5.7.1, e está completa
a demonstração do teorema. O

6.3 Um Teorema de Tipo Hall

Vimos na seção 3.3 da primeira parte desta dissertação, que a deficiência
de um grafo bipartido G = (AU B, E), pode ser um inteiro não positivo ou
positivo.

Se exite um X C€ A máximal, tal que, |X] > |T(X)|, então o inteiro
positivo d = |X| — |T(X)|, indica o número de vértices de À que não são
saturados por nenhum matching máximo de G, de onde pode ocorrer dois
fatos:

A primeira, é quando retirarmos d vértices de X conjuntamente as arestas
incidentes, o subgrafo G — X satisfaz o teorema de Hall, ou seja que, G possui
um matching máximo de tamanho menor do que |A|, o qual, é um resultado
de tipo do teorema de Hall,é o teorema 6.3.1 (abaixo), e segundo caso, é que
o grafo G — X tém deficiência positiva. Contornar este caso, significa tentar
refinar o conjunto X, por exemplo no caso que X seja um conjunto crítico.
E o tema que a continuação estudaremos.

No caso que a deficiência de (7 for um enteiro não positivo, ou seja que,
G verifica o teorema de Hall. Neste caso, se verifica as hipóteses do teorema
Matching­matróide­fluxo máximo, vide este resultado no seguinte capítulo.

Lema 6.3.1 Se o grafo bipartido G = (AU B,E) não possui matching que
satura A, então haverá pelo menos um subconjunto U de A tal que não veri­
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fica a desigualdade |U| < IT(U)|. Equivalentemente o grafo G não verifica o
teorema de Hall.

A seguir, tem­se um teorema de tipo Hall, em vista que o teorema torna­se
de Hall, se o tamanho do matching for igual à cardinalidade do conjunto A.

Teorema 6.3.1 Um grafo bipartido G = (AUB,E) tem um matching M de
tamanho s, (i,é., |M|=s, s < |A|) se, e somente se, |IT(X)| > |[X|+t—|A] =
s— |A— X|, para todoX C A.

Dem.

Provemos a condição necessária, admitamos que o grafo bipartido G possui
um matching, digamos M de tamanho s, então existe um subconjunto U de À
tal que não é saturado por M, daí a cardinalidade de U é igual a |A|=s=r,
ou seja que, existem exatamente r vértices de À não saturados.

Adicionemos r novos vértices a BD e tais que sejam adjacentes a cada
vértice de A, e novo grafo bipartido denotado por G' = (AU[BUB,, EU Ex),
tendo AUBU B, e EU E, como conjuntos vértices e arestas, respectivamente,
em particular tem [EU E,| =r| A].

Desde que cada vértice r no grafo G/, tem grau igual a de(x) + r, então
IT] < IT(T)|, quaisquer que seja T subconjunto de A (no grafo bipartido G').

Por outro lado, FT&(T) = Fe(T)U E,, onde E, é o subconjunto de BU B,,
com p vértices, para algum 1 <p <r, ou seja que, |T&(T)| < |TG(T)| + r.

Por conseguinte, |T&(T)| < ITe(T)|+|A|—s, e como |T'| < |[T&(T)| para
todo T C A, concluímos que |['E(T)| > |T|+s— | A) =s­|A— TI].

Agora, provemos a condição suficiente, suponhamos T(X) > |[X|+s—|A]|
para todo X C A e s é um inteiro positivo fixado tal que s < |A|.

Se s = |A|, então |T[(X) > |X| para todo X € A, logo pelo teorema de
Hall, existe um matching de tamanho s.

Para s < |A|, existe um matching de tamanho s, equivale provar que
existe um subconjunto W de AÀ de cardinalidade s que esta em corres­
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pondência biunívoca com algum subconjunto de B.

Desde que, |A| > s então haverá subconjunto W em A tal que, T(W) +
|A| > |W|+s. Daí o subconjunto W tem deficiência positiva.

Se for def(W) > |A| — s, então temos |W]| > |IT[(W)| + |A| — s.

Pela hipótese, para W C A se verifica |T(W)| + |A| — s > |W|, de
onde temos |T(W)| + |A| — s > |T(W)| +|A| — s o qual é um absurdo,
isto se deve ao supor que def(W) = |W| — |IT(W)] > |A| — s, logo deve ser
def(W) = |W| — |IT(W)| < |A| —s.

Agora, se def(W) = |W| — |T(W)| < |A| — s, então podemos escolher o
subconjunto Y a partir de W com elementos menor o igual a |A|— s e daí
o subgrafo G, = ((A— Y) U B, E7) resulta sem deficiência. E aplicando o
teorema de Hall, o grafo G7 possui um matching M de tamanho maior ou
igual a [A— Y| = |A| — |V] = |A)| — |A| + $ ou seja que, M > s, e o teorema
esta demonstrado.

Agora, consideremos o subconjunto W CGC A com |W| > s e tal que
IW] < |[T(W)|, então o subgrafo G9 = ((A— (A— W)) U B, E2) onde Ez é o
conjunto de tadas as arestas de G menos as que incidem em A — W, assim o
G, verifica o teorema de Hall, logo G2 possui um matching M de tamanho
IA­(A—­W)| =|A| — |A| + |W| = |W| > s, ou seja que, |[M]| > se Mé um
matching de (.

Se o grafo G não possuir matching de tamanho s equivalentemente, ne­
nhum subconjunto de A de tamanho s é emparelhado com algum subconjunto
de B, isto implica que |T'| > |T(T)] quaisquer que seja T o subconjunto de A.

Tomemos o T € A com |T| = s, portanto a deficiência de def(T) > O
ou seja que, |[T| > |T(T)| e conjuntamente com a hipótese implica que
IT] > |[T(T)| > [T| + s — |A| de onde temos que |T| > |A|, e esta com­
pleta a demonstração do teorema .D

À demonstração da condição necessária deste teorema nós influencia ao
estudo mais detalhado sobre possivel existência de um grafo ó6—­aumentado
com deficiência não positiva, tópico a ser desenvolvido no seguinte capítulo.
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6.4 G­Comportamento dos Matróides Matching e
Transversal

Dado o grafo bipartido G = (AU B,E), ou G = A. Estuda­se que, se
para algum subconjunto de pontos independentes de A existe uma família de
arestas independentes, ou seja que, se uma coleção de pontos constitui um
subconjunto de distintos representativos de algum sistema, então existe um
matching de mesmo tamanho que a cardinalidade do conjunto de distintos
representativos, em outras palavras, à família de subconjuntos independentes
de um matróide corresponde outra família de matchings, de onde os matróides
transversal e matching são abstratamente o mesmo, apenas se diferenciam
na estrutura, isto é, no tipo de elementos que eles possuem.

Denomina­se este assunto como um G­comportamento de matchings e
transversais. Este resultado têm sua origem nos trabalhos de Rado e de
Edmonds­Fulkerson, como também têm influenciado os teoremas de Hall­
Ore e o teorema de tipo Hall.

Definição 6.4.1 Seja G=(AUB,E) um grafo bipartido simples. Dizemos
que G possui uma transversal parcial de cardinalidade 8 em A, se existe um
subconjunto de s arestas independentes de G, tal que satura pelo menos um
conjunto de distintos representativos de algum sistema associado à G.

A partir dos resultados anteriores e conjuntamente com a definição temos
o seguinte teorema.

Teorema 6.4.1 Um grafo bipartido G possut uma transversal parcial de car­
dinalidade s se, e somente se, G possui um matching de tamanho s.

Dem.

Admita­se o bigrafo dado G identificado com algum sistema A.
Assumamos que (7 possui transversal parcial de tamanho s então pelo

teorema de Rado, existe um subconjunto independente X de À com |X|=s,
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no matróide transversal M7 = (A,T).

Pelo teorema de Edmonds­Fulkerson, r(X) =min (|X—­W|+|T(W)|/W EG
X) = |X|+ min (|T(W)| —|W|]/W E X) = |X|+ max (|W|­—|F(W))/W

Desde que, X é independente então max (|W|— |T(W)/W CX) =O0,
daí |W|] — |T[((W)| < ;VW E X.

Pelo teorema de Hall, o grafo G[X] possui um matching completo M de
X em algum subconjunto de B, e sendo G[X] o subgrafo de G resulta, M
um matching de tamanho s, em G.

Agora, suponhamos que G possui um matching M de tamanho s e seja
U = fÍf1,T2,..., Ts) O subconjunto de À saturado por M.

Consideremos o sistema A = (A;;i E B) (indexado pelo conjunto B =
(1,2,...,m) ) e A; dado por T(t) para cada 1 = 1,m.

Desde que, os elementos de U são distintos, podemos escolher uma sub­
família A, = (T(1),...,T(s)) de A tal que x; € (1) para t = 1,s. De onde
U é um conjunto representativo distinto da subfamília Ar. Logo U é uma
transversal parcial de A. Por conseguinte pelo teorema de Rado, U é um
conjunto independente do matróide transversal sobre A. Como o sistema A
é associado a G, resulta que U é uma transversal parcial indenpendente de
tamanho s em (7, e a demonstração do teorema está completa .O

6.5. Deficiência Aresta de um Bígrafo

Para enunciar uma nova alternativa do teorema de casamento de Hall, in­
troduzemnos a noção de deficiência aresta de um grafo bipartido, via o termo
aresta a diferênça da definição de deficiência (vértice) de um bígrafo de Ore.

Definição 6.5.1 Consideremos o grafo bipartido G=(AUB,E)e FC E.
A deficiência de subconjunto de arestas F de E em G, denotado por defs(F)
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ou def(F), é definido como defs(F) = |E(G[F])|— |Mr|, onde Mr é o mat­
ching máximo no subgrafo G[F]. Desde que, |E(G[F])| > |Mr|, segue que a
deficiência de F é não negativa, i.é., maior ou igual a zero para todo F C E.

A deficiência (aresta) do grafo G denotado por def(G) é definida por
def(G) =maz [ def"(F)/F €& E) =max (|E(GIF])| — |IMrF| / NF C EL.

Quando o grafo bipartido G verificar o teorema de Hall, i.é., existe uma
função bijetora entre À e algum subconjunto de DB, ou que equivale a dizer
que existe um fator H de G tal que defº(H) = O. Por conseguinte a busca
de um matching máximo é equivalente determinar um fator de G com a de­
ficiência­aresta zero, o qual acarreta o seguinte teorema.

6.5.1. Uma Alternativa do Teorema de Hall

Teorema 6.5.1 Um grafo bipartido G = (AUB, E) tém matching completo
de A em B se, e somente se, G possui um fator H com defº(H) = O.
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Capítulo 7

Grafos ó­Aumentado e
ó­Reduzido

7.1 Conjuntos

Dado um conjunto A finito. Dizemos que uma família de conjuntos F
(i.é., cujos membros são conjuntos não vazios) cobre À se, e somente se,
A = UXxer, e uma família F que cobre A é disjunta se, e somente se, os
membros da família são disjuntos dois a dois.

Se existe uma família não necessariamente disjunta tal que cobre um con­
junto finito A, então a partir desta família podemos substrair uma família
disjunta que cobre À mais formalmente.

Teorema 7.1.1 Se F é uma família de subconjuntos finitos A1, Aa, ..., An,
que cobre A, então existe uma família disjunta de n membros, Bi, Ba,..., Br
tal que cobre a A, isto é, A= UU? Biz1.

Dem.

Se a família F = (Ar, A2,..., An) for disjunta, então o teorema está pro­
vado. No outro caso definamos os conjuntos:

B, =, Ai, (podemos assumir B;1 É O)
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B, = Ur<a <in<n(Aua n Ai = B1),

B3 = Us 1) <ia<is<n (Ai N Az N Ag — Bi U B32),

B; = Diga <ia<..<iran( Ai, n Az NO Ai, = jm B;),

Agora, provemos que os conjuntos Bz,P3a,..., Bn, são disjuntos dois a
dois.

Admitamos que existem indices s e r tal que B,N B, £ 0), podemos supor
sem perda da generalidade que s < r, então existe um elemento x E B;N B,;,
de onde rx €E By ex E B,.

Desde que, s < r (de onde s < r— 1), então pela definição, B, é da forma
PB, = Urn<i<in<..<jr<n(Aj n Aja NO Aj; n A;, n Aja NO Ai, — Bi U
BU...U Bs 1 U B;U Bi U...U Br1).

Pela hipótese (de suposição) r é elemento de B, de onde x € DB, U DB U
UU Bs­1 U B;U Bs341 U...U Br­1, em particular x £ B,, o qual contradiz ao
fato de x E Bs. Isto se deve ao supor que os conjuntos B, e B, não são disjun­
tos. Portanto, a família de conjuntos By, Ba,..., Br são disjuntos dois a dois.

É evidente que À = U?,B;, e esta concluida a demonstração do teorema.
oO

7.2 Grafosó—­Aumentados, Gs

Definição 7.2.1 Dado o grafo bipartido G = (AU B, E) com deficiência
deffG) = 6 > 0, o grafo denotado por Gs = (AU B, EU Es) (onde Es é o
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conjunto mínimo de arestas anexadas a G), é denomindo ó—­aumentado ou
simplesmente Gs de G se:

i) Gs é minimal e único contendo como o subgrafo a G (ou seja que
V(G) E V(Gs) e E(G) & E(Gs)) e que verifica o teorema de Hall,

ii) se exite outro grafo bipartido H com mínimo número de arestas tal
que verifica o teorema de Hall e G é subgrafo ou isomorfo a um subgrafo de
H, então Gs; é um subgrafo ou isomorfo a um subgrafo de H, e

iii) cada matching máximo de G é um matching parcial de Gs. Se não
houver confusão, diremos indistamente grafo Gs—­aumentado ou simples­
mente Gs. Às vezes, usaremos o termo aumentável para os grafos com
def(G) > O.

Lema 7.2.1 Suponha que cada componente do grafo bipartido G = (AU
B, E), tem pelo dois vértices em A. Se G= (AU B,E) é uma floresta (ou
árvore) tal que todas as raizes pertencem à A, então G é aumentával, e a
recíproca não é necessariamente verdadeira.

Cada árvore tém pelo menos duas raizes e pela hipótese se o subcon­
junto X € A contem as raizes, então |[X| > |T(X)|, e daí concluimos que
def(G) > O e o lema esta demonstrado. O

Um grafo bipartido H é aumentado de (7 se, e somente se, H é isomorfo
a Gs, onde ó é a deficiência do grafo G&.

Lema 7.2.2 Um grafo bipartido aumentável possui um único grafo aumen­
tado, ao menos o isomorfismo.

À demonstração segue da definição. D

Lema 7.2.3 Se o grafo G=(AUB,E) é aumentável então sua deficiência
é dada por:

i) Para |A| £ |B|, defG) = 2)A|+r— v(G) ou def(G) = 2)|B| +s —v(G)
(onde r es são inteiros positivos) ou
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it) defG) = 2/JA| — 2v(G) (v(G) denota o número máximo de arestas
independentes em G).

A demonstração segue do fato que v(G) = 3(|AU B| — def(G)). À

7.3 Grafos Gs; e Saturado

Como o grafo Gs—aumentado é o menor grafo sem deficiência (positiva)
que têm como um subgrafo próprio G, onde ó=def(G) > O, em enquanto o
grafo H saturado ou de Lovász [53], é um grafo simples fatorizavel H, tal que
adicionando uma nova aresta a GG, o número de seus l1­fator aumenta, i.é., a
nova aresta adicionda torna­se numa aresta permitida (uma aresta w de H
é permitido se w pertence a algum matching maximal de H, caso contrário,
dizemos que w é esquecido). Em outras palavras, um grafo G com um mat­
ching perfeito, é saturado se, adicionando uma aresta qualquer aumenta o
número de matchings perfeitos em G. Portanto o estudo sobre os grafos
ó—aumentados está distante do problema da classe dos grafos n—estendíveis.

Suponhamos que o problema de saturar por um matching a todos os ele­
mentos de A (num grafo bipartido dado G = (AU B, E) com def(G) > O)
for possível, então o grafo Gs verifica o teorema de Hall (e sabemos que é
uma das metas da presente dissertação). Agora, questionamos o problema
recíproco, que a priori, também é verdadeiro, no seguinte sentido, removendo
todas (ou algumas) arestas permitidas (conjuntamente os vértices incidentes)
a partir de Gs, podemos obter um grafo com deficiência positiva, o qual será
isomorfo ao grafo dado G?. Contudo este processo não é uma visão ime­
diata, por isso deixaremos de lado este problema, e nos faremos um estudo
com a conjectura que, o processo inverso seja verdadeiro, em outras palavras,
o subgrafo (obtido pela remoção de 6 — 1 vértices conjutamente com todas
as arestas incidentes nestes vértices), seja isomorfo ao grafo dado.

T.4 Interpretação Geómetrica de Gs



Consideremos o grafo bipartido G = (AUB,E) com def(G) = ó > O, seja
S o único subconjunto crítico minimal de G&, e ponha |5] — |T(S)| = 6, de
onde existem ó vértices não saturados por matching completo de G&.

Denotemos por X; = (x1,...,ts) O conjunto de vértices de S que não são
saturados por matching de G. Podemos assumir sem perda da generalidade
que F(X;) seja conjunto unitário, (y), e as arestas que ligam Xs com (y)
sejam, dy = T11/,d2 = Toay,­..,ds1 = Ts­11/,05 = Ts Agora, suponhamos
que estas arestas, representem ó tubos e todos eles têma mesma dimensão
como também do mesmo diámetro, e os vértices v1,...,T5s—1,Ts representam
as fontes (de algum líquido) do fluxo e o vértice y o receptor. O receptor y,
tém capacidade de recever examente o fluxo de uma das ó tubulações, por
conseguinte os 6 — 1 fluxos (ou tubulações) não possuiem alguma recepção (ou
saida). Admíta­se também a impossibilidade de incrementar a capacidade do
receptor 1.

Desde que, para o fluxo cujo valor máximo é igual à capacidade de uma
das ó tubulações, não há problema, mas sim para os fluxos máximos restantes
e sendo uma solução, é a construção de é — 1 tubulações (desde que, não se
pode mexer os 6 — 1 tubulações exitentes, entre os ó tubulações dados) iguais
a dp = V11/,02 = TCay,...,ds­1 = Ts, € conjuntamente com seus recepto­
res, 6 — 1 receptores iguais à y, o que significa literalmente copiar y, isto é,
yYº,Y?,...,yº7 e adicionar 6—1 novas arestas (tubulações) que são da forma:
Ty, tay?,..., ts­17º7) e obtemos o grafo ó­aumentado, e pela construção
o grafo Gs, verifica o teorema de ITall.

A

”
Gs

Fig.: O grafo G e o grafo ó­aumentado Gs.
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7.5 Existência de Conjuntos Críticos em Bígrafos

A seguir trataremos da existência de um conjunto crítico minimal em G,
quando o grafo bipartido considerado G = (AU B, E), tenha deficiência po­
sitiva, antes provaremos o seguinte resultado.

Teorema 7.5.1 Se o grafo bipartido G = (AU B,E) é aumentável, então
existe um subconjunto crítico minimal em G.

Dem.

Pela hipótese, a família F = (X C A/def(X) = def(G)) não é vazia e
usando o lema 3.3.4, o conjunto 5, dado por S =fxer X, é crítico de G.

Se 5 for minimal, o teorema estará provado. Caso contrário, assumamos
que U seja minimal. Desde que, U é crítico, então U E F e pela definição de
S segue que 5 € U, o que contradiz que U não é minimal e o teorema esta
provado. O

A existência do conjunto crítico minimal S dado pelo teorema 7.6.1 acima,
não implica que 5 seja único. Contudo algumas condições adicionais condu­
zem à unicidade, o qual é dado pelo seguinte corolário.

Corolário 7.5.1 Sob as hipótese do teorema. Se A possuir um único con­
Junto crítico máximal contendo a todos os outros, então existe um único
crítico minimal contido em todos os outros críticos de G.

Dem.

Desde que, A é finito, também todos os subconjuntos de A são finitos e
seja 5 o conjunto crítico máximal.

Se F é uma família de subconjuntos críticos de G&, então pelo lema 3.3.4
e conjuntamente com o teorema 7.6.1, segue que os conjuntos

Xo=Xe6K=UX
xXeEeF XEF
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são críticos minimal e máximal, respectivamente de (7 e o corolário esta pro­
vado. OD

Teorema 7.5.2 Seja G = (AU B, E) um grafo bipartido aumentável e X
um subconjunto não vazio de A.

Se X é um conjunto crítico minimal de G, então para cada y E T(X)
existem pelo menos dois elementos (distintos) s et de X tal que su,ty E E.

Dem.

Desde que, G é aumentável e X é crítico temos def(G) = |[X|­|[(X)| > O.

Por absurdo, assumamos que exista um elemento b de I(X) tal que o
vértice b seja exatamente único estremo da aresta e (isto é, e = (a,b)), a
qual incidente no vértice a de X, em outras palavras b é o único vértice (ou
vizinho) adjacente de a em G, portanto I'(fa)) = (b). De onde a remoção do
vértice a conjuntamente a única aresta incidente e, não altera a deficiência
de GG, (pelo principio de inclusão e exclusão) ou seja que

def(X) =def(G) = |[X] — |T(X)|
= |X|­1­(IT)|­1)
=|X ­al=|r(&X=o)
= def(X— a).

De onde resulta que, X — a é um conjunto crítico de (7 e desde que,
X —aCX, o conjunto X não pode ser conjunto crítico minimal, o qual é
uma contradição, isto se deve ao admitir que existe um elemento b de T(X)
com grau um. Por conseguinte cada vértice t de V(X) tem grau pelo menos
2, i.e. de(t) > 2 em G, eo qual completa a demonstração do teorema. D

7.6 Grafos ó— Reduzidos, Gçs*
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Definição 7.6.1 Seja o grafo bipartido G = (AUB, E) com def(G) =6 > 0
e o subconjunto crítico minimal 5 E A de G que contém 6 vértices não sa­
turados por matching máximo de G. O grafo denotado por Gs» e definido
como Gs. = (AsU B, Es) = G — ([a1,...,as) (onde Aç= A— fa,...,ask e
Es = E — (conjunto de arestas incidentes nos 6 vértices de A)) chama­se o
grafo ó­reduzido de G se, Gs» verifica o teorema de Hall, e o matching com­
pleto de As em B (em Gs), denotado por Ms é chamado matching interior
de G.

Um grafo bipartido H é chamado grafo ó6­reduzido, se H for isomorfo a
Gç+.

Um grafo bipartido G é chamado completo se, existem os grafos G; e Gs»
tal que, Gs­ CG C Gs.

A seguir trataremos quando um grafo bipartido com deficiência positiva
contém um subgrafo cuja deficiência é menor pelo menos em uma unidade
da deficiência do grafo dado, mas antes provaremos o seguinte

Teorema 7.6.1 Seja G = (AUB,E) um grafo bipartido e S um subconjunto
não vazio de A.

Se S for um único crítico minimal e 5 = A— S um conjunto sem de­
ficiência, então o conjunto 5S—a é crítico minimal de G— a se, a€S.

Dem.

Para algum a E A o subconjunto 5 — a não consequentemente será crítico
no grafo G — a = ((A— a) UB, E). Poisa € A não implica quea E S.
Na hipótese que 5 — a seja crítico, então segue do fato que 5 é únicoeo
conjunto 5 é sem deficiência positiva, que o conjunto S — a é crítico minimal
e único no grafo G — a.

Se S — a não for único, e seja U conjunto crítico minimal de G — a.
Consideremos (5 — a) (| U É 0), então pelo lema 4.2.5, o conjunto (S — a) JU
é também crítico. Se (5 — a) JU C (S — a), então (S — a) ()U é minimal, o
qual contradiz a S — a minimal, portanto deve ser (S —­a)()U = S—a, de
onde S —­a=U,

Agora, se for (S — a)NU= O. De onde U CS —aecomoS­aCS
temos que 5 CS —a.
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Do fato que os conjuntos U e 5 estão contidos no mesmo conjunto 5 — a
e pela hipotesis def(S) < O, então concluímos que U € 5.

Por outro lado se ocorrer 5 CU € S—a, então S —a C U e por conse­
guinte a € U.

Sendo os conjuntos 5 — a e U disjuntos então U = fa) ou U = fa) UT,
onde T = fx E A/x 2 S) é algum subconjunto de 5.

Se for U = fa), então def(U) = O o qual é impossivel.

Agora, consideremos o conjunto U = fa) UT e pela definiço de deficiência
do conjunto temos

O < def(U) = def(U) = 14 |T|— |r(a)| — |IP(D)|+ IP(a)TT)
ou seja que,

def(T)= def(U) + IP(a)| — IF(a)T(D)| — 1.
Desde que, F(a) NT(T) = 0, concluímos que def(T) = def(U) > 0, o qual

é impossivel pois, def(S) < 0. Por conseguinte o conjunto crítico minimal
S — a é único e o teorema esta provado .O

O seguinte teorema garante, que um grafo bipartido com deficiência ó > O,
possui um subgrafo com deficiência igual a 6 — 1 se o vértice removido per­
tence ao único conjunto crítico minimal.

Teorema 7.6.2 Seja o grafo bipartido G = (AUB, E), com deKG) =6>O0
ea um vértice de A.

Se 5 for um único conjunto crítico minimal de A, então a deficiência do
grafo G, = G­—a é menor em uma unidade de ó sea € 5 e o conjunto 5S—a
é crítico no G7. No outro caso 6 é inalterável.

Dem.

Pela hipótese temos |S| — |T(S)| = 6. É evidente que a deficiência dos
grafos G e 77 = G — a, permanecem inalterados se a 2 5, pois 5$S=S—ae
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T(S) =T(S—­a).

Agora, suponhamos que o vértice a E 5. Sendo 5 — a crítico no grafo
G1 = ((A­a)UB,E), então

def(Gr) = def(S = a) =|S| = IF(S)| + IP(a) = IP(S —= a) NT(a) = 1.

Desde que,

TS — a)Na] CC T(S —a)NT(a) Cc T(a),

segue­se que |I'(a) — |T(S — a) |T(a)| = 0. Concluimos que def(G7) = 6 — 1,
e o teorema esta demonstrado .D

Corolário 7.6.1 Sob a hipótese do teorema 7.6.2, seja o grafo bipartido G =
(AU B, E) com def(G) = 6>0eS único conjunto crítico minimal de G
eS=A—­S o conjunto sem deficiência, então a deficiência do grafo G; =
G — fai,02,...,a;) é menor em i unidades que o 6 se fa,as,...,ail CS,
i.é., defG; =defG — far,a2,...,aj=6­1.

A demonstração é uma repetição do argumento do teorema 7.6.2, .Q

7.7 Vértices Copiáveis

Definição 7.7.1 Consideremos o grafo bipartido G = (AU B, E) e suponha
que exite algum subconjunto de vértices S de A tal que def(S) =def(G) = 6 >
0.

Um vértice t em G é copiável se para algum inteiro positivo k existe
uma aplicação bijetiva q : N(t) VN 5 — t U (k vértices cópias de t) (com
N(t)NS £ À e tal correspondência biunívoca é estabelecida por algumas
arestas de G e pelas arestas incidentes em G. Uma aresta e é incidente em
G, se e d E(G) e pelo menos um dos seus extremos é uma cópia de algum
vértice de G.

Exemplo 7.7.1 Seja N(tI) NS = (x1,...,15) para algum S crítico de G)
e o conjunto tU (s — 1 cópias de t) = (t,t,...,tº!), então as arestas
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1, rat?,...,T.221tºl, são incidentes em G, enquanto a aresta x,.t não é
incidente em G.

Lema 7.7.1 Todo grafo bipartido aumentado possui duas classes de arestas,
uma formada pelas arestas do bigrafo dado G e a outra formada pelas arestas
incidentes em G.

Dem.

Seja G;s—­aumentado do grafo bipartido de G = (AU B, E), então existe
pelo menos um X C€ A tal que IX] > |I[(X)|. Sem perda da generalidade
podemos admitir que existe exatamente o único conjunto crítico X de (7. Se
os 6 vértices de X são adjacentes ao vértice y de B, então pelo teorema 7.8.1,
exite pelo menos é — 1 cópias de y e tal que os conjuntos X e I(X)UY' (Y'
denota o conjunto das ó — 1 cópias de y) são equicardinais, logo temos uma
família Es com 6 — 1 arestas incidentes em G.

Consequêntemente GG; tém como classes de arestas E (de GQ) e Eseo
lema esta demonstrado. À

Teorema 7.7.1 Seja G = (AU B,E) o grafo bipartido com deficiência
defíG) = 6>O0,

Suponhamos que existe um único conjunto critico minimal S de G tal
que 5S= A— S é sem deficiência. Então existe pelo menos |1(S)| vértices
copiáveis em G.

Dem. !

Desde que, |S| — 6 > 0 (onde def(G) = |S| — [1(S)| = 6), podemos
considerar o conjunto I(S) = ft1,t2,..., tn). Pelo teorema 7.6.2, de(t;) >
2i=1L,nedaías vizinhancas N(t;) para cada índice à = 1,n interceptam a
S.

Agora, pelo teorema 7.2.1, podemos cobrir a 5 com uma família de con­
juntos disjuntos dois a dois, S = UU?, Y;. (A família (Y1;/i = 1,n) é obtida a
partir de (N(t;)NS; i = 1,n), quando os membros desta família não foram
disjuntos dois a dois).

Tomemos |Y]| — 1 cópias do vértice t1, |Y2]| — 1 cópias do vértice t2, assim
por diante até que finalmente o vértice t, é copiado |Y,| — 1 vezes.
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Para cada Índice fixado j = 1,2,...,n, denotemos por PEN o conjunto
formado pelos |Y;| — 1 cópias de vértice t; isto é,

Yj;|­ Y;l­eli = (eb; ke, 6­1) = (8, HO),

e a demonstração do teorema esta completa. OD

7.8 A Existência do Grafo ó— aumentado

Teorema 7.8.1 Seja G = (AUB,E) um bigrafo conexo com def(G) = 6 > O.
Se S é um único conjunto crítico minimal tal que 5 é sem deficiência,

então existe um conjunto W para o qual há uma aplicação bijetiva do conjunto
QUW sobre A (onde Q é um subconjunto de B contendo V(S)).

Além disso, o grafo H = (AUQUW,EU E') (onde E' é o conjunto de
arestas cópias) é o grafo ó­aumentado de G, ou seja que, H = Gs.

Dem.

Pela hipótese, para o (5) = ft1,t2,...,tn), podemos escrever 5 =
, Y;, onde os Y; são obtidos como no teorema anterior.

Escolhemos x; de Y; tal que existe (r;,t;) E FE, e daí há uma corres­
pondência biunívoca entre os conjuntos fr1,T2,...,tn) e ft1,ta,..., tn).

Como, 5 = U?., XY, então obtemos,
|S|=n=Xi|64—>(rI|=X2|K|­n

=(I1/­1) +(I6]­1) +... +(L/­1)
= e4 je4 + el, em outras palavras

Yi l­ Ynl­ nl

Consideremos o conjunto W formado pelas |Y;| — 1 cópias de y;, para
1 =1l,n, ou seja que,

W =11H ye", ue,
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Desde que, 5 é sem deficiência, então existe um subconjunto de vértices
DC DB, tal que 5 e D estão em correspondência biunívoca i.é., |5| = [Dj e
temos que

IA = [5] +|5 — (815472, Tn] + [162.0] = [D+ |W| +
ta, t2, ... tnHl.

Pondo Q = DU (t1,ta,..., tn) E B, e temos uma bijeção entre os con­
juntos A e QU W, e concluimos que os conjuntos À e QU W tem o mesmo
número de elementos.

A partir da construção do conjunto QUW obtem­se o grafo H = (AUQU
W, EUE') onde E' é conjunto de U?, |Y;] ou seja que, H é grafo $—­aumentado
de Ge H = G; e a demonstração do teorema esta completa. OD

Corolário 7.8.1 Todo grafo bipartido desconexzo G = (AUB,E) com def(G) =
ó > 0, admite o grafo ó­ aumentado, Gs.

Dem.

Basta aplicar o teorema 7.9.1, na componente com deficiência positiva de G.
O

7.9 G­Comportamento de Matchings, Transverais e
Fluxos

A busca de um matching máximo, fluxo máximo e da base do matróide
transversal em um grafo bipartido arbitrário, são problemas equivalentes e
consequêntemente eles possuem um G­comportamento no grafo Gs, onde 6 é
deficiência de algum bigrafo G.

Teorema 7.9.1 (Teorema G­comportamento) Se G = (AUB,E) é um grafo
bipartido arbitrário, então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) G possui um matching M com tamanho |A|,

ii) existe um fluxo máximo 4 com valor igual a |A|,
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iii) existe um matróide transversal sobre À, com a base de cardinalidade
igual ao valor do fluro máximo &.

Dem.

À partir do teorema 6.1.1 podemos considerar o grafo bipartido dado
G = (AUB, E) identificado com uma rede e um sistema, 1.é., G = A(I) = Nf.

Primeiramente admita­se (7 sem deficiência.

1) implica 11).

Se M é um matching de tamanho |A| então conjuntamente com o pro­
cesso da demonstração alternativa via fluxos do teorema de Hall, exite um
fluxo máximo de tamanho |A|.

11) implica iii).

À existência de fluxo máximo como valor |A|, acarreta a existência de
um corte mínimo c(P,P) = |A| (na rede NM), de onde |X| < |T(X)| para
todo X € A, em particular para cada subconjunto S fixado de A, verifica­se
|U] < |T(U)| VU E S. Logo, conjuntamente com os teorema 3.3.4 e 5.7.1,
exite um matróide sobre A, cujos conjuntos independentes são os subcon­
juntos de A que interseptam algum matching de G. Mas, cada um destes
subconjuntos de À são as transversais parciais de de algum sistema S, e o
transversal máximal tem cardinalidade de A, ou seja, À é o conjunto de dis­
tintos representativos do sistema. Por outro lado, o conjunto À resulta ser
uma base para o matróide, e daí |A| é o rank do matróide deste matróide
transversal.

ui) implica i).

Se X é uma base de um matróide transversal sobre o conjunto À, con­
juntamente com o teorema (de equicardinalidade de matching e transversal
parcial) implica que que existe um matching de tamanho |X|. A partir da
hipótese (7 é sem deficiência segue que o matching é completo de A em B.

Agora, finalmente se, G for um grafo bipartido com deficiência positiva,
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então pelo teorema 7.9.1, G possui o grafo Gs — aumentado e G; verifica o
teorema de casamento de Hall e porconseguinte o problema reduz­se ao caso
anterior, e a demonstração do teorema está completa. O
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Capítulo 8

Conclusoes

Em vista de que, a um grafo bipartido dado G fica associado uma relação
binária, corresponde um sistema e também uma rede, portanto podemos es­
crever pelo principio de abuso de notação na forma: G= R= A = N.
Expressão que facilitou o caminho do desenvolvimento de nossa meta pro­
posta. Em particular, a demonstração alternativa de Edmonds­ Fulkerson, foi
simples e elegante, graças a esta obsrvação.

Por outro lado, a colocação e a demonstração do teorema de tipo Hall
nós provindenciu uma informação valiosa, no sentido de que há pelo menos
um subconjunto de A, o qual esta em correspondência biunívoca com algum
subconjunto de B, e que esta correspondência é estabelecida por uma familia
de arestas independentes de tamanho conhecido, o qual mais tarde foi rela­
cionado com os conjuntos independentes de um matróide transversal.

O teorema 6.4.1 trata da equicardinalidade dos matchings e transversais
em um grafo bipartido dado, pelo uso dos teoremas de Rado e de Edmonds­
Fulkerson, além do teorema de tipo Hall e o teorema 7.10.1, apresenta uma
caracterização do comportamento desde o ponto de vista da existência e
equicardinalidade que oferecem os matchings de tamanho v(G), os matróides
transversais de rank r e os fluxos máximais 4 com valor v('), sobre o bígrafo
Gs, onde ó é a deficiência de algum grafo bipartido não trivial G.

Contudo hà muitas questões abertas:
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1) Exite uma demonstração simples, para o teorema 6.5.1

11) Que relação hà entre os transversais de tamanho k e as k­combinações,
sobre um conjunto fundamental de n elementos.

111) Conhecido o grafo Gs, como obtermos a grafo (dado) G&.

iv) Como extender o teorema G­comportamento para os grafos não bi­
partidos.
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Apêndice A

Algumas Similitudes Entre
Vértice e Aresta

A continuação mencionamos algumas similitudes que há entre vértice e
aresta em um grafo arbitrário G, no sentido que o vértice possui propriedade
( ou definição ) P, e dizemos o vértice­P em G&, e similarmente é possivel
aresta possuir propriedade ( ou definição ) P, e dizemos a aresta­P em (.
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Vértice Aresta

­ Defina­se grau de um vértice.
­ Defina­se adjacência de vértices.
­ Defina­se vértice isolado.

­ Defina­se que um vértice domina
outro.

­ Defina­se vizinhança de vértice.

­ Defina­se coloração­vértice.
­ Defina­se remoção de vértice.
­ Defina­se separação de vértice.
­ Defina­se vértice corte.
­ Defina­se vértice­cobrimento.

­ Defina­se conj. vértices indepen.
­ Defina­se caminhos disjuntos vért.
­ Defina­se isomorfismo­vértice.
­ Defina­se Esp. vetorial vértice.
­ Defina­se passeio de vértices
distintos ( Grafo de Euler).

­ Defina­se versão­vértice do

teorema de Menger.

Se define o grau de uma aresta.
Se define adjacencia de arestas.
Se define aresta isolada.

Se define que uma aresta
domina outra, vide [34]
Se define a vizinhança de
uma aresta, vide [90].
Se define coloração­aresta.
Se define remoção de aresta.
Se define da separação de aresta.
Se define aresta corte.
Se define aresta­cobrimento.

Se define conj. arestas indepen.
Se define caminhos disjuntos aresta.
Se define isomorfismo­aresta.

Se define esp. vetorial aresta.

Se define passeio de aresta
distintas (Grafo de Hamilton).

Se define versão­aresta

Tabela A.1: Similitudes
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