A
AvAvAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AV
u nesp W 4ULIO DE MESQUITA FILHO”

Céampus de Sao José do Rio Preto

Eduardo da Fonseca Martins

Geometria de Superficies de Revolugcao de Frontais

Séao José do Rio Preto
2024



Eduardo da Fonseca Martins

Geometria de Superficies de Revolucao de Frontais

Dissertacdo de Mestrado apresentada como parte
dos requisitos para obtengédo do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Pos-
Graduacdo em Matematica, do Instituto de Bioci-
éncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Cam-
pus de Sao José do Rio Preto.

Orientadora: Profa. Dra. Luciana de Fatima Mar-
tins

Financiadora: CNPq - 131255/2022-3

Séao José do Rio Preto
2024



Martins, Eduardo da Fonseca

M386g Geometria de Superficies de Revolugdo de Frontais /
Eduardo da Fonseca Martins. -- Sdo José do Rio Preto, 2024
81p.:il

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista
(UNESP), Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas,
Sao José do Rio Preto

Orientadora: Luciana de Fatima Martins

1. Matematica. 2. Geometria diferencial. 3. Singularidades
(Matematica). 4. Superficies (Matematica). I. Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Dados fornecidos
pelo autor(a).




Eduardo da Fonseca Martins

Geometria de Superficies de Revolucao de Frontais

Dissertacdo de Mestrado apresentada como parte
dos requisitos para obtengdo do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Poés-
Graduagdo em Matematica, do Instituto de Bioci-
éncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Cam-
pus de Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CNPq - 131255/2022-3

Comissao Examinadora

Profa. Dra. Luciana de Fatima Martins
Orientadora

Prof. Dr. Jodo Carlos Ferreira Costa
Departamento de Matematica - UNESP - Campus de Sao José do Rio Preto

Profa. Dra. Bruna Oréfice Okamoto
ICMC - USP - Campus de Sao Carlos

Séao José do Rio Preto
24 de outubro 2024



AGRADECIMENTOS

Agradeco a toda minha familia por terem incentivado a busca por conhecimento durante toda a
minha vida. Em especial aos meus pais, Telma e Antbnio, por apoiarem e acompanharem a minha
educacao até os dias de hoje, e ao meu irméo Thiago pelo companheirismo que cresce a cada
dia. Tenho muitos motivos para agradecé-los, e registro neste trabalho o meu amor por cada um de
VOCEs.

Agradeco a todos professores que fizeram parte desta caminhada. Ao professor Weber e a
professora Juliana que, como tutor e colaboradora do PET durante os anos em que fui membro do
programa, foram essenciais no meu desenvolvimento pessoal e académico. Em especial agradego
a professora Luciana, que aceitou me orientar durante o mestrado, contribuindo imensamente ao
meu desenvolvimento profissional, e tornado possivel o desenvolvimento deste trabalho. Agradeco
a todos pela confiancga.

Agradeco também a todos os amigos que fizeram parte da minha histéria como aluno de gra-
duacdo e mestrado no lbilce. Ao grupo de amigos que fiz ao entrar na graduagédo em 2019, que
auxiliaram o desenvolvimento de um bom aprendizado das matérias basicas do curso, e continu-
aram presentes durante toda a graduacdo. Aos amigos que os anos como integrante do PET me
trouxeram, em especial Milena, Murillo, Guilherme Zahra, Maria Clara, Maria Fernanda e Sérgio,
por serem uma parte fundamental da minha formacao, e da minha vida. Também agradeco a todos
amigos que fiz durante o mestrado. Em especial, agradeco a minha namorada Ana Gabriela, que
me acompanha desde o inicio do mestrado, € me apoiou em todos os momentos desta caminhada.

Por dltimo, agradeco ao professor Jodo Carlos e a professora Bruna Oréfice por comporem
a comissdo examinadora deste trabalho, e ao Centro Nacional de Desenvolvimento Cientifico e

Tecnolégico (CNPq) por financiar os estudos por meio do processo 165080/2021-3.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar superficies de revolugao singulares, expandindo o entendi-
mento cldssico dessas superficies no &mbito da geometria diferencial. Tradicionalmente, superficies
de revolucdo séo estudadas tendo como curvas geratrizes, curvas regulares que nao interceptam o
eixo de rotacdo, garantindo assim que a superficie seja regular. No entanto, abordamos casos em
que essas condigdes ndo sejam satisfeitas, obtendo assim superficies singulares, e utilizamos ferra-
mentas da teoria das singularidades para classificar os pontos singulares das superficies a partir da
analise de suas curvas geratrizes. O segundo capitulo oferece uma introdugéo as teorias de singula-
ridades e de geometria diferencial classica, introduzindo alguns resultados que relacionaremos com
outros semelhantes nos estudos seguintes. No terceiro e no quarto capitulo, examinamos curvas e
superficies singulares. Introduzimos conceitos como frontais, frentes de onda, curvas de Legendre
e “framed surfaces”, estabelecendo a base para o estudo das superficies de revolugdo. No capitulo
final estudamos superficies de revolugcao de frontais. Apresentamos resultados, dentre eles os que
fornecem maneiras de construir uma superficie de revolugdo com curvatura Gaussiana ou curvatura
média dadas, e critérios para classificagao de singularidades. Concluimos com informagdes sobre
as superficies focais e paralelas dessas superficies de revolugao, observando que ocorre algo simi-
lar com o caso de superficies regulares. Os principais resultados deste trabalho estdo nos artigos

[7] e [15].

Palavras-chave: Geometria. Singularidades. Superficies de Revolugéo. Curvas de Legendre. “Fra-
med Surfaces”.



ABSTRACT

This work aims to study singular surfaces of revolution, expanding the classical understanding of
these surfaces within the framework of differential geometry. Traditionally, these surfaces are studied
having profile curves that are regular curves and do not intersect the axis of rotation, ensuring the
regularity of the surface. However, we address cases where these conditions are not met, obtaining
singular surfaces, and then use tools from singularity theory to classify the singular points of the
surfaces by analyzing their profile curves. The second chapter provides an introduction to singularity
theory and classical differential geometry, presenting some results that will be related to others in
the following studies. In the third and fourth chapters, we examine singular curves and surfaces. We
introduce concepts such as frontals, wavefronts, Legendre curves, and framed surfaces, establishing
the foundation for the study of revolution surfaces. In the final chapter, we study revolution surfa-
ces of frontals. We present results, including those that provide methods for constructing a surface
of revolution with a given Gaussian curvature or mean curvature, and criteria for classifying singu-
larities. We conclude with informations about the focal and parallel surfaces of these surfaces of
revolution, noting that similar things occure when dealing with regular surfaces. The main results in

this dissertation come from the papers [7] and [15].

Keywords: Geometry. Singularities. Surfaces of Revolution. Legendre Curves. Framed Surfaces.
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1 Introducao

Uma superficie classica na geometria diferencial é a superficie de revolugao. Essas
superficies sdo geradas pela rotacao de curvas em torno de uma reta, e para seu estudo com
as ferramentas usuais da geometria diferencial de superficies regulares, toma-se a curva
geratriz sendo regular e nao cruzando o eixo de rotagdo. Dessa maneira, a superficie
obtida é regular. O objetivo deste trabalho é o estudo da geometria de superficies de
revolucao de curvas que nao necessariamente satisfacam essas condigoes, ou seja, curvas
singulares ou que cruzam o eixo de rotacao. Além disso, veremos que é possivel classificar
as singularidades dessas superficies através do estudo das singularidades de sua curva
geratriz.

O Capitulo 2 conta com defini¢oes e resultados introdutoérios para o entendimento dos
capitulos seguintes, tendo como referéncias os livros [2] e [8]. De inicio apresentamos os
conceitos necessarios da teoria de singularidades, e alguns resultados que utilizaremos ao
longo do trabalho. Em seguida apresentamos um resumo da teoria classica de geometria
diferencial, além de estudar brevemente a evoluta de uma curva e o conjunto focal de uma
superficie. Na tltima secao definimos superficies de revolugao regulares e apresentamos
alguns resultados ja conhecidos.

No Capitulo 3 tratamos de uma categoria de curvas singulares, tendo como principais
referéncias os artigos [5] e [6]. Primeiramente apresentamos a definigdo de curvas que sao
frontais e frentes de onda, um conceito muito utilizado nesse estudo, seguido de alguns
exemplos. Em seguida definimos curvas de Legendre e sua curvatura, e apresentamos
os teoremas de existéncia e unicidade para uma curva de Legendre, comparando com o
resultado classico de curvas regulares. Utilizaremos este ponto de vista para estudar as
curvas geratrizes das superficies de revolugao no capitulo final. Por tltimo definiremos
curvas paralelas e evolutas de uma curva de Legendre.

O Capitulo 4 tem como referéncia principal o artigo [7] e é destinado ao estudo de uma
categoria de superficies em R? que possui uma base ortonormal bem definida ao longo de
seus pontos. Essas superficies sdo chamadas framed surfaces. Esse estudo ¢ importante
pois, como veremos, superficies de revolucao de curvas de Legendre sao framed surfaces.
Assim como feito no capitulo anterior, comecamos definindo superficies que sdo frontais
e frentes de onda. Em seguida veremos a definicao de framed surfaces, seus invariantes
bésicos, e teoremas de existéncia e unicidade. Definiremos também as curvaturas de uma
framed surface, e finalizamos o capitulo com a definicao das superficies paralelas e focais
de uma framed surface.

O capitulo final é o principal do trabalho, e tem como principal referéncia o artigo
[15]. Nele estudaremos as superficies de revolugao de frontais. A principio veremos alguns
resultados que fornecem critérios para que superficies de revolucao de uma frontal sejam
frentes ou apenas frontais. Na proxima secao apresentaremos teoremas de construgao de

10



Introducao 11

superficies de revolugao com curvaturas dadas. Em seguida discutiremos problemas de
classificacao para as singularidades de uma superficie de revolucao, obtendo critérios que
utilizam as singularidades da curva geratriz. Por ltimo, finalizamos o trabalho estudando
as superficies paralelas e focais de uma superficie de revolug¢ao como framed surface, e
veremos que assim como para superficies de revolugao regulares, as superficies paralelas
sao dadas pelas superficies de revolugdo das curvas paralelas da curva geratriz, e seu
conjunto focal é formado pela superficie de revolucao da evoluta da curva geratriz, e pela
superficie que esta contido no eixo de revolucao.

As imagens apresentadas ao longo deste trabalho foram feitas utilizando o programa
Mathematica®.



2 Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos defini¢ées e resultados que sdo essenciais para
o nosso estudo. Na primeira sec¢ao, introduzimos conceitos fundamentais da Teoria de
Singularidades, como germes e A-equivaléncia para aplicagoes. Na segunda se¢do, re-
visamos a Geometria Diferencial de superficies regulares. Finalmente, na tultima secao,
discutimos definig¢oes e resultados especificos relativos a superficies de revolucao regulares,
com o intuito de relaciona-los ao caso singular que sera estudado nos capitulos centrais
do trabalho. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram, [2] e [g].

2.1 Teoria de Singularidades

Nesta secao, a fim de estudar conjuntos e aplicagoes localmente, discutiremos o con-
ceito de germes. Além disso, apresentaremos algumas ferramentas da teoria de singulari-
dades para a classificagdo dos pontos singulares de aplicagoes suaves, como as relagoes de
equivaléncia entre germes geradas pela composi¢ao de difeomorfismos locais.

2.1.1 Germes de aplicacoes suaves

Ao longo deste trabalho buscamos estudar algumas propriedades locais de curvas e
superficies. Para isso, utilizamos o conceito de germes que, dada uma aplicacao f, reduz
todas outras aplicagdes que coincidem com f em torno de algum ponto a apenas uma
classe de equivaléncia. Deste modo, trabalhar com germes nos fornece uma maneira de
estudar todos os representantes de uma mesma classe através de um tinico germe em torno
de um ponto. A referéncia utilizada no estudo de germes foi o livro [10].

Definigao 2.1. Sejam X e Y subconjuntos de R™ contendo p € R". Dizemos que X é
equivalente a Y se existe um conjunto aberto U C R"™, com p € U, tal que XNU =Y NU.

Definigao 2.2. Sejam U,V abertos em R" contendop € R, f: U - R™eg:V — R™
aplicagoes suaves. Dizemos que f é equivalente a ¢, se existe um aberto W Cc UNV,
tal que flw = glw. Denotaremos por f ~ g.

As defini¢bes acima geram relacoes de equivaléncia nos subconjuntos de R™ que contém
p, € no conjunto das aplicagoes de R™ em R™. A classe de equivaléncia de um subconjunto
X é chamada de germe de X em p e é denotada por (X, p). Jé a classe de equivaléncia da,
aplicacao f também é chamada de germe da aplicagao f e é denotada por f: (R",p) —
R™. Quando queremos explicitar que f(p) = ¢, denotamos por f : (R, p) — (R™, q).
Além disso, o germe de uma aplicacdo f é chamado de suave (respectivamente, germe
de difeomorfismo) se um de seus representantes, e desta maneira todos, é suave em p
(respectivamente, um difeomorfismo local em p).

12



Teoria de Singularidades 13

Exemplo 2.3. Sejam f: (R,0) — R e g: (R,0) — R funcdes dadas por f(z) = 2% e
r? sez € (—1,1)
1 sexeR\(-1,1)

Note que na vizinhanga (—1,1) de 0, temos f(z) = g(x), ou seja, f ~ g. Os gréficos
de f e g estao representados na figura . &

g(z) =

Figura 2.1: Graficos de f e g representados em azul e vermelho, respectivamente. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Denotamos por &, o conjunto dos germes de func¢oes suaves na origem de R", e por
&(n,m) o conjunto de todos os germes de aplicagoes suaves de R” em R™. Note que
&, = &(n,1). E possivel verificar que estdo bem definidas as operacoes de adicao e
multiplicagdo em &,,, geradas pelas operagoes usuais de fungoes, e que com essa estrutura
&, é uma R-algebra, isto é, tem estrutura de um anel comutativo com unidade e de um
espago vetorial real.

Ja &(n,m) é um &,-mbddulo, ou seja, um grupo abeliano em rela¢ao a adigao, gerada
pela adi¢ao usual de aplicagdes, e para todo f € &, e g € &(n,m), temos que fg €
&(n,m).

Agora seja f : U C R" — R™ uma aplicagao suave. Dizemos que f é singular em p,
se o posto da sua diferencial df, nao ¢ maximo. Se um dos representantes de um germe
f: (R™ p) — R™ é singular em p, entdo o germe em si é chamado de singular em p.

2.1.2 Grupos de Mather

Para classificar as singularidades de um germe, utilizamos os grupos de Mather, que
definem relacoes de equivaléncia entre germes.

Seja R o grupo de &(n,m) com relagdo a composi¢ao, formado pelos germes de dife-
omorfismos ¢ de R" tais que ¢(0) = 0, onde 0 é a origem de R". Este grupo é chamado
de grupo de mudancas de coordenadas no dominio (ou fonte). De maneira anédloga, o
grupo L de &(n,m) formado pelos germes de difeomorfismo ¢ de R™ tais que ¢(0) = 0
é chamado de grupo de mudangas de coordenadas na imagem (ou meta). A partir desses
conjuntos definimos as relagoes de equivaléncia a seguir.

Definicao 2.4. Dois germes f, g : (R",0) — (R™, 0) sdao R-equivalentes se existe p € R
tal que g = f o p~!. Dizemos que os germes sdo L-equivalentes se existe ¢ € £ tal que
g =1 o f. Denotaremos por f ~z g e f ~, g, respectivamente.

Individualmente, as equivaléncias poder ser utilizadas para a classificacao das singula-
ridades, mas também ¢é possivel utiliza-las simultaneamente. Para isso, definimos o grupo
de mudancas de coordenadas no dominio e na imagem como sendo o produto de R e L,

istoé, A=R x L.
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Defini¢ao 2.5. Dois germes f,g : (R",0) — (R™,0) sdo A-equivalentes se existe
(1) € Atal que g = o f o,

2.1.3 Classificacao de germes

Definida a R-equivaléncia em &7, queremos encontrar uma classificagdo para as classes
geradas por essa relacao, de modo que o representante seja o mais simples possivel, ou
seja, encontrar uma forma normal para a classe. Inicialmente consideramos a seguinte
definicao.

Definigao 2.6. Seja f : (R,t;) — R um germe em t3 e £ um ntmero inteiro positivo.
Dizemos que f é uma singularidade A, em t,, ou que ¢ty é um zero de ordem k + 1,
se fO(ty) =0, para 1 < i < ke fED(ty) # 0, onde O = d'f/dt’. Além disso f é
uma singularidade Ag se f'(tg) # 0, e uma singularidade Asj, quando f@(¢y) = 0, para
1 <i < k. Denotamos a ordem de f em ty por ord(f)(to)-

Exemplo 2.7. Considere a fungao f : R — R dada por f(t) = t*. Observe que

dn f Ko
t) = "
dtn ®) (k—n)"

para n < k. Portanto, em t = 0, £(0) =0, f™(0) =0 para n < k e f*(0) = k! # 0, isto
é, f tem ordem k em t = 0. &

Um resultado fundamental para fung¢oes com singularidades Ay, e que serd utilizado
durante o trabalho, é conhecido como Lema de Hadamard e serd enunciado a seguir.

Teorema 2.8. (Lema de Hadamard) Seja f : (R,ty) — R um germe em t,. Se f
¢ uma singularidade Asr—1 em ty, com k > 2, entao existe h : (R ty) — R tal que
f(t) = f(to) + (t — to)*h(t). Além disso, f é uma singularidade Ay_, se, e somente se,
h(ty) # 0.

O Teorema nos permite encontrar a forma normal de todo germe f € & em
torno de 0 tal que f seja uma singularidade A;_; em 0 e f(0) = 0. Este resultado é
conhecido como Teorema de Classificagio, e garante que se um germe f : (R;0) — R é
uma singularidade A; em 0, entdo f é R-equivalente a +2*, onde o sinal ¢ dado pelo sinal
de f*)(0).

Nem todo germe f : (R,;0) — R tal que f(0) = 0 é uma Ay singularidade. Abaixo
apresentamos um exemplo classico de um germe que chamamos de germe chato, isto é,
um germe g tal que ¢%*)(0) = 0 para todo k € N.

Exemplo 2.9. Seja f : (R,0) - R um germe tal que f(t) = ei parat >0 e ft)=0
para todo t < 0. E possivel verificar por inducdo que f*)(0) = 0 para todo k € N. Os
graficos de f e suas derivadas de primeira e segunda ordem estao ilustrados na imagem

2. o

Definiremos nos capitulos seguintes, quando apresentarmos os exemplos, algumas clas-
sificacoes para germes de aplicacoes de R em R? e R? em R?, ou seja, curvas e superficies
respectivamente.
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Figura 2.2: Gréaficos de f, f’ e f”, do Exemplo ({2.9), em azul, vermelho e roxo, respecti-
vamente. Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Geometria Diferencial

Nesta secao recordaremos defini¢oes e resultados classicos da geometria diferencial de
curvas e superficies regulares, com o intuito de comparé-los com os obtidos para curvas e
superficies singulares. As referéncias utilizadas nesta se¢ao foram [2] e [§].

2.2.1 Curvas regulares

Daremos foco para o estudo de curvas regulares planas e suas propriedades, mas con-
sideraremos essas curvas imersas no espaco tri-dimensional quando trabalharmos com as
curvas geratrizes de superficies de revolucao.

Definig¢ao 2.10. Um subconjunto C' C R? é dito uma curva regular plana se para cada,
p € C, existem um aberto V C R?, tal que p € V, um intervalo Il CRe~y: I -V NC
um homeomorfismo diferenciavel tal que v/(¢) é nao nulo para todo t € I.

O homeomorfismo v é chamado de parametrizacdo de C' em p. Ao longo deste
trabalho iremos estudar a geometria de curvas majoritariamente através de suas parame-
trizagoes. Para isso temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.11. Uma curva parametrizada diferenciavel no plano é uma aplicagao
v: I CR — R? de classe C* onde I é um intervalo. A curva ~ ¢ dita regular se '(t) é
nao nulo para todo t. Um ponto ¢, ¢é dito singular se v'(¢y) = (0, 0).

Deste ponto em diante, iremos nos referir a curvas parametrizadas regulares apenas
por curvas regulares, sempre que nao causar confusao.

Exemplo 2.12. (a) A circunferéncia unitaria S' é uma curva regular. Temos 7 : R — R?
dada por v(s) = (cos(s), sen(s)) uma parametrizacio de S*. Observe que nesse caso v
nao ¢é injetora (Figura ([2.3)), esquerda).

(b) Seja C' = {(z,y) € R?* y = 2%}, entdo C é uma curva regular, com parametrizacio

y(t) = (t,t?) (Figura (2.3)), centro).
(c) A espiral logaritmica E, é uma curva regular parametrizada por
v(t) = (ae’cos(t), ae® sen(t)),

ondet € R, a>0eb<0 (Figura (2.3)), direita). &
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Figura 2.3: Circunferéncia unitaria a esquerda. Parabola no centro. Espiral logaritmica
a direita. Fonte: Elaborada pelo autor.

Se v : I — R? é uma curva regular, podemos reparametrizar v por um difeomorfismo
h:J — I de modo que yoh : J — R? satisfaz ||7/(h(s))| = 1, para todo s € J. O
parametro s é chamado de comprimento de arco, e dizemos que v estda parametrizada por
comprimento de arco. Um exemplo é a parametrizacao v da circunferéncia S' dada no
exemplo . Observe que uma mudanca de parametros h pode alterar a orientagao de
7, isto é v/(t) e 7/ (h(u)) podem apontar para sentidos opostos.

Suponhamos que 7 é uma curva regular em R? parametrizada por comprimento de
arco. Denotamos por t(s) o vetor tangente unitério t(s) = 7/(s), e por n(s) = J(t(s))
o vetor normal unitario de v, onde J é a rotagdo no sentido antihérario por um angulo
de 7/2 em R?. Observe que t(s) e n(s) sdo ortogonais por defini¢do. Além disso, como
[t(s)|? = (t(s),t(s)) = 1, para todo s, entdo (t(s),t'(s)) = 0, para todo s, ou seja, t'(s) é
ortogonal a t(s) e paralelo a n(s). Analogamente n’(s) é ortogonal a n(s) e paralelo a t(s).
Portanto podemos escrever t'(s) e n’(s) como nas seguintes equagoes, mais conhecidas
como Formulas de Frenet.

()= (o ) ()

onde k(s) = (t'(s),n(s)) é chamada de curvatura da curva v. Mesmo se 7 nao parame-
trizada por comprimento de arco podemos definir t(t) = /(t)/[|7' ()| e n(t) = J(t(t)).
Da mesma maneira sao obtidas as Formulas de Frenet abaixo:

( ) ) - ( oy ) ( a0 ) | Y

onde k(t) = det(v'(t),~y"(#))/]|[7(#)|]* é a curvatura da curva v em t. Dizemos que um
ponto ty € I é ponto de inflexdo de 7 se k(ty) = 0, e dizemos que é um vértice de
v se k'(to) = 0. Observamos que k(t) independe da parametrizacdo a menos de sinal,
isto é, ela coincide com a curvatura de qualquer reparametrizacao de v que preserve sua
orientacao. A figura nos da exemplos de uma curva v parametrizada com curvatura
negativa a esquerda, e positiva a direita.

As defini¢oes e exemplos acima sao de curvas planas. A seguir definiremos curvas
regulares espaciais para posteriormente considerarmos curvas planas como curvas no es-

pago.

Definigao 2.13. (a) Um subconjunto C' € R? é uma curva regular espacial se para
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Figura 2.4: v com curvatura negativa a esquerda e positiva a direita. Fonte: Figura 2.1
de [1].

cada p € C existem V aberto de R?, com p € V, um intervalo l CRe~y: I — VNC
um homeomorfismo diferenciavel tal que 4/(¢) é nao nulo para todo ¢ € I.

(b) Uma curva parametrizada diferenciavel no espago é uma aplicagao de classe
C>® v : I — R3 onde I é um intervalo de R. A curva v é chamada de regular se
~'(t) é ndao nulo para todo ¢, ou seja, se y(I) é uma curva regular. Um ponto ¢y é
dito singular se 7/(to) = (0, 0).

Como visto para curvas planas, podemos reparametrizar uma curva 7 por comprimento
de arco, ou seja, ||7/(s)|| = 1, para todo s. Observamos novamente que uma mudanca de
parametros h pode alterar a orientacao de .

Seja v uma curva regular em R? parametrizada por comprimento de arco, definimos
por t(s) = 7/(s) o vetor tangente unitario de . Assim como observado para curvas
planas, t'(s) = +"(s) é ortogonal a t(s), pelo fato de t ser unitario. Sendo assim, o vetor
normal de curvas regulares espaciais é definido como n(s) = ~v"(s)/||7"(s)|| e o ntimero
17" (s)|| = k(s) é chamado de curvatura da curva . Note que para curvas espaciais a
curvatura k(s) é sempre positiva.

Temos dois vetores ortogonais e unitarios definidos para -, e através do produto ve-
torial em R3, obtém-se um terceiro vetor unitario b(s) = t(s) x n(s) de modo que sao
ortogonais dois a dois, e a base {t(s),n(s),b(s)} é positivamente orientada. O vetor b(s)
é chamado de vetor binormal de v em s. Abaixo estao as Formulas de Frenet para curvas
no espago.

t/(s) 0 k(s) O t(s)
n'(s) | =| —k(s) 0 —7(s) n(s) |,
b'(s) 0 7(s) O b(s)

onde o nimero 7(s) = (b(s),n(s)) é chamado de tor¢do de v em s. Caso v nao esteja
parametrizada por comprimento, também é possivel definir os vetores tangente, normal
e binormal (este resultado é apresentado no Teorema (7.13) de [§]). Uma interpretacao
geométrica da curvatura e da tor¢do de uma curva pode ser encontrada em [2].

Toda curva regular plana pode ser vista como uma curva regular no espago. Basta
considerar uma parametrizacio v : I — R? dada por y(t) = (z(t),y(t)) da curva, e
teremos assim parametrizagao 3 : I — R3 dada por 3(t) = (x(t),y(y),0) para essa curva
em R3. Assim, dizemos que uma curva v : I — R3 é plana se existir um plano IT C R3
contendo (/). Nesse caso, Il é o plano gerado por 7' e n, e 7(¢) = 0 para todo t € I.

Para uma curva regular, as fungoes curvatura e tor¢ao, x e 7, sao unicamente definidas.
Reciprocamente, dadas duas func¢oes suaves k e 7, existe uma curva, a menos de uma
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translacao e rotagdo. Esse resultado é conhecido como Teorema Fundamental da Teoria
Local das Curvas, enunciado mais rigorosamente abaixo.

Teorema 2.14. (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas, [2]) Sejam k : I — R
e : I — R fungoes diferencidveis, tais que k(s) > 0, s € I. Entao existe uma curva
parametrizada reqular v : I — R3, tal que s é o comprimento de arco e k(s) e 7(s) sdo
a curvatura e torcao de v em s, respectivamente. Além disso, v € unica a menos de um
movimento rigido.

Para o caso de curvas planas temos a seguinte restricao do teorema anterior:

Teorema 2.15. (Teorema Fundamental das Curvas Planas, [8], Teorema 5.14) Dada uma
fungdo suave K : I — R, existe uma curva v : I — R? parametrizada por comprimento de
arco onde:

v(s) = (/ cos 6(s)ds + c,/sen&(s)ds + d) ,

0(s) = /li(s)ds + 0o,

Resultados semelhantes aos Teorema (2.14]) e (2.15)) serdo apresentados nos capitulos
centrais do trabalho.

2.2.2 Curvas paralelas e evolutas

Considere 7 : I — R? uma curva regular plana, e ty € I tal que s(to) # 0. O ntimero
real R(tg) = 1/|k(to)| ¢ chamado de raio de curvatura de v em tg, e o ponto C(ty) =
v(to) + (1/K(ty))n(ty) é chamado de centro de curvatura de v em ty. Conhecendo esses
conceitos, definem-se duas curvas originadas de uma de v chamadas de curvas paralelas e
evoluta.

Definigao 2.16. Seja v : I — R? uma curva regular e n : I — R? seu vetor normal
unitario.
(a) Se k(t) # 0, para todo t € I, os centros de curvatura C(t) descrevem uma curva
chamada de evoluta de 7, a qual denotamos por £(7y), ou seja,

1
t) =t —n(t).
E0)(0) = 1(0) + —n(t)
(b) Dado A € R, a curva v, : I — R? dada por y,(t) = v(t) + An(t) é chamada de
curva paralela a curva ~.

Observacio 2.17. Seja v : I — R? uma curva regular com x(t) # 0, para todo t € I. E
possivel verificar que dado A € R, a curva paralela v, é regular em ¢y € I se, e somente
se, A # 1/k(tg). Em outras palavras, 7, é singular em ¢, se, e somente se, v, (o) pertence
ao trago da evoluta de . Para a evoluta de ~y, é possivel verificar que £(7y) é regular em
to € I se, e somente se, k'(ty) # 0, ou seja, se ty nao é um vértice. &

A observacao acima nos diz que os pontos singulares da familia de curvas {7,}ier
descrevem a evoluta da curva 7. A seguir apresentamos visualmente exemplos de curvas

paralelas e evoluta da pardbola y = z? e na figura (2.5) a direita podemos observar esse
fato.

Exemplo 2.18. Seja v dada no Exemplo (2.12)) (b), abaixo temos a evoluta de ~ e
algumas de suas curvas paralelas. &
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Figura 2.5: Parabola em azul e sua evoluta em preto na esquerda. Parabola em azul e
suas curvas paralelas em outras cores no centro. Todas curvas simultaneamente na direita.
Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.3 Superficies regulares

Nessa subsecao apresentaremos defini¢oes, exemplos, propriedades e resultados classi-
cos do estudo de superficies regulares. Comecamos pela defini¢do e alguns exemplos.

Definicao 2.19. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para todo p € S,
existe um aberto V C R? com p € V e uma aplicacao diferencidvel x : U C R? = SNV,
definida no aberto U, tal que:

(1) x: U — SNV éum homeomorfismo;
(2) dx,:R* — R® é injetora para todo g € U.
A aplicagao x é chamada de parametrizacao de S em p.

Assim como para curvas, podemos estudar as propriedades locais de uma superficies
utilizando suas parametrizacoes. Para isso consideramos a seguinte definicao.

Definicao 2.20. Uma superficie parametrizada x : U C R? — R? é uma aplicacio
diferencidvel de um conjunto aberto U em R3. O conjunto x(U) é chamado trago de x.
Ainda, x é regular se a diferencial dx, : R* — R? é injetora, para todo q € U.

Ao longo do trabalho iremos nos referir a superficies parametrizadas regulares apenas
como superficies regulares, desde que fique claro. A seguir temos alguns exemplos.

Exemplo 2.21. O paraboloide P = {(z,y, 2) € R3; 2z = 2* +y*} (Figura (2.6)), esquerda)
é uma superficie regular, com parametrizagao x : R> — P NR3 = P dada por x(z,y) =
(,y,2% +y°). O

Exemplo 2.22. O toro de revolu¢ao T (Figura , centro) obtido pela rotagao do
circulo de centro (0, a,0) e raio r é uma superficie regular. Diferentemente do paraboloide
P, o toro nao pode ser coberto com apenas uma parametrizagdo. Apresentaremos essas
parametrizacoes na proxima secao. &

Exemplo 2.23. Seja x : R? — R3 a aplicacao diferenciavel dada por x(u,v) = (u,v,u® —

3uy). Temos que x é uma superficie regular, conhecida como sela de macaco (Figura

(2.6)), direita). %

Observagao 2.24. A condicao 2) é equivalente a dizer que x,(q) X x,(q) # (0,0,0), Vq €
U, onde x, e x, sao as derivadas de x em relagdo as varidveis u e v. Ou ainda, {x,,x,}
¢ um conjunto L.I. e nos garante a existéncia de um plano gerado por essa base, o qual
serd chamado de plano tangente de S em x(p). O
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Figura 2.6: Tragos das aplicagoes dos Exemplos (2.21)), (2.22) e (2.23). Fonte: Elaborada
pelo autor.

A seguir serdao apresentadas as defini¢oes e construcoes das aplicacoes utilizadas no
estudo da geometria de superficies, como suas curvaturas Gaussiana e média.

Definicao 2.25. Sejam S C R3 uma superficie regular, p € S. O plano tangente
a S em p é o subespaco vetorial do R?® formado pelos vetores tangentes a S em p, e
denotado por 7,S. Dada uma parametrizagdo x : U — x(U) de S em p = x(q), temos
que dx,(R?*) =T,S.

A existéncia do plano tangente em cada ponto nos permite definir localmente um
campo diferenciavel de vetores normais unitarios a S, sendo o vetor normal ao plano
tangente em cada ponto, isto é, N(u,v) = x,(u,v) X x,(u,v)/||x.(u, v) X x,(u,v)||, onde
x é uma parametrizagdo com p = x(q). Se existe um campo de vetores normais unitarios
diferenciavel em toda a superficie, dizemos que S é orientavel e que N é a aplicagao
normal de Gauss de S. Utilizando o produto vetorial induzido em 7,5, sao definidas
duas aplicagoes essenciais no estudo da geometria de superficies, a primeira e a segunda
formas fundamentais.

Definicao 2.26. Sejam S uma superficie regular, p € S.

(a) A forma quadratica I : 7,5 — R dada por I(v) = (v,v) é chamada de primeira
forma fundamental da superficie S em p.

(b) Suponha S orientavel, e seja N sua aplicagdo normal de Gauss. A forma quadrética
IT : T, — R dada por II(v) = —(dN,(v),v) é chamada de segunda forma
fundamental da superficie S em p.

Dada uma parametrizacdo x para a superficie S, podemos expressar as formas funda-
mentais em relagao a base {x,(q),x,(¢)} do plano tangente. Para isso, seja w = (a,b) €
T,S e considere as seguintes aplicagoes:

E(q) =(xu(q),;xu(q));  Uq) =(=Nu(9),%u(q)) = (N(q), Xuu(q));
F(q) =(xu(9),%.(q));  m(q) =(=Nu(q), %,(q)) = (N(q),%Xuw(q)); (2.2)
G(q) =(xu(q),%,(q));  nlq) =(=Nu(q),x,(q)) = (N(q), Xuu())-

Dessa forma é possivel verificar que as formas fundamentais sdo dadas por I(w) =
a’E(q) + 2abF(q) + b*G(q) e I1(w) = al(q) + 2abm(q) + bn(q) onde p = x(g). As fungoes
E F, G sao chamadas de coeficientes da primeira forma fundamental, e satisfazem E > 0,
G >0e EG — F? > 0. Do mesmo modo as funcoes [, m,n sdo chamadas de coeficientes
da segunda forma fundamental.
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Tendo definidas as aplicagoes I e I, é possivel definir a aplicagdo ky, : T, — R
chamada de curvatura normal de S em p, que para cada vetor v € 7,5, associa o valor
kn,(v) = 11,(v)/I,(v). Uma motivagdo e uma construcdo mais rigorosa para a definicao
dessa aplicagao pode ser encontrada em [2]. Desta definicao, temos que &y, (v) = fp, (Av)
para todo A € R, ou seja, podemos considerar r,, apenas no compacto |lv] = 1 de
T,S e dessa maneira concluimos que k,, admite valores maximos e minimos em 7},5.
Denotaremos esses valores por x1(p) e k2(p), e os chamaremos de curvaturas principais.
Os vetores vy, v, € T),S tais que kp,(v1) = Ki(p) € Kn,(v2) = Ka2(p) sdo chamados de
direcoes principais.

Se considerarmos uma curva v : I — S em S passando por p, parametrizada por
comprimento de arco, temos que o vetor 4" é ortogonal a 7/, e assim esta no plano gerado
por N e por N x v/, isto é:

7"(8) = (N((s)),7"(s))N(v(s)) + (N (7(s)) x ' (s),7"(s)) N (v(s)) x 7'(s)

Podemos ver que x,,(7'(s)) = (N(7(s)),7"(s)), e denotaremos apenas por kp,(s). O
nimero (N (v(s)) xv/(s),7”"(s)) é chamado de curvatura geodésica de y em s, denotado
por r4(s). Dessa maneira:

7"(8) = Ko, ()N (7(5)) + g ()N (7(5)) x 7' (5)-

Dessa relacao, e da definicdo da curvatura de uma curva em R?, obtemos:

Ky (8)2 = 1Y ()1 = hin, () + rig(s)?

onde k,(s) é a curvatura de v em s. Observe que novamente omitimos a construcao da
curvatura geodésica, que pode ser encontrada em maiores detalhes em [2]. Através do que
vimos até o momento, sao definidas as seguintes curvas contidas em uma superficie.

Definigcao 2.27. Seja S uma superficie regular e x : U — S uma parametrizacao de S
em x(U), dada por x(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)).

(a) As curvas y(u) = (a(u, vo), y(u, v0), 2(u,v0)) © B(v) = (2(uo, ), y(uo, v), (o, v)),
com ug, vy € R fixados, sao chamadas de curvas coordenadas da parametrizacao
X.

(b) Uma curva regular conexa C' € S é uma linha de curvatura de S se, para cada
ponto p € C, a direcao tangente a C' em p é uma direcao principal de S em p.

(c) Uma curva regular conexa C' € S é uma linha assintética de S se, para todo ponto
p € C, a direcao tangente de C' em p tem curvatura normal nula.

(d) Seja v € T,,S um vetor unitario e II(N(p), v) o plano paralelo ao plano gerado por v
e N(p) passando por p. A intersegao SNII(N(p),v) é uma curva chamada de segao
normal de S em p na diregao v.

(e) Uma curva C' € S com parametrizacao vy ¢ uma geodésica se r, = 0.

Definicao 2.28. Sejam p € S e dN,, : 1T, — T,S a diferencial da aplicacao normal de
Gauss em p. O determinante de dNV,, é chamado de curvatura Gaussiana K de S em p,
e o negativo da metade do trago de dN, é chamado de curvatura média H de S em p.

No caso em que {e;,e2} é uma base ortonormal de 7,5 formada de autovetores de
dN,, entao:
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K(p) = m(n)mo(p) e H(p) = 20

onde k1(p) e k2(p) sdo as curvaturas principais de S em p.

Observagao 2.29. (a) Se mudarmos a orientagao de S, a curvatura Gaussiana ndo muda,
mas a curvatura média muda de sinal.

(b) Se considerarmos a base {x,,X,}, escrevemos N, = a11X, + a12X, € N, = a1X, +
agX,. Desta forma, a matriz de dN, em relagdo a essa base é a matriz (a;j)ix;, ¢ K =
det(a;j). Também é possivel verificar que H = —%(CLH + ag). O

Podemos classificar os pontos de uma superficie utilizando as curvaturas Gaussiana e
média da seguinte maneira.

Defini¢ao 2.30. (a) Dizemos que p € S é um ponto eliptico quando K(p) > 0.
(b) Dizemos que p € S é um ponto hiperbélico quando K (p) < 0.
(c) Dizemos que p € S é um ponto parabdlico quando K(p) =0 e H(p) # 0.
(d) Dizemos que p € S é um ponto planar quando K(p) = H(p) = 0.

Quando um ponto p de uma superficie S tem curvaturas principais de mesmo valor,
isto é, k1(p) = ka(p), dizemos que p é um ponto umbilico. Observe que se p é um ponto
umbilico, entdo p é um ponto eliptico (neste caso dizemos que p é umbilico nao chato) ou
planar (umbilico chato). Além de classificar os pontos de uma superficie utilizando suas
curvaturas, dizemos que a superficie S é uma superficie minima quando sua curvatura
média ¢ identicamente nula.

2.2.4 Teoremas de existéncia e unicidade

Diferentemente de curvas planas e espaciais, onde apenas a curvatura e torcao ja
definem unicamente uma curva, a menos de movimentos rigidos, o que foi apresentado
acima nao ¢ suficiente para obtermos resultados parecidos. Nessa subse¢ao apresentaremos
as defini¢oes e construcgoes que faltam para podermos obter o que desejamos.

Considere S uma superficie regular orientavel, e seja x : U — S uma parametrizacao de
S. Para cada ponto z(u,v) podemos associar a base {x,(u,v),x,(u,v), N(u,v)} e assim,
expressar as derivadas parciais de x,, x, e N como combinacao linear desses vetores da
seguinte maneira.

Xuu :thu + F%lxv + LN
Xup =I'1oX, + 2%, + Ly N
Xpy =I5y Xy + 15X, + Ly N
Xy :I_gQXu + ngxv + L4N

Ny, =a11x,, + a12%,

(2.3)

Ny =a21Xy + azX,
Pelas equacoes (2.2)), temos que Ly = [, Ly = Ly = m e Ly = n e além disso, a;j,
i,j = 1,2 sdo dados na observacao (12.29)). Os coeficientes Ffj, 1,7,k = 1,2 sdo chamados de

simbolos de Christoffel de S na parametrizacio x. Como X, = X, entao I'¥, = I'21*
para k =1,2.
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Essas construgoes sao feitas com mais detalhes no capitulo 4 de [2], e é mostrado que
os simbolos de Christoffel satisfazem:

(F%Q)u - (F%)v + Fblﬂ%l + F%zrfz + F%1F§2 - FhF%Q = —FK, (2.4)

L, —my =Ty +m(f, = Ty) —nl,
my — 1y = Ty +m(T5, — T1y) — nl,.
onde as equagoes (2.4) e (2.5) sdo conhecidas como férmula de Gauss e equagdes de
Mainardi-Codazzi, respectivamente. Em conjunto sao conhecidas como equagoes de com-

patibilidade da teoria de superficies. Agora podemos enunciar o teorema de existéncia e
unicidade para superficies regulares.

(2.5)

Teorema 2.31. (Bonnet, p.282 [2]) Sejam E, F,G,l,m,n fungoes diferencidveis defi-
nidas em um conjunto aberto V.C R2?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes dadas
satisfazem formalmente as equacgoes de Gauss e Mainardi-Codazzi e que EG — F? > 0.
Entao, para todo q € V' existe uma vizinhanga U C V de q e um difeomorfismo x : U —
x(U) C R3 tal que a superficie reqular x(U) tem E,F,G e l,m,n como coeficientes da
primeira e sequnda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U é conexo
esex:U — x(U) C R® é um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condigoes,
entdo existe uma traslacio T e uma trasformagdo ortogonal p em R3 tal que X = T opox.

2.2.5 Superficies paralelas e focais

Para curvas definimos as curvas paralelas a uma curva parametrizada vy como a
curva dada por v*(t) = v + An(t), onde n é o campo de vetores normais a 7. Para
superficies, utilizamos a aplicacao normal de Gauss e definimos a superficie para-
lela a uma superficie parametrizada por f(u,v), como a superficie parametrizada por
fMu,v) = f(u,v) + AN (u,v) onde N é a aplicagdo normal de Gauss de f. Note que
localmente N (u,v) existe e estd bem definido.

O conjunto dos centros de curvatura de uma curva regular ¢ uma curva chamada de
evoluta, como vimos anteriormente neste trabalho. Nesta secao estudaremos o conceito
equivalente para superficies regulares, isto é, o conjunto focal da superficie é o conjunto
dos seus centros de curvatura, ou seja, o local geométrico centros das esferas que melhor
aproximam a superficie em cada ponto. A principal referéncia utilizada foi a dissertagao
de mestrado [14].

Definicao 2.32. Seja S uma superficie sem pontos parabdlicos. O conjunto focal de S
é o subconjunto . = .#; U.%, de R3, onde

%:{w N<p>|pes},¢—1,2,

1
Ki(p)
com K1(p) e Kka(p) sendo as curvaturas principais de S em p, e N(p) a aplicacao normal
de S em p.

Como S néao possui pontos parabélicos, entdo todo ponto umbilico de S é um ponto
eliptico, ou seja, as curvaturas principais sdo nao nulas. Os conjuntos .#; e %5 sdo
chamados de folhas do conjunto focal .%. Esses conjuntos se interseccionam somente
quando p é um ponto umbilico. Além disso, pela definicao, as duas folhas de .# estao no
mesmo semiespaco gerado pelo plano tangente a .S em p quando p é um ponto eliptico, e
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estao em semiespacos diferentes quando p é um ponto hiperbdlico. Assim como a evoluta
de uma curva regular pode possuir singularidades, o mesmo pode ocorrer para a superficie
focal .Z#.

Figura 2.7: Superficie f(u,v) em vermelho e folhas da focal em azul e verde. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.33. Seja f(u,v) = (u,v,u? —v?) o paraboloide hiperbdlico. As imagens (2.7
apresentam partes das superficies focais de f(u,v). %

Pela definicao da superficie focal, podemos parametrizar suas folhas utilizando uma
parametrizacao para a superficie S. Dessa maneira, seja f : U — R? uma parametrizacao
pra S. As parametrizagoes das folhas do conjunto focal sao dadas por:

1
R1 (U, U)

Fi(u,v) = f(u,v) + N(u,v), F(u,v) = f(u,v) + N(u,v), (2.6)

Ko(u,v)

onde k; sdo as curvaturas principais de S, e N(u,v) é a aplicagdo normal de Gauss em
(u,v) € U.

2.3 Superficies de revolucao

Na secao anterior apresentamos resultados gerais da teoria de superficies regulares.
Como o objetivo deste trabalho é estudar a geometria e as singularidades de superficies
de revolucao de curvas singulares, apresentaremos nesta secao resultados especifico para
o caso de curvas regulares, isto é, superficies geradas pela rotacao de uma curva regular
em torno de uma reta disjunta a curva.

2.3.1 Introducao

Definigao 2.34. Seja IT C R?® um plano, C' C IT uma curva regular e r C IT uma reta tal
que CNr = (. A superficie S obtida girando a curva C' em torno da reta r é chamada de
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superficie de revolugao com geratriz C' e eixo de revolugao r. As curvas Cy C S
obtidas pela rotagdo de C' por um angulo 6 sao chamadas de meridianos de S, e os
circulos descritos pela rotacao de cada ponto de C' sao chamados de paralelos de S.

Para uma superficie de revolucao S, podemos considerar o plano II como sendo o
plano xz e o eixo de rotagdo como sendo o eixo Oz. Dessa forma, parametrizamos a curva
geratriz C por v : I — R3, v(t) = (z(t),0,2(t)), e obtemos a seguinte parametrizacio
para S:

f:Ix(0,2r) — R3
f(t,0) = (x(t) cos 0, x(t) sen b, z(t)).

Esta parametrizacao é chamada de parametrizagao padrao da superficie S. Observe
que neste caso os paralelos e meridianos sao parametrizados pelas curvas coordenadas de
f. Observe que podemos supor que x(t) > 0 para todo t, pois v nao cruza o eixo de
revolugao, e caso x(t) < 0 a superficie de revolugao de v coincide com a reflexao de v. Ao
longo desta se¢ao consideraremos x(t) > 0.

Exemplo 2.35. No Exemplo vimos que o toro T ¢ uma superficie regular, mas
além disso é uma superficie de revolu¢ao. Considere C' o circulo de raio r e centro (0, a,0)
no plano yz como curva geratriz de T, e o eixo Oz como eixo de rotacao. Nesse caso, a
parametrizacao padrao do toro é:

f:(0,27) x (0,27) — R3
f(u,v) = ((a + rcos(u)) cos(v), (a + rcos(u)) sen(v), rsen(u)).

e cobre o toro menos o paralelo ©u = 0 e o meridiano v = 0. Basta utilizarmos mais duas
parametrizacoes dessa forma para cobrirmos completamente o toro T. &

Exemplo 2.36. O catendide é a superficie de revolucao obtida girando a catenéria y =
acosh(Z), = 0 em torno do eixo Oz com a > 0. Sua parametrizagao padrao ¢ dada por
f(u,v) = (acosh(u) cos(v),acos(u)sen(v),au), u € Rev € (0,27). O
Observagao 2.37. ([§], Teorema 16.6) Em [8] os autores mostram que toda superficie de
revolugao regular que seja uma superficie minima, isto é, tem curvatura média identica-
mente nula, esta contida em um catenoide, ou em um plano. &

Exemplo 2.38. Considere a curva y(t) = (sen(t) +2,0,t), t € R. A superficie S parame-
trizada por f(t,0) = ((sen(t) 4+ 2) cos 0, (sen(t) +2)sen 6, t) é uma superficie de revolucao
regular, e para (t,0) € (—2m,0) x (0,27) temos a imagem abaixo. &

A seguir apresentaremos alguns resultados conhecidos para superficies de revolugao,
omitindo as demonstragoes, e alguns serao relacionados com resultados semelhantes para
o caso singular que sera estudado posteriormente. Como superficies de revolucao regu-
lares sao um caso especifico de superficies regulares, temos bem definidas as curvaturas
Gaussiana e média. O resultado abaixo apresenta formulas para calcularmos estas fungoes
através das fungoes coordenadas da curva geratriz.

Proposicao 2.39. ([§], Teorema 15.12) As curvaturas principais de uma superficie de
revolucao parametrizada da maneira padrdo sdo dadas por:

l / : [/ R/ V)
o= L z ; :ﬁ:(sgnx)(xz a2

E  zsignava?+ 2 G (272 4 212)3/2
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Figura 2.8: Catenoide a esquerda; Superficie S do exemplo (2.38) a direita. Fonte: Ela-
borada pelo autor.

A curvatura Gaussiana e a curvatura média sdo dadas por:

2/21,// _ x/Z/Z” x(l,/zl/ _ .T//Z,) + Z/(.T/Q + Z/2)

- 2(2? + 22)2 - 2| (2 + 272)3/2 )

onde x e z sdo as fungoes coordenadas da parametrizacao da curva geratriz.

Observe que k9 € a funcao curvatura da curva geratriz, e k; descreve as curvaturas de
cada um dos paralelos. Além disso, as fungoes k1, ko, K e H obtidas na proposicao
nao dependem do parametro 6 da rotacao, isto é, sao constantes ao longo de um paralelo.
De modo geral temos o corolario abaixo.

Corolario 2.40. ([§], Corolario 15.13) Em uma superficie de revoulgio parametrizada da
maneira padrao as fungoes k1, ko, K, H, £, F, G, I, m en sao constantes ao longo de
um paralelo.

Os resultados anteriores sao importantes para alguns calculos feitos ao longo do tra-
balho, mas também utilizaremos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.41. ([8] Teorema 15.7) Em uma superficie de revolugao S, os meridianos
e paralelos sdo linhas de curvatura.

2.3.2 Superficies paralelas e focais

A proposicao nos permite obter uma parametrizacdo para as superficies pa-
ralelas, e para as folhas da superficie focal de uma superficie de revolucao S parame-
trizada da maneira padrao. Utilizando a parametrizacao padrao de uma superficie de
revolugao, veremos que as superficies paralelas sao dadas pelas superficies de revolu-
¢ao das curvas paralelas a curva geratriz, e que uma das folhas do conjunto focal é
dada pela superficie de revolugao da evoluta da curva geratriz e a outra esta contida
no eixo de revolugdo. Para isto, sejam (t) = (z(t),z(t)) uma curva com curvatura
Ky e f(t,0) = (x(t)cosf,xz(t)send, z(t)) a sua superficie de revolugdo. Como +/(t) =
(2'(t),7'(t)) # (0,0), entao a'(t) # 0 ou 2/(t) # 0, a seguir estamos supondo sem perda de
generalidade que 2'(t) # 0. Relembrando que e n(t) = (1/4/2'(t)? + 2/(t)?)(=2'(t), 2'(t)),

considere A € R e note que a aplicacgdo normal de Gauss de f pode ser dada por

N(t,0) = (1/4/2'(t)> + 2/(t)?)(—2'(t) cos 0, —2'(t) sen 6, 2'(t)). Dessa maneira, uma pa-
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rametrizacdo para a superficie paralela f* ¢ dada por:

A, 0) = f(t,0) + AN(t,0)

= ( (;p(t) — A (H) ) cos b, (x(t) - M) ) sen 0,
x'(t)? 4 2/(t)? @' (t)? + 2/(t)? (2.7)

A2/ (t)
z(t) + .
( z' ()% + z’(t)Q)

Dessa expressao podemos concluir que f* é a superficie de revolucdo da curva paralela
~*. Para a superficie focal, vimos anteriormente que a curvatura x é dada pela curvatura
Ko obtida na proposigao (2.39)), concluimos que a evoluta de v é dada por:

g SO O SO0 0
=00 = (=0~ oy =0+ S —eew)

Utilizando as parametrizagoes obtidas em ([2.6]), temos que a folha %, de f é dada por:

y2(t79) (t,@ +

) H(te)
(05

)
7 B (' (t)* + 2'()*)
/()2 (t) — " (t)2'(t)
(1)@ (1)* + 2 (1)) )
w'(t)z"(t) — 2" ()2 (1)

Portanto %, é a superficie de revolugao de £(y). Agora parametrizamos a folha %
utilizando a curvatura k; obtida na proposicao (2.39)).

N(t.0

 O@EP )
) cos b, (x(t) T2 - :c”(t)z’(t)) 0, (2.9)

z(t) +

F0(t,0) = f(t,0) + N(t,0)

K2 (ta 9)
"(t)x(t
= (x(t) cos @, x(t)sen b, z(t)) + (—x(t) cos 0, —x(t) sen b, x(/)(;()

z
' (t)x(t)
Z(t)
Concluimos que a folha .#; do conjunto focal de uma superficie de revolucao regular esté
contido no eixo de revolucao.

) (2.10)

= (0,0, z(t) + ).



3 Curvas de Legendre

Neste capitulo faremos um estudo breve de frontais, frentes e curvas de Legendre.
Os resultados desenvolvidos serao utilizados posteriormente no estudo de superficies de
revolucao destes tipos de curvas. Ao longo deste capitulo assumiremos que as aplicagoes
sdo suaves e I denotard um intervalo aberto de R. As principais referéncias utilizadas sao
[5] e [6].

3.1 Frontais e frentes de onda

A seguir estudaremos frontais e frentes de onda, que sdao ferramentas essenciais no
estudo da geometria de curvas e superficies singulares. Nesta secao estudaremos apenas
curvas, deixando o estudo de frontais e frentes como superficies para o capitulo seguinte.
Na préxima secao apresentaremos outra maneira de trabalhar com curvas singulares,
diretamente relacionada com frontais, e que sera o foco deste trabalho no estudo de
curvas.

Definigcao 3.1. Uma aplicagao v : I — R™ é uma frontal se existe um campo unitario
de vetores v : I — R"™ normais a =, isto é, (v/(¢),v(t)) = 0, para todo t € I. Se
(v,v) : I = R™ x R™ é uma imersdo, entdao v é uma frente de onda (ou simplesmente
uma frente).

No restante deste capitulo consideraremos apenas curvas em R?. Observe que, neste
caso, aplicagao v coincide nos pontos regulares com o campo de vetores n definido na
Secao ([2.2.1), a menos de sinal, ou seja, se t é um ponto regular, entdo v(t) = n(t) ou
v(t) = —n(t).

Exemplo 3.2. Se v : I — R? é uma curva regular, entdo v é uma frente. De fato, basta

tomar v(t) = n(t), para todo ¢, ou v(t) = —n(t), para todo t, com n(t) sendo o vetor
normal de v em ¢. (Exemplo (2.12)). &
Exemplo 3.3.

(a) Seja v : R — R? a curva dada por v(t) = (¢2,¢%) (Figura (3.1]), esquerda), conhecida
como 3/2-cuspide. Temos que ¢ = 0 é o nico ponto singular de 7. Tomando o campo de
vetores normais a vy dado por v(t) = (1/v/9t%? 4+ 4)(—3t,2), obtemos que 7 ¢é frente. De
fato, nos pontos regulares (v, v) é imersao. Agora para t = 0, como +/(0) = (0,0), basta
verificar que +/(0) é ndo nulo, o que é verdadeiro pois /(¢) = (1/(92 + 4)2)(—12, —18t),
o que implica que v'(0) = (—3/2,0).

28
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(b) Seja v : R — R? dada por y(t) = (t3,t*) (Figura (3.1)), centro), conhecida como 4/3-
cuspide. Temos que t = 0 também ¢é o tnico ponto singular de v. Tomando o campo
de vetores normais a v dado por v(t) = (1/v/16t%2 4+ 9)(—4t, 3), concluimos que v é uma
frente. De fato, para t = 0, 7/(0) = (0,0), entdo basta verificar que v/(0) é nao nulo, o que
¢ verdadeiro pois /() = (1/(16t2 +9)2)(—36, —48t), o que implica que +/(0) = (—4/3,0).

(¢) Seja v : R — R? dada por y(t) = (¢*,¢°) (Figura (3.1), direita), conhecida como 5/2-
cuspide. Temos que t = 0 também ¢é o tinico ponto singular de 7, como nos exemplos ante-
riores. Tomando o campo de vetores normais a v dado por v(t) = (1/1/25t6 + 4)(—5¢3, 2),
concluimos que 7 ndo é uma frente, apenas uma frontal. De fato, para t = 0, 7/(0) = (0, 0)
e V(1) = (1/(26% + 4)2) (=602, —150t5), o que implica que /(0) = (0,0).

¢

Figura 3.1: Cuspides do Exemplo ({3.3). Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Secao do capitulo dissemos que iriamos apresentar as classificagoes para
singularidades de curvas quando surgissem os exemplos. Os exemplos apresentados ante-
riormente sao casos especificos de frontais conhecidos como cuspides. A seguir temos a
definigdo de uma j/i-ctispide utilizando a A-equivaléncia.

Definigao 3.4. Seja vy : (I,tg) — R? o germe de curva diferencidvel. Dizemos que vy em
to ¢ uma j/i-cuspide, onde (i,7) = (2,3),(2,5), (3,4), (3,5) se v é A-equivalente ao germe
t — (¢, /) na origem.

3.2 Definicoes e resultados iniciais

Vamos estudar nesta secdo curvas de Legendre em R? e utilizaremos os conceitos
apresentados para trabalhar com superficies de revolugao no capitulo .

Defini¢ao 3.5. Sejam v : 1 — R? e v : I — R? aplicacdes suaves, com v unitdrio, isto é,
|lv(t)]] = 1, para todo t. Dizemos que (,v) : I — R? x S! ¢ uma curva de Legendre se
(v (t),v(t)) = 0, para todo t € I. Se (v, v) for uma imersao, entao (v,r) é dita ser uma
imersao de Legendre.

Note que com essa definicao podemos dizer que v : I — R? é uma frontal (resp. frente)
se existe v : [ — R? tal que (7, v) é uma curva de Legendre (resp. imersdao de Legendre).

Observagao 3.6. Pela defini¢do, se (y,7) é uma imersao de Legendre, entdao (v, —v)
também é. O
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Exemplo 3.7. Considerando as frontais e frentes dadas nos Exemplos (2.12) e (3.3)),

temos exemplos de curvas e imersoes de Legendre. &

Veremos a seguir equagoes para frontais semelhantes as equacoes de Frenet para curvas
regulares. Para isso, seja (v,v) : I — R? x S! uma curva de Legendre, e tomamos
p(t) = J(v(t)), onde J é a rotagao no sentido anti-horéario por um angulo de 7/2. Obtemos
assim uma base {v, u} de R? ao longo da frontal .

Como ||v(t)|| = ||u(t)]| = 1, para todo t, temos v/(t) e u/(t) ortogonais a v(t) e u(t),
respectivamente, ou seja, v/(t) é paralelo a u(t) e p/(t) é paralelo a v(t). Sendo assim,

existe
(1) = (V'(t), u(t))
tal que
V() = L(t)u(t)

W (t) = —L(t)v(t),
pois (v(t), u(t)) = 0, e derivando obtemos (V/(t), u(t)) = —(v(t), 1/ (t)).
Ainda, como (y/'(t),v(t)) = 0, temos +/(t) é paralelo a u(t), e assim temos as férmulas
a seguir em representacao matricial.

(58)- (4o 9)(:8) - o

onde B(t) = (v'(t), u(t)) e, portanto, |3(t)] = [[7/(£)], para todo t.

Definig¢ao 3.8. Com as notagoes acima, o par (¢,3) : I — R? é chamado de curvatura
da curva de Legendre (v,v).

Observacao 3.9. (a) Observe que nas notagoes acima, (7, ) é uma imersao de Legen-
dre se, e somente se, (¢(t), 5(t)) # (0,0) para todo t. De fato, temos u(t) # (0,0),
para todo t, v'(t) = B(t)u(t) e v'(t) = £(t)u(t). Se (y,v) é uma imersdo, entao
¥'(t) # (0,0) ou v'(t) # (0,0), e assim S(t) # 0 ou £(t) # 0. Reciprocamente, se
(£(t), 5(t)) # (0,0) para todo t, as igualdades acima nos garantem que +'(t) # (0, 0)
ou V' (t) # (0,0), ou seja, (v,r) é uma imersao.

(b) Como ~/'(t) = B(t)u(t) e u(t) # (0,0) para todo t, entdao v é singular em ¢ se, e
somente se, 3(t) = 0. Isso nos garante que se (v, r) é uma imersao de Legendre, e
7 é singular em ¢, entao £(t) # 0.

(c) Se (7, v) é uma curva de Legendre com curvatura (¢, ), entao (v, —v) é uma curva de
Legendre com curvatura (¢, —f3). De fato, note que J(—v) = —u. Portanto segue que

1(t) = BO)ut) = =BE)(=p(t)), e V(1) = L(t)p(t), ou seja, —v/(t) = £(t)(—p(t))-

7

(d) A curvatura (¢, ) depende da parametrizacio da curva (v,v), isto ¢, se (7,7) é uma

reparametrizacio pela mudanca de parametro s : I — I, temos (£, 3) # (¢, 3). D
fato, suponhamos que (¥(t),7(t)) = (y(s(t)),v(s(t)). Derivando obtemos 7'(t) =

(
Y (s(t)s'(t) e 7'(t) = v/ (s(£))s'(t), ou seja, B(t) = s'(£)B(s(t)) e £(t) = =<>”(?f)€(5(?f))-<>

@

No caso regular, a fungdo curvatura define unicamente uma curva, a menos de um
movimento rigido, e é essencial no estudo da geometria de curvas. Os exemplos a seguir
relacionam a curvatura x definida na segdo (2.2) com a aplicacao (¢, 3), motivando sua
nomenclatura.
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Exemplo 3.10.

(a) Seja v : R — R? a circunferéncia dada por () = (a + r cos(t/r),b + rsen(t/r)), com
campo de vetores v(t) = (— cos(t/r), —sen(t/r)), isto é, (v,v) é uma curva de Legendre.
Por definicao, u(t) = (sen(t/r), — cos(t/r)). Fazendo os calculos, temos que /() = —pu(t)
e V(t) = (1/r)u(t). Portanto, £(t) = 1/r e f(t) = —1, para todo t € R. Note também
que k(t) = 1/r, ou seja, £(t) = —F(t)k(t).

(b) Seja v : R — R? a parabola dada por y(t) = (¢,¢*), com campo de vetores v(t) =
(2t,—1)/v/4t2 + 1, isto é, (7,v) é uma curva de Legendre. Temos, por defini¢do, que
p(t) = (1,2t)/v/4t2 + 1. Sendo assim, /() = V4t2 4+ 1u(t) e V' (t) = (2/V4t2 + 12)u(t).
Por ultimo, x(t) = (2/v4t% + 13), e desta maneira, ((t) = B(t)k(t).

(c) Seja~y: R — R?a 3/2-cispide dada por (t) = (¢2,t3) e com campo de vetores normais
v(t) = (1/4/9t%2 + 4)(—3t,2), como visto no Exemplo (3.3)) (a). Dessa maneira (v, v) é uma
curva de Legendre. Por defini¢ao, u(t) = (1/v/9¢2 + 4)(—2,—3t), e como v'(t) = (2t, 3t?)
e V/(t) = (1/(92 +4)2)(—12, —18t), entdo a curvatura (¢, 3) ¢ dada por £(t) = 6/(9t2 + 4)
e B(t) = —tv9t2 + 4. Observe que para t # 0, v é uma curva regular e sua curvatura x
como definida para curvas regulares ¢ dada por x(t) = 6/(|t|(9¢2 + 4)2). Portanto, para
t > 0 concluimos que £(t) = —5(t)k(t) e para t <0, ((t) = B(t)k(t). &

Nos exemplos vistos, concluimos que ou ¢ = —fk, ou £ = [k, nos parametros regulares
de uma curva de Legendre. A proposicao a seguir nos fornece a relagdo exata entre essas
funcoes, isto é, uma relacao valida para os pontos regulares de uma curva de Legendre
qualquer.

Proposigao 3.11. ([6], Lema 3.1) Seja (v,v) : I — R? x S' uma imersdo de Legendre
com curvatura (¢, 3). Se v é reqular em t, entao ((t) = |5(t)|k(t), onde Kk € a curvatura
de v no parametro regular t.

Demonstrag¢io. Suponhamos v regular em t. Assim, pela Observacao , item (b),
B(t) # 0. Temos ~'(t) = B(t)u(t) e v"(t) = B'(t)u(t) — B(t)e(t)v(t). Logo, utilizando
propriedades do determinante e que det(v(t), u(t)) = 1, obtemos:

iy = QO 0.(0) e (B0 B0A0re) _
OO

]

Para curvas regulares, o teorema de existéncia e unicidade de curvas com uma
curvatura dada é um resultado classico conhecido como o Teorema Fundamental das
Curvas, como vimos nos Teoremas e . Apresentaremos a seguir teoremas
semelhantes para curvas de Legendre, omitindo suas demonstragoes, que podem ser en-
contradas no artigo [5]. Notamos que, como para curvas regulares, a unicidade ocorre a
menos de um movimento rigido. Primeiramente apresentamos a definicdo de congruéncia
para curvas de Legendre.

Definigao 3.12. (y,v) : [ — R* xSt e (3,7) : I — R? x S! sdo curvas de Legendre
ditas congruentes se existe uma rotacao constante A e uma translacao a em R? tais que

() = A(y(t) +aev(t) = A(v(1)).
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A seguir, enunciamos o teorema de existéncia para uma curva de Legendre dada a
curvatura (¢, 3). Este resultado também fornece uma maneira de construir a curva, se-

melhante ao Teorema ([2.15)).

Teorema 3.13. (Existéncia de curva de Legendre, [5], Teorema 1.4) Seja (¢, 3) : [ — R?
uma aplicagio suave. Existe uma curva de Legendre (v,v) : I — R? x S, cuja curvatura
¢ dada por (¢, ). Ainda, (v,v) é dada por:

(t) = (- [ B(t)sen < / E(t)dt) at, [ () cos ( / E(t)dt) dt)
v(t) = (COS (/ E(t)dt) ,sen </€(t)dt)> :

Agora enunciamos o teorema de unicidade. Nao é dificil verificar que se duas curvas
de Legendre sdo congruentes, suas curvaturas coincidem. A reciproca segue do fato de
que dadas duas curvas de Legendre, podemos obter uma terceira curva, congruente a uma
delas, e que coincide em um ponto com a outra. Como suas curvaturas siao iguais, entao
estas curvas seriam iguais, ou seja, as curvas iniciais sao congruentes.

Teorema 3.14. (Unicidade de Curva de Legendre, [5], Teorema 1.5) Sejam (v, v), (7,7) :
I — R* x S" curvas de Legendre com curvaturas da curva de Legendre (£,[) e (£, [3)
respectivamente. Entao (v,v) e (3,7) sdo congruentes se, e somente se, ({,[3) e ({,[)

coincidem.

3.3 Paralelas e evolutas

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes da evoluta e das curvas paralelas de uma
curva de Legendre (v,r) qualquer. Estas defini¢oes sdo feita de modo que coincidem
com as apresentadas na Se¢ao quando v é uma curva regular e v é dado pelo
vetor normal n de . Em [6], os autores definem curvas paralelas para uma imersao de
Legendre. No entanto, a definicao também é valida para curvas de Legendre que nao sao
imersoes. No que segue assumiremos que o conjunto dos pontos singulares de vy € finito.

Definigao 3.15. Seja (v,v) : [ — R? x R? uma curva de Legendre. Uma curva paralela
Y I — R% de (v,v) é dada por 7,(t) = y(t) + Av(t), para cada \ € R.

Exemplo 3.16. Seja v : R — R? a 3/2-cispide dada por y(t) = (t?,¢*). Como vimos,
v(t) = (1/v/9t2 + 4)(—3t,2), entdo para A € R temos que v, : R — R? ¢ dada por:

M\ 2\
Ww(t) = [ t* - 3 3+ .
Vo2 + 4 Vo2 +4
&

Na Proposicao 2.7 de [6] os autores mostram que curvas paralelas de imersoes de
Legendre sao frentes. Apresentamos abaixo o mesmo resultado, mas também considerando
o caso geral de curvas de Legendre que nao sao imersoes. Nesse caso as curvas paralelas
sdo apenas frontais e nao frentes. Além disso também calculamos a curvatura da curva
paralela em funcao da curvatura (¢, 3) da curva de Legendre.
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Proposigao 3.17. ([6], Proposigao 2.7) Seja (7y,v) : I — R?* x R? uma curva de Legendre
com curvatura (¢, 3). As curvas paralelas vy de (v,v), para cada X € R, sdo frontais. Se
(v,v) € uma imersdo de Legendre, entdo v\ € uma frente. Ainda mais, para cada N, as
curvas de Legendre (x,va) tem curvatura (¢, 3 + Al).

Demonstragio. Seja A € R. Tome vy : I — R? dado por vy(t) = v(t). Mostraremos que
vy é normal a 7, e, se (v, ) for uma imersao, entao (7, v,) também sera.

Como Y, (t) = v(t) + Av(t), segue que Y4 (t) = +/(t) + A/(t). Calculando o produto
interno entre vy (t) e 74(t), obtemos (vy(t),7(t)) = (v(t),7(t)) + Mwv(t),V'(t)). Por
hipétese (y,v) é uma curva de Legendre, entdo (v(t),~/(t)) = 0, para todo ¢, e como
(v(t),v(t)) = ||v(t)||* = 1, para todo t, derivando, concluimos que (v(t),7/(t)) = 0, para
todo t. Assim (v, (t),vA(t)) = 0 para todo t e, portanto, v, é uma frontal.

Suponha agora que (7,v) é uma imersao de Legendre e que ~4(to) = (0,0), para
algum ¢y € I, ou seja, v'(ty) + A\/(to) = (0,0). Se v/(ty) = (0,0), entdo '(to) = (0,0),
contradizendo a hipétese de que (,v) é uma imersdo. Potanto v/(ty) # (0,0) e assim
(7x, V) é uma imersao, isto é, v, é uma frente.

Por tltimo, seja (7, vy) a curva de Legendre com curvatura (¢, 8y). Como vy = v,
entdo puy = J(vn) = J(v) = p, ou seja, £y = €. Agora, como 4 (t) = +'(t) + M/ (¢),
pelas equagoes temos 4 () = B(t)u(t) + M(E)u(t) = (B(t) + M(t))u(t). Portanto,
Br =B+ M. ]

Denotamos por k() a curvatura da curva paralela v, nos seus pardmetros regulares.
O lema a seguir apresenta uma relagao entre a curvatura (¢, ) de uma curva de Legendre
(7,v), e a curvatura ,(t), quando 7, é regular em t.

Proposigao 3.18. ([6], Lema 3.1) Seja (v,v) : I — R? x R? uma curva de Legendre com
curvatura (£, 3). Se v\ € reqular em t, entao £(t) = |5(t) + M(t)|rA(t).

Demonstragdo. Consideremos 7, uma curva paralela de v tal que v, é regular em t. Pela

Proposigao (3.17) temos (¢, 5)) = (¢, 8 + A). Aplicando a Proposigao (3.11)) para 7,
obtemos o resultado desejado. O]

Para a definicao da evoluta de uma curva de Legendre, o seguinte resultado sera
importante.

Proposigao 3.19. ([6], Proposicao 2.8) Seja (v,v) : I — R*xR? uma curva de Legendre.
Se v € uma curva regular e A # 1/k(t) (quando v(t) = n(t)) (resp. X # —1/k(t) se
v(t) = —n(t)), entao a curva paralela vy também é regular e as evolutas coincidem, ou
seja, E(y)(t) = E()(t), para todo t.

Demonstragio. Suponha que v(t) = n(t) para todo t. Temos v,\(t) = y(t) + Av(t) =
~(t) + An(t). Pelas férmulas de Frenet, 74 (t) = ||7/(¢)||(1 — Ax(2))t(t). Segue que v, é
regular em ¢ se, e somente se, |7/ (¢)|[(1 — Ax(t))t(t) # (0,0), isto &, 1 — Ak(t) # 0, pois
t(t) # (0,0) e |[¥/(t)| # 0. Portanto, obtemos a condigdo A # 1/k(t) para a regularidade
da curva paralela ~,.

Para mostrar que as evolutas coincidem, note que 74 (t) = 7" (¢)(1 = Ax(t)) — A&/ (t)7'(t)
e ainda:

1 — Ak(t)

A 1Ak )
T aw(o] ™

= POl = Tt = ml) = J00) =

ta(t)
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Além disso, calculando a curvatura de ), obtemos:
_ det(3(8),75(1) _ det((1 — As(t))y'(), (1 — As(E))y"())

S P 1= AP TP )
(L= 2R(®)?) det(Y(1),7"(1) k()
TP IO 1= ()]

Pela defini¢ao da evoluta de uma curva regular
1 11— A&(t)] 1 — Ak(t) n(t) =
Fa(t) R(t) 1= As(t)]
1 1
=(t) + An(t) + —n(t) — An(t) = y(t) + —=n(t) = ¢
3(8)-+ An(e) + —n(e) = An(t) = 5(0) + —en(t) = ()0
como queriamos. A demonstracdo para o caso em que v(t) = —n(t) segue de maneira
analoga. n

Definigao 3.20. ([6], Definigdo 2.10) Seja (v,v) : I — R? x R? uma imersao de Legendre
tal que a curvatura x(t) de v nao se anula nos parametros regulares. A evoluta &£(7) :
I — R? de (v, v) é dada por:

E()(t) = (1) + —sma(t) = y(t) + An(t) +

v(t) + ﬁn(t) se t ¢ um ponto regular

EM(L) = §m(t) + mma(t) set €Iy =(to—d,to+0),

NG

onde ty ¢ um ponto singular de 7,

sendo ¢ € R suficientemente pequeno de modo que ty é o inico ponto singular de v em I, e
A € R nao nulo satisfazendo A # 1/k(t), se v(t) = n(t), ou X # —1/k(t), se v(t) = —n(t),
para todo t € I5 — ty.

As seguintes observacoes nos garantem que a defini¢do acima nao tem inconsisténcias,
e dessa maneira a evoluta estd bem definida.

Observagao 3.21. (a) Como (v, v) é imersao de Legendre, entdao (¢(t), 5(t)) # (0,0),
para todo ¢. Assim, se ¢y é um ponto singular de ~y, entao £(ty) # 0 pela Observagao
(B-9). Como A (to) = +'(to) + A/ (to) = M(to)u(to), e pu(to) # (0,0), concluimos
que vy, é regular em ty. Mais ainda, como A # 1/k(t), para todo t € Is, segue
que v, € regular em I5. Portanto, 7y, estd na hipdotese da Proposi¢ao (3.18]) e,
consequentemente, £(ty) = |[M(ty)|ra(to), de onde segue que kx(ty) # 0. Quando
t é um pardmetro regular de v, temos a relacao k) (t) = k(t)/|1 — A&(t)|, e como
k(t) # 0, entao ky(t) # 0.

(b) Note que é importante supor que (7,v) seja imersao de Legendre (e nao apenas
uma curva de Legendre) pois, como vimos no item (a), isso garante que as curvas
paralelas de 7 sao regulares em I, 0 que é necessario para a definicao da sua evoluta.

(c) Como 7 é regular em todo t € I tal que t # ty, entdo segue da Proposicao (3.19))
que as evolutas de v e v, coincidem em todo pardmetro regular ¢ € I

(d) Se temos Aj, Ay # 1/k(t), para todo t € I5, com A\ # Mg, entdo, por (b), ambas
curvas paralelas 7, e 7\, s@o regulares em I;. Além disso, como A2 = o + Ay, para
algum a € R ndo nulo, entdo vy, (t) = (t) + (A + a)v(t) = v, (t) + av(t), ou
seja, 7y, é curva paralela de v,,. Pela Proposigao (3.19)), suas evolutas coincidem.
Portanto a defini¢do independe do A escolhido.

o
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Exemplo 3.22. Considere novamente a 3/2-ctispide v : R — R? dada por y(t) = (¢3,13),
e v(t) = (1/v/9t? +4)(—3t,2). Temos que o unico ponto singular de v é t = 0. Por
definicao, se t # 0, a evoluta de v é dada por:

Observe que neste caso k() = 6/(|t|(9¢ + 4)2) e n(t) = (1/(|t|V/9% + 4))(—3t2, 2t).

Portanto, concluimos que

E()(t) = (—;(9154 +282), §(3t3 1)), (3.2)

para todo t # 0.

Para obtermos a evoluta em ¢ = 0, sejam § = 1/10 e A = 3/10 niimeros reais satis-
fazendo as condi¢des da definicdo (3.20), e 7A(¢) = 7(¢) + Av(t) uma curva paralela a 7.
Temos que 7, é regular em Is = (—0,d). Além disso, pela Proposigao , segue que
ra(t) = L(t)/|B(t)+A(t)|, onde (¢, 5) é a curvatura da curva de Legendre (v, v). Podemos
verificar que 3(t) + M(t) > 0 para todo t € I5. Logo, como 4 (t) = (5(t) + N(t))u(t), se-
gue que n,y(t) = —v(t), para todo t € I5. Portanto, pela definicdo da evoluta, concluimos

0 seguinte:
£)(0 =n(0) + L

— (1) + 3t = 2y ) (3.3)

para todo t € I5. Utilizando a curvatura calculada no Exemplo (3.10)) (c), obtemos:

4
(9 +26), 2 (365 + t)) ,

e0)) = (- y

para todo t € Iy, isto é, coincide com a parametrizacao que obtemos em (3.2)) para t # 0,
e passa pela origem em ¢ = 0. &

Figura 3.2: 3/2-ctspide v em azul. Evoluta de v nos pontos regulares em preto. Curva
paralela v, em verde. Se¢do regular de 7, e evoluta nesses pontos em vermelho. Fonte:
Elaborada pelo autor.
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No exemlo anterior obtemos a equacao para a evoluta da 3/2-ctispide em torno de
seu ponto singular. O resultado a seguir mostra que essa equagao é uma forma simplificada
de parametrizar a evoluta de uma imersdao de Legendre (v,v) : I — R? x S! para todo
t € I, utilizando sua curvatura (¢, 3). Primeiramente observemos que, em um parametro
singular t de 7, B(t) = 0 e assim, £(t) # 0 pois estamos trabalhando com uma imersao.
Agora, se t é regular, entdao 5(t) # 0 e assim £(t) # 0, sempre que «(t) # 0.

Teorema 3.23. ([6], Teorema 3.3) Seja (v,v) : [ — R? x R?* uma imersio de Legendre
com curvatura (¢, ), e k(t) # 0, para todo parametro requlart € I. A evoluta E(v) da
frente v € dada por

EM) =~(t) = 5= v(b), (3-4)
e (E(7), J(v(t))) € uma imersio de Legendre com curvatura
d (B
(3 (7))

Demonstra¢do. Suponha que t ¢ um ponto regular de . Como 7/(t) = B(t)u(t), entdo
B

BB = [V @Ol # 0 e assim, t(t) = ZFu(t) e n(t) = J(b(t) = —ZFw(t). Pela
Proposigao (3.11)) temos k(t) = %. Portanto, pela definicdo da evoluta
_ 1 _ B@)] ( B(E) _ B(t)

Agora suponha que ty é um ponto singular de v. Considere 7, uma curva paralela
de ~ regular no intervalo I5 = (to — 0,to + d), para § € R satisfazendo as condigdes da

defini¢ao (3.20). Seja t € I5, como V4 (t) = (B(t) + M(¢))u(t), entdo |(B(t) + M(t))] # 0.

: Y, pY; .
Assim t,(t) = Wu(t) eny(t) = —%V(ﬂ. Pela Proposigao (3.18)), temos
que ky(t) = m e ((t) # 0, e pela definicdo da evoluta

O L | (B VI N A CES LA
0 =) + (@) =20+ wto) + OO (PR )
=50+ awt) = D oy =0 - vt

Portanto o resultado ¢ valido para todos os parametros t € I, como queriamos. Falta
mostrar que (€(7), ) é uma imersao de Legendre. De fato, note que

e = sow(o) - () v - Fdecomtn = (7) wwn

Isso nos garante que (£(7),p) é uma curva de Legendre. Para mostrarmos que é
uma imersao basta observar que p/'(t) = —£(t)r(t) é nao nulo, pois £(t) # 0, e assim,
(E(7),p) é uma imersao de Legendre. Por tltimo, temos J(u(t)) = —v(t), ou seja,
pe(t) = —v(t). Como E(Y(1) = —(2Y(Ow(t) = (2 (Due(t), entao fe = (2. Mais
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ainda, p/(t) = —L(t)v(t) = L(t)pe(t), e assim g = ¢. Portanto, a curvatura da imersao de

Legendre £(7) é
d (B
(3 (7)

concluindo a demonstracao. O]

Observacao 3.24. Segue da Definicao (3.20]), que a evoluta de uma frente independe da
parametrizacao. Observe também que pela Proposi¢ao , uma curva paralela v, é
singular em t se, e somente se, A = —f(t)/¢(t). Logo, pelo Teorema , v ¢ singular
em t se, e somente se, v,(t) pertence ao trago da evoluta de 7, assim como vimos para
curvas regulares. &

No Exemplo ([3.22)) concluimos que a evoluta da curva v satisfaz £()(0) = (0,0), onde
t =0 é o ponto smgular de v. Além disso, também temos que (0) = (0,0). O seguinte
corolario garante que isto ocorre para toda curva de Legendre.

Corolério 3.25. Seja (v,v) : I — R? x S' uma imersdo de Legendre. Se ty € I é um
ponto singular de vy, entao E(v)(ty) = v(to).

Demonstragio. Segue de (3.4]), e da Observagao (3.9) (b). ]

Conhecemos a definicao de ponto de inflexdo para uma curva regular, sendo dada em
funcao da curvatura k. Vejamos a definicdo para imersoes de Legendre.

Definigao 3.26. Seja (v,v) : I — R? xS uma imersao de Legendre com curvatura (¢, 3).
Dizemos que ty € I é um ponto de inflexdo da frente v (ou da imersao de Legendre

(v,v)) se £(ty) = 0.

Se ty é ponto regular de v entdao S(ty) # 0 e, portanto, segue da Proposigao (3.11)),
que to é ponto de inflexdo de 7 se e somente se k(ty) = 0. Logo, a definicdo de ponto
de inflexdo acima coincide com a definicao para curvas regulares. Por outro lado, pontos
singulares de uma imersao de Legendre (v, v) ndo sdo pontos de inflexao uma vez que, se
to é ponto singular, entdao [3(tg) = 0 e, portanto, £(tg) # 0.

Para uma curva regular -, sua evoluta é regular em ¢ se, e somente se, a curvatura
de v satisfaz x/(t) # 0 (isto é, fora de vértices de 7). O seguinte resultado apresenta
uma condigdo necessaria e suficiente para que um parametro singular da curva ~ seja um
parametro regular da sua evoluta.

Proposigao 3.27. ([6], Proposicio 3.8) Seja (v,v) : I — R? x R? uma imersio de
Legendre sem pontos de inflexao. Suponha que ty € um ponto singular de . Entdo ty €
um ponto regular de E(7y) se, e somente se, 7" (ty) # (0,0).

Demonstragio. Seja ty um ponto regular de £(vy). Temos

(0.0) # £ (1) = - A0 I, 35)

Por hipétese B(tg) = 0 e £(tg) # 0, pois temos uma imersdo de Legendre, entdo

B'(to) # 0. Como 7'(t) = B(t)u(t), derivando, v"(t) = B'(t)u(t) — B(t)E(t)v(t). Logo

¥ (to) = B'(to)p(to) é ndo nulo. A reciproca segue dos mesmos argumentos. O
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Exemplo 3.28. Neste exemplo calcularemos novamente a evoluta da 3/2-ctispide y(t) =

(t2,13), que obtemos no Exemplo ([3.22)), utilizando o Teorema (3.23)).

Seja v(t) = (1/v/9t%2 4+ 4)(—3t,2). Como calculamos no Exemplo (3.10)), temos ¢(t) =
6/(9t% + 4) e B(t) = —tv/9t2 + 4. Portanto, segue do Teorema ([3.23) que a evoluta de
¢ dada por:

E()(t) = () — ﬁ((f;v(w
= (%,£%) — _t<9tg 4 (—3t,2) (3.6)

1 4
= (—2(9t4 + 2t%), g(3zf3 +t)> ,

para todo t € R. Portanto essa parametrizacao coincide com a obtida no Exemplo (3.22)).
¢

pa

<

Y

Figura 3.3: Na figura a esquerda temos a 3/2-ctispide em azul e sua evoluta em preto. No
centro temos a cuspide em azul e algumas de suas curvas paralelas em outras cores. Na
direita temos todas as curvas simultaneamente. Fonte: Elaborada pelo autor.



4 Framed Surfaces

Neste capitulo estudaremos superficies singulares que possuem um referencial, si-
milar ao que ocorre com uma superficie parametrizada regular x : U C R? — R3,
onde {x,(u,v),x,(u,v), N(u,v)} é uma base (referencial) em R3 para cada (u,v) € U,
e consideraremos U um dominio simplesmente conexo, S? a esfera unitdria em R? e
A = {(a,b) € S* x §* : (a,b) = 0}. Na literatura essas superficies sdo chamadas de
“framed surfaces” e optamos por manter esse nome, sem traduzir. A principal referéncia
para esse estudo é o artigo [7]. Apresentaremos as defini¢oes, e alguns exemplos. Em
seguida estudaremos a geometria de uma framed surface utilizando uma aplicagao rela-
cionada com as curvaturas Gaussiana e média de uma superficie regular. Definiremos
também as superficies paralelas de uma framed surface, e suas superficies focais.

4.1 Frontais e frentes de onda

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes de frontais e frentes de onda e imersoes de
Legendre para superficies, como feito para curvas. No que segue, U C R? ser4 um dominio
simplesmente conexo e S? = {(x,y,2) € R*: ||(z,y, 2)| = 1} a esfera unitaria em R3.

Defini¢ao 4.1. Uma aplicacdo suave x : U — R?® é uma frontal se existe um campo suave
v: U — S? de vetores normais a x, isto é, (x,,v) = (x,,v) = 0, para todo (u,v) € U.
Se (x,v) : U — R? x §? é uma imersdo, x ¢ dita uma frente de onda (ou simplesmente
uma frente).

Exemplo 4.2. Toda superficie regular em R? é uma frente de onda, onde o campo unitério
de vetores é a sua aplicacdo normal de Gauss. &

Exemplo 4.3. (a) (3/2-Cuspidal edge) Seja x(u,v) = (u,v* v3). Esta aplicagao ¢é
uma frente de onda. De fato, os pontos singulares de x sao os pontos (u,v) = (u,0) pois
x,(u,0) = (0,0,0). Tomando v(u,v) = (0, —3v?% 2v)/v/9vt + 402 = (0, —3v,2)/v/9v? + 4,
obtemos uma aplicagao suave, normal a v, e bem definida nos pontos singulares, ou seja,
v é uma frontal. Mais ainda, como x,(u,0) = (1,0,0) e v,(u,0) = (0,—3/2,0), entdo
(x,v) é uma imersao. Portanto x é uma frente.

(b) (Rabo de andorinha) Seja x(u,v) = (3u*+u?v, —4u® —2uv, v). Essa aplicagio ¢
uma frente. De fato, como x,(u,v) = (u?, —2u, 1) # (0,0,0) para todo (u,v) e x,(u,v) =
(12u® + 2uv, —12u® — 2v,0), entdo os pontos singulares de x sdo os pontos (u,v) =
(u, —6u?). Agora tomando v : R? — S? dado por v(u,v) = (1,u,u?)/V/1 +u2 + ut,
obtemos uma aplicagao suave, normal a 7, e bem definida nos pontos singulares, ou seja,
v ¢é uma frontal. Mais ainda, como x,(u,v) e v,(u,v) sdo nao nulos para todo u € R,
entao (x,r) é uma imersao, e assim x é uma frente de onda.

39
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(c) (Cuspidal cross-cap) Seja x(u,v) = (u,v?, uv?). Essa aplicacio é um exemplo

de uma frontal que nao é uma frente. De fato, note que os pontos singulares de x sao os
pontos (u,v) = (u,0) pois x,(u,v) = (0,2v, 3uv?), e assim x,(u,0) = (0,0,0). Tomando
v : R* - §? o campo de vetores dado por v(u,v) = (—2v%, —3uv,2)/v/4v0 + Ju2v? + 4.
Temos v bem definido para os pontos singulares, e coincidindo com a aplicagdo normal de
Gauss nos pontos regulares, e assim temos uma frontal. Para verificarmos que x : R? — R3
nao é uma frente, note que

1
vu(u,v) = + (18uv®, —12v(v® + 1), —18uv?)
(408 + 9u?v? + 4)2
1
vy(u,v) = (—120%(2 + 3u*v?), 12u(20° — 1), —6(3u’v + 40°)),

Njw

(405 + Ju2v? + 4)

logo 1,(0,0) = 1,(0,0) = (0,0,0), ou seja, (x,7) ndo é uma imersao em (0,0), e portanto
X nao é uma frente.

(d) (Cross-cap) Seja x(u,v) = (u,uv,v?). Dessa maneira, x ¢ um exemplo de uma
aplicagdo que nio é uma frontal. De fato, x é singular em (0,0) € R? pois, x,(0,0) =
(0,0,0). Suponha que existe v : R?> — R3 um campo de vetores unitdrios suave e normal
a x. Entdo v é coincide com a aplicagao normal de Gauss N ou com —N, nos pontos
regulares. Sem perda de generalidade suponhamos v = N nos pontos regulares de x.
Calculando, obtemos v(u,v) = (2v%, —2v,u)/v4v* + 4v% + 42, que nio estd definido em
(u,v) = (0,0). Note que o limite de v, quando (u,v) tende a (0,0) pelo caminho (u,v) =
(u,0), é (0,0,1). Por outro lado, o limite pelo caminho (u,v) = (0,v) é (0,1,0), o que
contradiz a continuidade, e assim, a diferenciabilidade de v, portanto x nao é uma frontal.
Veremos posteriormente que o trago de x pode ser parametrizado por uma frontal. &

Figura 4.1: Tragos das superficies do Exemplo (4.3). Fonte: Elaborada pelo autor.

Os exemplos acima sao classicos, tanto de superficies que nao sao frontais, superficies
que sao apenas frontais mas nao sao frentes, e superficies que sao frentes. Além disso sao
motivacoes para as seguintes defini¢oes.
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Definigao 4.4. Seja x : (U, p) — R3 o germe de uma aplicacao diferencidvel. Entdo:
a) x é um cross-cap em p se ¢ A-equivalente ao germe (u,v) — (u, uv,v?).
b) x é um cuspidal cross-cap em p se é A-equivalente ao germe (u,v) — (u,v? v3).

¢) x é um j/i-cuspidal edge em p, onde (i,5) = (2,3),(2,5),(3,4),(3,5) se é A-
equivalente ao germe (u,v) — (u, v’ v7).

d) x é um rabo de andorinha em p se é A-equivalente ao germe (u,v) — (3u* +
u?v, 4u? + 2uv,v).

Definigao 4.5. Sejam x: U — R3 e v : U — S? aplicagoes suaves, para todo (u,v) € U.
Dizemos que (x,7) : U — R?®x S? é uma superficie de Legendre se (x,(u,v), v(u,v)) =
(xy(u,v),v(u,v)) = 0, para todo (u,v) € U. Se, além disso, (x,v) é uma imersao, entao
(x,v) é dita imersao de Legendre.

Assim, se x : U — R3 é uma frontal (resp. frente) entdo existe v : U — S? tal que
(x,v) é uma superficie de Legendre (resp. imersao de Legendre). A partir dos exemplos
de frontais dados em (4.3]), obtemos exemplos de superficies de Legendre.

4.2 Definicoes e exemplos

No estudo de curvas de Legendre, foi definida a curvatura de uma curva de Legendre,
através de uma base ortonormal do R? ao longo da curva. A seguir estudaremos super-
ficies de outro ponto de vista, mas com o mesmo objetivo de estudar suas propriedades
utilizando uma base ortonormal em cada ponto. Todas as aplicagdes consideradas ao
longo desse trabalho sao suaves, isto é, de classe C'*°.

Definigao 4.6. Dizemos que (x,n,s) : U — R3 x A é uma framed surface se
(xy(u,v),n(u,v)) = (x,(u,v),n(u,v)) =0,

para todo (u,v) € U. Neste caso, dizemos que x é uma framed base surface. Ainda,
se (x,n,s) é uma imersdo, dizemos que é uma framed immersion.

Pela definicao, toda superficie parametrizada regular x é uma framed base surface,
bastando considerar n sua aplicagdo normal de Gauss, e s = x,,/||x,||. Além disso, uma
framed base surface x é uma frontal, onde n é seu campo de vetores normais e unitarios, e
localmente, dada uma frontal x com vetor normal v, basta tomar s = x,,/||X,|| ou X, /||x||
ou v, /||v.]l ou v, /||y, onde x,, x,, v, ou v, ndo se anulam, respectivamente, e assim x
é uma framed base surface.

Considere t(u,v) = n(u,v) x s(u,v). Entao {n(u,v),s(u,v),t(u,v)} é uma base orto-
normal positiva ao longo de x(u,v). Pela condigao de ortogonalidade entre n e x, temos

as seguintes relagoes:
Xy \ [ a1 b S
()= () (3, )

onde a;,b; : U — R, i = 1,2 sado fungdes suaves e, além disso, como n, s e t sdo unitarios,
suas derivadas parciais se escrevem como combinagao linear dos outros dois. Essas relacoes
sao dadas da seguinte maneira,

n, 0 e fi n n, 0 e fo n
Su = —e€1 0 g1 S s Sy = —€9 0 g2 S s (42)
ty -1 - 0 t ty —f2 —g2 0 t
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sendo e;, fi,9; : U — R, i = 1,2 fungodes suaves. Observe que utilizamos as relagoes
(n,s) = (n,t) = (s, t) = 0, o que implica, por exemplo, que (n,,s) = —(n,s,) = e;.

Definigao 4.7. Com a notacao anterior, as fungoes suaves a;, b;, €;, fi, g; sao chamadas
de invariantes basicos da framed surface (x,n,s). Denotaremos as matrizes dadas em
e por G, Fi e JFo, respectivamente, sendo essas matrizes também chamadas de
invariantes basicos da framed surface.

Como x é uma aplicagdo suave, entdo X,, = X,,. Com esta condicdo, e por (4.1) e
(4.2), temos que os invariantes basicos da framed surface satisfazem as condigoes:

a1, — b1g2 = ag, — bagn
bi, — a2g1 = bay, — @192 (4-3)
ares + by fa = azer +bafy

Além disso, como n, s e t também sao aplicagdes suaves, pelas condigdes de integra-
bilidade n,, = Ny, Suw = Spu € tuww = tu, temos que F; e Fy satisfazem Fop,, — F1, =
Fi1Fo — FoF1, e assim os invariantes também devem satisfazer ao sistema:

ey — 192 = €2 — foqn
Jio — €201 = fo, — €192 (4.4)
g1, — €1fo = g2, — €21

Exemplo 4.8. Os préoximos exemplos sao referentes aos exemplos

(a) (Cuspidal edge) A frente x(u,v) = (u,v? v3) é uma framed base surface. De
fato, basta tomar n = v como no exemplo [{.3)(a) e s : R? — R* constante dado por
s(u,v) = (1,0,0), e assim (x,n,s) é uma framed surface.

A aplicacdo t = n x s é dada por:

1
t(u, U) = m(O, 2, 3U)

Portanto obtemos os seguintes invariantes basicos da framed surface:

aq bl o 1 0 €1 f1 51 . 0 0 0
a9 b2 0 vV 9?}2 + 4 ’ €9 fg [0) 0 ﬁ 0 )
(b) (Rabo de andorinha) A frente x(u,v) = (3u* + v?v, —4u® — 2uv,v) é uma

framed base surface. De fato, basta tomar (n,s) : R?> — A dados da seguinte maneira:

1

n(u,v) :W(LU,UQ),
1
s(u,v) = —1,0).

\/1—|—u2(

Assim (x,n,s) : R? — R3 x A é uma framed surface. Calculanto t = n X s obtemos:

1
V2 +ut) (1 +u2)

t(u,v) = (uQ,u3,—1 —uz),

e portanto obtemos os invariantes basicos a seguir:
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as b - u(2+u?) —VituZtut
2 2 V14u? V1+u?

( a; by ) _ ( (12u? + 20)V/1 + 2 0 )

1 —u(2+u?) u?
€1 fl g1 — \/(1+u2+u4)(1+u2) (14w +ut)Vitu?  VItuZ+ud(1+u?) )
ez fa g2 0 0 0

(c) (Cuspidal cross-cap) A frontal x(u,v) = (u,v?, uv®) é uma framed base surface.
De fato, basta tomar n = v como no exemplo ([4.3)(c) e s : R? — R? da seguinte maneira

1

ﬁ(1,071}3)7

s(u,v) =
e assim (x,n,s) é uma framed surface.
Segue que t = n x s é dado por:

1
\/(41)6 + 9uv? 4+ 4)(1 + v9)

t(u,v) = (—3uv*, 20° + 2, 3uv)

e temos os invariantes basicos a seguir:

a; by V146 0
b = 3uv® vV 4v8+9u2v2 44 )
a2 02 V1406 V1406

0 —6vV/ 1408 0

€1 f1 g1 . 4v6+9u62v2+4

o f = — 602 6u(20°-1) uv? :
2 J2 92 /(@05 +9u?v2+4) (1+405) (400 +9u2v2+4)V14+08 V400 +9u202+4(1+06)

(d) (Cross-cap) Vimos no exemplo ([.3)(d) que o cross-cap x(u,v) = (u,uv,v?)
nao é uma frontal. Porém, tomando o difeomorfismo dado por ¢(r,8) = (rcosf,rsenf),
obtemos uma parametrizagao X = xo ¢, de modo que X é uma frontal, como demonstrado
em [4]. Temos que X(r,0) = (rcosf,r? cos@sen, r? sen? #), e podemos tomar a aplicacio
(n,s) : R? — A da seguinte maneira:

1

n(r,0) = (—2rsen®6,2sen 6, — cosh),
VA4r2sentd + 3sen2 0 + 1

1
V3sen20 + 1

Logo, (X,n,s) : R? — R3 x A é uma framed surface, ou seja, X é uma framed base
surface.
Agora, calculando t = n x s, obtemos:

s(r,0) = (0,cos @, 2sen ).

1
\/(4r2 sent 6 + 3sen?6 + 1)(3sen?6 + 1)

t(r,0) = (3sen?  + 1, 47 sen® §, —2r sen®  cos 6)

Segue entao que os invariantes basicos, dados em G, sdo dados por:

b 2r sen f(sen? 6+1) cos 0v4r2 sen? 0+3 sen? 0+1
ay 01 — V3sen? 6+1 V3sen? +1
__rsen 0v4r2sen? 043 sen2 O+1 i

as by r? cos v/ 3 sen2 +1

V3sen? +1
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e os invariantes basicos dados pelas matrizes F; e F3 sao:

(61 fi 91)2
e fo go

0 2sen? 0+/3sen? +1 0
4r2? sen* 643 sen? 6+1
—9 2r sen 0 cos 0(3 sen? 6+2) —4r sen? 0 :
\/(47"2 sent 0+3sen2 0+1)(3sen2 0+1) (4rZsen*0+3sen? 0+1)v/3sen?0+1  (3sen? 6+1)v4r2sen? 043 sen? 641

¢

Tendo definidos os conceitos anteriores, podemos comecar a introduzi-los ao estudo de
superficies de revolucao, como no exemplo a seguir.

Exemplo 4.9. ([15], Proposigao 3.1 e 3.2) Seja (v,v) : I — R? x R? uma curva de
Legendre, com curvatura (¢, 3), onde v(t) = (z(t), 2(t)) e v(t) = (a(t), b(t)). Por definigao,
((2'(t),2'(t)), (a(t),b(t))) = 0 e a(t)? + b(t)? = 1. Pelas equagoes ([3.1]), temos:

2'(t) ) _ —b(t) a'(t) \ _ —b(t)
(o) =so () (ot ) = o (0 (4.5)
Consideremos R? C R? como sendo o plano (x, 2) no espago (z,y,2). Vamos tomar a
superficie de revolugao de v em torno do eixo x, x : I x [0,27) :— R3, dada por

x(t,0) = (x(t), 2(t) cos 0, z(t) sen 0),
e veremos que X é uma framed base surface. Pelas equagoes (4.5), temos:
x¢(t,0) = B(t)(—b(t),a(t) cosf,a(t)senb) e x4(t,0) = —z(t)(0,sen 0, — cos §).

Observando que os vetores (—b(t), a(t) cos 8, a(t)senf) e (0,send, cos#) sdo unitarios,
tomemos o campo de vetores unitarios n® dado pelo produto vetorial dos vetores acima,
ou seja,

n”(t,0) = (—a(t), —b(t) cos 0, —b(t) sen ),

e podemos tomar s*(t,0) = (0,senf, —cosf) de forma que (x,n* s*) : I x [0,27) :—
R3 x A é uma framed surface.

Segue que t*(t,0) = n”(t,0) x s%(t,0) = (b(t),—a(t) cosb, —a(t)send). Temos que
xi(t,0) = —B(H)t7(t,0) e X@(t 0) = —=z(t)s"(t, 0), logo a matriz de invariantes bésicos G*

é dada por:
z _ 0 —B()
" = < () 0 )

Para calcular as matrizes de invariantes basicos F7 e F3, basta calcularmos nj, sy, ng, sj.
Entao temos:

ny(t,0) = (L(t)b(t), —L(t)a(t) cos§, —L(t)a(t) senO) = ((t)t"(t, ),
ng(t,0) = (0,b(t) sen, —b(t) cos ) = b(t)s"(t, ),

Stw(tv 0) =0,

s7(t,0) = (0,cos0,sen ) = —b(t)n*(t,0) — a(t)t*(t,0),

e segue que as matrizes Fi e Fy sao:
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0 0 £ 0 bt) 0
a0 0 0 |,F=| b)) 0 —a®)
—6t) 0 0 0 a(t) 0

Podemos também considerar a superficie de revolugao de v em torno do eixo z, dada
por
z(t,0) = (z(t) cos b, x(t)sen b, z(t))

e, como feito para a superficie x, mostrar que é uma framed base surface, onde n*(t,0) =
(a(t) cosB, a(t)send,b(t)), s*(t,0) = (senb, —cosf,0) e seus invariantes bésicos sao:

G* = ( —a?(t) Y > ’

0 0 —b) 0 —alt)
ol 0o 0 o |.FE=|at) 0 b
() 00 0 —b(t) O

4.3 'Teoremas fundamentais para framed surfaces

Ao estudar propriedades basicas de framed surfaces, é natural buscar por teoremas
fundamentais de existéncia e unicidade, similares ao Teorema para superficies re-
gulares. No capitulo anterior, a aplicagao (¢, ) foi utilizada na construgdo de uma curva,
nos teoremas de existéncia e unicidade para curvas de Legendre. Para framed surfaces
utilizaremos os invariantes basicos para obtermos os teoremas fundamentais de existéncia
e unicidade. Para superficies regulares a unicidade ocorre a menos de um movimento
rigido, ou seja, de uma congruéncia, e 0 mesmo ocorrera para framed surfaces.

Definigao 4.10. Duas framed surfaces (x,n,s), (x,1n,8) : U — R3 x A sdo congruentes
se existe uma rotacao A e uma translaciao de a € R? tal que

x(u,v) = A(x(u,v)) + a, n(u,v) = A(n(u,v)), s(u,v) = A(s(u,v)),
para todo (u,v) € U.

A existéncia de solugoes de equagOes diferenciais parciais nos garante que, dadas as
condigoes de integrabilidade (4.3) e (4.4]), existem uma base ortonormal {n,s, t} satisfa-
zendo (4.2)), e uma aplicagao x : U — R3 tal que (4.1]) é satisfeito. Logo temos o teorema
a seguir.

Teorema 4.11. (Teorema de Existéncia, [7], Teorema 1) Seja U um dominio simples-
mente conexo em R? e a;, b;, ¢, fi,g; : U = R, i = 1,2 funcoes suaves com as condicoes
de integrabilidade (4.3) e . Entio existe uma framed surface (x,n,s) : U — R? x A
com invariantes basicos (G, F1, F2).

Afim de demonstrar a unicidade, precisamos primeiramente do seguinte lema.

Lema 4.12. ([7], Lema 2) Se (G, F1, F2) = (G, F1, F2) e (x,1,8)(ug, v0) = (X, 1, 8)(uo, vo),
para algum (ug,vo) € U, entao (x,1n,s8) = (X,n,s).
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Demonstragio. Seja f: U — R dada por f(u,v) = (n(u,v),n(u,v)) + (s(u,v),s(u,v)) +
(t(u,v),t(u,v)). Pela definigdo dos invariantes basicos, temos

fu :(61 - €1)<S, ﬁ> + (fl - fl)<t7ﬁ> + (gl - 61)<n7§>+
+(fi — f1)(0,8) + (91 — §1)(6,8) + (51 — 1) (s, t)

Por hipétese, F, = F, logo fu(u,v) =0 para todo (u,v) € U e, analogamente, f,(u,v) =
0 para todo (u,v) € U, ouseja, f é uma fungio constante em U. Agora, como (n, s)(ug, vy) =
(1, S)(ug, vo), segue que f(u,v) = f(ug,vo) = 3, para todo (u,v) € U. Portanto (n,n) =
(s,8) = (t,t) = 1,isto é, n=1n, s=8 e t = t, para todo (u,v) € U.

Para mostrarmos que x = X, observamos que X, = a1 + bit = @;5 + it = %, e

= (98 + byt = g8 + bot = X,,, isto é, (x — X), = (x — X), = 0, para todo (u,v) € U.
Logo (x — X) é constante. Como para (uo, vp) temos (x — X)(uo, vo) = 0, segue que X = X
para todo (u,v) € U. O

Teorema 4.13. (Teorema de Unicidade, [7], Teorema 2) Sejam (x,1n,s), (X,n,8) : U —
R3 x A framed surfaces com invariantes basicos (G, Fy,Fs) e (G, Fi, .7-"2) respectivamente.
Entao (x,n,s) e (X,n,S) sdo congruentes como framed surfaces se, e somente se, seus
invariantes basicos coincidem.

Demonstragio. Se (x,n,s) e (X,n,s) sdo congruentes como framed surfaces, isto é, exis-
tem uma rotacao A e uma translacao a satisfazendo a definicdo, entdo basta notar que
A é uma aplicacao linear, pois é uma rotacdo e dado este fato, o resultado é obtido de
calculos diretos. o

Agora, suponhamos que (G, Fi,F) = (G, Fi,Fs). Fixado um ponto (ug,vo) € U,
existe uma rotagdo A e uma translagao por a € R? tais que (x,1n,s)(ug,vo) = (A(X) +
a, A(n), A(8))(ug,vp). Pelo lema (4.12), obtemos (x,n,s) = (A(X) + a, A(n), A(8)), isto

é, (x,n,s) e (X,n,s) sdo congruentes como framed surfaces. ]

Vamos estudar agora, o efeito de uma mudancga de parametros no dominio U de uma
framed surface.

Proposigao 4.14. ([7], Proposigao 3) Seja (x,n,s) : U — R3 x A uma framed surface,
com invariantes bdasicos (G, Fi, Fa), e ¢ : V = U, (p,q) — (u(p,q),v(p,q)) uma mudanga
de parametros. Entdo (X,1n,8) = (x,n,s)o¢: V — R3 x A é uma framed surface com
invariantes basicos a;, b;, €;, fi € g;, 1 =1, 2 dados por

(gt; %)(p,Q)ZCZ ZZ)(]?;Q)(EZ Z;)(cﬁ(p,Q))
(: I %)mq):(% “P)(zo,q)(el A gl)wmq».

fa 92 Ug Vg es fa 9o

Demonstracio. Primeiramente, note que t = i x 8 é dado por t(p, q) = t(o(p,q)). Agora
basta aplicar a regra da cadeia para X, Xy, Ty, Ny, Su, Su, ty € ty, € obtemos as equacoes
desejadas. O]

O seguinte resultado estuda o efeito de um difeomorfismo na imagem de x em R3,
obtendo uma nova framed surface. Como nao ¢ um resultado essencial para o desenvolvi-
mento deste trabalho, omitiremos a demonstracao.

Proposigao 4.15. ([7], Proposicao 4) Seja (x,n,s) : U — R? x A uma framed surface, e
¥ : R3 — R3 um difeomorfismo. Entdo existe uma aplicagio suave (n¥,s¥) : U — A tal
que (Y ox,n¥ s¥): U — R3 x A é uma framed surface.
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4.4 Curvaturas de framed surfaces

Nesta segao consideramos (x,n,s) : U — R3 x R?® x R? uma framed surface com
invariantes bésicos (G, Fi, F2). Com o intuito de estudar a geometria de uma framed
surface apresentaremos a seguir aplicagdes relacionadas as curvaturas Gaussiana e média
de uma superficie regular e definidas utilizando os invariantes béasicos de (x,n,s).

Suponhamos primeiro que x é uma superficie parametrizada regular com coordenadas
u, v e tomemos n como sendo sua aplicagdo normal de Gauss. Escrevendo n, e n, como
combinacao linear da base {x,,X,} como nas equagoes , temos

n, =a11Xy + a12Xy,
n, =a1Xy + a22Xy.
Substituindo x, e x, pelas combinagoes lineares de s e t obtidas em (4.1)), obtemos uma

representagao das derivadas parciais de n como combinagoes lineares da base {s, t}, dada
em forma matricial por

()= (o) () (3 »

Por outro lado, as equagoes (4.2)) fornecem outra maneira de expressar n, e n, como
combinagao linear de s e t, e como essa relagao é dada de maneira tnica, conclui-se que:

et fi )\ _(an a2\ (a1 b
<€2 f2>_<a21 a22> (az 62>' (4.7)

Pela suposicao de que x é regular, temos que a matriz G possui inversa dada por G~! =

1 ( b~ ) Multiplicando os dois lados da equagao (4.7) por G=! a direita,

det(g) —a9 aq
1 ( erbs — fraa —eiby + fran ) _ ( air a2 ) (4.8)

obtemos
det(G) \ e2ba — faas —ezbi + foay a1 a2

. [ an a . :
As equagoes (4.7)) e (4.8)) envolvem a matriz ( e >, que estd relacionada com as

Q21 G22
curvaturas Gaussiana e média da superficie como visto na observagao (2.29)), sendo uma
motivagdo para a seguinte definicdo para uma framed surface.

Definigao 4.16. A curvatura da framed surface é uma aplicagdo suave

OF = (JF,KF,HF) : U—>R3

JF:det<a1 bl), KF:det<€1 fl),

dada por:

es [
1 ar fi bi e
Hp = —= |det — det .
F 2 [ ¢ ( as fa ¢ by ez
Observagao 4.17. Pela condicao de integrabilidade (4.4)), temos Kr = g1, — ga,- &

A seguinte proposicao explicita a motivagao para a definicdo anterior, relacionando a
curvatura de uma framed surface com as curvaturas Gaussiana e média de uma superficie
regular.
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Proposigao 4.18. ([7], Proposicao 5) Com as notagdoes acima, se x € uma superficie
reqular, a curvatura Gaussiana K e a curvatura média H de x satisfazem

Demonstragio. Primeiramente, por propriedades de determinante, segue de (4.7) que
KF =K- JF, ou seja, K = KF/JF

Agora para a equagao (4.8)), calculando os tragos das matrizes obtemos a igualdade
(a1 fo — agfi — biea + baey)/Jp = (a1 + asg). Por outro lado:

a1f2 — azfi — biea + baey Zdet<a1 h > —det(il “ )
2

as f2 €2

Pela Observagao (12.29)), temos que H = —%(all + ags) e substituindo a igualdade obtida,
concluimos: i
1 ar fi b e 1 F
H=——|det — det -— ==
2 [ © ( a9 f2 ¢ bg €9 JF JF

As proposigoes a seguir fornecem critérios para que uma framed surface seja uma
imersdo. No que segue, supomos (x,n,s) : U — R3 x A uma framed surface e p € U.
Primeiramente obteremos uma condi¢do para que X seja uma imersao.

O

Proposigao 4.19. x : U — R?® ¢ uma imersdo (ou seja, x é uma superficie reqular), em
uma vizinhanga de p, se, e somente se, Jrp(p) # 0.

Demonstragio. Temos que x é uma imersiao p se, e somente se, X, X X,(p) é ndo nulo.
Como x,(p) = a1(p)s(p) + bi(p)t(p) e xu(p) = a2(p)s(p) + b2(p)t(p), X X xu(p) # 0 &

equivalente a (a1(p)s(p) + b1(p)t(p)) x (az(p)s(p) + b2(p)t(p)) # 0. Por propriedades de
produto vetorial

(a1(p)s(p) + bi(p)t(p)) x (az(p)s(p) + b2(p)t(p)) # 0 &

& (a1(p)ba(p) — a2 (p)bi(p))s(p) x t(p) # 0.

Pela defini¢ao de t, temos que s X t(p) = n(p), que é sempre nao nulo. Portanto, x é uma
imersao se, e somente se, 0 # a1(p)ba(p) — a2(p)bi(p) = Jr(p). O

Agora, a proxima proposicao fornece uma condigdo para que (x,n) seja uma imersao
de Legendre, isto é, x seja uma frente de onda.

Proposigao 4.20. ([7], Proposi¢ao 8) (x,n) : U — R3 x S? ¢ uma imersao de Legendre
em p se, e somente se, Cr(p) € nao nula.

Demonstragio. Suponhamos Cr(p) nulo e mostremos que (x,n) nao é uma imersdo. De
fato, temos que Jr(p) = 0, isto é, as colunas da matriz G sao multiplas, ou seja, existem
k1, ks € R tais que k¥ + k3 # 0 e ki(ay, az) + ka(b1, b2) = (0,0) em p. Analogamente, como
Kr(p) =0, existem hy, hy € R com h? + h3 # 0 e hy(er, e2) + ha(f1, f2) = (0,0) em p.
Para k; e h;, i = 1, 2, ao menos um elemento de cada um desses pares deve ser nao nulo.
Podemos simplificar essa condi¢do para os seguintes quatro casos: kihy # 0, kihy # 0,
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kohi # 0 ou kohy # 0. Suponhamos k1hy # 0. Nesse caso (ay,az) = —(ka/k1)(b1,b2) €

(e1,€2) = —(ha/h1)(f1, f2) em p.
Considere w; = —(ko/k1)s +t e wy = —(ha/h1)s + t, entdo x, = bjwy, X, = bowy,
n, = fiws e n, = fawy. Como wy, ws sdo vetores nao nulos, entao:

rank( X, Ny ) (p) = rank( biwy  frws ) (p) < 2 < det ( 2; 2 ) (p) = 0.

Xy Iy bowi  fows

Suponhamos entao que det < lb)l {Cl ) (p) # 0. Como Hp(p) = 0, temos:
2 J2

o=t )i (5) 0 J o= (e )ae (3 1)

Segue entao que
ko he ko ho
B TR TR

Por outro lado, pela condigao de integrabilidade (4.3)),

B a; e by fi [ kaho by fi
0—det< a4y e ) (p) + det ( by f, ) (p) = <k1h1 +1> det( by fo ) (p).

Portanto temos

kohs 02
1—0= 2
Wb, TV T e

+1=0= h3+hi=0,

by fi

o que é uma contradi¢do. Concluimos que det < by f ) (p) = 0, e segue que (x,n) nao
2 J2

¢ uma imersao. Os outros casos sao analogos.

Agora, se rank Xu M (p) < 2, entdo existem ki, ky € R, com k? + k3 # 0 e
ki(ay, b1, eq, f1) + ka(ag, by, ea, f2) = (0,0,0,0) em p. Substituindo essas relagoes em Cf,
temos Cr(p) ¢ nulo. O

Por tltimo, para que possamos obter uma condigao para que (x, n, s) seja uma imersao,
precisamos primeiro da seguinte definigao.

Definigao 4.21. A aplicagdo concomitante da framed surface (x,n,s) é a aplicagao
suave I : U — R® dada por:

I = (Cpdet [ @ 90 ) det O 9 ),
az g2 by g2
det(el gl),det<f1 gl),det<a1 “ >>
€2 go fo 92 ay €9
Finalmente, tendo definida a aplicacao concomitante de uma framed surface temos o

seguinte resultado.

Proposigao 4.22. ([7], Proposicao 9) (x,n,s) : U — R?* x A é uma imersiao em p se, e
somente se, Ip(p) é nao nulo.
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Demonstra¢io. Suponha que Ir(p) é nulo. Para que (x,n,s) seja uma imersao em p,
precisariamos que

rank(xu n“)(p)z?, ou rank(xu S“)(p)zZ, ou rank(n“ S“)(p)zQ

X’U n'U v S’U v S’U

Xy Iy
Xy Iy

)(p)<2-

Mostremos que rank( );“ Su > (p) < 2. Como Jp(p) = 0 e det < 21 gl ) = 0, entao
v v 2 2

existem ki, ko, hy, ho € R, tais que k? + k3 # 0, hi + h3 # 0, ky(a1,b1) + ka(az, by) = (0,0)
e hi(e1,ea) + ha(g1,92) = 0 em p. Como feito na demonstracao anterior, temos os quatro
casos k;h; #0, 14,7 =1, 2.

Suponha que ki1hy # 0. Entao (a1, az) = —(kao/k1)(b1,bs) e (e1,e2) = —(ha/h1)(g1, g2)
em p. Tomando wy = —(ka/k1)s +t e wy = —(hg, go)n + t entao:

rank < Xu S ) (p) = rank( brws - grw, ) (p) < 2 < det < Zl g ) (p) = 0.
2

Pela suposigao de que Cr(p) = 0, segue da Proposicao (4.20) que rank (

Xy Sy bowi  gawo

by g1

) (p) = 0, portanto, concluimos
by g2

Pela suposigao de que Ir(p) é nulo, entao det <

Su

que rank ( Xu

S ) (p) < 2. Os outros casos seguem de maneira analoga.
v v

n, S,

Agora para mostrar que rank ( ) (p) < 2 usamos o mesmo raciocinio, porém

n’l) S’U
€1 1

) (p) = 0. Portanto, se Ir(p) é nulo, (x,n,s)
€2 02

com as condigdes Kp(p) =0 e det (

nao é uma imersao.

X n s, (p) < 2. Isto

Suponha que (x,n,s) ndo é imersao em p, ou seja, rank (

significa que as linhas sdo multipas, ou seja, existem ki, ko € R tais que k? + k3 # 0
e ki(ay,by,e1, f1,g1) + kao(ag, ba, €2, fo,92) = 0 em p. Substituindo essas relagoes em I,
temos Ir(p) nulo. O

Note que se x é uma imersao, entdo (x,n) é uma imersao, e segue que (X, n,s) também
¢ uma imersao.

Observagao 4.23. Como visto nos pontos regulares, K = Kp/Jr e H = Hp/Jp, €
pela Proposicao , se (x,n) é uma imersdo em p, e p é ponto singular de x, entao
a curvatura Gaussiana K ou a curvatura média H de x deve ser divergente em p. Além
disso, se C'r(p) é nulo, entdo x é uma frontal, mas nao uma frente no ponto p. &

Exemplo 4.24. Estudamos abaixo as curvaturas das framed surfaces do Exemplo (4.8]).
(a) (Cuspidal edge) Utilizando os invariantes calculados no Exemplo (4.8))(a), segue
que Cr(u,v) é dado por:

3
Q2 44

Jr(u,v) =vvo? +4, Kp(u,v) =0, Hp(u,v)=

Note que Hr(u,v) # 0 para todo (u,v) € R? e assim Cr(u,v) é sempre nao nulo.
Portanto x é uma frente pela Proposicao (|4.20)).
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(b) (Rabo de andorinha) Utilizando os invariantes calculados no Exemplo (4.8])(b),
segue que Cr(u,v) é dado por:
1+ 5u? + du? + ub
201+ u? +ut)(1 4+ u?)
Note que Hp(u,v) # 0 para todo (u,v) € R?, logo Cr(u,v) é nao nulo para todo
(u,v) € R Portanto x é uma frente pela Proposigao (4.20)).

(c) (Cuspidal cross-cap) Utilizando os invariantes calculados no Exemplo (4.8))(c),
segue que Cr(u,v) é dado por:

JF(U,U) = 2(6U2+U) V1+u?+ U4, KF(U,U) = Oa HF(U,U) ==

3603
(405 + YuPv? + 4)3/2°

Jr(u,v) = vVdob + 9u2v? +4, Kp(u,v) = —

Su(5v® — 1)
400+ Que? + 4

Neste caso, Cr(0,0) = (0,0,0), ou seja, pela Proposi¢ao ([£.20)x é apenas uma frontal
em (0,0), assim como vimos no Exemplo (4.3)).

(d) (Cross-cap) Utilizando os invariantes calculados no Exemplo (4.8))(d), segue que
Cr(r,0) é dado por:

r?(2senf(sen® 0 + 1) + cos? 0 + 1)v/4r? sen § + 3sen? 6 + 1

Hp(u,v) =

9) —
Tr(r,9) 3sen?d + 1 ’
2sen?d
K 0) =
r(r,0) (472 sen* 6 + 3sen2 § + 1)2/3’
Hy(r,0) ~ 2cos O(—3r*sen® 0 + 8r?sen’ § + 3r? sen f + 3sen? 6 + 2)'

(4r?sen*d + 3sen?6 + 1)(2sen26 + 1)

Note que Cr(r,8) # (0,0,0) para todo (r,0) € R x R, pois Kr(r,0) = 0 se, e somente
se, § = nm, paran € Z, e quando 6 assume esses valores, Hp(r,nm) = 4 cos(nm) = +4 # 0.
Portanto x é uma frente, pela Proposigao (4.20)). &

No exemplo a seguir, continuamos o estudo de superficies de revolucao como framed
surfaces, iniciado no Exemplo (4.9)), calculando as curvaturas CE(t,0) e Cy(t, 6).

Exemplo 4.25. ([15], Proposicao 3.1 e 3.2) Sejam x, z as superficies de revolugao de
uma curva . No Exemplo (4.9) vimos que x e z e sdo framed base surfaces e calculamos
seus invariantes bésicos. Dessa forma, a curvaturas C% de x é dada por:

Jﬁt@de<_Zw ﬂ?”)z—ﬂwdm

0 41)
b(t) 0
0

0 =~ e Gy D) e (R0

= — S GO0) + BO)b(1)).

Analogamente a curvatura C% de z é dada por:

Jﬂﬂ@Z—ﬂﬂﬂ&f@@ﬁ%?ﬂﬁﬂ®7Hﬁt@Z;@@ﬂﬂ+6@M®)

K(t,0) = det (
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4.5 Superficies paralelas e focais de uma framed sur-
face

Na Secao apresentamos as superficies paralelas e o conjunto focal de uma super-
ficie regular, que pode ser composto de duas superficies focais. A seguir apresentamos
a construcao de superficies andlogas para uma framed surface qualquer, de modo que
coincidam com o caso regular.

Defini¢do 4.26. Seja (x,n,s) : U — R® x A uma framed surface. Uma superficie
paralela da framed surface, é a superficie x* : U — R3 dada por x*(u,v) = x(u,v) +
An(u,v), onde A € R.

A seguir verificamos que uma superficie paralela x* de uma framed surface (x,n,s), é

uma framed surface tal que n* =n e s* =s.

Proposigao 4.27. ([7], Proposi¢ao 13) Seja (x,n,s) : U — R? x A uma framed surface
com invariantes (G, Fi,Fs). Entio (x*,n,8) : U — R? x A é uma framed surface com
invariantes (G*, Fy, Fy), dados por

gA:gM(i; jﬁ;),ff:a,f;:fg.

Mais ainda, a curvatura Cp = (Jp, K, Hp) da framed surface (x*,n,s) é dada por

Jp=Jp —2HpA + Kp)?, Kp = Kp, Hp = Hp — Kp).

Demonstragio. Primeiramente mostremos que (x*,n,s) é uma framed surface. De fato,

como (X, n,s) é uma framed surface, os vetores n e s sao unitdrios. Calculando as derivadas
parciais de x*, temos

X0 (1, v) = Xy (u,v) + Ay (u,v) e x)(u,v) = X, (u,v) + An,(u,v),

entao
<X2<u> v),n(u,v)) = <X3(u> v),n(u,v)) = 0.

Logo, (x*,n,s) é uma framed surface.

Agora, como os campos de vetores sdo os mesmos, e F; e Fy s6 dependem de n e s,
entdo F) = F;, i = 1,2. De (4.1), (4.2) e das derivadas parciais calculadas anteriormente,
obtemos

X0 (u,v) = (ay(u,v) + ey (u,v))s(u, v) + (b1 (u,v) + My (u,v))t(u, v)

x)(u,v) = (ag(u,v) + Xea(u, v))s(u, v) 4+ (ba(u, v) + A fa(u, v))t(u,v),

o-os(14)

Note que a = a; + Xe;, b} = by + \fi, e} = e;, f = f; e g} = g; para i = 1,2. Entdo,
K3 = K e calculando J segue que:

portanto:

,])‘ — det a; + Aey by + )\fl _ a1bs + /\a1f2 + Abse; + /\261f2— _
F as + Aeg by + Afo —agby — Aagfi — Abjea — Neafi
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—det [P faer [ D) Caer (P ) ) pazaer (90 S 2
az by as fo by e s fo

= F—2Hp>\+KF)\2

Por tltimo, calculando H7, obtemos:
1 ay + de; f by +Af1 e
At 1 roJ 1 1 €1 _
Hr = 2 (det < ag + Aex  fa ) det ( by + Af2 €2 ))

1 a1 fi by e er fi
= —— | det — det — Adet =Hp — Kp)
2<e<a2 fz) e<b2 62)) e<€2 f2 r e
concluindo a demonstracao. O]

Expomos a seguir a definicao de superficie focal para framed surfaces. Relembramos
que para uma superficie regular x, com vetor normal n, podemos parametrizar as com-
. _ 1 L
ponentes da superficie focal por £(x)(u,v) = x(u,v) + mn(u, v),i=1,2, onde k; e ko
sao as curvaturas principais da superficie. Recordemos também que k; e ky sao solugoes
da equacao:

M —2HAN+K=0 (4.9)

onde H é a curvatura média de x, e K é a curvatura Gaussiana de x.
Considerando x como uma framed surface, temos pela Proposicao (4.18) que K =
Kr/Jr e H= Hp/Jp. Assim, para A nao nulo temos:

H K
MN_9H N+ K=0= ) _22 )\ 2 _ g
Jr Jr
HF1 KFl 1 1
1-2—— 4+ ——=0=J 2Hp— + Kp— = 0.
JF)\+<]F)\2 Ft F)\+ Fy

(4.10)

Portanto 1/k; e 1/ky sdo solugoes de KpA? —2Hp\ + Jp = 0. Dessa maneira, a definicao
pode ser estendida para uma framed surface qualquer, da seguinte maneira:

Definigao 4.28. Seja (x,n,s) : U — R? x R? x R? uma framed surface. Uma superficie
focal (ou evoluta) &(x) : U — R? da framed surface ¢ dada por

E(x)(u,v) = x(u, v) + A(u, v)n(u, v),
onde A(u,v) é solugdo da equacao
Kp(u,v)A\? — 2Hp(u, v)\ + Jp(u,v) = 0, (4.11)
para todo (u,v) € U.

Observacao 4.29. Quando estamos considerando superficie focal, estamos supondo que
K e H nao se anulam simultaneamente. Note que se Kg(u,v) = 0, para todo (u,v) € U,
temos apenas uma superficie focal quado Hp(u,v) # 0. Na Proposicao calculamos
a curvatura C3, e vimos que Jp = KpA? — 2Hp\ + Jp. Portanto, se x* é singular em
(ug, Vo), isto é, Jp(ug,vo) = 0, entdo x*(ug, vy) pertence ao traco de uma superficie focal
de x. &
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Exemplo 4.30. Considere a superficie x : R> — R? dada por x(u, v) = (u,v?,v*). Vimos

nos Exemplos (4.3) e (4.24]) que o campo de vetores normais n e a curvatura Cr de x sdo
dados por

n(u,v) = (1/vV/9v? +4)(0, —3v, 2)

Crlu,v) = (Jp(u,v), Kr(u,v), He(u,v)) = (0v/902 1 4,0,3/(90% + 4)).

Como Kp(u,v) = 0 e Hp(u,v) # 0 para todo (u,v) € R?, entdo existe apenas uma
superficie focal de x. Concluimos portanto que a funcdo A : R?> — R, que é solucao da
equagdo (4.11)), é dada por A(u,v) = (v(9v* + 4)2)/6. Portanto a superficie focal de x ¢
dada por:

E(x)(u,v) = x(u,v) + Au, v)n(u,v)

9v? + 4
= (0%, 0%) + 2

(0, —3v%, 2v) (4.12)
L4 oy 4o 3
= (u,—ﬁ(Qv +2v ),§(3v —|—v)>.

Observe que assim como a 3/2-cuspidal edge x é dada por (u,v(v)), onde y(v) = (v?,v?)
¢ a 3/2-cuspide, sua superficie focal é dada por (u,E(y)(v)), onde

£(7)(v) = (—%(9114 +20?), 3(303 +0))

¢ a evoluta de v, obtida no Exemplo (|3.28)). &

Figura 4.2: Na esquerda temos a superficie x (3/2-cuspidal edge) e duas de suas superficies
paralelas. No centro temos x e sua superficie focal. A direita temos todas superficies
simultaneamente. Fonte: Elaborada pelo autor.



5 Supertficies de Revolucao de
Frontais

Neste capitulo utilizamos os conceitos estudados nos capitulos anteriores para estu-
darmos superficies de revolucao de frontais do ponto de vista de framed surfaces, como
visto nos Exemplos e , onde a curva geratriz serd uma curva de Legendre. Ao
longo do capitulo utilizaremos notagoes de capitulos anteriores. A principal referéncia
deste capitulo ¢ o artigo [15].

5.1 Resultados iniciais

Nesta se¢do iremos considerar um intervalo I da reta e (y,v) : I — R? x S! uma curva
de Legendre com curvatura (¢, ). Denotando ~(t) = (z(t),2(t)) e v(t) = (a(t),b(t)),
como no Exemplo , temos as relagoes dadas nas equagoes . Além disso, como
v(t) € S, para todo ¢, entdao existe uma funcio suave ¢ : I — R tal que a(t) = cos (),
b(t) =senp(t) e ¢'(t) = £(t).

Consideremos R? C R? como sendo o plano (z, 2) no espaco (, v, z). Vamos considerar
as superficies de revolugdo em torno do eixo x e em torno do eixo z, cuja curva geratriz
¢ a frontal . Denotando essas superficies por x,z : I x [0,27) — R3, respectivamente,
temos

x(t,0) =(x(t), z(t) cos 0, z(t) sen 0),
z(t,0) =(x(t) cos O, z(t) sen b, z(t)).

Vimos no Exemplo que essas aplicacoes sao framed base surfaces, apresentando
seus campos de vetores n”, s*, n® e s* que satisfazem as condigoes para que (x,n”,s%) e
(z,n*,s%) sejam framed surfaces e além disso calculamos seus invariantes béasicos. Também
calculamos suas curvaturas C% e C% no Exemplo ([£.25). Os dois préximos resultados
resumem o que obtemos naqueles exemplos.

Proposicao 5.1. ([15], Proposicao 3.1) Com as notagoes acima, (x,n%,s*) : I x[0,27) —
R3 x A é uma framed surface com invariantes bdsicos

0 0 )
g _<—z(t) 0 )7]:1_ _O(t) 8 8 7
0 bt) 0
;= —b(t) 0 —aft) [,
0 a(t) O

onde n*(t,0) = (—a(t), —b(t) cos 8, —b(t) send) e s*(t,0) = (0,send, — cosh).

95
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Além disso, a curvatura C% = (J&, K&, HE) : I x [0,27) — R? ¢ dada por JE(t,0) =
—B(t)2(t), Ki(t,0) = —b(t)l(t) e Hi(t,0) = —5(2(t)((t) + B(1)b(?)).

Proposigao 5.2. ([I5], Proposicao 3.2) Com as notagoes acima, (z,n%,s%) : I x[0,27) —
R3 x A é uma framed surface com invariantes bdsicos

0 0 —)
o=y 0" )7 o o )
0 —a(t) O
Felar) o b |,
0 —b{t) 0

onde n*(t,0) = (a(t) cos 0, a(t)sen,b(t)) e s*(t,0) = (sen b, — cosb,0).
Além disso, a curvatura C% = (Jz, K&, HZ) : I x [0,27) — R3 € dada por J&(t,0) =
—B(t)x(t), Ki(t,0) = —a(t)(t) e Hi(t,0) = 5(z(t)e(t) + B(t)a(t)).

Utilizando as curvaturas calculadas para as superficies x e z, podemos verificar para
quais pontos (¢,0) € I x|0,27) essas superficies serao singulares, através do critério obtido
na Proposicao . Dessa maneira, x é singular em (¢, 0) se, e somente se, JE(t,0) =
—B(t)z(t) = 0, isto é, se a curva geratriz 7 é singular em ¢ (4(¢) = 0) ou cruza o eixo de
rotagdo de x (z(t) = 0). Analogamente, z é singular em (¢, §) quando v ¢é singular em ¢ ou
cruza o eixo de rotacao de z. Podemos observar que tanto C% quanto C'z nao dependem
de 6, ou seja, sao constantes ao longo de um paralelo, assim como vimos na Proposicao
([2-40), entdo se x ou z for singular em (to,6p), também serd singular em (to, ) para
todo #. Quando nao houver duvida, iremos denotar J§(t,6), Ji(t,0), KE(t,0), Ki(t,0),
HE(t,0) e H(t,0) por JE(t), Ji(t), KE(t), Ki(t), HE(t) e Hi(t), respectivamente.

Pelos calculos feitos, as curvaturas das framed surfaces (x,n* s%) e (z,n*, s%) se relaci-
onam diretamente com a curvatura (¢, 5) da frontal -y, ambas importantes para verificar se
uma aplicagao é frente ou apenas frontal, conforme a Observacao (3.9)(a) e a Proposigao
, nos permitindo relacionar esses resultados através da seguinte proposicao.

Proposicao 5.3. ([15], Proposigao 3.3) Nas notagdes anteriores, valem:

(a) As superficies de revolugio x e z sio frontais mas nao frentes em (ty,0) se, e somente
se, v € uma frontal mas nao uma frente em ty.

(b) A superficie de revolugao x ou a superficie de revolug¢do z € uma frente se, e somente
se, v € uma frente.

Demonstragio. (a) Primeiramente suponhamos x e z sdo frontais mas nao frentes em
(to,0), isto é, (x,n”) e (z,n*) ndo sdo imersodes de Legendre nesse ponto. Pela Proposigao

(4.20) segue que C% e C% se anulam em ¢y e, portanto, das Proposicoes (5.1) e (5.2)),

obtemos:
B(to)z(to) =0, b(to)l(to) =0, ;(Z(to)f(to) + B(to)b(to)) = 0, (5.1
B(to)z(to) = 0, a(to)l(ty) =0, ;(l’(to)g(to) + B(to)a(to)) = 0.

Se ((ty) # 0, teriamos por (5.1)) que a(tg) = b(ty) = 0, o que contradiz v(ty) = (a(ty),b(ty)) €
S!, portanto £(to) = 0. Logo, novamente por (5.1)), obtemos que 3(t) = 0, ou seja, (¢, 3)
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se anula em t e, pela Observagao (3.9))(a), conclui-se que 7 é uma frontal mas nao frente
em tg.

Suponhamos agora que < é uma frontal mas ndo uma frente em tg, isto é, ((ty) =
B(ty) = 0. Segue que

JE(to) = — Blto)=(to) = 0, Ji(to) = —Blta)z(te) = 0,
K2 (to) = — b(ta)(to) = 0, K(to) = —a(to)((to) = 0,
HE(to) = — ~ (=(t0) (to) + Blto)b(t0)) = 0,

2
Hix(10) =5 (1) (1) + Bl1o)alo)) = 0.

Portanto, pela Proposi¢ao segue que (x,n%) e (z,1n*) nao sao imersoes em (tg, ),
isto é, x e z nao sao frentes.

(b) Pela Observagao (3.9))(a) e pela Proposicao , basta mostrar que a curvatura
(¢, B) da curva 7 é nao nula se, e somente se, pelo menos uma das curvaturas C% e C% é
nao nula.

Suponhamos primeiramente que (¢, 3) é ndo nula. Entao, para cada t € I, £(t) # 0 ou
B(t) # 0. Se £(t) # 0, entdo como K§(t) = ( (), Ki(t ) = —a(t)l(t) e (a(t),b(t)) #
(0,0) concluimos que K§(t) # 0 ou Ki(t) # 0, ou seja, C% é nao nula ou Cf é nao
nula em t. Se ((t) = 0, temos [(t) # 0, HE(t) = % e Hp(t) = B(t) (). Como
(a(t),b(t)) # (0,0) concluimos que HE(t) # 0 ou Hi(t) # 0, ou seja, CF é nao nula ou
C% é nao nula em ¢.

Reciprocamente, suponhamos que pelo menos uma das curvaturas C% e C}. seja nao
nula em ¢, para todo ¢. Pela Proposi¢ao (£.19), se (¢,6) é um ponto regular da superficie
x ou da superficie z, sabemos que 7 é regular em ¢, entao 3(t) # 0. Portanto (¢, 5)(t) #
(0,0).

Agora se t é um ponto singular de x e de z simultaneamente, temos que JE(t) =
—B(t)z(t) =0e Ji(t) = —p(t)z(t) = 0. Se f(t) # 0, ja obtemos (¢, 5)(t) # (0,0). Agora,

se 5(t) = 0, as curvaturas Cg(t) e Ch(t) sdo dadas por:

CE(t) = (o, _b(t)e(e), —Z(t);(t)> — o) (o, _b(1), ft)) ,
Ci(t) = (o,—a(t)e(t),“”(t)w> — 0(t) (0,—a(t), GO

2 2

Por hipétese, C%(t) # (0,0,0) ou C3:(t) # (0,0,0), portanto £(t) # 0, ou seja, (¢, 5)(t) #
(0,0). O

Para o préximo resultado, recordemos o conceito de ordem do zero de uma funcao
definido no Capitulo [2], isto é, um ponto ¢y é um zero de ordem k + 1 de uma fungio f se
flto) = f'(to) = - = f®(to) = 0 e f*HD(tg) #0.

Em uma curva de Legendre (v, v) com curvatura (¢, 8), temos que ord(5)(ty) > 1 em
um ponto singular ¢, de 7, pois G(ty) = 0. O seguinte resultado mostra que podemos
verificar se v é uma frente, utilizando a ordem das fun¢des coordenadas de v.

Proposigao 5.4. ([I5], Proposicio 3.20) Sejam (vy,v) : I — R? x S' uma curva de
Legendre, onde v(t) = (x(t), 2(t)) e v(t) = (a(t),b(t)), e a : [ = R uma fungao suave tal
que K7(t) = a(t)Ji(t). Suponhamos que x(to) # 0 e a(ty) # 0 em um ponto singular tg
de . Entdao sao vdlidos:
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(a) Se a(ty) # 0, entdo vy é uma frontal mas nao uma frente em t.
(b) A frontal vy € uma frente em ty se, e somente se, ord(a)(ty) = ord(5)(to).

Demonstragio. Note que estamos nas hipdteses do item (a) do Teorema (5.10), K% (t) =
a(t)Jg(t), isto é, —(t)a(t) = —a(t)B(t)x(t). Se a(ty) # 0, entao

_al)sal)
a(t)

em uma vizinhanga de to. Como [(ty) = 0, pois ¢ty é um ponto singular de v, entdo
(¢, B)(ty) = (0,0). Portanto v é uma frontal, mas ndo uma frente em ty, e segue que é
valida a afirmagao (a).

Se a(ty) = 0, entao ord(a) > 1. Sejam ord(a)(ty) = m + 1 e ord(S)(ty) = n + 1 para
m e n inteiros positivos. Pelo Lema de Hadamard , existem funcgoes suaves a e B em
torno de t, tais que a(to) # 0, b(to) # 0, a(t) = (t — to)™ 1 a(t) e B(t) = (t — to)" T A(t).
Se m > n, entdo (t — o)™ "a(t)l(t) = a(t)B(t)z(t). Segue que a(to)B(to)z(te) = 0, 0 que
¢ um absurdo, logo n > m. Isolando £(t), obtemos

(t — to)" ™ a(t) B(1)(1)
a(t) '

(1)

0ot) =

Portanto a frontal v é uma frente em tg, isto é, £(to) # 0 se, e somente se, n = m, isto é,
ord(a)(tg) = ord(B)(to). O

Corolario 5.5. Nas hipoteses da Proposicao , valem:

(a) Sea(ty) #0, entao x e z sao frontais mas nao frentes em (to, ), para todo 6.

(b) Seord(a)(ty) = ord(B)(ty), entdo x € uma frente ou z é uma frente.
Demonstracao. Basta aplicar as Proposicoes e para obter o resultado. O]

Observagao 5.6. Na demonstragao do item (b) da Proposigao ((5.3)), consideramos o caso
em que (tp,0) é um ponto regular de pelo menos uma das superficies de revolugao e o
caso em que (tp,f) é um ponto singular tanto de x quanto de z. Para que o primeiro
ocorra, vy precisa ser regular e pode cruzar apenas o eixo x (z é regular), apenas o eixo
z (x é regular) ou nenhum dos eixos (ambas sdo regulares) (Figura (5.1))). Agora para
que o segundo caso ocorra temos mais possibilidades. Se v for regular em ¢;, entao deve
cruzar ambos os eixos simultaneamente, isto é, cruza-los na origem. Se < for singular,
entdo pode nao cruzar nenhum eixo em ¢, cruzar apenas um dos eixos, ou cruzar ambos

os eixos simultaneamente (Figuras (5.2) e (5.3)). O
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Superficie x

Figura 5.1: Esquerda: Superficies de revolucao x e z de uma curva que nao cruza nenhum
dos eixos. Centro: Superficies de revolucao x e z de uma curva que cruza o eixo x. Direita:
Superficies de revolugao x e z de uma curva que cruza o eixo z. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Y Regular

Superficie x Superficie z

Figura 5.2: Superficies de revolugdo x e z de uma curva regular que passa pela origem.
Fonte: Elaborada pelo autor.

7Y Singular

Superficie x

0 oY <

Superficie z

Figura 5.3: Esquerda: Superficies de revolugao x e z de uma curva singular que nao cruza
nenhum dos eixos. Centro: Superficies de revolucao x e z de curvas que cruzam o €ixo z e
o eixo x, respectivamente. Direita: Superficies de revolucao x e z de uma curva singular
que cruza ambos os eixos simultaneamente. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como vimos, em um ponto (¢,6), as superficies de revolu¢ao x e z podem ser ambas
singulares, ambas regulares ou uma singular e a outra regular. Dessa maneira, nao po-
demos, em geral, relacionar essas superficies utilizando difeomorfismos. A proposicao a
seguir nos fornece as condic¢oes, e a construcao da curva geratriz para que x e z sejam
congruentes como framed surfaces, isto é, satisfacam as condi¢oes da Defini¢ao .

Proposigao 5.7. ([15], Proposicio 3.4) Seja (v,v) : I — R* x S' uma curva de Legendre
com curvatura (¢,3). Sejam x e z as superficies de revolugio de . Entdo (x,n” s%) e
(z,n?% 8*) sao congruentes como framed surfaces se, e somente se, a curva de Legendre
(v,v): I — R?* x S é dada por

() = (i/\}iﬁ(t)dt,i/;ﬁﬁ(t)dt), u(t) = (ié;é)

Demonstragio. Pelo Teorema (4.13)), (x,n”,s") e (z,n*, s%) sao congruentes como framed
surfaces se, e somente se, (G, F{', F¥) e (G*, Ff, Fi) coincidem, isto é, (G*, F{', F¥)(t,0) =
(G*, Ff, F7)(t,0) para todo (t,0) € I x [0,27). Escrevendo em forma matricial obtemos:

( 0 —6<t>)=< : _W))? o 00 |={0 0 o)

(t) 0 0 (t)y 00
0 o) 0 0 —a(t) 0
—b(t) 0 —a(t) | =1 a(t) 0 bt
0 a(t) O 0 —bt) O
Portanto z(t) = z(t), {(t) = 0 e a(t) = —b(t) para todo t € I. De {(t) = 0 para

todo t, segue que a(t) e b(t) sdo constantes e, como a(t)? + b(t)? = 1 com a(t) = —b(t),
obtemos v(t) = (i%, :F%) Por tltimo, de 2'(t) = —5(t)b(t) e Z/(t) = B(t)a(t) obtemos
~v(t) = (z(t), 2(t)) por integragao. O

No capitulo anterior apresentamos os teoremas de existéncia e unicidade para framed
surfaces utilizando os invariantes basicos. Para o caso especifico de superficies de revolugao
podemos também garantir a existéncia e unicidade da curva geratriz.

Teorema 5.8. ([15], Teorema 3.5) Sejam (G*, Fy, Fy) e (G, Fi,F5) dados nas propo-
sicoes (b.1)) e (5.2), de modo que '(t) = —p(t)b(t), 2'(t) = B(t)a(t), a'(t) = —L(t)b(t),
V(t) = L(t)a(t) e a(t)>+b(t)* = 1. Entdo existe uma tnica curva de Legendre (y,v) : [ —
R? x S' com curvatura (¢, ) tais que os invariantes bdsicos das superficies de revolugdo
de v em torno dos eizos x e z sio (G*, F{, Fy) e (G*, Fi, F§) respectivamente.

Demonstra¢io. Para provarmos a existéncia basta definir v(t) = (z(t),2(t)) e v(t) =
(a(t),b(t)). Entao (v,v) é uma curva de Legendre com curvatura (¢, ) cujas superficies
de revolugdo x e z em torno dos eixos x e z, respectivamente, tem invariantes basicos
dados por (G*, F{, F5) e (G*, Ff, F3).

Por fim, suponhamos que exista outra curva de Legendre (7, 7) satisfazendo o resul-
tado. Pelo Teorema , como sua curvatura também é (¢, 5), entao (7, V) é congruente
a (7, V), isto é, existem uma rotagdo A por um angulo « e uma translagdo p = (¢, d) tais
que ¥(t) = A(v(t)) +p = (cos(a)z(t) + sen(a)z(t), —sen(a)x(t) + cos(a)z(t)) + (¢, d).
Calculando a superficie de rotagao x de ¥ em torno do eixo x, obtemos:

X(t,0) =(cos(a)z(t) + sen()z(t) + ¢, (— sen(a)x(t) + cos(a)z(t) 4+ d) cos b,
(—sen(a)z(t) + cos(a)z(t) + d) sen ).
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Portanto, o invariante basico G de x é dado por:

E\ —(cos(a)z(t) + sen(a)z(t) +¢) 0 )’
que nao coincide com G%, o que é um absurdo. Portanto (v, r) é tnica. O

A partir deste ponto os resultados serdo estudados para apenas a superficies de revo-
lugdo z da frontal v, mas resultados analogos podem ser demonstrados para a superficie
X.

5.2 Superficies de revolucao com curvatura dada

Para superficies de revolucao regulares, vimos na Proposicao que os meridianos
e paralelos sdo linhas de curvatura, isto é, s@o as curvas de curvaturas méaxima e minima
passando por um ponto da superficie. Como os paralelos sao circunferéncias, sua curvatura
é constante e nao nula, ja os meridianos sao congruentes a curva geratriz, logo tem a mesma
curvatura. Denotando as curvaturas méxima e minima (ou curvaturas principais) em um
ponto p por ki(p) e ka(p) e a curvatura Gaussiana por K(p), temos que K(p) = ki (p)ka(p).

A partir disso, se uma superficie de revolugao regular tem curvatura Gaussiana identi-
camente nula, segue que alguma das curvaturas principais ¢ nula. Como mencionado, os
paralelos tem curvatura nao nula, logo os meridianos tém curvatura identicamente nula,
ou seja, a curva geratriz tem curvatura nula e portanto ¢ parte de uma reta. Este mesmo
resultado estd enunciado abaixo para superficies de revolucao singulares, utilizando a
curvatura C}. da framed surface z.

Proposicao 5.9. ([I5], Proposigao 3.7) Se Ki(t,0) = 0 para todo (t,0) € I x [0,27),
entdo vy € parte de uma reta.

Demonstragdo. Por hipotese e pela Proposicao (5.2)), a(t)¢(t) = 0 para todo ¢ € I. De-
rivando essa igualdade, obtemos b(t)¢?(t) + a(t)¢'(t) = 0. Se £(t) # 0, segue da primeira
igualdade que a(t) = 0 e, substituindo na segunda equagao, concluimos que b(t) = 0, con-
tradizendo o fato que a(t)* + b(t)> = 1, uma vez que v(t) = (a(t),b(t)). Portanto £(t) = 0
para todo t € I. Logo a(t) e b(t) sdo constantes, ou seja, v é parte de uma reta. O]

Pela Proposicdo (.9), as superficies de revolugdo de uma frontal que satisfazem
K%(t,0) = 0 para todo (t,0) € I x [0,27) sdo dadas apenas por partes de um cone,
de um cilindro, de um plano, ou de uma reta. Se v é parte de uma reta transversal ao
eixo z, temos o primeiro caso. Se 7 é parte de uma reta paralela e ndo coincidente ao eixo
de revolugao, temos o segundo caso. Se v é perpendicular ao eixo de revolugdo temos o
terceiro caso. Por ultimo, se v esta contida no eixo de revolugao temos o quarto caso.

Na Proposicao (5.9) caracterizamos todas as superficies de revolucao de frontais com
curvatura K7 identicamente nula. A seguir consideramos casos gerais, isto ¢, quando
¢ dada alguma das curvaturas K7, Hj ou Ji. Comegamos pelo caso em que é dada a
curvatura K.

Teorema 5.10. ([15], Teorema 3.8) Seja (v,v) : (I,ty) — R? x St um germe de curva de
Legendre com y(t) = (xz(t), 2(t)) e v(t) = (cos p(t),sen p(t)) com curvatura (¢, ).
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(a) Sep:(I,tg) = R éum germe de fungio real analitica e é dado um germe de fungdo
suave a : (I,ty) — R tal que Ki(t) = a(t)Ji(t) e a(t)B(t)(t — to)* é uma fungdo
real analitica em torno de toy, entdo z(t) € uma solugao de

Bt)x"(t) — B'(t)a'(t) + a(t)3°(t)a(t) = 0

em torno de tg,

I=

=+ [ B(1) (1 - (/a(t)ﬁ(t)x(t)dt)2> Cdt

cos (t) = + <1 _ ( / a(t)ﬁ(t)x(t)dtf)é senp(t) = [ a()e)a(tydr

(b) Suponha que x(ty) > 0 e que sio dados germes de fungoes suaves J, K : (I,to) — R
satisfazendo Ji(t) = J(t) e Ki(t) = K(t). Entdo a curva de Legendre (v,v) € dada
por

cosgp(t):i<1—</K dt>2>2 sen(t) = - [ K(t)a

Demonstragio. (a) Pela Proposicao (5.2)), K7 (t) = —¢'(t) cos(t) e Ja(t) = —B(t)z(t).
Assim, ¢/(t) cos p(t) = a(t)B(t)x(t). Das equagoes temos z/(t) = —f(t)senp(t) e
segue que z”(t) = —f3'(t) sen ¢(t) — a(t)3%(t)z(t). Logo, multiplicando essa igualdade por
B(t), B(t)x"(t) = B'(t)a'(t) — a(t)33(t)z(t), ou seja, x(t) satisfaz a EDO linear de segunda
ordem dada por B(t)x”(t) — B'(t)z'(t) + «(t)B3(t)z(t) = 0. Homogenizando a EDO, e
observando que (t — to)3'(t)/B(t) e a(t)B?(t)(t — tg)* sdo analiticas, temos que to é um
ponto singular regular da EDO. Portanto, pelo método de Frobenius, existe uma solugao
x(t) em torno de t.

Como (d/dt)(sen(t)) = ¢'(t) cos p(t) = a(t)B(t)x(t), e cosp(t) = £(1 — sen?(t))?,

entao:

NI

1

sen (1) = / a($)B(D)x(t)dt, cosp(t) = + <1 _ ( / a(t)@(t)x(t))2> -

Além disso, como 2'(t) = B(t) cos (t), temos

_ /5@) cos () dt = i/ﬁ(t) (1 _ (/a(t)ﬁ(t)x(t)f)é dt.

(b) Temos que J(t) = Ji(t) = —p(t)x(t) e K(t) = Ki(t) = —¢'(t) cos(t). Logo,
(d/dt)(sen p(t)) = ¢'(t) cos p(t) = —K(t) e assim

sen ot /K £)dt, cos p(t (1—(/[( dt)) .
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Além disso, pelas equagoes (3.1), 2'(t) = —p(t)senp(t) e 2/(t) = B(t) cosp(t), e segue

que F:
d 2 /

Portanto, como x(ty) > 0, temos que em torno de to, = ( ) é dado por:

- (-2 [ ( / K(t)dt) dt)é

Ainda, como x(t) > 0 em torno de ty, temos 2'(t) = —(J(t)/x(t)) cos p(t) e assim
A(t) = :F/ ; (1-(/}( >2> dt.

Observacgao 5.11. Se v é uma curva de Legendre nas condi¢des do teorema anterior,
podemos obter critérios para que vy seja uma frente, através da Proposigao ((5.4)). &

]

Em [II] os autores obtém superficies de revolugdo singulares com curvatura média
prescrita e nao limitada. A seguir apresentamos um resultado semelhante ao provado em
[T1] para superficies de revolu¢ao com curvatura média dada, porém utilizando a curvatura
C% e as notagoes de curva de Legendre e framed surfaces usadas neste trabalho.

Teorema 5.12. ([15], Teorema 3.9) Seja (v,v) : (I,t5) — R? x S' um germe de uma
curva de Legendre com ~y(t) = (z(t),z(t)) e v(t) = (cosp(t),senp(t)) com curvatura
(¢, B). Suponha que z(ty) > 0. Se 5 : (I,tg) = R é um germe de funcio e existe um
germe de fungao o : (I,ty) — R tal que HE(t) = a(t)JE(t), entao (v,v) € dado por

z(t) = (F2(t) + G*(1))7, =(t / pi) () senn(t) — G(t) cosn(t))dt (5.2)
_ F(t)senn(t) — G(t)cosn(t) _ F(t)cosn(t) + G(t)senn(t)
cos p(t) = o0 , senp(t) = o0 :
onde

/ﬁ cosn(t)dt, G(t) /ﬁ senn(t)dt, n(t :/

Demonstragdo. Pela Proposicao (5.2), Hi(t) = (1/2)(¢(t)z(t) + B(t) cos p(t)) e Ji(t) =
—B()x(t). Como Hi(t) = a(t)Ji(t), entdo ' (t)x(t) + B(t) cosp(t) = —2a( )B(t)x(t).
Multiplicando ambos os lados desta equagio por cos ¢(t) e por sen p(t), temos
©'(t) cos p(t)a(t) + B(t) cos p(t) = —2a(t)B(t)z(t) cos p(t),
¢ (t) sen p(t)z(t) + B(t) cos @(t) sen @(t) = —2a(t) B(1)x(t) sen ().
Defina X (t) = z(t) sen p(t) + iz(t) cos p(t), onde > = —1, entdo pelas equagoes (4.5)),

X'(t) = — B(t) sen® p(t) + @' (t)x(t) cos p(t)
( (t) cos p(t) sen p(t) + ¢'(t) sen p(t)x(t))
B(t) + B(t) cos® p(t) + ¢ (t)a(t) cos ¢(t)
(B(t) cos p(t) sen p(t) + ¢'(t) sen p(t)x(t))
(0—204() (t)(x(t) cos p(t) + ix(t) senp(t))
B(t) + 2ia(t)B(t) X (t).
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Uma solugao para a equagao diferencial ordinaria linear de primeira ordem obtida, isto é,

X'(t) = 2ia(t)B(t) X (t) = —5(t), é dada por X (t) = (F(t) —iG(t))(cosn(t) + isenn(t)),
conforme os artigos [I1] e [I5], onde

/ﬁ cosn(t)dt, G(t /6 senn(t)dt, n(t —2/ (5.3)
Pela igualdade de niimeros complexos, segue que
x(t) cos p(t) = F(t)senn(t) — G(t) cosn(t)
2(t) sen (1) = F(t) cosn(t) — G(t) sen (),
entao 2%(t) = F2(t) + G2(t). Como z(ty) > 0, temos

v(t) = (F2(t) + G2(0))
F(t)senn(t) — G(t) cosn(t)

et =0 ’ 5.4
sen o(t) = F'(t) cos 77(75>x‘(|;)G(t) senn(t) |

em torno de tg. Além disso, como 2/(t) = () cos ¢(t), segue por integragdo que

>=/§gwwwm@—ewmwwMu

concluindo a demonstragao do teorema. O

Observacgao 5.13. Considere a curva de Legendre (7, v) obtida no Teorema ({5.12)) com
curvatura (¢'(t), 4(t)). Derivando a segunda equagao de (5.4)), obtemos:

sty =10 + HOF Q) cosnt)a
_(G/(0) cosnlt) + Goy () sen (1)) (1)
(1)
(F(t) senn(t) = G(t) cosn(t))5(¢)

+ (1) sen ¢(t).

De obtemos F'(t) = —p(t)cosn(t), G'(t) = —5(t)senn(t) e n'(t) = 2a(t)5(t).

Assim:

(0 sen ) = (2a(0) + TR LGOI 0 ),

Portanto, ¢'(t) = —B(t)A(t), onde

F(t)senn(t) — G(t) cosn(t)
7*(t) '

A(t) = 2a(t) +

Concluimos assim que a curvatura (¢, 5) se anula em um ponto singular ¢, de 7, ou seja,
~v é uma frontal mas ndo uma frente em ¢y, pela Proposicao . Além disso, pela
Proposigao (5.3), z também é uma frontal mas ndo uma frente.O caso em que v é uma
frente foi tratado em [I1]. O
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O préximo resultado também tem como objetivo construir a curva geratriz a partir de
informacoes dadas para a curvatura C', da superficie z. Nele temos um caso onde apenas
¢ dada a fungao J7 e outro onde temos apenas H7.

Teorema 5.14. ([15], Teorema 3.11) Seja (v,v) : (I,ty) — R* x St um germe de curva
de Legendre com ~(t) = (z(t), 2(t)) e v(t) = (cos p(t),sen p(t)) com curvatura (¢, 3).

(a) Suponha que x(tg) > 0 e seja J : (I,tg) — R um germe de fungio suave tal que
J(t) = Ji(t). Entao v é dado por

z(t) = (2/](75) sen gp(t)dt)é , 2(t) = — / iégcos o(t)dt.

(b) Suponha que cosp(ty) # 0 e seja H : (I,ty) — R um germe de fungao suave tal que
H(t) = Hi(t). Entao v € dado por
1
o(t) = (— [2m) sencp(t)dt), (1) = [H() - @ (a(t))d.

cos ()

Demonstragio. (a) Pela Proposi¢ao (5.2), J(t) = —p(t)x(t). Além disso, temos que
2'(t) = —B(t) sen ¢(t). Calculando a derivada de z?(t), obtemos:

d

ﬁxQ(t) = 2x(t)2'(t) = —2x(t)(t) sen p(t) = 2J(t) sen o(t).

Logo
22(t) = 2 / () sen (1) dt.

Como z(tg) > 0, entdo

o(t) = (2 7w sengo(t)dt) :
Além disso, como 2'(t) = B(t) cos p(t) e B(t) = —J(t)/z(t), obtemos:
__ I
2(t) = — / MCOS (t)dt.
(b) Por hipétese, 2H (t) = ¢’ (t)z(t) + B(t) cos (t). Logo
cos p(t)x' (t) = —B(t) cos p(t) sen p(t) = sen p(t)' (t)x(t) — 2H (t) sen (1),

ou seja,
cos (t)x'(t) — ' (t) sen p(t)z(t) = —2H (t) sen (1),

e assim,

jt cos p(t)x(t) = —2H (t) sen p(t).
Como cos p(tg) # 0, conclui-se que
1
") = (—2 JEQ sengp(t)dt) .

Agora para z(t), temos que 2/(t) = [(t)cosp(t), e f(t) = (2H(t) — ¢’ (t)x(t))/ cos p(t),
portanto:

() = [2HE) = ¢ (D)t
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Exemplo 5.15. (a) Sejam S, : (0,7) — R fungoes reais dadas por [(t) = cotgt e
a(t) = —1. Note que essas fungoes estao nas condi¢oes do Teorema ((5.10))(a). Entao
a funcao coordenada x é dada pela solucao da equacao a seguir.

cos(t) N 1 ) cos(t) (4] —
sen(t) )+ sen?(t) (*) sen?(t) (t)=0= (5.5)
sen”(t) cos(t)z” (t) + sen(t)z' (t) — cos®(t)x(t) = 0.

Dessa maneira, x(t) = sen(t) satisfaz (5.5) e, com isso, a fungdo coordenada z é
dada por

z(t) = cos(t) + In(tg(t/2))

, ou seja, y(t) = (z(t),2(t)) é uma tractriz. Portanto, a superficie de revolucao
z: (0,7) x (0,27) — R? da curva 7 é a pseudo-esfera dada por

z(t,0) = (sen(t) cosf,sen(t)send,cos(t) + In(tg(t/2))).

¥

Figura 5.4: Tractriz v, a esquerda, e pseudo-esfera z, a direita. Fonte: Elaborada pelo
autor.

(b) Seja a(t) uma fungao satisfazendo H7(t,0) = «a(t)J7(t,0) para a superficie de re-
volucao z(t,d) da curva de Legendre v(t) = (z ( ) 2(t)). Se ¢1, ¢ € R sao os valores
iniciais das fungoes F(t) e G(t ) dadas em ), B(t) =t e a(t) = 0 para todo
t € [0,27) entdo, pelo Teorema , a frontal fy( ) é dada por:

v(t) = ( (crt2/2)2 4+ c3,—c*In (—201 + 12+ \/402 + (—2¢1 + t2)2>) :

Observe que «a(t) = 0 é equivalente a dizer que a curvatura média de z nos pontos
regulares é identicamente nula, e como mencionado em , segue que z ¢ um
catenoide. Tomando ¢; = 1/5 e ¢ = 3/10, temos um catenoide com singularidade
cujo trago esta representado na figura .

%
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N «a>

Figura 5.5: Curva 7, a esquerda, e catenoide com singularidade, a direita. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

5.3 Problemas de classificacao

Nesta secao trabalharemos com germes de curvas e superficies, usando as notagoes
rg = x(to), 20 = 2(to), 70 = Y(to) e zo = z(to,0y) = (xgcosby, xgsenby,z), para a
frontal v : (I,t9) — (R?, (0, 20)), onde v = (x,2), e para sua superficie de revolugao z
em torno do eixo z. O objetivo desta secao é estudar problemas de classificacao para as
singularidades de z, através da caracterizacao das singularidades da curva geratriz ~.

Os proximos dois resultados dizem que a frontal v é difeomorfa a uma curva 74 se, e
somente se, suas superficies de revolucao z e z sao difeomorfas, e possibilitarao relaci-
onar as singularidades da curva geratriz e de sua superficie de revolucdo. No primeiro
consideramos o caso xg > 0, isto €, v ndo cruza o eixo de rotacao em ty.

Teorema 5.16. ([15], Teorema 3.15) Sejam v : (I,ty) — (R?, (x0,20)) € 7 : (I,15) —
(R?, (Zo, 20)) germes de curvas suaves tais que xo,To > 0, e z : (I x [0,27), (to,60)) —
(R? —0) x R,z) ez : (I x[0,27), (t0,00)) — ((R? —0) x R,zy) suas superficies de

revolucao em torno do eizo z, respectivamente.

(a) Se existem germes de difeomorfismos ¢ : (I,t0) = (I,1o) e ¥ : (R, 7o) — (R, 7))
satisfazendo Yoy = Jog, entdo os germes de difeomorfismos ® : (Ix(0,27), (to,00)) —
(I x [0,27), (t0,00)) e ¥ : (R? —0) x R,zo) — ((R? —0) x R, Z) dados por

D(t,0) = (o(1),0),
X (WVX2+Y2 Z) Y (VX2 +Y2 Z) TS
X2+Y2 ) X2+Y2 777Z}2( X +Y’Z>>7

satisfazem ® oz =z o P.

U(X,Y,Z) = (

(b) Se existem germes de difeomorfismo ® : (I x[0,27), (to,0)) — (I x[0,27), (fo,0)) e
U ((R2—0) xR, z9) — ((R*—0) xR, zg) dados por ®(t,0) = (¢(t),0) e ¥(X,Y,Z) =
(U1(X,Y, 2),Wo(X,Y, 2),¥3(X,Y, 7)) satisfazendo V oz = zo ®, entdo o germe
de difeomorfismo ¢ : (R?,v) — (R%, %), (X, Z) = (V1(X, Z),192(X, Z)) dado por

(X, Z) = U1 (X cos by, X sen by, Z) cos by + Vo X cos by, X sen by, Z) sen O,
Uo(X, Z) = W3(X cos by, X sen by, Z),

satisfaz 1 oy =5 o .

Demonstragio. (a) Queremos mostrar que os germes de aplicagoes ¢ e U dados no enun-
ciado sao germes de difeomorfismos, e que W oz =z o P.



Problemas de classificacao 68

Primeiramente mostremos que ® é um germe de difeomorfismo. De fato, como ®4(¢,0) =
(¢'(t),0) e Py(t,0) = (0,1), entdao o determinante da matriz jacobiana de ® em (g, 0y) é
dado por

dan(r o, 00) = (74 ) = o) 50

Como ¢ é um germe de difeomorfismo, segue que ¢'(ty) # 0 e portanto ® é um germe
de difeomorfismo. Para verificarmos que ¥ é um germe de difeomorfismo, calcularemos
o determinante da sua matriz Jacobiana em z,. Note que as derivadas parciais de suas
funcoes coordenadas sdo dadas por:

1/11(\/X2+Y2,Z)Y2 9 1
U x (XY, Z) = X VX24+Y2 )|
1X( ) ) ( X2—|—Y2 + ¢1:C< + ) ) X2+Y27

L(WVXEFYE )XY\ 1
Uiv(X,Y, Z7)= (XY vVX24+Y2 7)) -
1Y( ) ) ( wlI( + ’ ) \/W X2+Y27
X, (VX2 +Y2 Z)
Vo crn

qle(XaKZ) =

= 1#1(\/W, Z)XY 1
R <XY¢M(\/W’ - VXZ4Y? X24+Y? (5.7)
(WWEEETL )X 1
\IJQY(Xa}/?Z) - < \/W +Y wlit(\/m’Z) W’
2 2 5 -
Woy(x,v,2) = YOV VED) Xy = XWX VR D)
Y oo (VET T V2, 2)
Pt A Wsz(X,Y, Z) = . (VX? + Y2, Z).
3Y( ) \/W 3Z( ) wz (\/7 )
Calculando essas fungoes em z, obtemos:
\I]1X<ZO) _ (0 ($0, Zo) sen? 0y + $0¢1x(x0’ ZO) cos> 907
To
Uy (z9) = (xot12(0, 20) — Y1 (0, 20)) cos By sen 907
Zo
W12(20) = ¥12(20, 20) cos Oy,
(zo¥12(20, 20) — 1 (0, 20)) cos B sen Oy (5.8)
‘112)((20) = " ’
0
Uoy (z0) = V1 (20, 20) cos? Oy + o1, (20, 20) sen? 90,
Zo

‘I’2Z(Z0) = 1/11z(9€07 20) sen 6y, ‘I’sx(zo) = ¢2x($o, 2’0) COS ‘907

‘1’3Y(Z0) = ¢2x(I0, Zo) sen 6y, ‘1’3Z(Z0) = ¢2z($0, Zo)-

Calculando o determinante da matriz Jacobiana de ¥ em z,, com auxilio do programa
Mathematica, concluimos que

M(wlw(l’m ZO)¢2Z($O> ZO) - wlz<x07 ZO)sz('TO’ ZO)) -
o (5.9)

= 20 det (J6(0)) 0.
0

det (J U (zo)) =
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pois xg,Zg > 0, e ¢ é um germe de difeomorfismo em 7y = (zg,29). Portanto W
¢ um germe de difeomorfismo. Por ultimo, da hipétese, temos (Z(¢(1)),zZ(o(t))) =

(Y1 (z(t), 2(1)), o (z(1), 2(t))), logo:

D oz(t,0) = V(x(t)cosb, x(t)senb, z(t))

)

= (Y1(x(t), 2(t)) cos b, ¥ (x(t), 2(t)) sen ), 1 (z(1), 2(1)))
= (Z(p(t)) cos B, x(o(t))send, Z(t))

=zod(t,0).

(b) Como ®(t,0) = (¢(t),0), segue de (5.6) que ¢'(ty) # 0, portanto ¢ é um germe de
difeomorfismo. Para mostrar que 1 é um germe de difeomorfismo, calculamos as derivadas
parciais das func¢oes coordenadas de ).

Uix (X, Z) = U, x(X cos by, X senby, Z) cos® Oy + W1y (X cos Oy, X sen by, Z) cos Oy sen O+
+ Wyx (X cos by, X sen By, Z) cos Oy sen Oy + Way (X cos by, X sen Oy, Z) sen b,

Uz7(X, Z) = Wiz(x cosby, xsen by, z) cos Oy + Waz(x cos Oy, z sen by, z) sen by,

Yox (X, Z) = Usx(X cosby, X sen by, Z) cos Oy + sy (X cos by, X sen by, Z) sen b,

Yoz (X, Z) = W3z(X cos by, X senby, 7).

(5.10)
Em vy = (z0, 20) temos:
Yix (20, 20) = Vix(2z0) cos? Oy + \Illy(ZQ) cos By sen Oy+
+ Wy x (z0) cos B sen By + Way (zg) sen? by,
wlz(fﬂo, 0) \Ij (Zo) COS 60 -+ \112z(Z0) Sen 00, (511)
ngx(l’o, 0) \113 (Zo) COS 00 + \Ifgy(Zo) Sen 00,
¢22(l‘07 Zo) ‘1’32( )
Por hipotese temos que ¥ oz = z o @, ou seja
Z(p(t)) cos = Wy (x(t) cos b, x(t) sen b, z(t)),
Z(o(t)) sen @ = Wy(x(t) cos O, x(t) sen b, z(t)),
Z(o(t)) = Us(x(t) cos b, z(t) sen b, z(t)).
Derivando as equagoes acima em relagao a 6 obtemos
—Z(p(t))send =V x (x(t)cosd, x(t) sen ), z(t))(—z(t) sen 0)
+ Uy (x(t)cosd, x(t) sen b, z(t))x(t) cos O
= —Wy(x(t)cosh, x(t) sen b, z(t)).
T(o(t)) cos =Wax (z(t)cosh, x(t)sen b, z(t))(—x(t) sen @) (5.12)

+ Uoy (x(t)cos, x(t) sen b, z(t))x(t) cos O
= Uy (x(t)cosh, x(t) sen b, z(t)).
0 =Usx(x(t)cosh, x(t) sen b, z(t))(—z(t) sen 0)
+ Way (z(t)cosl, x(t) sen b, z(t))x(t) cos 0.

Lembrando que z(¢) > 0 numa vizinhanga de ty, podemos simplificar v x substituindo
(5.12) em (5.11)) de modo que ¥ x (o, z0) = V1x(2o) + Vay (z0) — (To/x0). Dessa forma,
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o determinante da matriz jacobiana de v é dado por:

det (J4b(0, 20)) = (W1x(z0) + Uay (20) — jﬁg)wgz(zw

— (\Iflz(Z()) COS 90 —f- qjgz(Zo) Sen 90)(\113X(Z0) COS QO —f- ‘;[lgy(Z[)) Sen 90)

T
= W1x(20)Vs2(z0) + Yoy (20)Vs2(20) — ‘1’3Z(Z0)x0
0

- ‘I’lz(zo)‘lf:sx(zo) - \IJQZ(ZO)\I’:sY(Zo)-

Usando o que calculamos acima concluimos que o determinante da matriz jacobiana de
é nao nulo, portanto 1) é um germe de difeomorfismo. Por tltimo,

b oy(t) =(r(x(t), 2(1)), da(x(t), 2(1)))
=(Uy (x(t)cosby, x(t) sen by, z(t)) cos Oy
+ Wy (x(t)cosby, z(t) sen by, 2 ( )) sen Oy, W3(x(t)cosby, z(t) sen by, z(t))
=((¢(t)) cos™ Oy + T((t)) sen” o, Z(4(t)))
=7 0 o(t),
ou seja, v é difeomorfo a 7. m

Agora consideramos o caso em que y e § cruzam o eixo de rotagao, isto é, xg = 0 e
o = 0.

Teorema 5.17. ([15], Teorema 3.23) Sejam v : (I,to) — (R%,0) e 7 : (I,%) — (R2,0)

germes de curvas suaves, e sejam z : (Ix[0,27), (to,80)) — (R3,0) ez : (Ix]0,27), (fo,60)) —

(R3,0) germes das superficies de revolugdo em torno do eizo z de v e 7, respectivamente.

(a) Se existem germes de difeomorfismo ¢ : (I, to) — (I,%) e ¥ : (R2,0) — (R?,0) da
forma v(X,Y) = (X, 0(X?, Z)) tais que 1) oy = 7 o ¢, entdo existem germes de
difeomorfismo ® : (I x [0,27), (to,60)) — (I x [0,27), (fo,600)) da forma ®(t,6) =
(6(t),0) e ¥ : (R30) — (R3,0) da forma ¥(X,Y,Z) = (X,Y,o(X*+Y? 7)) tais

que Voz=1z09.

(b) Se existem germes de difeomorfismo ® : (I x [0,27), (to,60)) — (I x [0,27), (fo,60))
da forma ®(t,0) = (¢(t),0) e ¥ : (R 0) — (R30) da forma ¥(X,Y,Z) =
(X,Y,0(X?+Y? 7)) tais que Voz = zo®, entdo existem germes de difeomorfismo
¢ (I,ty) — (I,tp) e : (R%0) — (R2,0) da forma ¢¥(X,Y) = (X, p(X?, 2)) tais
que P oy =4 o ¢.

Demonstragio. (a) Como ¢ é um germe de difeomorfismo, entao ®(¢,6) = (¢(t),0) é um
germe de difeomorfismo pois suas fung¢bes coordenadas sao. Além disso, como ¥ é um

germe de difeomorfismo em (0,0) € R?, temos que o determinante da matriz Jacobiano
de ¢ em (0,0), isto é:

det (J46(0,0)) = det ( ; %(870) ) — .(0,0) £ 0. (5.13)

Calculando a matriz Jacobiana de ¥, obtemos:
1 0 22X (X2+Y2 2Z) )

JUX,Y,Z)=| 0 1 2V, (X2+Y2 2)
00 ¢ (X24Y22)
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Sendo assim, calculando em (0,0,0) € R3 obtemos det (J ¥(0,0,0)) = ¢.(0,0) # 0, pelo
obtido na equagao ([5.13)), isto é, ¥ é um germe de difeomorfismo.
Para verificarmos que ¥ oz = Z o ®, note que, por hipétese, (z(t), p(x?(t),2(t))) =

(Z(o(t)), 2(o(t))). Portanto:

Poz(t0) = (x(t)cosl, z(t)send, p(x*(t), 2(t)))

= (2(¢(t)) cos 0, 2(¢(t)) sen b, Z(¢(t)))
=z0o®(t0).

(b) Segue do processo inverso ao feito para a demonstragao do item (a). O

O seguinte resultado fornece uma condigao para que a superficie z, tal que zo = 0 em
um ponto singular (to, 0y) € %[0, 27), seja difeomorfa ao cone f(u,v) = (ucosv,usenv, u)
em (07 90)

Proposicao 5.18. ([I5], Proposigao 3.6) Se x(ty) = 0, B(to) # 0, a(ty) # 0 e b(ty) # 0,
entdo a superficie de revolugio z : I x [0,2m) — R3 em (ty,0y) € difeomorfa ao cone f em
(0,60).

Demonstragio. Note que 2'(t) = —3(t)b(t) e 2/(t) = f(t)a(t). Entao em t, temos a'(ty) #
0 e Z(ty) # 0. Logo, existe ¢ > 0 tal que 2/(t) # 0 e 2/'(t) # 0 para todo t € I. =
(to — &,19 + €), ou seja, x e z sao difeomorfismos em I.. Seja J = z(I.), dessa forma, as
aplicagoes h : I. x [0,27) — J x [0,27) e ¢ : R? x J — R3 dadas por h(t,0) = (z(t),0) e
o(u,v,w) = (u,v,z0x (w)) sao difeomorfismos.

Para mostrar que z em (g, 0y) é difeomorfo ao cone f em (0,6,) basta verificarmos
que h(to, o) = (0,600) e (p o foh)(ty,0y) = z(to,0). De fato, como z(ty) = 0, obtemos
Z(to, 60) = (O, 0, Z(to)) (S h(to, 90) = (0, 60) Finalmente, (gOOth,)(to, 90) = (gOOf)(O, 60) =
@(Ov 0, 0) = (07 0, Z(tO)) = Z(tO)‘ [

Observagao 5.19. As condigbes da proposigao anterior nos dizem que em (%o, 0y) z sera
difeomorfo ao cone f no ponto (0,6y) se a curva geratriz da superficie z for regular e
cruzar o eixo de rotacdo (eixo z) em ty, mas sem que seu vetor tangente seja paralelo a
algum dos eixos coordenados x e z nesse ponto. &

A partir deste ponto apresentaremos resultados de classificagdo de singularidades para
0 caso em que a curva geratriz nao cruza o eixo de revolucao, em outras palavras, xo # 0.

Nos Capitulos [3| e [4] vimos as defini¢oes de j/i-ctspide e j/i-cuspidal edge. Utilizando
o Teorema , caracterizamos as singularidades do tipo j/i-cuspidal edge da superficie
z de revolugdo de v através dos pontos de j/i-ctispide da curva, conforme o seguinte
corolério.

Corolario 5.20. ([15], Corolério 3.17) Seja v = (x,2) : (I,t5) — (R?, (g, 20)) 0 germe
de uma curva suave com xog > 0. Entao v em tg é uma j/i-cuspide se, e somente se, a
superficie de revolugao z de vy em torno do eixo z € uma j/i-cuspidal edge em (to,6p),
para todo 6.

Demonstrag¢io. (=) Suponhamos que 7 é uma j /i-cispide em tg, ou seja, -y é A-equivalente
a¥(t) = (c+t',¢7), onde ¢ > 0. Entdo pelo Teorema (5.16), o germe da superficie de revo-
lugdo z de 7y é A-equivalente a z(t,0) = ((c+t*) cosf, (c+ ') sen 6, t’). Considere o germe
de aplicagio ¥ : (R3 (0,¢,0)) — (R? zy) dado por ¥(X,Y,Z) = (Y cos X,Y sen X, Z)
e o germe f : (R%(0,0)) — (R3 (0,¢,0)) dado por f(t,0) = (0,c + t',t/). Entao
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Z(t,0) = Vo f(t,0), ou seja, z é A-equivalente a f, que por sua vez é A-equivalente
a j/i-cuspidal edge usual. Portanto, por transitividade, z é uma j/i-cuspidal edge em
(to,6)-

(<) Reciprocamente, se z é uma j /i-cuspidal edge em (t¢, 0y), ou seja, z é A-equivalente
a f(t,0) = (0,t',¢)) em (0,0), existem germes de difeomorfismos ®(t,60) = (¢(t),0)
e U tais que Vo z(t,0) = (0,¢'(t),®(t)). Note que ¢(tg) = 0 e ¢'(ty) # 0 pois
U o z(ty,00) = f(0,0) = (0,0,0) e ¢ é um germe de difeomorfismo. Pelo Teorema

(5.16)), existe um germe de difeomorfismo v tal que ¥ o v(t) = (¢'(¢), ¢’(t)) e portanto,
YovyopTl(t) = (t,t), isto é, v é uma j/i-cispide em t. O

Para verificar se uma curva suave y é uma j / i- Cﬁspide num ponto tg, ja sao conhecidos
os seguintes critérios utilizando suas derivadas v*). A seguir enunciamos esses resultados,
a fim de apresentar condigoes semelhantes que utilizam a curvatura (¢, 5) da curva de
Legendre (v, v) onde v(t) = (cos p(t),sen ¢(t)).

Proposigao 5.21. ([15], Proposigao 3.18) Seja v : I — R? uma curva suave ety € I um
ponto singular de vy, isto €, v'(ty) = 0. Entao valem:

(a) v é uma 3/2-cispide em ty se, e somente se, det(y",v3)(ty) # 0.

(b) ~v € uma 5/2-cispide em ty se, e somente se 'y”(tg) #(0,0), Y3 (to) = cy"(to), para
alguma constante ¢ € R, e det(y”, 37 — 10cy®) (o) # 0.
)

=(0,0) e det(y®, W) (ty) # 0.

(d) v ¢ uma 5/3-ciispide em ty se, e somente se, v"(ty) = (0,0), det(y®,y™)(ty) = 0
e det(v®,7)(to) # 0.

Utilizando a Proposigao (5.21]) e as equagoes (3.1)) para uma curva de Legendre (v, v)
obtemos o seguinte resultado.

(c) v € uma 4/3-cispide em ty se, e somente se, " (to

Teorema 5.22. ([15], Teorema 3.19) Seja (v,v) : (I,t) — R? x S' o germe de uma
curva de Legendre da forma v(t) = (z(t), 2(t)), v(t) = (cos(t),sen p(t)) com curvatura
(¢, B). Suponhamos que ty é um ponto singular, ou seja, 5(ty) = 0. Entdo sdo vdlidos os
sequintes resultados.

(a) v € uma 3/2-cuspide em ty se, e somente se, B'(to)¢’(ty) # 0.

(b) v € uma 5/2-cispide em ty se, e somente se, B'(to) # 0, ¢'(to) = 0 e B"(to)" (to) —
B'(to)¢™(to) # 0.

(c) v é uma 4/3-cispide em ty se, e somente se, 5'(tg) =0 e 8" (to)¢'(to) # 0.

(d) v é uma 5/3-cuspide em ty se, e somente se, '(to) = ¢'(to) =0 e " (to)¢" (to) # 0.

Demonstragio. Pelas equagoes (3.1), 7/ (t) = B(t)u(t), v/ (t) = £(t)u(t) e /' (t) = —L(t)v(t).
Além disso, como f(ty) = 0, calculamos 7*) em t, para k = 1,2,3,4,5 e obtemos:

' (to) = (0,0),
V" (to) = B'(to)u(to),
W (te) = B"(to)ul(t) — 25 (to)¢' (to) (1), (5.14)
D(to) = (B (to) — 35 (t0)(¢')*(to))ulto) — (38" (to)¢' (ta) + 38 (to)¢” (to) v (to),
P (to) = (B (to) — 68" (t0) (¢')*(to) — 126 (t0) ' (t)" (t0) ) uto)+

— (48 (to) ' (to) + 65" (t0)#" (to) — B'(to)(4(#')* (t0) — 4¢P (t0))) v (to).
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Temos que det(y”,73))(to) = 2(8')*(to)¢/(to). Portanto, pela Proposicio (5.21), a afir-
magao a) é verdadeira.

Para a afirmagdo b), a condigao 7" (t9) # (0,0) é equivalente a §'(to) # 0. Além disso,
note que em escrevemos os vetores como combinacgoes lineares da base ortonormal
{v,u}, logo, v (ty) = cy"(to) para algum ¢ € R se, e somente se, ¢ = 3"(to)/B(to) e
¢'(to) = 0. Nessas condigoes,

YD (to) = 8P (to)u(to) — 38/ (to)¢” (to)v(to),
YO (to) = BW (to)p(to) — (68" (to) " (to) + 4B (te)e™® (to))v(to).-

Deste modo
det (7,37 = 10ev™) (1) = =128'(t0) (8" (to)¢" (t0) — B'(t0)#™ (o).

e pela Proposicao (5.21)) a afirmacao b) é verdadeira.
Para a afirmagao c), 7" (t9) = (0,0) é equivalente a 5'(ty) = 0. Nessas condigoes,

@ (to) = B"(to)ulto),

5.15
D ty) = B9 (1) (ko) — 38" (ko) (b (to). (5:15)

v
v
Portanto

det (7(3),7(4)) (to) = 3(8")?(to)¢' (to),

e assim, pela Proposigdo (5.21)), a afirmacao c) é valida.

Por tltimo, para a afirmacao d), ja vimos que 7”(tg) = (0,0) se, e somente se,
B'(ty) = 0. Além disso, quando 3'(ty) = 0, v e v sdo escritos como em , e
det ( ), 4 )) (to) = 3(B8")%(to) ¢ (to). Calculando v (ty) e det (7(3),7(5)> (tg) obtemos:

Y (to) = BW (to) u(to) — 68" (to) " (to)v (to)
det (1%, 77) (to) = 489 (t6) 8" (t0)¢'(to) + 6(B")*(to)#" (to),

Do critério det (Y, @) (to) = 0, temos que det (y12),419)) (to) = 6(8")*(to) " (to). Além
(4

disso, de det( : ))( 0) = 0 e det (7(3) 7(5)) (to) # 0, concluimos que ¢'(t) = 0
e ("(tg) # 0, portanto B”(t9)¢"(tg) # 0 e pela Proposicao (5.21), a afirmagao d) é
verdadeira. 0

Pelo Corolério ([5.20)), os critérios vistos no teorema anterior podem ser utilizados para
a caracterizagao das singularidades da superficie de revolu¢ao de uma curva de Legendre
(v,v), como faremos nos seguintes exemplos.

Exemplo 5.23. (a) Seja (v,v) : R — R? x S! a curva de Legendre dada por ~y(t) =
(2 4+ 1,8 +12) e v(t) = (1/vV/92 + 12t + 8)(—3t — 2,2). Note que u(t) = J(v(t)) =
B),

(1/v/9t% 4 12t + 8)(—2, —3t — 2). Calculando ' e 1/ para obtermos a curvatura (¢
obtemos
v(t) =(2t,3t% 4+ 2t) = (—tv/9t2 + 12t + 8) u(2),
—12, —18¢ — 12 6 (5.16)
/(1) =" - (),

(012 + 12t +8)2 9> + 12t +8

isto é, B(t) = —tvV9t2+ 12t +8 e £(t) = 6/(9t* + 12t + 8). Agora considere z(t,0) =
((t* + 1) cos®, (t* + 1) sen 0, t> + t?) a superficie de revolugao de v em torno do eixo z.
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Temos que (0,0) € R x [0,27) é um ponto singular de z para todo 6 € [0,27). Além
disso, 3(0) = 0, ou seja, 0 é ponto singular de ~, £(0) = 3/4 e 3/(0) = —+/8. Portanto,
B'(0)£(0) # 0, e pelo Teorema (5.22) (a), v é uma 3/2-ctispide. Pelo Corolério ([5.20)),
como z(0) > 0, onde x(t) = t* + 1, z ¢ uma 3/2-cuspidal edge em (0,6) para todo 6.

(b) Seja (v,v) : R — R? x S! a curva de Legendre dada por v(t) = (3 + 1,t%)
e v(t) = (1/V/9+ 16t2)(—4t,3). Note que p(t) = J(v(t)) = (1/v/9 + 16t2)(—3, —4t).

Calculando +" e v/ para obtermos a curvatura (¢, 3), obtemos

v (t) =(3t%, 4t%) = (—t*V9 + 16t2)u(t),
(—36, —48t) 12 (5.17)

(t) = L t),

isto &, B(t) = —t*V/9+16t2 e £(t) = 12/(9 + 16t?). Agora considere z(t,0) = ((t* +
1) cosf, (3 + 1) sen 6, t*) a superficie de revolugao de v em torno do eixo z. Temos que
(0,0) € Rx[0,27) é um ponto singular de z para todo 6 € [0, 27). Além disso, 5(0) = 0, ou
seja, 0 é ponto singular de v, £(0) = 4/3, §(0) = 0 e 8”(0) = —6. Portanto, 5”(0)¢(0) # 0,
e pelo Teorema (c), v é uma 4/3-ctspide. Pelo Corolério (5.20)), como z(0) > 0,
onde z(t) = t* 4+ 1, z é uma 4/3-cuspidal edge em (0,6) para todo 6. &

Figura 5.6: Esquerda: Superficie z descrita no item (a) do Exemplo (5.23). Direita:
Superficie z descrita no item (b) do Exemplo (5.23)). Fonte: Elaborada pelo autor.

Observagao 5.24. Utilizando a notagao para a curva de Legendre (7, ) com curvatura
(¢,B), o Teorema ainda é vélido, substituindo ¢, ¢” e ¢® por £, ¢' e 0", res-
pectivamente. Podemos também notar que nos itens a) e ¢) temos (¢, 5)(to) # (0,0),
ou seja, v ¢ uma frente quando tem esse tipo de singularidade. J& nos itens b) e d),
(¢',B)(te) = (0,0), logo v é uma frontal, mas ndo uma frente quando tem esse tipo de
singularidade. &

Nos préximos dois resultados veremos critérios para j/i-ctispides de curvas satisfazendo
algumas das condi¢oes dos Teoremas e . Primeiramente, lembramos que pela
Proposicao , a curvatura Gaussiana de uma superficie regular ¢ dada por K =
Kg/Jp, ou seja, Kp = K- Jp. Sendo assim, o préximo resultado fornece critérios para
classificagdo das j/i-ctispides da curva geratriz de uma superficie de revolu¢ao z com
curvatura Gaussiana constante.

Proposigao 5.25. ([15], Proposigao 3.21) Sejam (v,v) : (I,ty) — R? x S! um germe de
curva de Legendre com curvatura (¢, 3), onde vy(t) = (x(t),2(t)) e v(t) = (a(t),b(t)), e
a: I — R um germe de funcao suave tal que K;(t) = a(t)J5(t). Suponha que x(tg) # 0
e a(t) = ¢, para todo t € I, onde ¢ € R € uma constante nao nula. Entao:
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(a) v tem uma 3/2-cispide em tq se, e somente se, ord(a)(ty) = ord(5)(ty) = 1,

(b) ~ tem uma 4/3-cispide em ty se, e somente se, ord(a)(ty) = ord(p5)(ty) = 2,

(c) v tem uma 5/3-cispide em ty se, e somente se, ord(a)(to) =1 e ord(5)(to) = 2.
Além disso, vy nao pode ter uma 5/2-ciuspide em ty.

Demonstragio. Observe que estamos nas mesmas condigoes da Proposicao ((5.4)), entao

g(t) — C(lf — tO)iL_mﬁ(t>x(t) 7
a(t)

onde a(t) = (t—to)™a(t), B(t) = (t—to)"™A(t), ord(a)(ty) = m+1, ord(B)(t)) = n+1,
a(to) # 0 e B(to) # 0.

Inicialmente suponhamos que m = n, isto é, v é uma frente em t, pela Proposicao
(b). Nesse caso, ((t) = (cB(t)xz(t))/a(t), e assim, £(ty) # 0. Além disso, 5'(t) # 0 se, e
somente se, n = 0. Portanto, pelo item (a) do Teorema , v tem uma 3/2-ctispide se, e
somente se, ord(a)(tg) = ord(5)(tg) = 1 e assim a afirmacao (a) é verdadeira. Em seguida,
B'(ty) = 0 e 3"(to) # 0 se, e somente se, n = 1. Portanto pelo item (c) do Teorema ([5.22),
~ tem uma 4/3-cispide em ¢, se, e somente se, ord(a)(ty) = ord(8)(ty) = 2, e obtemos a
afirmagao (b).

Agora suponhamos que m # n, ou seja, m < n, como visto na demonstracao da
Proposicao . Nesse caso, pelo item (b) da Proposigao , ~ é uma frontal mas nao
uma frente em ty. Entao

(5.18)

A

((t) = (t—to)" ™A(t), B(t) =t""'B(1),

onde R
I 110)
a(t)

Se f'(tp) # 0, entdao n = 0. Como m < n, entdo m < 0, o que é um absurdo, ou seja,
B'(to) = 0. Portanto, v nao pode satisfazer as condigoes do item (b) do Teorema
para ter uma 5/2-cispide em ty. Temos que 5”(ty) # 0 se, e somente se, n = 1. Nesse caso,
como 0 < m < n, obtemos m = 0, e assim £(t) = (t —t9)A(t), ('(t) = A(t) + (t — to) A'(1).
Portanto #'(ty) # 0 pois A(ty) # 0. Concluimos pelo item (d) do Teorema ([5.22)) que
tem uma 5/3-cispide em t, se, e somente se, ord(a)(ty) = 1 e ord(5)(to) = 2, confirmando
que a afirmagao (c) é verdadeira e finalizando a demonstra¢ao da proposigao. O

Exemplo 5.26. Considere a curva 7 e a superficie z obtidas no Exemplo (a).
Observe que pelo Teorema o campo de vetores normais a v é dado por v(t) =
(cost,—sent). Dessa maneira, pu(t) = (sent,cost) e a curvatura de (v,v) é dada por
(0(t), B(t)) = (—1,cotgt). Além disso, v é regular para todo ¢t # 7/2. Como ord(a)(7w/2) =
ord(cos)(m/2) = ord(cotg)(m/2) = ord(S)(n/2) = 1, entdo pela Proposigao (5.25)), v tem
uma 3/2-ctspide em 7/2 e z tem uma 3/2-cuspidal edge em (7 /2,0) para todo 6 € (0, 27),

pelo Corolério (5.20)). ¢

Assim como para a curvatura Gaussiana, a curvatura média de uma superficie regular
também satisfaz Hp = H - Jr (Proposicao (4.18))). O resultado abaixo apresenta critérios
para j/i-cispides da curva geratriz v de uma superficie de revolugdo z com curvatura
média dada.



Superficies paralelas e focais 76

Proposigao 5.27. ([I5], Proposicao 3.22) Seja (v,v) : (I,tg) — R? x S' um germe de
curva de Legendre com curvatura (¢, 3), onde y(t) = (x(t),2(t)) e v(t) = (a(t),b(t)).
Suponha que x(tg) > 0 e que existe um germe de fung¢io o : (I,ty) — R tal que HE(t) =

a(t)Ja(t).

(a) Suponha que 5(ty) = 0 e que a nao é o germe de uma fungao constante. Entdio a
curva vy obtida no Teorema ndo pode ter nenhuma j/i-cispide com (i,j) =
(2,3),(3,4),(3,5). Além disso, v tem uma 5/2-cispide em to se, e somente se,
B'(to)c! (to) # 0.

(b) Suponha que o germe de fun¢io o é uma fungao constante ¢ € R, isto é, a(t) = c.
Entao a curva v obtida no Teorema (5.12) ndo possui nenhuma j/i-cispide com
(i,5) = (2,3),(2,5), (3,4), (3,5).

Demonstragio. (a) Pelas observagoes (5.13)) e (5.24]), a curva v é uma frontal mas nao
uma frente e assim nao possui 3/2-cuspides nem 4/3-ctispides. Também da observagao
(5.13)), a curvatura (¢, 5) é dada por (€(t),5(t)) = (—=B(t)X(t), B(t)), onde

X(t) = Fit )Senn8 n g(())cosn<t) + 2a(t).

Segue das definigoes de F', G e n que F'(t) = —fcosn(t), G'(t) = —5(t)senn(t) e 1/ (t) =
2a(t)B(t), e assim, F'(ty) = G'(ty) = 1'(to) = 0 pois B(to) = 0. Portanto X'(to) = 2¢/(to).
Temos também que ¢'(¢) = —f'(t) X (t) — B(¢)X'(t) e "(t) = =" (1) X (1) — 28'(t) X' (¢) —
B(OX" (). Logo, £(ts) = —F'(to)X(t) e '(to) = —B"(to)X (ko) — 46 (to)(to). Se
B'(to) = 0, entdo ¢'(ty) = 0, e B"(to)¢'(ty) = 0, ou seja, v nao satisfaz as condigdes para
ter uma 5/3-ctspide em t,. Resta verificar as condigbes para - possuir uma 5/2-ctispide
em ty. Suponhamos entdao [3'(ty) # 0, entao

B"(to)l' (to) — B'(to)l" (to) = 48'(to)a’ (to)-

Pelo item (b) do Teorema (5.22)), concluimos que v tem uma 5/2-ctispide em ¢, se, e
somente se, [3'(tg)a’(tg) # 0.

(b) Como vimos, 7 nao tem uma j/i-cispide com (i,j5) = (2,3),(3,4),(3,5). Além
disso, se a(t) = ¢, para todo t em uma vizinhanga de t,, entao o’(ty) = 0 e pelo item (a),
~ também nao possui uma 5/2-ctspide em t. O

5.4 Superficies paralelas e focais

Nesta secao consideraremos uma frontal v e suas curvas paralelas v,. Para curvas

1 i ao (2.3 ficie d lucao z* d : fici
regulares vimos na segao ([2.3]) que a superficie de revolugao z* da curva v, é uma superficie
paralela da superficie de revolugdo z de . O mesmo resultado ¢ véalido para curvas de
Legendre.

Proposigao 5.28. Seja (v,v) : I — R?*xS! uma curva de Legendre. A superficie paralela
z* I x [0,27) — R3 da superficie de revolu¢do z da frontal vy é a superficie de revolugio
de uma curva paralela v* : I — R? da curva de Legendre (,v).

Demonstra¢io. Nas notagoes que estamos usando temos y(t) = (z(t),z(t)) e v(t) =
(a(t),b(t)). Por definicao, a superficie paralela de (z,n?*,s*) : [ x [0,27) — R3> x A é
dada por:

zM(t,0) = z(t,0) + A\n*(t,0).
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Substituindo n* pelo calculado na Proposi¢ao (5.2)) obtemos:
2 (t,0) = ((x(t) + Xa(t)) cos @, (z(t) + a(t)) sen ), z(t) + A\b(t)).

Como 7, é dada por () = (t) + Av(t) = (x(t) + Aa(t), z(t) + Ab(t)), segue que a

superficie de revolucdo de v, é dada por z*. O

Exemplo 5.29. Sejam v a tractriz, e z a pseudo-esfera v obtidas no Exemplo (5.15))(a).
Entao pelo Exemplo (5.26)), v(t) = (cost, —sent) e ({(t), 5(t)) = (—1,cotgt). Portanto o
campo de vetores normal a z é dado por
n°(t,0) = (costcosf, costsenf, —sent).
Dessa forma, obtemos:

2 Mt,0) = ((sent + kXcost) cosf, (sent + Acost)sen @, cost + In(tg(t/2)) — Asent)

Os tragos de v e duas de suas curvas paralelas, e os tragos de z e suas superficies paralelas,
sao dados nas imagens abaixo. &

Figura 5.7: Tractriz em vermelho e duas de suas curvas paralelas a esquerda. Pseudo-
esfera e duas de suas superficies paralelas a direita. Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora para a superficie focal, vimos na se¢ao do Capitulo que para superficies
regulares, uma das folhas do conjunto focal é a superficie de revolucao da evoluta da curva
geratriz, e a outra folha estd contida no eixo de rotagdo. A seguir veremos que o mesmo
vale para as superficies focais de uma framed surface, desde que existam. Denotaremos
por £ a superficie focal da superficie de revolucao z da frontal v, como definido em .
Observe que como K7 e Hf nao se anulam simultaneamente, pois estamos considerando
superficies focais, entdo v é uma frente, pois caso contrario (¢, 5)(t) = 0, entdo K%(t,0) =
—a(t)l(t) =0e 2H:(t,0) = z(t)l(t) + 5(t)a(t) = 0.

Proposigao 5.30. ([15], Proposi¢ao 3.6) Seja (y,v) : I — R* xS uma curva de Legendre
com curvatura (£, 3).

(a) Suponha que K7 (t,0) # 0 para todo (t,0) € I x [0,27). Uma das superficies focais
da superficie de revolugdo da frente v é a superficie de revolugao da evoluta de .
A outra superficie focal da superficie de revolugdo da frente é dada por E*(t,0) =
(0,0, z(t) —z(t)b(t)/a(t)), e assim, estd contida no eixo de rotagdo.



Superficies paralelas e focais 78

(b) Suponha que £(t) # 0 para todo t € I. Pelo menos uma das superficies focais da
superficie de revolugdo da frente v é a superficie de revolugdo da evoluta de .

(c) Suponha que a(t) # 0 para todo t € I. Pelo menos uma das superficies focais da
superficie de revolugao da frente v € dada por E*(t,0) = (0,0, z(t) — x(t)b(t)/a(t)).
Demonstragio. (a) Como Ki(t,0) = —a(t)l(t) # 0, para todo (t,0) € I x [0,27), entdo
a(t) # 0 e l(t) # 0 para todo t € I. De (4.11)) e da Proposigao obtemos:
Ki(t, )\ — 2HE(t, )\ + Ji(t,0) =0
= —a(t)l(t)N* — (x()(t) + Bt)a(t))\ — z(t)B(t) =0 (5.19)
= —(a(t)A +z(t)(L(t)A + B(t)) = 0.

Logo as solugdes dessa equacao sao dadas por \y = —((t)/L(t) e Ay = —x(t)/a(t). Por-
tanto uma das superficies focais de z é dada por

E*(t,0) =z(t,0) — g((tt))n(t, 9)
= (x(t) cos @, x(t)sen b, z(t)) — i((f))(a(t) cosf, a(t)sen b, b(t)) (5.20)

= <<x(t) - Z%M(t)) cos 0, (x(t) - %a(zﬁ)) senf), 2(t) — i((gb(t)) )

ou seja, ¢ a superficie de revolugao da evoluta E()(t) = v(t) — (B(¢)/¢(t))v(t) da frente
7, conforme o Teorema ([3.23)). A outra superficie focal é dada por

E(t,0) = =(t,0) — zggn(t, 0)

= (x(t) cos @, x(t) sen b, z(t)) — —=(a(t) cos b, a(t) sen b, b(t)) (5.21)

— (0,0,z(t) - ‘ZEQb(ﬂ) :

e assim, estd contida no eixo z, que é o eixo de rotagao.

(b) Suponha que £(t) # 0 para todo ¢ € I. Entao, de (5.19), temos pelo menos a
solugdo A\ = —[((t)/¢(t). Portanto, pelos mesmos célculos feitos no item (a), temos pelo
menos uma superficie focal, dada pela superficie de revolucao da evoluta da frente ~.

(¢) Suponha que a(t) # 0 para todo ¢ € I. Entao, de (5.19), temos pelo menos a
solugdo Ay = —z(t)/a(t), e assim, garantimos a existéncia da superficie focal dada por

E(1,0) = (0,0, 2(t) — 2()b(t) /a(t)). O

Exemplo 5.31. Novamente considere a curva v e a superficie z obtidas no Exemplo

(5.15))(a). Vimos no Exemplo (5.26) que v(t) = (cost, —sent) e (¢(t), B(t)) = (—1, cotgt).
Pela Proposicao (5.2), o campo de vetores normal a z é dado por

n°(t,0) = (costcosf,costsenl, —sent),

e como /(t) # 0 para todo t € (0,7), existe pelo menos uma superficie focal de z, dada
pela superficie de revolugao da curva evoluta de 7, isto é:
B(t)

E(z)(t,0) = z(t,0) — @nz(t, 0) = (csctcos 0, csctsend,In (tg (;))) : (5.22)
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A outra superficie focal estd definida para todo t tal que a(t) # 0, isto é, para t # 7/2.
Nesse caso, a superficie focal esta contida no eixo de revolucao e é dada por:

E(z)(t,0) = (0,0, 2(t) — W) = (0,0,ln (tg (;)) + sect) : (5.23)

=

Figura 5.8: Na esquerda temos a tractriz v (azul) e sua evoluta (amarelo); Na direita
temos a pseudo-esfera z (vermelho) e sua superflcle focal (azul). Fonte. Elaborada pelo
autor.



6 Conclusao

A aplicacdo de Gauss ¢ fundamental para o estudo de superficies regulares em R3. A
geometria da superficie pode ser estudada a partir da andlise das duas formas quadraticas
definidas a partir do plano tangente da superficie em cada ponto, ou equivalentemente, do
campo de vetores normais unitarios. Quando consideramos superficies com singularidades,
se estas forem de posto 1, podemos encontrar em [12] um texto em portugués para o estudo
da geometria do ponto de vista do contato com planos e esferas, de 2018.

Uma importante superficie singular é a Cross-cap. Podemos encontrar o estudo da sua
geometria, por exemplo, em [3], de 2010. Por outro lado, se considerarmos frentes de onda,
em R?, ou seja, superficies que pode ter singularidades mas que tém um campo de vetores
normais bem definidos em cada ponto, o artigo [13] de 2009 é uma referéncia pioneira
para o assunto, e a partir desse trabalho, muitos outros surgiram complementando o que
os autores fizeram e também para particulares frentes de onda.

Superficies regradas e desenvolviveis em geral possuem singularidades, e sua geometria
e singularidades foram estudadas, por exemplo, no artigo [9], de 2001. A superficie focal
também apresenta singularidades, e hd muita literatura sobre esse tipo de superficie. Para
um texto em portugués, ha a dissertagao de mestrado [14], de 2018. Diante do exposto,
o estudo da geometria de superficies singulares é um assunto atual de pesquisa, mesmo
considerando objetos classicos, como superficies de revolucao, como pode ser observado
pelo artigo [I5] que foi nossa principal referéncia para o estudo que fizemos, publicado em
2020.

Observamos que nas referéncias que apresentamos acima em portugués, os trabalhos
que foram utilizados pelos autores para o seu estudo encontram-se nas suas respectivas
bibliografias.
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