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Resumo

Este trabalho é espelhado no livro “Teoria do Índice” [1] de Daciberg Lima Gon-
çalves e José Carlos de Souza Kiihl, publicado em 1983 no 14o Colóquio Brasileiro de
Matemática pelo IMPA.

Para a leitura deste trabalho é necessário uma familiaridade prévia com Topologia
Algébrica, na qual indicamos [2] e [3] para consulta.

Inicialmente apresentaremos alguns pré-requisitos algébricos e topológicos neces-
sários para o desenvolvimento do trabalho e a seguir estudaremos: pontos fixos de
aplicações contínuas de X em X, em que X é um espaço topológico; Grau de Brouwer
de aplicações contínuas de Sn em Sn (ou respectivamente (Bn+1, Sn) em (Bn+1, Sn));
Grau Local de uma aplicação contínua f de V em Sn em torno de um ponto Q ∈ Sn,
em que V ⊂ Sn é um aberto e f−1(Q) é um compacto e Índices dos Pontos Fixos de
uma aplicação contínua de V em Sn, em que V ⊂ Rn é um aberto.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Grau Local, Grau de Brouwer, Teoria do Ín-
dice.





Abstract

This work is based on the book titled “Teoria do Índice” [1] by Daciberg Lima
Gonçalves and José Carlos de Souza Kiihl , published in 1983 in the 14o Brazilian
Math Colloquium held by IMPA .

In order to perform the reading of this work, a basic acquaintance from the algebraic
topology is needed, on which we can indicate the following [2] and [3] references.

Firstly, for the development of the work, some previous necessary algebraic and
topological requirements are shown and the next topics will be studied: fixed points
of continuous maps from X to X, where X is a topological space, Brouwer’s degree
of continuous maps from Sn to Sn ( or respectively (Bn+1, Sn) to (Bn+1, Sn)), Local
Degree of continuous maps from V to Sn around a point Q ∈ Sn, where V ⊂ Sn is an
open set and f−1(Q) is a compact set and Fixed Points Index of continuous maps from
V to Sn, where V ⊂ Rn is an open set.

Keywords: Algebraic Topology, Local Degree, Map’s Degree, Index Theory.
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Introdução

Seja X um espaço topológico qualquer. Dada uma aplicação contínua f : X −→ X,
uma pergunta natural de se fazer é a seguinte: Existem pontos x em X tais que
f(x) = x?

Esses pontos, quando existem, são denominados de pontos fixos da f , e o conjunto de
todos os pontos fixos da f é denotado por Fix(f). Dizemos que um espaço topológico
X tem a propriedade do ponto fixo se para toda aplicação contínua f : X −→ X

tivermos Fix(f) 6= ∅.
Um exemplo bem simples é o intervalo [−1, 1], que tem a propriedade do ponto

fixo. Na verdade, esse intervalo é apenas um caso particular, para n = 1, de X = Bn =

{x ∈ Rn| ||x|| ≤ 1}.
No primeiro capítulo, apresentaremos uma demonstração, devida a Hirsh, do fato

citado acima, que é conhecido como "Teorema do Ponto Fixo de Brouwer". A de-
monstração devida a Brouwer, é bastante diferente e, conduziu à definição de Grau de
Brouwer de uma aplicação f : Sn −→ Sn, em que Sn = {x ∈ Rn+1| ||x|| = 1} é a esfera
unitária. No segundo capítulo estudaremos as propriedades e aplicações do Grau de
Brouwer. Neste capítulo demonstraremos um relevante teorema que afirma que para
qualquer inteiro k existe uma aplicação de Sn em Sn de modo que essa aplicação tenha
grau k. Para demonstrarmos esse fato, definiremos suspensão de um espaço topológico
X.

A noção de grau conduz naturalmente à noção de grau local: Suponha que V é um
subconjunto aberto de Sn e f : V −→ Sn é uma aplicação contínua. Assim, podemos
definir o grau local de f em torno de Q ∈ Sn, desde que f−1(Q) seja compacto. Se
f−1(Q) tiver um número finito de pontos, então o grau local de f em torno de Q, conta
o número de pontos, levando-se em conta a “multiplicidade” de cada um.

No terceiro capítulo, estudaremos grau local e suas principais propriedades. Neste
capítulo, embasados nas novas propriedades, apresentaremos uma demonstração alter-
nativa para o teorema que chamamos a atenção no segundo capítulo.

Retornando a questão dos pontos fixos de uma aplicação, observamos que se f :

Rn −→ Rn é contínua então a aplicação (id − f) : Rn −→ Rn dada por (id − f)(x) =

x− f(x), para todo x ∈ Rn, é tal que Fix(f) = (id− f)−1(0).
Logo, o grau local de (id − f) em torno da origem, quando definido, nos dá o

“número” de pontos fixos de f , contados com suas “multiplicidades”.
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Essa ideia motiva a definição de índices dos pontos fixos de uma aplicação contínua
definida em um aberto V ⊂ Rn com valores em Rn.

No quarto capítulo, definiremos o índice dos pontos fixos e estudaremos suas prin-
cipais propriedades.



1 Noções Preliminares e O Teorema
do Ponto Fixo de Brower

Inicialmente, abordaremos conceitos de Homologia Singular e Homotopia que são
fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Elementos Básicos

1.1.1 n-esfera usual, n-disco usual e n-bola aberta usual

Definição 1.1. Seja n ≥ 1. Definimos:

• Sn = {x ∈ Rn+1| ||x|| = 1} a n-esfera usual;

• Bn = {x ∈ Rn+1| ||x|| ≤ 1} a n-disco usual;

•
◦
Bn= {x ∈ Rn+1| ||x|| < 1} a n-bola aberta usual ou n-célula usual.

Observação 1.1. Sn é a fronteira de Bn+1.

1.2 Homotopia

1.2.1 Aplicações Homotópicas

Definição 1.2. Sejam f, g : X −→ Y aplicações contínuas entre espaços topológicos.
Dizemos que f é homotópica a g, f ' g, se existe uma aplicação contínua H : X×I −→
Y tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x). A aplicação H é chamada homotopia entre
f e g.

Definição 1.3. Dois espaços topológicos X e Y tem o mesmo tipo de homotopia (X '
Y ) se existem funções contínuas f : X −→ Y e g : Y −→ X de modo que f ◦ g ' IdY

e g ◦ f ' IdX . As aplicações f e g são denominadas equivalências homotópicas.

Definição 1.4. Um espaço topológico é contrátil se tiver o mesmo tipo de homotopia
de um ponto.

19
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Lema 1.1. Bn é contrátil.

Demonstração. Considere f : Bn −→ {0} contínua dada por f(x) = 0, ∀x ∈ Bn e
i : {0} ⊂ Bn ↪→ Bn a inclusão.

Temos (f ◦ i)(0) = f(0) = 0, ou seja, f ◦ i = Id{0} e assim f ◦ i ' Id{0}.
Também (i ◦ f)(x) = i(0) = 0. Provemos que i ◦ f ' IdBn .
Note que H : Bn × I −→ Bn dada por H(x, t) = tx + (1− t)(i ◦ f)(x) é contínua,

H(x, 0) = (i ◦ f)(x) e H(x, 1) = IdBn(x). Logo H é uma homotopia entre i ◦ f e IdBn .
Portanto, Bn é contrátil.

1.3 Homologia Singular

1.3.1 Simplexos Padrão e Aplicações Lineares

Definição 1.5. O q-simplexo ∆q consiste de todos os pontos x = (x0, x1, x2, ..., xq) ∈
Rq+1 tais que:

a) 0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ {0, 1, 2, ..., q}

b) x0 + x1 + x2 + ...+ xq = 1

Os vetores unitários ej = (0, ..., 0,

j︷︸︸︷
1 , 0..., 0) de Rq+1 estão em ∆q e são denomi-

nados vértices de ∆q.

Exemplo 1.1. Geometricamente:

• ∆0 é um ponto;

• ∆1 é um segmento de reta;

• ∆2 é um triângulo equilátero;

• ∆3 é um tetraedro regular.
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Figura 1.1: Simplexos Padrão

Definição 1.6. Uma aplicação f : ∆q −→ Rn é dita linear se existir uma transforma-
ção linear F : Rq+1 −→ Rn tal que F |∆q = f .

Note que sendo P 0, P 1, ..., P q ∈ Rn pontos arbitrários a única aplicação linear
f : ∆q −→ Rn tal que f(ei) = P i é dada por f(x) = x0P

0 + ...+ xqP
q.

A imagem f(∆q) consiste de todos os pontos P = x0P
0 + ... + xqP

q de Rn com
0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ {0, 1, ..., q}, e x0 + ... + xq = 1; fazendo com que as aplicações lineares
de ∆q fiquem completamente determinadas quando conhecemos os seus valores nos
vértices.

Em particular, consideremos a aplicação linear

εjq−1 : ∆q−1 −→ ∆q

(x0, ..., xj, ..., xq−1) 7−→ (x0, ..., xj−1,

j+1︷︸︸︷
0 , xj, ..., xq−1), j ∈ {0, 1, ..., q}

.
Denominamos as imagens desta aplicação como as (q − 1)-faces de ∆q.
A união de todas as (q−1)-faces de ∆q é chamada de bordo de ∆q e a denotaremos

por
•
∆q. Note que

•
∆q consiste de todos os pontos x ∈ ∆q com pelo menos uma

coordenada sendo zero.

Lema 1.2. εjq+1ε
k
q = εkq+1ε

j−1
q , se k < j.

Demonstração. De fato, por um lado temos:

εjq+1(εkq(x0, ..., xk, ..., xj, ..., xq)) = εjq+1(x0, ..., xk−1,

k+1︷︸︸︷
0 ,

k+2︷︸︸︷
xk , ...,

j+1︷︸︸︷
xj−1,

j+2︷︸︸︷
xj , ...,

q+1︷︸︸︷
xq ) =

(x0, ..., xk−1,

k+1︷︸︸︷
0 , xk, ...,

j︷︸︸︷
xj−2,

j+1︷︸︸︷
0 ,

j+2︷︸︸︷
xj−1,

j+3︷︸︸︷
xj , ...,

q+2︷︸︸︷
xq )

E por outro lado:

εkq+1(εj−1
q (x0, ..., xk, ..., xj, ..., xq)) = εkq+1(x0, ..., xk, ..., xj−2,

j︷︸︸︷
0 ,

j+1︷︸︸︷
xj−1,

j+2︷︸︸︷
xj , ...,

q+1︷︸︸︷
xq ) =
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(x0, ..., xk−1,

k+1︷︸︸︷
0 , xk, ...,

j︷︸︸︷
xj−2,

j+1︷︸︸︷
0 ,

j+2︷︸︸︷
xj−1,

j+3︷︸︸︷
xj , ...,

q+2︷︸︸︷
xq )

Portanto, segue o resultado.

1.3.2 O Complexo Singular

Definição 1.7. Uma categoria C é definida do seguinte modo:

a) Uma classe de objetos, denotada por Ob(C) ou apenas por C, quando não houver
risco de confusão;

b) Para qualquer par X, Y de objetos, tem-se um conjunto de morfismos de X para
Y , denotado por C(X, Y ) ou [X, Y ];

c) Para toda tripla ordenada de objetos X, Y, Z, tem-se uma aplicação (α, β) de
C(X, Y ) × C(Y, Z) para C(X,Z), chamada composição; a imagem de (α, β) é
denotada por β ◦ α ou βα, e será denominada composta de α com β.

Além do mais, devem ser satisfeitos os dois axiomas:

d) γ ◦ (β ◦ α) = (γ ◦ β) ◦ α, em que X α−→ Y
β−→ Z

γ−→ W com α, β, γ morfismos;

e) Existe um morfismo identidade id = idX : X −→ X, para cada objeto X ∈ Ob(C),
tal que α ◦ idX = α e idY ◦ α = α em que α : X −→ Y é morfismo.

Observação 1.2. O morfismo identidade do axioma acima é único.

Demonstração. Suponha que existam dois: id1
X : X −→ X e id2

X : X −→ X.
Logo id1

X = id1
X ◦ id2

X = id2
X e segue o resultado.

Definição 1.8. Sejam C e D categorias. Um funtor T de C em D, T : C −→ D, é
definido por:

a) Uma aplicação T : Ob(C) −→ Ob(D), e

b) Aplicações T = TXY : C(X, Y ) −→ D(TX, TY ), para cada X, Y ∈ Ob(C), que
preservam composições e identidades, isto é, tal que

c) T (β ◦ α) = (Tβ) ◦ (Tα), para todos morfismos X α−→ Y
β−→ Z em C,

d) T (idX) = idTX , para todo X ∈ Ob(C).

Definição 1.9. Um complexo de cadeias K = (Kn, ∂n) é definido por um par de sequên-
cias: uma sequência de grupos abelianos (Kn)n∈Z e uma sequência de homomorfismos
∂n : Kn −→ Kn−1, tal que ∂n ◦ ∂n+1 = 0 para todo n ∈ Z.

· · · −→ Kn+1
∂n+1−→ Kn

∂n−→ Kn−1 −→ · · ·
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Nosso objetivo agora é, construir um funtor, chamado complexo singular, que leva
espaço topológicos em complexos de cadeia.

Definição 1.10. Seja X um espaço topológico. Um q-simplexo singular de X é uma
aplicação contínua σ : ∆q −→ X em que q ≥ 0.

Consideremos o conjunto de todos os q-simplexos singulares; este conjunto gera um
grupo abeliano livre denotado por SqX, cujos elementos σj ∈ SqX são denominados
q-cadeias singulares de X.

Pela definição de grupo livre, todo σ ∈ SqX possui representação única como combi-
nação linear finita de q-simplexos singulares σj, σ =

∑
j

cjσj , com coeficientes inteiros

cj.

Observação 1.3. A operação, em Sq(X), do grupo de todos os q-simplexos singulares
de X é dada por: ψ, γ ∈ SqX logo ψ =

∑
j

djσj e γ =
∑
j

cjσj. Assim definimos a

operação ψ + γ =
∑
j

(dj + cj)σj.

Vamos definir um homomorfismo ∂q : SqX −→ Sq−1X, ∂q(σ) =

q∑
i=0

(−1)i(σ ◦ εiq−1),

em que εiq−1 : ∆q−1 −→ ∆q denota o operador da (q − 1)-ésima face de ∆q.

A demonstração da proposição abaixo pode ser encontrada na página 31 do livro
do Dold [2].

Proposição 1.1. A sequência · · · −→ Sq+1X
∂q+1−→ SqX

∂q−→ Sq−1X −→ · · · é um
complexo de cadeias, isto é, ∂q ◦ ∂q+1 = 0. Essa sequência é conhecida como complexo
singular de X, e é denotada por SX.

Se f : X −→ Y é uma aplicação contínua e σ : ∆q −→ X é um simplexo singular
de X, então a composta f ◦ σ : ∆q −→ Y é um complexo singular de Y e obtemos um
homomorfismo Sqf : SqX −→ SqY dado por Sqf(σ) = f ◦ σ.

Proposição 1.2. S(g ◦ f) = S(g) ◦ S(f) e S(idX) = idSX .

Demonstração. De fato, para qualquer q ∈ Z segue que Sq(g ◦ f)(σ) = (g ◦ f) ◦ σ =

g ◦ (f ◦ σ) = Sq(g)(f ◦ σ) = Sq(g)(Sq(f)(σ)) = [Sq(g) ◦ Sq(f)](σ),
e também, para qualquer q ∈ Z segue que Sq(idX)(σ) = idX ◦ σ = σ = idSqX(σ).

Vamos generalizar o processo para pares de espaços topológicos (X,A).

Definição 1.11. Um par de espaços topológicos (X,A) consiste de um espaço topológico
X e um subespaço topológico A ⊂ X.
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Definição 1.12. Se (X,A) e (Y,B) são pares de espaços topológicos, denominamos
aplicação de pares, uma aplicação f : (X,A) −→ (Y,B), tal que f : X −→ Y é
contínua e f(A) ⊂ B.

Se i : A −→ X é a aplicação inclusão então Si : SA −→ SX é um monomorfismo,
pois Ker(Si) = {0}, e por isso SA pode ser tratado como um subcomplexo de SX. O

quociente S(X,A) =
SX

SA
é chamado complexo singular relativo de (X,A). Se j denota

a passagem para o quociente então

0 −→ SA
Si−→ SX

Sj−→ S(X,A) −→ 0

é uma sequência exata curta que se fatora em todas as dimensões, SqX = SqA ⊕
Sq(X,A),∀q. De fato, a base {σ : ∆q −→ X} de SqX se divide em duas partes: A dos
simplexos em A, e dos simplexos não em A; que, respectivamente, formam bases para
SqA e Sq(X,A).

Note que S(X,∅) = SX.
Uma aplicação de pares f : (X,A) −→ (Y,B) induz um diagrama comutativo

O // SA

Sf |A
��

Si // SX

Sf
��

Sj // S(X,A)

Sf
��

// 0

O // SB // SY // S(Y,B) // 0

de aplicações de cadeias com linhas exatas. A aplicação Sf é obtida de Sf passando
ao quociente.

A Proposição 1.2 é válida para aplicações de pares de espaços topológicos.

1.3.3 A Homologia Singular

Definição 1.13. Os grupos de homologia singular de um espaço topológico X (res-
pectivamente um par de espaços topológicos (X,A)) são, por definição, os grupos de
homologia do complexo singular SX (respectivamente S(X,A)).

Escrevemos HX = HSX (respectivamente H(X,A) = HS(X,A)).
Os grupos H(X,A) também são conhecidos como grupos de homologia relativos de

X módulo A, em contraste com os grupos absolutos HX.
Dizemos que z ∈ SX é um ciclo módulo A se ∂(z) ∈ SA, e que z é um bordo

módulo A, se z = ∂x+ y para algum x ∈ SX e y ∈ SA.
O grupo de homologia relativa Hq(X,A) é então isomorfo ao grupo dos q-ciclos

módulo A quocientado pelo grupo dos q-bordos módulo A.

Hq(X,A) ∼=
Zq(X,A)

Bq(X,A)
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Se f : (X,A) −→ (Y,B) é uma aplicação de pares, então Sf : S(X,A) −→ S(Y,B)

induz homomorfismos Hf = f∗ : H(X,A) −→ H(Y,B); do seguinte modo: S(f) :

S(X,A) −→ S(Y,B) implica H(S(f)) : H(S(X,A)) −→ H(S(Y,B)) e simplificando a
notação deH(S(f)) porHf , deH(S(X,A)) porH(X,A) e deH(S(Y,B)) porH(Y,B)

segue o resultado. Isto torna a homologia singular em um funtor de pares de espaços
topológicos para grupos graduados.

O homomorfismo de conexão δq+1 : Hq+1(X,A) −→ Hq(A) da sequência 0 −→
SA −→ SX −→ S(X,A) −→ 0, dado por δq+1(c + Bq+1(X,A)) = δq+1(c) + Bq(A) é
chamado de homomorfismo de conexão do par (X,A) e a sequência exata

· · · −→ Hq+1(A)
i∗q+1−→ Hq+1(X)

j∗q+1−→ Hq+1(X,A)
δq+1−→ Hq(A)

i∗q−→ Hq(X) −→ · · ·

é chamada sequência de homologia do par (X,A).
Se f : (X,A) −→ (Y,B) é uma aplicação de pares, então o diagrama

Hq+1(A)

(f |A)∗q+1

��

// Hq+1(X)

f∗q+1

��

// Hq+1(X,A)

f∗q+1

��

// Hq(A)

(f |A)∗q
��

// Hq(X)

f∗q
��

Hq+1(B) // Hq+1(Y ) // Hq+1(Y,B) // Hq(B) // Hq(Y )

é comutativo e com linhas exatas. Para maiores detalhes vide Ruy [3] (Dissertação).
Denotamos Hq(X,A) o q-ésimo grupo de homologia de X módulo A. Se A = ∅,

denotamos simplesmente Hq(X).

Observação 1.4. No caso em que A = B = ∅, se f : X −→ Y é aplicação contínua,
então Sf : S(X) −→ S(Y ) induz homomorfismos Hf = f∗ : Hq(X) −→ Hq(Y ),∀q ≥ 0.

Observação 1.5. Se P é um ponto, temos que

{
H0(P ) = Z
Hi(P ) = 0, i 6= 0

Observação 1.6. Para cada espaço topológico X a aplicação constante c : X −→ P

induz um homomorfismo c∗ : H∗(X) −→ H∗(P ), que é conhecido como aumentação.
Denotamos

∼
Hq (X) = ker(cq : Hq(X) −→ Hq(P )) e o nomearemos de grupo de

homologia reduzida do espaço topológico X.

Observação 1.7. Se um espaço topológico X possui o mesmo tipo de homotopia de
um ponto, então seu grupo de homologia é isomorfo ao grupo de homologia do ponto.

Observação 1.8. Se f ' g, então f∗ = g∗ (Vide Ruy [3] [dissertação], página 108).

Lema 1.3.
∼
Hq (X) = Hq(X), para q 6= 0 e H0(X) ∼=

∼
H0 (X)⊕ Z.

Demonstração. Para q 6= 0, temos pela Observação 1.5 que Hq(P ) = 0. Assim cq :

Hq(X) −→ 0 e portanto
∼
Hq (X) = ker(cq) = Hq(X). A segunda parte segue do

fato de que a sequência exata 0 //
∼
H0 (X) // H0(X)

c0 // Zmm // 0 , esplita
porque Z é livre.
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Definição 1.14. Se (X,A) é um par de espaços topológicos, dizemos que A é um
retrato de X, se existe uma aplicação contínua r : X −→ A tal que r ◦ i = idA, onde
i : A ↪→ X é a aplicação inclusão. A aplicação r é chamada de retração de X em A.

Exemplo 1.2. Seja X um espaço topológico. Cada ponto P de X é um retrato de X.
De fato, considere a aplicação r : X −→ {P} em que r(x) = P .
Temos que r ◦ i(P ) = r(P ) = P = id{P}(P ), em que i : {P} ↪→ X é a aplicação

inclusão.
Portanto, segue o resultado.

Utilizaremos a notação X ≈ Y para indicar que existe um homeomorfismo entre X
e Y .

Exemplo 1.3. Sejam A e B espaços topológicos e Q um ponto de B. Então A ≈
A× {Q} ⊂ A×B e r : A×B −→ A× {Q}, dada por r(a, b) = (a,Q) é uma retração
de A×B em A× {Q}.

De fato, o homeomorfismo h : A −→ A× {Q} é dado por h(a) = (a,Q).
Mostremos que r : A×Q −→ A× B, dada por (a, b) 7→ (a,Q), é uma retração de

A×B em A× {Q}.
Considere i : A × {Q} ↪→ A × B a aplicação inclusão. Segue que r ◦ i(a,Q) =

r(a,Q) = (a,Q) = idA×{Q}(a,Q).
Portanto, segue o resultado.

Definição 1.15. Se (X,A) é um par de espaços topológicos, então A é dito um retrato
de vizinhança em X, se A tem uma vizinhança em X da qual é retrato de X.

Observação 1.9. Todo retrato de X é um retrato de vizinhança de X; mas a recíproca
é falsa. Seja X = [0, 1] intervalo unitário e A = {0, 1}; então A é um retrato de
vizinhança em X que não é retrato de X.

De fato, primeiramente mostremos que A é retrato de vizinhança de X = [0, 1].

Tome V = [0, ε) ∪ (1 − ε, 1] vizinhança aberta de X e considere r : V
ab
⊂ [0, 1] −→

{0, 1}, dada por r(x) =

{
0, x ∈ [0, ε)

1, x ∈ (1− ε, 1]
. Desse modo segue que r ◦ i(0) = 0 e

r ◦ i(1) = 1, implicando r ◦ i = id{0,1}.
Agora mostremos que A não é retrato de X = [0, 1].
Suponha que exista r : [0, 1] −→ {0, 1} contínua tal que r ◦ i = id{0,1}. Absurdo!

Pois [0, 1] é conexo e {0, 1} não.

A demonstraçao da proposição abaixo pode ser encontrada na página 56 do livro
do Dold [2].

Proposição 1.3. (a)
∼
Hk (Sn) =

{
0, k 6= n

Z, k = n
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(b) Hk(B
n, Sn−1) =

{
0, k 6= n

Z, k = n

(c) Hk(Rn,Rn − P ) =

{
0, k 6= n

Z, k = n
para qualquer P ∈ Rn.

Como consequência da proposição, segue:

Corolário 1.1. Esferas de dimensões diferentes não são homeomorfas. Espaços eucli-
deanos de dimensões diferentes não são homeomorfos.

Demonstração. Sejam Sn e Sm esferas com m 6= n. Temos
∼
Hm (Sm) = Z e

∼
Hm (Sn) =

0. Dessa forma
∼
Hm (Sm) 6=

∼
Hm (Sn) o que implica que Sm e Sn não são homeomorfas,

pois se Sm e Sn fossem homeomorfas os grupos de homologia reduzida seriam isomorfos.
Agora, suponha que h : Rm −→ Rn seja um homeomorfismo. Logo h induz um

homeomorfismo de pares h : (Rm,Rm − {0}) −→ (Rn,Rn − {h(0)}). Dessa forma
Z = Hm(Rm,Rm − {0}) = Hm(Rn,Rn − {h(0)}) implicando m = n.

Logo, se Rm e Rn são homeomorfos temos que m = n e segue o resultado.

Corolário 1.2. Sn não é retrato de Bn+1.

Demonstração. Considere i : Sn ↪→ Bn+1 a aplicação inclusão.
Se r : Bn+1 −→ Sn fosse uma retração de Bn+1 em Sn teríamos que r ◦ i = idSn ,

donde seguiria que a composta
∼
Hn (Sn)

i∗−→
∼
Hn (Bn+1)

r∗−→
∼
Hn (Sn) seria a identidade

de
∼
Hn (Sn). Mas isto é impossível pois

∼
Hn (Sn) 6= 0 e

∼
Hn (Bn+1) = 0.

Para os próximos capítulos, enunciaremos o teorema a seguir, cuja demonstração
pode ser encontrada na página 275 do livro do Hatcher [6].

Teorema 1.1 (TEOREMA DE KUNNETH). Sendo (X,A) e (Y,B) pares de espaços
topológicos, vale:

Hr((X,A)× (Y,B)) ∼=
∑
i+j=r

[Hi(X,A)⊗Hj(Y,B)]⊕
∑

i+j=r−1

Tor(Hi(X,A), Hj(Y,B))

em que
∑

é a soma direta e (X,A)× (Y,B) = (X × Y,A× Y ∪X ×B).

1.4 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Considere X um espaço topológico qualquer e f : X −→ X uma aplicação contínua.
Seria natural nos perguntarmos se existem pontos x ∈ X de modo que f(x) = x.

Esses pontos, quando existem, são conhecidos como pontos fixos de f e o con-
junto de todos os pontos fixos de uma aplicação f é denotado por Fix(f). Quando
um espaço topológico X é tal que Fix(f) 6= ∅ para toda aplicação f dizemos que
X tem a propriedade do ponto fixo.

Por uma questão de motivação, estudaremos primeiramente um exemplo bem sim-
ples:
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Exemplo 1.4. X = [−1, 1] ⊂ R tem a propriedade do ponto fixo.
Sejam X = [−1, 1] intervalo de R e f : X −→ X uma aplicação contínua qualquer.

Figura 1.2: Teorema do Ponto Fixo de Brouwer aplicado no intervalo [−1, 1].

Se f(−1) = −1 ou f(1) = 1, então f tem um ponto fixo. Vamos supor, então, que
os extremos do intervalo não sejam pontos fixos. Então f(−1) > −1 e f(1) < 1.

Agora considere a aplicação g : X −→ X definida por g(x) = f(x) − x, para todo
x ∈ X. Temos que g(−1) > 0 e g(1) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediário, segue
que existe a ∈ X de modo que g(a) = 0; ou seja, f(a)− a = 0 e assim f(a) = a.

Provamos, desse modo, que f tem um ponto fixo no interior do intervalo X.
Como a aplicação f era qualquer, acabamos de demonstrar que X = [−1, 1] tem a

propriedade do ponto fixo.

Na verdade, o intervalo [−1, 1] é apenas um caso particular de X = Bn. Em 1912,
Luitzen Egbertus Jan Brouwer demonstrou que Bn tem a propriedade do ponto fixo.

Lema 1.4. Sejam f : Bn+1 −→ Bn+1 uma aplicação contínua tal que f(x) 6= x para

todo x ∈ Bn+1 e g : Bn+1 −→ Sn dada por g(x) =
−→

f(x)x ∩Sn = Px, para todo x ∈ Bn+1,

em que
−→

f(x)x é a semirreta que começa em f(x) e passa por x. Então g é contínua e,
se x ∈ Sn, g(x) = x.
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Figura 1.3: Semirreta
→

f(x)x, que começa em f(x) e passa por x, interseccionando a
esfera Sn em g(x).

Demonstração. Notemos, primeiramente, que Px é o ponto de intersecção de Sn com

a semireta
−→

f(x)x= {f(x) + t(x − f(x)), t ≥ 0}. Como Px ∈ Sn, segue que ||Px|| =

||f(x) + t(x− f(x))|| = 1.
Tome y = x− f(x) 6= 0, para facilitar a notação.
Temos que ||f(x) + ty||2 =< f(x) + ty, f(x) + ty >= 1, ou seja,

||f(x)||2 + 2t < f(x), y > +t2||y||2 = 1. Rearranjando os termos da expressão anterior,
obtemos uma equação do segundo grau em t:

||y||2t2 + 2 < f(x), y > t+ (||f(x)||2 − 1) = 0 (1.1)

em que ∆ = 4 < f(x), y >2 −4||y||2(||f(x)||2 − 1) =

4(< f(x), y >2 −||y||2(||f(x)||2 − 1)) = 4(< f(x), y >2 +||y||2(1− ||f(x)||2)).
Como f(x) ∈ Bn+1, temos 1− ||f(x)||2 ≥ 0 e assim ∆ ≥ 0.
Desse modo, a equação (1.1) possui soluções:

t =
−2 < f(x), y > ±

√
4(< f(x), y >2 +||y||2(1− ||f(x)||2))

2||y||2
=

=
− < f(x), y > ±

√
(< f(x), y >2 +||y||2(1− ||f(x)||2))

||y||2
.

Como t ≥ 0, temos que:

t =
− < f(x), y > +

√
(< f(x), y >2 +||y||2(1− ||f(x)||2))

||y||2
(1.2)

Assim, para cada x ∈ Bn+1, temos g(x) = Px = f(x) + ty em que y = x− f(x) 6= 0

e t é dado por (1.2).
Portanto, g está bem definida e é contínua.
Suponha, agora, que x ∈ Sn. Então:

i) < f(x), y >=< y, f(x) >=< x− f(x), f(x) >=< x, f(x) > − < f(x), f(x) >=

< f(x), x > −||f(x)||2.

ii) ||y||2 =< x− f(x), x− f(x) >= ||x||2 − 2 < x, f(x) > +||f(x)||2 =

1− 2 < x, f(x) > +||f(x)||2.
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iii) < f(x), y >2 +||y||2(1 − ||f(x)||2) =< f(x), x >2 −2 < f(x), x > ||f(x)||2 +

||f(x)||4 + 1 − 2 < x, f(x) > +||f(x)||2 − ||f(x)||2 + 2 < x, f(x) > ||f(x)||2 −
||f(x)||4 =< f(x), x >2 −2 < x, f(x) > +1 = (< f(x), x > −1)2.

Como ||x|| = 1, pois x ∈ Sn, temos que < f(x), x >= ||f(x)||.cosθ, em que θ é o
ângulo entre f(x) e x. Como ||f(x)|| ≤ 1, pois f(x) ∈ Bn+1, segue que < f(x), x >≤ 1

e portanto < f(x), x > −1 ≤ 0. Logo,

t =
− < f(x), y > +

√
(< f(x), y >2 +||y||2(1− ||f(x)||2))

||y||2

=
||f(x)||2− < f(x), x > +

√
(< f(x), x > −1)2

||y||2

=
||f(x)||2− < f(x), x > +| < f(x), x > −1|

||y||2

=
||f(x)||2− < f(x), x > +1− < f(x), x >

||y||2

=
||f(x)||2 − 2 < f(x), x > +1

||y||2

=
||y||2

||y||2
= 1

.

Logo, g(x) = Px = f(x) + 1.y = f(x) + x− f(x) = x para todo x ∈ Sn.

Teorema 1.2 (TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER). Se f : Bn+1 −→
Bn+1 é uma aplicação contínua, então f tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstração. Supondo que f não tenha ponto fixo, teríamos que f(x) 6= x para todo
x ∈ Bn+1. Neste caso, estaríamos exatamente nas mesmas hipóteses do lema anterior.

Desse modo, poderíamos definir g : Bn+1 −→ Sn nas mesmas condições do lema e
teríamos g contínua e g(x) = x para todo x ∈ Sn. Porém, isso contraria o Corolário
1.2, pois g ◦ i = id|Sn e Sn seria retrato de Bn+1.

Concluímos assim, que f possui, pelo menos um, ponto fixo.

Vamos agora observar agora algumas propriedades do ponto fixo:

1.4.1 Propriedades do Ponto Fixo

Proposição 1.4. Se um espaço topológico X possui a propriedade do ponto fixo e
r : X −→ A é uma retração de X em A, então A possui a propriedade do ponto fixo.

Demonstração. Temos por hipótese que para qualquer f : X −→ X contínua existe
x0 ∈ X de modo que f(x0) = x0 e que r : X −→ A é uma retração, ou seja, se
i : A ↪→ X denota a inclusão então r ◦ i = idA.
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Seja g : A −→ A uma aplicação contínua qualquer. Então a composta i ◦ g ◦ r :

X −→ X é contínua. Logo, existe y0 ∈ X tal que i ◦ g ◦ r(y0) = y0.
Então r ◦ i ◦ g ◦ r(y0) = r(y0) e, como r ◦ i = idA, segue que g ◦ r(y0) = r(y0).
Logo, g(r(y0)) = r(y0) e portanto g possui ponto fixo.

Teorema 1.3. A propriedade do ponto fixo é um invariante topológico.

Demonstração. Sejam X e Y espaços topológicos homeomorfos com X tendo a propri-
edade do ponto fixo.

Considere h : X −→ Y um homeomorfismo e f : Y −→ Y uma aplicação contínua.
Tome g = h−1 ◦ f ◦ h : X −→ X. Como X possui a propriedade do ponto fixo,

existe x0 ∈ X tal que g(x0) = x0.
Note agora que f(h(x0)) = f ◦ h(x0) = h ◦ g(x0) = h(g(x0)) = h(x0). Portanto

h(x0) é ponto fixo de f e segue o resultado.

Exemplo 1.5. Se um espaço topológico X tem a propriedade do ponto fixo e A ⊂ X,

o espaço quociente
X

A
pode não ter a propriedade do ponto fixo.

Considere X = B2 e A = S1. Assim
X

A
=
B2

S1
= S2.

Para mostrar que S2 não possui a propriedade do ponto fixo, basta considerar a
aplicação antípoda.

Antes de passarmos para o próximo capítulo, enunciaremos a proposição abaixo.
Sua demostração pode ser encontrada na página 34 do livro do Dold [2].

Proposição 1.5. Se (X,A) é um par de espaços topológicos e A 6= ∅, então temos a
sequência exata

· · ·
δ∗ // ∼Hq+1 (A)

i∗ // ∼Hq+1 (X)
j∗ // Hq+1(X,A)

δ∗ // ∼Hq (A)
i∗ // ∼Hq (X)

j∗ // · · ·

Essa sequência é chamada "sequência de homologia reduzida do par (X,A)".





2 Grau de Brouwer

2.1 O Grau de Brouwer

Recordemos que, sendo h : G −→ G um endomorfismo sobre um grupo G cíclico e
infinito, então existe um único d ∈ Z tal que h(x) = d.x, para todo x ∈ G.

A ideia é aplicar este resultado a grupos de homologia e extrair daí a definição de
grau de Brouwer (grau de uma aplicação).

Definição 2.1. Se f : Sn −→ Sn (respectivamente f : (Bn+1, Sn) −→ (Bn+1, Sn)) é

uma aplicação contínua qualquer, então o endomorfismo induzido f∗ :

Z
q

∼
Hn (Sn)−→

Z
q

∼
Hn (Sn),

(respectivamente f∗ :

Z
q

Hn+1(Bn+1, Sn)−→
Z
q

Hn+1(Bn+1, Sn)), é dado por f∗(x) = deg(f).x,
em que deg(f) ∈ Z e é único. Este inteiro deg(f) é denominado grau de f ou grau de
Brouwer.

Para determinar deg(f), devemos tomar um gerador a ∈
∼
Hn (Sn). Assim f∗(a) =

deg(f).a. Se o gerador tomado for −a, temos: f∗(−a) = −f∗(a) = −deg(f).a =

deg(f).(−a).
Como podemos notar, deg(f) não depende da escolha do gerador.
Vamos apresentar algumas propriedades iniciais do grau de Brouwer:

2.1.1 Primeiras Propriedades do Grau

Proposição 2.1. São verdadeiras:

(a) deg(id) = +1

(b) deg(f ◦ g) = deg(f).deg(g)

(c) Se f ' g, então deg(f) = deg(g)

(d) Se f é constante, então deg(f) = 0

(e) Se f é uma equivalência homotópica, então deg(f) = ±1

33
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(f) Se f : (Bn+1, Sn) −→ (Bn+1, Sn), então deg(f) = deg(f |Sn)

Demonstração. (a) id∗(a) = a = 1.a⇒ deg(id) = +1

(b) (f◦g)∗(a) = f∗◦g∗(a) = f∗(g∗(a)) = deg(g).f∗(a) = deg(g).deg(f).a = f∗(deg(g).a) =

deg(f).[deg(g).a] = deg(f).deg(g).a⇒ deg(f ◦ g) = deg(f).deg(g)

(c) Se f ' g, pela Observação 1.8, temos f∗ = g∗ e portanto deg(f) = deg(g)

(d) f(x) = k,∀x ∈ Sn

Considere o diagrama:

Sn
f //

g !!

Sn

{k}
i

==

em que g : Sn −→ {k}, g(x) = k, ∀x ∈ Sn e i : {k} ↪→ Sn é a inclusão. Assim,
induzindo homomorfismos, obtemos:

∼
Hn (Sn)

f∗ //

g∗ %%

∼
Hn (Sn)

∼
Hn ({k})

i∗
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Segue que f∗(a) = i∗ ◦ g∗(a) = i∗(g∗(a)) = i∗(0) = 0 = 0.a e portanto deg(f) = 0.

(e) Como f é equivalência homotópica, existe g : Sn −→ Sn tal que f ◦ g ' g ◦ f '
IdSn . Induzindo homomorfismos temos f∗ ◦ g∗ = Id∼

H(Sn)
= g∗ ◦ f∗. Por (a)

e (b), deg(f).deg(g) = 1 = deg(g).deg(f). Como deg(f), deg(g) ∈ Z então
deg(f) = +1 = deg(g) ou deg(f) = −1 = deg(g).

(f) Da proposição 1.5, montamos o diagrama:

0 =
∼
Hn+1 (Bn+1)

j∗ //

Z
q

Hn+1(Bn+1, Sn)

δ∗ ∼=��

f∗ // Hn+1(Bn+1, Sn)

δ∗∼=

��
Z
q

∼
Hn (Sn)

i∗

��

(f |Sn )∗ //
∼
Hn (Sn)

∼
Hn (Bn+1) = 0

Temos (f |Sn)∗(a) = δ∗ ◦ f∗ ◦ δ−1
∗ (a).

Note que existe um único b gerador de Hn+1(Bn+1, Sn) = Z tal que δ∗(b) = a.
Assim,
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(f |Sn)(a) = δ∗ ◦ f∗ ◦ δ−1
∗ (a) = δ∗(f∗(b)) = δ∗(deg(f).b) = deg(f).δ∗(b) = deg(f).a

em que a é gerador de
∼
Hn (Sn).

Segue o resultado.

Um resultado mais sofisticado, devido a Hopf, é a recíproca da propriedade (c): Se
deg(f) = deg(g) então f ' g. A demonstração pode ser encontrada na página 398 do
livro do Spanier [4].

2.2 Um Teorema Relevante

Nosso intuito agora será demonstrar que para qualquer k ∈ Z existe uma aplicação
f : Sn −→ Sn de modo que deg(f) = k.

O que segue é uma leve variação da noção de grau.

Definição 2.2. Se µ : Sn×Sn −→ Sn, n > 0, é uma aplicação então o homomorfismo

induzido µ∗ : Hn(Sn)⊕Hn(Sn)
ψ∼= Hn(Sn×Sn) −→ Hn(Sn) possui a forma µ∗(x1, x2) =

d1x1 + d2x2 em que d1 e d2 são inteiros unicamente determinados. O par (d1, d2)

é denominado bigrau de µ. Suas propriedades são análogas as propriedades de grau
exibidas na Proposição 2.1.

Observação 2.1. O isomorfismo ψ, da Definição 2.2, é consequência direta do Teorema
1.1, de Kunneth.

Proposição 2.2. Se f1, f2 : Sn −→ Sn são aplicações, então o grau da composição
Sn

(f1,f2)−→ Sn × Sn µ−→ Sn é dado por deg[µ(f1, f2)] = d1.deg(f1) + d2.deg(f2).

Demonstração. Sejam p1, p2 : Sn × Sn −→ Sn duas projeções. Temos pi(f1, f2) = fi,
i ∈ {1, 2}.

Então (p1∗, p2∗)(f1, f2)∗(x) = (f1∗(x), f2∗(x)) = (deg(f1).x, deg(f2).x), onde x ∈
Hn(Sn).

Desse modo, µ∗(f1, f2)∗(x) = [d1.deg(f1) + d2.deg(f2)](x)

Intuitivamente, nós imaginamos µ como uma estrutura multiplicativa em Sn, tal
como a multiplicação dos números complexos se n = 1 ou quaternions se n = 3; nesses
casos µ(z1, z2) = z1.z2 possui bigrau (1, 1), pois µ|S1×{1} e µ|{1}×S1 são identidade e
portanto possuem grau 1. Assim d1 = 1 e d2 = 1. Portanto temos:

Corolário 2.1. Se f1, f2 : Sn −→ Sn são aplicações, então deg(f1.f2) = deg(f1) +

deg(f2).

Lema 2.1. Seja k ∈ Z um inteiro arbitrário. Então a aplicação pk : S1 −→ S1 (res-
pectivamente pk : S3 −→ S3) dada por pk(z) = zk potenciação dos números complexos
(respectivamente quaterniônicos) possui grau k.
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Demonstração. Faremos por indução sobre k.

• Para k = 1, p1 : S1 −→ S1 dada por f(z) = z1 = z possui grau 1, pois é a
identidade.

• Suponha válido para k − 1, ou seja, pk−1 : S1 −→ S1 em que pk−1(z) = zk−1

possui grau k − 1.

• Mostremos para k:

deg(pk) = deg(pk−1) + deg(id) = (k − 1) + 1 = k.

Portanto, segue o resultado.

2.2.1 A Suspensão de um Espaço Topológico X

Definição 2.3. Seja X um espaço topológico e I = [0, 1]. A suspensão ΣX é o espaço
obtido de X× I pela identificação de X×{0} a um ponto e X×{1} a um outro ponto.

Exemplo 2.1. Seja X = Sn, notemos que ΣSn = Sn+1.

Figura 2.1: A Suspensão de Sn.

Podemos dizer que ΣSn é um cone duplo sobre Sn: Uma união de duas cópias do

cone CSn =
Sn × I
Sn × {1}

, com base Sn = Sn × {0}.

Assim,
CSn

Sn
= ΣSn = Sn+1.

Observação 2.2. Note que uma aplicação contínua f : X −→ Y induz uma aplicação
Σf : ΣX −→ ΣY entre as suspensões.

Proposição 2.3. Seja f : Sn −→ Sn contínua e Σf : ΣSn −→ ΣSn sua induzida.
Então deg(Σf) = deg(f).
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Demonstração. Temos o diagrama:

Sn

q
Sn × {0} // Sn × I

id×f

��

π1 // CSn

��

π2 //

Sn+1

q
ΣSn

q
CSn

Sn

Σf ��

Sn

q
Sn × {0}

f

OO

// Sn × I π1 // CSn
π2 //

Sn+1

q
CSn

Sn

Temos Σf :
CSn

Sn
−→ CSn

Sn
.

Considere o par (CSn, Sn). Da Proposição 1.5 segue a seguinte sequência exata:

· · · δ∗ //
∼
Hn+1 (Sn)

i∗ //
∼
Hn+1 (CSn)

j∗ // Hn+1(CSn, Sn)
δ∗ //

∼
Hn (Sn)

i∗ //
∼
Hn (CSn)

j∗ // · · ·

Mas, note que CSn = Bn+1 e assim
∼
Hn+1 (CSn) = 0 e também

∼
Hn (CSn) = 0.

Por fim, note também que Hn+1(CSn, Sn) = Hn+1(ΣSn) =
∼
Hn+1 (Sn+1).

Logo, segue:

· · · // 0 //
∼
Hn+1 (Sn+1)

δ∗ //
∼
Hn (Sn)

δ−1
∗ =σ

nn
// 0 // · · ·

Considere então o diagrama:

∼
Hn (Sn) σ //

∼
Hn+1 (Sn+1)

∼
Hn (Sn)

f∗

OO

σ //
∼
Hn+1 (Sn+1)

(Σf)∗

OO

que é comutativo devido a naturalidade de σ.
Existe um único a ∈

∼
Hn (Sn) de modo que se α ∈

∼
Hn+1 (Sn+1) tenhamos α = σ(a),

pois σ é isomorfismo.
Alem disso, (Σf)∗(α) = (Σf)∗(σ(a)) = (Σf)∗ ◦ σ(a) = σ ◦ f∗(a) = σ(f∗(a)) =

σ(deg(f).a) =

deg(f).σ(a) = deg(f).α

O que implica deg(Σf) = deg(f).

Teorema 2.1. Dado um inteiro k ∈ Z, existe uma aplicação f : Sn −→ Sn tal que
deg(f) = k, ∀n ≥ 1.

Demonstração. Faremos por indução sobre n.
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• Para n = 1, f : S1 −→ S1 dada por f(z) = zk possui grau k.

• Suponha válido para n, ou seja, existe f : Sn −→ Sn tal que deg(f) = k.

• Mostremos para n+ 1:

Pela proposição anterior, temos Σf : Sn+1 −→ Sn+1 e deg(Σf) = deg(f) = k.

Temos assim que o Grau de Brouwer é um invariante algébrico completo para o
estudo das classes de homotopia de aplicações de Sn em Sn.

2.3 A Aplicação Antípoda

A demonstração da proposição abaixo pode ser encontrada na página 63 do livro
do Dold [2].

Proposição 2.4. O grau de uma aplicação linear f : (∆n,
•
∆n) −→ (∆n,

•
∆n) que

permuta os vértices é igual ao sinal da permutação, isto é, deg(f) = sign(f |{e0,e1,...,en}).
O grau de uma aplicação ortogonal g : Sn −→ Sn é igual a seu determinante, isto é,
deg(g) = det(g).

Definição 2.4. A aplicação A : Sn −→ Sn em que A(x1, x2, ..., xn+1) = (−x1,−x2, ...,−xn+1)

é chamada aplicação antípoda.

Vamos encontrar o grau de Brouwer da aplicação A. A matriz da aplicação A, em
relação à base canônica, é escrita como:

A =



−1 0 0 · · · 0 0

0 −1 0 · · · 0 0

0 0 −1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · −1 0

0 0 0 · · · 0 −1


cujo determinante é o produto dos elementos da diagonal principal, pois a matriz

é diagonal. Ou seja, det(A) = (−1)n+1. Desse modo, pela proposição 2.4, temos que
deg(A) = (−1)n+1.

Definição 2.5. A aplicação r : Sn −→ Sn em que r(x1, ..., xi, ..., xn+1) = (x1, ...,−xi, ..., xn+1)

é chamada aplicação reflexão.

Analogamente ao que fizemos com a aplicação antípoda, podemos através do de-
terminante da matriz da aplicação r, concluir que deg(r) = −1.
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Proposição 2.5. Se f, g : Sn −→ Sn são duas aplicações contínuas com f(x) 6= g(x),
para todo x ∈ Sn, então g é homotópica a A ◦ f .

Demonstração. Podemos, para encontrar a homotopia, visualizar geometricamente o
problema.

Assim, podemos considerar f(x) e a sua antípoda Af(x). Como f(x) 6= g(x), para
todo x ∈ Sn, a ideia é que o segmento em Rn+1 que une Af(x) e g(x) não passa pela
origem de Sn.

Projetando radialmente da origem sobre a esfera obtemos caminhos em Sn que
unem Af(x) e g(x).

Um desses caminhos irá definir a nossa homotopia.

Figura 2.2: Caminho em Sn entre Af(x) e g(x) obtido através da projeção radial.

Definimos:

H(x, t) =
(1− t)Af(x) + t.g(x)

||(1− t)Af(x) + t.g(x)||

Este é um caminho unindo Af(x) a g(x) e é a nossa homotopia.
Note que:

H(x, 0) =
(1− 0)Af(x) + 0.g(x)

||(1− 0)Af(x) + 0.g(x)||
=

Af(x)

||Af(x)||
= Af(x)

e

H(x, 1) =
(1− 1)Af(x) + 1.g(x)

||(1− 1)Af(x) + 1.g(x)||
=

g(x)

||g(x)||
= g(x)



40 Grau de Brouwer

Observação 2.3. Se f = id, a proposição acima nos diz que se g : Sn −→ Sn não
possui pontos fixos, então g é homotópica a aplicação antípoda A : Sn −→ Sn. Neste
caso deg(g) = (−1)n+1.

Observação 2.4. Se f = A, a proposição acima nos diz que se g não possui antípodas,
isto é, g(x) 6= −x para todo x ∈ Sn, então g é homotópica a identidade. Neste caso
deg(g) = +1.

Corolário 2.2. Toda aplicação g : S2n −→ S2n tem pelo menos um ponto fixo ou
antípoda.

Demonstração. Suponha que g não possua pontos fixos. Temos então g(x) 6= x para
todo x ∈ S2n. Neste caso, segundo a observação 2.3, g é homotópica a aplicação
antípoda A : S2n −→ S2n.

Agora suponha que g não possua antípoda. Temos então que g(x) 6= −x para
todo x ∈ S2n. Neste caso, segundo a observação 2.4, g é homotópica a identidade
id : S2n −→ S2n.

Por fim, suponha que ambas as condições não valham simultâneamente.
Assim, deg(A) = deg(g) = deg(id).
Contudo, deg(A) = (−1)2n+1 = −1 e deg(id) = +1, temos um absurdo.

Para demonstrarmos o próximo teorema, primeiro, necessitamos definir campo ve-
torial sobre a esfera Sn.

Definição 2.6. Um campo vetorial sobre a esfera Sn é uma aplicação contínua v :

Sn −→ Rn+1 tal que x é ortogonal a v(x), para todo x ∈ Sn.

Definição 2.7. Um campo de vetores v : Sn −→ Rn+1 é dito não-nulo se v(x) 6= 0

para todo x ∈ Sn.

Teorema 2.2. São verdadeiras as afirmações:

(i) Não existe nenhum campo de vetores não-nulo em S2n.

(ii) Sempre existe campo de vetores não-nulo em S2n+1.

Demonstração. (i) Suponha que exista v um campo de vetores não-nulo em S2n.

Note que w(x) =
v(x)

||v(x)||
é um campo de vetores em S2n de comprimento 1 em

que w : S2n −→ S2n é uma aplicação contínua com w(x) ortogonal a x para
cada x. Esse fato contradiz o Corolário 2.2, pois w não possui ponto fixo e nem
antípoda.

(ii) Basta definir em S2n+1, por exemplo, o campo de vetores:

v(x1, x2, ..., x2n, x2n+1) = (x2,−x1, ..., x2n+1,−x2n)
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E assim:
< x, v(x) >=< (x1, x2, ..., x2n, x2n+1), (x2,−x1, ..., x2n+1,−x2n) >= x1.x2−x2.x1+

...+ x2n.x2n+1 − x2n+1.x2n = 0.

Lema 2.2. Se f : S2n+1 −→ S2n+1 não possui ponto fixo, então f é homotópica a
identidade.

Demonstração. Se f : S2n+1 −→ S2n+1 não possui pontos fixos, então, pela Observação
2.3, deg(f) = (−1)(2n+1)+1 = (−1)2n+2 = +1.

Pela recíproca da propriedade 2.1 c), por Hopf, segue que f é homotópica a identi-
dade, pois deg(id) = +1.

Observação 2.5. Note que o lema acima prova que A : S2n+1 −→ S2n+1 (antípoda) é
homotópica a identidade.

Lema 2.3. Se f : S2n+1 −→ S2n+1 é homotópica a constante, então f possui pelo
menos um ponto fixo.

Demonstração. Se f é homotópica a constante, então deg(f) = 0.
Suponha que f não possua pontos fixos, então, pelo lema anterior, f é homotópica

a identidade e deg(f) = +1. Absurdo!
Logo, f possui pelo menos um ponto fixo.





3 Graus Locais

3.1 O Grau Local

Vamos, neste momento, estender a noção de grau vista no capítulo anterior.
Utilizaremos a noção de grau local para definir o conceito de índice de uma função

em torno de um ponto fixo isolado ou, mais geralmente, em torno de um subconjunto
compacto contendo o conjunto dos pontos fixos.

Para iniciarmos nossos estudos, vamos enunciar o Teorema da Excisão, cuja de-
monstração pode ser encontrada na página 54 do livro do Vick [5].

Teorema 3.1. Se (X,A) é um par de espaços topológicos e U ⊂ A com
−
U⊂

◦
A então

a aplicação inclusão i : (X − U,A − U) ↪→ (X,A) induz um isomorfismo i∗ = exc :

H∗(X − U,A− U) −→ H∗(X,A).
Isto é, tal conjunto U pode ser excedido sem alterar o grupo de homologia relativo

de X módulo A.

Definição 3.1. Considere a esfera Sn, n > 0. Sejam V ⊂ Sn um subconjunto aberto e
f : V −→ Sn uma aplicação contínua. Fixemos um ponto Q ∈ Sn tal que f−1(Q) seja
um compacto. Considere a aplicação composta (de Hn(Sn) em Hn(Sn)):

Hn(Sn)
j∗ // Hn(Sn, Sn − f−1(Q)) ∼=

exc′ // Hn(V, V − f−1(Q))
f∗ // Hn(Sn, Sn −Q) ∼=

−
j∗
−1

// Hn(Sn)

onde exc′ é o isomorfirmo induzido pela excisão exc e
−
j∗ é o isomorfismo dado pelo fato

de que Sn−P , em que P é um ponto qualquer, é homotópica a um ponto. A composta
é um homomorfismo da forma x 7−→ degQ(f).x em que degQ(f) é um inteiro chamado
de grau local de f em torno de Q.

Observação 3.1.
−
j∗
−1

é fornecido pela sequência exata

0 =
∼
Hn (Sn −Q) // Hn(Sn)

−
j∗ // Hn(Sn, Sn −Q)mm // Hn−1(Sn, Sn −Q) = 0

Observação 3.2. exc′ pode ser exemplificada assim:

43
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Figura 3.1: Figura de referência para a obtenção de exc′.

Tomando X = Sn e A = Sn − f−1(Q)

f−1(Q) = P̂1P2, V = P̂4P3 e U = P̂6P5, em que os arcos são tomados no sentido
horário.

Pelo Teorema da Excisão, temos que

Hn(Sn, Sn − f−1(Q))
exc∼= Hn(X − U,A− U)

ϕ∼= Hn(V, V − f−1(Q))

pois (X−U,A−U) ' (V, V −f−1(Q)), onde ' indica ter o mesmo tipo de homotopia.
Assim,

exc′ = ϕ ◦ exc

Observaremos, na proposição seguinte, que quando V = Sn o grau em torno de
qualquer ponto Q ∈ Sn é o mesmo grau da f .

Proposição 3.1. Sejam f : Sn −→ Sn e Q ∈ Sn, então segue que deg(f) = degQ(f).

Demonstração. Olhemos para o diagrama comutativo

∼
Hn (Sn) = Hn(Sn)

f∗
��

j∗ // Hn(Sn, Sn − f−1(Q))

f∗

��∼
Hn (Sn) = Hn(Sn)

−
j∗ // Hn(Sn, Sn −Q)
−
j∗

−1
nn

Logo
−
j∗
−1

◦f∗ ◦ j∗ = f∗. Note que f∗(x) =
−
j∗
−1

◦f∗ ◦ j∗(x) = degQ(f).x e portanto
deg(f) = degQ(f).

3.1.1 Propriedades Iniciais do Grau Local

Proposição 3.2. Sejam V ⊂ Sn um aberto e f : V −→ Sn uma aplicação contínua.
Então temos:
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(i) degQ(f) = 0, se Q 6∈ Im(f);

(ii) degQ(f) = +1, para todo Q ∈ V se f é a inclusão;

(iii) degQ(f) = ±1, para todo Q ∈ f(V ) se f é um homeomorfismo sobre um aberto
f(V ) de Sn.

Demonstração. (i) Se Q 6∈ Im(f) então f−1(Q) = ∅ e

Hn(Sn, Sn − f−1(Q)) = Hn(Sn, Sn − ∅) = Hn(Sn, Sn) = 0

Então
−
j∗
−1

◦f∗ ◦ exc′ ◦ j∗(x) = 0, ∀x ∈ Hn(Sn) e portanto segue o resultado.

(ii) Se f é a inclusão, note que

Hn(Sn)
j∗−→ Hn(Sn, Sn−Q)

∼=exc′−→ Hn(V, V−Q)
∼=exc′−1

−→ Hn(Sn, Sn−Q)
j−1
∗−→ Hn(Sn)

e portanto j−1
∗ ◦ exc′−1 ◦ exc′ ◦ j∗ = id e degQ(f) = +1.

(iii) Considere f como a composta V g−→ f(V )
i
↪→ Sn em que g é homeomorfismo.

Note que f∗ = (i ◦ g)∗ = i∗ ◦ g∗ e também f−1(Q) = g−1 ◦ i−1(Q) = g−1(Q).

Temos assim:

Z = Hn(Sn)
j∗ // Hn(Sn, Sn − f−1(Q)) ∼=

exc′ // Hn(V, V − f−1(Q))

∼=
g∗ // Hn(f(V ), f(V )−Q) ∼=

exc′′=i∗ // Hn(Sn, Sn −Q) ∼=
// Hn(Sn) = Z

em que exc′′ é obtida tomando X = Sn, A = Sn − Q e U = Sn − f(V ) no
Teorema da Excisão; g∗ é isomorfismo porque é induzida de homeomorfismo e j∗
é isomorfismo porque f é homeomorfismo fazendo f−1(Q) = Q (caso contrário,
f não seria injetiva).

A demonstração da proposição abaixo pode ser encontrada na página 36 do livro
do Dold [2].

Proposição 3.3. Seja X um espaço topológico arbitrário com componentes conexas
por caminho Xλ, λ ∈ Λ; seja A ⊂ X um subespaço e Aλ = A ∩ Xλ. Então as
aplicações inclusões iλ : (Xλ, Aλ) ↪→ (X,A) induzem uma representação em soma direta
{iλ} : ⊕λ∈ΛSn(Xλ, Aλ) ∼= Sn(X,A) e então {iλ∗} : ⊕λ∈ΛHn(Xλ, Aλ) ∼= Hn(X,A).
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3.2 Quatro Propriedades Relevantes do Grau Local

Apresentaremos agora, quatro propriedades relevantes de grau local que serão apli-
cadas no estudo do índice que faremos no próximo capítulo.

Proposição 3.4 (LOCALIZAÇÃO). Sejam V ⊂ Sn um subconjunto aberto, f : V −→
Sn uma aplicação contínua e Q ∈ Sn. Se f−1(Q) ⊂ K ⊂ U ⊂ V , em que K é um
subconjunto compacto e U é uma vizinhança de K, então o grau local em torno de Q
pode, também, ser dado pela composta

Hn(Sn)
j∗ // Hn(Sn, Sn −K)) ∼=

exc // Hn(U,U −K)
f∗ // Hn(Sn, Sn −Q) ∼=

// Hn(Sn)

Demonstração. A prova segue imediatamente da comutatividade do seguinte diagrama:

Hn(Sn, Sn − f−1(Q))
∼= // Hn(V, V − f−1(Q))

f∗

))
Hn(Sn)

j∗
66

j∗

))

Hn(Sn, Sn −Q)

Hn(Sn, Sn −K)

i∗

OO

∼= // Hn(U,U −K)

i∗

OO

f∗
55

A proposição acima é a responsável pelo adjetivo "local"no nome deste grau. Pois
note que podemos reduzir V a qualquer vizinhança de U de f−1(Q). A vizinhança U
pode ser qualquer f−1(W ) em que W é uma vizinhança aberta qualquer de Q.

Proposição 3.5 (ADITIVIDADE). Sejam V ⊂ Sn aberto, f : V −→ Sn contínua e
Q ∈ Sn tal que f−1(Q) é compacto. Suponha que V é a união finita de subconjun-

tos abertos, V =
r⋃
i=1

Vi, de modo que os subcojuntos f−1
i (Q), em que fi = f |Vi, são

mutuamente disjuntos. Então degQ(f) =
r∑
i=1

degQ(fi).

Demonstração. Sejam Ui vizinhanças abertas e conexas por caminho de f−1
i (Q) em Vi

de modo que Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j.

Tome U =
r⋃
i=1

Ui e considere o diagrama comutativo abaixo:

Hn(Sn)

{id}

��

j∗ // Hn(Sn, Sn − f−1(Q))

{ki∗}

��

exc

∼=
// Hn(U,U − f−1(Q))

f∗ // Hn(Sn, Sn −Q)
∼= // Hn(Sn)

⊕Hn(Sn)
⊕ji∗ // ⊕Hn(Sn, Sn − f−1

i (Q))
⊕exci
∼=
// ⊕Hn(Ui, Ui − f−1

i (Q))

∼={k′i∗}

OO

⊕fi∗ // ⊕Hn(Sn, Sn −Q)

{id}

OO

∼= // ⊕Hn(Sn)

{id}

OO
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em que todas as somas ⊕ são para i = 1, ..., r onde {id} é a aplicação cujas componentes
são todas iguais a identidade e ki e k′i denotam inclusões. Note que a função {k′i∗} é
isomorfismo pela Proposição 3.3, pois U é união disjunta de Ui.

Talvez o segundo quadrado do diagrama posse gerar dúvidas quanto a comutativi-
dade. Mas note que ele afirma que o diagrama

Hn(Sn, Sn − f−1(Q))

ki∗
��

exc
∼=
// Hn(U,U − f−1(Q))

Hn(Sn, Sn − f−1
i (Q))

exc1 // Hn(Uj, Uj − f−1
j (Q))

kj∗

OO

comuta.
Se i = j, temos que k′j∗◦exc1◦kj∗ = exc e se i 6= j, temos que k′j∗◦exc1◦ki∗ = 0 = exc,

pois Uj ⊂ Sn − f−1
i (Q).

Pela Proposição da Localização 3.4, a linha superior, do penúltimo diagrama, define
degQ(f) e a inferior define degQ(fi), para cada i. Portanto, pela comutatividade do
diagrama

degQ(f) =
r∑
i=1

degQ(fi)

.

Proposição 3.6 (INVARIÂNCIA HOMOTÓPICA). Sejam ft : V −→ Sn uma homo-
topia, V ⊂ Sn aberto e Q ∈ Sn tal que f−1

t (Q) é compacto para todo t ∈ [0, 1]. Suponha,
também, que a união

⋃
{f−1

t (Q), t ∈ [0, 1]} é compacto. Então degQ(f0) = degQ(f1).

Demonstração. Seja Kt = f−1
t (Q), t ∈ I e K =

⋃
t∈I

f−1
t (Q), que são compactos. Consi-

dere o diagrama comutativo:

Hn(Sn, Sn −K0) exc
∼=
// Hn(V, V −K0)

f0∗

**
Hn(Sn)

66

((

// Hn(Sn, Sn −K)

i0∗

OO

i1∗
��

exc
∼=
// Hn(V, V −K)

i0∗

OO

i1∗
��

Hn(Sn, Sn −Q) ∼= Hn(Sn)

Hn(Sn, Sn −K1) exc
∼=
// Hn(V, V −K1)

f1∗

44

Para mostrarmos que degQ(f0) = degQ(f1), basta mostrar que f0∗ ◦ i0∗ = f1∗ ◦ i1∗.
Como ft : (V, V −K) −→ (Sn, Sn − Q) é homotopia de pares entre f0 e f1 então

ft ◦ it onde it : (V, V −K) −→ (V, V −Kt) é inclusão de pares, é uma homotopia de
pares entre f0 ◦ i0 e f1 ◦ i1.

Assim (f0 ◦ i0)∗ = (f1 ◦ i1)∗ e portanto f0∗ ◦ i0∗ = f1∗ ◦ i1∗ como queríamos.
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Observação 3.3. Na proposição acima, observamos que a condição da compacidade
de

⋃
t∈I

f−1
t (Q) é realmente necessária.

De fato, considere S1 = R ∪ {∞} e V = R e sejam ft : R −→ S1 a aplicação
induzida por rt : R −→ R, dada por rt(x) : t+ (1− t)x, ∀x ∈ R.

Neste caso,
⋃
t∈I

f−1
t (0) =]−∞, 0] não é compacto, deg0(f0) = +1 e deg0(f1) = 0.

Proposição 3.7. Sejam V ⊂ Sn um subconjunto aberto, f : V −→ Sn e g : Sn −→ Sn

duas aplicações contínuas. Se degQ(f) está definido para algum Q ∈ Sn, então o grau
local em torno de Q está, também, definido para a aplicação composta f◦g : g−1(V ) −→
Sn e vale degQ(f ◦ g) = degQ(f).deg(g).

Demonstração. Considere o diagrama comutativo:

Hn(Sn)
j∗ // Hn(Sn, Sn − f−1(Q))

exc′

∼=
// Hn(V, V − f−1(Q))

f∗

**
Hn(Sn, Sn −Q)

−
j
−1

∗
∼=
// Hn(Sn)

Hn(Sn)

g∗

OO

j′∗ // Hn(Sn, Sn − g−1(Q))

g∗

OO

exc′′

∼=
// Hn(Sn, Sn − g−1(f−1(Q)))

(f◦g)∗

44
g∗

OO

A linha superior define degQ(f) e a inferior define degQ(f ◦ g) e como (
−
j∗
−1

◦f∗ ◦

exc′ ◦ j∗) ◦ g∗ = [
−
j∗
−1

◦(f ◦ g)∗ ◦ exc′′ ◦ j′∗] segue que degQ(f).deg(g) = degQ(f ◦ g).

Observação 3.4. Note que se f é inclusão, degQ(g) = deg(g), pois neste caso degQ(f) =

+1

Observação 3.5. Observe que não vale em geral degQ(g ◦f) = degP (f).deg(g) em que
g(P ) = Q.

De fato, basta tomar g : S1 −→ S1 dada por g(z) = z2, considerar V = {eiθ| − π
2
<

θ <
π

2
}, a aplicação f : V −→ S1 inclusão e escolher P = Q = 1.

Então degP (f) = 1 e deg(g) = 2. Note que degQ(g ◦ f) = +1 ou degQ(g ◦ f) = −1,
pois g ◦ f é um homeomorfismo sobre o aberto W = g ◦ f(V ) = {ei2θ| − π

2
< θ <

π

2
} e

±1 6= 1.2 = 2.

3.2.1 Uma Demonstração Alternativa

Exemplo 3.1. Seja n > 0. Para todo inteiro k ∈ Z temos que existe uma aplicação
fk : Sn −→ Sn tal que deg(fk) = k. Ao longo desta dissertação já demonstramos este
fato partindo de uma aplicação de S1 em S1, z 7−→ zk, e usamos a noção de suspen-
são. Apresentaremos a seguir uma outra construção de uma aplicação com a mesma
propriedade. Desta vez utilizaremos a ideia sugerida pelo resultado da Proposição da
Aditividade 3.5.
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Demonstração. Vamos definir f : Sn −→ Sn tal que deg(f) = k.
Identificamos Sn com Rn ∪ {∞}.
Primeiramente, defina g : Rn ∪ {∞} −→ Rn ∪ {∞} pondo

g(x) =


x, se ||x|| ≤ 1

x

2− ||x||
, se 1 ≤ ||x|| < 2

∞, se ||x|| ≥ 2

Pela proposição 3.1 temos que deg(g) = deg0(g) = +1.
Para cada ponto P ∈ Rn considere também a translação paralela tp : Sn −→ Sn

onde tp(x) = x− P se x ∈ Rn e tp(∞) =∞.
Temos que H : I × Sn −→ Sn que leva (t, x) 7−→ tx + (1 − t)(x − P ) se x ∈ Rn e

(t,∞) 7−→ ∞ é uma homotopia entre tp e idSn .
Como tp ' idSn temos, pela Proposição 3.7, que deg(g ◦ tp) = deg0(g).deg(tp) =

deg0(g).1 = deg0(g) = 1.
Suponha agora que k > 0 e escolha k pontos P1, ..., Pk ∈ Rn de modo que a distância

entre quaisquer dois deles seja maior que 4. Seja Bi = B(Pi, 2) e V =
k⋃
i=1

Bi; segue que

Bi ∩Bj = ∅ para i 6= j.
Defina f : Sn −→ Sn, f |Bi = (g ◦ tpi)|Bi , f(x) =∞ para x /∈ V .
Temos que f−1(0) = {P1, ..., Pk} compacto, e pela Proposição 3.1, deg(f) = deg0(f)

e, usando a Proposição da Aditividade 3.5, deg(f) =
k∑
i=1

deg0(f |Bi) =
k∑
i=1

(g◦tpi)|Bi =

kvezes︷ ︸︸ ︷
1 + ...+ 1=

k.
Se k < 0 então −k > 0, logo, usando o procedimento acima, conseguimos encontrar

l : Sn −→ Sn tal que deg(l) = −k. Defina g : Sn −→ Sn por g(x) = r ◦ l(x) onde
r : Sn −→ Sn é a reflexão por um hiperplano. Como já vimos, deg(r) = −1, e assim
deg(g) = deg(r ◦ l) = deg(r).deg(l) = (−1).(−k) = k.

Se k = 0, considere w : Sn −→ Sn dada por w(x) = (1, 0, ..., 0), ∀x ∈ Sn e assim
deg(w) = 0.

Portanto, para todo k ∈ Z, conseguimos construir uma aplicação de grau k.





4 O Índice dos Pontos Fixos

4.1 O Índice dos Pontos Fixos

Seja V ⊂ Rn um subconjunto aberto e g : V −→ Rn uma aplicação contínua.
Dizemos que (Rn, g, V ) é uma terna admissível se o conjunto Fix(g) = {x ∈ V | g(x) =

x} for compacto. Iremos definir um inteiro I(Rn, g, V ) para toda terna admissível e o
denominaremos de índice da terna (Rn, g, V ). Assim, sempre que mencionarmos índice
de uma terna subentendemos que a terna é admissível, mesmo que não seja explicitado.
Para facilitar a notação, algumas vezes, denotaremos I(Rn, g, V ) por I(g). Este índice
é também denominado de índice dos pontos fixos de g.

Note que, sendo i : V ↪→ Rn a aplicação inclusão, temos:

(i− g)−1(0) = Fix(g)

Deste modo, o "número"de pontos fixos de g deveria ser medido pelo grau da
aplicação (i− g) em torno de 0 ∈ Rn. Esta ideia nos leva à definição que segue.

Definição 4.1. Dada a terna admissível (Rn, g, V ), denotaremos o compacto Fix(g)

por K. Seja D uma bola fechada em torno da origem contendo K, isto é, K ⊂ D.
Considere a composta:

Hn(Rn,Rn − {0})
exc

∼=
// Hn(Rn,Rn −D)

j∗ // Hn(Rn,Rn −K) ∼=
exc // Hn(V, V −K)

(i−g)∗ // Hn(Rn,Rn − {0})

Como sabemos que Hn(Rn,Rn − {0}) ∼= Z, temos que a composta é um endomor-
fismo de Z. Logo, este endomorfismo é da forma:

x 7→ I(Rn, g, V ).x

em que I(Rn, g, V ) = I(g) é o único inteiro que determina o endomorfismo dado pela
composta. Chamamos este inteiro de índice dos pontos fixos de g.

Observamos que a sequência utilizada acima para definir o índice dos pontos fixos
de g, provém de uma sequência geométrica, a saber:

(Rn,Rn − {0}) (Rn,Rn −D)
j1oo j2 // (Rn,Rn −K) (V, V −K)

j3oo (i−g) // (Rn,Rn − {0})

51
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em que as aplicações jt são as inclusões óbvias e (i − g) é a aplicação (i − g)(x) =

x−g(x) mencionada anteriormente. Quando consideramos as induzidas em homologia,
j1∗ é isomorfismo, pois j1 é uma equivalência homotópica; j3∗ é o isomorfismo exc′ da
Observação 3.2 e j2∗ é denotado no diagrama simplesmente por j∗.

Exemplo 4.1. Sejam P ∈ R, ε > 0 e considere V = (P − ε, P + ε) o intervalo dos
números reais P − ε < x < ε + P . Seja g : V −→ R uma função contínua tal que
Fix(g) = {P}. Quais os possíveis valores para o índice I(R, g, V )? Ilustraremos cada
caso com um gráfico.

Usando a definição de índice, temos:

H1(R,R− {0})
∼= // H1(R,R− V )

∼= // H1(R,R− {P})
∼= // H1(V, V − {P})

(i−g)∗ // H1(R,R− {0}) .

Simplificando, devemos calcular a composta:

H1(R,R− {0})
∼= // H1(V, V − {P}) (i−g)∗ // H1(R,R− {0})

Para isso considere o diagrama abaixo:

H1(R,R− {0})

δ
��

exc
∼=
// H1(V, V − {P})

δ
��

(i−g)∗ // H1(R,R− {0})

δ
��

H0(R− {0}) exc
∼=

// H0(V − {P}) (i−g)∗ // H0(R− {0})

Sejam a ∈ H1(R,R−{0}) ∼= Z e b, c ∈ H0(R−{0}) ∼= Z⊕Z geradores. Sem perda
de generalidade, podemos supor que δ(a) = b − c. (A única outra possibilidade seria
δ(a) = c− b).

Para determinarmos a composta, basta sabermos o que acontece com h = (i −
g)|(V−{P}) : V − {P} −→ R− {0}. São três casos:

• Caso 1: Im(h) está contida em uma componente de R− {0}.

• Caso 2: h preserva componentes.

• Caso 3: h permuta componentes.

Em homologia isto corresponde a:

• Caso 1: A imagem de δ(a) é levada no zero, logo o índice é zero.

• Caso 2: A imagem de δ(a) é levada em −b+ c que é −δ(a), e o índice é −1.

• Caso 3: A imagem de δ(a) é levada em b− c, e o índice é 1.
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Figura 4.1: Possíveis tipos de gráficos de g no caso particular de P sendo a origem.

4.2 Seis Propriedades Relevantes do Índice dos Pon-
tos Fixos

Proposição 4.1. Seja (Rn, g, V ) uma terna admissível e K = Fix(g). Seja K ′ um
subconjunto compacto tal que K = Fix(g) ⊂ K ′. Então a definição de I(Rn, g, V ) é a
mesma se utilizarmos a sequência abaixo:

Hn(Rn,Rn − {0}) ∼=
// Hn(Rn,Rn −D)

j∗ // Hn(Rn,Rn −K′) ∼=
// Hn(V, V −K′)

(i−g)∗ // Hn(Rn,Rn − {0})

em que K ′ ⊂ V está no lugar de K.

Demonstração. A demonstração segue imediatamente da comutatividade do diagrama
abaixo:

Hn(Rn,Rn −K)
∼= // Hn(V, V −K)

(i−g)∗

((
Hn(Rn,Rn − {0}) ∼= Hn(Rn,Rn −D)

j∗
44

j∗

**

Hn(Rn,Rn − {0})

Hn(Rn,Rn −K′)

i∗

OO

∼= // Hn(V, V −K′)

i∗

OO

(i−g)∗

66

Proposição 4.2 (LOCALIZAÇÃO). Seja (Rn, g, V ) uma terna admissível. Se W é
um aberto tal que K ⊂ W ⊂ V , e se denotarmos g′ = g|W , então temos I(Rn, g, V ) =

I(Rn, g′,W ).
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Demonstração. A prova segue imediatamente da comutatividade do diagrama abaixo:

Hn(Rn,Rn −K)
∼= // Hn(V, V −K)

(i−g)∗

((
Hn(Rn,Rn − {0}) ∼= Hn(Rn,Rn −D)

j∗
44

j∗

**

Hn(Rn,Rn − {0})

Hn(Rn,Rn −K)

i∗

OO

∼= // Hn(W,W −K)

i∗

OO

(i−g)∗

66

Proposição 4.3 (ADITIVIDADE). Seja (Rn, g, V ) uma terna admissível. Suponha

que V =
r⋃
i=1

Vi, em que cada Vi é um aberto. Seja gi = g|Vi e vamos supor que para

cada i, Ki = Fix(gi) é compacto e dois a dois disjuntos, isto é, Ki∩Kj = ∅ para i 6= j.

Então K = Fix(g) =
r⋃
i=1

Ki e temos I(Rn, g, V ) =
r∑
i=1

I(Rn, gi, Vi).

Demonstração. Sejam Uj vizinhanças abertas e conexas por caminho de Kj em Vj, de
modo Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j.

Tome U =
r⋃
j=1

Uj e considere o diagrama abaixo:

Hn(Rn,Rn − {0})

{id1}

��

∼= // Hn(Rn,Rn −D)

{id2}

��

j∗ // Hn(Rn,Rn −K)

{kj∗}

��

∼= // Hn(U,U −K)
(i−g)∗ // Hn(Rn,Rn − {0})

⊕Hn(Rn,Rn − {0})
∼= // ⊕Hn(Rn,Rn −D)

⊕jj∗ // ⊕Hn(Rn,Rn −Kj)
∼= // ⊕Hn(Uj , Uj −Kj)

{k′j∗}

OO

(i−gj)∗// ⊕Hn(Rn,Rn − {0})

{id1}

OO

em que todas as somas ⊕ são para j = 1, ..., r onde {id1} e {id2} são aplicações cujos
componentes são todas iguais a identidade e kj e k′j denotam inclusões. Note que a
aplicação {k′j} é um isomorfismo, pela Proposição 3.3, pois U é a união disjunta de Uj.

Talvez o terceiro quadrado possa gerar dúvidas quanto a comutatividade, mas note
que ele afirma que o diagrama :

Hn(Rn,Rn −K)

kj∗
��

exc
∼=

// Hn(U,U −K)

Hn(Rn,Rn −Kj)
exc1 // Hn(Ui, Ui −Ki)

k′i∗

OO

comuta.
De fato, se i = j, k′j∗ ◦ exc1 ◦ kj∗ = exc e se i 6= j, k′i∗ ◦ exc1 ◦ kj∗ = exc, pois

Ui ⊂ Rn −Kj.
Pela Proposição da Localização 4.2, a linha superior, do penúltimo diagrama, define

I(Rn, g, V ) e a inferior define I(Rn, gj, Vj), para j. Pela comutatividade do diagrama

I(Rn, g, V ) =
r∑
j=1

I(Rn, gj, Vj).
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Proposição 4.4 (INVARIÂNCIA HOMOTÓPICA). Seja gt = V −→ Rn uma homo-
topia tal que (Rn, gt, V ) é uma terna admissível para cada t ∈ I = [0, 1]. Além disso,
supomos que a união

⋃
{Fix(gt); t ∈ I} é um subconjunto compacto. Então temos que

I(Rn, g0, V ) = I(Rn, g1, V ).

Demonstração. Sejam Kt = Fix(gt), t ∈ I e K =
⋃
t∈I

Fix(gt) que são compactos.

Considere o diagrama comutativo:

Hn(Rn,Rn −K0)
exc

∼=
// Hn(V, V −K0)

(i−g0)∗

((
Hn(Rn,Rn − {0}) ∼= Hn(Rn,Rn −D)

44

**

// Hn(Rn,Rn −K)

i0∗

OO

i1∗

��

exc

∼=
// Hn(V, V −K)

i0∗

OO

i1∗

��

Hn(Rn,Rn − {0})

Hn(Rn,Rn −K1)
exc

∼=
// Hn(V, V −K1)

(i−g1)∗

66

Para mostrarmos que I(Rn, g0, V ) = I(Rn, g1, V ), basta mostrarmos que (i− g0)∗ ◦
i0∗ = (i− g1)∗ ◦ i1∗.

Como gt : (V, V −Kt) −→ (Rn,Rn−{0}) é homotopia de pares entre g0 e g1, temos
que (i − gt) ◦ it em que it : (Rn,Rn − K) −→ (Rn,Rn − Kt) é inclusão de pares, é
homotopia de pares entre (i− g0) ◦ i0 e (i− g1) ◦ i1.

Assim, [(i− g0) ◦ i0]∗ = [(i− g1) ◦ i1]∗ e portanto (i− g0)∗ ◦ i0∗ = (i− g1)∗ ◦ i1∗ como
queríamos.

Observação 4.1. Observamos que a condição que
⋃

Fix(gt) seja um subconjunto
compacto é realmente necessária na proposição acima.

Demonstração. Considere gt : R −→ R dada por gt(x) = 1 + tx. Temos pelo Exemplo
4.1 que I(R, g0,R) = 1 (Caso 3), mas por outro lado temos que I(R, g1,R) = 0, pois
Fix(g1) = ∅.

Observação 4.2. Note que a Proposição 4.4 nos diz que se I(Rn, g, V ) 6= 0, nós temos
uma obstrução para deformar g em uma f sem pontos fixos através de uma homotopia
ht em que

⋃
Fix(gt) é compacto, pois I(Rn, f, V ) = 0.

Proposição 4.5 (MULTIPLICATIVIDADE). Sejam g : V −→ Rn e g′ = V ′ −→ Rm

tais que (Rn, g, V ) e (Rm, g′, V ′) são ternas admissíveis e considere g× g′ : V ×V ′ −→
Rn × Rm. Então temos Fix(g × g′) = Fix(g)× Fix(g′) e I(g × g′) = I(g).I(g′).

Demonstração. A primeira afirmação segue do fato que g(x) = x e g′(x′) = x′ se, e
somente se, (g × g′)(x, x′) = (x, x′).

Vamos demonstrar a segunda afirmação.
Para simplificar a notação indicaremos Rn

0 = (Rn,Rn − {0}), Rn
D = (Rn,Rn −

D), VK = (V, V −K) onde g : V −→ Rn ⊃ D ⊃ K. Analogamente para g′.
Inicialmente, demonstraremos que

I(g × 0) = I(g) (4.1)
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em que 0 é a aplicação constante que manda todo Rm em 0 ∈ Rm. Consideremos a
composta:

Rn
D × Rm

D′
j2×id // Rn

K × Rm
D′ VK × Rm

D′j3×id
oo (i−g)×id // Rn

0 × Rm
D′

onde as aplicações são aquelas dadas na Definição 4.1 produto com a identidade. Em
particular, a última aplicação é (i− g)× id = i− (g×0) e passando-se para homologia,
temos (i− (g × 0))∗ : Hn+m(VK ×Rm

D′) −→ Hn+m(Rn
0 ×Rm

D′) de modo que [(x, y)] 7−→
[((i− g)(x), y)], ou seja, a segunda componente é a identidade. Vamos usar o Teorema
1.1 [Teorema de Kunneth] para demonstrar a fórmula (4.1). Aplicando o teorema,
temos:

Hn+m(VK × Rm
D′ )

(i−(g×0))∗

��

∼= // ∑
i+j=n+m

[Hi(VK)⊗Hj(R
m
D′ )]⊕

0
q∑

i+j=n+m−1

Tor[Hi(VK)⊗Hj(R
m
D′ )]

∼= //
Hn(VK)⊗Hm(Rm

D′ )
∼= Hn(VK)

(i−g)∗

��
Hn+m(Rn

0 × Rm
D′ )

∼= // ∑
i+j=n+m

[Hi(R
n
0 )⊗Hj(R

m
D′ )]⊕

0
q∑

i+j=n+m−1

Tor[Hi(R
n
0 )⊗Hj(R

m
D′ )]

∼= //
Hn(Rn

0 )⊗Hm(Rm
D′ )
∼= Hn(Rn

0 )

e como o diagrama acima comuta, segue o resultado.
Considere agora o seguinte diagrama onde as aplicações são aquelas óbvias:

Rn
D × Rm

D′

��

//

''

Rn
K × Rm

D′

��

// VK × Rm
D′

��

// Rn
0 × Rm

D′

��
Rn
D × Rm

K′

��

// Rn
K × Rm

K′

��

// VK × Rm
K′

��

// Rn
D × RK′

D′

��
Rn
D × VK′

��

// Rn
K × VK′

��

// VK × VK′

''

gg

��

// Rn
0 × VK′

��
Rn
D × Rm

0′
// Rn

K × Rm
0′

// VK × Rm
0′

// Rn
0 × Rm

0′

Passando-se para homologia, por 4.1, a primeira linha nos dá I(g), enquanto a
primeira coluna I(g′) Por outro lado, a diagonal nos dá I(g× g′). Pela comutatividade
do diagrama, segue o resultado; pois a induzida da diagonal é dada por x 7−→ I(g×g′).x.
Mas a induzida da diagonal é a composta das induzidas da primeira coluna com a última
linha. Assim I(g × g′).x = I(g′).I(g).x.

Para a Proposição abaixo, lembremos que ≈ indica homeomorfismo.

Proposição 4.6 (COMUTATIVIDADE). Sejam U ⊂ Rn e U ′ ⊂ Rm dois abertos e
f : U −→ Rm e g : U ′ −→ Rn aplicações contínuas. Então as aplicações compostas
g ◦ f : V = f−1(U ′) −→ Rn e f ◦ g : V ′ = g−1(U) −→ Rm satisfazem Fix(g ◦ f) ≈
Fix(f◦g). E, se estes conjuntos forem compactos, temos também que I(f◦g) = I(g◦f).
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Demonstração. Nesta demonstração, utilizaremos Gf para indicar o gráfico da aplica-
ção f .

Temos Fix(g ◦ f) ≈ Fix(f ◦ g), pois

Fix(g ◦ f) = {x ∈ V | g ◦ f(x) = x}
f //

Fix(f ◦ g) = {y ∈ V ′| f ◦ g(y) = y}
g

oo

tais que f ◦ g(y) = y = idFix(f◦g)(y) e g ◦ f(x) = x = idFix(g◦f).
Suponhamos que os conjuntos sejam compactos e definamos γ : V ×V ′ −→ Rn×Rm,

γ(x, y) = (g(y), f(x)).
Primeiramente, mostremos que Fix(γ) é compacto.
De fato, Fix(γ) = {(x, y)| g(y) = x e f(x) = y} = {(x, f(x))| g(f(x)) = x} =

{(x, f(x))|x ∈ Fix(g ◦ f)} = Gf onde f : Fix(g ◦ f) −→ Fix(f ◦ g) ⊂ V ′ ⊂ U ′ ⊂ Rm

Portanto Gf ⊂ Fix(g◦f)×Fix(f ◦g) em que Gf é fechado e Fix(g◦f)×Fix(f ◦g)

é compacto. Desse modo, Gf = Fix(γ) é compacto.
Usando a propriedade da invariância homotópica, sendo Fix(γ) compacto, mostra-

remos que I(γ) = I(g ◦ f) e I(γ) = I(f ◦ g).
Considere a deformação de γ: γt(x, y) = (tg ◦ f(x) + (1− t)g(y), f(x)) com x ∈ V ,

y ∈ V ′ e t ∈ [0, 1].
Esta deformação, nos dá uma homotopia entre γ0(x, y) = (g(y), f(x)) = γ(x, y) e

γ1(x, y) = (g ◦ f(x), f(x)).
Por outro lado, Fix(γt) = {(x, y)|x ∈ Fix(g ◦ f), y = f(x)} = {(x, f(x)|x ∈

Fix(g ◦ f)} = Gf onde f : Fix(g ◦ f) −→ Fix(f ◦ g) ⊂ Rm.
Portanto Fix(γt) é compacto para qualquer t ∈ I. E como Fix(γt) não depende

de t, segue que
⋃
t∈I

Fix(γt) = Gf é compacto e assim, pela Proposição da Invariância

Homotópica 4.4, I(γ) = I(γ0) = I(γ1).
A aplicação γ1, por sua vez, pode ser considerada como restrição da aplicação

δ : V ×Rm −→ Rn×Rn′ , δ(x, y) = (g◦f(x), f(x)). Note que Fix(δ) = {(x, y)|g◦f(x) =

x e y = f(x)} = Fix(γ) e portanto Fix(δ) é compacto. Considerando K = Fix(δ) ⊂
V × U ′ ⊂ V × Rm , estamos nas hipóteses da Proposição da Localização 4.2. Assim,
segue que I(δ) = I(γ1) e assim I(δ) = I(γ).

Seja φ : Fix(g ◦ f) × [0, 1] −→ Rm em que (x, t) −→ (1 − t)f(x). φ induz φt :

Fix(g ◦ f) −→ φt(Fix(g ◦ f)) ⊂ Rm, contínua, em que x 7−→ φ(x, t) = (1 − t)f(x),
∀t ∈ I.

Consideremos agora a deformação de δ: δt : V × Rm −→ Rn × Rm, δt(x, y) =

(g ◦ f(x), (1 − t)f(x)) a qual realiza a homotopia entre δ0(x, y) = δ(x, y) e δ1(x, y) =

(g ◦ f(x), 0).
Note que Fix(δt) = {(x, φt(x)|x ∈ Fix(g ◦f)} = Gφt ⊂ Fix(g ◦f)×φt(Fix(g ◦f)),

∀t ∈ I em que Gφt é fechado e Fix(g ◦ f) × φt(Fix(g ◦ f)) é compacto. Portanto
Fix(δt) é compacto.
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Mostremos que
⋃
t∈I

Fix(δt) ≈ Gφ e que Gφ é compacto. Para isso observemos que

Fix(δ0) = {(x, f(x))| x ∈ Fix(g ◦ f)}

...

Fix(δ1/2) = {(x, 1

2
f(x))| x ∈ Fix(g ◦ f)}

...

Fix(δ1) = {(x, 0)| x ∈ Fix(g ◦ f)}

Desse modo,⋃
t∈I

Fix(δt) ≈ {((x, 0), f(x)), · · · , ((x, 1

2
),

1

2
f(x)), · · · , ((x, 1), 0)} = Gφ

.
Como φ : Fix(g ◦ f)× [0, 1] −→ φ(Fix(g ◦ f)× [0, 1]) ⊂ Rm e Gφ ⊂ (Fix(g ◦ f)×

[0, 1])× φ(Fix(g ◦ f)× [0, 1]) em que Gφ é fechado e (Fix(g ◦ f)× [0, 1])× φ(Fix(g ◦
f)× [0, 1]) é compacto; segue que Gφ é compacto e portanto

⋃
t∈I

Fix(δt) também.

Assim, pela Proposição da Invariância Homotópica 4.4, I(δ) = I(δ0) = I(δ1). Segue
então que I(γ) = I(δ1).

Mas note que δ1 = (g ◦ f) × 0 e assim, pela Proposição da Multiplicatividade 4.5,
I(γ) = I(δ1) = I(g ◦ f), ou seja, I(γ) = I(g ◦ f).

Repetindo o mesmo raciocínio, considerando-se as deformações (g(y), tf ◦ g(y) +

(1− t)f(x)) e ((1− t)g(y), f ◦ g(y)) se demonstra que I(γ) = I(f ◦ g) o que conclui a
demonstração.
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