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Resumo

Este trabalho é espelhado no livro “Teoria do Indice” [1] de Daciberg Lima Gon-
calves e José Carlos de Souza Kiihl, publicado em 1983 no 14° Coloquio Brasileiro de
Matemaética pelo IMPA.

Para a leitura deste trabalho é necessario uma familiaridade prévia com Topologia
Algébrica, na qual indicamos [2] e [3] para consulta.

Inicialmente apresentaremos alguns pré-requisitos algébricos e topologicos neces-
sarios para o desenvolvimento do trabalho e a seguir estudaremos: pontos fixos de
aplicagoes continuas de X em X, em que X é um espago topolégico; Grau de Brouwer
de aplicagdes continuas de S™ em S™ (ou respectivamente (B"™! S™) em (B"*! S™));
Grau Local de uma aplicacao continua f de V em S™ em torno de um ponto ) € S”,
em que V C S" é um aberto e f~'(Q) ¢ um compacto e Indices dos Pontos Fixos de

uma aplicacao continua de V' em S™, em que V' C R"™ é um aberto.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Grau Local, Grau de Brouwer, Teoria do In-

dice.






Abstract

This work is based on the book titled “Teoria do Indice” [1] by Daciberg Lima
Gongalves and José Carlos de Souza Kiihl , published in 1983 in the 14° Brazilian
Math Colloquium held by IMPA .

In order to perform the reading of this work, a basic acquaintance from the algebraic
topology is needed, on which we can indicate the following [2] and [3] references.

Firstly, for the development of the work, some previous necessary algebraic and
topological requirements are shown and the next topics will be studied: fixed points
of continuous maps from X to X, where X is a topological space, Brouwer’s degree
of continuous maps from S™ to S™ ( or respectively (B"*1 S™) to (B"! S")), Local
Degree of continuous maps from V to S™ around a point ) € S™, where V C S" is an
open set and f~1(Q) is a compact set and Fixed Points Index of continuous maps from
V to S™, where V' C R™ is an open set.

Keywords: Algebraic Topology, Local Degree, Map’s Degree, Index Theory.
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Introducao

Seja X um espaco topologico qualquer. Dada uma aplicagao continua f : X — X,
uma pergunta natural de se fazer é a seguinte: Existem pontos x em X tais que
fa) = a7

Esses pontos, quando existem, sao denominados de pontos fixos da f, e o conjunto de
todos os pontos fixos da f é denotado por Fiz(f). Dizemos que um espago topolégico
X tem a propriedade do ponto fixo se para toda aplicacao continua f : X — X
tivermos Fiz(f) # 0.

Um exemplo bem simples é o intervalo [—1,1], que tem a propriedade do ponto
fixo. Na verdade, esse intervalo é apenas um caso particular, paran =1, de X = B" =
{w e R |Jofl <1},

No primeiro capitulo, apresentaremos uma demonstragao, devida a Hirsh, do fato
citado acima, que é conhecido como "Teorema do Ponto Fixo de Brouwer". A de-
monstracao devida a Brouwer, é bastante diferente e, conduziu a definicao de Grau de
Brouwer de uma aplicagao f : S" — S em que S™ = {z € R""!| ||z|| = 1} & a esfera
unitaria. No segundo capitulo estudaremos as propriedades e aplicacoes do Grau de
Brouwer. Neste capitulo demonstraremos um relevante teorema que afirma que para
qualquer inteiro k existe uma aplicagao de S™ em S™ de modo que essa aplicacao tenha
grau k. Para demonstrarmos esse fato, definiremos suspensao de um espaco topologico
X.

A nocao de grau conduz naturalmente a nocao de grau local: Suponha que V' é um
subconjunto aberto de S™ e f : V — S™ ¢ uma aplica¢ao continua. Assim, podemos
definir o grau local de f em torno de Q € S™, desde que f~!(Q) seja compacto. Se
f~HQ) tiver um ntmero finito de pontos, entao o grau local de f em torno de @, conta
o nimero de pontos, levando-se em conta a “multiplicidade” de cada um.

No terceiro capitulo, estudaremos grau local e suas principais propriedades. Neste
capitulo, embasados nas novas propriedades, apresentaremos uma demonstragao alter-
nativa para o teorema que chamamos a ateng¢ao no segundo capitulo.

Retornando a questao dos pontos fixos de uma aplicagao, observamos que se f :
R™ — R™ é continua entao a aplicagao (id — f) : R" — R" dada por (id — f)(x) =
x — f(z), para todo z € R™, é tal que Fiz(f) = (id — f)~*(0).

Logo, o grau local de (id — f) em torno da origem, quando definido, nos da o

“ntimero” de pontos fixos de f, contados com suas “multiplicidades”.

17



18

Essa ideia motiva a definicao de indices dos pontos fixos de uma aplica¢ao continua
definida em um aberto V' C R™ com valores em R".
No quarto capitulo, definiremos o indice dos pontos fixos e estudaremos suas prin-

cipais propriedades.



1 Nocoes Preliminares e O Teorema

do Ponto Fixo de Brower

Inicialmente, abordaremos conceitos de Homologia Singular e Homotopia que sao

fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Elementos Basicos

1.1.1 n-esfera usual, n-disco usual e n-bola aberta usual
Definicao 1.1. Sejan > 1. Definimos:

o S"={z e R"™| ||z|| = 1} a n-esfera usual;

o B"={x e R"™ ||z|| < 1} a n-disco usual;

o B— {z € R"™| ||z|| < 1} a n-bola aberta usual ou n-célula usual.

Observagao 1.1. S™ ¢ a fronteira de B".

1.2 Homotopia

1.2.1 Aplicagcoes Homotoépicas

Definicao 1.2. Sejam f,g : X — Y aplicagoes continuas entre espacos topoldgicos.
Dizemos que f € homotopica a g, f =~ g, se existe uma aplica¢ao continua H : X X1 —
Y tal que H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(z). A aplicacio H é chamada homotopia entre
feg.

Definigao 1.3. Dois espagos topoldgicos X eY tem o mesmo tipo de homotopia (X ~
Y ) se existem fungoes continuas f: X — Y eg:Y — X de modo que fo g~ Idy

ego f~Idx. As aplicagoes f e g sao denominadas equivaléncias homotdpicas.

Definicao 1.4. Um espago topoldgico é contrdtil se tiver o mesmo tipo de homotopia

de um ponto.

19
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Lema 1.1. B" € contrdtil.

Demonstragao. Considere f : B® — {0} continua dada por f(z) = 0, Vo € B™ e
i:{0} C B" < B" a inclusao.

Temos (f 04)(0) = f(0) = 0, ou seja, foi=Idyy e assim f o1~ Idy.

Também (i o f)(z) =i(0) = 0. Provemos que i o f ~ Idgn.

Note que H : B" x I — B" dada por H(z,t) =tz + (1 —t)(i o f)(x) é continua,
H(z,0) = (iof)(z) e H(x,1) = Idgn(x). Logo H é uma homotopia entre io f e Idgn.

Portanto, B™ é contratil. O

1.3 Homologia Singular

1.3.1 Simplexos Padrao e Aplicagoes Lineares

Definicao 1.5. O g-simplexo A, consiste de todos os pontos v = (g, 1, T2, ..., T4) €

R tais que:
a) 0<z;<1,1€{0,1,2,....,q}
b) I0+$1+$2+...+xq:1
J

. ~ =
Os vetores unitarios ¢/ = (0,...,0,” 1 ,0...,0) de R estdao em A, e sdo denomi-

nados vértices de A,.
Exemplo 1.1. Geometricamente:

e Ay é um ponto;
e A; é um segmento de reta;
e Ay é um triangulo equilatero;

e A3 é um tetraedro regular.
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X1

Xo

AO o

Figura 1.1: Simplexos Padrao

Defini¢ao 1.6. Uma aplicagao f: Ay — R"™ € dita linear se existir uma transforma-
¢ao linear F : RIT — R™ tal que F|A, = f.

Note que sendo P°, P!, .., P? € R™ pontos arbitrarios a tnica aplicacao linear
f:A, — R" tal que f(e') = P* é dada por f(z) = 2oP" + ... + z,PI.

A imagem f(A,) consiste de todos os pontos P = P + ... + z,P? de R" com
0<uz;<1,ie€{0,1,....,¢}, e g + ... + 7, = 1; fazendo com que as aplicacoes lineares
de A, fiquem completamente determinadas quando conhecemos os seus valores nos
vértices.

Em particular, consideremos a aplicacao linear

J . |

j+1
~ =~ .
(T0y ey Ty ooy Tge1) —> (X0 ooy Tjm1, 0 T,y k1), 7 € {0,1,...,¢}

Denominamos as imagens desta aplica¢do como as (¢ — 1)-faces de A,,.

A unido de todas as (¢ — 1)-faces de A, é chamada de bordo de A, e a denotaremos

por A,. Note que A, consiste de todos os pontos z € A, com pelo menos uma

coordenada sendo zero.
J k_ -k i—1 .
Lema 1.2. ¢, e, = ¢, 4807, se k <.

Demonstracao. De fato, por um lado temos:

k41 k4o G+l 42 g+l
j k g 0 = A = A=
€1 (Eg (05 oy Thy ooy Ty o, Tg) ) = €01y (T, oy Th1, VT T X, Ty ) =
k1 gl o
J Jj+2 j+3 q+2
r/O\ A= /-E)\ P N N =~
(an-'-a‘/Ekfl; y Lhy «ees Tj—2, 1 Lj—1y Lj 5oy Lg )

E por outro lado:

Jo 41 42 q+1
k Jj—1 . = ¢k , 0 7. "2 ... "7
Eqr1 (ELTH(T0s oy Thy oy Ty o0y Tg)) = Eg i1 (T05 ony Thy oony T, i1 xg T Tg)
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k+1 i Il gy2 43 q+2

/-6\ = /-6\ PN =
(x()?"')xk?—l? ) Lhy eoey Lj—25 1 Lj—1, Lj 5.y Lyg )
Portanto, segue o resultado. ]

1.3.2 O Complexo Singular

Definicao 1.7. Uma categoria C € definida do sequinte modo:

a) Uma classe de objetos, denotada por Ob(C) ou apenas por C, quando nao houver

risco de confusao;

b) Para qualquer par X,Y de objetos, tem-se um conjunto de morfismos de X para
Y, denotado por C(X,Y) ou [X,Y];

¢) Para toda tripla ordenada de objetos X,Y,Z, tem-se uma aplica¢io (o, ) de
C(X,)Y) xC(Y,Z) para C(X,Z), chamada composi¢io; a imagem de (c, ) é

denotada por o« ou Pa, e serd denominada composta de o com [3.
Além do mais, devem ser satisfeitos os dois axiomas:
d) yo(Boa)=(yoB)oa, em que X =Y P72 W com a, B,y morfismos;

e) Existe um morfismo identidade id = idx : X — X, para cada objeto X € Ob(C),

tal que aoidxy = a eidy oa =« em que o : X — Y € morfismo.
Observagao 1.2. O morfismo identidade do axioma acima é tnico.

Demonstragdo. Suponha que existam dois: idy : X — X e id% : X — X.

Logo idY = id} o id% = id% e segue o resultado. O

Definicao 1.8. Sejam C e D categorias. Um funtor T de C em D, T : C — D, €
definido por:

a) Uma aplicagao T : Ob(C) — Ob(D), e

b) Aplicagoes T = Txy : C(X,Y) — D(TX,TY), para cada X,Y € Ob(C), que

preservam composicoes e identidades, isto €, tal que
¢) T(Boa)=(TB)o (Ta), para todos morfismos X Y L Zem C,
d) T(idx) = idrx, para todo X € Ob(C).

Definigao 1.9. Um complezo de cadeias K = (K, 0,) € definido por um par de sequén-
cias: uma sequéncia de grupos abelianos (K,)nez € uma sequéncia de homomorfismos
On : K, — K, 1, tal que 0, 0 0,41 = 0 para todo n € 7Z.

On, On,
= K = Ky =5 Ky — -+
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Nosso objetivo agora é, construir um funtor, chamado complexo singular, que leva

espago topologicos em complexos de cadeia.

Definicao 1.10. Seja X um espaco topoldgico. Um g-simplexo singular de X € uma

aplicagao continua o : Ay, — X em que ¢ > 0.

Consideremos o conjunto de todos os g-simplexos singulares; este conjunto gera um
grupo abeliano livre denotado por S, X, cujos elementos o; € S,X sao denominados
g-cadeias singulares de X.

Pela definigao de grupo livre, todo o € S, X possui representagao tinica como combi-
nacao linear finita de g-simplexos singulares o}, 0 = Z c;o; , com coeficientes inteiros

J
Cj.

Observagao 1.3. A operagao, em S,(X), do grupo de todos os g-simplexos singulares
de X ¢é dada por: ¥,y € S, X logo ¢ = Zdjaj ey = chaj. Assim definimos a
J J
operagao ¥ +y = Z(dj +¢j)o;.
J
q . .
Vamos definir um homomorfismo 9, : S,X — S,.1X, 0,(0) = Z(—l)z(a °cy 1),
i=0

em que 52—1 : A,y — A, denota o operador da (¢ — 1)-ésima face de A,,.

A demonstracao da proposi¢ao abaixo pode ser encontrada na pégina 31 do livro
do Dold [2].

. . d d, .
Proposigdo 1.1. A sequéncia --- — Sy X —% S, X —% S, 1 X — -+ é um
complexo de cadeias, isto €, Oy 0 Op41 = 0. Essa sequéncia € conhecida como complexo

singular de X, e € denotada por SX.

Se f: X — Y ¢ uma aplicacao continua e o : A; — X ¢é um simplexo singular
de X, entao a composta foo: A, — Y ¢é um complexo singular de Y e obtemos um
homomorfismo S, f : S,X — S,Y dado por S,f(c) = foo.

Proposigao 1.2. S(go f) = S(g) o S(f) e S(idx) = idsx.

Demonstragao. De fato, para qualquer ¢ € Z segue que S,(go f)(c) = (go f)oo =
go(fooa)==5,(9)(fo0c)==S8,(9)(S(f)(c)) = [Se(g) o Sy(f)](0),

e também, para qualquer ¢ € Z segue que S,(idx)(0) =idx oo =0 =idg,x(0). O
Vamos generalizar o processo para pares de espagos topologicos (X, A).

Definigao 1.11. Um par de espagos topoldgicos (X, A) consiste de um espago topoldgico
X e um subespaco topoligico A C X.
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Definigao 1.12. Se (X, A) e (Y, B) sao pares de espagos topoldgicos, denominamos
aplicagio de pares, uma aplicagio f : (X, A) — (Y,B), tal que f : X — Y ¢
continua e f(A) C B.

Sei: A — X éa aplicagao inclusao entao Si : SA — SX é um monomorfismo,

pois Ker(Si) = {0}, e por isso SA pode ser tratado como um subcomplexo de SX. O

quociente S(X, A) = A é chamado complexo singular relativo de (X, A). Se j denota

a passagem para o quociente entao

00— SA %5 X s §(X, A) — 0

¢ uma sequéncia exata curta que se fatora em todas as dimensoes, S,.X = S, A ®
Sq(X, A),Vq. De fato, a base {0 : A; — X'} de S, X se divide em duas partes: A dos
simplexos em A, e dos simplexos nao em A; que, respectivamente, formam bases para
SqA e Sy(X, A).

Note que S(X, @) = SX.

Uma aplicagao de pares f : (X, A) — (Y, B) induz um diagrama comutativo

SX L S(X, A) —=0

R

O—~SB——=S8Y S(Y, B) —0

de aplicacdes de cadeias com linhas exatas. A aplicacdo Sf é obtida de Sf passando
ao quociente.

A Proposicao 1.2 é valida para aplicagoes de pares de espagos topologicos.

1.3.3 A Homologia Singular

Definigao 1.13. Os grupos de homologia singular de um espago topoldgico X (res-
pectivamente um par de espagos topoldgicos (X, A)) sdao, por defini¢ao, os grupos de
homologia do complexo singular SX (respectivamente S(X, A)).

Escrevemos HX = HSX (respectivamente H(X, A) = HS(X, A)).

Os grupos H(X, A) também sao conhecidos como grupos de homologia relativos de
X mddulo A, em contraste com os grupos absolutos HX .

Dizemos que z € SX € um ciclo mddulo A se 0(z) € SA, e que z é um bordo
modulo A, se z = 0x +y para algum v € SX ey € SA.

O grupo de homologia relativa Hy (X, A) € entao isomorfo ao grupo dos g-ciclos

mdodulo A quocientado pelo grupo dos g-bordos mddulo A.

Zy(X,A)
B,(X,A)

I

H,(X,A)



Homologia Singular 25

Se f:(X,A) — (Y, B) é uma aplicagao de pares, entao Sf : S(X,A) — S(Y, B)
induz homomorfismos Hf = f, : H(X,A) — H(Y, B); do seguinte modo: S(f) :
S(X,A) — S(Y, B) implica H(S(f)) : H(S(X,A)) — H(S(Y, B)) e simplificando a
notagao de H(S(f)) por Hf,de H(S(X,A)) por H(X,A)ede H(S(Y, B)) por H(Y, B)
segue o resultado. Isto torna a homologia singular em um funtor de pares de espagos
topologicos para grupos graduados.

O homomorfismo de conexdo 0441 @ Hyy1(X,A) — H,(A) da sequéncia 0 —»
SA — SX — S(X,A) — 0, dado por dg41(c + Byp1(X, A)) = dg+1(c) + By(A) é

chamado de homomorfismo de conexao do par (X, A) e a sequéncia exata
o Hyn(A) S5 H o (X) 25 Hy (X, A) 255 H(A) 2% Hy(X) — -

é chamada sequéncia de homologia do par (X, A).

Se f:(X,A) — (Y, B) é uma aplicagao de pares, entao o diagrama

Hq+1(A)—> q+1(X)—> q+1(X> A)—>Hq(A)—>Hq(X)
(f|A)*q+1L f*q+1L f*q+ll (f|A)*ql lf*q
Hq+1(B)—> q+1(Y>—> q+1(Y7 B)—>Hq(B)—>Hq(Y)

¢ comutativo e com linhas exatas. Para maiores detalhes vide Ruy [3] (Dissertagao).
Denotamos H,(X, A) o g-ésimo grupo de homologia de X modulo A. Se A = @,
denotamos simplesmente H,(X).

Observacgao 1.4. No caso em que A= B =, se f: X — Y ¢é aplicacao continua,
entao Sf : S(X) — S(Y) induz homomorfismos H f = f. : H(X) — H,(Y),¥q > 0.

Ho(P) =17

Observacao 1.5. Se P é um ponto, temos que ,
H;(P)=0,i#0

Observacao 1.6. Para cada espaco topolégico X a aplicagao constante ¢ : X — P

induz um homomorfismo ¢, : H,(X) — H,(P), que é conhecido como aumentagao.

Denotamos }}q (X) = ker(c, : Hy(X) — Hy(P)) e o nomearemos de grupo de
homologia reduzida do espago topoldgico X.

Observagao 1.7. Se um espaco topologico X possui o mesmo tipo de homotopia de

um ponto, entao seu grupo de homologia é isomorfo ao grupo de homologia do ponto.
Observacao 1.8. Se f ~ g, entdo f,. = g. (Vide Ruy [3| [dissertacao|, pagina 108).
Lema 1.3. H, (X) = H,(X), para ¢ £ 0 ¢ Hy(X) =H, (X) ® Z.

Demonstragao. Para ¢ # 0, temos pela Observagao 1.5 que H,(P) = 0. Assim ¢, :
H,(X) — 0 e portanto H, (X) = ker(c,) = Hy(X). A segunda parte segue do

fato de que a sequéncia exata 0— H (X) —— Hy(X) =27 0, esplita

porque Z é livre. O
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Definigao 1.14. Se (X, A) € um par de espagos topoldgicos, dizemos que A € um
retrato de X, se ewiste uma aplicagdao continua r : X — A tal que r oi = id,, onde

1: A— X € a aplicagao inclusao. A aplicagdo r € chamada de retracao de X em A.

Exemplo 1.2. Seja X um espago topolégico. Cada ponto P de X é um retrato de X.
De fato, considere a aplica¢ao r : X — {P} em que r(z) = P.
Temos que r o i(P) = r(P) = P = idpy(P), em que i : {P} — X ¢ a aplicagao
inclusao.

Portanto, segue o resultado.

Utilizaremos a notagao X = Y para indicar que existe um homeomorfismo entre X
eY.

Exemplo 1.3. Sejam A e B espacgos topologicos e (Q um ponto de B. Entdao A =~
Ax{Q} CAxBer:Ax B — Ax{Q}, dada por r(a,b) = (a,Q) é uma retragao
de Ax Bem A x {Q}.

De fato, o homeomorfismo h: A — A x {Q} é dado por h(a) = (a, Q).

Mostremos que r : A x Q — A x B, dada por (a,b) — (a,Q), é uma retragao de
Ax Bem A x {Q}.

Considere 7 : A x {Q} — A x B a aplicagao inclusdo. Segue que 7 o i(a,Q) =
r(a, Q) = (a, Q) = idaxiqi(a, Q).

Portanto, segue o resultado.

Definigao 1.15. Se (X, A) € um par de espagos topoldgicos, entdo A é dito um retrato

de vizinhanca em X, se A tem uma vizinhanca em X da qual € retrato de X.

Observacao 1.9. Todo retrato de X é um retrato de vizinhanca de X; mas a reciproca
¢ falsa. Seja X = [0,1] intervalo unitario e A = {0,1}; entdo A é um retrato de
vizinhanga em X que nao é retrato de X.

De fato, primeiramente mostremos que A é retrato de vizinhanga de X = [0, 1].

Tome V = [0,¢) U (1 — ¢, 1] vizinhanga aberta de X e considere r : V' & 0,1] —
{0,1}, dada por r(x) = 0.z €0,¢) . Desse modo segue que r o i(0) = 0 e
Lz e (1—el]
roi(l) =1, implicando 7 o i = idyg ;.
Agora mostremos que A ndao ¢é retrato de X = [0, 1].
Suponha que exista r : [0,1] — {0,1} continua tal que r o4 = id ;3. Absurdo!

Pois [0, 1] é conexo e {0, 1} nao.

A demonstragao da proposi¢ao abaixo pode ser encontrada na péagina 56 do livro

do Dold [2].

0, k#n

Proposigao 1.3. (a) ﬁk (S™) = { 7 1
. k=n
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0, k#n

(b) Hi(B",5"") = { S

0, k#n

ara qualquer P € R™.
7. h—p PO duald

(¢) Hy(R",R" — P) = {

Como consequéncia da proposicao, segue:

Corolario 1.1. Esferas de dimensoes diferentes nao sao homeomorfas. FEspacos eucli-

deanos de dimensoes diferentes nao sao homeomorfos.

Demonstragao. SeJam S™e Sm esferas com m # n. Temos H,, (Sm) =Ze I;m (S™) =

0. Dessa forma H (S™) #H (S™) o que implica que S™ e S™ nao sdo homeomorfas,
pois se S™ e S™ fossem homeomorfas os grupos de homologia reduzida seriam isomorfos.

Agora, suponha que h : R™ — R” seja um homeomorfismo. Logo h induz um
homeomorfismo de pares h : (R™ R™ — {0}) — (R",R™ — {h(0)}). Dessa forma
Z = H,,(R™,R™ - {0}) = H,,(R",R" — {h(0)}) implicando m = n.

Logo, se R™ e R™ sao homeomorfos temos que m = n e segue o resultado. O
Corolario 1.2. S™ nao ¢ retrato de B"*!.

Demonstracao. Considere i : S™ — B"*! a aplicacdo inclusio.

Se r : B"1 — S" fosse uma retracao de B"™! em S™ terfamos que r o i = idgn,
donde seguiria que a composta H (S”) AN £} H, (B™') == f;n (S™) seria a identidade
de H (S™). Mas isto é impossivel pois H,, (S™) # 0 e H (B™1) = 0. O

Para os proximos capitulos, enunciaremos o teorema a seguir, cuja demonstragao

pode ser encontrada na pagina 275 do livro do Hatcher [6].

Teorema 1.1 (TEOREMA DE KUNNETH). Sendo (X, A) e (Y, B) pares de espagos

topologicos, vale:

H((X,A) x (Y,B)) = Y [Hi(X,A) @ Hy(Y,B)]& Y Tor(Hi(X,A) H;(Y,B))
i+j=r i+j=r—1

em que Y, € a soma direta e (X,A) x (Y,B) = (X xY,AxYUX x B).

1.4 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Considere X um espago topologico qualquer e f : X — X uma aplicagao continua.
Seria natural nos perguntarmos se existem pontos x € X de modo que f(z) = z.

Esses pontos, quando existem, sao conhecidos como pontos fixos de f e o con-
junto de todos os pontos fixos de uma aplicagdo f é denotado por Fiz(f). Quando
um espago topologico X é tal que Fiz(f) # () para toda aplicagdo f dizemos que
X tem a propriedade do ponto fixo.

Por uma questao de motivagao, estudaremos primeiramente um exemplo bem sim-

ples:
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Exemplo 1.4. X =[—1,1] C R tem a propriedade do ponto fixo.
Sejam X = [—1, 1] intervalo de R e f : X — X uma aplica¢ao continua qualquer.
y =X

(af(a))=(aa)

Figura 1.2: Teorema do Ponto Fixo de Brouwer aplicado no intervalo [—1, 1].

Se f(—=1) = =1 ou f(1) =1, entdo f tem um ponto fixo. Vamos supor, entao, que
os extremos do intervalo nao sejam pontos fixos. Entao f(—1) > —1e f(1) < 1.
Agora considere a aplicagdo g : X — X definida por g(x) = f(x) — z, para todo
x € X. Temos que g(—1) > 0 e g(1) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediario, segue
que existe a € X de modo que g(a) = 0; ou seja, f(a) —a =0 e assim f(a) = a.
Provamos, desse modo, que f tem um ponto fixo no interior do intervalo X.
Como a aplicagao f era qualquer, acabamos de demonstrar que X = [—1, 1] tem a

propriedade do ponto fixo.

Na verdade, o intervalo [—1, 1] é apenas um caso particular de X = B™. Em 1912,
Luitzen Egbertus Jan Brouwer demonstrou que B™ tem a propriedade do ponto fixo.

Lema 1.4. Sejam f : B\ — B"™ wma aplicagio continua tal que f(x) # = para
H

todo x € B" e g : B""' — S" dada por g(x) =f(x)x NS™ = P,, para todo v € B",
_>

em que f(x)x € a semirreta que comega em f(x) e passa por x. Entio g € continua e,
sex €S, g(x) = .
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H
Figura 1.3: Semirreta f(z)z, que comega em f(z) e passa por zx, interseccionando a

esfera S™ em g(z).

Demonstrag¢ao. Notemos, primeiramente, que P, é o ponto de interseccao de S™ com
—

a semireta f(x)z= {f(x) + t(x — f(x)),t > 0}. Como P, € S™, segue que ||P,|| =
1f () + t(x = f(2))]] = 1.

Tome y = x — f(x) # 0, para facilitar a notagao.

Temos que || f(z) + ty||> =< f(z) + ty, f(z) + ty >= 1, ou seja,
|| f(2)|]? + 2t < f(x),y > +t?||y||* = 1. Rearranjando os termos da expressdo anterior,

obtemos uma equacao do segundo grau em t:
1yl +2 < f(2),y > t+ (|If(@)|P —1) =0 (1.1)

em que A =4 < f(z),y >* —4|[y[P(|f(2)|]P = 1) =
A(< f(2),y > =[P f(@)]* = 1)) = 4(< f(),y > +HylPA = [[f(@)]*)-
Como f(x) € B"™, temos 1 — || f()]|* > 0 e assim A > 0.
Desse modo, a equagao (1.1) possui solugoes:
_ —2< f(a),y > VA f@),y > +yIPA - [ (@)]]%)
2[|yl[?
_ = < fl@),y > V(< f2),y > HylP(O -1 @)])
5 .
Como t > 0, temos que:HyH
_ < f@)y>+V(< f@),y > +HyIPA - [If@)]]*)
|yl[?

Assim, para cada z € B", temos g(z) = P, = f(z) +tyem que y = x — f(z) # 0
e t é dado por (1.2).

Portanto, g estd bem definida e é continua.

t

t

(1.2)

Suponha, agora, que x € S™. Entao:

i) <[fl@)y>=<y, f(x) >=<z— [f(z), [(z) >=<wz,[(z) > = < [(2), f(z) >=
< f@), x> —|[f (@)

i) [yl =<z — f(2),z = fz) >=[|z]]? =2 <z, f(z) > +[|f(2)|]* =
L=2 <z, f(x) >+ f ()|
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iil) < f(z),y >* HlylPA = [If@)?) =< f(2),z >* =2 < f(z),z > |[f(@)I]* +
If @I+ 1 =2 < fx) > HIf@IF = If @I +2 <z, fz) > [[f(@)]] -
If@)][* =< f(z),2 >* =2 <z, f(x) > +1 = (< f(z),z > 1)

Como ||z|| = 1, pois z € S™, temos que < f(x),x >= ||f(z)||.cosf, em que 0 é o
angulo entre f(x) e x. Como ||f(z)|| < 1, pois f(x) € B"™, segue que < f(z),r >< 1
e portanto < f(x),xz > —1 < 0. Logo,

— < f(@),y > +V(< f),y > +lylPA - [If(@)[]*)
[ly[[?
If@)IP= < f(z), 2 > +V/(< f(@) 2> —1)

|lyl[?
If @)= < fa), 2>+ < f(x),z > -]

2
If@)P= < f(fv),ﬂy>|| +1- < flx), x>

[yl
If@)* =2 < f(z), x> +1
[yl

lyll*

[yl
=1

Logo, g(z) = P, = f(z) + 1.y = f(x) + z — f(z) = x para todo x € S™.

Teorema 1.2 (TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER). Se f : B"* —

Bt ¢ uma aplicagao continua, entio f tem pelo menos um ponto fizo.

Demonstracao. Supondo que f nao tenha ponto fixo, terfamos que f(x) # x para todo
x € B"!. Neste caso, estariamos exatamente nas mesmas hipéteses do lema anterior.

Desse modo, poderfamos definir g : B"™' — S™ nas mesmas condi¢oes do lema e
terfamos g continua e g(x) = « para todo x € S™. Porém, isso contraria o Corolario
1.2, pois g oi = id|gn e S™ seria retrato de B"*1.

Concluimos assim, que f possui, pelo menos um, ponto fixo. n

Vamos agora observar agora algumas propriedades do ponto fixo:

1.4.1 Propriedades do Ponto Fixo

Proposicao 1.4. Se um espago topoldgico X possui a propriedade do ponto fixo e
r: X — A € uma retragao de X em A, entao A possui a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao. Temos por hipotese que para qualquer f : X — X continua existe
xo € X de modo que f(xg) = xg e que r : X — A é uma retragdo, ou seja, se

7: A< X denota a inclusdo entdo r o7 = id 4.
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Seja g : A — A uma aplicacao continua qualquer. Entao a composta i o gor :
X — X ¢é continua. Logo, existe yo € X tal que i o gor(yy) = yo.
Entédo roiogor(yy) = r(yo) e, como r oi = idy, segue que g o r(yo) = r(yo)-

Logo, g(r(yo)) = r(yo) e portanto g possui ponto fixo. O
Teorema 1.3. A propriedade do ponto fizo é um invariante topoldgico.

Demonstragao. Sejam X e Y espacos topoldgicos homeomorfos com X tendo a propri-
edade do ponto fixo.

Considere h : X — Y um homeomorfismo e f : Y — Y uma aplicagao continua.

Tome g = h tofoh:X — X. Como X possui a propriedade do ponto fixo,
existe zg € X tal que g(xg) = xo.

Note agora que f(h(z0)) = f o hlxg) = h o g(zo) = hlg(xo)) = h(zo). Portanto
h(zo) é ponto fixo de f e segue o resultado. ]

Exemplo 1.5. Se um espago topologico X tem a propriedade do ponto fixoe A C X,
0 espago quociente 1 pode nao ter a propriedade do ponto fixo.
X B?
Considere X = B2 e A = S!. Assim il e S2.

Para mostrar que S? nao possui a propriedade do ponto fixo, basta considerar a

aplicagao antipoda.

Antes de passarmos para o proximo capitulo, enunciaremos a proposicao abaixo.

Sua demostracdo pode ser encontrada na pagina 34 do livro do Dold [2].

Proposigao 1.5. Se (X, A) é um par de espagos topoldgicos e A # (), entao temos a

sequéncia exata

[

Jx [ ~

~ s ~ Tx ~
Hgy1 (A) — > Hg41 (X) — = Hg41(X, A) Hq (A) Hq (X)

FEssa sequéncia é chamada "sequéncia de homologia reduzida do par (X, A)".






2 Grau de Brouwer

2.1 O Grau de Brouwer

Recordemos que, sendo h : G — G um endomorfismo sobre um grupo G ciclico e
infinito, entdo existe um tnico d € Z tal que h(x) = d.x, para todo = € G.
A ideia é aplicar este resultado a grupos de homologia e extrair dai a defini¢ao de

grau de Brouwer (grau de uma aplicagao).

Definigao 2.1. Se f : S™ — S™ (respectivamente f : (B! S") — (B™*! S")) ¢

Z Z
I 1

uma aplicag¢ao continua qualquer, entao o endomorfismo induzido f, :}Nln (S")—>I}n (S™),
Z Z

(respectivamente f, :H, 1 (B"", S")—H, 1 (B"" S")), é dado por f.(x) = deg(f).z,
em que deg(f) € Z e é unico. Este inteiro deg(f) é denominado grau de f ou grau de

Brouwer.

Para determinar deg(f), devemos tomar um gerador a € Ha (S™). Assim fi(a) =

deg(f).a. Se o gerador tomado for —a, temos: f.(—a) = —fi(a) = —deg(f).a =
deg(f).(—a).

Como podemos notar, deg(f) nao depende da escolha do gerador.

Vamos apresentar algumas propriedades iniciais do grau de Brouwer:

2.1.1 Primeiras Propriedades do Grau

Proposicao 2.1. Sao verdadeiras:
(a) deg(id) = +1
(b) deg(f o g) = deg(f).deg(g)
(c) Se f =g, entdo deg(f) = deg(g)
(d) Se f € constante, entio deg(f) =0

(e) Se f é uma equivaléncia homotopica, entao deg(f) = +1

33
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(f) Se f:(B" S") — (B"1 S™), entdo deg(f) = deg(f|sn)

Demonstracao. (a) idi(a) =a = l.a = deg(id) = +1

(b) (fog)«(a) = fiog.(a) = fi(g(a)) = deg(g).fi(a) = deg(g).deg(f).a = f.(deg(g).a) =
deg(f).[deg(g).a] = deg(f).deg(g).a = deg(f o g) = deg(f).deg(g)

(c) Se f ~ g, pela Observagao 1.8, temos f. = g, e portanto deg(f) = deg(g)

() f(z)=k,Vz € S

Considere o diagrama:

em que g : S — {k},g(x) = k,Vo € S" ei: {k} — S™ é a inclusdo. Assim,

induzindo homomorfismos, obtemos:

H, (S") L Hn (S")

H, ({k})

Segue que fi(a) =i, 0g.i(a) =i.(g.(a)) = i.(0) = 0 = 0.a e portanto deg(f) = 0.
(e) Como f é equivaléncia homotopica, existe g : S™ — S™ tal que fog~go f ~
Idg». Induzindo homomorfismos temos f, o g, = [ dﬁ( gy = 9+ © f«. Por (a)

e (b), deg(f).deg(g) = 1 = deg(g).deg(f). Como deg(f),deg(g) € Z entao
deg(f) = +1 = deg(g) ou deg(f) = —1 = deg(g).

(f) Da proposigao 1.5, montamos o diagrama:

Z

0 =Hpp1 (B™Y) 2 H, oy (B, S7) Lo 1,1 (B7HL, S7)

Temos (f|gn)«(a) = 0. 0 fu 0, (a).
Note que existe um tnico b gerador de H,,i(B""!, S") = Z tal que 6,(b) = a.

Assim,
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(flsm)(a) = ds 0 fuo 0 (a) = 6.(fu(b) = du(deg(f).b) = deg(f).0.(b) = deg(f).a

~

em que a é gerador de H,, (S").

Segue o resultado.
]

Um resultado mais sofisticado, devido a Hopf, é a reciproca da propriedade (c): Se
deg(f) = deg(g) entdao f ~ g. A demonstragao pode ser encontrada na péagina 398 do
livro do Spanier [4].

2.2 Um Teorema Relevante

Nosso intuito agora sera demonstrar que para qualquer k € Z existe uma aplicagao
f 8" — S™ de modo que deg(f) = k.

O que segue é uma leve variagao da nogao de grau.

Definicao 2.2. Se pu: S" xS — S™, n > 0, é uma aplicacao entao o homomorfismo
induzido p, : H,(S™)® H,(S™) L H, (S"xS™) — H,(S™) possui a forma p.(x1,x2) =
dix1 + dexy em que dy e dy sdo inteiros unicamente determinados. O par (dy,ds)
¢ denominado bigrau de p. Suas propriedades sao andlogas as propriedades de grau

exibidas na Proposi¢ao 2.1.

Observacao 2.1. O isomorfismo 1, da Definicao 2.2, é consequéncia direta do Teorema
1.1, de Kunneth.

Proposicao 2.2. Se fi, fo : 8™ — S™ sao aplicacoes, entao o grau da composi¢ao
gn LuB) on o gn By on ¢ dado por deg[u( fi, f2)] = di.deg(f1) + da.deg(fs).

Demonstragio. Sejam py,py 1 S™ x S™ — S™ duas proje¢oes. Temos p;(f1, f2) = fi,

ie{1,2}.

Entao (pi«, pas)(f1, fo)«(x) = (fie(x), fou(x)) = (deg(f1).z,deg(f2).z), onde = €
H,(S™).

Desse modo, p.(f1, f2)«(x) = [dy.deg(f1) + da.deg(f2)](z) O

Intuitivamente, ndés imaginamos p como uma estrutura multiplicativa em S™, tal
como a multiplicagao dos ntimeros complexos se n = 1 ou quaternions se n = 3; nesses
casos f1(z1,22) = 2z1.22 possui bigrau (1,1), pois sy € p|f1yxst sao identidade e

portanto possuem grau 1. Assim d; = 1 e dy = 1. Portanto temos:

Corolario 2.1. Se fi, fo : S™ — S™ sao aplicagoes, entao deg(fi.f2) = deg(f1) +
deg(f2).

Lema 2.1. Seja k € Z um inteiro arbitrdrio. Entdo a aplicagao py, : S' — S (res-
pectivamente py, : S — S3) dada por py(z) = 2* potenciacio dos mimeros complexos

(respectivamente quaternionicos) possui grau k.
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Demonstragao. Faremos por indugao sobre k.

e Para k = 1, p; : S' — S! dada por f(2) = 2! = 2 possui grau 1, pois ¢ a
identidade.

e Suponha vélido para k — 1, ou seja, pp_, : S* — S! em que pp_1(2) = 2F7!

possui grau k — 1.
e Mostremos para k:

deg(pr) = deg(pr—1) + deg(id) = (k — 1) + 1 = k.

Portanto, segue o resultado. O

2.2.1 A Suspensao de um Espaco Topolbégico X

Definigao 2.3. Seja X um espago topoldgico e I = 1[0,1]. A suspensao X € o espago
obtido de X x I pela identificagao de X x {0} a um ponto e X x {1} a um outro ponto.

Exemplo 2.1. Seja X = 8™, notemos que £.5" = S"+L,

S"x I zsr

©¢@¢@¢©

Figura 2.1: A Suspensao de S™.

Podemos dizer que 5™ é um cone duplo sobre S™: Uma uniao de duas copias do

cone C'S™ = Six—x{i}’ com base S™ = S™ x {0}.
Assi = ns" = gl
ssim, o S S

Observacao 2.2. Note que uma aplicagao continua f : X — Y induz uma aplicacao
Yf: XX — XY entre as suspensoes.

Proposicao 2.3. Seja f : S™ — S™ continua e Xf : XS™ — XS sua induzida.
Entao deg(Xf) = deg(f).



Um Teorema Relevante

Demonstragao. Temos o diagrama:

Sn+1

sn I
S x {0} —= 5" x [ (5" C;i

f idX f =f
Sn+1

sn I
5" x {0} —= 9" x [ (OS2~ CSS;

Temos Xf : Ci Ci .

Considere o par (C'S™,S™). Da Proposigao 1.5 segue a seguinte sequéncia exata:

% oy (") —E Hpyy (CS™) —L H,y (1 (CS™, 5™ 2 1, (S7)

— (0S8

Mas, note que C'S™ = B"! e assim }NITLH (CS™) = 0 e também H, (CS™) =0
Por fim, note também que H,,,1(CS™, S") = H,1(XS™) =H 1 (S™1).
Logo, segue:

..e—oéﬁn_i_l (Sn—i_l)Lfln (Sn) 0

6;1:0

Considere entao o diagrama:

~

Hny (Sn) —> l;:}nJrl (Sn+1)

]f* T(Ef)*

]:rn (Sn) _U>;In+l (Sn+1)

que é comutativo devido a naturalidade de o.

Existe um tnico a €H,, (S™) de modo que se « E}NInH (S™*1) tenhamos a = o(a),
pois o é isomorfismo.

Alem disso, (Xf).(@) = (Ef)«(o(a)) = (Ef)« 0 0(a) = 00 fila) = o(fula)) =
o(deg(f).a) =
deg(f).o(a) = deg(f).0

O que implica deg(Xf) = deg(f). ]

Teorema 2.1. Dado um inteiro k € Z, existe uma aplicacao f : S™ — S™ tal que
deg(f) =k, VYn > 1.

Demonstracao. Faremos por inducao sobre n.
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e Paran=1, f:S' — S! dada por f(z) = z* possui grau k.
e Suponha vélido para n, ou seja, existe f : S™ — S™ tal que deg(f) = k.
e Mostremos para n + 1:
Pela proposi¢ao anterior, temos X f : St — Sl e deg(Xf) = deg(f) = k.
O

Temos assim que o Grau de Brouwer ¢ um invariante algébrico completo para o

estudo das classes de homotopia de aplicagoes de S™ em S™.

2.3 A Aplicacao Antipoda

A demonstragao da proposi¢ao abaixo pode ser encontrada na péagina 63 do livro

do Dold [2].

Proposicao 2.4. O grau de uma aplicagao linear f : (An,An) — (An,An) que
permuta os vértices € igual ao sinal da permutagdo, isto €, deg(f) = sign(f|(o.er,..en})-
O grau de uma aplicagao ortogonal g : S™ — S™ € igual a seu determinante, isto €,
deg(g) = det(g).

Definigao 2.4. A aplica¢ao A : S™ — S™ em que A(x1,Ta, ..., Tpi1) = (—X1, —T2, ooy —Tpi1)

¢ chamada aplicacao antipoda.

Vamos encontrar o grau de Brouwer da aplicagdo A. A matriz da aplicacao A, em

relagao a base canodnica, é escrita como:

-1 0 0 0 0

0 -1 0 0 0

0 -1 0 0

A= 0 0 0 O
o o o --- =1 0

o o0 o - 0 -1

cujo determinante ¢ o produto dos elementos da diagonal principal, pois a matriz
¢ diagonal. Ou seja, det(A) = (—1)"*1. Desse modo, pela proposigao 2.4, temos que
deg(A) = (=1)+1.

Definigao 2.5. A aplica¢aor : S™ — S™ em que r(x1, ..., Tjy ooy Tpt1) = (L1, eoey =Ty ooy Ts1)

é chamada aplicagao reflexao.

Analogamente ao que fizemos com a aplicacao antipoda, podemos através do de-

terminante da matriz da aplicagao r, concluir que deg(r) = —1.
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Proposicao 2.5. Se f,g: S™ — S™ sao duas aplicagoes continuas com f(z) # g(x),

para todo x € S™, entdo g € homotdpica a Ao f.

Demonstrag¢ao. Podemos, para encontrar a homotopia, visualizar geometricamente o
problema.

Assim, podemos considerar f(z) e a sua antipoda Af(z). Como f(z) # g(x), para
todo x € S™, a ideia é que o segmento em R"™! que une Af(z) e g(x) nao passa pela
origem de S™.

Projetando radialmente da origem sobre a esfera obtemos caminhos em S™ que
unem Af(z) e g(x).

Um desses caminhos ira definir a nossa homotopia.

Figura 2.2: Caminho em S™ entre Af(z) e g(x) obtido através da projecao radial.

Definimos:

Este ¢ um caminho unindo Af(z) a g(x) e é a nossa homotopia.
Note que:

1(1=0)Af(x) +0.9()Il  [|Af()]]
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Observagao 2.3. Se f = id, a proposi¢ao acima nos diz que se g : 8" — S™ nao
possui pontos fixos, entao g é homotopica a aplicagao antipoda A : S™ — S™. Neste
caso deg(g) = (—1)"1.

Observagao 2.4. Se f = A, a proposigao acima nos diz que se g nao possui antipodas,
isto ¢, g(z) # —x para todo = € S™, entdao g é homotopica a identidade. Neste caso
deg(g) = +1.

Corolario 2.2. Toda aplicacio g : S** — S?" tem pelo menos um ponto fixo ou

antipoda.

Demonstra¢ao. Suponha que g ndo possua pontos fixos. Temos entao g(x) # x para
todo x € S?". Neste caso, segundo a observacao 2.3, g é homotopica a aplicacao
antipoda A : S? — 527

Agora suponha que g nao possua antipoda. Temos entdo que g(z) # —z para
todo x € S?". Neste caso, segundo a observaciao 2.4, g é homotopica a identidade
id : §?" — S,

Por fim, suponha que ambas as condi¢oes nao valham simultaneamente.

Assim, deg(A) = deg(g) = deg(id).

Contudo, deg(A) = (—1)*"*! = —1 e deg(id) = +1, temos um absurdo. O

Para demonstrarmos o proximo teorema, primeiro, necessitamos definir campo ve-

torial sobre a esfera S™.

Definicao 2.6. Um campo vetorial sobre a esfera S™ é uma aplicacdo continua v :
S" — R tal que x ¢ ortogonal a v(x), para todo x € S™.

Definigao 2.7. Um campo de vetores v : S®™ — R"™! ¢ dito nao-nulo se v(z) # 0

para todo x € S™.
Teorema 2.2. Sao verdadeiras as afirmagoes:
(i) Nao existe nenhum campo de vetores nio-nulo em S*".
(ii) Sempre existe campo de vetores nao-nulo em S,
Demonstragdo. (i) Suponha que exista v um campo de vetores nao-nulo em S?".

v(x)

Note que w(x) = m é um campo de vetores em S?" de comprimento 1 em
v(x

que w : S?" — S?" ¢ uma aplicacdo continua com w(z) ortogonal a x para

cada z. Esse fato contradiz o Corolario 2.2, pois w nao possui ponto fixo e nem

antipoda.

(ii) Basta definir em S?"™! por exemplo, o campo de vetores:

U($1, X2y eevy Lom, $2n+1) = ($2, L1y ey Ton41, —1’2n)
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E assim:
< z,v(x) >=< (21,2, ..., Tan, Ton+1), (T2, —T1, ..., Topg1, —Top) >= 1.T2—To.T1+

e+ Lo -Lon+1 — Lan+1-Lop = 0.
]

Lema 2.2. Se f : S?*t! — 82+ ngo possui ponto fizo, entio f é homotdpica a
identidade.

Demonstracao. Se f : S?"*1 — 5§27+l n3o possui pontos fixos, entdao, pela Observacao
2.3, deg(f) = (—1)CrDH = (—1)F2 = 41,

Pela reciproca da propriedade 2.1 ¢), por Hopf, segue que f é homotopica a identi-
dade, pois deg(id) = +1. O

Observagao 2.5. Note que o lema acima prova que A : S*"*1 — §2m1 (antipoda) é

homotopica a identidade.

Lema 2.3. Se f : S?tL — §2n+L ¢ homotdpica a constante, entio f possui pelo

menos um ponto fizo.

Demonstragao. Se f é homotopica a constante, entao deg(f) = 0.
Suponha que f nao possua pontos fixos, entao, pelo lema anterior, f é homotopica
a identidade e deg(f) = +1. Absurdo!

Logo, f possui pelo menos um ponto fixo. n






3 Graus Locais

3.1 O Grau Local

Vamos, neste momento, estender a no¢ao de grau vista no capitulo anterior.

Utilizaremos a nogao de grau local para definir o conceito de indice de uma fungao
em torno de um ponto fixo isolado ou, mais geralmente, em torno de um subconjunto
compacto contendo o conjunto dos pontos fixos.

Para iniciarmos nossos estudos, vamos enunciar o Teorema da Excisao, cuja de-

monstragao pode ser encontrada na pagina 54 do livro do Vick [5].

Teorema 3.1. Se (X, A) é um par de espagos topologicos e U C A com (}Cfol entao
a aplicag¢ao inclusao i : (X — U, A —U) — (X, A) induz um isomorfismo i, = exc :
H.(X -UA-U) — H,(X,A).

Isto €, tal conjunto U pode ser excedido sem alterar o grupo de homologia relativo

de X mddulo A.

Definigao 3.1. Considere a esfera S™,n > 0. Sejam V C S™ um subconjunto aberto e
f:V — 8™ uma aplicagio continua. Fizemos um ponto Q € S™ tal que f~1(Q) seja

um compacto. Considere a aplica¢iao composta (de H,(S™) em H,(S™)):

-1

Hn(S™) — Hy (8™, 8™ — f~1(Q)) % Ho(V,V = f71(Q)) L Hy (57,87 — Q) —=—> Hn(S™)

onde exc € o isomorfirmo induzido pela excisao exc e j_* € 0 1somorfismo dado pelo fato
de que S™ — P, em que P € um ponto qualquer, é homotdpica a um ponto. A composta
¢ um homomorfismo da forma x — degq(f).x em que degg(f) € um inteiro chamado
de grau local de f em torno de Q).

—1

Observacao 3.1. j_* é fornecido pela sequéncia exata

~

0=H, (S" — Q) — H,(S") —2—~ H,(S", 5" — Q) —= H,,_1(S", 5" — Q) = 0

Observagao 3.2. exc pode ser exemplificada assim:

43
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P1 P2
P4 P3

P6 P5

Figura 3.1: Figura de referéncia para a obtengao de exc'.

Tomando X = S" e A= 5" — f~1Q)
FYQ) = ﬁ\PQ, V =PiP3 e U = P/6\P57 em que os arcos sao tomados no sentido
horéario.

Pelo Teorema da Excisao, temos que
exc ©
Ho(S", 8" = f7H(Q)) = Ho(X —U, A= U) = H,(V,V — f1(Q))

pois (X —U,A-U) ~ (V,V — f71(Q)), onde ~ indica ter o mesmo tipo de homotopia.
Assim,

excd = @ oexc

Observaremos, na proposicao seguinte, que quando V = S™ o grau em torno de

qualquer ponto () € S™ é o mesmo grau da f.
Proposicao 3.1. Sejam f: S™ — S™ e Q € S", entio seque que deg(f) = degq(f).

Demonstracao. Olhemos para o diagrama comutativo

Ho (S") = Ho(S™) —2> Ho (S, 5" — 71(Q))

f*l/ f*

Hy (S™) = H,(S") =2 H,(S", 5" — Q)

—1

Je
_-1 -1
Logo j. ofioj. = fi. Note que f.(z) =j. of. o j.(z) = degg(f).x e portanto
deg(f) = degq(f).

[]

3.1.1 Propriedades Iniciais do Grau Local

Proposicao 3.2. Sejam V C S™ um aberto e f : V — S™ uma aplicagao continua.

Entao temos:
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(i) degq(f) =0, se Q & Im(f);
(i1) degq(f) = +1, para todo Q € V se f € a inclusao;

(11i) degq(f) = £1, para todo Q € f(V) se f é um homeomorfismo sobre um aberto
f(V) de S™.

Demonstragao. (i) Se Q & Im(f) entao f~H(Q)=0e

H,(S™, 8" — f7YQ)) = Ho(S™, 5" — 0) = H,(S",S") = 0

-1
Entao j. of.oexd oj.(x) =0, Vr € H,(S™) e portanto segue o resultado.

(ii) Se f é a inclusao, note que

H,(S") 25 H,(S", 8"—Q) =5 ey (V,V-0Q) =% seac H,(S",S"—Q) L~ H,(S")

e portanto j; ' o excd™ ! oexd o j. =id e degq(f) = +1.

(iii) Considere f como a composta V -2+ f(V) <y 5" em que g é homeomorfismo.

Note que f, = (i©g), =i, 0g. e também f71(Q) =g~ 0i Q) = g7 (Q).

Temos assim:

Z = H,(S") —2— H,(S", 8" = [7HQ)) 2~ H,(V,V = f71(Q))

o

H,(f(V), f(V) = Q™ H, (57, 5" — Q)

zl‘?

H,(5™) =

em que exc” é obtida tomando X = S", A =S"—-Qe U = 5" — f(V) no
Teorema da Excisao; g, é isomorfismo porque é induzida de homeomorfismo e 7,
¢ isomorfismo porque f ¢ homeomorfismo fazendo f~1(Q) = @ (caso contrario,
f nao seria injetiva).

[]

A demonstracao da proposicao abaixo pode ser encontrada na pégina 36 do livro
do Dold [2].

Proposicao 3.3. Seja X wum espago topoldgico arbitrdario com componentes conexas
por caminho Xy, X € A; seja A C X um subespaco e Ay = AN X,. Entio as
aplicagoes inclusoes iy : (X, Ax) — (X, A) induzem uma representagao em soma direta
{in} : ®reaSn(Xn, Ay) = S, (X, A) e entdo {ir} : DacaHn(Xy, Ax) = H, (X, A).
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3.2 Quatro Propriedades Relevantes do Grau Local

Apresentaremos agora, quatro propriedades relevantes de grau local que serao apli-
cadas no estudo do indice que faremos no préximo capitulo.

Proposicao 3.4 (LOCALIZAQAO). Sejam V' C S™ um subconjunto aberto, f:V —
S™ uma aplicagdo continua e Q € S™. Se f7Y(Q) C K C U CV, em que K ¢ um
subconjunto compacto e U é uma vizinhanga de K, entao o grau local em torno de ()

pode, também, ser dado pela composta

exc fx
Hn (8", 8" = K)) — = Ho(U,U — K) ——> Hn(S", 8" = Q) = Ha(5™)

o

Hy,(S™)

Demonstracao. A prova segue imediatamente da comutatividade do seguinte diagrama:
Ho(5",5" = [7HQ)) — Ha(V,V — [71(Q))

H,(S™) i i H, (5", 5" — Q)

\

H,(S™

,S" — K)

A proposicao acima é a responsavel pelo adjetivo "local"no nome deste grau. Pois
note que podemos reduzir V' a qualquer vizinhanga de U de f~'(Q). A vizinhanca U

pode ser qualquer f~!(W) em que W ¢ uma vizinhanga aberta qualquer de Q.
Proposicao 3.5 (ADITIVIDADE). Sejam V' C S™ aberto, f : V — S™ continua e
Q € S™ tal que f~1(Q) € compacto. Suponha que V € a uniao finita de subconjun-

tos abertos, V = UV“ de modo que os subcojuntos f;1(Q), em que f; = f

=1

V;, 840
mutuamente disjuntos. Entdo degq(f) = Z dego(fi)-
i=1

Demonstragdo. Sejam U; vizinhancas abertas e conexas por caminho de f;*(Q) em V;
de modo que U; NU; = () para i # j.

Tome U = U U; e considere o diagrama comutativo abaixo:
i=1

exr

jx c fa o
H(S") —2—= Hy (", " = f~1(Q)) — o> Hn(U,U — f~1(Q)) ———> Hy(S", 5" — Q) ——> Hy(S™)

{id}l {ki*}l ]:{k’r/g*} T{id} {id}T
DJi Gexc, D fin I~

BHn(S") —>= BH (5", 5" — £71(Q)) ———> &Hn(Us, Us — £71(Q)) ——> @Hn(S", S" — Q) ——> &Hu(S")
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em que todas as somas @ sao parai = 1, ..., onde {id} é a aplica¢do cujas componentes
sao todas iguais a identidade e k; e k] denotam inclusoes. Note que a fungao {k] } é
isomorfismo pela Proposicao 3.3, pois U é uniao disjunta de Us;.

Talvez o segundo quadrado do diagrama posse gerar dividas quanto a comutativi-
dade. Mas note que ele afirma que o diagrama

H, (8", 5" = f7H(Q) —2— Ha(U,U = f7H(Q))

ki L Tkj*
H, (5", 5™ — f7H(Q) == Ho(U;, U = £;71(Q))

comuta.

Sei = j, temos que k} oexciok;, = excesei # j, temos que k; oexciok;, = 0 = exc,
pois U; C S™ — £71(Q).

Pela Proposigao da Localizagao 3.4, a linha superior, do pentltimo diagrama, define
degg(f) e a inferior define degg(fi), para cada i. Portanto, pela comutatividade do
diagrama

degy(f) = Z degq(f:)
[]

Proposigao 3.6 (INVARIANCIA HOMOTOPICA). Sejam f, : V. — S™ uma homo-
topia, V C S™ aberto e Q € S™ tal que f;*(Q) € compacto para todo t € [0,1]. Suponha,
também, que a unido J{f; *(Q),t € [0,1]} ¢ compacto. Entio degq(fo) = degg(f1)-

Demonstracdo. Seja K, = ;i 1(Q),t€le K = U f71(Q), que sdo compactos. Consi-

tel
dere o diagrama comutativo:

H, (8", 8" — Ko) 2~ H,(V,V — Ko)

e o

H,(S") — H,(S", 8" — K) -2~ H,(V,V — K) Ho(S", 8" — Q) = H,(S™)

I T R

H,(S", 8" — K\) %~ H,(V,V — K1)

Para mostrarmos que degq(fo) = degg(f1), basta mostrar que fo. © Ggs = f1x © Q14

Como f; : (V,V — K) — (5™, 5™ — @) é homotopia de pares entre fy e fi entao
fitoizonde iy : (V,V — K) — (V,V — K}) é inclusdo de pares, ¢ uma homotopia de
pares entre fooige f1oiy.

Assim (fy 0ig). = (f1 041)« € portanto fo. © g = f1. © i1, como querfamos. O
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Observacao 3.3. Na proposi¢ao acima, observamos que a condi¢gao da compacidade

de U f71(Q) é realmente necessaria.

tel
De fato, considere S' = RU {occ} e V = R e sejam f; : R — S! a aplicagao

induzida por r; : R — R, dada por ry(z) : t + (1 — t)x, Vo € R.
Neste caso, Uf{l(O) =] — 00, 0] ndo é compacto, dego(fo) = +1 e dego(f1) = 0.
tel
Proposicao 3.7. Sejam V C S™ um subconjunto aberto, f :V — S" eg: S" — S
duas aplicagoes continuas. Se degq(f) estd definido para algum Q € S™, entdo o grau
local em torno de Q estd, também, definido para a aplicagiao composta fog : g~ (V) —
S™ e wvale degq(f o g) = degg(f).deg(g).

Demonstrag¢ao. Considere o diagrama comutativo:

¥ ’
J* exc

Hn(S™) ——= Hn (8™, 5" — f71(Q)) — == Hn(V.V - f71(Q))

fx
-1
J

gx 9x g Hn(S™, 8" — Q) —;> H,n(S™)

- %
J 1

exc

Hy,(S™) == Hn(S™, 8" — g7 1(Q)) —=—= Hn(S™, 5" — g~ (/ 71(Q)))

=

-1

A linha superior define degq(f) e a inferior define degg(f o g) e como (j. of, o
-1

exd 0j,)0 g, = [ju  o(fog).oexc" o jl] segue que degq(f).deg(g) = dego(fog). O
Observagao 3.4. Note que se f é inclusao, degg(g) = deg(g), pois neste caso dego(f) =
+1

Observagao 3.5. Observe que nao vale em geral degg(go f) = degp(f).deg(g) em que
9(P) = Q.

De fato, basta tomar g : St — S! dada por g(z) = 22, considerar V = {e?| — g <

0 < Z}, a aplicacao f : V — St inclusao e escolher P = Q = 1.

Entao degp(f) =1 e deg(g) = 2. Note que degg(go f) = +1 ou degg(go f) = —1,
pois g o f & um homeomorfismo sobre o aberto W = go f(V) = {e??’| — g <f< g} e
+1412=2,

3.2.1 Uma Demonstracao Alternativa

Exemplo 3.1. Seja n > 0. Para todo inteiro k € Z temos que existe uma aplicacao
fr : S™ — S™ tal que deg(fi) = k. Ao longo desta dissertacao ja demonstramos este
fato partindo de uma aplicacao de S* em S, z — 2¥, e usamos a nocao de suspen-
sao. Apresentaremos a seguir uma outra construcao de uma aplicagdo com a mesma
propriedade. Desta vez utilizaremos a ideia sugerida pelo resultado da Proposi¢ao da

Aditividade 3.5.
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Demonstra¢ao. Vamos definir f : S™ — S™ tal que deg(f) = k.
Identificamos S™ com R™ U {oc0}.
Primeiramente, defina g : R" U {oo} — R™ U {o0} pondo

z, se ||z]| <1

x
= —F 1< <2
9(x) 2_||x||7 se 1 < ||zl
00, se ||z|| > 2

Pela proposi¢ao 3.1 temos que deg(g) = dego(g) = +1.

Para cada ponto P € R" considere também a translacao paralela ¢, : S" — S"
onde t,(z) =x — P se x € R" e t,(00) = o0.

Temos que H : [ x 8™ — S™ que leva (t,z) — tx + (1 —t)(x — P) se x € R" e
(t,00) — oo é uma homotopia entre t, e idgn.

Como t, ~ idgn temos, pela Proposicao 3.7, que deg(g o t,) = dego(g).deg(t,) =

dego(g).1 = dego(g) = 1.
Suponha agora que k£ > 0 e escolha k pontos Py, ..., P, € R™ de modo que a distancia

k
entre quaisquer dois deles seja maior que 4. Seja B; = B(P;,2) e V = U B;; segue que

i=1

B,NB; =0 para i # j.
Defina f : 8™ — S™, flg, = (g otyi)|s;, f(x) =00 paraz ¢ V.
Temos que f~1(0) = { Py, ..., P} compacto, e pela Proposi¢ao 3.1, deg(f) = dego(f)

L kvezes

k
——
e, usando a Proposigao da Aditividade 3.5, deg(f) = Z dego(f|B,) = Z(gotpi)]Bi =l+..+1=
i=1 i=1
k.

Se k < 0 entao —k > 0, logo, usando o procedimento acima, conseguimos encontrar
[: 8" — S™ tal que deg(l) = —k. Defina g : 8" — S™ por g(x) = r o l(x) onde
r:S" — S™ é a reflexdo por um hiperplano. Como ja vimos, deg(r) = —1, e assim
deg(g) = deg(r ol) = deg(r).deg(l) = (=1).(=k) = k.

Se k = 0, considere w : S™ — S™ dada por w(z) = (1,0, ...,0), Vo € S™ e assim
deg(w) = 0.

Portanto, para todo k € Z, conseguimos construir uma aplicacao de grau k. O
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4.1 O Indice dos Pontos Fixos

Seja V' C R™ um subconjunto aberto e g : V' — R"™ uma aplicagao continua.
Dizemos que (R", g, V') é uma terna admissivel se o conjunto Fiz(g) = {x € V| g(x) =
x} for compacto. Iremos definir um inteiro 7(R", g, V') para toda terna admissivel e o
denominaremos de indice da terna (R", g, V). Assim, sempre que mencionarmos indice
de uma terna subentendemos que a terna é admissivel, mesmo que nao seja explicitado.
Para facilitar a notagao, algumas vezes, denotaremos I(R", g, V') por I(g). Este indice
é também denominado de indice dos pontos fixos de g.

Note que, sendo i : V — R"™ a aplicacao inclusao, temos:

(i —g)7'(0) = Fix(g)

Deste modo, o "ntmero"de pontos fixos de g deveria ser medido pelo grau da

aplicagao (i — g) em torno de 0 € R". Esta ideia nos leva & definigdo que segue.

Defini¢ao 4.1. Dada a terna admissivel (R, g,V'), denotaremos o compacto Fix(g)
por K. Seja D uma bola fechada em torno da origem contendo K, isto é, K C D.

Considere a composta:
j 5 (i—g)«
Ho(®™,R" — {0}) — 2> H,,(R",R" — D) ———> H,(R",R" — K) — > H,,(V,V - K) ———> H,(R",R" — {0})

Como sabemos que H,(R",R™ —{0}) = Z, temos que a composta é um endomor-

fismo de Z. Logo, este endomorfismo € da forma:
x— I(R" g,V).x

em que [(R™, g, V) = I(g) € o unico inteiro que determina o endomorfismo dado pela

composta. Chamamos este inteiro de indice dos pontos fixos de g.

Observamos que a sequéncia utilizada acima para definir o indice dos pontos fixos

de g, provém de uma sequéncia geométrica, a saber:

; - ; (i-9)
(R™,R" — {0}) =———— (R",R" — D) ———> (R",R" — K) <——— (V,V — K) ——> (R",R" — {0})

o1
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em que as aplicagoes j, sao as inclusoes dbvias e (i — g) € a aplicagao (i — g)(x) =
x—g(x) mencionada anteriormente. Quando consideramos as induzidas em homologia,
jix € isomorfismo, pois j; € uma equivaléncia homotdpica; ja. € o isomorfismo exc da

Observagao 3.2 e jo, € denotado no diagrama simplesmente por j,.

Exemplo 4.1. Sejam P € R, ¢ > 0 e considere V = (P — ¢, P + ¢) o intervalo dos
nameros reais P —e¢ < x < ¢ + P. Seja g : V — R uma fung¢ao continua tal que
Fiz(g) = {P}. Quais os possiveis valores para o indice I(R, g,V)? Ilustraremos cada
caso com um grafico.

Usando a defini¢ao de indice, temos:

Hy (B, R — {0}) — > H) (BB — V) ———> Hy (R, — {P}) — > H(V,V — {P}) ——"> (R — {0}) .

Simplificando, devemos calcular a composta:

(a3

Hi(R, R — {0}) Hy(V,V = {P}) “2 o (R R — {0})

Para isso considere o diagrama abaixo:

Hi(R,R — {0}) <5 H, (V,V — {P}) "2 H (R, R — {0})

| | |

Ho(R — {0}) —25 Hy(V — {P}) ~—2~ Hy(R — {0})

o

Sejam a € Hi(R,R—{0}) = Z e b,c € Hy(R—{0}) = Z & Z geradores. Sem perda
de generalidade, podemos supor que d(a) = b — ¢. (A tnica outra possibilidade seria
d(a) =c—b).

Para determinarmos a composta, basta sabermos o que acontece com h = (i —
9lwv-py : V —{P} — R —{0}. Sao trés casos:

e Caso 1: Im(h) esta contida em uma componente de R — {0}.

e Caso 2: h preserva componentes.

e Caso 3: h permuta componentes.

Em homologia isto corresponde a:

e Caso 1: A imagem de d(a) é levada no zero, logo o indice é zero.

e Caso 2: A imagem de d6(a) ¢ levada em —b+ ¢ que é¢ —d(a), ¢ o indice & —1.

e Caso 3: A imagem de d(a) ¢ levada em b — ¢, e o indice é 1.
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// Caso 1 /g

£
Caso 2 -, .

Caso 3 s
e

Figura 4.1: Possiveis tipos de gréaficos de g no caso particular de P sendo a origem.

4.2 Seis Propriedades Relevantes do Indice dos Pon-

tos Fixos

Proposigao 4.1. Seja (R™,g,V) uma terna admissivel e K = Fixz(g). Seja K' um
subconjunto compacto tal que K = Fix(g) C K'. Entao a definicio de I(R™,g,V') € a

mesma se utilizarmos a sequéncia abairo:

i\ (i—9)«
Hn (P, B — D)~ (", R” — K') > Ha(V,V = K') ———> Ha(R", B" — {0})

H,(R"™,R™ — {0})

o

em que K' C 'V estd no lugar de K.

Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente da comutatividade do diagrama

abaixo:

Hn(R",R" — K) —— H,(V,V — K)

Hy,(R",R™ — {0}) = H,(R™,R™ — D) Lk L Hy(R™,R™ — {0})

Jx
(i—g)«

H,(R™,R* — K'Y — H,(V,V — K')
n

Proposicao 4.2 (LOCALIZACAO). Seja (R™, ¢,V) wma terna admissivel. Se W ¢é
um aberto tal que K C W C V, e se denotarmos ¢' = glw, entao temos I(R",g,V) =
I(R", ¢, W).
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Demonstragcao. A prova segue imediatamente da comutatividade do diagrama abaixo:

Hno(R",R" — K) — H,(V,V — K)

Hn(R",R" — {0}) = H, (R",R" — D) Hn(R™,R™ — {0})

Jx
(i—g)«

H,(R",R" — K) —> H,(W,W — K)
[

Proposicao 4.3 (ADITIVIDADE). Seja (R™, g,V) uma terna admissivel. Suponha

que V = U Vi, em que cada V; é um aberto. Seja g; =
i=1
cada i, K; = Fix(g;) é compacto e dois a dois disjuntos, 1sto €, KzﬂKj =0 parai # j.

Entao K = Fiz(g U K; e temos I(R™, g,V Z I(R", g;,V;

=1

Demonstracao. Sejam U; vizinhancas abertas e conexas por caminho de K; em Vj, de
modo U; NU; = () para i # j.
T

Tome U = U U; e considere o diagrama abaixo:
j=1

= j 5 = (i—9g)«
H,R",R™ — {O}) —> H,(R™,R" — D) %J H,R",R" — K) —> H,(U,U — K) —> H,(R",R" — {0})

{idl}j {id2}l {kj*}l ](U } {idl}T
I~ D« (i—g;5)«

®H,(R",R" — {0}) — &H,(R",R" — D) ——> @ H,(R",R" — K;) —= ®H,(U;,U; — Kj) Rl ®H,(R",R™ — {0})

em que todas as somas @ sao para j = 1,...,r onde {id, } e {idy} sdo aplicagdes cujos
componentes sao todas iguais a identidade e k; e k; denotam inclusées. Note que a
aplicagao {k;} ¢ um isomorfismo, pela Proposi¢ao 3.3, pois U ¢ a uniao disjunta de Uj.

Talvez o terceiro quadrado possa gerar duvidas quanto a comutatividade, mas note
que ele afirma que o diagrama :

H,(R" R" - K) <~ H,(U,U — K)

kj*t ]ké*
H,(R", R — K;) =% H,(U;, U; — K;)
comuta.
De fato, se i = 7, k” oexcy o kj, = exc esei # j, ki, oexc ok, = exc, pois
U, CR" — Kj.
Pela Proposicao da Localizacao 4.2, a linha superior, do pentltimo diagrama, define
I(R™, g, V) ea inferior define I(R", g;,V;), para j. Pela comutatividade do diagrama

I(R", g,V ZI "9, V;) O
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Proposigao 4.4 (INVARIANCIA HOMOTOPICA). Seja g, =V — R™ wma homo-
topia tal que (R™, g, V') € uma terna admissivel para cada t € I = [0,1]. Além disso,

SuUpomos que a uniao U{Fi:z:(gt);t € I} € um subconjunto compacto. Entao temos que
]’(Rn) 9o, V) = [(Rn’ g1, V)

Demonstragao. Sejam K; = Fix(gy),t € [ e K = U Fiz(g;) que sdo compactos.

tel
Considere o diagrama comutativo:

Hp(R™,R" — Ko) ——> Hn(V,V — Ko)

/ T | T . w\
0% 10%

x

H,(R",R" — {0}) 2 H,(R",R" — D) —> H,(R",R" — K) s H,(V,V - K) H,(R™,R™ — {0})

]

i1x 1%

Hy(R™,R™ — K1) ———> Hy(V,V — K1)

Para mostrarmos que I(R", go, V) = I(R", g1, V'), basta mostrarmos que (i — gp)« ©
ioe = (1 — 1) © s

Como g; : (V,V — K;) — (R",R" —{0}) ¢ homotopia de pares entre gy € g1, temos
que (i — g;) o4y em que i; : (R" R" — K) — (R", R" — K;) é inclusdo de pares, é
homotopia de pares entre (i — gg) 0 ig € (i — g1) 0 71.

Assim, [(i — go) 0do)« = [(1 — g1) 041]« € portanto (i — go)s« © lgx = (i — g1)4 © i1, cOMO

queriamos. ]

Observacao 4.1. Observamos que a condi¢ao que UF iz(g;) seja um subconjunto

compacto é realmente necessaria na proposi¢ao acima.

Demonstragao. Considere g, : R — R dada por g;(z) = 1 + tx. Temos pelo Exemplo
4.1 que I(R, go,R) = 1 (Caso 3), mas por outro lado temos que I(R, g;,R) = 0, pois
Fiz(g1) = 0. O

Observagao 4.2. Note que a Proposigao 4.4 nos diz que se I(R", g, V') # 0, nos temos
uma obstrucao para deformar g em uma f sem pontos fixos através de uma homotopia
h; em que U Fix(g;) é compacto, pois I(R"™, f, V) = 0.

Proposicio 4.5 (MULTIPLICATIVIDADE). Sejam g :V —s R* ¢ ¢ = V' — R™
tais que (R™, g, V) e (R™,¢', V') sao ternas admissiveis e considere g x g’ : V x V! —
R”™ x R™. Entao temos Fix(g x ¢') = Fix(g) x Fixz(g') e I(g x ¢") = 1(9).1(¢).

Demonstracao. A primeira afirmagao segue do fato que g(x) = z e ¢'(2') = 2’ se, e
somente se, (g X ¢')(z,2') = (z,2).

Vamos demonstrar a segunda afirmacao.

Para simplificar a notagao indicaremos Ry = (R, R" — {0}), R}, = (R",R" —
D), Vk =(V,V —K)onde g:V — R" D> D D K. Analogamente para ¢'.

Inicialmente, demonstraremos que

I(g x 0) = I(g) (4.1)
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em que 0 é a aplicacao constante que manda todo R™ em 0 € R™. Consideremos a
composta:

Jjaxid

(i—g)xid
R} x R, ——R% x R7, Vi x Ry ———Rjy x R,

j3 Xid

onde as aplicacoes sao aquelas dadas na Definicao 4.1 produto com a identidade. Em
particular, a ultima aplicagao é (i — g) x id = i — (g x 0) e passando-se para homologia,
temos (i — (¢ X 0))s : Hpym (Vi X R — Hyn (RY X R7,) de modo que [(z,y)] —
[((: — g)(x),y)], ou seja, a segunda componente é a identidade. Vamos usar o Teorema,

1.1 [Teorema de Kunneth| para demonstrar a formula (4.1). Aplicando o teorema,

temos:
0
o~ n o~
Hpqm (Ve X RE)) > ST Hi(Vk) ® Hy(RE)]e > Tor[H;(Vk) ® Hj (RE/)] > Hn (Vi) ® Hn(RE,) 2 Hp (Vi)
itji=ntm itj=nt+m—1
(i—(gx0))x (i—g)=
0
o~ " I~
Hpym(RE X RE)) > > [Hi(Ry) © Hj(RT))]® > Tor[H;(Ry) ® Hj(R}y)] > Hp(Ry) ® Hm (RY),) & Hp (RY)
it+j=nt+m itj=nt+m—1

e como o diagrama acima comuta, segue o resultado.

Considere agora o seguinte diagrama onde as aplicacoes sao aquelas 6bvias:

™

’
R} x R, ——=R% x R?, —— Ve x R, ——=R7 x RE,

S

R% X VK/ —>R7f( X VK/—>VK X VK/—>R8' X VK/

R x R —~R2 x R — Vi x R —=R? x R

Passando-se para homologia, por 4.1, a primeira linha nos da I(g), enquanto a
primeira coluna I(g') Por outro lado, a diagonal nos da I(g x ¢'). Pela comutatividade
do diagrama, segue o resultado; pois a induzida da diagonal é dada por x — I(gx¢’).x.
Mas a induzida da diagonal é a composta das induzidas da primeira coluna com a tltima
linha. Assim I(g x ¢').x = 1(¢').1(g).x. O

Para a Proposicao abaixo, lembremos que = indica homeomorfismo.

Proposicao 4.6 (COMUTATIVIDADE). Sejam U C R™ e U" C R™ dois abertos e
f:U—R™eg:U — R" aplicagoes continuas. Entao as aplicagoes compostas
gof:V=f1U)—R'efog:V =g (U) — R™ satisfazem Fix(go f) ~

Fiz(fog). E, se estes conjuntos forem compactos, temos também que I(fog) = I(gof).
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Demonstragao. Nesta demonstragao, utilizaremos G f para indicar o grafico da aplica-

cao f.
Temos Fiz(go f) ~ Fix(f o g), pois

/
Fiz(go f) ={reV]goflz)=a} ____Fiz(fog)={yeV'| fogly) =y}
g
tais que fog(y) =y = 1dpig(fog) (y)egoflz)=0= 1dpig(gor)-
Suponhamos que os conjuntos sejam compactos e definamos v : Vx V' — R*xR™,
V(@ y) = (9(y), f(2)).
Primeiramente, mostremos que Fiz(y) é compacto.
De fato, Fiz(y) = {(z,y)] 9(y) = z e f(z) = y} = {(z, f(2))] 9(f(2)) = 2} =
{(z, f(x))|z € Fiz(go f)} =Gf onde f: Fix(go f) — Fix(fog) CV' CcU CR™
Portanto Gf C Fiz(go f) x Fiz(fog) em que Gf é fechado e Fiiz(go f) x Fiz(fog)
é compacto. Desse modo, G f = Fixz(y) é compacto.
Usando a propriedade da invariancia homotopica, sendo Fiz(+y) compacto, mostra-
remos que I(y) =1I(go f) e I(y) =I(foyg).
Considere a deformagao de v: v(z,y) = (tgo f(x) + (1 —t)g(y), f(x)) com x € V,
yeV'etel0,1].
Esta deformagao, nos da uma homotopia entre vo(z,y) = (9(y), f(x)) = v(z,y) e
Por outro lado, Fiz(y) = {(z.y)le € Fiz(go )y = f(@)} = {(@, f@)e €
Fix(go f)} = Gf onde f: Fix(go f) — Fizx(fog) C R™
Portanto Fixz(y;) é compacto para qualquer ¢ € I. E como Fiz(y;) nado depende

de t, segue que U Fix(vy;) = Gf é compacto e assim, pela Proposi¢ao da Invariancia

tel
Homotopica 4.4, 1(y) = I(yo) = I(71).

A aplicagdo =y, por sua vez, pode ser considerada como restricao da aplicagao
§: VxR™ — R*"xR™, §(z,y) = (gof(z), f(x)). Note que Fiz(8) = {(z,y)|gof(z) =
xey= f(x)} = Fix(y) e portanto Fiz(d) é compacto. Considerando K = Fix(J) C
V xU CV xR™, estamos nas hipoteses da Proposicao da Localizacao 4.2. Assim,
segue que I(§) = I(v;) e assim 1(5) = I(7).

Seja ¢ @ Fixz(go f) x [0,1] — R™ em que (z,t) — (1 —t)f(z). ¢ induz ¢; :
Fix(go f) — ¢(Fiz(go f)) C R™, continua, em que z — ¢(z,t) = (1 —t)f(x),
vVt el

Consideremos agora a deformacao de §: &, : V x R™ — R" x R™, §(x,y) =
(go f(z), (1 —1t)f(x)) a qual realiza a homotopia entre dy(z,y) = §(x,y) e §i(x,y) =
(90 f(2),0).

Note que Fiz(0;) = {(z, ¢(x)|z € Fix(go f)} = Gpy C Fix(go f) X ¢(Fiz(go f)),
Vt € I em que G¢, é fechado e Fix(go f) x ¢y(Fiz(g o f)) é compacto. Portanto

Fiz(6;) é compacto.
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Mostremos que U Fiz(6;) = G¢ e que G¢ é compacto. Para isso observemos que
tel

Fia() = {(a, f(@))| « € Fix(go f)}
Fir(81/2) = {(a, 5 ()| & € Fia(g o )}

Fiz(6) = {(x,0)| z € Fiz(go f)}

Desse modo,

UFZx(5t> ~ {((I‘,O),f(l’)), U ,((l’, %)7 —f(l‘)), U ’((1‘7 1)7())} =Go¢

tel

Como ¢ : Fiz(go f) x [0,1] — ¢(Fiz(go f) x [0,1]) CR™ e Go C (Fix(go f) x
[0,1]) X ¢(Fiz(go f) x [0,1]) em que G¢ é fechado e (Fiz(go f) x [0,1]) x ¢(Fiz(go
f) x [0,1]) é compacto; segue que G'¢ é compacto e portanto U Fiz(d;) também.

tel
Assim, pela Proposi¢ao da Invariancia Homotopica 4.4, 1(0) = I(5g) = I(d1). Segue

entdo que I(y) = I(dy).

Mas note que §; = (g o f) x 0 e assim, pela Proposigdo da Multiplicatividade 4.5,
I(3) = () = (g o ), ou seja, I(7) = I(g o f).

Repetindo o mesmo raciocinio, considerando-se as deformacoes (g(y),tf o g(y) +
(1—=t)f(x)) e (1 —=1t)g(y), fog(y)) se demonstra que I(y) = I(f o g) o que conclui a

demonstracao.

O
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