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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado do formalismo de Hamiton-
Jacobi para sistemas singulares, fazendo sua generalizagao para sistemas com varidveis
dindmicas pertencentes & dlgebra de Berezin. Analisamos, em especial, as condigoes de
integrabilidade e sua relagdo com as condigoes de consisténcia no formalismo Hamilto-
niano de Dirac. Por fim, estudamos o processo de quantizacio relacionado a esse for-
malismo, usualmente interpretado como uma quantizagao a “gauge livre”, e os cuidados

que devemos ter com esta interpretagao.

Palavras Chave: Quantizacao, Sistemas Singulares, formalismo de Hamilton-Jacobi,
formalismo Hamiltoniano.

Area de conhecimento: 1.05.03.01-3



Abstract

In this work we present a detailed study of the Hamilton-Jacobi formalism for singu-
lar systems, making its generalization for sytems containing dynamical variables which
belongs to the Berezin algebra. We analyse, with particular care, the integrability
conditions and its relation with the consistency conditions in Dirac’s Hamiltonian for-
malism. Finally, we study the quantization process related to this formalism, usually
interpreted as a “gauge free” quantization, and comment the necessity of caution with

this interpretation.

Keywords: Quantization, Singular Systems, Hamilton-Jacobi formalism, Hamitonian

formalism.
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Introducao

O estudo de sistemas singulares é, sem divida, um tema de grande relevancia na Teoria
de Campos, como pode ser verificado na vasta literatura especializada disponivel sobre
o assunto. O motivo dessa importancia é facilmente explicdvel pela relacdo intrinseca,
estabelecida por Bergmann e Anderson [1], entre a invaridncia de uma teoria por trans-
formagoes de gauge locais e sua singularidade: toda teoria invariante de gauge (i.e.
teoria de gauge) é necessariamente singular, apesar da relagdo oposta nio ser sempre
verdadeira. Dada a importancia das teorias de gauge na Fisica Moderna, essa relagao,
por si s6, ja justifica o interesse no estudo de sistemas singulares.

Apesar dos trabalhos pioneiros de Bergmann e seus colaboradores sobre sistemas
singulares no contexto de teorias relativisticas e Relatividade Geral [2, 3, 4], o grande
impulso no estudo de sistemas singulares veio com os trabalhos de Dirac no desen-
volvimento do formalismo Hamiltoniano para tais sistemas [5, 6, 7]. Este formalismo
estabeleceu a conhecida divisao entre vinculos de primeira e segunda classes, assim
como o importante fato de os vinculos de primeira classe poderem ser geradores de
transformagoes candnicas que nao mudam o estado fisico do sistema.

Tais transformacoes canénicas podem ser identificadas com as transformacoes de
gauge “usuais” em teorias como o Eletromagnetismo e levam a uma extensao “natural”
do conceito de transformacao de gauge, de forma a englobar todas as transformacoes
geradas por vinculos de primeira classe. Serd nesse sentido que a expressao “trans-

formacao de gauge” serd usada ao longo deste trabalho. As questoes a respeito de todos
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os vinculos de primeira classe serem geradores de transformagcoes de gauge (Conjectura
de Dirac) e da forma completa do gerador dessas transformagoes é ainda fonte de dis-
cussdo na literatura [8, 9, 10] e ndo serdo abordadas aqui. Devemos apenas mencionar
que parece haver um consenso de que esta Conjectura é valida sempre que nao houver
a presenca de vinculos “nao efetivos”, que sao aqueles cujo gradiente nao se anula na
superficie vinculada. Essa condi¢ao engloba a grande maioria dos sistemas fisicos, mas
a importancia do formalismo Hamiltoniano de Dirac nao depende da validade desta
Conjectura.

O aspecto mais importante desse formalismo é permitir uma quantizacdo consis-
tente dos sistemas singulares através da definicdo dos parénteses de Dirac, de forma a
transformar os vinculos de segunda classe em igualdades fortes. Isso é importante pois,
ao usar-se o Principio de Correspondéncia com os parénteses de Poisson, os vinculos
tornar-se-ao operadores que devem anular os estados fisicos. Mas o comutador entre
os operadores correspondentes a dois vinculos de segunda classe nao serd igual a uma
combinacao de outros vinculos e portanto ndo ird anular os estados fisicos, gerando
entdo uma ambigiiidade no processo de quantizacdo. J4& ao usar-se os parénteses de
Dirac a quantizacio passa a ser feita aplicando-se o Principio de Correspondéncia a
estes e ndo mais aos parénteses de Poisson. Com isso os vinculos de segunda classe
passarao a ser identidades operatorias, e ndo mais condigoes sobre os estados fisicos,
eliminando assim as ambigiiidades do processo.

O formalismo de Dirac revelou-se extremamente bem sucedido, tendo sido aplicado
a teorias fisicas importantes como QED, Relatividade Geral, Yang-Mills, Teoria de
Cordas, entre outros; além de ter levado a construcdo do formalismo de integrais de
trajetéria para sistemas singulares, assim como ao desenvolvimento da simetria BRST
(ver [11, 12, 13, 14] e referéncias 14 citadas).

Apesar desse sucesso, abordagens alternativas ao formalismo de Dirac para o es-

tudo de sistemas singulares sao ocasionalmente propostas. Tais alternativas ao estudo
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de sistemas singulares sao interessantes pois podem trazer novos pontos de vista e
destacar diferentes caracteristicas de tais sistemas, de forma andloga ao que acontece
com os diferentes formalismos da Mecanica Clissica. Um bom exemplo é o formalis-
mo de Faddeev-Jackiw para sistemas singulares [15, 16]; muito prético para realizar a
quantizacao de sistemas de primeira ordem, para os quais foi inicialmente desenvolvido,
mas que pode também ser empregado em casos mais gerais. Derivado desse formal-
ismo surgiu o formalismo simplético [17, 18] que mostrou-se 1til no estudo de simetrias
ocultas em sistema fisicos [19]. Excetuando-se os casos onde hi vinculos ndo efetivos
presentes, ha resultados indicando que ambos os formalismos sao equivalentes ao de
Dirac [20, 21, 22], mas cada um deles tem defeitos e qualidades préprios. O forma-
lismo de Faddeev-Jackiw, por exemplo, tem a desvantagem de nao permitir a andlise
das simetrias de gauge do sistema fisico, um defeito que é corrigido no formalismo
simplético, e ambos podem tornar-se muito trabalhosos em sistemas que nao sao de

primeira ordem.

O objetivo do trabalho aqui apresentado é exatamente destacar alguns aspectos do
estudo de sistemas singulares que podem ser melhor analisados sob o ponto de vista do
formalismo de Hamilton-Jacobi. Tal formalismo serviu como motivacao para Dirac em
alguns passos do desenvolvimento de seu formalismo [6], pois este pretendia agrupar as
solucoes das equacdes de movimento em familias, cada uma destas correspondendo a
uma funcao principal de Hamilton que satisfizesse a equacao de Hamilton-Jacobi. Pos-
teriormente ele foi aplicado majoritariamente ao estudo de sistemas singulares tendo
em vista o estudo da Relatividade Geral. Inicialmente podemos mencionar o trabalho
de Bergmann [23] que tratava da relagao entre o formalismo de Hamilton-Jacobi e a
formulacdo de Schrodinger em sistemas com vinculos de primeira classe, objetivando
precisamente o estudo da quantizacao da versdo canodnica de Dirac para a Relatividade
Geral [24], a qual possui esta caracteristica. Esta abordagem teve continuidade com

os trabalhos de Komar [25, 26, 27, 28] visando uma quantizagdo via Hamilton-Jacobi
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da Relatividade Geral. Mais recentemente esse formalismo foi aplicado por Newman
e Rovelli [29] no estudo das “linhas de forca generalizadas” como graus de liberdade
invariantes de gauge na teoria de Yang-Mills e na Relatividade Geral dentro do for-
malismo de Ashtekar. Estes mesmos autores e seus colaboradores utilizaram a mesma,
abordagem no estudo da dindmica das linhas de for¢a de Faraday do campo eletro-
magnético livre [30].

Com esta motivagao iremos, no Capitulo 1, analisar os aspectos classicos do for-
malismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares, mas apresentando sua general-
izagdo para o caso de varidveis dindmicas pertencentes & algebra de Berezin. Apéds
expormos algumas defini¢cGes bésicas, necessdrias para o desenvolvimento do trabalho,
apresentaremos, de forma breve, a obtencao da equagao de Hamilton-Jacobi nao singu-
lar via método dos Lagrangeanos equivalentes de Carathéodory. Veremos, em seguida,
quais as modificagoes que a singularidade do sistema impoe, gerando um conjunto
de equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi e, a partir desse conjunto, de
que modo podemos obter as equagdes de movimento para as varidveis candnicas como
equagoes diferenciais totais para as superficies caracteristicas.

A seguir analisaremos as condigoes de integrabilidade das equagoes obtidas e mostra-
remos, em detalhes, a equivaléncia entre as condicoes de integrabilidade no formalismo
de Hamilton-Jacobi e as condigoes de consisténcia do formalismo de Dirac. Desta forma,
mostraremos que eventuais vinculos secundarios podem ser gerados dentro do préprio
formalismo de Hamilton-Jacobi de forma consistente. A partir dai, estudaremos as
propriedades de sistemas contendo apenas vinculos de primeira classe, assim como as
modificagoes necessarias para lidar com as dificuldade geradas pela presenca de vinculos
de segunda classe.

No Capitulo 2 iremos analisar alguns aspectos da quantizagdo via formalismo de
Hamilton-Jacobi, em que os vinculos de primeira classe sao considerados, em sua versao

operatorial, como condicoes a serem satisfeitas pelos estados fisicos e nao como iden-
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tidades entre os operadores. Esse processo de quantizagdo ird gerar diversos estados
quénticos, correspondendo a diferentes escolhas de gauge que representarao um mesmo
estado fisico e, portanto, é usualmente interpretado como uma quantizacao a “gauge
livre”.

Mostraremos que essa interpretacao requer cuidados pois, apds a quantizacdo, nao
é possivel ir de um estado quantico a outro estado fisicamente equivalente através
de transformagoes geradas pelos correspondentes quinticos dos geradores de trans-
formagoes de gauge. Além disso, em algumas situagoes, este procedimento de quan-
tizacdo representa uma fixacdo implicita de gauge. Estas questoes serao demonstradas
através de dois exemplos: o campo Eletromagnético livre e o campo de Dirac em in-
teragao com o campo Eletromagnético, para os quais apresentaremos, além das questoes
relativas & quantizagdo, o tratamento classico completo.

Por fim, nos nossos comentarios finais, faremos um resumo dos resultados apresen-
tados e discutiremos algumas perspectivas de trabalho. Apresentamos também dois
apéndices que tém por objetivo tornar este texto o mais autocontido possivel e tratam
das nocoes basicas da algebra de Berezin e dos fundamentos do formalismo Hamiltoni-

ano de Dirac para sistemas singulares.



1. Formalismo de Hamilton-Jacobi para

sistemas singulares

Inicialmente iremos abordar a obtencdo das equacgoes diferenciais parciais de Hamilton-
Jacobi (EDPHJ) para sistemas singulares através de um processo variacional e a cons-
trucao das equagoes de movimento como equagoes diferenciais totais. A abordagem
a ser apresentada é baseada principalmente nos trabalhos [31, 32]. Uma abordagem
alternativa, que nao utiliza um principio variacional e parte diretamente dos vinculos
do formalismo de Dirac, é desenvolvida na referéncia [33] e esclarece alguns aspectos do
formalismo, em especial o tratamento a ser dado quando o sistema apresenta vinculos

de segunda classe na classificacdo de Dirac.

Ao longo do desenvolvimento procuraremos destacar as caracteristicas mais impor-
tantes relacionadas a este formalismo e que serdo de maior interesse no processo de
quantizacao, assim como tracar os paralelos com o formalismo Hamiltoniano de Dirac.
Em especial pretendemos detalhar a relacao entre as condicoes de consisténcia de Dirac
e as condicoes de integrabilidade no formalismo de Hamilton-Jacobi, que é apenas in-

dicada na literatura.

O tratamento aqui apresentado também ird seguir a generalizacdo feita para sis-
temas contendo varidveis pertecentes & algebra de Berezin e apresentada na referéncia
[34]. O interesse nessa generalizacao se justifica pelo fato de que a 4lgebra de Berezin

fornece uma forma elegante e compacta para tratar simultaneamente varidveis bosonicas
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e fermionicas. As nogles béasicas desta dlgebra sao apresentadas no Apéndice A deste
trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados nas referéncias [13] (Apéndice D) e
[35, 36]. Nunca é demais lembrar que ndo hd um padrdo na literatura em relagio as
definicoes de derivadas de varidveis nao comutantes e que as defini¢oes usadas aqui sao
opostas as definicbes usualmente utilizadas para a dlgebra de Grassmann na literatu-
ra (referéncia [12], Apéndice C) e portanto a comparagio dos resultados requer uma

cuidadosa atencao.

1.1 Definicoes basicas

Tomaremos como ponto de partida um Lagrangeano L (q, 5]) que deve ser uma, funcio
par de um conjunto de N varidveis ¢°, as quais sdo elementos da dlgebra de Berezin.
As equagoes de movimento de Euler-Lagrange podem ser obtidas por meio do principio
de Hamilton a partir da agao S = [ Ldt como

55 _ 0L doL _
6¢¢ O dtyg

(1.1)

onde devemos chamar a atencdo para o uso de derivadas a direita.
A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feita através da introducao dos

momentos, definidos por meio de derivadas & direita como

oyL
pi=—, (1.2)
94

e introduzindo o Hamiltoniano como (somando nos indices repetidos)
H =p; qz —-L, (13)

onde o ordenamento dos momentos a esquerda das velocidades deve ser respeitado, ja
que eles foram definidos como derivadas a esquerda. Este ordenamento serd, evidente-

mente, irrelevante quando lidarmos com elementos pares da dlgebra de Berezin. Deste
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modo, as equacoes de movimento de Hamilton serdo dadas por

) 8lH
qg= =

_ by OH . OH
Op;

Pi= — 2 = —(—1)

y Faiy alH
Op; g

oqt’

(=1)

(1.4)

onde P; é a paridade do indice .

Podemos entdo definir os parénteses de Poisson na dlgebra de Berezin', dados por

_OFIG _

0,G O F
FG), = -
{F, Gl dq* Op;

—1)febe 222 1.5
(1) aq o (1.5)

de forma a obter as conhecidas expressoes para as equagoes de movimento
¢'={¢ 0} ; bi={piH}. (1.6)

Por uma questao de simplicidade, iremos nos referir a esses parénteses como
parénteses de Berezin. Eles tém propriedades semelhantes aos parénteses de Poisson

usais

{F, G}B = (_1)P(F)P(G) {G, F}B ) (1.7)

{F.GK}, ={F,G}z K + (-1)"®F G{F K}, (1.8)
(_1)P(F)P(K) {F’ {G’K}B}B + (_1)P(G)P(F) {G7 {KaF}B}B

+ (-1 (K {F,G} g}y =0, (1.9)

sendo que a ultima expressao é a identidade de Jacobi para tais parénteses.
De forma similar ao caso usual, a transicao para o espaco de fase sé poderd ser

feita de maneira coerente se as varidveis de momento, dadas pela equagio (1.2), forem

! Assim como ndo ha uma defini¢iio padrio para as derivadas 3 direita e & esquerda de derivadas nio
comutantes, ndo hi também uma definicdo padrdo para os “parénteses de Poisson generalizados”. A
definicao aqui apresentada é a da referéncia [13] e nao é igual aquelas apresentadas, por exemplo, nas

referéncias [12] e [14].
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independentes entre si de forma a podermos expressar todas as velocidades ¢; como
fungdes das varidveis canonicas (¢*,p;). Isto implica que a supermatriz Hessiana
arpi _ 87?[’

a¢ adad

deve ser necessariamente ndo singular. Caso contrario, se esta supermatriz tiver posto

Hij = (1.10)

P = N — R, haverd R relacdes entre as varidveis de momento e as coordenadas ¢,
que serao vinculos primdrios, e que suporemos terem paridades definidas, enquanto R
velocidades qi permanecerao arbitririas. O desenvolvimento do formalismo Hamilto-
niano de Dirac é entdo automdtico: devemos adicionar os vinculos primérios (multi-
plicados por pardmetros arbitririos de paridade adequada) ao Hamiltoniano, analisar
as condicoes de consisténcia, classificar os vinculos em vinculos de primeira e segunda
classes e definir os parénteses de Dirac usando a supermatriz cujos elementos sdo os

parénteses de Berezin entre os vinculos de segunda classe [13].

1.2 Formalismo de Hamilton-Jacobi nao singular

A equagdo de Hamilton-Jacobi pode ser obtida por diversas abordagens. Podemos
mencionar, como exemplos, o ponto de vista das transformagdes candnicas [37, 38] e o
ponto de vista de principios variacionais [39, 40]. Aqui ndés usaremos uma abordagem
variacional utilizando o método dos Lagrangeanos equivalentes de Carathéodory [41]. O
procedimento é similar ao utilizado no caso de termos apenas variaveis pares: dado um
Lagrangeano L podemos obter um outro Lagrangeano L' completamente equivalente

ao primeiro e dado por
g ds (¢',t)
r_ AN )
L'=1L (q , 4 ) —a
onde S (qi,t) ¢ uma funcao par, de forma a manter o Lagrangeano equivalente L'
também par.

Estes Lagrangeanos sao equivalentes pois suas respectivas integrais de agao tém
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extremos simultaneos, de forma que podemos escolher a funcao S (qi,t) de maneira a
termos um extremo para a acao de L' e, conseqiientemente, um extremo para a acao
do Lagrangeano L.

Para isso é suficiente encontrar um conjunto de funcdes 3'(¢’,t) e S (qi,t) para as
quais

L' (¢',d'= pi(¢, 1)) =0 (1.11)

e que em toda vizinhanca de q'= B*(¢?,t) tenhamos
' (¢,4) >o. (1.12)

Com essas condigoes satisfeitas o Lagrangeano equivalente L' (e conseqiientemente
L) terd um minimo de sua agdo em qi: B (¢’,t), de tal forma que as solucdes das
equagoes diferenciais dadas por
i'= B, 1),
irao corresponder a uma trajetéria que extremiza a integral de agao.
Da definicdo de L' obtemos

95 (¢,t) 0,5 (¢,1) dg'
ot aq dt’

L':L(qj,flj) —

onde devemos novamente estar atentos ao uso da derivada & direita, e da condicao

(1.11) obteremos

) =0,
q'=pi

lL (&) - oS gf,t) B a,,sa(qu,t) q]

oS

5 (1.13)

- lL (¢,4) - &2 ;qu’t) q]

[f:/gi q’:w

Além disso, como L' tem um minimo em C]i: B, devemos ter também que
oL’ oL or (dS

—~|  =0= [ — - (_ﬂ
94 |gi_p 8¢ oaq¢ \d

. = 0’
q'=pi




Capitulo 1. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 11

[BTL 8.8 (qj,t)] 0
9 qz aqi (-Ii:IBi ’
ou
as(@.t))  _ oLl (1.14)
aq' qi:ﬂi 0 ('JZ q":m

Usando agora a defini¢do para os momentos conjugados, dadas pela equagio (1.2),

obtemos
0,8 (¢’,t)
= —————>. 1.1
p 9 (1.15)

Podemos ver deste resultado e da equagao (1.13) que, para obter um extremo da

integral de agdo, devemos obter uma funcio S (¢/,¢) tal que

aS - 0:S (q t))
— = —Hy (¢, 1—2~ 1.16
e U (1.16
onde Hy é o Hamiltoniano candnico
Hy=pi§' —L (qj,qj) (1.17)

e os momentos p; sdo dados pela equagdo (1.15). Deste modo a equagio (1.16) é a
equagdo diferencial parcial de Hamilton-Jacobi (EDPHJ).

E interessante observar que podemos facilmente relacionar esta abordagem varia-
cional & abordagem motivada pela procura pela transformagao candnica necessaria para
transformar todas as varidveis candnicas em constantes de movimento (ver capitulos
8 e 10 das referéncias [37] e [38], respectivamente). Ao satisfazer as condigdes para
extremizar L', dadas pelas equagoes (1.11) e (1.12), estamos exatamente satisfazendo
as condicoes necessdrias para que S seja a funcao geradora dessa tranformacao uma vez

que o novo Hamiltoniano K apds a transformagao serd dado por

oS
K=Hy+ —
O+ 6t’

e, como conseqilencia da equagao (1.16), este serd nulo.
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1.3 O caso singular

Consideremos agora o caso de um sistema com um Lagrangeano singular, com a su-
permatriz Hessiana tendo posto P = N — R. Neste caso podemos, sem perda de
generalidade, definir a ordem das varidveis ¢* de tal forma que a supermatriz P x P no

canto inferior direito da supermatriz Hessiana seja nao singular, i.e.

oL
det |Hab| #0; Hp = ———; a,b=R+1,...,N. (1.18)
0

b .a’

04

. . -a ~
Isto nos permite resolver as velocidades ¢ como funcoes das coordenadas ¢'s e
. - Q ; ~ ~ ., .
dos momentos p,, i.e., ¢ = f*(¢',pp). Restarao entdo R varidveis de momento p,
que dependerao das outras varidveis candnicas, podendo sempre serem escritas como

12, 13]
Pa = —Hg (qi; pa) sa=1,..,R, (1.19)

e que correspondem aos vinculos primdrios de Dirac ®, = p, + H, (qi; pa) = 0.

O Hamiltoniano Hy, dado pela equagdo (1.17), torna-se agora
a N R a
HO = paf + palpngHB -q —L (q aqaaqa: f ) ) (120)

onde o, =1,..., R; a = R+ 1,..., N, mas nao possui nenhuma dependéncia explicita
nas velocidades ¢, pois

o0-Hy or f¢ oL 0,L o f*
e :pa a7 pa_ a a Q _O
049 049 049 09 049

Adotaremos entao a seguinte notacgao: o parametro temporal ¢ sera designado por
t° = ¢°; as coordenadas ¢® por t*; os momentos p, serdo chamados de P, enquanto o

momento py = Py serd definido como

a8
Py=. (1.21)
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Para obter um extremo da acdo devemos nos preocupar ndo apenas com a equacao
(1.16) mas também com as equagOes contidas em (1.19) de forma que teremos de

encontrar uma funcgdo S (t,;q%,t) que satisfaca o seguinte conjunto de EDPHJ

orS
! _ B. a. _ T _
HO = P() +H0 (t,t ’qa'7pa — aqa> g O, (1.22)
orS
H), =P, +H, (t,tﬁ;qa;pa = atja) =0. (1.23)

onde a, 8 = 1,..., R. Se deixarmos os indices a e 8 correrem de 0 a R podemos escrever

ambas as equagdes como

H, =P, + H, (tﬂ;qa;pa = g;f) =0. (1.24)

1.3.1 Equacgoes de movimento

Podemos agora obter as equagoes de movimento para as varidveis canénicas. Da

definigdo de H|) e da equagdo (1.20) temos que

1 a H . a .
aéfo _ _(897"(; 651]: — (=1)FwFw a(;Ta q“ +paaa7"£ + (-Df® qb,
b b b b
!
orH, _ (_1)P(,,) qb o (_1)P(b)P(a) % qa’

Opy Opy
onde voltamos a usar a =1, ..., R.
Multiplicando esta equacdo por dt = dt’ e (—1)1D ®), obtemos
4 !
dg® = (—l)P(”) %dto 4+ (_1)P<b)+P(b)P(a) %dq“.
Opy ops
Deixando novamente o indice « correr de 0 a R, usando t* = g% e considerando

Py = Py0y = 0, teremos
!
dg® = (-=1)ForFefe O-Ha o (1.25)
Ope
Mas se notarmos que as expressoes

!
dg® = (-1)Ferttefe %dt”‘ = (~1)FetPePe gt = gt

Opg
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sao identicamente satisfeitas para «, § = 0,1,..., R, poderemos reescrever a equagao

(1.25) como

: ) H.
dg' = (—1)Fo o e aap“dta j =0,1,...,N. (1.26)
(3

Se considerarmos agora que temos uma solucdo S (qj ,t) do conjunto de EDPHJ
dado pela equacio (1.24) e derivarmos com respeito a ¢', obteremos

o0.H! 0.H!, 928 O-H!, 028
g 0Pz 0q'otP Op, 0q'0q°

=0, (1.27)

para o, S =0,1,..., R. Ja da definicado dos momentos teremos que

RS 5, &S

i -dg*; i =0,1,...,N. .
dpl atﬂa 7 aqaaqqu I ? 07 ? ’ (]‘ 28)

Contraindo entdo a equagdo (1.27) com dt® & direita, multiplicando por (—l)P @ Fle)

e somando o resultado & equagdo (1.28) obteremos

!
dp; + (—1) 76 P Ol jyor
oq'
928 . . . O, H!
_ [quaqi (d @ _ (—)Pofe (—1)F ) (Fotle) (—1)PoFe apa“ dta)

028 0, H!
T 8 LOLD) (Pay+P@)) (Pay+P)) (_1\ParFes) a o
+aron <dt — (~)PoF@ (-1 (-1) e

O H'
PiiyPa (
dpz + (—1) @) () Wzadta

;8 PPy 4Py OrH
= | da® = (=1) @ Fa)t ) adta>
lé?q“(?qZ ( 1) Opa

928 o, H!
B _ (1) P PerytPe) @ I 1.2
b (dt (1) L )] (1.29)

onde fizemos uso do fato de que

(92 S
0q'0q7’

028
0q¢’ 0¢q"

028
P <aqiaqj> = Py + Py),

= (-1)Fofw

e das seguintes paridades
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o, H),
P ( 8pj > = P(a) + P(j).

Usando entdo a equagdo (1.26) na equagdo (1.29) acima, teremos
. o-H! .
dp; = — (1)@ #dt“; i=0,1,..,N. (1.30)
Esta equacdo, junto com a equacao (1.26) sio as equagoes de movimento do sistema
como equagoes diferenciais totais. Podemos ver que, no caso nao singular, teremos
apenas H|, # 0 e nenhum outro H),; de tal forma que essas equagoes de movimento irdo
reduzir-se naturalmente as expressoes usuais dadas pela equacao (1.4).

Se considerarmos agora a fungao Z = S (t%; ¢%) e usarmos a definicdo dos momentos

e a equacdo (1.26) teremos que

dZ = g’; ‘Z dt® + g’"qf dq",
dZ = Pg (_1)P(B)+P(B)P(a) aT_H&dta + pa ((_1)P(a>+P(a>P(a> %dta> ,
ops Opa
dZ = (-1)Fo o e pi&a—l?dta; i=0,1,...,N, (1.31)
ou entao
iz = <_Hﬂ + (1) Pt PP pi)—?) i, (1.32)
a

A equagdo (1.31) ou a equagdo (1.32) junto com as equagoes (1.26) e (1.30) sdo as
equagoes diferenciais totais para as curvas caracteristicas do sistema de EDPHJ dado
pela equacao (1.24) e, caso elas sejam integraveis, sua solu¢ao simultdnea determina

S (t*;¢%) de maneira univoca a partir das condigoes iniciais.

1.4 Condicoes de integrabilidade

A anélise das condigoes de integrabilidade das equagoes diferenciais totais (1.26), (1.30)

e (1.31) (ou (1.32)) pode ser feita pelas técnicas conhecidas da teoria de equagbes
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diferenciais [42, 43], ja tendo sido realizada para sistemas contendo apenas varidveis
usuais [32, 44, 45]. Iremos aqui apresentar essa andlise para um sistema com varidveis
de Berezin, como o que estamos considerando.
Comecemos considerando o fato de que para todo conjunto de equagoes diferenciais
totais
dg' = Ay (tﬁ, qj) dte, (1.33)
(4, 7=0,1,...,Nea, $=0,1,..,R < N) existe um conjunto associado de equagoes

diferenciais parciais
o f

Xof = at;i Ay =0, (1.34)

onde X, sao operadores lineares.
Dada qualquer solu¢do f duas vezes diferencidvel do conjunto (1.34), esta deve
também satisfazer a equacao

[Xa, Xp} [ =0, (1.35)

onde

[Xa, Xp} f = (XaXp = (-1)77 X, X,) f, (1.36)

é o comutador generalizado entre os operadores X,. Essa exigéncia implica que

devemos ter

[Xa, Xg} f=Cog" X, f, (1.37)

com coeficientes arbitrdrios Cyg"7.

Qualquer comutador generalizado que resulte numa, expressao que niao possa ser es-
crita como a equagao (1.37) deve ser considerado como um novo operador X e acrescido
ao conjunto original (1.34), tendo todos seus comutadores generalizados com os outros
X's calculados. O processo deve ser repetido até que todos os operadores X satisfacam
a equagao (1.37).

Se todos os operadores X, satisfazem a relagado de comutagao generalizada dada

pela equacao (1.37) o sistema de equagoes diferenciais parciais (1.34) é dito completo e
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o sistema correspondente de equagoes diferenciais totais (1.33) é integréavel se, e apenas
se, o sistema (1.34) for completo.

Consideremos agora o sistema, de equagoes diferenciais obtido na se¢ao anterior. Em
primeiro lugar devemos observar que, se as equagoes diferenciais totais (1.26) e (1.30)
forem integraveis, as solugoes da equagao (1.31) ou da equacgao (1.32) podem ser obtidas
por quadratura e portanto s6 precisamos analisar as condigoes de integrabilidade das
primeiras ja que as dltimas serao integraveis como consequéncia.

Os operadores X, correspondentes ao sistema de equacgoes diferenciais totais for-

mado pelas equagoes (1.26) e (1.30) sao dados por,

orf 4P o.H!, O.f . 0, H!
B g% pt) = L (_\PotPePe) Zr2a  Zrd ( \PiyPa) Zra
Xof (#.0"9") = 5o (1) oo~ o D B
8frf alH,
B 40 pa) — «
Xaof (t 24P ) 34 Oy
P . . O H! of
_(—1)POrPo P (Z1) PP (1) (P tPon) (PintPe) 7 a 9
(-1) (~1)Fe (—1) e
O, f O H! o-H., O, f
B g0 po) = 2L Z"a \PayP(p Zr—a 2l
Xaf (t yqd P ) 3qz apz ( ) aq’t 3]71’
Xof (t%,0%9") = {f, HL} (1.38)

ondei=0,1,..,.N;a, 8=0,1,..,R; a= R+1,..., N e nés usamos as equagoes (1.33)

e (1.34) juntamente com o resultado

8lA P(') P\ P, arA
- — (1o (=1 Fatu I 1.
5 = (DO (DT 2o (1.39)

E importante observar que os parénteses de Berezin usados na equagao (1.38) estio

definidos em um espaco de fase de dimencdo 2N + 2 j4 que estamos incluindo ¢° = ¢
como mais uma “coordenada”.

Com esses resultados as condiges de integrabilidade serao
[Xa, Xs}f = (XaXp — (-1)"@"0 XpX,) f

= Xa {f7 Hé}B - (_1)P(G)P(ﬁ) Xﬂ {f7 H(II}B =0,
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Xa, Xp} £ = {83} HL} — ()P [{f,H} Hp} =0, (L40)
que irdo reduzir-se a

(X, X5} f = —(=1)FntFe)Pe {H‘I)"{'f’HE}B}B

— (1) P@Pe) (1) (B tPa) PertPi P {Hfi’ {H‘;’f}B}B =0

XasXa}f = —(-)70F (-)fre (m {r ) 4

— (=1)P@Pe) (—1)PnPertParPetPi Pa) {H/'% {Ha, f}B}B =0,

[(Xo, Xs} f = —(-1)f0F@ [(_1)P(B)P(a) {H&a {f, HE}B}B
+(~1)FOF® {H/g, {H;’f}B}B] — 0,
[Xo, X} f = — (—1)F0F) [_ (=1)Fn P {f, {H’g,H(II}B}B] ’
[Xa, Xp} £ = {1, {HA,H;}B}B =0, (1.41)

quando usamos a identidade de Jacobi para os parénteses de Berezin, expressa pela

equacao (1.9), e o fato de que
P({A,B}y)=P(A)+ P(B). (1.42)

Deste modo as condicoes de integrabilidade serao

{Hg,H;}B = 0; Va, B. (1.43)

Na verdade seria suficiente que os parénteses acima fossem funcdes apenas dos t?,
sem dependéncia nos ¢* e p®. Mas nesse caso o resultado da integracdo da equacgao
(1.31) (ou da equagao (1.32)) seria dependente da trajetéria, o que faria com que tal

integral fosse sem sentido (ver referéncia [43], pagina 67). Portanto, a funcao S (t%; ¢%)



Capitulo 1. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 19

nao existiria pois ndo poderia ser obtida univocamente a partir das condi¢oes iniciais,
o que justifica as condi¢des exigidas na equagio (1.43).

Por outro lado, o diferencial total de qualquer funcao F (t'B, q°, p“) pode ser escrito

CcComo
o.F o.F o.F
AF = 3qa " + Gpa 0"+ G dt™ (1.44)
BTF P P \P, BTHI OTF P \P, 8THI a,-F
dF = 22— (=1 @ 1P Pa) @ g _ —1) @7 ) a2 qa dt®
o Y R 9 @ et
8,~F alHI P, P \P 6[F P, \P &«H' &«F)
dF = a _ (_1\P@ (—1\P@FE) 2 (_1\Pa@Pa) Irlla dt
(aqa L (-1 (1) 2 1) Pl &0 ar,
8,F O,H! b p OH.OQF O.F
dF = | = @ _ (1)t I2a " )dta
(aqa opa daa op° o) U
dF = {F,H} , dt®; (1.45)

onde os parénteses de Berezin acima estdo definidos no espago de fase de dimensdo

2N + 2 usado na equagdo (1.38). Usando este resultado temos que
r ! !
dHp = {Hj, H,} dt* (1.46)

e, conseqiientemente, as condicoes de integrabilidade dadas pela equagao (1.43) redu-
zem-se a,

dH!, =0, Yo, (1.47)

uma condicdo que é ndo apenas necessiria mas também suficiente pois, como os t¢
sdo idependentes entre si, dH/, s6 serd nulo se cada um dos parénteses de Berezin na
equagao (1.46) for nulo.

Se as condicoes acima nao forem identicamente satisfeitas teremos um entre dois
possiveis casos. Primeiro, podemos ter uma nova expressao do tipo H' = 0, a qual deve
também satisfazer a condicdo dH' = 0 e ser usada em todas as equagoes. Do contrario
teremos condigoes entre os diferenciais dt* que também deverao ser usadas nas outras
equacoes do formalismo. Neste ponto estamos prontos a analisar a equivaléncia entre

as condicoes de integrabilidade e as condigoes de consisténcia no formalismo de Dirac.
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1.4.1 Equivaléncia entre as condigoes de consisténcia de Dirac e as

condicoes de integrabilidade

A existéncia de uma condicao equivalente as condigoes de consisténcia do formalismo
Hamiltoniano de Dirac é esperado em qualquer formalismo que pretenda lidar com
sistemas singulares. No caso que estamos estudando a forma adquirida, nas equacgoes
(1.46) e (1.47), pelas condicoes de integrabilidade das equagdes (1.26) e (1.30) ja nos
indica com clareza que estas condicoes sdo as que correspondem, no formalismo de
Hamilton-Jacobi, as condicoes de consisténcia de Dirac, como mencionado na referéncia
[46]. Resta-nos explicitar essa correspondéncia detalhando as alternativas encontradas
quando as condicoes de integrabilidade ndo sdo satisfeitas no formalismo de Hamilton-
Jacobi de forma a esclarecer as relagoes entre ambos os formalismos.

Inicialmente identificamos os vinculos Hamiltonianos primérios presentes na equa-

cao (1.23)

H' =P, + H, (qi;pa) ~ 0, (1.48)

onde a =1,...,R; ¢ =1,..., N. O Hamiltoniano canénico é dado pela expressao de Hy

na equagio (1.20), de modo que o Hamiltoniano primdrio Hp é
Hp EHo—l-H;’Ua, (149)

~ . . ;. . N . . . -
onde os v“ sdo coeficientes arbitrarios relacionados as velocidades indeterminadas ¢
[12]. O ordenamento dos v® com relagio aos H}, é uma questio de convencdo, j4 que sua
alteracao ird apenas produzir uma mudanca de sinal, mas o procedimento mais natural,
a . . -, . .
uma vez que v® pode ser identificado com ¢, é manter o ordenamento acima pois este
é coerente com o ordenamento adotado na constru¢do do Hamiltoniana equagao (1.3).

Esta questao é irrelevante para sistemas contendo apenas varidveis pares.

Deste modo, as condicoes de consisténcia de Dirac, que exigem que os vinculos
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sejam preservados na evolucao temporal, resultam em

ol ! _ ! ! ! S0
m~ {H, Hp} = {H,H} +{H,H,} =0, (1.50)
onde a, 4 = 1,..., R e os parénteses de Berezin usados aqui sao aqueles definidos pela
equagao (1.5) no espago de fase usal de dimensao 2N, sendo que também fizemos a
identificacao explicita ¢"= v,

Se essas condigoes de consisténcia sao satisfeitas isso significa que todos os q" per-

manecem arbitrarios e nenhum vinculo secundério é gerado. Ou seja, temos apenas

vinculos primdrios de primeira classe, i.e.
i ! ~ - ! ~
{HM’HQ}B =~ 0; {HM’HO}B =~ 0. (1.51)

Entretanto, dada a forma dos vinculos primdrios na equacao (1.48) os parénteses
de Berezin entre eles serdo funcgoes independentes dos P, (« = 1,...,R) e portanto
ndo podem ser combinagoes dos préprios vinculos primdrios. Isso significa que se estes
sdo de primeira, classe seus parénteses de Berezin serdo identicamente nulos?, e nio

apenas fracamente nulos, e portanto a equagao (1.51) torna-se

{H,,H,} = {H, H} =o0. (1.52)

Mais ainda, como as condigoes de consisténcia que estamos analisando assumem im-
)
plicitamente que o Hamiltoniano candénico e os vinculos nao possuem dependéncia
explicita no tempo?, os parénteses de Berezin acima tornam-se iguais, respectivamente,
aos parénteses { H!, H! ¢ e H,, H\t definidos no espaco de fase de dimenséo 2N +2
w) o B wr 40 B

usados na equagao (1.43). Portanto a equacao (1.52) acima implicard na equagao (1.43).

20s vinculos estdo em involugdo, ou seja, sdo abelianos.
3No caso em que h4 essa dependéncia explicita as condicdes de consisténcia Hamiltonianas devem

ser modificadas, levando em conta a derivada parcial dos vinculos em relacdo ao tempo ao calcular
a evolugao temporal desses (ver referéncia [13], pdgina 229). A andlise aqui realizada pode entao ser

repetida, levando a conclusoes semelhantes.



Capitulo 1. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 22

Além disso, multiplicando a equacao (1.50) por dt e usando os resultados acima
obtemos que dH L = 0. J4 a conservacao temporal do Hamiltoniano canénico Hy, como
conseqiiéncia do fato de as condigoes de consisténcia serem satisfeitas, nos dard dHy = 0
o que implica em dHj = 0 j4 que Py é independente das demais varidveis candnicas.

Fica demonstrado que quando as condi¢es de consisténcia de Dirac sao satisfeitas
as condicoes de integrabilidade, em ambas as formas apresentadas nas equagoes (1.43)
e (1.47), sao também satisfeitas. A relacdo inversa pode ser facilmente verificada:
se as condigdes de integrabilidade (1.43) ou (1.47) forem satisfeitas as condicoes de
consisténcia (1.50) também serdo satisfeitas. Deste modo vemos que ambas as condigoes
sd0 equivalentes.

Consideremos agora que essas condigoes nao sejam satisfeitas inicialmente. Quando
tivermos vinculos de primeira classe no formalismo Hamiltoniano iremos obter vinculos
secunddrios das condigoes (1.50). Esse caso resultard numa rela¢ao do tipo dH. L = H'dt,
onde H' ~ 0 é o vinculo Hamiltoniano secunddrio, o que significa que teremos um
novo H' no formalismo de Hamilton-Jacobi, o qual deve satisfazer dH' = 0. J4 se
tivermos um vinculo Hamiltoniano de segunda classe as condigoes de consisténcia irdo
impor condigoes sobre as velocidades éja, o que corresponde a impor condigdes sobre os
diferenciais dt® no formalismo de Hamilton-Jacobi.

A anilise aqui apresentada das condicoes de integrabilidade e de sua equivaléncia
com as condigoes de consisténcia mostra que podemos, partindo exclusivamente do
ponto de vista do formalismo de Hamilton-Jacobi, obter todos os vinculos de uma
teoria por meio de um processo recursivo. Vemos portanto que nao é necessario partir
de um conjunto completo de vinculos obtido por meio do formalismo Hamiltoniano de
Dirac, como usualmente é feito, e que o formalismo de Hamilton-Jacobi fornece uma
alternativa completa e autoconsistente para o tratamento de sistemas singulares.

Falta-nos agora analisar o tratamento de sistemas em que as condigoes de integra-

bilidade nao sao inicialmente satisfeitas, podendo agora apresentar vinculos secundarios
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e/ou vinculos de segunda classe. Comecaremos pelo caso mais simples, em que ape-
nas vinculos de primeira classe estdo presentes, e posteriormente analisaremos como a

existéncia de vinculos de segunda classe deve ser tratada.

1.5 Sistemas s6 com vinculos de primeira classe

Se as condicbes de integrabilidade ndo forem inicialmente satisfeitas, mas apenas ge-
rarem novas condicoes do tipo H' = 0 que correspondam a vinculos Hamiltonianos de
primeira classe, teremos agora novas equagoes diferenciais parciais a serem acrescen-
tadas ao sistema (1.24). Consideremos entao o sistema composto por P +1 (P > R)

equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi

; o, S
Hy = Py+ Hy (qo =1,4";pa = 3;(1) =0, (1.53)
il (qi;pi = %) =0, a=1,..,P; (1.54)

onde os @/, correspondem ao conjunto total dos vinculos; tanto os primérios, dados
pela equagao (1.23), quanto os secundérios, dados pelas condigoes de integrabilidade.
O sistema de equacgoes diferenciais totais para as curvas caracteristicas deste conjunto

de EDPHJ ¢é dado por [42]
dg’ = {qi,q);}Bdwa; dp; = {pi, @, } g dw®, (1.55)

onde @ =0,1,.., P, w® =t, & = H| e 0s w® sao parametros arbitrdrios definidos por

essas mesmas equacoes. Explicitamente temos

. 0, H}, 0, P,
dgt = (-1)Fo 0g4 ¢+ (—1)Pe PO e T a g,o 1.56
g = (=)0 % L+ (-1) B (1.56)
. H _ ), D!
dp; = —8—1.0dt — (-1)Fof@ bdwa’ (1.57)

dq ¢
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onde : = 0,1,...,N; a =1,..,P. Mas como os vinculos presentes nas equacoes acima
nao estao, no caso geral, em involucao este sistema nao €, em principio, integravel. Isso
implica no fato de ndo podermos encontrar uma solugao S das EDPHJ (1.53) e (1.54).

Mas podemos agora usar o fato de que os vinculos dados pela equagao (1.54) devem

ser independentes entre si e portanto devemos ter

5,8, 0,3,
dq; * Op;

posto ( ) =P, a=1,.,P;i=1,..,N. (1.58)

Contudo, através de uma transformagcao canénica que troque algumas coordenadas por

alguns momentos, essa condicdo se reduz a

!
posto (225) < 1

o que garante que podemos resolver os vinculos na equagio (1.54), ao menos localmente,

em termos de P momentos p, (o =1, ..., P) tal que

Pa = Pa (Qiapa) = H& = Pa — Pa (Qiapa) =0, (1-60)

onde a = P+ 1,...,N. Este novo conjunto de vinculos H}, é equivalente ao conjunto
original @/ | j4 que ambos definem a mesma superficie de vinculo, e é involutivo, como
podemos ver a partir do mesmo argumento usado na se¢ao anterior.

Podemos agora estudar o sistema de EDPHJ equivalente ao dado pelas equacoes

(1.53) e (1.54), que obtemos ao trocar o conjunto @/, pelo conjunto equivalente H}, i.e.

opS

B—qa> = 0, o = O, ]., ,P (161)

H) =p,+ H, (t,qi;pa =

As equacoes para as caracteristicas sao agora

dqi - {qi’H(ll\!}Bdwa; dp; = {piﬁH&}Bdwa’ (1.62)
ou
. H! Hj
dg' = (—1)Po o P O @t dp; = — (—1)FoF ar—fldta (1.63)
Opi aq'
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(¢t =0,1,...,N) onde, devido & forma dos H], temos a identidade d¢® = dw® (a =
0,1,..., P) e recuperamos o resultado, obtido inicialmente na se¢do 1.3.1, de que as
coordenadas relacionadas aos momentos vinculados sdo parametros arbitrarios que des-
crevem o desenvolvimento do sistema, junto com o pardmetro temporal ¢. Ja que o novo
conjunto de vinculos é involutivo o sistema é agora, ao menos localmente, integravel.
Portanto, num sistema que possua apenas vinculos de primeira classe, existe uma funcao
S (¢%,t) que satisfaca o sistema de EDPHJ dado pelas equagdes (1.53) e (1.54) ou seu
equivalente na equacao (1.61).

Devemos ressaltar que podemos relacionar as varidveis t* e w® (a = 1, ..., P) através
dos vinculos ®/,. Derivando estes em relagio aos ¢ e p* (i = 1,..,N e a = P,...,N)

obtemos

0%y , 0% O Hy _ 0¥ | 0¥ 0 Hy

. 8 _ o, 0, 1.64
9¢ " ops g e Ops Opa (1.64)

onde S =1,.., P e usamos a equacao (1.61). Por hipdtese a matriz

_ 9,2,

Vap Ips (1.65)
é inversivel e portanto podemos escrever a equagao (1.64) acima como
OHo 0% 0,Hy,  _ _, 0%
dgt P 3¢ pa P Opa
ou entao
o-H, 10,9 0.H, _ - 0r 0y (1.6)

ot~ °F d¢ " Opa P Opg’
onde fazemos o uso das igualdades fracas (ver Apéndice B). Substituindo na equacao
(1.63), para a = 1, ..., P, teremos
. o,.H! 0,9’
dg' ~ (-1)F0 Z220g 4 (—1)PotPole y—1 28 ga
q ( ) 8]91' ( ) af api

, ! 0, P’
dg' ~ (-1)F® %dt + (-1)PotFore (;_?dwﬁ, (1.67)
Di Pi
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e
Or-H PPl 10, %
dpz ~ —a—qzdt - (—].) ()" (e) Va,B a—qidta,
o, H} PPy O ®s g
dp; ~ — 3 dt — (—-1)Fef® 6—qidw , (1.68)
onde fizemos
du® = (=)o +Fe Vajgldta. (1.69)

As equagdes (1.67) e (1.68) se reduzem, fracamente, & equagdo (1.55), mostrando que
a relacdo que procuramos é dada pela equagao (1.69).

Um aspecto importante digno de nota, e que nio se apercebe na literatura, é que
o formalismo de Hamilton-Jacobi implica naturalmente no uso do Halmitoniano es-
tendido do formalismo de Dirac (ver Apéndice B), como podemos ver nas equagoes
(1.55) ou (1.62), sem ser necessédria qualquer hipétese quanto & validade da conjectura

de Dirac.

1.5.1 A integral completa e as simetrias das solugoes

Da teoria das equacgoes diferenciais parciais de primeira ordem sabemos que para um
sistema involutivo do tipo dado pela equaciio (1.61) existe uma fungio? S (¢, a, 1),
contendo N — P constantes a4, que é a integral completa e equivale a uma integral
incompleta da equacdao de Hamilton-Jacobi usual.

Essa equivaléncia pode ser mostrada considerando-se a integral completa S (qi, @i, )

da equagao de Hamilton-Jacobi nao singular

%_f +H (quPi = 8“5") =0. (1.70)

Nesse caso temos que as equagoes

s Bi= o (1.71)

*Isto pode ser visto através do método de integragio de Jacobi [42, 43].



Capitulo 1. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 27

definem uma transformagdo canénica das varidveis (¢°,p;) para as varidveis (8;,a’)
que sao constantes de movimento e podem ser determinadas pelas condigoes iniciais
do sistema. Se fizermos @ = 0 (y = 1,...,, P) na integral completa S (¢*,a;,t) a
dependéncia em «” é perdida e, como consequéncia, 3, passa a ser indeterminado. Isso
significa que S (¢*, aq,t) (@ = P +1,.., N) nio determina mais uma tnica solugio das
equacoes de movimento mas sim todas as solugoes que possuam as mesmas constantes
de movimento a?, 8, e a” = 0, mas com diferentes valores da constante 3, conjugada
aa’.

Se fizermos a identificacdo dos vinculos de primeira classe H,'y dados na equacdo®
(1.60) com as constantes de movimento «” de forma que a equacdo (1.61) para a =
1,..,P se torne a” = 0, teremos que as suas varidveis conjugadas (3, seriam puro
gauge. As constantes de movimento (f,, @®) sdo, por sua vez, invariantes de gauge ja
que tém parénteses de Berezin nulos com os «”.

Ja que as variagoes em (3, sao geradas por sua varidvel conjugada o” = Hir podemos
ver nas equagoes (1.62) ou (1.63), que a dindmica do sistema contem todas as possiveis
trajetérias correspondendo a diferentes gauges, novamente de acordo com a idéia por
detras do uso do Hamiltoniano estendido na teoria de Dirac. Vemos entao que o forma-
lismo de Hamilton-Jacobi fornece uma descri¢ao invariante de gauge para o movimento,
ja que a solugao S (qi, Qq,t) completa do sistema de EDPHJ dado pela equagao (1.61)
descreve todas as trajetérias que diferem nos valores das varidveis de gauge 3, mas que
possuem os mesmos valores para as constantes de movimento invariantes de gauge [,
e o

Consideremos agora as transformacoes candnicas infinitesimais produzidas por um

gerador par GG nas varidveis do espaco de fase

8q" = {qi,G}B = gl—]f; opi = {pi,G}p =

0,G

~5a (1.72)

5Na verdade bastaria que tivéssemos qualquer conjunto involutivo (ou abelianizado) de vinculos.
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Voltando ao espago de configuragio, teremos que a mudanca de forma ¢'p; dos mo-
mentos, ou seja, a variacdo dos momentos no ponto caracterizado pelas coordenadas

originais ¢, serd dada por

8'p; = 0p; — =6 . —— ——
pl pZ q Bql aq] aqz ap]

Orpi j o0,G 825 0,G
= — + s
o¢?

o0,G p.. 028 9G o0,G p.. Orp;i OG
§'p; = — [ 2= + (-1 T Fe _Iro S |2 —yPoPe ST ’
P [aqz U Seio op; og UV B oy,
87'G . 8[G61'p BTG 81~G8rp
8'p; = — 4 (=)Pe 2R : 1 1.73
P [8qZ (=1) Opj 0q' dq¢* ~ Op; Og (173)

de forma que a variacdo ¢'p; é o negativo da derivada de G na direcio de ¢' no espaco
de configuragio. Das equagoes (1.15) para os momentos p; no formalismo de Hamilton-
Jacobi temos que a transformacao de S compativel com a equacgdo (1.73) acima serd
dada por

§S=-G (1.74)

Se o gerador G for um vinculo gerador de uma transformacao do grupo de invariancia
da teoria o resultado acima nos diz que a solucao das equacées de Hamilton-Jacobi serd

invariante sob a agao desse grupo.

1.6 Sistemas com vinculos de segunda classe

No caso em que os vinculos de segunda classe estdo presentes na teoria o sistema
de equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi ndo é integrével, assim como as
equacoes diferenciais totais para as suas caracteristicas. Portanto, nao existe uma
funcao S tal que p; = 0,5 (qj,t) /0q" e que satisfaca as equagdes diferenciais parciais
resultantes da aplicagao desta igualdade aos vinculos.

A questao que se coloca é se podemos eliminar os vinculos de segunda classe da

teoria de forma a tornar o sistema restante integriavel. Uma solugao é considerar o
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conjunto total de vinculos
o (¢pi) =0, a=1,...P; (1.75)

O, (qi;pi) =0, a=1,..,5; (1.76)

onde os vinculos @, sdo de primeira classe e os ©, de segunda classe. No caso de
varidveis usuais (possuindo apenas varidveis de paridade par) sabemos que o niimero
de vinculos de segunda classe deve ser par e, nesse caso, teremos que S = 2M. E
possivel entdo encontrar uma representacao dos vinculos tal que tenhamos um conjunto
de P + M vinculos que sejam de primeira classe entre si, com os restantes S’ vinculos
sendo de segunda classe [12, 47].

Quando varidveis impares estdo presentes o nimero de vinculos de segunda classe
nao é necessariamente par, e tal divisdao nao pode ser bem estabelecida. Um exemplo
disso é o sistema dado pelo Lagrangeano

L=—246 (1.77)

onde j = 1,2,3 e os 0’s sdo varidveis impares. Fsse sistema possui os vinculos primérios
)
vj=pj+50; =0, (1.78)

e um Hamiltoniano canoénico identicamente nulo. Os vinculos acima sao de segunda

classe pois
AT To piy Ll s
{‘Pk#ﬂ }B {pk + 29k,P7 +50 . 0k, (1.79)

e portanto teremos um nimero impar de vinculos de segunda classe. Isso implicara na

existéncia de um espaco de fase de dimensao impar, o que nunca ocorre quando estamos

tratando de sistemas contendo apenas varidveis pares®.

8Casos semelhantes podem ocorrer em teoria de campos, mesmo com varidveis pares. Um exemplo
é o campo escalar nas coordenadas do cone de luz, onde hd apenas um vinculo que tém parénteses de

Poisson ndo nulo consigo mesmo e, por isso, é de segunda classe [48].
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Contudo, assumiremos que possamos separar um conjunto de M vinculos de segunda
classe Q, (¢';p;) = 0 que sejam de primeira classe entre si e com os vinculos de primeira
classe ®,; enquanto os M vinculos de segunda classe restantes sao designados por ¥,.

Deste modo temos um conjunto de vinculos
Qq (qz;pi) =0, a=1,..,M; (1.81)
que sao de primeira classe entre si e portanto formam um sistema integravel de equacoes
diferenciais parciais junto com a equagdo (1.53). Ao invés desse conjunto usaremos o
conjunto equivalente Fy, (qi; pi) de vinculos em involugio, onde ordenamos os vinculos
de tal forma que os P primeiros valores do indice a correspondem aos vinculos de
primeira classe e o valores P+ 1 a P+ M correspondem aos vinculos de segunda classe.

O “Hamiltoniano” H} serd designado por Fy de forma que o pardmetro w’

é o tempo.
Como o sistema, é composto de vinculos de primeira classe estes podem ser substituidos
por um sistema equivalente de vinculos em involugao. Deste modo obtemos um sistema

integravel cujas equagoes caracteristicas sao dadas por
dq’ = {qi,Fa}Bdwo‘; dp; = {pi, Fo} g dw®, (1.82)
onde a =0,1,..., P+ M.
Por uma questao de praticidade no desenvolvimento subseqiiente adotaremos uma

notagao simplética. Escrevendo explicitamente as equacoes acima em termos de deri-

vadas & esquerda, temos
_ 8lF o
Opi
Py alFa
d¢*
onde : =0,1,...,N; a=0,1,..., P+ M. Essas expressoes podem ser escritas de forma

dq* dw?, (1.83)

dp; = — (—1) dw®, (1.84)

compacta como

—dw®, (1.85)
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onde usamos a notacao
TIM = qia 7’% =pi = 77[ = (qzap’b) 3 I= (C = 1’23 1= 0717 7N) ; (186)

B =5 (640% = (-1)708'50%), I=(G4), J=(0; 5),  (187)

12

ou seja, I é um indice duplo tal que 5’ = 7, p'* = ¢* e n* = p’. Os parénteses de

Berezin, definidos na equagao (1.5) podem entao ser escritos como

oOF ., OF
F _ gl 1.88
{ 7G}B an] 877J ( )

Com esta notacdo podemos escrever a variacao total de uma funcao G como

37Gdn1 . BTGEIJalFOC

dG = on! -~ on! on’

dw® = {G, Fy} g dw®, (1.89)

onde fizemos uso da equacgdo (1.85). Com estas defini¢bes, as equagoes das carac-

teristicas, dadas na equacdo (1.82), podem ser escritas como
dn! = {n[,Fa}Bdwa. (1.90)

Agora vamos exigir que as solugbes desse sistema satisfacam condigoes extras

especificadas pelos M vinculos de segunda classe restantes ¥,
v, (n') =0, (1.91)

que irdo implicar em condig¢oes sobre os pardmetros w®, ja que devemos ter

0, Y, 81"77[
onl dwe

dw® = Bgadw® = 0, (1.92)

onde
0r ¥, 37«77] 0¥, I
Baa = anl dwa = anl {77 aFa}B = {\IjaaFa}Ba (1.93)

(a =1,..., M) e usamos a equacao (1.90) acima. A equacgao (1.92) impoe M relagoes

sobre os P + M + 1 pardametros w® de tal modo que o nimero destes é reduzido para

P + 1. Uma solugao para a equagdo (1.92) pode ser escrita como

dw® = B® ,do”, (1.94)
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BuB®y =0, (1.95)

onde, como antes, « = 0,1,...,P + M e os 6° () = 0,1,...,P) sdao P + 1 novos
parametros independentes. Devemos notar que a matriz B, definida acima, é uma
matriz retangular de posto M. Isso deve-se ao fato de os elementos {¥,, Fi,» } 5, com
o = P+1,..., P+ M, serem os parénteses de Berezin entre vinculos de segunda classe e
portanto formarem uma submatriz M x M da matriz 2M x 2M entre todos os vinculos
de segunda classe A = {©,, 0}y , matriz essa que tem posto 2M. Explicitamente

temos

A= : (1.96)

¢ 0

onde Agp = {¥4, U} g, Boar = {Va, For}p € Corrg = {Fo, Yo} g com a,b=1,..., M;
o"=P+1,...P+ M.

E importante notar que no caso de termos apenas varidveis pares temos C' = —B7,
mas com a presenca de varidveis impares isso ndo serd mais verdade uma vez que
{Uy, For} = — (=1)7@ 5" {F 0, T,}. Como det A = det B x det C teremos que tanto
B quanto C devem ter posto M para que A seja inversivel. Conseqiientemente a matriz
retangular B,y (a = 1,...,M; a =0,1,..., P+ M), definida na equacio (1.93), deve ter
posto M ja que tem B como submatriz. Também podemos ver que a inversa de A tem

a forma

B 0 -1
Al = . (1.97)
B! —BlAc!

Voltando para a equagdo (1.95) podemos reescrevé-la como
Baalga o —+ Baauga o= 0, (198)

ondea=1,...M;d,p=0,1,...,Ped” = P+1,...,P+ M. Como, pela argumentacao
. . , . , —=a’
acima, sabemos que a matriz B, € inversivel poderemos escrever os elementos B~
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em funcao dos Fal ¢ que permanecerao indeterminados, i.e.
B, =- (B*l)ﬂ"“Bm,F",,,, (1.99)
onde " = P +1,...,P + M. Esta solucio pode ser reescrita como
B, = (5%, — 5B (3*1)””“ Bm/) B, (1.100)

(8 =0,1,...,P + M) ji que para 8 = o teremos uma identidade trivial. J4 que os
elementos B” o Pbermanecem arbitrdrios podemos explicitar isso substituindo-os por

uma matriz arbitraria K¢ o de modo que a solugao geral acima torna-se
B, = (5/3’0/ — 5P (B—l)”"“ Baa/> K. (1.101)
Escolhendo, por uma questao de simplicidade, K¢ P 5e o obtemos finalmente
B’ =68, — 6P (B—l)”"“ (Vo Fy}ys (1.102)

. . . ’ . !
onde usamos B,y = {¥4, Fjy } 5. Uma escolha diferente da matriz arbitrdria K ; na
equacao (1.101) iria significar meramente uma redefinicdo dos parametros arbitririos

’ . , ~ —a’ . —a/ / /
67, ou seja, teriamos agora novos parametros 6§ tais que df~ = K ,df” .

Substituindo o resultado da equagao (1.102) acima na equacao (1.94) obtemos
O.I/a ,
dw? = (5% — 68 (B*l) {foa,F,,,}B> do’ (1.103)
e a equagdo (1.90) passa a ser

dn’ = <{7’I’FP’}B —{n"\Fpu} (B*l)””“ {foa,F,,,}B> o’ . (1.104)

Podemos ver na expressao acima que os termos contendo os vinculos de segunda classe
Fyu (¢ =P +1,...,P + M) aparecem apenas no segundo termo entre parénteses con-
traidos com os elemenos da matriz B~' enquanto a contracao dos indices dos parametros

. ;. ! ’ . .
arbitrdrios 6 acontece apenas com os vinculos de primeira classe Fjy. Usando o fato
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de escolhermos os vinculos F,, em involugéo, tal que {F,, Fyn } = 0, podemos escrever

o lado direito da equacdo (1.104) acima como

i = (= ), (57 R

(v, (€)' (R B

+ {nI,Fau}B (B—lAC—l)”"“" {Fau,Fpl}B) ao”', (1.105)

an’ = ({nl’ F”'}B B {nI’F""}B (B—l)”"a War F b
o}, () (),

+{n', o} (B—l)”"“ {Ta, Ty} (C—l)ba” {Fau,Fp:}B) d9”' (1.106)

onde usamos a definicao Agp = {¥,, U} 5. Mas, comparando-se com a expressao (1.97)

para A~!, temos que a equacio acima pode ser reescrita como

an' = ({5}, — (' b}, (A7) W) @07 (1107

onde o conjunto ¥/ = (¥,, F,») contém todos os vinculos de segunda classe. Esta
expressao pode ser entdo identificada com a defini¢do dos parénteses de Dirac (ver

Apéndice B), de modo que a expressdo acima pode ser reescrita como
dn’ = {nI,Fp,}Ddoﬂ . (1.108)

Uma vez que os F,, estdo em involucdo é simples ver, a partir da equagao (1.106),
que {Fy,Fy}, =0 e portanto o sistema acima é integrével.

Vemos entdo que o uso dos parénteses de Dirac pode ser naturalmente inserido no
formalismo, levando a um resultado consistente em que os vinculos secundérios sao elim-
inados. Fica claro entao que, como haviamos mencionado anteriormente, a presenca
de vinculos de segunda classe contribui para reduzir o nimero de pardmetros livres

que descrevem as equagcoes caracteristicas do sistema. Além disso, a introdugao dessa
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restricdo leva naturalmente ao uso dos parénteses de Dirac para o cdlculo das carac-
teristicas, que assim passam a ser descritas apenas em termos dos vinculos de primeira
classe, num procedimento equivalente & determinacio dos coeficientes arbitrarios dos
vinculos de primeira classe que ocorre no formalismo de Dirac.

Evidentemente a demonstracdo aqui feita depende de uma escolha adequada dos
vinculos, mas a equagao (1.108) é fracamente igual 4s equagoes Hamiltonianas de Dirac
obtidas com o uso dos parénteses de Dirac (ver Apéndice B). De todo modo, fica
comprovado que ao substituirmos os parénteses de Berezin pelos parénteses de Dirac
teremos um sistema contendo apenas vinculos de primeira classe e que portanto pode
ser integrado. Isso ndo contradiz nossa demonstracdo anterior de que nao existe uma
solucao para as equagoes de Hamilton-Jacobi na presenca de vinculos de segunda classe
pois, agora, estes vinculos nao representam equacoes diferencias parciais a serem re-
solvidas mas condicGes a serem impostas as solucgoes do sistema de equagbes diferenciais
parciais formado pelos vinculos de segunda classe do sistema.

Outra forma de entender isso é lembrando que o uso dos parénteses de Dirac reduz
a dimensdo do espago de fase de um valor igual ao nimero de vinculos de segunda
classe. Conseqiientemente o espago de configuracao também é reduzido e é nesse espago
reduzido que existe uma solucido para as equagoes de Hamilton-Jacobi e ndao no espago

total original.



2. Quantizacao e liberdade de gauge

A abordagem mais direta para a quantizacao canénica de sistemas singulares dentro do
formalismo Hamiltoniano consiste em realizar a fixacdo de gauge. Neste caso a fixagao
¢é feita impondo-se novos vinculos que facam com que todo conjunto dos vinculos da
teoria seja de segunda classe. A partir dai, podemos definir os parénteses de Dirac para
este conjunto de vinculos e aplicar o Principio de Correspondéncia a esses parénteses,
e nao aos parénteses de Berezin, i.e.

4.5}

{A,B}, — — (2.1)
onde [A\,E } = AB - (—l)PAPB BA é o comutador generalizado, o qual serd um co-
mutador quando um dos operadores for correspondente a uma varidvel par e um anti-
comutador quando ambos os operadores corresponderem a varidveis impares. Ou seja,
as relagoes de comutacdo (ou anticomutacdo) quéanticas entre os operadores serdo obti-
das através do Principio de Correspondéncia a partir dos respectivos parénteses de
Dirac e nao dos parénteses de Berezin.

Classicamente os parénteses de Dirac permitem tratar os vinculos de segunda classe
como igualdades fortes e o correspondente quantico deste fato é que poderemos tratar
os vinculos de segunda classe como identidades entre os operadores quanticos. Este
método de quantizacao elimina, em nivel classico, todos os graus de liberdade arbitrarios
da teoria, desaparecendo assim a arbitrariedade presente nas equacoes de movimento

Hamiltonianas.



Capitulo 2. Quantizacao e liberdade de gauge 37

Contudo, vimos no capitulo anterior que um sistema singular possui diferentes tra-
jetorias que diferem apenas nos valores das varidveis de gauge e que podem ser obtidas
de uma mesma solucao das equagoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi. Isso nos
permite agrupar todas as trajetérias geradas por uma mesma solugao das equagoes de
Hamilton-Jacobi em familias que devem representar um mesmo estado fisico, uma vez
que estas diferem entre si por uma transformacio de gauge. Além disso, a existéncia de
vinculos de segunda classe constitui um problema sério do ponto de vista do formalismo
de Hamilton-Jacobi.

Deste modo, visando preservar ao maximo esta caracteristica do formalismo de
Hamilton-Jacobi, o processo de quantizagdo associado a este formalismo evita a fixacao
de gauge utilizando os vinculos de primeira classe como condigoes sobre os estados
fisicos, reduzindo este processo de quantizacao exatamente & chamada quantizacdo de
Dirac [7].

De forma um pouco mais precisa , este método consiste em, na presenca apenas
de vinculos de primeira classe, realizar a quantizacao canonica usual transformando
as varidveis candnicas em operadores e aplicando o Principio de Correspondéncia aos
parénteses de Berezin. Os vinculos sdo entdo inseridos na teoria quantica exigindo-se
que os operadores quanticos a eles correspondentes anulem os estados fisicos, ou seja,

os estados fisicos serao aqueles para os quais for valida a condigao
B (4551 9} = 0. (2:2)

Nos casos em que haja vinculos de segunda classe serd necessario definir os parén-
teses de Dirac em relacao a estes vinculos e aplicar o Principio de Correspondéncia a
esses parénteses de acordo com a expressdo (2.1). Os vinculos de primeira classe devem
entao ser impostos como condigoes sobre os estados fisicos, de acordo com a expressao
(2.2), enquanto que os vinculos de segunda classe serdo considerados identidades entre

os operadores.
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Devemos ressaltar que a motivacao de Dirac para introduzir os parénteses que levam
seu nome foi a necessidade de evitar as contradicoes que seriam geradas pela aplicagao
das condicoes sobre os estados fisicos, mostradas na equagdo (2.2), com os vinculos
de segunda classe [7]. Para esclarecermos este ponto consideremos inicialmente dois
vinculos de primeira classe. Seus parénteses de Berezin serao uma combinacdo linear

dos vinculos de primeira classe
{(DOU q)ﬂ}B = aﬂ’y(I)’Y ~ 0, (23)

de forma que quanticamente teremos

~ -~

[‘f’a, (5/3} = (ﬁa@ﬂ — (—l)P"‘PH (,f/g(/f)a = éa,g'yzf)% (2.4)

a menos de questdes de ordenamento. Portanto, se exigirmos que as condigdes (2.2)

sobre os estados fisicos sejam satisfeitas, a condigao

[Bas 5} [4) =0, (25)

serd automaticamente satisfeita para todos os estados fisicos como conseqiiéncia da
equagao (2.4).

Consideremos agora dois vinculos O, de segunda classe tal que
{6400} = Dap # 0, (2.6)
de forma que quanticamente teremos
64,60} = Day. (2.7)

Agora podemos ver que se exigirmos que os estados fisicos sejam anulados por estes
vinculos, ou seja 0,4 1)) = 0, teremos uma contradi¢ao. Isso deve-se ao fato de que ao

aplicarmos a equagao (2.7) a um estado fisico teremos que

0,64 [9) — (1) 6,0, |9) = Dy |9, (2.8)
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onde o lado esquerdo se anula como conseqiiéncia da exigéncia O, |1), porém o mesmo
nao ocorre com o lado direito da igualdade.

Uma vez definidos os parénteses de Dirac, os vinculos de segunda classe passarao
a ser igualdades fortes no nivel classico, nao havendo motivo para considera-los como
condigoes sobre os estados fisicos no nivel quantico, mas sim como identidades entre
operadores, eliminando o tipo de contradigdo ilustrada acima.

Voltando & quantizacdo de Dirac, podemos ver que, como consequéncia das condi-
¢oes (2.2) sobre os estados fisicos, estes permanecerdo inalterados sob as transformagoes
unitarias exp (z’sa@a) que sao geradas pelos operadores quanticos correspondentes aos
vinculos de primeira classe, onde os €* sao parametros arbitrarios. Ou seja, para os
estados fisicos teremos que

exp (ie°®a) ) = [4) (2:9)

Este resultado é usualmente interpretado como a demonstracdo da invaridncia dos
estados fisicos sob as transformagcdes de gauge geradas pelos vinculos de primeira classe.
Como um todo, o método de quantizacdo de Dirac é considerado como sendo “sem
fixacao de gauge”, uma vez que em nenhum momento condigoes de gauge sdo impostas
e, portanto, a invaridncia de gauge estaria sendo “transferida” para a teoria quintica
(ver [14], capitulo 13, segdo 13.3).

Contudo, pretendemos mostrar que esta interpetracdo relativa & quantizacdo “a
gauge livre” requer certos cuidados e pode nao ser sempre correta, uma vez que a im-
posicao das condigoes (2.2) sobre os estados fisicos pode levar a uma escolha implicita
de gauge. Passemos agora explicitar o porqué desta afirmacao.

Como discutimos no capitulo anterior (e comentado no Apéndice B), do ponto de
vista cldssico os vinculos de primeira, classe sdo os geradores de transformacées candnicas
que mudam as varidveis de gauge mas mantém inalteradas as variiveis fisicas do sis-
tema. Uma solugdo das equagoes de Hamilton-Jacobi, na forma de sua integral com-

pleta, contém todas as trajetorias que possuem os mesmos valores para as constantes
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de movimento fisicas, mas que diferem nas constantes de movimento relacionadas as
varidveis de gauge. Deste modo, os vinculos de primeira classe geram transformacoes
candnicas, as quais levam de uma trajetoria a outra dentro de uma mesma familia de
trajetdrias que correspondem a uma mesma solucao das equagoes de Hamilton-Jacobi
do sistema e, portanto, a um mesmo estado fisico.

Em primeiro lugar devemos notar que um estado fisico que satisfaca a condigao
dada pela equagio (2.2) pode ser considerado invariante sob as “transformacoes de
gauge” do tipo exp (iea&\)a) ja que nao é modificado por estas. Mas nao temos mais
invariancia de gauge no sentido usual do termo, porque nao é possivel passar para
diferentes configuracées de varidveis que correspondam a um mesmo estado fisico. Isso
deve-se ao fato de que a condicdo (2.2) faz com que a transformacdo unitdria gerada
pelos vinculos atue como uma, identidade sobre os estados fisicos, como mostrado na
equagao (2.9), fazendo com que estes estados nao possam ser transformados em outros
estados quanticos correspondentes a diferentes escolhas de trajetérias dentro de uma
mesma, familia gerada por uma determinada solucao classica da equacao de Hamilton-
Jacobi.

O exemplo mais claro que demonstra a “liberdade de gauge” quantica é o caso de
um vinculo do tipo p; = 0. No processo de quantizacao devemos entao impor que um
estado fisico satisfaca p; [1)) = 0, condicdo que expressa na base das coordenadas torna-
se —i0y (q) /0¢* = 0. Este resultado faz com que a fungdo de onda dos estados fisicos
nio possa ter dependéncia na varigvel ¢* que é puro gauge e, portanto, completamente
arbitraria. Estados que difiram apenas nos valores da variavel de gauge sao fisicamente
indistinguiveis e portanto equivalentes. Mas nao existem transformacgoes geradas
pelos operadores canonicos que levem de um estado a outro fisicamente equivalente.
Isso deve-se ao fato de que estados fisicos s@o aqueles para os quais os geradores dessas
transformagdes se anulam devido & condigdo (2.2).

Mais ainda, quando nao é possivel dar aos vinculos de primeira classe uma forma
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do tipo p; = 0 as condigoes para os estados fisicos podem levar a resultados que repre-
sentam uma fixacao implicita do gauge.

Estes fatos ficarao claros ao considerarmos os dois exemplos que trataremos a seguir:
o campo Eletromagnético livre e o campo de Dirac em interagdo com o campo Eletro-
magnético. Estes exemplos foram escolhidos pois sdo muito bem conhecidos e tém as
propriedades necessirias para destacar as caracteristicas do formalismo que acabamos
de mencionar. No caso do campo Eletromagnético livre faremos também a comparagao
entre os resultados obtidos por meio da quantizacao de Dirac com aqueles obtidos com
uma fixacdo parcial do gauge, de forma a destacar alguns dos aspectos que acabamos
de comentar. Além disso, no desenvolvimento cldssico dos exemplos, faremos uma

comparacao entre os formalismos Hamiltoniano e de Hamilton-Jacobi.

2.1 O campo Eletromagnético livre

Consideremos como primeiro exemplo o campo Eletromagnético livre cujo lagrangeano

é dado por

1
L= / LdPz = -1 / F,, F" g, (2.10)

onde FHW = gFAY — ¥ A*; v = 0,1,2,3; é o tensor de intensidade do campo e a
métrica de Minkowski é 7, = diag(+1,—1,—1,—1). As varidveis dindmicas sao os
campos A¥, que sdo varidveis pares, de forma que os momentos conjugados p, serdo

dados por
oL

= = =T (2.11)

Pu

onde, devido ao fato de as varidveis presentes serem pares, ndo nos preocuparemos com

derivadas a direita ou a esquerda. Este resultado implica na existéncia de um vinculo

H| = po = 0. (2.12)
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Para as componentes espaciais p; teremos
pi = —Foi = =0 A; + 0; Ao, (2.13)

de modo que as velocidades A; podem ser escritas em termos das varidveis canonicas

como

Ai= 8pA; = —p; + 0, Ay. (2.14)

Neste caso em particular o vinculo H} é o tnico existente, mas devemos lembrar

que o mesmo pode ser visto a partir do fato de a matriz Hessiana, dada por

s (7 =) = ) gy~ e )P (7).

0000
Hop (7~ ) = g (1) ? 2 * (7 -7), (2.15)
0001

ter posto 3, que implicard na existéncia de apenas um vinculo.

O Hamiltoniano canénico serd dado por

He = / Hedz = / (pu 4" —£) s, (2.16)

que, com o uso da definigdo dos momentos, do vinculo (2.12) e da expressao (2.14) para

as velocidades, torna-se

i1 | ; 1 i 1 ;
He = / (Pz‘ A +ZEjFZ‘7 + §F0iFOZ) dr = / (ZFi'F” - §PZPi +p'3iA0> d*z
1 i 1 i 3
Ho = [ ({FF" = Jp'mi + 4od'pi) ds, (2.17)

onde fizemos uma integracio por partes no termo p‘d;Ag. Os parénteses de Berezin

fundamentais, que neste caso sao idénticos aos parénteses de Poisson, serao

(4, ()0 (7)) =09 (7 - 7). 219



Capitulo 2. Quantizacao e liberdade de gauge 43

Do ponto de vista do formalismo Hamiltoniano (ver Apéndice B) teremos o Hamil-
toniano priméario

Hp = [ (He+ X @) ) d*s, (2.19)

onde A é um parametro arbitrario. A condi¢do de consisténcia para o vinculo primério
Hj serd

{#1,Hp} = 8ip' = 0, (2.20)

o que implicara na existéncia de um vinculo H5 = 9;p’. A condigio de consisténcia para,
este vinculo é automaticamente satisfeita de forma que ndo ha novos vinculos e ambos
sao de primeira classe. Seguindo a conjectura de Dirac temos agora o Hamiltoniano

estendido

Hp— / (o + M (2) H) + Ao (2) Hb) da, (2.21)

onde Ao é um novo parametro arbitrario.

Com este Hamiltoniano as equacoes de movimento serao
A {4, 1) = / (A0 \H d = A, (2.22)
A~ {A’,HE} = / {AZ, —Epjpj + Aoajpj} dr = —p' + 8"Ay — &N, (2.23)

P {pZ,HE} - / {pz, ZijF’”} &z = 0;F"; (2.24)
onde fica claro que o parametro arbitrario A1 é a velocidade relacionada & componente
A% do potencial vetor e que esta é um parametro totalmente arbitririo na teoria pois
sua derivada temporal é arbitraria.

Do ponto de vista do formalismo de Hamilton-Jacobi teremos os dois “Hamiltoni-

anos”

H) = / (Py + He) d°x, (2.25)

H| = / Hid>z = / pod’z, (2.26)
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que sdo associados, respectivamente, aos parametros ¢t = t’ (lembremos que Py é o “mo-
mento” conjugado a t) e Ay, e fornecem as equagoes diferenciais parciais de Hamilton-
Jacobi. Devemos ressaltar que desde o principio a componente A° do potencial vetor
é considerada um parametro arbitrario que descreve a evolugao do sistema gerada pelo
“Hamiltoniano” Hj. Das equagoes (1.46) e (1.47) vemos que as condigoes de integra-

bilidade exigem que

dHY{ = {H{, Hy} dt + {H{, H{} dA° = {H], H}} dt = 0, (2.27)
onde
!
dH! = _OHp 4y (/ ajpjd%:) dt =0, (2.28)
Ao

0 que implica na nova equacao
Hb = / HhydPx = / o;pd’, (2.29)

que correspondente ao vinculo secundario e deve ser acrescentada ao sistema composto
pelas equagdes (2.25) e (2.26). A condicio dHj = 0 é agora automaticamente satisfeita,
assim como a condigdo dH|, = 0, de forma que o sistema formado pelas equagoes (2.25),
(2.26) e (2.29) é integravel; este resultado também poderia ser obtido pela aplica¢ao da

condicdo (1.43). As equagoes caracteristicas relacionadas a esse sistema sdo

. §H! SH! SH!
dA" = —Ldt + —LdA° + —2dw, (2.30)
dp; dp; dp;
. SH!, SH! SH!,
dpt = ——qt — —L1gA° — —24 2.31
P A, A, 5A; “ (2.31)

onde nao é possivel associar uma coordenada especifica ao parametro w, ja que o vinculo
5 ndo tem uma forma do tipo H), = py — ¢o (gi, pa)- Das expressoes para os “Hamil-

tonianos” teremos

A’ = (—p' +8'4%) dt + / 00 (@~ ) dw = (—p' + 0'A%) dt — O'dw,  (2.32)
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dp' = 0;F7dt. (2.33)

Estas equagoes sao equivalentes as equagoes (2.22)-(2.24) do formalismo Hamiltoniano
ao identificarmos w com \g e lembrarmos que, como conseqiiéncia da equacio (2.22), A°
é um parametro arbitrario também no formalismo Hamiltoniano. Com estes resultados

podemos passar ao procedimento de quantizacao.

2.1.1 Quantizacao

Por uma questao de simplicidade os sinais ~ que indicam os operadores serdo omitidos,
mas devemos ter em mente que ja estamos no caso quantico. Seguindo o procedi-

mento usual para a construcao do espago de Fock, faremos a expansao de Fourier dos

operadores
d*k ) .
AP (z) = / el (k) [ar (B) e 4 af (k) €] (2.34)
v/ 2wy, (27)?
—2
onde wy = ‘k‘ e o indice r vai de 0 a 3. Os vetores de polarizacao sao escolhidos

de tal forma que € (k) = (1,0,0,0) é o vetor unitrio na direcio temporal e os trés

vetores restantes sdo tais que £ (k) = (0, EZ), 1 =1,2,3; e satisfazem

%
— —
Sok=a k=0 o=t 2.2=6 (2.35)
Wk
5i5i5 = —0rs = Grs = gij = grsSiEZ- (2'36)

Com essa escolha, temos

A3k
@)= [ T [0 (k)

e~ 4 gl (k) eikw] ,r=1,2,3. (2.38)

ek 4 af (k) 7] (2.37)

i.T: dgiké'i a
A (2) /\/W () [an )
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O correspondente quintico da equacgio (2.13) nos permite escrever

. o o Bkew y .
pz _ (80Az _ 81A0) _ —7,/ 2Wk 27kr z [ (k)e ikx +al (k‘) ezkz]
3 . o . .
+ / __dk [—ikZaO (k) e=™** + ikia) (k) e””], (2.39)
\/ 2wy, (2)3

mas usando €} (k) = k*/wy, e reagrupando os termos obtemos

- -if &k SRy () — a (k) & (k)] e

oo L

+ [af (k) €l (k) — af () ) (k)] €] (2.40)

Para o operador p® nio temos uma expressdo semelhante e portanto escrevemos

d3k1/
= / bo (k) ™™ — b} (k) €] . (2.41)
O Principio de Correspondéncia implica nas relacoes de comutacao

(4 (2) .0 (V)] = ig™* (7 - 7). (2.42)

nas quais a substitui¢ao das expressoes (2.37), (2.38) (2.40) e (2.41) nos fornece, por

meio de calculos diretos, as relacoes de comutacao
[a0 (k) 8 (8] = [bo (k) 0 ()] = 6% (k — B9, (2.43)

[ar (k) al ()] = —grs0° (k = K) = 650% (k — B, (2.44)

sendo que as relagoes restantes sao nulas.

Estas sao relacoes de comutacao entre operadores de criagao e aniquilagao com duas
diferencas em relacdo ao caso usual. Primeiro, a equacdo (2.43) implica que o operador
de aniquilagao conjugado a b;r) é ag e nao by (k), que é conjugado a ag. Segundo, as

relacoes de comutacao entre estes mesmos operadores tém o sinal invertido, o que nos

levara a estados de norma negativa. De todo modo, as relagoes dadas pelas equacoes
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(2.43) e (2.44) nos permitem construir um espago de Fock, com um estado de vicuo |0)
anulado por todos os operadores de aniquilagao.

Podemos agora analisar quais as condigoes que os vinculos, na forma de operadores
quanticos, irdo impor sobre os estados fisicos. Para isso devemos lembrar que devemos
descartar o setor de freqiiéncia negativa dos operadores, que contém operadores de
criagao, ja que nem mesmo o vacuo seria anulado por esse setor e portanto nao teriamos
nenhum estado fisico. Esta é uma caracteristica do espaco de Fock e nao do formalismo
de sistemas singulares em si.

Consideremos entdo a condigio derivada do vinculo cldssico p° = 0, i.e.

O =i [ TEOE gy ook o, (2.45)
\/ 2 27r
que implica em
bo (k) |4) = 0. (2.46)

Deste modo um estado fisico ndo pode conter nenhum modo criado pelo operador a:f) (k)
conjugado a by (k). Para termos a relagdo dos estados fisicos com os modos criados pelo

operador bg (k) (e aniquilados por ag (k)) escrevamos este estado como

) =[¢") + [4+"), (2.47)

onde [9') é um estado fisico obtido a partir do vdcuo usando os operadores de criagao
que nao ao (k) e bJr (k), e |¢") é um estado fisico com pelo menos um modo criado por
bo (k), nao podendo ter modos criados por ag (k) pois do contrario nao seria um estado

fisico. Temos entao
4"y = b (k) |4).- (2.48)

Mas o produto escalar deste estado com qualquer outro estado fisico |1) é nulo j&
que

(W [y = (| b} (k) |$) =0, (2.49)
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pois (| bzr) (k) = 0 como conseqiiéncia da condigio (2.46) para os estados fisicos. Deste
modo [¢") é o que se denomina estado espiurio desacoplado pois é ortogonal a
qualquer estado fisico, incluindo ele préprio. Isso implica que um dado estado fisico
é indistinguivel de qualquer outro estado que difira dele apenas por um estado do
tipo |¢"). Deste modo, todos os estados do tipo dado pela equagio (2.47) podem ser
considerados como um mesmo estado fisico.

Passemos agora as condigoes derivadas do segundo vinculo cldssico 0;p°, i.e

3 3/2 ]
o) = [ LR fag () —as e * gy =0, (@250

m

que implica em
[ao (k) — a3 (k)] [¢) = 0. (2.51)

Este resultado relaciona o nimero de fétons longitudinais presentes num estado
fisico com o nuimero de modos bg (que é conjugado a ap) no mesmo estado e, com
isso, este modo longitudinal se relaciona com os estados espurios criados por bg. Mas,
devido a forma da relacao de comutacao entre ay e seu operador de criagao b;g, 08
modos relacionados a estes operadores tém norma negativa, trazendo os problemas
usuais para o valor esperado da energia. Vemos entdo que a condi¢do (2.51) faz com
que, para estados fisicos, as contribuicées da componente longitudinal compensem as
contribuicoes dos estados de norma negativa, num resultado semelhante ao obtido no
tratamento covariante usual aplicado ao campo eletromagnético usando o Lagrangeano
de Fermi.

Este é o resultado obtido mantendo-se toda a liberdade de gauge. A existéncia
dos estados desacoplados vem da forma do vinculo pyg = 0 e é analoga ao resultado,
mencionado no inicio do capitulo, da independéncia da funcdo de onda em relacdo a
coordenada ¢°, que permanece entdo totalmente arbitraria, i.e. “desacoplada”.

Vejamos agora quais sao os resultados quando fazemos duas diferentes fixacgoes
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parciais de gauge. Consideremos primeiro o Lagrangeano de Fermi
1 14
L= —3 (0uAy) (0HAY), (2.52)

que pode ser obtido do Lagrangeano usual (2.10) com a condicdo de Lorentz 9, A* =0

implicita. Deste modo os momentos conjugados sao

oL :
= = — A, 2.53
Pu W p ( )

nao havendo portanto vinculos. Apesar disso devemos lembrar que a condicdao de
Lorentz nao constitui um gauge ja que ela torna apenas um dos vinculos do Lagrangeano
(2.10) de segunda classe, mais especificamente o vinculo 9;p° = 0. O vinculo p° = 0 nio
foi fixado, mas ja ndo aparece explicitamente pois o novo Lagrangeano tem a estrutura
de vinculos alterada pela “inclusao” da condigao de Lorentz. Deste modo o resultado
acima nos permite escrever, a partir da decomposigio (2.34) do campo A¥*, a seguinte

expresséo para Os momentos

. 3 - . .
PP = —0CA = —; / Ak Wk u gy [—ar (k) e + af (k) €] (2.54)

v/ 2wy, (2m)3 N

Nao existem mais os operadores by e bg, que fomos forcados a adotar pois o vinculo
p? = 0 nos impedia de relacionar os operadores em p® com os operadores em A*.

As relagbes de comutacdo derivadas do Principio de Correspondéncia sdo agora,
a0 (k), al ()] = 8% (k — K), (2.55)

[ar (k) 0} (k)] = —grs0® (k — k) = 6,50° (k — K), (2.56)

sendo todas as outras relacoes nulas. Com estes resultados nao existem mais estados
espurios, uma conseqiiéncia de ndo termos mais um vinculo do tipo p® = 0. Os estados

de norma negativa persistem mas ao aplicarmos aos estados fisicos o setor de freqiéncias
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negativas da condi¢ao de Lorentz, dada por
3 .
0, (5) = =i [ 2L (fao (1) — ag (K] e e
2 (2)?
— [ab (k) — af (B)] ™), (2.57)

obtemos o conhecido resultado

B A |y = i / Ph O, (0 k) = ag (k)] = 1) = 0, (2.58)

\/2 27T
lao (k) — a3 (k)] [4) = 0. (2.59)

Deste modo, nos estados fisicos, a contribuicao dos fé6tons escalares é compensada pelos
fétons longitudinais.

Como no caso anterior, temos varios estados quanticos correspondentes a um mesmo
estado fisico. Contudo, nao existe uma transformacio, gerada pelos operadores cano-
nicos, que nos leve de um estado quantico a outro fisicamente equivalente. Poderia se
questionar a condicdo de consisténcia relativa & preservacao temporal de d,A* = 0,
um detalhe normalmente omitido nos livros textos, porém um célculo direto revela que
essa condicao é simplesmente a Lei de Gauss 9;E* = 0. A substituicdo dos potenciais

vetores A na definicdo E' = —9°A* + 9’ A° leva a

5= [ L [ty

que, aplicada sobre os estados fisicos, resulta na mesma condicao (2.59) mostrada acima.

— ag (k) e 4 (ag (k) — af (k)) ei’w] (2.60)

Por fim consideremos uma segunda forma de fixacao parcial de gauge. Observando
o fato de que, classicamente, o grau de liberdade composto por A° e py nio possui
nenhuma dindmica podemos simplesmente elimind-lo ja no formalismo cldssico. Isso
equivale a impor o vinculo A% = 0, que torna o vinculo py = 0 de segunda classe. Com
isso podemos definir os parénteses de Dirac em relacao a estes vinculos, os quais serao

simplesmente os parénteses de Poisson usuais nos graus de liberdade restantes A° e
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pi- O vinculo 9;p* = 0 permanece e deve ser considerado como uma condi¢ido sobre os
estados fisicos.

Temos agora apenas as componentes A’ dadas pela equagio (2.38) e os momentos

= —i / @k \/_ ek (k) 7% + af (k) el (k) e*7] (2.61)

Joony |

de forma que as relagoes de comutagao tornam-se simplesmente
lar (k) 0} (k)] = 0,50° (k — K). (2.62)

Aplicando agora a condi¢do sobre os estados fisicos teremos

a3k - ( 3/2

0 ) = — [ Ty (k) e ) = 0, (263)
\/ 2 27r
az (k) [¢) = 0, (2.64)

ou seja, nao teremos fétons longitudinais. Este é exatamente o resultado obtido no
gauge de radiacdo, embora ndo tenhamos selecionado a condicio 9;A* = 0 necesséria,
junto com a condicdo A° = 0, para fixar este gauge. E neste sentido que, conforme
comentamos anteriormente, o método de quantizacao de Dirac pode nos levar a uma

escolha implicita de gauge.

2.2 O campo de Dirac em interacao com o campo Eletro-

magnético

Consideraremos agora o campo de Dirac interagindo com o campo Eletromagnético,

descrito pela Lagrangeana

L= /£d3w = / (——FWF“ +ith (0, +ied,) Yy —m b 1ﬁ> d, (2.65)
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onde as componentes A, sdo varidveis pares enquanto 1 e ¢ sao impares. Os momentos

Pu; Py € Py conjugados, respectivamente, as varidveis A, 1, e v, sdo

oL
p“ = B—A“ = —F()u, (266)
oL . - oL
Py =——=119 ~Y; py=—= = 0. (2.67)
oY 0P

Considerando, como usual, que % é um vetor coluna e % um vetor linha teremos que
py deve ser um vetor linha enquanto p v serd um vetor coluna.

Das expressoes dos momentos teremos os seguintes vinculos primarios
¢1 =po =0, (2.68)

g2 =py —i 97" b3 =py~0. (2.69)

Deste modo o Hamiltoniano candénico é dado por

He = /’Hcd% = / (p“ A+ o), (9), +(p;). (¢)a - [,) &z, (2.70)

He = /?—lcd?’a: = / |:1Fiszj - lpipi — 4o (az'pi —e€ 1; ’YOTP)
4 2
—i Py (0 +iedy) ¥+ m ] da, (2.71)

onde devemos chamar a atencdo para o ordenamento das velocidades & direita dos
momentos na equagao (2.71), sendo que os indices a referem-se aos indices spinoriais.

Os parénteses de Berezin fundamentais sdo dados por
{Au(@),9" )} g = 0.76° (z —y), (2.72)

{¥(2),pyp W)} =0 (z-y), (2.73)

{#@.0; )} =@y (2.74)
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Do ponto de vista do formalismo de Dirac teremos o Hamiltoniano primario dado

por

Hp = [ (o +oihi +(82), (oo + (99, (a),) &', (275)

onde A1 é um pardmetro par enquanto Ao e A3 sdo impares, sendo A9 um vetor coluna
e A3 um vetor linha.

As condigdes de consisténcia serdo dadas por

{¢1,Hp}p = 0ip" — e p 19 ~ 0, (2.76)
{$2, Hp}p = —i (0; —ieA;) v —ep y°Ag —m ¢ —idg?" = 0, (2.77)
{¢3,Hp} g = —i (8; +iecA;) v + ey’ Aot + myp — iy Xy = 0. (2.78)

As duas tltimas equacoOes acima envolvem os coeficientes A\g e A3, determinando-
0s, e, portanto, nao geram novos vinculos. J4 a primeira delas ird gerar o vinculo

secunddrio
x =0 —ep % ~0, (2.79)

cuja condicao de consisténcia serd identicamente satisfeita com o uso das expressoes
para A2 e A3 obtidas das equagdes (2.77) e (2.78) acima. Calculando os parénteses de

Berezin entre os vinculos temos como resultados nao nulos

{09as 005}, ==i{(#27),. ()} == ("), (2.80)
{(#2)a- X = —e{®p)o 01} =€ (¥7°) (2:81)
{B3)ax}p = —e{(py) P} =—c("9),. (2:82)

onde escrevemos explicitamente os indices spinoriais. O vinculo ¢; é claramente de
primeira classe, enquanto os outros sao de segunda classe. Mas da supermatriz A

formada pelos parénteses de Berezin dos vinculos y, ¢, € ¢35 podemos ver que ha outro
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vinculo de primeira classe. Renumerando os vinculos como ®; = x, @3 = ¢o, € P3 = 3,

temos a supermatriz

{@1,21}p {@1,(®2),} 5 {‘I)l, ®3) }B

A= {(®2)5,21)5  {(2)5.(P2)a}p {%5,%}3 (2.83)
{((}3)”’@1}3 {(@3)1“(@2)0‘}3 { ﬁ}B
0 —(¥1°), e(w%)ﬂ
A= 6(@70)5 0 =i (%) | (2.84)
—e("), —1(1") . 0

onde os indices spinoriais estao escritos explicitamente. Essa supermatriz tem um

autovetor com autovalor nulo dado por

ie (1), , (2.85)
e(3),

de forma que um vinculo de primeira classe dado por

o =X +ie(®2), (1)a —ie(B2)s (9) (2.86)

= 0’ +ie (pyyp+ P p,;,) : (2.87)
que serd usado no lugar do vinculo secundério x. Deste modo ficamos com os vinculos
de primeira classe ¢1 e ¢, e os de segunda classe ¢o e ¢3. A supermatriz A reduz-se

agora aos parénteses de Berezin entre os vinculos de segunda classe ¢9 e ¢3, resultando

em

A— {((1)2)5 ’ ( )a}B {(@2)5 ’ (q)'?’)/j}B — 0 — (70)’66 s (288)

(@), @)}, {(@),. (@)}, (), O

cuja inversa é dada por

(2.89)
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Com estes resultados podemos escrever os parénteses de Dirac entre duas varidveis

F' e G quaisquer como

F@).Cwlp = (F@).6Cu)y
—i [ ((F @), @2, @1a (17),, {@)s 2.6 W)},

HF @), (09), (b (1), {@2),),60)},) . @90

de forma que os parénteses de Dirac fundamentais nao nulos sdo

{Au (@), 0" W)} = 8,78 (@~ p), (2.91)
{@h@. (@) W} =-i("), @@y, (2.92)
{®)5 @), (Py)y (1)} p = 0rad® (& — 1). (2.93)

Podemos agora escrever as equagoes de movimento em termos dos parénteses de

Dirac definidos acima com o Hamiltoniano estendido do sistema dado por
Hg = /HEd?’LE = / (HC + P11 + QOO() d3x, (2.94)

e transformar os vinculos de segunda classe em identidades fortes. Devemos lembrar
que ao fazermos ¢o = ¢3 = 0 o vinculo ¢ torna-se idéntico ao vinculo secundério original
X- Além disso os momentos py, € p 1; desaparecem da teoria, sendo que os parénteses de
Berezin (2.93) serdo uma mera conseqiiéncia da identidade forte py, = i 9 7.

Deste modo as equacoes de movimento sao

Al (A Hg} = —p'+ 040 - 0o, (2.95)
<0 [ 40 _
'~ {p' Hp} =0;F" vy, (2.97)

Y= {, Hg}p = —ieAo) — v°y7 (9; + ieA;) ¢ — im~’eh, (2.98)
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qzz {121, HE}D = iedg Y — (0; — ied;) P I + im 4 A°. (2.99)

Multiplicando a equagao (2.98) pela esquerda por iy? obteremos a forma conhecida

da equacgao de Dirac com interacao
i® p=eAgy*p — ir? (8; +ieA;) P + map, (2.100)

i (O + ieAy) yHp —map = 0. (2.101)

Analogamente, a equagio conjugada pode ser obtida multiplicando-se a equacéo (2.99)

pela direita por i7° tal que

iy’ =—epy" Ao —i(0; +ied;) Py —m o, (2.102)

i AP (Eu —ieAy) +m =0, (2.103)

Estas sao as equacoes de movimento cldssicas com toda a liberdade de gauge.
Podemos ver a partir da equacgao (2.96) que, analogamente ao caso do campo Eletro-
magnético livre, a componente A° é totalmente arbitraria. Além disso, a equacio (2.95)
deixa explicita a dependéncia de gauge das componentes A’ por meio da presenca do
parametro arbitrario a.

Passemos agora ao ponto de vista do formalismo de Hamilton-Jacobi. Da definicao

dos momentos temos os “Hamiltonianos”

H, = / (Po + Ho) da, (2.104)
H| = / HidPz = / pod’z, (2.105)
H) = /H’Qd% = / (p,p —i 70) dz, (2.106)

H; = /Hgd?’m = /pd—)d?’x, (2.107)
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que estdo associados, respectivamente, a t = t°, Ay, 9 e 12); 08 quais serao parametros
livres. Os dois primeiros H' sao pares e os dois ultimos impares. Usando a equacao
(1.26) e as expressoes (2.104)-(2.107) obtemos

_ony
op;

dA! dt = (—p' + ' Ay) dt, (2.108)

enquanto a equacao (1.30) fornece

, —_ .
dp' = —ZZ? dt = (ajFﬂ'i —e wp) dt, (2.109)
SH! S
0 _ 0 _ . _ 0
dp’ = =t = (a]pﬂ ey ¢) dt, (2.110)
I —_ . —_ —_
dpy = _5:550 dt — (_iaj by —ep A, —m ¢) dt, (2.111)

8, H}) 5, H,, » 0
—dt + ———==dy = (-1 0,9 + e A yH 9 + map ) dt — iy dip. 2.112
5o 6¢¢(v]¢ WY+ mp) dt — iy dy. (2.112)

Como vimos no capitulo anterior, as condigoes de integrabilidade irao exigir que

dH' =0, o que para H] implicard em
dH] :d/p0d3:1::0:>dp0 zajpj—eqﬁvoipzo, (2.113)

onde usamos a equagdo (2.110). Esta expressio é equivalente ao vinculo secundério

(2.79) e deve satisfazer & condigao
dH, = 0; H, = /’Hﬁldi”x = / (8jpj —e fy%) dz, (2.114)

que ¢ identicamente satisfeita com o uso dos demais resultados ja obtidos.

Para Hj temos a condigdo
- S0 0\ g3, — a7 A0
dHQ—d/(p,/,—zw’y)dx—0:>dpw—z(d¢)fy, (2.115)

que nao pode ser escrita como uma expressao do tipo H' = 0 devido & presenca de

dois diferenciais (dpy e d ’IL) Temos entdo condigbes impostas aos diferenciais dos
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pardmetros arbitrarios. Como mencionamos na se¢ao 1.4 isto estd relacionado ao fato
de H) corresponder a um vinculo de segunda classe. Se usarmos a equacdo (2.111)

obtemos uma relagdo entre diferenciais d zﬁ edt
i (d QL) = (—iaj Pyl —ePpyrA, —m QL) dt. (2.116)

Continuando o desenvolvimento da expressao acima, obtemos a expressao usual da

equagio de Dirac do campo 9
P b . 7
iyt (8u —’LGA“) +m¢=0. (2.117)
Para Hj temos

dH}, = d/ptzd% = 0= dp; =0, (2.118)

que, de forma similar ao caso acima, fornecerd, junto com a equagdo (2.112) a seguinte

relacao entre os diferenciais diy e dt
(—W’ajw + eA MY + ’rmp) dt —irdyp = 0, (2.119)
que nos levard a equacgao de Dirac para o campo 1
i (0 + ieAy) vy —map = 0. (2.120)

Por fim, com os resultados acima, a condigdo dHj = 0 é identicamente satisfeita.

Para tratar consistentemente os vinculos de segunda classe devemos usar os parénte-
ses de Dirac, que definimos ha pouco. Deste modo teremos apenas os “Hamiltonianos”
H|,, H] e H}, equagoes (2.104) e (2.105), a serem considerados como equagoes diferen-
ciais parciais de Hamilton-Jacobi. Os outros “Hamiltonianos”, H) e Hj, desaparecem
ao introduzirmos os parénteses de Dirac assim como os momentos py e Py que sa0
substituidos pelas expressoes fornecidas por H/, e H5. Os campos 1 e 1Z deixam de ser
parametros arbitrarios para se tornarem varidveis dindmicas canonicamente conjugadas

em virtude da expressao dos parénteses de Dirac (2.92).
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Deste modo, as equagdes caracteristicas para o sistema dado por H),, H{ e H} serdo

dA" = {Ai,H()}Ddt + {Ai,H{}DdAO + {Ai,Hg}de, (2.121)
dpt = {pi,H(')}D dt + {pi,H{}D dA® + {pi,Hfl}D dw, (2.122)
dyp = {3, Hy} pdt + {3, H } ; dA® + {4, H}} ; dw, (2.123)
d = {QZ),H(')}Ddt-I— {&,H{}DdAO + {&,HQ}de, (2.124)

onde, de acordo com o procedimento do Capitulo 1, os parénteses de Dirac estao de-
finidos no espaco de fase que inclui t° = ¢ e Py como varidveis canénicas. Como no
caso do campo Eletromagnético livre, o pardmetro w nao é identificado com nenhuma
coordenada porque H} ndo tem a forma adequada. O cédlculo dos parénteses de Dirac
nas equagoes acima leva as expressoes (2.95)-(2.99), obtidas no formalismo de Dirac, ao
fazermos a identificacio de w com « e lembrarmos que A° é um parametro arbitrario

também no formalismo Hamiltoniano devido a equagao (2.96).

2.2.1 Quantizac¢do (Eletrodindmica Quéntica)

Discutiremos agora alguns aspectos relativos & quantizacao “a gauge livre” deste exem-
plo. Novamente, por simplicidade, iremos omitir os sinais = que indicam operadores
quénticos.

Como a estrutura do vinculo envolvendo py nao mudou, teremos que usar as mes-
mas expansoes em coeficientes de Fourier para A" e p,, que no caso do campo Eletro-
magnético livre sdo dadas pelas expressoes (2.34), (2.40) e (2.41), com as mesmas
defini¢oes dos vetores de polarizagdo € (k). Como os parénteses de Dirac dados na
equagao (2.91) coincidem com os parénteses de Berezin usuais da equagao (2.18), as
relagoes de comutacio quanticas deles derivadas para os operadores a, (k), al. (k), ag (k),

ag (k), bo (k) e b:r) (k) sao as mesmas e dadas pelas equagoes (2.43) e (2.44).



Capitulo 2. Quantizacao e liberdade de gauge 60

Em relacao aos campos de Dirac ¥ e 1 fazemos a decomposicao de Fourier

= [, /ﬁ [ea @) () 677 1 df, (p) o) (p) 7], (2:125)
/ 1/ et p)e ™ +ck ()i @], (2120)

onde u(® (p) e vl sdo, respectivamente, os spinores para energias positivas e ne-

gativas que seguem a normalizagao

wt@ (p) u® (p) = 1@ (p) v®) (p) = ”6&5, ) = (m2+(7)2)1/2, (2.127)

usual em muitos textos [49, 50], bem como @@= uf(@)~0 5(¥= vi(@)40
Como 9 e zﬁ sao ambos impares, os parénteses de Dirac dados pela equagao (2.92)

tornam-se anticomutadores de tal forma que

{Yarbs) =4a ¥y + b ba= (1), @) (2.128)

A substituigdo das expansoes (2.125) e (2.126) nesta relacdo leva as relagdes de antico-

mutagio para os operadores ¢, (p), dq (p), ¢, (p) € di, (p)

{Ca (p),ch (p')} = 6450° (p — 1) ; {da (p),d} (p')} = 6450° (p— ) - (2.129)

Tais relacoes nos permitem construir um espaco de Fock para férmions em que ¢, (p) é
o operador de criacao de particulas e d}; (p) é o operador de criagao de antiparticulas.

Vejamos agora quais as restrigoes impostas pelos vinculos de primeira classe aos
estados fisicos. Como a estrutura do vinculo p° = 0 é exatamente a mesma apresentada
no caso do campo Eletromagnético livre, as condicbes que este impoe sobre os estados
fisicos nao se alteram em relacao aos resultados obtidos na secdao anterior. Contudo
o segundo vinculo de primeira classe é alterado para 0;p' — e 1 ¥4 = 0 e, portanto,

devemos ter novas condicoes sobre os estados fisicos. O termo 9;p(t)? tem a mesma
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forma. da equacdo (2.50), mas o termo p = e ¢ %4 é simplesmente a densidade de

carga elétrica, cuja integral espacial nos da a carga total @
Q- / Brp = e / B A = e / &p el () ca (p) — df, (p) do ()] - (2.130)

A expressdo para p(z) é

plx) = e#/dg’p'd?’pﬁ X
[d (p) cg (p) v1(@ (p) ulP) (p') e~ilptP)z

p) cs (p) ul® (p) ul® (p') €'®
Hda (p) dly () o () o) () e 02"
L 3; (p,) uf(@ (p) v »B) (pl) i(p+p')z ] ’ (2.131)

nao permitindo estabelecer uma relacao simples entre os operadores fermionicos e os
operadores ag (k) e a3 (k) do campo Eletromagnético. Contudo, fica evidente que para
os estados fisicos havera uma relacao entre as contribuicoes relativas dos setores esptrio
e longitudinal do campo Eletromagnético e as contribuicoes provenientes do operador
densidade de carga. Para ilustrar esta relagao de forma mais clara podemos considerar
o vetor de corrente j7# com uma expressao em séries de Fourier tal que tenhamos para

a componente ;°

/d3k 0>’ (50 (k) %% 4 570 (k) ] (2.132)

JTT

Neste caso, teremos que a condi¢do imposta pelo vinculo secunddario sobre os estados

fisicos serd

. |
Bt ) — O [y /dk [a0 (k) — a3 (k) = 1° (k)] e [9) = 0,

\/2 27r
(2.133)

(a0 (k) — a3 (k) — ° (k)] |) = 0. (2.134)

22
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Este resultado é condizente com a interpretacdo usual, feita a partir da andlise do
propagador de Feynman para o féton livre (ver referéncia [49], pdgina 90), de que os

fétons longitudinais e escalares sao os mediadores da interagdo de Coulomb.

Se agora substituirmos no Lagrangeano (2.65) o termo F,, F**, relativo ao campo
Eletromagnético livre, pelo termo correspondente ao uso do Lagrangeano de Fermi,

teremos o novo Lagrangeano

L= / LdPz = / (—% (0,A,) (O*AY) +i 1 " (O + ieA,) P — m P ¢) 3z, (2.135)

o qual resultard novamente na equacdo (2.54) como expressio para os momentos p/
e, como no caso livre, desaparecem os estados espirios relacionados ao setor A%, py.
A condicao de consisténcia a ser satisfeita para a condicao de Lorentz 9,A4* = 0 é
justamente a Lei de Gauss com fontes §;E = ¢ 1) 7v%p. A substituicio das definicdes
operatoriais do potencial vetor em 0, A* e 0; E" envolve somente os operadores relaciona-
dos aos fétons transversais e longitudinais e resultam nas expressoes (2.57) e (2.60),
respectivamente. Estas condicGes, combinadas com coeficientes apropriados, levam e-
xatamente a relacdo entre estes fétons e a densidade de carga elétrica para os estados

fisicos que acabamos de descrever acima.

Por fim, consideremos o caso em que a componente A° nio é uma variivel indepen-

dente, mas sim obtida através da interagao coulombiana instantanea tal que

A (z) = / d3y47r‘p?(732?, (2.136)

onde p=ce 1& +%). Este resultado corresponde a uma fixacido parcial de gauge com
um vinculo da forma ¢’ = 9;p* — 6;0°A° =~ 0 tal que o vinculo p° ~ 0 agora é de
segunda classe. Esta condicdo, junto com o vinculo secunddrio 9;p* — p = 0, fornece a

equacio 0;0°'A° = p que leva & equacio (2.136). Com isto nio temos mais os operadores
P



Capitulo 2. Quantizacao e liberdade de gauge 63

associados & componente A° do campo, de forma que a expressio para p’ passa a ser

P o= — (aOAi _ az’AO) _ _z./ (2131; :k e ( [ (k) e~ 4 al (k) e““]
+0 / d%%. (2.137)

A divergéncia deste operador é

_ /dsk p)*? H e * 1 af (k) eikw]

ﬁ

+8;0' / By—r (2.138)
47 —

de forma que o termo p na condicio 9;p' — p = 0 é anulado pelo ltimo termo da

expressdo acima. Deste modo, a condicao 9;p* — p = 0 sobre os estados fisicos resulta

em 3/2
3
(2 = - [T oy et gy =0, (2139)
\/ 27r
s (B)9) =0, (2.140

de forma que para tais estados nao pode haver fétons transversais presentes, resultado
que coincide com o resultado conhecido da quantizacdo no gauge de Coulomb.

Os resultados que acabamos de obter com as fixagbes parciais de gauge sdo equi-
valentes aqueles obtidos nos casos correspondentes do campo Eletromagnético livre
e ilustram, mais uma vez, as caracteristicas que haviamos mencionado a respeito da

quantizacao “a gauge livre” de sistemas singulares.



Comentarios finais

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento do formalismo de Hamilton-Jacobi para
sistemas singulares, fazendo sua generalizagao para sistemas com varidveis pertencentes
a algebra de Berezin. No desenvolvimento demonstramos em detalhes a equivaléncia
entre as condicoes de integrabilidade no formalismo de Hamilton-Jacobi e as condi¢oes
de consisténcia no formalismo de Dirac. Demonstramos que o formalismo de Hamilton-
Jacobi permite-nos, através da andlise das condigoes de integrabilidade de suas equagoes
caracteristicas, obter eventuais vinculos secundarios que surjam na teoria. Portanto,
nao é necessario partir de um conjunto completo de vinculos obtidos via formalismo de
Dirac, como usualmente é feito na literatura.

Em particular, vimos que no formalismo de Hamilton-Jacobi as equacoes diferen-
ciais totais para as caracteristicas devem incluir todos os vinculos de primeira classe,
primadrios e secundarios, resultando automaticamente na conjectura de Dirac de que a
dindmica deve ser gerada com todos os vinculos de primeira classe presentes no Hamil-
toniano. Além disso, vimos que o problema gerado pela presenca de vinculos de segunda
classe pode ser resolvido de forma natural pela introdugao dos parénteses de Dirac.

Do ponto de vista quantico, vimos que a interpretacdo do processo de quantizacdo
via Hamilton-Jacobi como uma quantizacao a “gauge livre” requer um certo cuidado,
apesar de esta ter sido uma das motivagoes de Dirac em seus trabalhos iniciais sobre
sistemas singulares [5, 6]. Em primeiro lugar porque nao temos mais a situacao do caso

cldssico em que a forma das equacbes de movimento, incluindo todos os vinculos de
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primeira classe, faz com que a evolugdo temporal do sistema permita chegar, a partir
de uma mesma, configuragdo inicial, a todos os estados fisicamente equivalentes. Estes
estados s@o aqueles conectados por meio de transformacOes canonicas geradas pelos
vinculos de primeira classe. Mas no caso quantico, apesar de haver diversos estados
correspondentes a um mesmo estado fisico, os vinculos de primeira classe ja nao geram
mais transformacdes que ligam dois estados quanticos equivalentes. Isso ocorre porque
agora estes vinculos anulam os estados fisicos de forma que a “transformacao de gauge”

(2.9) é uma mera identidade ao atuar sobre estes estados.

Em segundo lugar, vimos, através dos exemplos, que em determinadas circunstan-
cias a exigéncia de que os estados fisicos sejam anulados pelos vinculos de primeira
classe pode levar a uma fixagdo implicita do gauge. Além disso, os exemplos mostram
que a quantizagdo a “gauge livre” pode levar a complicacbes na construgao da teoria
quantica, como a existéncia de estados espirios do sistema. Devemos ainda mencionar
que todo o estudo aqui realizado pode ser estendido para teorias com derivadas de
ordem superior [51, 52].

Quanto a desenvolvimentos futuros, diversas alternativas se apresentam. Uma, delas
é o estudo da relagao entre o formalismo de Hamilton-Jacobi e a interpretacao de David
Bohm para a Mecédnica Quantica [53, 54|, suas implica¢oes na Cosmologia Quéntica e
seus desdobramentos no caso de sistemas singulares.

Além disso, é importante analisar o tratamento dos vinculos de segunda classe por
meio da expansao do espaco de fase através da introducao de novas varidveis. Este
método introduz simetrias de gauge nos sistemas fisicos, transformando vinculos de
segunda classe em vinculos de primeira classe, dando origem a alternativas de quan-
tizagdo de sistemas singulares como o método BFFT [55, 56, 57, 58]. A teoria original
seria entao recuperada através de um processo de fixagao de gauge; contudo, torna-se
necessario verificar a equivaléncia entre diferentes procedimentos de fixacdo de gauge

da teoria expandida, assim como o resultado obtido através da quantizacao a “gauge
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livre” da mesma.

Por fim, pretendemos estudar a relacdo com a simetria BRST e supersimetria.



Apéndice A: Nocoes Basicas da algebra de

Berezin

Faremos aqui uma breve apresentacdo da algebra de Berezin, suas defini¢cbes e pro-
priedades bdsicas. A abordagem aqui apresentada baseia-se naquela encontrada no
apéndice D da referéncia [13], de onde retiramos as defini¢oes aqui apresentadas, e um
tratamento mais completo pode ser encontrado nas referéncias [35] e [36].

Nosso ponto de partida é a algebra de Grassman G sobre o campo dos complexos,

que é aquela cujos elementos geradores £¢ (a = 1,...,m) satisfazem as relagoes
£ + e = 0. (A.1)
Um elemento geral g nessa dlgebra é dado por

g=fo+ fal* + fa1a2£a1§a2 + 4+ fa1a2---am£a1£a2 e g0, (A-2)

onde os coeficientes f sdo complexos e devem ser antissimétricos nos seus indices, de
forma a nao gerar ambigiiidades na representacdo de g. Devemos assumir também uma
operagio de involucdo (g — g7; g, g7 € G) definida na 4lgebra de Grassman tal que

_|_
) )" =959l (o1 + cag0)t = clgf + 397, (A.3)

(95" =g (9192

onde ¢; e co sa0 numeros complexos, e que os elementos geradores €% sejam involutivos,

ie (£0)T =¢B.
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Consideremos também uma &algebra F de fungoes continuas e infinitamente de-
rivaveis definida sobre o conjunto dos complexos, com um conjunto de elementos gera-
dores 6 (c) (i = 1,...,k) onde 6 (c) = ¢!, que também tenha a propriedade de involucio

acima e satisfaca & condicao
. + . . .
(6°(0) =c*=c =0/ (o). (A.4)

Podemos entdo generalizar a expressdo (A.2) admitindo que os coeficientes f per-

tencem 3 algebra F de tal forma que o conjunto gerado por elementos da forma

b= fo(0) + fa (0) € + faran (0) M€Y + -+ + fararam (0) £71E%7 - E%, (AD)

é uma &lgebra sobre os nimeros complexos com elementos geradores (6,&) e que
chamamos de dlgebra de Berezin (ou B-dlgebra) B.

Designaremos os elementos geradores da B-dlgebra como z% = (Hi, £%), onde
22=0" a=i=1,.k 2°=¢*, a=k+a, a=1,..m. (A.6)
Por construcdo ha um operador de involugio na B-dlgebra tal que b — b*; b, b™ € B e
(1) =b; (biba)t = 66T (ciby + cobo)t = b + &b, (A.7)

onde, como antes, ¢; € ¢ S40 numeros complexos.

O subespago de B composto pelos elementos cuja representacao (A.5) contém apenas
poténcias impares dos £ ‘s é chamado B’ e os elementos a ele pertencentes sao chamados
de elementos impares. J4 os elementos pertencentes ao subespaco B”, composto pelas
representagoes (A.5) que possuem apenas poténcias pares dos £’s, sdo chamados de
elementos pares.

Os elementos pertecentes a B” sao permutéveis com todos os outros elementos de B,
enquanto os elementos pertencentes a B’ anticomutam entre si e, em particular, temos

b? = () para todo b € B'. Obviamente temos 6 € B" e ¢ € B', de forma que os 0 s sdo os
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geradores pares e os ‘s os impares. Para elementos pertencentes a B’ ou B” podemos
falar de uma paridade de Grassman definida., mas em geral um elemento de B serd

composto pela soma de elementos de paridades diferentes, i.e.
b=0b'+0b", b eB, b"eB". (A.8)
Definimos entdo a paridade P, de um elemento b pertencente a B' ou B” como
Py =1,beB; Py =0,beB" (A.9)

Obviamente temos que Py = 0 e P = 1 e a paridade de um elemento b3 = b1y é
dada por
Plos) = (P(bl) +P(b2)) (mod 2). (A.10)

Podemos também definir uma paridade P do indice a tal que coincida com a do
gerador 2%, i.e. Fy) = Pa). Deste modo temos as seguintes relagdes de comutagao

para elementos da B-dlgebra

biby = (—1)Fen ) pop (A.11)
e, em especial, para os elementos geradores da algebra

2920 = (=1)F@Fm Zb5a, (A.12)

Como os elementos da B-ilgebra em geral nao comutam, temos dois tipos de

derivadas: uma a direta, definida como

Or b T PPl ca o
@z‘“z“2 2% = Z (-1) (e4) 0hiz0 292 ... Zim1 5% L g0k (A.13)
i=1

e outra & esquerda definida como

) b I P@P(0) ca; L
8—;“2”12“2 B AL Z (—1)ZJ_1 @7 (o) Ogiz@l 292 ... Zhi1 % Lo 0k, (A.14)

=1
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Estas definicoes sdo tais que temos

8dez“ _ g orb

db = 0z 0z%’

(A.15)

onde os dz® tém a mesma paridade dos elemetos geradores z® correspondentes. E im-
portante notar que nao existe uma definicdo padrao de derivadas & direita e & esquerda
na literatura. As defini¢oes aqui usadas concordam, por exemplo, com as usadas na
referéncia [14] mas estdo invertidas em relacao aquelas usadas na referéncia [12].

No caso especifico de by by, por exemplo, temos

O, orb orb
5a (ib2) = (=)0 2y 4 b, =2, (A.16)
onde by deve ter paridade definida, e
0 oy 0ibo
90 (bibe) = o by + (—1)TenT@ by 97 (A.17)
onde b; deve ter paridade definida.
Algumas propriedades das derivadas, a apartir de suas definig¢oes, sido
81" ar P\ P, ar 87 al 8l P\ P, 8l al
b= (-1 F@Fe Zr g b= (—1)@Fe) 2“1y Al
02% 0z¢ (=1) 02¢ 020 92% 0z¢ (=1) 02¢ 0z0 (A-18)
o O or O
b= A1l
02% 0z¢ 02¢ 020" (A-19)
0, Py + P\ Py Or
b=(=1) @™ (@) —p A.20
Sb=(-1) b, (4.20)

onde na ultima equacdo b deve ter paridade definida.

Sendo b (ya (zb)) uma, funcdo composta dos z ‘s, temos que a regra da cadeia serd

G _ ot a3 _ 0o
0zb 020 Oya’ 020  Oyo Ozb’

(A.21)

enquanto que considerando-se um pardmetro numérico A tal que y¢ ()\, zb), teremos

ob  Oy® ob  0.b 0y*

OX  OX Oye  Oye OX

(A.22)
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A integral dos elementos da B-algebra com relacdo a um conjunto z®,--- 2% de

elementos geradores, i.e.

T= / b(z)da® - do®, (A.23)

é, por defini¢do, uma funcdo linear de b(z) e portanto podemos definir separadamente
as integrais em relagdo aos geradores pares e impares. Deste modo a integral de b (z)

em relacdo a um conjunto de elementos pares 0% - -- 0% ¢ definida como
. ) +00 . )
I= / b(z) do - - do* = / b (2)lgis . gin yein iy AT -+, (A.24)
—0o0

e portanto é uma integral nas variaveis usuais ¢*. J4 para a integral em relagdo a um

conjunto de varidveis impares temos a definicao

/ de® =0, / £odee = 1, (A.25)

(sem somatoria no indice repetido) e portanto essa integral coincide com a derivada em

relacao ao elemento correspondente, i.e.

17 3]
/ b(2) e g™ = O b (2). (A.26)
Com essas definicoes a integral de uma, derivada total é zero, i.e.
ob | . ob .,
= = A.27
Py dz p dz* =0, ( )
e a integracao por partes torna-se
ob1, ., Py, P / Oyby
= —(—1)"t1"e ——dz* A2
920 bgdz ( ) 1 b1 520 dz R ( 8)

onde nas equagcoes acima nao hd somatéria no indice repetido e by tem paridade definida.
Por fim mencionamos a defini¢do de super-matrizes M, que sdo aquelas cujos ele-
mentos My, pertencem & B-dlgebra, tendo uma paridade definida, e que possuem uma

paridade associada a seus indices (P(a), P(b)) tal que seja valida a relacdo

Py = Pla) + Py (A.29)
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A ordem de sucessao dos indices pares e impares ¢ arbitraria desde que P,y = F;) para
a="b.

Supermatrizes possuem diversas propriedades semelhantes as das matrizes usuais,
enquanto outras podem ser bem diferentes. Por exemplo, existem 5 operacoes de trans-
posicao, sendo que nem todas obedecem & regra usual da transposicao do produto, i.e.
(MN)" = NTMT. De forma analoga, a propriedade de simetria ou antissimetria de
uma supermatriz é especifica da operacao de transposicao a qual se refere. Nao abor-
daremos estes tépicos aqui pois ndo sao necessarios ao desenvolvimento aqui realizado,
apenas sugerimos as referéncias ja mencionadas para maiores detalhes. O unico resul-
tado que mencionamos é que se uma supermatriz possui uma supermatriz inversa, as

inversas & esquerda e & direita sdao idénticas.



Apéndice B: Formalismo de Dirac

Apresentaremos aqui as idéias béasicas do formalismo Hamiltoniano generalizado de
Dirac. Iremos nos ater apenas as idéias centrais e resultados fundamentais, sendo que
maiores detalhes sao encontrados nas referéncias [7, 12, 59].

Consideremos entdao um Lagrangeano que seja uma funcao par das N coordenadas
¢" e suas velocidades. Para passar ao formalismo Hamiltoniano, por meio da introducio
dos momentos p; = 0,L/0 C']i, é necessario que a super-matriz Hessiana
Orp; _ 67? L
od odad’

seja nao singular para que possamos expressar todas as velocidades como fungoes das

Hij =

(B.1)

varidveis canodnicas, i.e. as coordenadas e os momentos. Se esta condi¢do nao for satis-
feita e a supermatriz tiver posto P = N — R, poderemos resolver apenas P velocidades
4, em funcdo das coordenadas ¢'s e dos momentos p's e das R velocidades ¢, restantes,
ou seja

90= fa (q,pb, Q'a) : (B.2)
onde « = 1,....,Rea = R+ 1,..,N. Substituindo esta expressao na definicdo dos

momentos canonicamente conjugados temos que:

pi =9 (0,40,40) =95 (¢ fa (:P0:4a) 1 9a) = gi (4,71, 4a) - (B-3)

Entretanto temos que p, = g5 para b = R+ 1,..., N e conseqiientemente as R

expressoes restantes para os momentos p, (o = 1,..., R) nao podem conter nenhuma
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das R velocidades 4, ndo resolvidas, do contririo seriamos capazes de resolver algumas
delas em funcao dos momentos p, 0 que iria contradizer o fato da supermatriz Hessiana

ter posto P. Deste modo, temos R vinculos ®, dados por

Pa = 9o (¢, 06) = Pa = Pa — 9o (¢, ) =0, (B.4)

e chamados de vinculos primadrios.

Levando em conta estes resultados o Hamiltoniano canénico serd dado por

He = go (0,00) 4" +Paf* (¢:75:90) = L (4:90= fo (0,76 4a) , o) - (B.5)

Derivando parcialmente pela esquerda em relacao aos ¢'s, aos p, e as velocidades

nao resolvidas ¢, e usando a definicio dos momentos, teremos

OH, 090 -« Py P af* oL Of, 0L 0ga a OL
= q +(=1)®)p, —— — — — = qg ——, B.6
0g; dq; (=) P d¢; 0O0¢; 0¢i 0q, Ogi 0q; (B-6)
O H. PP Of° 890 o Ofy OL
B G M R
Opa fot (=1) P opa " Opa 0pa 0 qy
_ O019a o - 090 -a
= fat 9P, q =4, +6pa q, (B.7)
0.H, o.f  O.L  8,L o f 0. L
— = (o + — - —— — — — =¢go— —— =0. B.8

A 1ltima das equacoes acima nos mostra que o Hamiltoniano candnico nao possui
dependéncia explicita nas velocidades nao resolvidas. Além disso, usando as
equagoes de Euler-Lagrange e a definicdo dos momentos, podemos escrever as equacoes

(B.6) e (B.7) como

him o (He - 90 8%). (B.9)
G,= a%la (He - ga ") .- (B.10)
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Estas sao as equacoes Hamiltonianas que podem ser escritas para um sistema singular
e s6 estao definidas num subespago do espago de fase definido pelos vinculos (B.4).
Se quisermos ampliar este sistema para todo o espaco de fase devemos introduzir o
conceito de igualdades fracas.

Uma fungao F (q,p) é dita fracamente nula, escreve-se F' = 0, se ela se anula na

hipersuperficie definida pelos vinculos, ou seja,
Flg,o=0=F=0. (B.11)

Se além disso o gradiente de F' se anula nessa hipersupeficie F' serd fortemente nula
(F ~0), ou seja

oy F

0y

Os vinculos sao claramente igualdades fracas ja que

a7"©0t

Opi

_ O F
®,=0 Op; $,=0

—0= F~0. (B.12)

_ arpa
®,=0 Op; ®,=0

= lailg,—0 7 0, (B.13)

de forma que devem ser escritos como ¢, = 0.
Uma importante propriedade derivada desta definicdo, que apresentaremos sem sua
demonstragao, é que se duas fungoes F' e D sao fracamente iguais (F = D) entao a

seguinte igualdade forte é vélida

F D
F— 8"—% ~D— Or
Opa Opa

A demonstragio desta identidade pode ser encontrada na referéncia [59]. Como con-

B, (B.14)

seqiiéncia deste resultado uma fungdo F' fracamente nula é igual a uma combinagao
linear dos vinculos.

Consideraremos agora que o Hamiltoniano canénico, que sé é definido na hipersu-
perficie dos vinculos e nao depende dos momentos p,, seja a restricdo a essa hipersu-
perficie de uma funcdo H' definida em todo o espaco de fase, ou seja H. ~ H'. Teremos
entao

—H, ~
ogqi ° Oqg;

!
O o O (H, _oH %) , (B.15)
Opa
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—H, ~
opi ¢ Oqi

!
O o O (H, _oH %) , (B.16)
Opa

e com isso as equagoes (B.9) e (B.10) tornam-se

: O 1 a
G 2 (H" + 3, q“) , (B.18)
Opa
onde usamos H” = H' — &1 ®,, e o fato de que g, = pa — ®,. O indice a na ultima
Opa

equacao pode ser estendido para variar em toda faixa ¢ = 1,..., N pois esta equagao
serd trivialmente satisfeita para s = o = 1,..., R. Além disso, apesar de H"” nao ser
completamente determinado, podemos fazer H” ~ H.. Deste modo temos agora as
equacoes Hamiltonianas

Pime — (Hc + @, qa) s = a% (Hc + @, qa) , (B.19)
7

que podem ser escritas usando os parénteses de Berezin como

i~ {pi,Hp}p; 4= {a¢, Hp}g, (B.20)

onde

Hp = H,+ &, q°, (B.21)

é o Hamiltoniano primadrio.

Devemos mencionar que o conjunto dos vinculos pode sempre ser mudado para um
conjunto equivalente que define a mesma, hipersuperficie através de uma transformacgao
inversivel do tipo (I’% = ®*A,3. Com essa mudanca os coeficientes arbitrarios dos
vinculos no Hamiltoniano primdrio passam a ser u, = A;é Q'B, mantendo inalterada a
dindmica do sistema a menos de uma redefini¢ao dos parametros arbitrarios. Daqui por
diante os coeficientes arbitrarios no Hamiltoniano serao designados por uq, possuindo

a mesma paridade que o vinculo relacionado de forma que o Hamiltoniano continue
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sendo uma funcdo par, mas sem a identificacdo explicita com as velocidades uma vez
que esta identificacdo pode ser facilmente perdida.

Também é importante frisar que a defini¢do das igualdades fracas faz com que seja
obrigatdrio o cdlculo dos parénteses de Berezin antes de usar o fato de os vinculos serem
nulos. Isso deve-se ao fato de que tais parénteses sdo definidos em termos das compo-
nentes do gradiente no espaco de fase que nao sao nulas para uma fungao fracamente
nula.

Agora, por uma questao de consisténcia, devemos exigir que os vinculos primarios
sejam preservados na evolucao temporal do sistema e, portanto, devemos ter como

condigoes de consisténcia
q.)am {(I)a, HP}B ~ 0. (B.22)

Estas condicoes podem resultar em trés situacoes distintas: num primeiro caso podemos
ter expressoes envolvendo os coeficientes u,, de forma que um certo nimero deles
deixem de ser arbitrarios, podendo ser expressos em funcdo das varidveis candnicas.
Outra possibilidade é que estas condigoes resultem em expressoes do tipo ¥, ~ 0, que
nao envolvem os coeficientes u, mas ndo se anulam com o uso dos vinculos. Estas
expressoes devem entdo ser consideradas novos vinculos e sdo chamadas de vinculos
secunddrios. Por fim, podemos ter uma igualdade trivialmente satisfeita que nao
levara a novos vinculos ou a condigoes sobre os parametros .

O numero de parametros u, que podem ser determinados a partir das condigoes
(B.22) é dado pelo posto da matriz R x R com elementos dados pelos parénteses de
Berezin dos vinculos primdrios, i.e. {®q,®g} 5. Se o posto desta matriz for R todos os
parametros arbitrdrios serdo determinados. Mas se esta matriz tiver R’ < R autove-
tores nulos teremos R — R’ coeficientes u, determinados e R’ equacoes indepententes
dos coeficientes u, que irdo gerar vinculos secunddrios se nao forem identicamente

satisfeitas. Contudo, devemos ter em mente que a hipersuperficie dos vinculos deve
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ser definida também pelos vinculos secundérios. Isso pode reduzir o posto da matriz
{®q, ®g} 5 fazendo com que menos coeficientes u, sejam determinados e novos vinculos
secundarios possam surgir.

Consideremos entao que tenhamos determinado um certo ntimero de coeficientes u,,
e obtido um ntimero M de vinculos secundérios ¥,. Estes vinculos secundérios também
devem satisfazer condigoes de consisténcia do tipo da equagio (B.22), podendo levar
a determinagao de mais parametros arbitrarios u, ou ao surgimento de novos vinculos
que também serao chamados de vinculos secunddrios por uma questao de simplicidade.
O processo deve entao ser repetido até que nao surja nenhum novo vinculo.

Este processo em geral termina apds poucas interagoes nos deixando com um nidmero
total M de vinculos secunddrios, denominados ¥, a serem considerados junto com os
R vinculos primérios, totalizando T'= R + M’ vinculos. Teremos entdo um sistema

total de T' equacoes
Oa= {On, Hp} g = {O0, He}  + {Oa, Bs} g’ = 0, (B.23)

onde O, designa o conjunto total dos vinculos primérios e secundérios. Estas equagoes
irao determinar um nimero total de coeficientes arbitrarios u, dado pelo posto, que é
menor ou igual a R, da matriz T' X R cujos elementos sdao os parénteses de Berezin do
conjunto total dos vinculos com os vinculos primdrios, i.e. {©4,®} . Se esta matriz
tem posto P < R teremos uma solugao geral para o sistema de equacdes ndo homogéneo
(B.23) dada por

Uq 2 Ug + Viga?"; a =1,.., R — P, (B.24)

onde U, é uma solucao particular, v, sdo novos parametros arbitrarios e V(q), sao as
R— P solucoes do sistema homogéneo {0, ®,} 5 u* = 0 associado (B.23). Substituindo

o resultado acima na expressao para o Hamiltoniano primario teremos

Hp = He + 39U + 8,V 0",
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Hp = H + /v, (B.25)
onde
H=H,+9,U% o, = Q. Vi) (B.26)
Esta forma do Hamiltoniano, uma vez satisfeitas todas as condigoes de consisténcia, é
chamada Hamiltoniano total.

Deste modo, apds todas as condicoes de consisténcia serem satisfeitas resta-nos uma
dindmica descrita em termos de um ntimero R — P de constantes arbitrarias, de um
novo “Hamiltoniano” H que incorpora os P coeficientes que foram determinados e dos
R — P novos vinculos @/, primdrios, dados como uma combinagio linear dos vinculos
primdrios. Estes novos vinculos ®/, tém a importante propriedade de ter parénteses de
Berezin nulos com todos os outros vinculos pois

{9/3’ (I)ZL}B = {@g, cI)OtV(a)OC}B ~ {@,3’ cI)Oé}B V(a)a ~ 0, (B-27)
em virtude do fato de V(,)® ser solugdo do sistema homogéneo associado a (B.23).

Fungoes que tém parénteses de Berezin nulos com todos os vinculos sdo chamadas
de fungoes de primeira classe. Aquelas que ndo tém essa propriedade sao chamadas
fungdes de segunda classe. Pode-se mostrar [59] que os parénteses de Berezin entre
funcoes de primeira classe também sao de primeira classe.

Por célculo direto podemos mostrar também que o “Hamiltoniano” H é uma funcio
de primeira classe, de forma que a dindmica do sistema, apés satisfeitas todas as
condicoes de consisténcia, é dada por um Hamiltoniano Hp de primeira classe.

Os vinculos podem entao ser divididos em vinculos de primeira e segunda classe
de forma independente da divisao em vinculos primarios e secundarios. O conjunto
total de vinculos de primeira classe pode ser obtido por meio dos autovetores V('a) 5 com
autovalor nulo da matriz T' X T' cujos elementos sao dados pelos parénteses de Berezin

de todos os vinculos, i.e. {04,043}, uma vez que

{@ﬁ,@ﬂ%)ﬂ}B ~ {08,055 V)’ = 0, (B.28)
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e, portanto O, = G)gV(’a)fB ¢é de primeira classe.

A matriz {©,, 03}, contém a matriz {Og, ®,} e por conseguinte possui pelo menos
tantos autovetores com autovalor nulo quanto esta iltima. Isso fica claro ao fazer-
mos um ordenamento de tal modo que os R primeiros vinculos ©, sejam os vinculos
primdrios @, e os M' restantes sao os vinculos secundérios ¥,. Deste modo, é ficil
notar que a matriz {O,, O} 5 possui ao menos R — P autovetores com autovalor nulo

na forma
n . . i . —
V(a)ﬂ = (V(a)a,O) ca=1,...,.R; 8=1,...T; a=1,...,R— P, (B.29)

onde V{4, sdo os autovetores associados de autovalor nulo da matriz {©,, @4} 5. Desta
forma, a combinagdo linear @gV('(; )/3 ir4 gerar exatamente os vinculos primarios de
primeira classe ®/. Os outros autovetores com autovalor nulo V(';')/B que a matriz
{©4, 03} possui irdo gerar combinagoes Gﬂv(lclzl)ﬂ contendo vinculos secundarios e que,

portanto, serdo vinculos secundérios de segunda classe.

Consideremos agora que tenhamos formado o maior niimero possivel de vinculos
de primeira classe, por meio de combinacées lineares dos vinculos, ficando entdo com
S vinculos de segunda classe que designaremos por ©7. A matriz A, de dimensio
S x §, formada pelos parénteses de Berezin destes vinculos, i.e. A,g = {@Z,@g}B,
tem a propriedade de ser nao singular, ou seja, seu determinante nao se anula nem
mesmo fracamente. Do contririo, existiria pelo menos uma relacao entre suas colunas
(ou linhas) tal que AaﬂAﬁ ~ 0, onde os coeficientes A® nao sio todos nulos. Mas
isso implica em {@;Q, @gAﬂ}B ~ {@g, GZ’}B AP 0 e portanto a combinacio @fg’Aﬁ
seria um novo vinculo de primeira classe, contrariando nossa hipdtese inicial de que ja

tinhamos o maior nimero possivel de vinculos de primeira classe.

Escrevendo a matriz A explicitamente em termos dos vinculos priméarios ®/ e se-
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cunddrios ¥” de segunda classe teremos

{en, 05} {@n,vp}

A =
{wg 4} (wh,vh)

(B.30)
onde os indices a e 8 estao sendo usados para os vinculos primarios de segunda classe
e os indices B e D para os vinculos secundarios de segunda classe. A matriz inversa
A~! terd a forma

Mgy Aap
Apy App

A= (B.31)

Dividindo o Hamiltoniano primdrio (B.21) em termos dos vinculos primdrios de

primeira e segunda classes teremos
Hp = H, + ®,v + 0, (B.32)

sendo que as condigoes de consisténcia (B.23) tornar-se-ao

{®0, Hely ~ 0,
{\P;’HC}B ~ 0,
(@4, Heyp + {@0 @5} & =~ 0,
{(Oh Hp+ {0505} & =~ 0 (B.33)
Os coeficientes ¢? podem entao ser determinados por
N () TR A T PN Ly L7 M £

de forma que a equagdo de movimento para uma func¢ao F' das varidveis candnicas
torna-se

P {F Ho+ 80 + 34}

P {F, H, + ®,0%) , + {F,@%}B ?,
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F =~ {F,H + %"},
_1\Ba _1\PB
—{map} (A7) @ Heyy — (R85} (A7) (W, H.}p (B.35)
Mas da definicdo da inversa A™' temos que
_1\Be _1\8B
(a7 {cbg,@g}B + (a7 ;'B,ég}B ~0, (B.36)
e usando este resultado nas condicoes de consisténcia (B.33) obtemos

(a7 fwg, ooy + (A1) (@, He 0, (B.37)

Contraindo este termo com {F, ¥} podemos reescrever o lado direito da equagio

(B.35) como
. 8
P {F,He+ @0} - {F,05) (A7) {00, Hop, (B.38)

onde agora todos os vinculos de segunda classe 9,'3' aparecem de forma simétrica do lado
direito da igualdade. Como os vinculos ®!, sdo de primeira classe podemos escrever a

expressao acima como
. _1\Be
FxA{F,Hy} - {F05}) (A7) {04 Hy) g, (B.39)

onde H), = H, + ®,v* é o Hamiltoniano canénico acrescido apenas dos vinculos
primdrios de primeira classe multiplicados por coeficientes arbitrarios.
Podemos definir agora os parénteses de Dirac {F, K}, entre duas fungdes das

variaveis canonicas F e K como
_1\Be
{F,K}p={F,K}p—{F 04} (A1) {04 K}, (B.40)

Eles tém a importante propriedade de serem identicamente nulos sempre que uma das

fungées F ou K for um dos vinculos de segunda classe, pois

{F’ 6I”;}D - {F’ ez}B B {F’ G'Z}B (A_l)ﬂa {GZ’GZ}B’
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Ba
" _ n " -1
{F’ 67}D - {F’ 67}3 B {F’ QB}B (A ) Aary

" _ " " B _
{rey} ={rey} -{res} ¢, =0 (B.41)
Além disso, possuem todas as propriedades dos parénteses de Berezin (ou de Poisson),

em especial eles satisfazem a identidade de Jacobi expressa na equagao (1.9).

Em termos dos parénteses de Dirac a equagdo de movimento (B.39) torna-se sim-

plesmente

F~ {F,HyY . (B.42)

A vantagem em introduzir os parénteses de Dirac esta no fato de que, ao descrever-
mos a dindmica do sistema em termos deles, os vinculos de segunda classe podem ser
transformados em identidades fortes pois qualquer fungao tem parénteses de Dirac iden-
ticamente nulos com eles. Deste modo, os vinculos de segunda classe desaparecem da
teoria, mas cada um deles elimina um grau de liberdade do espago de fase.

Quando apenas varidveis pares estdo presentes a matriz A é antissimétrica e uma
matriz antissimétrica nao singular deve obrigatoriamente ter um ntmero par de linhas
e colunas. Portanto, neste caso, teremos um ntimero par de vinculos de segunda classe
e sempre é possivel encontrar uma transformacio candénica, ao menos localmente, tal
que os pares de vinculos de segunda classe tomem a forma de pares P, e Q® das novas
varidveis canoOnicas. Com isso, os parénteses de Dirac tornam-se parénteses de Pois-
son (pois s6 hé varidveis pares) expressos em termos das varidveis canonicas restantes
apos a eliminacdo dos P’s e Q’s correspondentes aos vinculos de segunda classe. Esta
construcao esclarece a reducdo do espaco de fase pelo uso dos parénteses de Dirac,
mas devemos frisar que em geral nao é possivel obter uma transformagao global que
faca com que os vinculos de segunda classe tenham a forma de pares de coordenadas
canonicamente conjugadas.

No caso de varidveis impares estarem presentes pode haver um ndmero impar de

vinculos de segunda classe, o que implicard num espaco de fase de dimensao impar.
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Por fim, devemos mencionar alguns aspectos relacionados as transformagoes de
gauge e suas relagoes com os vinculos de primeira classe. Por principio deve ser im-
possivel distinguir fisicamente as diferentes escolhas dos coeficientes arbitrarios que
multiplicam os vinculos de primeira classe. Deste modo, duas configuracoes do sistema
obtidas a partir da mesma condicao inicial mas com escolhas distintas dos coeficientes
arbitrarios em H}. devem ser consideradas como um mesmo estado fisico. Isso implica
que os vinculos primérios de primeira classe devem ser geradores de transformacoes
candnicas que nao alteram o estado fisico, transformacées essas que foram identificadas
por Dirac como transformagcoes de gauge.

Também é possivel mostrar [7] que pelo menos alguns dos vinculos secundérios de
primeira classe podem gerar transformacgoes deste tipo. Dirac entdo formulou aquela
que é atualmente conhecida como conjectura de Dirac: que todos os vinculos de
primeira classe, primdrios e secundarios, sao geradores de transformacoes de gauge.
Esta conjectura é valida na maioria dos sistemas de interesse fisico, mas a questao de
sua validade geral e da forma exata da combinagao linear de vinculos de primeira classe
que atua como gerador da transformagcoes de gauge ainda é fruto de pesquisas [8, 9, 10].

Contudo, assumindo a validade da conjectura de Dirac podemos escrever a dindmica

do sistema em termos do chamado Hamiltoniano estendido Hp,
Hp =H.+ 0, v%, (B.43)

que contém todos os vinculos de primeira classe ©!, primdrios e secunddrios, mul-
tiplicados por coeficientes arbitrarios. Este Hamiltoniano contém todos os geradores
de transformagcoes de gauge e, portanto, possui toda a liberdade dindmica do sistema

classico.
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