\/
A#A#AV UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp "' 40LI10 DE MESQUITA FILHO”

Campus de Sao José do Rio Preto

Matheus Eduardo Dametto Silva

Observacgoes sobre o ‘span’ de determinadas classes de variedades

Sao José do Rio Preto
2022



Matheus Eduardo Dametto Silva

Observacgoes sobre o ‘span’ de determinadas classes de variedades

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencéo do titulo de Mestre em
Nome do Programa, junto ao Programa de Pés-
Graduacao em Nome do Programa, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, Campus de Sao José do Rio Preto.

Financiadoras: FAPESP — Proc.. 2020/00814-1
CAPES

Orientador: Prof2. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Sao José do Rio Preto
2022



Silva, Matheus Eduardo Dametto
S5860 Observac6es sobre o ‘span’ de determinadas classes de
variedades / Matheus Eduardo Dametto Silva. -- S&o José do
Rio Preto, 2022
87 p. :il., tabs.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista
(Unesp), Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, S&o
José do Rio Preto

Orientadora: Alice Kimie Miwa Libardi

1. Topologia Diferencial. 2. Campos de Vetores. 3. Classes
Caracteristicas. 4. Variedades Diferenciaveis. I. Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do
Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio Preto. Dados
fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




Matheus Eduardo Dametto Silva

Observacdes sobre o ‘span’ de determinadas classes de

variedades

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencéo do titulo de Mestre
em Nome do Programa, junto ao Programa
de Pds-Graduacdo em Nome do Programa,
do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual Paulista
“Julio de Mesquita Filho”, Campus de Séo
José do Rio Preto.

Financiadoras: FAPESP — Proc. 2020/00814-1.
CAPES

Comissao Examinadora

Prof2. Dr2. Alice Kimie Miwa Libardi
UNESP — Campus de S&o José do Rio Preto
Orientadora

Prof. Dr. Joao Peres Vieira
UNESP — Campus de Rio Claro

Prof. Dr. Edivaldo Lopes dos Santos
UFSCar — Séo Carlos

Sao José do Rio Preto
21 de fevereiro de 2022






AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a Deus por ter me dado a honra de estar sempre
perto de pessoas maravilhosas e inspiradoras. Agradeco também pelas
experiéncias e oportunidades que tive durante toda minha vida.

Agradec¢o minha familia, ao meu pai Luis, minha mée Marcia, e meu irméo
Lucas, que sempre me deram amizade, amor, carinho, afeto, motivacéo e
conselhos. Vocés sdo a base da minha vida, sem vocés eu nao seria 0 que sou
hoje.

Deixo também meu agradecimento & minha namorada Maria, que esta ao
meu lado desde a minha graduacéo, me proporcionando alegrias e momentos
de atencdo. Agradeco também a minha cunhada Elis que com sua luz nos
presenteou com o maior de tesouro de nossas vidas, minha sobrinha Julia.

Agradeco a todos os meus familiares e meus amigos. Em especial, aos
amigos que fiz na Unesp, que sempre compartilharam grandes momentos de
felicidade e aprendizagem comigo.

Também sou grato a todos meus professores do ensino fundamental e
médio. Aos professores da universidade, que me ajudaram a admirar toda a
beleza da matematica. Em particular, agradeco minha orientadora, Dra. Alice,
por toda paciéncia, motivacdo e os ensinamentos, e ao professor Jodo Peres,
gue me orientou durante a graduac&o e me auxiliou a conquistar meus objetivos.

Por fim, agradeco ao IBILCE por todo suporte dado ao projeto e agradeco
0 apoio da Coordenacédo de Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior, Capes
e a Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Séo Paulo, FAPESP,

processo 2020/00814-1, que apoiaram financeiramente este projeto.



RESUMO

Esta dissertacdo tem por finalidade apresentar parte do artigo [14] de P.
Sanrakaran, onde é feita uma ampla discussdo sobre o problema dos campos
de vetores para 0s espacos homogéneos. O 'span' de uma variedade
diferenciavel M é definido como sendo o maior natural r tal que existem campos
de vetores linearmente independentes em todos os pontos da variedade.
Tomando como base alguns resultados e exemplos, nosso objetivo sera
determinar o span(M), ou obter uma boa aproximacgédo para tal. Em especial,
trabalharemos na Variedades de Stiefel e na Variedades de Stiefel Projetivas.
Sera apresenta algumas conjecturas propostas por J. Korbas e P. Zvengrowski
no artigo [6]. Para que tal discusséo seja possivel, sera necessario um estudo
preliminar acerca de conceitos pertinentes para o entendimento e apreciacao
deste tema, tais como alguns topicos de topologia algébrica, variedades

diferenciaveis, fibrados vetoriais e classes caracteristicas.

Palavras—chave: Topologia Diferencial. Variedades Diferenciaveis. Fibrados.

Classes Caracteristicas. Campo de Vetores.



ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to present the part of the P. Sanrakaran article
[14], where the problem of vector fields for homogeneous spaces is widely
discussed. The span of a smooth manifold M is defined to be the greatest natural
r such that there are linearly independent vector fields at all points of the manifold.
Based on some results and examples, our goal will be to determine the span (M),
or to get a good approximation for it. In particular, we will work on Stiefel Manifolds
and the Projective of Stiefel Manifolds. We present some conjectures proposed
by J. Korbas and P. Zvengrowski in the article [6]. For the discussion to be
possible, a preliminary study of relevant concepts for the understanding and
evaluation of this theme will be necessary, such as some concepts of Algebraic
Topology, smooth manifolds, vector bundles and characteristic classes.

Keywords: Differential Topology. Smooth Manifolds. Fiber Bundle.

Characteristic Class. Vector Fields.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estamos interessados em apresentar os campos de vetores para algumas variedades,
o0 que serd explorados nos capitulos 8 e 9. Em particular, estaremos interessado no seguinte problema:

O Problema dos Campos de Vetores: Seja M uma variedade suave. Determinar o nimero maximo
r de campos de vetores linearmente independente em M. Denotamos r por span(M).

Iniciaremos nossa abordagem trazendo aspectos basicos da Topologia Algébrica, como a homotopia
e a teoria de homologia. Tais conceitos serao necessarios para o desenvolvimento do tema em questao,
como pode ser visto nos capitulos posteriores, em especial no capitulo 6.

O capitulo 3 seréd dedicado as acoes, tema central para a defini¢dao dos fibrados principais e os espa-
¢os homogeéneos. Além disso, o desenvolvimento deste tema ird permitir uma melhor compreensao da
secdo 6.3, a qual se destina aos Grupos e Algebras Lie.

No capitulo 4 iremos definir alguns objetos importantes chamados, em particular o chamado fibrado
vetorial. No capitulo 7 exploraremos um caso particular de fibrado vetorial, o fibrado tangente.

O capitulo 5 serd dedicado a definir e trabalhar com as classes de Stiefel-Whitney. Essas classe estdo
associadas a um fibrado vetorial através de 4 axiomas. Novamente, no capitulo 7 iremos trabalhar com
as classes de Stiefel-Whitney que estdo relacionadas ao fibrado tangente.

Os capitulo 4, 5 e 7 possuem como referenciais teoricos o livro Characteristic Class de John W. Milnor
e James D. Stasheff ( [11] ) e a dissertacao de Alex M. Barbosa ([1]).

No capitulo 6 se encontra um dos temas mais importantes e relevantes para este trabalho, as varie-
dades diferencidveis. Através de algumas construcoes, poderemos trazer a definicdo 6.9, a qual define
os campos de vetores. As definicdes e os resultados presentes neste capitulo serdo usados nos capitulos
posteriores.

No capitulo 8, iremos enunciar o problema dos campos de vetores. Serdo apresentados alguns re-
sultados que nos permite resolver tal problema para certas variedades, como as esferas e os espacos
projetivos.



Por fim, no capitulo 9, teremos o problema dos campos de vetores generalizado. Neste capitulo, serd
apresentado alguns resultados em aberto com relagao ao 'span’ das variedades de Stiefel projetivas.

Os capitulos 8 e 9 tem como base o artigo The Vector Field Problem For Homogeneous Spaces de
Parameswaran Sankaran ([13]).
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Capitulo 2

Homotopia e Homologia

Iniciaremos este trabalho com alguns conceitos bédsicos de Homotopia e Homologia. Apresentare-
mos tais assuntos através de exemplos e resultados. Representaremos o intervalo real fechado [0, 1] pela
letra I, quando nao houver ambiguidade.

2.1 Homotopia

Definicao 2.1. Sejam f,g: X — Y aplicacoes continuas. Dizemos que f é homotopica a g(f = g) se
existe uma aplicacdo continua H: X x I — Y tal que, para todo x € X,

H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x)
Dizemos que H é a homotopia entre f e g, e denotamos H: f = g.
Proposicao 2.1. A relacdo de homotopia = é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracao: De fato, sejam f, g, h: X — Y aplica¢des continuas, temos
i) Reflexiva: defina F: X — Y por F(x, t) = f(x), paratodo (x, ) € X x I, segue que F é uma aplicacao
continua e
F(x,0) = f(x) e F(x,1) = f(x)

Logo, f = f.

i1) Simétrica: suponha K: f = g. Defina G: X xI — Y por G(x, t) = K(x,1—1), paratodo (x, ) € X x I.
Assim

G(x,0)
G(x,1)

Portanto, se f =~ g concluimos que g = f.

K(x,1)=g(x)
K(x,0) = f(x)

i1i) Transitiva: suponha F: f~ge H:g=h. Defina L: X x [ = Y por

{ F(x,2t) ,
L(x,t)=
Hx,2t—-1) ,

e L

A IA
o~ =~
IA

= O
IA

Note que para t = %, temos

F(x,Z-%):F(x,1)=g(x)

11



1
H(x,2-z—1) =H(x,0)=g(x)
Deste modo, segue que L é continua. Além disso,

L(x,0)
L(x,1)

K(x,0) = f(x)
H(x,1) = h(x)

Portanto, f = h. O

Definicao 2.2. Sejam X,Y espacos topolégicos e f: X — Y uma aplicacdo continua. Dizemos que f
€ uma equivaléncia de homotopia se existe uma aplicacdo g: Y — X continua tal que fog = Idy e
gof=lIdx.

Neste caso dizemos que X tem o mesmo tipo de homotopia de Y, e denotamos X =Y.

A relacao tipo de homotopia = é uma relagcao de equivaléncia. De fato, sejam X, Ye Z espacos topo-
l6gicos, temos

i) Reflexiva: utilizando a aplicagdo identidade Idy : X — X, segue que Idx o Idx = Idx e, portanto,
Idy o ldx = Idx. Logo, concluimos que X = X.

ii) Simétrica: suponha X =Y, isto é, existe uma equivaléncia homotépica f: X — Y,comg: Y — X
talque fog=Idyego f=Idy.

Com isso, temos que g é uma equivaléncia homot6épica, com f sendo tal que fog = Idy e gof = Id.
Deste modo, segue que Y = X.

i1i) Transitiva: suponha X = Y e Y = Z, isto é, existem equivaléncias homotopicas f: X — Y e
h:Y—=Z,comg:Y —Xek:Z—Ytaisque fog=Idy,gof=1Idx,hok=Idzekoh=Idy.
Deste modo, tomando as composicoes ho f: X — Z e gok:Z — X temos que estas sdo continuas e

(ho f)o(gok)
(gok)o(hof)

ho(foglok=holdxok=hok=1Idy
go(koh)of:go[dyof:gof:]dZ

Portanto, X = Z.

Exemplo 2.2. O disco D" := {x € R"; ||x|| < 1} tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto.

Com efeito, sem perda de generalidade tomemos o ponto como sendo a origem de R”.

Assim, defina i : {0} — D" como sendo a inclusao i(0) =0, e r : D" — {0} como sendo a aplicacio
constantemente nula r(x) = 0, para todo x € D". Deste modo, roi = Id.

Ainda, defina H:D" x I — D" por H(x,t) = x- t, para todo (x, t) e D" x I. Logo, H é continua e

H(x,0) = 0=ior(x)
H(x,l) = x:Ian

Portanto, concluimos que i o7 = Idpn e ro i = Id, e, consequentemente, D" = {0}.

12



2.2 Homologia Singular

As proximas sec¢oes serdo utilizadas para introduzir duas importantes teorias da Topologia Algébrica,
a saber, a Homologia Singular e sua nocao dual, a Cohomologia Singular. Apresentaremos estes concei-
tos de forma breve, os quais poderao ser encontrados com maior desenvolvimento em [15] e [8].

Iniciaremos nossa abordagem a homologia singular recordando a definicao de médulo.

Consideraremos R um anel comutativo com unidade. Um R-mo6dulo M é um grupo abeliano aditivo
tal que, paratodo m,ne M er,s,1 € R, temos

i) r+sym=rm+sm
ii) rm+n)=rm+rn
iii) (r-sym=r-(s-m)

iv) 1-m=m

Ainda, o R-mo6dulo M é dito ser livre se existe um subconjunto S ¢ M tal que
i) paratodo m € M, existem s;,---,s, € S e escalares r1,---,r, € R tais que

n
m= E riSi
i=1

i1) todo conjunto finito P contido em S é linearmente independente.
Chamamos S de uma base de M. Em outras palavras, M é um R-méddulo livre se, e somente se, M
possui uma base.

Definicao 2.3. Seja T < R" qualquer. A envoltéria convexa de T (E(T)) é a intersec¢ao de todos os con-
juntos convexos em R” que contém T.

Dada uma colegao {xo,--- xp} € R" de p+1 pontos, definimos o p-simplexo como sendo E ({xo, - Xp}),
onde x; — Xp, - - Xp — Xo formam um conjunto linearmente independente. Note que independe do ponto
fixado.

Proposicdo 2.3. Seja {x,---xp} < R". Sdo equivalentes:
a) X1 — Xo, "+, Xp — Xo sdo linearmente independentes;

p 14 14 p
b)Se) sixi=) tixie) si=) _t;entdos;=1t; parai=0,---,p
i=0 i=0 i=0  i=0

Demonstragao: Suponha que x; — X, - - X, — X s@o linearmente independentes.

p p P p
Se ) six;=) tix;je) s;= t; entdo
i=0 i=0 i=0  i=0

p p p p p
0=) (i—t)xi=) (si—1)xi— Y (si—t)Xo= ) (si—t)(x;i—%0) =Y _(si— 1) (x;— o)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=1

donde concluimos que s; = t;, parai =0,---p
Por outro lado, suponhamos que seja vélido b). Mostremos que x; — Xo, ", X — Xo 30 linearmente
independentes, ou seja, mostremos que se

p
D tilxi—x0)=0
i=0

13



entdo t; =0, parai=0---,p.
P p p p P
Pois bem, se ) _#;(x; —xo) =0, entdo > t;x; = (Z t,-) Xo = (Z ti) Xo+ Y 0x;.
i=0 i=0 i=1

i=0 i=0
Como fy+1t1+-+-+1p =(fo+ 11+ +1p) +0+---+0, segue pela hipétese que 11, -, 1, sdo todos iguais

a zero. Consequentemente, fy = 0 e, portanto

X1 — X0, Xp — Xo

sao linearmente independentes O

Tomando uma ordenagao xo, -+, X, de pontos de R", com p < n, cada ponto s € p-simplexo € univo-

p

camente caracterizado por uma cole¢ao de coordenadas s = (fo, -, ), com > ti=1le0<t; <1, para
i=0

i= 0, L .

Definicdo 2.4. Seja {e;, -, e,} < R" abase canonica. Um p-simplexo padrao o, € dado por E(xo, -, Xp),

onde x; =ej41,i=1,---,p.

Observagdo 2.4. Desde que o1 = E(xy, x1) = [Xo, X1], por vezes consideraremos ; como sendo o subcon-
junto fechado da reta real [0, 1], uma vez que [xg, x;] = [0, 1].

Sejam X um espaco topolégico e R um anel comutativo com unidade. Um p-simplexo singular em
X é uma fungao continua ¢ : 0, — X. Denotamos o conjunto formado pelos p-simplexos singulares
por Cy(X) e, seu R-mddulo gerado é denotado por S, (X, R). Quando ndo houver ambiguidade, denota-
remos 0 R-moédulo gerado simplesmente por S, (X).

Note que um elemento « € S, (X, R) é da forma

t
a=) rip;
i=1

onde ¢; : 0; — X é uma funcao continua, e r; € R paratodo i = 1,--- f. Chamamos a de p-cadeia singular
de X.

Seja ¢ € C,,(X) um p-simplexo singular e j um inteiro tal que 0 < j < p. Definimos a j-ésima face de
¢ como sendo o (p — 1)-simplexo singular de X dado por

a](P(tO; ) tp—]_) = (P(tO, ) tj—lyoy t]) ] tp—l)

Com isso, temos que d; : C,(X) — Cp—1(X). Desde que C,(X) < S, (X, R) e 0 estd definida em C,(X),
podemos estender por linearidade d; a um tnico homomorfismo S, (X, R) — S,—1(X, R), que por sim-
plicidade serd denotado também por 0; e definido por

t t
0; (Zri(l’i) = Zriaj((Pi)
i=1 i=1

Assim, definimos o operador bordo como sendo 0 homomorfismo 9: S, (X, R) — S,—1(X, R) por

p
0=00—01+0,++(—1)P0, =) (—1)0;
i=1

14



Lema2.5. 0jo0;=0; 100 sempreque j <1i.

Demonstragao: Com efeito, note que para todo p >0, temos que 0j00;,0;—100;: Cy(X) — Cp_2(X).
Dado ¢ € Cy(X) e (fy, - tp—2) € 0 arbitrarios, segue que

000ty tp—2) = 0ip(ty, -+, 1j—1,0,8j,, p—2)
(p(t()r"' ) tjfl)oy t]y ’ ti*ZrO) ti*lr"' » tp*Z)

uma vez que 0; adiciona 0 na i-ésima coordenada e, apos aplicar 0}, a i-ésima coordenada se torna ; 1,
jaque j<i.
Por outro lado

0i—100))p(to---tp—2) = 0jp(to,+,ti—2,0,ti—1,--+, Ip—2)
= (p(t()r"'tjfl)o)tj)"')ti72)0)ti71)"')l-pfz)

donde concluimos o resultado. O
Proposicao 2.6. A composicdo 000 é igual a zero.

Demonstracao: Para facilitar a compreensao desta demonstracao, utilizaremos a notagao 0 par are-
presentar o operador bordo 0: S, (X, R) — S,—1(X, R), para todo p = 0. Sendo assim, queremos verificar
que 0”10 9” = 0.

Sem perda de generalidade, faremos a demonstra¢do para um elemento arbitrario ¢ na base Cp(X).
Deste modo, temos

P10 0P (¢)

P
ar—! (Z(—l)’@,—(p)
i=1

(—1)18P~1(8;¢)

Il
M=

=1

~
Il

1l
M

=l
(—D' ) (=1)79;0;¢
i j=i

= X (D™o;0:¢

I
—

O<i<p
O<j<p—1

= ) (=D"™o;0ip+ Y (=D"V0;0ip
O=j<i=p O=isj<p

Usando o Lema 2.5, segue que o primeiro termo pode ser escrito

Y DhMojeip= Y (Do 059

O<sj<isp O<j<isp

Chamando i —1= j'e j = i’, substituindo na soma acima, temos

> EnMaisie= Y D u00p=— Y D" 050,

O<j<isp O<i'sj'<p O<i'sj'<p
Assim,
S (—1)i+j0j6i(p+ S (—1)i+j0j6i(p = — > (—1)",+f’6j/6i/(p+ > (—1)i+76j6,'(p
O<j<i<p O<i<j<p O<i'sj'<p O<i<j<p
=0

15



Portanto, concluimos que 0”~! 0 4” =0, para todo p > 0. O

Em decorréncia da Proposicdo 2.6 temos que a sequéncia
58X RS S, (X, RS-

é uma sequéncia semi-exata. Por convencao, 0: So(X, R) — 0 é o homomorfismo nulo.

Tais sequéncias sao chamadas complexos de cadeias e denotadas por {S, (X), 0}.

Desde que 0 é um homomorfismo, seu ntcleo e sua imagem sdo subgrupos de S, (X, R) e S;,—1(X, R)
respectivamente, os quais serdo denotados por

Zp(X,R) {a € (X, R); 0(a) = 0}
Bu(X,R) = {feSn(X,R);0(a) =P, a€Sp1(X,R)}

Os elementos de Z,(X, R) sdao chamados de n-ciclos, enquanto os elementos de B, (X, R) sdo cha-
mados de n-bordos.
Note que, sendo a sequéncia

58X RS S, (X, RS -

semi-exata, temos que B, (X, R) c Z,(X, R) e portanto podemos definir o grupo quociente

Zn(X)

H,(X,R):=
B, (X)

denominado n-ésimo grupo de homologia singular de X com coeficientes em R.
Sejam X e Y espacos topolégicos arbitrdrios e tome f : X — Y uma aplicacdo continua qualquer.
Iremos construir uma aplicacao em nivel de homologia a partir da aplicacao f tomada.
Inicialmente, faremos a constru¢do nas cadeias de R-modulos, definindo (f3,)y : S, (X) — S, (Y) por
r r
(fn)s (Z“i(pi = Zai(fO(p,-), onde ¢; € C,(X) ,paratodoi=1,---,r.
i=1 i=1

Mostremos que (f); € uma aplicacdo de cadeias, ou seja, o seguinte diagrama

Sn(X,R) —2~ S, 1(X,R)
(fn)]jl l(f(nl))ﬁ

é comutativo.
Pois bem, desde que fod;(@):0,-1 — Y edj(fop):0,-1 — Y sdo (n—1)-simplexos singulares em
Y, com ¢ € C,(X), entao

fod((p)(t())"'!tl’lfl):f((p(t())"')tjfl)or tj;"';tnfl):a(fo(l))(to,"',tn—l)
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Assim,

ao(fn)ﬁ(zai(l’i) = (Za(foq)i))

i=1 =1
= Z Z —1)/8;(fo))
= ZZ —1)/a;0;(fop))

n .
= (fa) Z > (—1/a;0; ((Pi))

i=1j=0

= (fy| X (—179; (Z “i‘l’i))
i=1

j=0
= (fwg|0 (éai(/’i))

Deste modo, temos que (f,); (Z,(X)) € Z,(Y) e (f); (Bn(X)) € By(Y).
Portanto, para todo n = 0, (fy,); induz um homomorfismo (f,,)« : H,(X, R) — H (Y, R), dado por

(fn)« (¢ + B (X)) = (fu)s (@) + Bo(Y)

onde ¢ € Z,(X,R).
Note que se ¢ + B,(X) = ¢’ + B,(X), entdo ¢ — ¢’ € B,(X) e, consequentemente, (f,);(¢—¢’) €
B,(Y), ouseja, (fu)s (@) — (f)4 (¢') € Bo(Y). Deste modo, temos

s (@) + Ba(Y) = (F)s (") + Ba(Y)

e, portanto, (f,)« (¢ + By(X)) = (f)« (¢’ + Bn(X)), 0 que mostra que (f;,) estd bem-definida.
Ainda, seja g: Y — Z uma aplicagdo continua qualquer, entao, para todo n = 0, segue que

((go Fn)« Zai<Pi+Bn(X)) = ) ai(goflgN) +Bu(2)

i=1 i=1

(&n)« (Z ai(fo(Pi) +Bn(Y))
i=1

’
(gn)* © (fn)* (Z“z(pz +Bn(X))
i=1

Agora, se considerarmos a identidade Idy : X — X, para todo n = 0, temos

r r
=Y aigi+Bu(X) = Idp,x) (Za’i(/?i + By(X)

i=1 i=1

r
(Idy). (Zaifpi + By (X)

i=1
Exemplo 2.7. Seja X um espaco constituido de um tnico ponto, digamos X = {x}. Para cada n = 0, existe
um unico n-simplexo singular ¢, : 0, — {x}.
Como C,({x}) = {p,}, segue que S, ({x}, R) = {kg,; k € R}, ou seja, no complexo de cadeias

=281t B 2 So(iah, B 20

cada S, ({x}, R) é um grupo ciclico infinito gerado por ¢, € C,({x}). Ainda, 0;¢, = ¢,—1, uma vez que
0;¢pn € Cp_1({x}). Deste modo

n n
0pn=) (=D'0jpn=> (—Dipn
i=0 i=0
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donde concluimos, para n =0,

0 , senimparoun=0
oY, =
¢Yn—1 , senpar

Calculemos agora Z,({x},R). Se n for impar ou nulo, entdo d¢, = 0 e, consequentemente,
Ker(0) = S, ({x}, R), umavez que S,({x},R) = Rp.
Se n for par, temos que 0 é injetora, isto é, Z,({x},R) = Ker(0) =0, jdque 0, =0& ¢, =0.
Com isso, temos
Sn({x},R) , senimparoun=0

Zn({xh, R) =
0 , senpar

Vejamos agora B, ({x}, R). Se n for impar, entdo n + 1 é par e, consequentemente,
By ({x}, R) = 0(Sp+1({x}, R) = Sp({x}, R)
Agora, se n for par ou nulo, entdo n+1 é impar e

By ({x}, R) = 0(Sp+1({x}, R) =0

Logo,
Sn({x},R) , senimpar
By({x},R)={ "
0 , senparoun=0
Portanto,
, sen=0
H,({x},R) =

0 , sen>0
Proposicao 2.8. Se X é um espago topolégico conexo por caminhos, entdo Hy(X, R) = R.
Demonstracdo: Consideremos o complexo de cadeias
o2 81 B D Sotxh, R) 20
Note que Zy(X, R) = Ker(9(9)) = So(X, R), ou seja, Zy(X, R) é o R-mébdulo livre gerado por Cy(X) = {¢:

oo — X} = X. Logo, temos
Zo(X,R)  So(X,R)

Bo(X,R)  By(X,R)
Dado a € Sy(X, R), temos que « € escrito da forma

a= E Ny X

onde n, =0 a menos de um numero finito de x. Assim, podemos escrever

S
a = E riXi
i=1

Para demonstrar tal resultado, basta definirmos um homomorfismo f : So(X,R) — R tal que
Ker(f) = By(X, R) e aplicar o Primeiro Teorema do Isomorfismo.

Hy(X,R) =
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N S
Pois bem, para cada a = ) _r;x; € So(X,R) defina f : So(X,R) — R por f(a) = >_r;. Inicialmente,
i=1 i=1
observe que f é um homomorfismo sobrejetor, pois dados «,60 € So(X, R) e u € R arbitrarios, com a =

Z rix;e0 = Z gix;, e supondo sem perda de generalidade s > ¢, temos
i=1 i=1

S t N t S N
ua+9=u§ Tixi+§ GIixi=§ urixi+§ ql'xi=§ (urix; +qix;) = E (uri +qi)x;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde q; =0, parat<i<s.
Assim,

M-

flua+0)

1
S
=L
= uy i+ Z qi
i=1 i=1
= uf(a)+f©0)
Ainda, dado r € R qualquer, tomando rxg € So(X, R), temos [ (rxo) =r, isto é, f é sobrejetora

Finalmente, dado f € By(X, R), segue que 3 = G(Z r,(p,), onde Zr,(p, €eS1(X,R)ep;:[0,1] = X é
i=1 i=1

(ur; +q,)x,)
1

uri+qi)

— <
Il

continua. Logo,

o i on)
= fli (00—01)<Pi)
= fli (50901—51(!’:))
_ fl_il (<p,(1)—<pl(0)))
_ g J(F@i(D) — Fpi(0)
= i(r, ri)
_ o

e portanto, € Ker(f). Logo By(X,R) c Ker(f).

Reciprocamente, seja r1x; + -+ rsxs € Ker(f), ouseja, r; +---+rs=0.

Fixemos um ponto a € X. Paracadai =1,---,s, seja ¢; : [0,1] — X um caminho ligando o ponto a
fixado ao ponto x;. Tal caminho existe desde que X é conexo por caminhos.
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Tome y =rip;+---+r15ps € §1(X, R). Entdo

0y = 0(r@y+---+r5s)
S

= > ri(@o—01)(p;)
i=1

= ) ri(@o(p;) —01(p:)
i=1

= > rilpi(1)—¢;i(0)
i=1

1

S
= ) ri(xi—a)
i=1
N N
= ) rixj—)_ria
i?l i=1
= Zrixi

~
Il
—_

Logo, r1x1 + -+ rgXxs € Bo(X, R) e, portanto, By(X, R) = Ker(f).
Desde que f é sobrejetora, segue do Primeiro Teorema do Isomorfismo que

So(X,R)  So(X,R) _
Bo(X)  Ker(f)

Hy(X,R) = Im(f)=R

Proposicdo 2.9. Se f : X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entdo f. : H,(X) — H,(Y) é um isomor-
fismo.

Demonstracao: Seja g: Y — X o inverso homotoépico da f. Logo, fiog. = (fog)« = Udy)« = Idpu,v).
Também, g, o fi = (g0 )« = (Udx)« = Idn,x)-
Portanto, f. é um isomorfismo. O

O préximo resultado nos dé4 informacoes sobre um importante espaco, as esferas unitarias de di-
mensao n. A demonstracao de tal resultado pode ser encontrada em [15].

Proposicdo 2.10. Sejam R um anel comutativo com unidade qualquer e S" a esfera unitdrio de dimensdo
n. Entdao

ReR , j=0

a) Hj(S°,R) = {
0 , j#0

R , j=0ou j=n
b) H]-(S",R)—{ I J

0 , Jcasocontrdrio

2.3 Homologia Relativa

Aqui, X representard um espaco topolégico arbitrario e R uma anel comutativo com unidade.
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Considere A um subespaco de X. Desde que S;,(A,R) c S, (X,R), paratodo n=0, e S,(X,R) é um
Sn(X,R
R-mo6dulo, podemos fazer o grupo quociente %, o qual serd denotado por S, (X, A). Portanto,
as cadeias em A sao triviais em S; (X, A). Desdenqlfe o operador bordo 0: S, (X,R) — S;,—1(X,R) leva
Sn(A,R) em S;_1(A, R), este induz um operador bordo quociente 0 : S,(X,A) — S;,—1(X, A) dado por
0(a) =0(a)+ S;,—1(A,R), paratodo a € S, (X, A).
Deste modo, como dod = 0, segue que o operador bordo relativo preserva a relacdo o0 = 0. Assim,

temos a seguinte sequéncia semi-exata

e Sn (A D Sy 1 (X, A) D S (X, A) -

De modo andlogo ao realizado na secao anterior, vamos representar

Zn(X,A) = Ker(d) = {@e S, (X, A); 0(@) € S, (A)}

Bu(X,A) =Im(d) = {@ € S,,(X, A); existe € Sp.1(X, A) tal qued(B) = a}

Novamente, os elementos de Z, (X, A) sdo chamados n-ciclos e os elementos de B,,(X, A) sdo chama-
dos n-bordos. Como a sequéncia acima é semi-exata, segue que B, (X, A) c Z,(X, A), 0 que nos permite
a seguinte definicao

Definicao 2.5. Definimos os grupos de homologia relativa como sendo o grupo quociente

Zn(X, A)

H,(X,A):= 222222
By (X,A)

Os elementos de H,, (X, A) serdo da forma a + B, (X, A), onde a € Z,,(X, A).

2.4 Cohomologia

Construiremos agora os complexos de cohomologia, utilizando a construgao realizada para a homo-
logia. Para isto, necessitaremos do functor Hom, o qual serd definido ao longo desta sec3o.

Considere R um anel comutativo com unidade qualquer, X e Y R-mddulos. Denotamos por
Hompg(X,Y) o seguinte conjunto

Homp(X,Y):={¢p: X — Y;¢@ éum R- homomorfismo}

Quando ndo houver ambiguidade, iremos omitir o anel na notacao.

Dados dois homomorfismos ¢, € Hom(X, Y) arbitrarios e um escalar r € R qualquer, definimos o
adicdao "+" e o produto por escalar - em Hom(X,Y) por (¢ +v)(x) = @(x) + ¥ (x) e (r-¢)(x) = r(p(x)),
paratodo x € X.

Deste modo, com a adi¢do estabelecida acima, Hom(X, Y) se torna um grupo abeliano. Além disso,

a associacao (r,¢) —r-¢de Rx Hom(X,Y) em Hom(X,Y) faz deste um R-moédulo.
Definicao 2.6. O R-m6dulo Hom(X, R) é chamado médulo de todos os R-homomorfismos de X em Y.

Proposicao 2.11. Para todo R-médulo X, sempre vale que Hom(R, X) é isomorfo a X.
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Demonstracdo: Com efeito, defina a funcao #: Hom(R, X) — X por h(p) = ¢(1), para todo ¢ €
Hom(R, X), onde 1 € R denota a unidade do anel. Note que & é um homomorfismo, uma vez que dados
¢, v € Hom(R, X) e r € R quaisquer, temos

h(r-o+y)=(r-o+y)(D)=(-)1)+y1) =rlpQ)) +w(1) =rh(p) + h(y)

Agora, devemos mostrar que h é um isomorfismo. Sejam ¢,y € Hom(R, X) tais que ¢ # y. Desde
que R é gerado por 1, seque que ¢(1) # w(1), pois caso contrdrio, para todo r € R, teriamos

pr)=@pdr)=re)=ry)=ydr)=y(r)

o que é um absurdo pela hipé6tese. Portanto, ¢(1) # (1) implica que h(p) # h(y), isto é, h é injetora.
Ainda, dado x € X qualquer, como X é um R-médulo, segue que 1-x = x. Defina i : R — X por
i(r)=r-x, paratodo r € R. Assim,
h(i)=i)=1-x=x

ou seja, h é sobrejetora.
Portanto, i é um isomorfismo. O
Agora, sejam X, X', Y, Y’ R-modulos quaisquer e considere f € Hom(X,X'), g€ Hom(Y',Y) arbi-
trarios. Defina a aplica¢do Hom(f,g): Hom(X',Y') — Hom(X,Y) por Hom(f,g)(¢p) = go@o f, para
todo ¢ € Hom(X',Y'). Ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo

Hom(f,8)(¢)
X 18 v

X' Y’

¢

Note que Hom(f, g) é um homomorfismo, pois dados ¢, € Hom(X',Y') e r € R arbitrario, temos

Hom(f,g)(r-@+vy) go(r-p+y)of

gollr-@)of+yof]
gollr-g)ofl+goyof
= r(gopof)+goyof
= rHom(f,g)(¢)+ Hom(f,g)(y)
Proposicao 2.12. O homomorfismo Hom satisfaz:

i) Hom(Ildx,Idy) = Idnomx,v);

ii) Dados f € Hom(X,X"), f'e Hom(X',X"),ge Hom(Y',Y) eg' € Hom(Y",Y'), segue que

Hom(f'of,gog’)=Hom(f,g)oHom(f',g")

Demonstracao: i) Dado qualquer ¢ € Hom(X,Y), segue que

Hom(Ildx,1dy)(p)=Idyopoldx =¢=Idyomx,y) (¢
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ii) Sejaw € Hom(X",Y") qualquer. Entao

(goghoyo(f'of)

= go(g'oyfof

= goHom(f',g(y)of

= Hom(f,g) [Hom(f',g" )]
= Hom(f,g)oHom(f',g"(w)

Hom(f'of,gog") W)

O

Definido o homomorfismo Hom e visto algumas de suas propriedades, estamos aptos em introduzir
a cohomologia.
Seja
e a1 (X) D 8, () D 8y (X) =+

um complexo de cadeias de um R-modulo X arbitrério.
Considere Q um R-moédulo arbitrario e o homomorfismo identidade Idg : Q — Q. Denotando
Hom(S,(X);Q) por §"(X;Q), definimos um homomorfismo

5:8"(X;Q) — S"(X;0Q)

por 6(¢) = Hom(0,Idq)(p) = Idg o ¢ o0, onde ¢ € S"(X;Q) é um homomorfismo de cadeias.
Note que 6 € tal que

606 =Hom(0,Idg)o Hom(0,1dg) = Hom(000,IdgoIdg) = Hom(0s,1dg) =0

onde 0s é o homomorfismo nulo da cadeia Se 0: S — Q é o homomorfismo nulo da cadeia S no R-
moédulo Q.
Deste modo, construimos um novo complexo de cadeias

s ) S s Q) S ST X Q) s -

Assim como feito em homologia, convencionamos as seguinte notagdes de alguns submddulos:
Z™"(X;Q) = Ker(6) e B"(X;Q) = Im(6). Os elementos de Z"(X;Q) sao chamados de n-cociclos e os
elementos de B"(X;Q) sao chamados n-cobordos.

Definicdo 2.7. Definimos o n-ésimo grupo de cohomologia de X com coeficientes em Q, o conjunto
quociente
Z"(X;Q)

H"(X;Q):=
% B"(X;Q)

De modo anélogo a homologia relativa, podemos construir a cohomologia relativa, utilizando ape-
nas o dual da homologia.

Assim, dado A um subconjunto do R-médulo X, denotamos H" (X, A;Q) o n-ésimo grupo de coho-
mologia de X em relacdo a A com coeficientes em Q.
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2.5 Produtos Cup e Cross

Nesta secdo, iremos introduzir um produto entre duas classes de cohomologia. Iniciaremos com a
seguinte definicao

Definicdo 2.8. Seja X um espaco topolégico junto com os R-médulos de cohomologia H*(X;R). Defi-
nimos o produto cup por

—:HYX;R) x H'{X;R) — HMFYX;R)
(lpl , [yD — o —vyl]

onde ¢ : S¥(X,R) > Re (/R S!(X,R) — R sdo cociclos, e ©—: Sk*+lL(X, R) — R é o cociclo dado por
@ — w0 = POy WOy

com 8 € Cp41(X), )f’,g” (0K —O0fyl € y;”l 10 — 04 sdo dadas por

/}/]Iz+l(t0,'..,tk) = (tO,'..’tk’Of.."O)
Y;C+l(t0)"')tl) = (O)"')O)KO,'”)tl)

O produto cup possui a seguinte propriedade:
Teorema 2.13. Sejam a € H*(X;R) e f € H'(X;R) quaisquer. Entdo a — B = (—1)*'g — a.

Demonstracao: ([4] p. 215-217)
Por fim, definimos o produto 'cross’ através do produto 'cup’.

Definicao 2.9. Dados dois espagos topolégicos X , Y e um anel comutativo com unidade R, definimos
o produto cross como o homomorfismo

w:H*(X;R) ® H*(Y;R) — H*(XxY;R)
u ® v — UXU

onde u x v=pj(u) — p;(v),onde p1: X xY — X e py: X xY — Y sdo as projegoes.
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Capitulo 3

Acoes sobre Espacos Topologicos

3.1 Acoes de Grupos

Definicdo 3.1. Sejam um grupo topolégico G e um espaco topoldégico X. Uma acdo de G em X é um
homomorfismo p: G — Homeo(X), onde

Homeo(X) ={h: X — X; hé um homeomorfismo}

Deste modo, cada g € G é associado a um homeomorfismo p(g) =g: X — X.
Para todo x € X e cada g € G, denotaremos p(g)(x) = g(x) simplesmente por g - x.
Quando X estd equipado com uma acao de G, X € dito ser um G-espaco.

Como uma acdo p: G = Homeo(X) é um homomorfismo, segue que:

e Sejam g1, g» € G arbitrérios e x € X qualquer. Entdo p(g1), p(g2): X — X e p(g1) [p(g2) (x)] € X é tal
que p(g1) [p(g2)(x)] = p(g1) 0 p(g2) (%) = p(g1 - §2) (X).

 Para o elemento identidade eg € G, temos p(eg) = Idx : X — X, uma vez que p(eg) = €Homeo(X) =
Idy.

e Dados g,g '€ Gtaisque g-g ! = eg, temos
_ _ 1y _ -1
ldx =plec)=p(g-g )=p(g)-plg )
ou seja, tém-se p(g) ' = p(g™ ")

Dizemos que uma acao é livre se, para algum x € X, exitir g € G tal que gx = x, entdo g = 1.

Quando a acao de G sobre X é livre, X é dito ser um G-espaco livre.

Seja X* < X x X o subespaco formado por todos os pares (x,gx) € X x X, onde x € X e g € G sdo
arbitrarios. Existe uma fun¢do f: X* — G tal que xf(x, g) = g, para todo par (x,g) € X*. A aplicacdo 3 é
chamada translacao.

Proposicao 3.1. Seja : X* — G uma translagdo. Entdo f possui as seguintes propriedades:
P1) B(x,x) =1, paratodo x € X;
P2) B(x,x")-B(x',x") = B(x,x"), para todo x,x’, x" € X;
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P3) B(x',x) = B(x,x") L, para todo x,x" € X.

Demonstracdo: P1) Desde que f é uma translacao, segue que xf(x,x) = x e , consequentemente,
B(x, x) = eg, umavez que X é um G-espaco livre.

P2) Note que,
xﬂ(x,x") — x// — x’,B(x’,x”) — x,B(x,x') -,B(x’,x”)

donde segue que B(x, x") = B(x, x") - B(x, x").

P3) Do item P2), segue que
Blx,x")-B(x',x) = B(x, x)
e pelo item P1), temos
B(x,x) = eg

Portanto, B(x’, x) = B(x, x") L. O

Definicao 3.2. Uma aplicacao h: X — Y entre G-espacos é um G-morfismo se i(gx) = gh(x), para todo
x € X e g € G. Denotamos o conjunto de todos G-morfismos de X em Y por Mg(X,Y).

Sejam h: X — Y e k: Y — Z G-morfismos, entdo, para todo x € X e s € G, segue que
koh(gx) =k(h(gx) = k(gh(x)) = gk(h(x)) = glko h(x)]

ou seja, a composicdo de G-morfismos é um G-morfismo.
Denotaremos por spg a categoria constituida pelos G-espacos e os G-morfismos.

Definicao 3.3. Sejam G um grupo topolégico e X um espago topoléogico. Dado x € X arbitrario, defini-
mos a 6rbita de x em G associada a acao p: G — Homeo(X) por

Gx={p(@x)=g-xeX;g€G}

Dados x, y € X arbitrarios, estabelecemos a seguinte relacdo: x ~ y, se existir g€ G tal que y = g- x.
Note que esta relacdo é uma relacao de equivaléncia, pois:

i) Como eg € G é o elemento identidade de G, segue que eg - x = x, para todo x € X.

ii) Se x,y € X sdo tais que existe g € G, tal que y = g- x, entdo tomando o elemento g~! € G, segue
quegl-y=g (g 0=(g" g x=e-x=x.

iii)Sejam x,y,z€ Xe g,82€ Gtaisque y=g;-xe z= g, -y. Entao,

2= Y=g (g1-x)=(8281)x

Deste modo, cada 6rbita é uma classe de equivaléncia da relacao de equivaléncia estabelecida acima.
Assim, segue que duas Orbitas coincidem ou sao disjuntas.

Seja X um G-espaco, Dizemos que x, x’ € X sdo G-equivalentes quando suas 6rbitas coincidirem. O
conjunto de todas as 6rbitas de X em G com a topologia quociente serd denotado por Xmod.G.

Um conjunto nao-vazio Y < X é dito ser invariante pela acao p: G — Homeo(X) se paratodo ye Y
etodo g€ G, tém-seque g-y€ Y, ouseja, vale GycY.

Se X é uma 6rbita de G, isto é, se para todo x, y € X, existe g € G tal que y = g- x, dizemos que esta
acao é transitiva ou que o grupo G é transitivo sobre X.
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Definicao 3.4. Seja G uma acao sobre o espaco topolégico X. Dado x € X qualquer, definimos o sub-
grupo de isotropia de x em G como o conjunto

Gy=1{g€G;g-x=x}

Este subgrupo também é chamado de estabilizador de x.

Note que dados x, y € X tais que y = g- x, para algum g € G, entdo Gy, = gG,g ! Defato,se h € Gy,
entdo h-y =y, ou seja, (hg) - x = g- x. Multiplicando ambos os lados por g~ ! obtemos (g~ hg)-x=x, 0
que ocorre apenas se g L hg € G, e, consequentemente, h € gG,g .

Reciprocamente, dado g fg~! € gG,g ! qualquer, onde f € G, temos

(gfg H-y=(gfg g x=@gNE ' 'ex=(gf)x=g(f x)=g-x=y

Com isso, temos que em uma ac¢ao transitiva os grupos de isotropia sao conjugados entre si.

Veremos a seguir um exemplo de acao transitiva. Para isto, recordemos a definicao de grupo ortogo-
nal.

Considere M, (R) o grupo das matrizes reais invertiveis de ordem 7, com a operacao multiplicacdo
de matrizes. Denotamos por O(n) o subconjunto de M, (R) formado por

On):={Ae M,(R); A- A" = Id,}

ou seja, O(n) é o subgrupo formado pelas matrizes reais invertiveis de ordem n, cuja matriz inversa
coincide com a matriz transposta. O(n) é chamado de grupo ortogonal.

Note que, toda matriz A € O(n) possui det(A) = £1. Para verificar isto, recordemos duas proprieda-
des sobre o determinante de matrizes, a saber,

e det(A-B)=det(A)-det(B), para A, B € M,(R) arbitrarios.
e det(A") = det(A), paratodo A€ M,(R)

Assim,
1=det(Id,) =det(A-A") =det(A)-det(A") =det(A)-det(A)

0 que conclui nossa afirmacao.
Deste modo, O(n) é um grupo formado por duas componentes conexas, sendo uma formada pelas
matrizes de determinante 1, e a outra componente formada pelas matrizes de determinante —1.
Denotaremos
SO(n):={Ae€ O(n);det(A) =1}

a componente que contém a matriz identidade e chamaremos este subconjunto de grupo ortogonal
especial.

Exemplo 3.2. O(2) atua transitivamente sobre a esfera S!. Com efeito, dados (xo, Yo), (X1, 1) € s! arbi-
trarios, sejam a o angulo entre o eixo das abscissas e o ponto (x, yo) € 8 0 angulo entre (xo, yo) € (X1, y1)-
Com isso, temos xp = cos(a) e yp = sen(a). Além disso, segue que

x1 =cos(a+60) = cos(a)cos(f) —sen(a)sen(d) = xpcos(@)— yosen(B)
y1=sen(a+0)= sen(a)cos(0)+cos(a)sen(d) = yycos(@)+ xpsen(H)
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Deste modo, tomando a matriz
3 cos(@) —sen(0)
| sen(® cos()

segue que (x1, y1) = A- (X0, Yo).
Ainda,
det(A) = cos’(0) +sen’0) =1

donde segue que A€ O(2).

De modo geral, O(n) atua transitivamente sobre a esfera s 1 uma vez que dados xg, x; € Skt
arbitrérios, existe uma rotagdo que leva xj a x;. Esta rotacao tem uma matriz ortonormal associada, ja
que ||xpll =1 =[|x1]|. Assim, ocorre que a inversa de tal matriz coincide com sua transposta, concluindo
o resultado.

As matrizes rotacao ortonormais se dividem em dois grupos, as matrizes proprias (cujo determi-
nante é igual a 1), e as improprias (determinante igual a —1). Sendo assim, SO(n) também atua transi-
tivamente sobre $" 1.

Exploraremos mais as a¢oes transitivas na préxima secao.

3.1.1 Acoes de Recobrimento

Definicdo 3.5. Um recobrimento do espaco X é um espaco topolégico X junto com uma funcio p: X —
X que satisfaz:

Existe uma cobertura aberta {U,} de X tal que, para cada «, p" (Uy) é uma unido disjunta de conjun-
tos abertos em X, cada um dos quais é homeomorfo a Uy, via p;

Essa unido pode ser vazia, entdo p ndo é necessariamente sobrejetiva.

Os homeomorfismos f : X — X, tais que po f = p, sio chamados 'deck transformations’. Estes
homeomorfismos formam um grupo G(X) em relacdo a2 composicio, chamado ’deck transformation
group’.

Definicdo 3.6. Sejam p: X — X uma aplicacio de cobertura de X e uma aplicagdo f:Y — X, onde Y é
um espaco topolégico. Um levantamento de f é uma aplicacdo continua f: Y — X tal que po f = f
De outro modo, temos o seguinte diagrama comutativo

X

Y X

f

Os homeomorfismos de G(X) possuem a propriedade de levantamento tinico, que serd enunciada a
seguir:
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Proposicdo 3.3. Sejam p: X — X uma aplicacéo de recobrimento e f : Y — X uma aplicagéo, onde Y é
um espago topolagico. Se fl,fg .Y — X sdo dois levantamentos de f que coincidem em um pontoeY é
conexo, entao fl = ﬁ

Demonstracdo: Considere A={x€Y; fl (x) = ﬁ(x)}. Note que A ndo é vazio, uma vez que os levan-
tamentos coincidem em um ponto. Mostremos que A é um conjunto aberto e fechado de Y e, como Y
é conexo, concluiremos que A=Y.

Pois bem, para y € Y arbitrdrio, seja U < X uma vizinhanca de f(y). Logo, p~(U) é uma unido
disjunta de conjuntos abertos U, em X, cada um homeomorfo a U por p. Seja U; o aberto que contém
fl (e (72 o aberto que contém fg(y).

Como fl e fg sdo continuas, existe V c Y uma vizinhanca de y que é mapeada em Uy por fl e mape-
ada em U, pela fz

Desde que pOfl(y) =f(y = pOfg(y), segue que, se ﬁ(y) # fg(y), entdo U, # U,. Logo, fl # fg
ao longo da vizinhanca V e, consequentemente, A é fechado por ser o complementar da uniao dessas
vizinhancas.

Por outro lado, se fl (y) = fg(y), entao fl (y) e Uinls, e consequentemente, Uy = U,, uma vez que Uy
e U, sdo abertos na unido disjunta em X. Logo, fl = fg, uma vez que p o fl () =po fg(y) e p € injetora
em U, = U,. Deste modo, temos que A é a unido dessas vinhancas e, consequentemente, A é aberto, o
que conclui o resultado. O

A acdo da deck transformation group G(X) em X satisfaz a seguinte condicao:

Cada x € X tem uma vizinhanca U tal que, parafi, f> € G(X) distintas, as imagens f; (U), e f>(U)
sdo disjuntas. Em outras palavras, fi(U) N f>(0) # @ implica fi = fo.

Com efeito, sejam U < X uma vizinhancade x€ X e U < X um aberto tal que p(ﬁ) é homeomorfo a
U. Se fi(U)n fo(U) # @, para algum fi, f> € G(X), entdo existem X1, %, € U tais que fi (%)) = fo(%2).

Deste modo, temos p(f1(X1)) = p(f2(X2)). Mas, p=po fi e p=po fo. Entdo p(x;) = p(x2) € U. Como
p é um homeomorfismo entre UeU, segue que X = X e, consequentemente, f1(X1) = fo(X2) = fo(X1).

Assim, como o homeomorfismo fz_l o fi € G(X) fixa o ponto ¥;, segue da Proposicdo 3.3 que fz_1 ofi
fixa todos os pontos, isto é, fz_1 o fi =ldgx), ouseja, fi = fa.

3.2 Espacos Homogéneos

Nesta se¢ao estaremos interessados em apresentar e discutir resultados referente as a¢odes transiti-
vas. Iniciaremos com a seguinte definicdo

Definicao 3.7. Seja X um espaco topolégico ndo vazio e G um grupo topolégico. Dizemos que X é um
G-espaco se G é uma acdo sobre X.
Em particular, se acdo de G em X é transitiva, entdao X é um espaco homogéneo.

O Exemplo 3.2 mostra que a esfera S ! é um espaco homogeéneo.
Mostraremos que um espaco homogéneo também pode ser entendido como um quociente.
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Inicialmente, note que para todo x € X, seu grupo de isotropia G, é um subgrupo de G. Assim,

consideremos o0 quociente e e a aplicacdo 7 : G — ren projecao natural, dada por 7(g) = gGy, para
X X

todo g€ G.

. G o G
Note que acdo de G sobre o quociente el € uma acao transitiva, uma vez que dados gGy, hGy € el
X X
quaisquer, tomando hg ! € G, temos

(hg")-gGr=h-(g 'g Gy = hG,

G
Quando G é um grupo transitivo sobre X, podemos construir uma bijecdo entre ren e X. Para isto,

X
fixado xo € X arbitrario, defina 7' : G — X por 7n'(g) = g- xo, para todo g € G. Deste modo, temos para
xXeX,
@) = {8€G;g-xo=x}=1{g,heG;(gh)-xo=xe h-xy=xo} = Gy,

uma vez que G atua transitivamente sobre X.

. . G G .
Com isto, definimos ¢, : o — X por &, (8Gy,) = g Xo, para todo gGy, € o Note que ¢, € uma
X0 X0

G
bijecao, pois dados hGy,, kGy, € e tais que ¢y, (hGy,) = ¢ x,(kGy,), entdo h- xy = k- xo e, consequente-
X0

mente, k1h € Gy,. Logo, hGy, = kGy,.
Agora, dado x € X qualquer, como G é transitivo, existe & € G de modo que x = h - xy. Tomando

G
hGy, € e temos ¢, (hGy,) = h-xp = x.
Xo
Observe que, para todo g € G, temos a seguinte igualdade

Exg O T(Q) =€y (8Gxy) = 8- X0 =7'(g)

Deste modo, podemos identificar o com X, para todo x € X, quando G for compacto e X de Haus-
dorff ou quando #’ for uma aplicagéo af)erta.

De fato, se G for compacto, segue que G_x é compacto e, como ¢, € continua e X é um espaco de
Hausdorff, entao ¢, é uma aplicacao fechada e, consequentemente, ¢ um homeomorfismo.

. ! . . ~ ~ G _|
Ainda, caso 7' seja uma aplicacdo aberta, entdo para todo B € — aberto, temos 7' (B) < G aberto e,
X
consequentemente, 7’ (n*(B)) c X é aberto, isto é, {(B) é aberto. Portanto, ¢, é uma aplicacao aberta

e, por conseguinte, ¢ um homeomorfismo.

Exemplo 3.4. O grupo M, (R) é transitivo sobre R” — {0}. De fato, para quaisquer x, y € R — {0}, existe
uma rotacdo que leva x em y. A matriz associada a tal rotagdo € inversivel, uma vez que existe a rotacao
de y para x. Portanto, temos que M, (R) é transitivo.

Desde que os subgrupos de isotropia de M, (R) sdo conjugados entre si em R — {0}, basta calcular-
mos o subgrupo de isotropia para e; € R” —{0}. Note que, dada A € M, (R) da seguinte forma

1 a
0 C

temos que A-e; = e;, onde a=[a;»--a; ] e C € M,_;(R). Logo, temos que R"” — {0} é homeomorfo a
M, (R)

MR,
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O(n)
O(n—1)"
Com efeito, pelo Exemplo 3.2, temos que O(n) é um grupo transitivo sobre S ! e, pelas observacoes
: ) . O(n)
anteriores, segue que S ! é homeomorfo ao quociente ———, com e; € S" 1. Agora, dado A € O(n)e,,
e,
do Exemplo 3.4, podemos concluir que A é da seguinte forma

Exemplo 3.5. Afirmamos que $""! é homeomorfo a

1 0
0 B

onde B € O(n—1). Deste modo, definimos um homeomorfismo de O(n),, em O(n —1) que a cada
A € O(n),,, associa a matriz B € O(n—1). Portanto, O(n),, ¢ homeomorfo a O(n —1) e, como s lg

homeomorfo ao quociente , concluimos a afirmacao.

€1
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Capitulo 4

Fibrados

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre fibrados, trabalhando através de resultados e exem-
plos. A partir da noc¢do de fibrados, serd possivel determinar a classe de Stiefel-Whitney e a classe de
Euler, temas de relevancia neste trabalho e que serdo exploradas no préximo capitulo.

Iniciaremos nosso estudo com os fibrados vetoriais reais, que serao chamados simplesmente fibra-
dos vetoriais, uma vez que os espacos vetoriais que serdo trabalhados serao reais.

4.1 Fibrados Vetoriais

Seja B um espaco topoldgico fixo, o qual serd chamado espaco base. Definimos um fibrado vetorial
sobre B do seguinte modo:

Definicdo 4.1. Um fibrado vetorial ¢ sobre B = B(¢) consiste do seguinte:

i) um espaco topolégico E = E({) chamado espaco total;

i) uma aplica¢do continua sobrejetiva 7 : E({) — B(¢) chamada aplica¢do projecao;

iii) para cada b € B(¢), o conjunto (b)) ={xe E; n(x) = b} tem estrutura de um espaco vetorial.

Satisfazendo a seguinte condicao, chamada Condicao de Trivialidade Local:

Para cada ponto b € B existem um aberto U c B que contém b, um inteiro n = 0 e um homeomor-
fismo h: U x R" — 17 (U) tal que , para cada by € U a correspondéncia x — h(by, x), com x € R”, define
um isomorfismo entre o espaco vetorial R” e o espaco vetorial 7 (b).

Nestas condig¢des, dizemos que ¢ é um R”-fibrado vetorial, ou um fibrado vetorial, e rank(¢) = n.

Observacdo 4.1. As operacdes +: 71 (b) x ™ (b) = n'(b) e -: w7 (b) x 17 (b) — n ' (b) que tornam 7~ (b)
um espaco vetorial real sdo definidas do seguinte modo:

Considere e, e;,e; e ' (b) e a €R quaisquer. Desde que i é um homeomorfismo, existem x, x1, X2 €
R de modo que h(b, x) = e, h(b, x1) = e; e h(b, x2) = e>. Sendo assim, definimos

h(b, x1 + x2)
h(b,ax)

e+ e

ae
Note que estas operacdes estao bem definidas, pois

nler+e) = nhb,x1+x))=nmoh(b,x1+x2)=>b
n(ae) n(h(b,ax))=noh(b,ax)=b

uma vez que h(b, x1 + x2), h(b, ax) € 77 (b).
Nos proximos exemplos, a estrutura de espaco vetorial considerada serd a mesma desta observacao.
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Definicao 4.2. Chamamos o par (U, h) de sistema de coordenadas locais para ¢ sobre b € B. Quando
for possivel escolher U igual ao espaco bdsico inteiro, ¢ serd chamado um fibrado trivial.

Definicéo 4.3. O espaco vetorial 77 (b) é chamado de fibra sobre b € B e sera denotado por F, = Fj,(&).

Note que o fato da aplicacdo 7 ser sobrejetiva garante que Fj, nunca serd vazio, embora possa ser
simplesmente um tnico ponto.

Exemplo 4.2. Fibrado trivial
Seja B um espaco topolégico arbitrario. Considere E = BxR" e 7 : E — B a projecdo sobre o primeiro
fator, m(b, x) = b, para todo (b, x) € B x R". Logo, 7 é uma aplicacao continua e sobrejetiva. Ainda,

7' (B)={(b,x) e BxR" n(b,x) e B}=BxR"=E

Dado b € B qualquer, temos que B é uma vizinhanca de b e entdao podemos tomar % : B x R” —
77 (B) = B x R" como sendo o homeomorfismo identidade dado por h(b,x) = (b, x), para todo (b, x) €
B xR". Assim, a correspondéncia x — h(b, x), com x € R", é um isomorfismo de espacos vetoriais.

O fibrado trivial serd denotado por €.

Definicao 4.4. Dizemos que dois fibrados ¢ e ) sdo isomorfos(¢ = 7n), quando B(¢) = B = B(n) e existir
um homeomorfismo f: E({) — E(n) tal que f|f, ) : Fp(¢) — Fp(n) € um isomorfismo, para todo b € B.

Na defini¢do acima, temos que o seguinte diagrama é comutativo

B ———Em

N A
B
Proposicdo 4.3. Um fibrado ¢ é trivial se, e somente se, § é isomorfo aely.
Demonstracdo: Suponha que ¢ seja trivial. Logo, temos U = B um aberto e, pela condicao de
trivialidade local, existe um homeomorfismo & : B x R"® — 77(B), isto é, temos um homeomorfismo
h:E(e}) — E(), onde E(e}) = B xR”, tal que a correspondéncia x — h(b, x), para todo b € B seja um

isomorfismo, ou seja, h|Fb(eg)5 Fp (eg) — Fp(n) é um isomorfismo.
Portanto, segue da Defini¢do 4.4 que ¢ = €j.

Reciprocamente, suponha que ¢ = eg, isto €, existe um homeomorfismo f : E (eg) — E(&). Desde
que E(eg) =BxR"e E({) =n(B), segue que f: B xR" — 77'(B) é um homeomorfismo, satisfazendo a
condicao de trivialidade local, com U = B um aberto.

Portanto, ¢ é um fibrado trivial. O

Definicdo 4.5. Definimos o espaco projetivo real RP” como o conjunto de todos os pares {—x, x}, com
x € S" c R"*! arbitrario, munido da topologia quociente.

Exemplo 4.4. Fibrado linha candnico

Considere B = RP", Ec RP" x R"! o subconjunto consistindo de todos os pares ({+x}, v) tal que v
¢ um multiplo escalar de x, e 7 : E — RP" definida por n({+x}, v) = {+x}, para todo (+x, v) € RP" x R"*1,
Logo, 7 é continua e sobrejetiva.
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Cada fibra F, pode ser identificada com a reta passando pela origem de R""! cujo vetor diretor é
x € R"! e esta reta possui estrutura usual como subespagco vetorial de R"*1.

Mostremos a condicao de trivialidade local.

Seja U ¢ S” um conjunto aberto qualquer suficientemente pequeno de modo a nao conter nenhum
par de pontos antipodas e U; a imagem de U em RP". Defina h: Uy x R — 77 (Uy) por h(+x,t) =
({+x}, tx), para todo par (x, 1) € U x R.

Note que a aplicacgdo k: 77 (U;) — U; x R dada por k({+x},v) = ({+x}, 1), onde t € R é tal que v = tx,
para todo (x, v) € #7(U;), 6 uma aplicacdo continua tal que

hok({tx},v) = h({xx}, 1) = ({xx},v)

koh({£x}, 1) = k(({xx}, tx) = ({+x}, 1)

Ou seja, h é um homeomorfismo.
Portanto, o par (U, h) é um sistema de coordenadas locais.
O fibrado linha candnico serd denotado por L.

Definicao 4.6. Uma secao de um fibrado vetorial ¢, com espaco base B, é uma funcao continua s: B —
E(¢) tal que mos = Idp. Dizemos que a funcao s é uma secao nao-nula se s(b) € E() é um vetor ndo-nulo
da fibra F;(¢), para todo b € B.

Lema 4.5. Se¢ é um fibrado trivial, entdo ¢ admite uma se¢do ndo-nula.

Demonstracdo: Desde que ¢ € um fibrado trivial, temos ¢ = €}, para algum n > 0. Logo, existe um
homeomorfismo & : B x R" — E(¢) tal que thb(eg): Fp (el’;) — Fp(&) é um isomorfismo.
Defina s : B — E(&) por s(b) = h(b,x), para todo b € B e x € R” ndo-nulo. Deste modo, s é uma
apicacao continua e
mgos(b) =mgoh(b,x) =me(h(b,x)) =b

uma vez que h(b,x) € 77 (b). Assim, s é uma sec¢do do fibrado ¢.

Mostremos que s € ndo-nula. Desde que x € R"” é ndo-nulo, segue que (b, x) € Fy(e}) € ndo-nulo e,
consequentemente, como h é um isomorfismo nas fibras, temos que h(b, x) € F(¢) € ndo-nulo, ou seja,
s é uma se¢do nao-nula. O

Teorema 4.6. O fibrado linha canénicoy}, é nao trivial, paran = 0.

Demonstracdo: Para demonstrar tal fato, iremos mostrar que toda secdo de y. se anula em algum
elemento.

Pois bem, considere s: RP" — E ()f}l) uma secao de y,lq que, pelo Exemplo 4.4, é definida por s({+x}) =
({£x}, t(x)x), paratodo x € S”, onde ¢ : S$" — R é uma funcao continua.

Note que para qualquer x € S”, temos

({£x}, t(x)x) = s({£x}) = s({Fx}) = ({Fx}, t(—x)(—x)) = ({£x}, —t(—x)x)

ou seja, f(—x) = —1(x).

Como S é conexo e t é continua, segue que ¢ (S") é um intervalo real que contém a origem. Logo,
existe xo € S tal que t(xp) = 0 e, consequentemente, s({+xg}) = ({+xp},0) que é o vetor nulo da fibra
Fis xo) (y}l), para n =1, isto é, a fun¢do s ndo é uma secao nao-nula. O
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Definicao 4.7. Um conjunto de secdes {sj,--, s} sobre um fibrado ¢ é linearmente independente se,
para cada b € B(¢) o conjunto {s;(b),--, s,(b)} é linearmente independente na fibra F,(¢).

Lema 4.7. Sejam ¢ e n fibrados sobre B e f : E({) — E(n) uma fungdo continua que leva cada espago
vetorial Fy,(¢) isomorficamente no espago vetorial correspondente Fy,(n). Entdo f é um homeomorfismo,
ou seja, ¢ en sao isomorfos.

Demonstracdo: Devemos mostrar que f é uma bijecao e f -1.E (n) — E(¢) é continua. Inicialmente,
mostremos que f é uma bijecao.

Sejam x1, x, € E({) tais que x; # x. Queremos mostrar que f(x;) # f(x»). Para isto, iremos analisar
dois casos, a saber,

(i) x1,x2 € Fp(&), para b € B.

(i) x1 € Fp, (&) e xp € Fp,, (&), com by, bo € B e by # by.

No caso (i), temos que x; e x» pertencem a mes ma fibra. Assim, basta observar que f|g, ) € um
isomorfismo e, consequentemente, f(x;) # f(x2) em Fy(n).

No caso (ii), temos f(x1) € Fp, () e f(x2) € Fp, (). Deste modo f(x;) # f(x2), pois caso contrario
teriamos

by = me(x1) = w0y (f (x1)) = 75 (f (X2)) = e (x2) = b2

0 que é um absurdo, visto que by # by.

Agora, provemos que f € sobrejetora. Para isto, seja a € E(n) qualquer. Entao, a € an(u) (n). Como
FlEn @@ € um isomorfismo, existe v € Fr, (4 (¢) tal que flg, ¢ (V) = a,isto &, f(v) = a.

Por fim, devemos mostrar que f_1 : E(n) — E(¢) é continua. Para tanto, considere bp € Be (U, g) e
(V, h) sistemas de coordenadas locais para ¢ e 7, respectivamente, com by e UN V.

Deste modo, sendo g e h homeomorfismos, segue que g_1 e h~! sdo continuas. Considere, entdo a
composicao

UnV)xR" 5 By L Py 'S nv) xR”

definida por h™'o fo g(b,x) = (b, [fij(D)]nxn(x)), para todo (b,x) € (UN V) xR", onde [f;j(D)]uxn € a
matriz do isomorfismo linear (h(b, ))™* ofog(b,):R"—R" paratodobe UNV.

Tomando [F; (D)l nxn = [fij (b)), obtemos que g 1o fLoh: (UNV) xR™ — (U V) xR", definida
por g_lof_loh(b, ¥) = (b, [F;j(D)]nxn(y)), paratodo (b, y) € (UNnV)xR" é continua e, consequentemente,
f~! é continua, uma vez que g e h sio homeomorfismos.

Portanto, f é um homeomorfismo e, pela Definicao 4.4, ¢ = .

Teorema 4.8. UmR"-fibrado ¢ é trivial se, e somente se ¢ admite n secoes linearmente independentes.

Demonstracdo: Suponha que ¢ é trivial, ou seja, ¢ = eg(a. Assim, existe um homeomorfismo f :

B({) x R" — E(¢{) tal que f({b} x R™) < Fyp(&) e flipixrn : {b} x R" — Fp(&) é um isomorfismo linear, para
todo b € B(¢).

Defina s; : B({) — E(&) por s;(b) = f(b,e;), paratodo be B(() ei=1,---,n,onde {e},---,e,} é abase
canonica de R”.

Com isso, como f | xg» € um isomorfismo, para qualquer b € B(¢), e {ej,-- -, e,} € linearmente inde-

pendente, entao {s;(b),--, s,(b)} é linearmente independente.
Ainda, sendo f continua, segue que s; é continua, parai=1,---,n.
Portanto, obtemos um conjunto {sy,---, s,} de n se¢oes linearmente independentes de ¢.
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Reciprocamente, sejam si,---, s, : B() — E(¢) secOes linearmente independentes de ¢. Defina f :
B(&) x R"™ — E(&) por

n
f,x)=) xisi(b)
i=1
para qualquer (b, x) € B({) x R"?, onde x = (x1,- -+, Xp).
Mostremos que f|;pxgr € um isomorfismo linear. Com efeito, dados x = (x1,--+,x,), ¥ = (y1,---, Yn) €
R" e a € R quaisquer, temos

flipyxrn (b, X) + a(b, y)) flipyxre (b, x) + (b, @y))

= flipxrr(b,x+ay)
n

= ) (xi+ay)si(b)
i=1
n

= > xisib)+a
i=1

n
‘ yisi(b)

i= i=1
= [lipxre (b, X) + aflipyxrn (b, y)

Logo, flim«xr» € uma aplicacao linear. Ainda, considere e € Fj(¢) arbitrario. Como {s1(b),---, sy(b)}
é linearmente independente e dim(Fy(¢)) = n, obtemos que {s;(b),---, s,(b)} é uma base para F(¢), ou
seja, existem ry,---, 1, € R tais que
n
e=) risi(b)
i

Assim, tomando (b,r) € {b} xR", onde r = (r1,---,15), segue que f | xrn(b, 1) = e.
Deste modo, temos que f|{xg» € um isomorfismo linear.
Ainda, note que f é continua, pois s; sdao funcoes continuas, parai=1,:--, n.

Portanto, segue do Lema 4.7, que ¢ = eg & isto é, ¢ é um R"-fibrado trivial. O

4.2 Fibrados Vetoriais Euclidianos

Para alguns propésitos, é importante estudarmos alguns fibrados vetoriais especificos, aqueles em
que cada fibra possui estrutura de um espaco vetorial Euclidiano. Iniciemos recordando a definicao de
forma quadrética:

Definicao 4.8. Dizemos que uma funcao de valores reais i1 : V — R, sobre um espaco vetorial de dimen-
sdo finita V, é uma forma quadratica se u pode ser expressa da seguinte forma:

n
p@) =) L)L)
i=1
onde [;, l; : V. — R sdo transformacoes lineares, parai=1,---,ne yu(v) #0 paratodo v #0em V.
Cada forma quadrética determina uma aplicac¢do bilinear e simétrica (_, _): V x V — R definida por
1
(,w) =7 (v + w) — p(v) — p(w))
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para todo par (v, w) € V x V. Em particular, para todo v € V, temos

vy = 3(pw+v)—p) —p)

(v2v) —2pw)
( l(2v)l(2v) 2,u(1/))
(4u

Nl—= N—=N|—

i=1

n

Z i L) — 2;1(1/))
—2u(v)) = uv)

Ly
2
Ly
2
Se u(v) >0, paratodo v e V, com v # 0, entdo a forma quadrética € dita ser positiva.

Definicao 4.9. Um espaco vetorial euclidiano é um espaco vetorial real V de dimensao finita, com uma
forma quadrética positiva definida u: V — R.

O ntmero real (v, w) serd chamado produto interno entre v e w em V e denotaremos ||v| 12 = wv) =
(v, V).

Definicao 4.10. Um fibrado vetorial euclidiano ¢ é um fibrado vetorial real junto com uma funcao
continua u : E(§) — R tal que, para cada b € B, a restricao |, ¢): Fp(¢) — R € uma forma quadratica
positiva. A funcao u serd chamada de métrica Euclidiana do fibrado ¢&.

Lema 4.9. Sejam { um R"-fibrado trivial e u : E({) — R uma métrica Euclidiana qualquer de ¢. Entao,

existem n segoes s1,---,Sp : B(§) — E(¢) de que sdo ortonormais, no sentido que
L,i=j
(si(b),sj(b))=6;j= Lo
0,i#]j
para qualquer b € B(¢).

Demonstracao: Como ¢ é um R"-fibrado trivial, segue do Teorema 4.8, que existem n secgoes li-
nearmente independentes s;,---, s, : B({) — E({) de £. Aplicando o processo de Gram-Schmidt para
s{ (b),---, s, (b), obtemos um base ortonormal {s;(b),---, s,(b)} para F},(¢), para todo b € B(¢).

Como as funcodes resultantes s; sdo continuas, paratodo i =1,---, n, segue que s, -, S, SA0 1 secoes
ortonormais de . O

Exemplo 4.10. Para qualquer espaco topolégico B e qualquer inteiro n > 0, temos que €3 € um fibrado
Euclidiano.

Paraisto, defina y: BxR" — R por u(b, (x1,--+, X)) = Zx para todo (b, (x1,---, X)) € BxR". Assim,

U € continua, pela propria definicao, e u restrita a cada ﬁbra de €}, € uma forma quadratica definida
positiva.
Portanto, €}; € um fibrado Euclidiano.

4.3 Outros Fibrados Vetoriais

Nesta secdo, iremos ver modos bésicos de construir novos fibrados a partir de fibrados ja conhecidos.
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4.3.1 Fibrado Restricao

Sejam ¢ um fibrado vetorial com projecao  : E({) — B(¢), e By < B({) um subespaco topolégico.
Adotando Eg =n"'(By) e T = n|n4(30): Ey (&) — By obtemos um novo fibrado vetorial, que serd denotado
por ¢|g, € chamado restricao de ¢ a By.

Verifiquemos que ¢|p, € de fato um fibrado vetorial. Pois bem, sendo 7 continua, desde que 7w =
Tl 4B, S€gUE que T € continua. Além disso, do modo como tomamos Ej e definimos 7, temos que esta
é sobrejetiva.

Ainda, para cada b € By, temos que

Fy€lp) =7 (b) =7l | (b) = 7 (D) N7 (Bo) = 7 (b) = Fp(¢)

ou seja, cada fibra da restri¢do Fj,(¢|p,) € igual a fibra correspondente F,(¢). Assim, estas fibras possuem
mesma estrutura de espaco vetorial.

Agora, verifiquemos a trivialidade local. Para isto, seja b € By qualquer. Como ¢ é um fibrado veto-
rial, existem U < B(¢) um aberto contendo b € By e um homeomorfismo k : U x R” — n7(U) tal que a
correspondéncia x — h(b, x) € um isomorfismo linear entre R" e Fj(¢).

Tomando Uy = UnN By e definindo hy = hly,xgn: Up x R — 77 (Up) :ﬁ4(U0), temos que Uy < By é um
aberto que contém b € By e hy é um homeomorfismo. A correspondéncia x — hg(b, x) € um isomorfismo
linear, visto que & é um homeomorfismo e a correspondéncia x — ho(b, x) é um isomorfismo linear.

Portanto, ¢|p, é de fato um R”-fibrado vetorial.

4.3.2 Fibrados Induzidos

Sejam ¢ um fibrado vetorial com projecao 7¢ : E({) — B e By um espacgo topoldgico arbitrario. Para
qualquer funcdo continua f : By — B, construimos o fibrado vetorial induzido f*¢ sobre B;, onde
B(f*¢) = B; é 0 espaco base, o espacgo total é tomado como o conjunto

E(f*¢) ={(b,e) e By x E(&); f(b) = ms(e)}

e aprojecdo m; : E(f*¢) — By é dada por 7, (b, e) = b, para todo par (b,e) € E(f*¢&).
Assim o diagrama

Ef o —L  —E@
L
B, f B

é comutativo, onde f tE(f*¢) — E(&) é dado por f(b, e) = e, paratodo (b,e) € E(f*&).

Com efeito, para (b, e) € E(f*¢) arbitrario, temos 7; o f (b,e) = m¢(e). Por outro lado, fom(b,e) =
f(m1(b,e)) = f(b). Pela defini¢do de E(f*¢), segue que f(b) = m¢(e).

Agora, para todo b € Bj, note que

Fp(f*¢)

{(x,e) € E(f*&); m1(x,e) = b}
= {(x,e) € E(f*¢); x=b}

= {(be) € E(f*&)}

= {(b,e) € B1 xE(); f(b) =me(e)}
= {b} x Frp)(S)

= Fru(©)

38



onde o isomorfismo acima é dado pela restrico de f a Fj,(f*&).

Provemos a trivialidade local. Para isto, suponha que (U, h) é um sistema de coordenadas locais de
(el :R"— n;(U) é o isomorfismo que associa x — h(b, x).

Tomemos U; = f7(U) e definimos hy : Uy x R" — a7 (Uy) por hyi(b,x) = (b, h(f (D), x)), para todo
(b,x) € Uy x R™.

Note que, por definicio U c B é um aberto e, como f é continua, U; = f~(U) é um aberto também.
Ainda, sendo & continua, segue que h; também € continua.

Por fim, devemos verificar que h; é uma bijecdo cuja a inversa é continua. Para tal, defina g :
n{'(Ul) — Uy xR" por g(b,e) = (b,0~(e)), para todo (b, e) € JTI'(Ul), ondef~!: n;(U) — R"™ éainversado
isomorfismo 6. Uma vez que be U; = f(U) e f(b) = ¢ (e), segue que g estd bem-definida e é continua,
jaque 1 oé.

Assim, para (b,x) e Uy xR" e (b,e) € nf(Ul) quaisquer, temos

gohy(b,x) = g (hy(b,x)) = g (b, h(f(b), x)) = (b,0 " (R(f(b),x))) = (b, x) = Idy, xn (b, X)

e
hiog(b,e)=hi(g(b,e)) =hi(b,07" (€)= (b, h(f(1),07" (€)= (b,00 " (€]) = (b,e) = 1y, (b, x)
Logo, h; é de fato uma homeomorfismo.
O fibrado induzido nos sugere o seguinte conceito, que a priori, é mais geral. Sejam ¢ e 7 fibrados
vetoriais.

Definicdo 4.11. Dizemos que uma funcao continua g : E({) — E(n) é uma aplicacao fibrada de { em n
se leva cada fibra Fy(¢) isomorficamente em alguma fibra F (7).

Definindo g : B({) — B(n) por g(b) = b, para todo b € B(¢S) e g (Fp(S)) = Fy/ (), temos o seguinte
diagrama

E@) —2—~Em

nfj Lnn

o qual devemos mostrar que comuta.

Inicialmente, verifiquemos que g € continua. Para isto, mostraremos que 7; € uma aplicacdo aberta
ou, de modo suficiente, mostraremos que ”flng(U): nz(U) — U é uma aplicacdo aberta, onde (U, h)
representa um sistema de coordenadas locais para ¢ sobre o ponto b € B(¢).

Pois bem, seja A c n;(U) um aberto. Logo, h'(A) c U xR" e p, (h4(A)) c U sao abertos, onde
p1:U xR" — U é a projecao no primeiro fator. Desde que o diagrama comuta

U xR" 7 (U)
U
segue que 7;(A) = p1 (h™(A)) = U é um aberto, isto é, 7 é uma aplicagdo aberta.
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De modo andlogo, temos que 7; € uma aplica¢ao aberta.

Agora, para qualquer V c B(n) aberto, temos n; (V) é um aberto de E(n) e, como g é continua e 7¢
é aberta, segue que 7; (g* (ﬂ;(V))) é um aberto em B(¢). Como g (V) = 7; (g4 (nf, (V))), segue que g é
continua.

Ainda, dado x € E(¢) qualquer, temos que X € Fr, () (&) e g (Fr,(x(&)) = F,s (1)), para algum b' € B).
Entdo, gome(x) = gme(x) = b .

Por outro lado, 7, 0 g(x) = b', uma vez que g(x) € Fyr(n).

Portanto, segue que g o m¢ = 7,0 g(x).

Lema4.11. Seg: E({) — E(n) é uma aplicagao fibrada e g : B({) — B(n) é a aplicagdo correspondente nos
espagos bases, entdo & =g"n.

Demonstracdo: Defina h: E(&) — E(g"n) por h(x) = (ﬂg(x),g(x)), para todo x € E(¢).

Desde que 7;)(g(x)) = g(m¢(x)), para todo x € E({), segue que h estd bem-definida. Além disso, h é
continua, ja que ¢ € g 0 sao.

Agora, se x € F(¢), entdo

h(x) = (me(x), g(x)) = (b, g(x)) € {b} x Fg(py () = Fp (g7 1)

pois 7, (g (x)) = g(me (x)) = g(b). Assim, h (Fj,(&)) < Fy (g7n).
Ainda, sendo g uma aplicacao fibrada, temos que glr,¢): Fy(¢) — Fg(,) (1) € um isomorfismo linear,
entdo hg,¢: Fp(€) — F,(g"n) dada por hlg, ¢ (%) = (b, |k, v) também é um isomorfismo linear.
Portanto, segue do Lema 4.7 que h é um homeomorfismo, ou seja, £ =g 1.

4.3.3 Produtos Cartesianos

Dados dois fibrados vetoriais ¢1,¢,> com aplica¢des projecoes x; : E; — B;, i = 1,2, o produto carte-
siano ¢, x ¢, é definido como sendo o fibrado com projecao n = 7y x 72 : E; x Ey — By x Bp. Assim, 7 é
continua e sobrejetora, e cada fibra F,, p,) = Fp, (1) x Fp, (¢2) tem a estrutura de um espago vetorial.

Vejamos a trivialidade local.

Seja (b1, b2) € By x By qualquer. Como ¢ e ¢ sao fibrados, existem (Uy, hy) e (U, hy) sistemas de
coordenadas locais para de 7 e 7, respectivamente.

Entdo, considere o aberto U = Uy x U, € By x B que contém (by, by) € By x By, edefina h: U xR —
77(U) por h((x,y),(r1,12)) = (h1(x, 1), ha(y, 12)), para todo ((x, y), (11, 12)) € U x R"™*™,

Deste modo, como h; e hy sao homeomorfismos, segue que i também é um homeomorfismo.
Ainda, a associacao (ry,12) — h((by, b2), (r1,72)) é um isomorfismo linear, uma vez que as associagoes
r— ]’l1 (bl, ry)ery— hg (bg, I2) 0 sdo.

Portanto, ¢; x ¢, é um fibrado vetorial.

4.3.4 Somade Whitney

Sejam ¢; e ¢, fibrados sobre o mesmo espago base B, e d : B— B x B a aplicacao diagonal dada por
d(b) = (b, b), para todo b € B. Denominamos d*({; x £») =&} ® {», a soma de Whitney entre ¢ e &5.
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Note que, para b € B arbitrdrio, temos

Fp(18¢2) = Fp(d*(§1x¢2))

{b} x Fgp) (1 % €2)
{b} x Fip,py(§1 % 62)
{b} x Fp(§1) x Fp(S2)
{b} x Fp(&1) @ Fp(S2)

e 1

Definicdo 4.12. Sejam ¢ e 7 fibrados sobre o mesmo espago base B com E(¢) < E(n). Dizemos que ¢ é
um subfibrado de n, denotado por ¢ 1, quando Fj(¢) for um subespaco de Fj,(n), para qualquer b € B.

Lema 4.12. Sejam &, e, subfibrados de um fibrado n tal que cada espago vetorial Fy,(n) é igual a soma
direta de dois subespagos Fy, (1) e Fp(&2). Entdon =¢; @ ¢&o.

Demonstracao: Defina f: E({; @ &2) — E(n) por f(b,(e1,e2)) = e; + ez, para qualquer (b, (e, e2)) €
E (&1 ®¢). Note que f estd bem-definida, pois para qualquer (b, (e1, e2)) € E(; ®¢2), temos que d(b) =
7y x ma(er, e2), isto €, (b, b) = (m1(ey1),m2(e2)). Logo, e; € Fyp(¢;), para i = 1,2. Assim, e} + ez € Fp(¢1) @
Fy($2) = Fp(n) < E(n).

Ainda, f é continua, pois f = iosod, onde i : Fj,(n) — E(n) é ainclusdo, s: Fj,(&1) x Fp(&2) — Fpy(1) éa
aplicacdao soma dada por s(ey, e2) = e; + ez, para todo (ey, e2) € Fp(&1) x Fp(E2), € d: E&19&) 2 E(&1x&)
é definida por d(b, (e1,e2)) = (e1,e2), para qualquer (b, (e1,e2)) € E(&; ®¢2). Note que, para qualquer
(b, (e1,e2)) € E(&1 ®¢&5), temos d(b, (e1,e2)) = (e1,e2) € Fy(&q) ® Fp(&2), como visto acima.

Por fim, vejamos que f é um isomorfismo linear nas fibras. Dados a € R e (b, (x,y)), (b, (z, w)) €
Fp (&1 @¢>), temos

f(ab, (x, )+ (b, (z,w))) f(bax+zay+w)
ax+z+ay+w

= alx+y)+z+w

= af(b )+ f(b(z,w))

Agora, f é uma bijecdo, uma vez que dado qualquer p € F;(n) = Fp(¢1) @ Fp($2), existem Unicos
x € Fy(&1) e y € Fp(¢2) tais que w = x + y, ou seja, w = f(b, (x,y)).
Portanto, segue do Lema 4.7 que f € um homeomorfismo, isto é, 1 =¢; ®¢o.

4.3.5 Complementos Ortogonais

Dado um subfibrado ¢ = 1, existe um subfibrado complementar tal que 17 se decomponha como uma
soma de Whitney?
Se 7 estd provido com uma métrica Euclidiana, entdo tal somando complementar pode ser cons-
truido, como veremos a seguir.
Para cada b € B, defina Fj, (El) =FOt={ve Fy(m);{v,w) =0,Vw € Fp(¢)}. Consideraremos &t
o fibrado vetorial com espago base B(¢t) = B, espago total E (¢1) = bUBFb (¢4) e aplicagdo projegdo
€

T[fi = ”n|E(éi)3 E(&l) — B.
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Deste modo, 7;. € continua e sobrejetora. Ainda, para qualquer b € B, temos

_|
= 7, (b)nE(&F)
= F(n UBFx(fL)
= U Fp(m) nFy (&)

X€B
= FynFp(§h)
= Fp(¢h)

Assim, resta provarmos a trivialidade local.

Suponha 1 um R”-fibrado e { um R -fibrado, com m < n. Sejam by € B arbitrario e U ¢ B um aberto
contendo by tal que (U, h) e (U, k) fornecem uma trivialidade local para n e ¢, respectivamente.

Note que, como Fj () « Fj,(n), para todo b € B, entao se x € Fy, () (¢), segue que m,(x) = m¢(x). Ainda,
se X € ng(U), entao 7, (x) = mg(x) € U, isto é, x € n,?(U). Logo, nz(U) c n;]'(U).

Por outro lado, segue do Lema 4.9 , que existem s1,---, S, : B — E({) se¢Oes ortonormais de ¢|y e
si, cee s,’1 : B— E(n) secoes ortonormais de 7|y. Portanto, a matriz A = (< s;(bg), s;.(bo) >)mxn tem posto
m.

De fato, vejamos que as m-linhas de A sdo linearmente independentes. Para quaisquer a1, --,a,, €
R, temos que

l._i “i(“i(bo)’si(bo)>w'n<si(bo),s;(bo)>):(0---0)

A4 (<§ai8i(bo),81(bo)>,---,<i_£1a,~si(b0),s;1(bo)>):(0...0)
A4 <anai5i(b0);5}(bo)>:0, Vjell,---, n}

= iaisi(b0)=0

i=1
<:> al:O) ViE{l,"',m}
Assim, existe V < U aberto contendo b tal que, para qualquer b€ V, rank (< si(b), s;.(b) >) =m.
mxn

Entdo, para qualquer b € V, o conjunto {sy(b),---, sy (b), s;nH(b), ‘e ,s;l(b)} é linearmente indepen-
dente em F(n). Pelo Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt, temos que, para qualquer b e V,
{s1(b), -+, sm(b), s;nﬂ(b), .. ,s;l(b)} é uma base ortonormal de F(n).

n—m
Deste modo, definindo g: V x R" " — n;l(V) por g(b, (x1,-+*, Xp—m)) = Z XiSi+m(b), para todo

i=1
(b, (x1,--- ,xn,m)) e VxR temos que g é continua e com inversa g_1 : n;l(V) — V xR" "™ dada por

g (€)= (mee(e), (< & Sme1 (L () >, , < &, 5p (e (e)) >))
para todo e € n;l (V), que também € continua, ou seja, g € um homeomorfismo.

Verifiquemos que g~ ! é de fato a inversa de g. Para qualquer e € 7'[;_ (V), temos

gog (e g(mer(e), (< e sma1(mer(e)) >, -+, < e, s, (w(g1e)) >))
n—m

Y <eSivm () > Sivm(m(e)

i=1

e
Idﬂﬂ %) (e)
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pois e € n; (V)< E(&) = bUBFb (¢1),istoé, e€ Fr,, (0 (&) = Fr,. (0 (&) e, por conseguinte, < e, s; (L (e)) >=
€

0,paratodoi=1,---,m.
Reciprocamente, para qualquer (b, (x1,--- ,xn_m)) € VxR"™™M temos

n—m
g_l( > xi5i+m(b))
i=1
= (b; (xl)"' vxn*m))
= Idy.gn—m (b, (x1,--- ’xn—m))

g_l Og(b) (xl; T ;xnfm))

n—m n—m
umavez que, ) X;Si+m(b) € Fp (£+) = Fy(&)*, entdo my. ( 5 xis,-+m(b)) = b. Ainda,
i-1 i-1

n—m

< Z XiSi+m(D), Sj+m(b) >= X;
i=1

paratodoj=1,---,n—m.
n—m
Por fim, a associagao (x1, -, Xp—m) — >_ XiSi+m(bo), para todo by € V é um isomorfismo linear.
i=1
Portanto, ¢1 é, de fato, um fibrado vetorial.

Teorema 4.13. Se ¢ é um sub-fibrado de um fibrado Euclidiano n sobre uma base B, entdon = & & &+

Demonstragdo: Desde que Fj,(1) = Fj,(&) & Fp, (¢ L), para todo b € B, segue do Lema 4.12 o resultado.
0

Definicéo 4.13. O fibrado ¢+ é chamado de complemento ortogonal de & em 7.

4.4 Fibrados Orientados

A partir de agora, iremos trabalhar com cohomologia com coeficientes nos inteiros Z, uma vez que a
orientacgdo do fibrado orientado ird interferir na Classe de Euler, que sera definido no préximo capitulo.

Inicialmente consideraremos V um espaco vetorial, o qual possui duas orientacoes. Note que uma
escolha de orientacao de V corresponde a uma escolha de um dos dois geradores do grupo de homolo-
gia singular H,(V, Vy; Z) = Z, onde Vy = V —{0}.

De fato, considere 0, o n-simplexo padrao, com vértices ordenados de modo padrdao. Tome uma
orientagdo de V que preserva o mergulho linear 6 : 0, — V tal que 8(b) =0, onde b € 0, é o baricentro
de o,. Deste modo, temos que 0(00 ;) c V} e, consequentemente, 0 € Z,(V, Vy; Z). Portanto, [0] = py €
H,(V,\Vy; Z) = Z =< uy >.

Analogamente, para cohomologia, temos H"(V, Vy; Z) = Z =< uy >, onde uy (uy) = 1.

Agora, considere um fibrado vetorial ¢ de fibra com dimensao n > 0.

Definicao 4.14. Uma orientac¢do para o fibrado ¢ € uma funcdo que associa uma orientacdo para cada
fibra Fj, de &, para todo b € B(¢), satisfazendo a seguinte condicao de compatibilidade local:

Para todo ponto by € B(£), existe um sistema de coordenadas locais (N, h),com bpe Ne h: NxR" —
nt () tal que para cada fibra Fj,, com b € N, o isomorfismo x — h(b, x) de R em F, preserva orientacao.
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Em termos de cohomologia, isto significa que para cada fibra F},, é atribuido um gerador preferido
ur, € H'(V, Vo; 2).

A condicao de compatibilidade local implica que para todo ponto no espaco base, existe uma vizi-
nhanca N e uma classe de cohomologia u € H" (n"(N),n"(N)o; Z) tal que, para todo fibra F sobre N, a
restricao ulgr,)€ H" (F, Fo; Z) éigual a ur.

Definicdo 4.15. A classe u € H"(E, Ey; Z) é chamada classe fundamental de cohomologia do par E, Ej.

4.5 Fibrados Principais

Seja X um G-espaco qualquer. E possivel determinar um fibrado com espaco base Xmod.G, espaco
total sendo X e aplicagdo projecdo 7 : X — Xmod.G definida por 7(x) = Gy, paratodo x € X, onde g € G.
Tal fibrado serd denotado por a(X).

Defini¢do 4.16. Sejam ¢ e ¢’ dois fibrados. Dadas duas aplicagdes continuas u : E(&) — E(E') e
f: B(¢) — B(¢), um morfismo fibrado é um par de aplicagdes (u, f) : (E(&), B(&)) — (E("),B(&") tal
que 7z o u = fome. Ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo

E(¢) —Y—=E(¢)

nfj lné,

B(¢) B(¢"

Se h: X — Y é um G-morfismo, segue que para gx € G, arbitrdrio, com g € G, temos que
h(gx) = gh(x) € Gy e, consequentemente, podemos concluir que h(Gx) < Gy(y. Deste modo, utili-
zando h podemos definir uma nova aplicacdo i : Xmod.G — Y mod.G dada por h(G,) = Gn(x), para
todo G, € Xmod.G, com x € X qualquer.

O morfismo fibrado (h,ﬁ) : a(X) — a(Y) definido por (h,ﬁ) (x,Gy) = (h(x),ﬁ(Gx/)), para todo par
(x,Gy) € (X, Xmod.G), serd denotado por a(h), onde a(X) = (X, Xmod.G) e a(Y) = (Y, Ymod.G).

Dados dois G-morfismos h: X — Y e k:Y — Z,paratodo x € X, temos

%Oﬁ(Gx) = E(Gh(x)) = Gk(h(x)) = GkOh(x) = ICO h(Gx)

Proposicao 4.14. A colecdo « : spg — Bun é um funtor, onde Bun é a categoria com os fibrados sendo
objetos e os morfismos fibrados sendo os morfismos.

Demonstracdo: De fato, pela definicdo de a, segue que dado um objeto X € spg arbitrario, a(X) é
um objeto em Bun.
Dada a aplicacdo identidade Idx : X — X, segue que Idx : Xmod.G — Xmod.G é dada por

1dx(Gy) = Gray (v = Gx = Idxmoa.c(Gx)

para todo x € X. Logo, a(ldx) = (Idx, Idxmod.c) : @(X) — a(X) é tal que, para todo (x,Gy/) € a(X),
temos
(Udx,Idxmoead.c) (X, Gx) = (x,Gyx) = Idgx)(x, Gx)
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Ainda, dados h: X —» Y e k: Y — Z dois G-morfismos, segue que
a(koh)=(koh,koh)=(koh,koh)=(k k)o(h h) =a(k)oa(h)
Portanto, segue o resultado. O

Definicao 4.17. Um fibrado ¢ é chamado G-fibrado se ¢ e a(E(¢)) sdo isomorfos, para alguma es-
trutura de G-espaco em E(¢) através de um isomorfismo (IdE(g),E) a(E)) — (E&),B(¢)), onde h :
E() mod.G — B(£) é um homeomorfismo.

Por fim, temos a definicao de G-fibrado principal

Definicao 4.18. X é chamado um G-espaco principal se X é um G-espaco livre com funcao translacao
continua f: X* — G, onde X* = {(x,gx) € X x X; x € Xeg € G}. Um fibrado { com espaco total X, onde
X é um G-espaco principal, é chamado G-fibrado principal.
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Capitulo 5

Classes de Stiefel-Whitney

Neste capitulo iniciaremos o estudo de classes caracteristicas introduzindo quatro axiomas que ca-
racterizam as classes de cohomologia de Stiefel-Whitney, ndo nos preocupando, por ora, com problemas
relativos a sua existéncia e unicidade.

Nesta se¢do o grupo de coeficientes serd sempre Z, o grupo dos inteiros médulo 2.

Os axiomas sao:

Axioma 1. A cada R”"-fibrado vetorial ¢, existe uma sequéncia de classes de cohomologia singular
w;(é)e H : (B(£),Z2),i=0,1,2,...,chamadas classes de Stiefel-Whitney de ¢, que satisfazem:

i) wo(&)=1€ H°B(&),Z);
ii) w;=0,parai>n

Axioma 2. (Naturalidade) Se ¢ e 1 sdo fibrados vetoriais tais que ¢ = f* 7, para alguma aplicagdo
fibrada f: B({) — B(n), entao w; (&) = f*(w,- (), paratodo i = 0.
Axioma 3. (Teorema do Produto de Whitney) Se ¢ e 1) sdo fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco

base, entao
k

wiEon) =) (wi®) — wi_;(m)
i=0
para qualquer k = 0.
Axioma 4. Para o fibrado linha canonico )/% sobre o espaco real projetivo RP!, temos w, (y}) =b#0,
onde (b) = H' (RP',Z,).
Assumiremos, por ora, a validade dos quatro axiomas.
Vejamos algumas consequéncias e aplicacoes:

Proposicao 5.1. Se¢ éisomorfo an, entdo w;(¢) = w;(n).

Demonstracdo: Desde que ¢ = 7, existe um homeomorfismo f: E({) — E(n) tal que, para todo b € B,
temos f (Fp(S)) < Fp(n) € flF,@): Fp(§) — Fp(n) € um isomorfismo linear.

Como f é uma aplicacao fibrada de { em 7, entdo a aplicacado correspondente de f nos espagos bases
deve ser necessariamente a identidade Idg: B — B.

Assim, segue que ¢ = Idpn. Deste modo, segue do Axioma 2 que w;({) = (Idp); (wi(m) = w;(n), para
qualquer i = 0. O

Proposicao 5.2. Se¢ é um fibrado trivial, entdo w; () =0, parai > 0.
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Demonstracdo: Como ¢ é um fibrado trivial, isto é, { = eg((s),para algum inteiro n = 0, entdo w;(¢) =

wi(el’;@), pela Proposicao 5.1, . Assim, mostremos que wi(eg(a) =0, parai>0.

Para tanto, fixado by € B({) qualquer, defina f : B(¢) x R” — {bo} x R" por f(b,r) = (by,r), para todo
(b,r) € B(§) xR"™. Assim, f é continua e f|xge: {b} x R" — {bo} x R"” é um isomorfismo linear, para todo
be B(¢).

Logo, f é uma aplicacdo fibrada de €.

B €m eZO, com aplicacdo correspondente nos espagos bases a

aplicacao constante c: B() — {by}. Entao, eg(f) = c*eZO.

Com isso, segue do Axioma 2 que w; (eg(f)) =c; (w,-(eZO)). Porém, ¢ : H'({bo}, Z2) — H'(B(S),Z,) é a
aplicacao nula para i >0, uma vez que H'({by}, Z) =0, para i > 0.

Assim, 0 = cl’."(w,-(ezo)) = wi(eg(é)) = w;(&). O

Proposicao 5.3. Se¢ en sdo fibrados sobre o mesmo espago base B tais que ¢ é trivial, entdo wi(E&n) =
wy(n), para qualquer k = 0.

Demonstracdo: Inicialmente, note que
wo(§®n) = wo(§) — wom) =1 — wo(n) = wo(n)

Agora, para k > 0, temos

k
wren = ) wi)— wi_;m
i=0
k

= 1—wirm+ Y wi(€) — wr—i(m
i=1

= wrm+0

= wi)

o que conclui o resultado. O

Proposicédo 5.4. Se é um R"-fibrado Euclidiano e possui k segoes linearmente independentes, com 1 <
k < n, entdo:
Wn—k1(6) = Wy—g12(8) == wp({) =0
Em particular, se{ possui uma sec¢do ndo-nula, entdo w,(¢) = 0.
Demonstracao: Se ¢ admite k secoes linearmente independentes, segue do Teorema 4.8 que existe
um R*-subfibrado trivial de ¢, digamos €.
Deste modo, como ¢ é um R”-fibrado Euclidiano, entdo ¢ = e®et, onde et é um R"k_fibrado. Assim,

temos que
w;(€) = wile®er) = wi(e)

para qualquer i > 0.

Sendo e um R**-fibrado, concluimos que w; (&) = w;(e") =

0,parai>n—k. O
Definicdo 5.1. Denotaremos por H T(B(&),Z,) o anel das séries infinitas formais
a=apt+a+ax+---

onde a; € H! (B(¢),Z5),paracadai=0,1,2,---.
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A operacao soma deste anel é dada por
(ap+ay+az+---)+(bo+b1+by+---)=(ap+by) +(a+ b))+ (a+ b))+
Ainda, a operacao produto deste anel é definida por

(a0+a1+a2+---)(b0+b1+b2+---):co+cl+02+---

k
onde ¢y =) (a; — by_;), paratodo k=0,1,2,---.
i=0

Observacdo 5.5. Note que, a operacio produto definida acima é associativa, ja que H' (B(£),Z,) é um
anel, e é comutativa pelo Teorema 2.13.

Definicdo 5.2. A classe de Stiefel-Whitney total de um R”-fibrado ¢ é o elemento
WE=1+wi (&) + w2 )+ +wy +0+0+---€ H (B({),Z2)
Deste modo, o Axioma 3 pode ser reescrito como W (@ n) = W(&)W (1)
Lema 5.6. A colegdo de todas as séries formais infinitas
W=1+w;+ws+--€ H (BE),Z>)

com o primeiro termo 1 forma um grupo abeliano com relagdo ao produto definido acima.
(Este grupo é exatamente o grupo das unidades do anel H" (B(¢), Z,) )

Demonstracdo: Pela Observacao 5.5, sabemos que a operacao produto € associativa, comutativa e
seu elemento neutro é 1+0+0+--- € HY(B(),Z,). Assim, basta provarmos a existéncia do elemento
inverso de um elemento arbitrario

W=1+w+ws+- € H(B(),Z>)

ks

Para tanto, defina W =1+ wy + wy +-- -, onde wy =) w;— Wi, paracadak=1,2,---.
i=1

_ k
Assim, WW =c¢cy+c1+co+---,onde ¢y = ) w; — wy_;, paracada k=0,1,2,---.
i=0
Entao, para k = 0, temos

C():LUO\/WQZI\/IZI

E, para k = 1, segue que

k
Ck = ) Wi— Wk
=0

k
=1 vw_k+zwi ~ Wig—i
i=1
— k —
= Wi+ ) Wi— Wr;
i=1
k k

= D Wi— Wi+ ) Wi— Wk
i=1 i=1
=0
uma vez que estamos trabalhando com coeficientes em Zj.
Logo, WW=140+0+---¢, portanto, W é o elemento inverso de W € H'! (B(&),Z,). O

Agora, a igualdade W (& @ n) = W (&) W (1)) pode ser reescrita como W (1) = W)W (& &n).
Nestas condi¢oes, podemos garantir pela Proposicao 5.2 o seguinte
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Coroldrio 5.7. Seé @1 for um fibrado trivial, entdo W (1) = W ().
Agora, calcularemos as classes de Stiefel-Whitney de alguns casos especiais.

Exemplo 5.8. A classe total de Stiefel-Whitney do fibrado linha canénico y. sobre RP" é dada por
W(yl)=1+a, onde (a) = H! (RP",Z,).

Com efeito, considere a inclusao i : E ()/{) — E ()f,lq), que é uma aplicacao fibrada de y% em y,lq, com
aplicacdo correspondente nos espacos bases sendo a inclusio j:RP! — RP".

Com isso, y; = j*rl e, pelo Axioma 2, temos wk(y%) = j;(wk(y}l)). Note que, para k > 1, decorre do
Axioma 1 que wy(y}) =0, uma vez que y, ¢ um R-fibrado.

Por outro lado, segue do Axioma 4 que w; (y7) = b # 0, onde (b) = H' (RP',Z,), isto é, j; (wi(y})) =
b #0. Como jl* é linear e w; ()f,ﬂ) e H! (RP",Z5) = {a), entdo w; ()f}l) = a e, consequentemente, W(y}l) =
1+a.

Exemplo 5.9. Por definicdo o fibrado linha canénico vy, sobre RP" ¢ um subfibrado do fibrado trivial

+1 . 1 1 +1 . +1 ~
eurzfpn' Deste modo, podemos considerar y— o complemento ortogonal de y,, em eﬁpn, ou seja, eﬁpn =

Yoy
Entdo, como y} @ y* é um fibrado trivial, segue que W(y*) = W(yl). Sendo y! um R”-fibrado,
devemos calcular apenas w; ()/L), paral < i < n, afim de obter W()/L).
Pois bem, por definicdo, temos wo(y) = Wo(yl) =1 e wr(yh) = Wi(yl) = iwi(y}q) — Wi (yh).
i=1
Como W (yl) =1+ a, podemos concluir que wi(y!) = Wi (yL) = w1 (yL) — Wi 1(yL) = a — wr_1(yL).
Deste modo,
Y= a—wiary)
= a—(a—wr_20h)
a* — Wi_2(yy)
a’ — (a—wi_3(y}))
= a® — W 3(yy)

wi(y

= a"l—wh)

Agora, veja que w; (YL) =w ()f,ﬂ) =a— wy (y,ll) =a—1=a. Assim, wk(yl) = aF.

Portanto, temos W(y') =1+a+a®+---+a’".
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Capitulo 6

Variedades Diferenciaveis

Abordaremos agora o conceito de variedade diferenciavel de classe C* e dimensao m. No que segue,
deixaremos subentendido que o espaco considerado serd paracompacto, conexo e de Hausdorff.

Definicao 6.1. Seja M um espaco topolégico. Um sistema de coordenadas locais em M é um home-
omorfismo x : U — R™ sobre x(U) < R, onde U ¢ M é um aberto. Dizemos que m ¢é a dimensao do
espaco M.

Para cada ponto p € U, tém-se x(p) = (xl(p),--- ,xm(p)), onde os numeros x’ = xi(p), i=1,---,m
sdo chamados as coordenadas do ponto p € M no sistema x.

Definicao 6.2. Um atlas de dimensao m sobre um espaco topolégico M é uma cole¢do 2l de sistemas
de coordenadas locais x : U — R em M, cujos dominios cobrem M.

Chamamos o espaco topolégico M no qual existe um atlas de dimensao m de variedade topolégica
de dimensao m.

Dizer que os dominios dos sistemas de coordenadas no atlas 2l cobrem M, significa que, para cada
ponto p € M, é possivel tomar um aberto U c M, chamado vizinhanca coordenada de 2|, tal que p € U,
e um homeomorfismo x: U — R™.

De modo equivalente, podemos dizer que M é uma variedade topologica de dimensdo m se, e so-
mente se, cada ponto de M tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto do R".

Dados os sistemas de coordenadas x: U — R e y : V — R no espaco topolégico M, tais que
UNV #@. Cada ponto p € UnV tem coordenadas x' = x’(p) no sistema x e coordenadas y' = y(p)
relativamente ao sistema y.

A correspondéncia

(), x™P) = (Y ),y (p)
estabelece um homeomorfismo yo x Lix(UnV)—> y(Un V) chamado mudanca de coordenadas.

O uso do sistema de coordenadas e o homeomorfismo mudanca de coordenada nos permitem defi-
nir e utilizar ferramentas de espacos euclidianos para as variedades, visto que em um espaco topolégico
tal nocdo nao é possivel

Se z: W — R é outro sistema de coordenadas locais tal que Un VN W # @, entao

zox t=(zoy Ho(yox HN:x(UnVnW)—=z(UnVNW)
Em particular, temos xo y ' = (yox!)™!, uma vez que

Idywy=x0x ' =(xoy Ho(yox )
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Figura 6.1: Mudanca de Coordenada
Fonte: [10], p. 106

Definicdo 6.3. Um atlas 2 sobre um espaco topolégico M diz-se diferenciavel de classe C* (k = 1) se
todas as mudancas de coordenadas y o x~! sdo aplicacdes de classe C¥, com x, y € 2. Denotamos por
A e Ck,

Dizemos que um sistema de coordenadas z: W — R"” em M é admissivel, relativamente a 2, se,
para todo sistema de coordenadas locais x : U — R™ pertencente a 2, com U N W # @, as mudangas de

coordenadas xoz ! e zo x ! sdo de classe C¥, isto 6, se A {z} é ainda um atlas de classe C¥ em M.

Um atlas 2 de dimensio m e classe C* sobre M é dito ser maximal quando contém todos os sistemas
de coordenadas locais que sdao admissiveis em relacao a ele.

Todo atlas de classe C* em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar um atlas maximal de
classe C*. Para isto, basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Note que em um atlas diferenciavel 2(, como x o y_1 = (yo xH segue que os homeomorfismos

sdo, de fato, difeomorfismos de classe CF.

Definicdo 6.4. Uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C¥ é um par ordenado (M, 21), onde
M é um espaco topolégico, paracompacto, conexo de Hausdorff, e 2l é uma atlas méximo de dimensao
m e classe CF sobre M.

Em particular, usaremos o termo variedade suave de dimensao m, quando a variedade for de classe
C*™.

Observagdo 6.1. No restante desta secdo apresentaremos, por conveniéncia, defini¢cdes e exemplos uti-
lizando variedades suaves, porém essas nocoes e resultados podem ser estendidos para as variedades
diferenciaveis m-dimensional de classe C¥, para k = 1 qualquer.

Agora, iremos estender a no¢ao de diferenciabilidade para as aplicacdes entre variedades. Esta no-
¢do ird se estender de modo natural, uma vez que uma variedade se comporta localmente como um
espaco vetorial, onde existem ferramentas para a diferenciabilidade de uma aplicacao.

Definicdo 6.5. Sejam M, N variedades suaves. Uma aplicacao entre variedades f : M — N é diferencia-
vel no ponto p € M se existem sistemas de coordenadas x: U - R em M, y:V —-R"em N,com pe U
e f(U) c V tais que fyy:=yo fox ':x(U) — y(V) cR" é diferencidvel no ponto x(p).

A aplicag@o fy, é denominada expressdo de f nas coordenadas locais x, y.
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Por fim, dizemos que f : M — N é diferenciavel se f for diferencidvel em todos os pontos de M.
Ainda, f é de classe Ck se sua expressao for de classe ck,

Observe que, como os homeomorfismos mudanca de coordenadas em M e N sao difeomorfismos,
a definicdo de diferenciabilidade independe dos sistemas de coordenadas. Com efeito, suponha que yo
fox~1:x(U) — y(V) c R" seja diferencidvel e sejam x': U’ — R™, y': V' — R" sistemas de coordenadas
em M e N respectivamente, com f(U') c V'. Assim

yofox) 1= oy Ho(yofox Ho(xox™h
que é diferencidvel.

Definicao 6.6. Diremos que uma aplicacao f: M — N é um difeomorfismo entre variedades quando f
for uma bijecao diferencidvel cuja inversa também é diferenciavel. Se f e f~! forem ambas de classe
Ck, entao f é um difeomorfismo de classe C k.

Exemplo 6.2. Seja p um ponto fixado de M e (—e¢,€¢) < R um intervalo. A funcao suave A : (—e,e) — M tal
que A(0) = p é chamada um caminho suave em M que passa por p.

dA
O vetor velocidade deste caminho em ¢ = 0 é definido como sendo o vetor Eltzo, cuja a-ésima
dAq(0)
dt

Até aqui, construimos uma base teérica para que possamos trabalhar com os elementos de um es-

coordenada é dada por

paco topolégico M, de modo semelhante ao desenvolvido para os espacgo euclidianos. Deste modo,
podemos considerar simplesmente o caso M c RY, onde L é um conjunto de indices, e R" o espaco ve-
torial constituido das funcdes continuas de L em R. Munimos entdo o espaco R* com a topologia do
produto cartesiano de cépias de R e M com a topologia relativa.

Deste modo, iremos tomar a seguinte definicao alternativa de uma variedade diferenciavel:

Definicdo 6.7. Um subconjunto M < R’ é uma variedade suave de dimensdo n, se para cada p € M,
existir uma funcéo suave ¢ : A — R”, onde A = R" é um aberto, tal que ¢ satisfaz:

* ¢ é um homeomorfismo de A sobre ¢(A);

op 0
e paracada a = (ay,---ay) € A, 0s n vetores —,...,
oay oay,

avaliados em a sdo linearmente indepen-

dentes.

Chamamos a tripla (A, ¢(A), ¢) de parametrizacao local de M.

Observe que em uma parametrizacdo local (A, p(A), ), desde que ¢ é uma func¢do suave, o home-
omorfismo ¢ : A — @(A) é um difeomorfismo, bem como seu inverso ¢~!. Desde modo, podemos

entender ¢! como um sistema de coordenadas locais suave.
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6.1 A Variedade Tangente

Nesta se¢do exploraremos um dos principais assuntos deste trabalho, o espaco tangente de uma
variedade.

Definicéo 6.8. Sejam (A, ¢(A), ¢) uma parametrizacio localde M cRL, pe M e a€ Atal que ¢(a) = p.
Um vetor v € R! é tangente a variedade M em p se v pode ser expresso como combinacdo linear dos

vetores a 6
=2 @,..., 2
oay o0ay,

(a)

A colec¢do de todos os vetores tangentes a M em p é chamado espaco tangente a M em p e serd
denotado por T, M.
Definimos ainda a variedade tangente de M como sendo

TM={(p,v)e MxR"; ve T,M}c M xR"

Note que, para todo p € M, um vetor arbitrario v € T, M, se escreve como uma combinacao linear

0 0
dos n vetores —(p(a), S P
oa, oa,

(a), onde n = dim(M). Deste modo, o conjunto
op ol7) }
—(a), -, — T,M
{Oal (@ dap (@) <Tp

forma uma base para o espago tangente T, M, donde podemos concluir que dim(T,M) = dim(M).
Consequentemente, podemos aferir que dim(T M) = 2n.

Introduzimos a estrutura de variedade diferencidvel em T M a partir da estrutura de M do seguinte
modo: seja x: U — R” uma sistema de coordenadas em M. Construimos um sistema de coordenadas
em T M fazendo % : U — R?" dado por

i(p,v) = (x' (P, x"(p), @l (x(p)), -, a" (x(p)))
no 3
paratodo v = Za’(x(p))ﬁ, onde U = pl"(U), sendo p; : TM — M a projec¢do no primeiro fator.
X
i=1

Lema 6.3. Um vetor v € R" é tangente o variedade M em p se, e somente se, v é o vetor tangente de um
caminho que passa por p.

Demonstragao: Com efeito, seja (A, ¢(A),9) uma parametrizac¢do local de M e tome v € T, M tal

k
0
quev = Zai—(p(a). Defina A : (—e,e) — M como sendo o caminho dado por A(t) = @(a; (1), --a,(1)),
i=1

aaj
coma=(a,-,a,) € Atal que a;(t) = aj + taj, paratodo j = 1,--- n. Entdo
op op 0p da; oy day di
= I =— g+ + A= —
v dar (a)ay da, (@)ay, dar dt lt=0 da, dt lt=0 dtlt_o

Por outro lado, se v = % |s=0, temos que

di a 0p day Oy day )
- |, = — 0, t 0= — —— |, _0=
v dtlt—O dt(‘P(m( ) an(1)))¢=o da; dr lt=0+ +6an ar lt=0 E
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ou seja, v é um vetor tangente a M no ponto p.
Portanto, segue o resultado. O

Agora, considere duas variedades suaves M, N, uma aplicacao suave f : M — N e uma parametriza-

cdolocal ¢: A— @(A) de M, tal que, paraalgum a€ A, ¢(a) = p, para p € M.
k k
0 0
Para todo v = Zaia—Z(a) € TyM, defina Dy f : TyM — Tgp N por Dy, f(v) = Zai (gaoj(p)
i=1 i=1

todo v € T, M. Note que D, f € uma transformac@o linear e estd bem-definida, uma vez que, pelo Lema

(a), para

6.3, temos v = a7 |¢=0, para algum caminho suave 1 : (—e,e) — M tal que A(0) = p € M. Segue entdo, que

foA:(—€,e) = N éum caminho suave tal que foA(0) = f(p) € N. Logo, o vetor d(];;/l)ltzoe TrpmN, e
d(foA) d = 0(foyp) da; = 0(f o)
T li=o=—(fop@ (D), an(Oli=0= ) _ 54, Elt:o=g 50, (@i =Dpf@)

j=1

Chamamos D), f a derivada de f em p.
Combinando as fun¢oes derivadas D, f, para todo p € M, obtemos uma funcdo Df : TM — TN
dada por Df(p,v) = (f(p),Dpf(v)), para todo (p,v) € TM.

Definicao 6.9. Um campo de vetores continuo (diferencidvel) v é uma aplicacao continua (diferencié-
vel) da variedade suave M no espaco tangente T M que, para cada p € M, associa um vetor v(p) € T, M.

Definicao 6.10. Seja v um campo de vetores. Um ponto p € M é dito ser uma singularidade de v se
v(p) € T, M for nulo.

Em particular, se existir uma vizinhanca de p na qual o campo de vetores v ndo possui outra singu-
laridade, dizemos que p é uma singularidade isolada de v.

No que segue, ® denotard o campo de vetores nulo, ou seja, dado p € M qualquer, temos que O(p) =
(p,0) € TM.

Quando D, v(T, M) e D,0(T, M) possuirem apenas o vetor nulo em comum, dizemos que a singu-
laridade p € M do campo de vetores v é simples.

Seja v: M — TM um campo de vetores continuo cobre M e p € M uma singularidade isolada de v.
Existe uma vizinhanca V < M de p tal que, para todo g € V — p, temos v(q) # 0. Seja x: V — R" um
sistema de coordenadas locais de M e coloquemos a = x(p) € x(V) c U cR". Paratodo g € V, temos

n
- 0
vig) =) a'(x(g)—
(@) lzzl (x(@) 5~ (@)
onde, para cada i = 1,---,n a funcdo a’ : U — R é continua. Obtemos assim uma aplicacdo continua
f:U—R"pondo f(u) = (a'(w), -, a" (), para todo u € U.
Sendo p € V a Unica singularidade de v em V, temos f(u) = 0 € R"” apenas quando u = a, conse-
quentemente, f(U—a) cR" —0.

Podemos relacionar os campos de vetores continuos com os campos de vetores diferencidveis atra-
vés dos seguintes resultados
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Teorema 6.4. Seja M uma variedade compacta. Dado um campo de vetores continuo v sobre M ee > 0,
existe um campo de vetores diferencidvel w sobre M tal que |v— w| <€

Demonstragao: [[9], p. 95-97].

Corolario 6.5. Se existe um campo de vetores continuo v sem singularidades, entdo existe um campo de
vetores diferencidvel sem singularidades.

Demonstragao: Sejam {Vy}qer uma familia de abertos tais que U Vy = M e {Ug} uma cobertura de
ael

M por abertos tais que Uj c V;. Dado p € V, € M, temos v(p) € T, M dado por

v(p) = Zaé(p
P o0xk

Coloque € = 1nf{z lal,(p)l; p € U] pj=1,- } Desde que v nao possui singularidades, segue que

€ > 0. Pelo Teorema 6.4, podemos aproximar v por um campo diferencidvel w de modo que

€
lw—v|l<—
2n

Entao, para todo p € Fj, temos

x

w(p) = Zb’
i=1

onde Ib’ (p) —a (p)I < 3,. Logo,

n n n n
. . . . € .
e< lap(p)l =} ID(p) = au(pl+ 3 Ibh(p)l <5+ 1be(p)]
i=1 i=1 i=1 i=1
donde Zlbl (p)|= 2, quaisquer que sejam p eﬁje j=1,-r
A331m, w(p) #0emtodo pe M. O

Proposicao 6.6. Seja x: U — R" um sistema de coordenadas em M, onde a singularidade p do campo de
vetores v pertence a U. Temos

v(q) = Za (q)—(q)

comqgeUea(p)=0,parai=1,---,n

a 1
A singularidade p é simples se, e somente se det ( aa] ) # 0, avaliada no ponto p.
X

Demonstracdao: Em termos dos sistemas de coordenadas x em M e X em T M, as aplicacoes v e © se
exprimem do seguinte modo:

. 1 1
8-(x)"')xn) — (x,--~,xn,0,---,0)
. 1 1 1.,.1 1
vl x™ — (a1 at e x™), e a (-, X))
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0 ) . .
Note que, como os vetores a’ parai=1,---,nformam uma base de T, M e p é uma singularidade
X

simples, entdo os vetores

0 0 0 0
Dr®\gxr ) Pr®l g | Prv (g ) Pr |G

sdo linearmente independentes.
Cadavetor D,,0 (%) possui coordenadas (0,---,0,1,0,0---,0) emrelacdo ao sistema de coordenadas

X, , isto é, todas coordenadas sdo nulas exceto a i-ésima, que € igual a 1. E as coordenadas do vetor
Dyv (%) em X sao
da' da”
(0,... ,0,1,0,--- ,o,a(p),... ’ﬁ(p))
onde as n primeiras coordenadas sao nulas exceto a j-ésima.
Assim, a matriz quadrada onde as colunas sdo as coordenadas dos vetores D,,0 (%) e Dyv (a)

com relacao ao sistema X possui a seguinte forma
( . (2 )
oa’
0 (35)
i

. . = a .
Portanto, a matriz tem determinante ndo nulo se, e somente, se, 0s 271 vetores a—](p), para it =
X

onde os quatro blocos sdo matrizes n x n.

l,---,ne j=1,---n,sdo linearmente independentes.
Mas, este determinante € justamente det (27“; ( p), 0 que demonstra o Lema. O

Corolario 6.7. As singularidades simples de um campo de vetores diferencidvel sdo isoladas no conjunto
das singularidades deste campo.

Demonstracdo: Seja p € M uma singularidade simples de v. Para um sistema de coordenadas
x:U—R"' talque pe Uev(g = Zai(q)%(q), g € U arbitrario, temos a’(p) = (0,---,0), para i =
i

1,--- ,nedet(gT“;(p)) #0.
Pelo Teorema da Funcdo Inversa, existe uma vizinhanca V de p tal que a aplicacao

(x',...x" = q— (al(q),--- ,a (q))

é um difeomorfismo de V sobre uma vizinhanca do ponto (0,:--,0).
Portanto, para todo ponto g # p em V, teremos que (a'(g),---,a"(g)) # (0,---,0), ou seja, p é a tinica
singularidade de v na vizinhanca V. O
Estabeleceremos agora o seguinte resultado sobre os campos de vetores diferencidveis e as singula-
ridades simples desses campos.

Teorema 6.8. Todo campo de vetores diferencidvel pode ser aproximado (na topologia C') por um campo
diferencidvel de singularidades simples.

Demonstracao: [[9], p. 115].
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Definicao 6.11. Seja f : M — N uma aplicacao diferenciavel entre duas variedades suaves. Um ponto
p € M € dito ser um ponto regular de f se D), f : T, M — Tr) N € uma aplicacdo linear bijetiva.

Se para cada ponto p € M, aderivada D, f : T,M — Ty, N € injetiva, dizemos que f € uma imersao.
Neste caso, dizemos que M pode ser imersa em N.

Em particular, se f for um homeomorfismo entre M e sua imagem f (M), chamamos f de um mer-
gulho.

Podemos definir também um valor regular da aplica¢do diferencidvel f : M — N em um ponto g € N.
Neste caso, g € N é dito ser regular de f se, para todo p € f7(g), a aplicagdo linear Dyf:TyM — TyN
for sobrejetiva em Ty N.

6.2 Orientacao de Variedades

Introduziremos agora a noc¢do de orientabilidade de uma variedade. Porém, antes veremos tal no¢ao
aplicada em espacos vetoriais e, em seguida, estenderemos esse conceito para as variedades.

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n e 98 o conjunto das bases ordenadas de V. Defini-
remos uma relacdo de equivaléncia em 28 do seguinte modo:

Sejam {b,---, by} e{cy,- -+, cy} duas bases ordenadas de V. Diremos que essas bases sdao equivalentes
se

n
bj:Zafc,-, j=1--,n
i=1

onde (a{ ) tem determinante positivo.

Entdo, uma orientacao no espaco vetorial V' € uma dessas classes de equivaléncia. Um espaco veto-
rial orientado é um par formado por um espaco vetorial V e uma orientagdo. As bases de V pertencentes
a esta orientacdo serdo chamadas positivas, e as outras negativas.

Definicao 6.12. Diremos que uma variedade diferencidvel M é orientdvel quando for possivel orientar
cada espaco tangente T, M, p € M, de modo que a orientagdo desses espagos varie ”continuamente” no
seguinte sentido:

Se x: U — R" é um sistema de coordenadas locais em M, com U < M conexo, entdo a base

{ 0 (p) 0 ( )} eTpM
ax1 P77 g an P P
associada ao sistema x, ou € positivo para todo p € A, ou entdo é negativo para todo p € A.

No primeiro caso, diremos que o sistema x é positivo e escrevemos x > 0. No segundo, dizemos que
x é negativo e denotamos x < 0.

M é orientada quando se escolhe uma cole¢do de orientagdes nos espagos T, M do tipo acima e tal
colecdo é a orientacao de M.

Enunciaremos o proximo Teorema apenas para o entendimento das préximas construgoes. Assim,
nao daremos uma demonstragdo para tal resultado, a qual pode ser encontrada em [9].

Teorema 6.9 (Teorema de Sard). Seja f: M — N uma aplicagdo diferencidvel. O conjunto dos pontos de
N que sdo valores regulares de f tem medida nula em N.
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Lembremos que uma aplicacdo continua f : M — N entre variedades diferencidveis é uma funcao
prépria, quando, para todo compacto K c N, a imagem inversa f (K)c M éum compacto.

Consideremos M e N variedades diferencidveis orientadas n-dimensional e f : M — N uma aplica-
cao diferenciavel propria.

Pelo Teorema de Sard, temos que o conjuntos dos valores regulares g € N da aplicacado f é denso em
N e, como f é propria, esse conjunto é aberto em N.

Seja, pois g € N um valor regular de f. Temos

@=ip,--picM

Em cada ponto p; € f7(q), a aplicacdo linear tangente Dy, f: Tp;M — Ty N € um isomorfismo entre
0s espacgos vetoriais orientados.

Diremos que o ponto p; € positivo (p; > 0) se D, f preservar a orientacdo, e negativo (p; < 0) caso
Dy, F inverter a orientagao.

Definicao 6.13. Definiremos o grau de f no valor regular ¢ como o "ntmero algébrico” de pontos em
f7(g). Ou seja, o niimero de pontos positivos menos o nimero de pontos negativos em f(g). Usare-
mos a notagao gr.4(f).

Teorema 6.10. Sejam M e N variedades orientadas de mesma dimensdo, sendo N conexa, e f : M — N
uma aplicagado diferencidvel propria. Entdo o grau gr.,(f) é o mesmo, qualquer que seja o valor regular
pEN.

Demonstracgao: [[9], p. 34-36]

Além do conceito de grau de uma aplica¢do, podemos também definir o grau local de uma aplicacao.

Definicdo 6.14. Sejam U c R"” um aberto, ac U, beR" e f: U—a — R" — b uma aplicacdo continua tal
que )lgna f(x) = b. Definimos o grau local de f em a, denotado por y,(f), do seguinte modo:
Seja D = D(a;e) < U uma bola fechada e considbere j:S$" 1 — D—adadapor j(x) = a+ex, para todo
y—
|y — bl
Quando € — oo, obtemos D = R”, consideraremos entdo j(x) = a + x, para todo x € sl
Colocamos y,(f) = gr.(po f o j).

xeS*1e p: R” —ph —=S" 1 dada por p(y) = para todo VAS R"™ —b.

Definicao 6.15. O indice da singularidade p no campo de vetores v é o grau local y,(f) da aplicacdo
f:U—a— R"—0. Denotaremos o indice por I, (p).

Teorema 6.11 (pag. 123). A soma dos indices de um campo de vetores diferencidvel sobre M cujas singu-
laridades sao todas simples, é um invariante de M.

Demonstracao: [[9], p. 123].
A soma dos indices das singularidades de um campo de vetores diferencidvel é chamada caracteris-
tica de Euler de M e indicada por y (M).

Teorema 6.12. Sejam U < R" um aberto, ac U e f : U—{a} — R" —{b} uma fungdo continua. Entdo
Ya(f) é zero se, e somente se, para toda bola fechada D = D(a,€) c U, existe uma fungdo continua g : U —
R"™ —{b} que coincide com f em U —int.B.
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Demonstragao: [[9], p. 139-140].

Lema 6.13 (pag. 145). Sejam S1, S, < R" esferas disjuntas de centros a, e a,, respectivamente, contidas no
interior de uma esfera Sy. Seja f :R"\ {ay, az} — S" ! uma aplicagao continua, e coloquemos f; = fls,,
comi=0,1,2. Se orientarmos igualmente as esferas S;, teremos gr.(fo) = gr.(f1) + gr.(f2).

Demonstracao: [[9], p. 145-146]

Teorema 6.14. Seja v um campo de vetores continuo sobre M com p1, p2 € M singularidades isoladas.
Dado V ¢ M um aberto conexo tal que p; e p2 sdo as unicas singularidades de v em V, existe um campo
de continuo u sobre M que coincide com v em M —V, e que admite uma tinica singularidade p € V. Além
disso, I,(p) = I, (p1) + I (p2).

Demonstracao: Desde que V é conexo, existe um sistema de coordenadas locais x: U — R”, onde
U c V éum aberto que contém p; e p,. Sejam a; = x(p;1) e a; = x(p2), e considere a expressao do campo
de vetores v em um ponto g € U qualquer dada por

— - i 0
v(q) = Zla ()5 (@)

Considere ainda uma bola fechada D(0, r), contendo os pontos a; e a, em seu interior. A expres-
sdo de v em termos do sistema x nos fornece uma aplicacao continua f : R” — R” dada por f(z) =
(a'(z),---a"(z)), para todo z € R". Note que f(z) = 0 apenas quando z = a; ou quando z = a, visto que
p1 € p2 sdo as Unicas singularidades de v em V.

Em particular, se |z| = r, temos f(z) # 0. Defina uma aplica¢do g :R"” — R” por

f@ , lzl=r
g(z) = %f(éz) , O<lzl=r
0, z=0

Desde que f é continua, segue que g é continua, coincide com f fora de B(0,r) e g(z) = 0 somente
quando z = 0. Sejam f!,..., " : R" — R" as fungdes continuas tais que g(z) = (6'(2),---, " (2)). Defina
um campo de vetores u: M — T M por

v(q) , qEM—-U
ul@=4 & .;
Y =g , qeU
i=1

Desde que g coincide com f fora de D(0, r), concluimos que © é um campo de vetores continuo que
coincide com v em M — V e a tinica singularidade de  em V é o ponto p = x(0).

Mostremos entdo que I, (p) = I,(p1) + I,(p2). Para isto, considere D, e D, duas bolas disjuntas de
D(0,r), com centro em a; e ap, respectivamente. Sejam Sy, S; e S» 0s bordos das bolas D(0,r), Dy e D»,
respectivamente. Por fim, indiquemos com jj : s 1 - D(,r)\ {0}, J S D\ {ai} e Jo: sn—1_,
D, \ {ay} as equivaléncias de homotopia usuais. Temos

Lip) = gr(pfjy)

I,(p2) = gr(pfj2)
Iu(p) = gr.(p&jo)=gr.(pfjo)
onde a tltima igualdade é valida uma vez que gls,= fls,, € So = jo ($" ).
Portanto, o resultado segue do ultimo Lema. O
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Coroldrio 6.15. Seja v é um campo de vetores continuo sobre M com finitas singularidades p.,---, pn €
M. Dado V < M um aberto conexo contendo todas as singularidades de v, existe um campo de vetores
continuo u sobre M que coincide com v em M —V, e que admite uma tnica singularidade p € V. Além

n
disso, I,(p) = Y_I,(p;).
i=1

Demonstracdo: Com efeito, consideremos primeiro as singularidades p; e p». Seja Vi € V um
aberto conexo de modo que as tnicas singularidades de v sejam p; e p,. Aplicando o Teorema 6.14,
obtemos um campo de vetores continuo u; sobre M que coincide com v em M — Vj,, com Iy, (g2) =
I,(p1) + I, (p2).

Agora, consideremos um aberto conexo V,3 € V que contém ¢» e p3 e nenhuma outra singularidade
de u;. Aplicando novamente o Teorema 6.14, obtemos um campo de vetores continuo u, sobre M, que
coincide com u; em M — V>3 e, consequentemente, coincide com v em M — V. Assim, uy possui apenas
uma singularidade g3 € Va3 € 1, (q3) = I,(p1) + I, (p2) + I, (p3).

Prosseguindo de modo andlogo, concluiremos que existe um campo de vetores continuo u =
sobre M, que coincide com v em M — V e admite apenas uma singularidade p = gq,, em M, tal que

m
Iu(p) = )_I,(pd). O
i=1

Coroléario 6.16. Em toda variedade compacta existe um campo de vetores continuo com apenas uma
singularidade.

Demonstracdo: De fato, dada a variedade compacta M, sempre podemos encontrar um campo de
vetores continuo sobre M com um numero finito de singularidades do seguinte modo:

Tomemos um campo de vetores continuo w sobre M (se necessdrio, w pode ser o campo de veto-
res nulo) e aproximamos um campo de vetores diferencidvel v cujas singularidades sdo todas simples.
Assim, as singularidade de v sdo isoladas e, como M é compacta, elas sdo em ntmero finito. Dai apli-
cando o Coroldrio 6.15 ao campo de vetores v, obtemos o campo de vetores continuo © com apenas
uma singularidade. O

Teorema 6.17. Seja v um campo de vetores continuo sobre uma variedade compacta M, com um niimero
finito de singularidades p,,- - pm. Tém-se I,(p1) + -+ I,(pm) = x(M).

Demonstracdo: Pelo Coroldrio 6.15 , existe um campo de vetores continuo u sobre M que possui

m
somente uma singularidade p, com I,,(p) = }_I,(p;). Nosso objetivo é mostrar que I,(p) = x(M).
i=1
Seja x: V — R" um sistema de coordenadas locais em M, com p € V. Considere uma bola fechada

D cR” centrada em a = x(p) e chamemos de S o bordo de D. Aplicando o Teorema 6.14, tomemos um
campo de vetores diferencidvel w sobre M que possui apenas singularidades simples e que estd préoximo
de u que satisfaz as seguintes condicgoes:

1) Nao existem singularidades de w em M — x7(int.D)

2) Se f,g:R" — R" sdo as aplicagdes dadas por f(z) = (a!(2),--+,a"(2)) e g(z) = (' (2),---, " (2)),

onde
_ i 7 — i :

‘<2

em V, entao

H flz) g2
If(2 g2l
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paratodo z€ S.

Por conseguinte, I,,(p) = gr.(po fo j)=gr.(pogo j). Assim, I,(p) é igual ao grau da restricao (pg)ls,
onde g é definida pelo campo w em termos do sistema de coordenadas x. Ora, w possui apenas um
ntmero finito de singularidades em M, digamos 4, ..., g, as quais pertencem a x ' (int.B). Além disso,
estas singularidades sdo todas simples, de modo que >_I,,(g;) = x(M).

14
Sejam a; = x(q1),--,ar = x(qg,) € int.B e tomemos (pequenas) esferas disjuntas S; centradas em a;
e contidas em S. Considerando a aplicagao

h:pog:Rn\{al;“',ar}—)Snil

temos I, (p) = gr.(hls) e I,(q;) = gr.(hls,).
n

n
Assim, y(M) = )_gr.(hls,), mas pela generalizacdo do Lema 6.13, vale que gr.(hls) = )_gr.(hls,), 0
i=r i=1
que demonstra que y (M) = I,(p). O

6.3 Grupos e Algebras de Lie

Veremos um caso particular de variedade diferenciavel, os chamados Grupos de Lie, os quais pos-
suem a seguinte definicao:

Definicdo 6.16. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G munido de uma estrutura de grupo
tal que as aplicagoes
(gh) € GxG — gh € G
g € G — glega
sdo diferencidveis. Denotaremos o elemento neutro de G por e.
Um homomorfismo entre grupos de Lie G e H é uma funcao diferenciavel ¢ : G — H que é um
homomorfismo de grupos. Um isomorfismo é um homomorfismo bijetivo cuja inversa também é um
homomorfismo de grupos de Lie.

Definicao 6.17. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma a¢do a esquerda de G
sobre M é uma funcao diferencidvel a: G x M — M tal que

(i) a(gh,p)=a(g a(h,p)),VgheGeVpeM
(ii) ale,p)=p,VpeM

De modo anélogo, uma ac¢do a direita de G sobre M é uma funcao diferenciavel f: M x G — M que

satisfaz
(iii) B(p,gh)=p(B(p, g, h), Vg, heGeVpe M
(iv) P(p,e)=p,VpeM

Dada uma ag¢ao a esquerda a : G x M — M, para cada g € G podemos construir uma aplicagdo ayg :
M — M dada por agz(p) = a(g,p), para todo p € M. Pelo item (i), segue que ag, = ago ay. Ainda,
a. = Idyy, pelo item (ii).

Note que as aplicagoes ag : M — M sdo difeomorfismos, para todo g € G. De fato, considere para
todo g € G ainclusao ig: M — G x M dada por ig(p) = (g, p), para todo p € M. Deste modo, temos ag =
aoig e, como ig € diferenciavel, segue que ag também ¢é diferencidvel, uma vez que a € diferenciavel
por definicao.
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Ainda, desde que ag_l :M — M é tal que agocxg_1 =ldyeldy=a,= g1 =0goQq

g_l = ag-1 que também é diferencidvel, donde segue que a; € um difeomorfismo.

g1, segue que

a

Proposicao 6.18. As agoes dadas pelas aplicacoes aplicagoes l,r : G x G — G definidas por (g, h) = gh e
r(g, h) = hg, para todo par (g, h) € G x G, sdo transitivas.

Para cada g € G, os difeomorfismos lg,r¢ : G — G sdo chamados translacdo a esquerda por g e trans-
lacao a direita por g, respectivamente.

Demonstracdo: De fato, pela Defini¢do 6.16, segue que estas aplicacoes sdo diferenciaveis e, pela
Definicao 6.17 temos que sao acdes, com [ uma acao a esquerda e r uma acao a direita.

Agora, dados g, h € G quaisquer, o elemento g_lh € G, étal que I(g, g_lh) = g(g_lh) = h. Por outro
lado, o elemento hg~' € G étal que r(g, hg ') = (hg g =h.

Observe que as acoes [ e r mostram que para quaisquer dois pontos no Grupo de Lie, existe um
unico difeomorfismo global que leva um ponto no outro. O

Note que se g € G é tal que, para algum h € G vale que I(g,h) = h e r(g, h) = h, segue que g = e, pois
se (g, h) € G x G étal que I(g, h) = h, entdo considerando o elemento neutro e € G, temos

g=ge=ghh™)=(@ghh'=hh'=e

De modo andlogo vale para r.

Assim podemos concluir que dados g, h € G arbitrérios, tém-se que Ty G e T}, G sdo isomorfos, através
do isomorfismo /;-1: G — G. Como lj,z-1(g) = h, entdo Diyg—1: TgG — T),G € um isomorfismo, onde
Dly,—1 denota a derivada de / no elemento h g leaq.

Da unicidade de tais difeomorfismos, podemos estabelecer a seguinte definicao:

Definicao 6.18. Um campo de vetores tangentes v: G — TG a um grupo de Lie G é dito ser invariante a
esquerda se v(h) = (DI ng—1)V(8), quaisquer que sejam g, h € G. Enquanto que o campo é dito invariante
a direita se vy, = (Drg_lh) Vg.

Denotaremos o conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie G por [ e o conjunto
dos campos invariantes a direita por ©

Exemplo 6.19. Considere o grupo aditivo (R, +) com a estrutura diferencidvel usual. Assim, a aplicacao
f:RxR— Rdadapor f(x,y) = x—y, paratodo (x, y) € RxR é diferencidvel, pela estrutura de R. Portanto,
R com a operacao adicao é um grupo de Lie.

Vejamos agora como construir um novo grupo de Lie através de um produto cartesiano de outros
dois grupos de Lie.

Sejam G, H grupos de Liee a : Hx G — G uma acao a esquerda de H sobre G tal que, paratodo h € H,
afuncao aj, : G — G é um homomorfismos de grupos de Lie.

Considere a variedade G x H e defina, para todo par (g1, h1), (g2, h2) € G x H a operacao

(&1, M) : (82, hy) := (g1- ap, (g2), h1 hy)
Deste modo, (G x H, (;) tem a estrutura de grupo, com elemento neutro (eg, ey) e elemento inverso
de (g, h) o elemento (a;,1(g~ 1), h ). Amultiplicacdo e a inversdo neste grupo sio dadas por
((g0,ho), (g1, M) € (GxH)x(GxH) — (gg&,hoh)) € GxH
(8o, ho € GxH — (g hy) € GxH
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Desde que G e H sdo grupos de Lie, segue as fun¢oes coordenadas da multiplicacdo e da inversao
sdo diferencidveis. Logo, G x H possui multiplicacao e inversdo diferencidveis, donde segue que este é
um grupo de Lie chamado produto semi-direto de G e H, e é denotado por G x4 H.

Definicao 6.19. Seja K um corpo. Dizemos que um espaco vetorial «/ é uma dlgebra sobre K (IK-dlgebra)
se existe uma operacao
ol xof — o

que satisfaz, para quaisquer a,b,c€ of e ke K

(i) axb+c) =axb+ax*c
(ii) (a+b)xc =axc+bx*c
(iii) k(axb) =(ka)*b=ax= (kb)

Se of é uma dlgebra linear associativa, define-se o colchete [X, Y] dos vetores X e Y em < por
X, Y]=XY—-YX
onde XY indica o produto da dlgebra <.

Definicao 6.20. Uma élgebra de Lie sobre um corpo K é uma K-4dlgebra </ com um operador bilinear
o x o — of dado por (X, Y) — [X, Y] que satisfaz

(i) [Y,X]=—[X, Y] (antisimetria)
(i) (X, Y,Z1+IlY,Z],X]+1[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi)

paratodos X,Y e Z em &«

Note que com a definicao de colchete, «f é uma édlgebra de Lie, pois

[V, X]=YX—XY=—(XY—-YX)=—[X,Y]

Ainda
[[X,Y],Z] = [X,Y][Z—-Z[X,Y]
XY—-YX)Z—Z(XY—-YX) (6.1)
= XYZ—-YXZ—ZXY+ZYX=XYZ+/ZYX—(YXZ+ZXY)
[y, Z1,X] = [Y,Z]X—-X][Y,Z]
YZ—ZY)YX—X(YZ—ZY) (6.2)
= YZX—ZYX—XYZ+XZY=XZY+YZX—(XYZ+ZY X)
[[Z,X],Y] = [Z,X]Y—-YI[Z, X]

= ZX—-X2)Y-Y(ZX—-XZ) (6.3)
= ZXY—XZY-YZX+YXZ=YXZ+ZXY - (XZY +YZX)

Somando (6.1), (6.2) e (6.3), podemos inferir que
[[X,Y],Z]+ (Y, Z], X]+[[Z,X],Y] =0
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Proposicao 6.20. O espago vetorial dos campos de vetores invariantes a esquerda | é isomorfo ao espago
vetorial TgG, para todo g € G.

Demonstracao: Pela Proposicdo 6.18, basta mostrarmos que [ é isomorfo a T,G. Para isto, defina a
aplicacao f:[— T,G por f(v) = v(e), paratodo v € [, onde e € G é o elemento neutro.
Assim, dados v, w € [ quaisquer e @ um escalar, temos

(av+w)(e)
(av)(e)+ w(e)
= avie)+w(e)

= af()+ f(w)

flav+w)

Logo, f € um homomorfismo.
Ainda, ker(f) ={vel;, f(v) =0} ={vel;v(e) =0} = {0}, ou seja, f é injetor e, consequentemente, f é
um isomorfismo. O

Segue da Proposigao anterior que podemos induzir em TG uma estrutura de dlgebra de Lie.

64



Capitulo 7

Fibrados em Variedades Diferenciaveis

Abordaremos agora os fibrados em que o espaco base e o espaco total sdo variedades diferencidveis
e a aplicacdo projecao € uma aplicagdo diferenciavel. Estes fibrados sdao chamados fibrados diferencia-
veis.

Dentre os fibrados diferenciaveis, o fibrado tangente serd de extrema importancia para o entendi-
mento dos proximos capitulos. Iremos explorar este fibrado através de alguns exemplos, que se relacio-
nam com os temas abordados nos cédpitulos 4 e 5.

7.1 Fibrados Diferenciaveis

Definicao 7.1. Um fibrado vetorial diferencidvel é um fibrado vetorial onde B e E sdo variedades dife-
rencidveis, n:E — B é uma aplicacdo diferencidvel sobrejetiva e, para cada b € B, existe um sistema de
coordenadas locais (U, h), com b € U, tal que h é um difeomorfismo.

Definicdo 7.2. Seja M < R" um subespaco. Para cada p € M, definimos o espaco normal de M em p
como sendo o complemento ortogonal de T, M em R".

Exemplo 7.1. Fibrado normal

Seja M c R" uma variedade diferencidvel. Considere B = M e E c M x R" definido por E = {(p,v) €
MxR", ve (TpM)l}, e n: E — M dada por 7(p,v) = p, para todo (p,v) € E. Assim, 7 é continua e
sobrejetiva.

Cada fibra F), = {p} x (TpM )l tem estrutura de espaco vetorial semelhante aos definidos no capitulo

O fibrado normal da variedade diferencidvel M serd denotado por vy,.
A condicao de trivialidade local deste fibrado serd demonstrada posteriormente.

Exemplo 7.2. Fibrado tangente

Seja M c R" uma variedade diferenciavel de dimensdo k = 0. Considere B=M,E=TMen:TM —
M dada por n(p, w) = p, para todo par (p, w) € T M. Deste modo, 7 é continua e sobrejetiva.

Como M é diferenciavel, para qualquer p € M, considere ¢ : U — V uma parametrizacdo local de
M em torno de p, onde U c R e V < M sdo abertos. Logo, temos D¢ : U x RF — 77(V), uma vez que
TU = U xRF, pois U é aberto em RE e TV ={(1,2) e VxR" ze T,V}={(v,2) € TM; n(v,2) € V}=n"(V).
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Defina h: V xRF — 77 (V) por h(b, v) = (b, Dy-1)¢(v)), para todo (b, v) € V' x R*, ou seja, h é definida
de modo que o seguinte diagrama

U x R

sblxy w*

V x RF - n(V)

¢ comutativo.

Assim, temos que i € um homeomorfismo, visto que é a composicao de homeomorfismos. Ainda, a
correspondéncia v — h(b, v) = (b, Dy-1()¢p(v)) para todo b € V, € um isomorfismo de espagos vetoriais,
uma vez que ¢ é um difeomorfismo, segue que D15 ¢p: R* — T,V é um isomorfismo.

O fibrado tangente da variedade M serd denotado por 7.

Note que para o fibrado tangente 7, uma secdo s: M — T M é um campo de vetores.
Definicao 7.3. Se 7, for um fibrado trivial, entdo a variedade M é chamada paralelizavel.

Em vista do Teorema 4.8 e da Definicao 7.3, podemos dizer que uma variedade suave M € paraleli-
k

e

Vejamos um exemplo de variedade paralelizavel.

zavelse Ty =€

Exemplo 7.3. Seja S!' cR? e TS! = {(x,v) x € S! e v € T,;S!} seu fibrado tangente. Uma vez que pos-
samos identificar R?> com os nlimeros complexos C, podemos considerar sl c ¢, isto é, S! = {(x, y) =
x+iyeC;lx|=1}.

Dado um ponto (x, y) € C arbitrario, podemos escrevé-lo em sua forma polar z = (x, y) = |z|(cos(0) +
isen(0)) = |z|e'?, para algum 6 € [, pi).

Defina s:S! — TS! por s(z) = (eie, ei(9+%)), para todo z = elf e sl

i0 i0+3) — Hi0 . 4i%

Note que s estda bem definida, pois se (x,y) = z = €', entdo e ez =,y -i=z1e,
consequentemente, (z,z-i) =0.
Ainda, como cada coordenada de s é uma funcao continua, segue que s é uma funcao continua e,

para todo z = /% € S, vale que
o ox .
Trg, © s(z) = o) (s(z)) = Tr,, (ele,el(g+2)) — ol = 5= Idgi (2)

es(z) #0€ F,(ts1), pois z-i #0.

Portanto, s € uma se¢do nao-nula de 751 e do Teorema 4.8, tém-se que 751 = €1§1.

Uma métrica euclidiana p: TM — R do fibrado tangente 1), € chamada de métrica Riemanniana e
o par (M, u) é chamado de variedade Riemanniana.

Exemplo 7.4. Para qualquer variedade diferencidvel M c R”, temos que 7, é um fibrado Euclidiano.

n
Para isto, defina u: TM — R por u(x, (vy,---,vy,)) = Zlv?, para todo (x, (vy,---,vy,)) € TM. Assim,
1=
u é continua, pela propria definicao, e u restrita a cada fibra de 7); é uma forma quadratica definida

positiva.
Portanto, 7, € um fibrado Euclidiano.
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Tendo em vista o fibrado produto cartesiano, temos o seguinte resultado para o fibrado tangente:

Exemplo 7.5. Sejam M; c R" e M, c R variedades diferencidveis. Considere a variedade M = M} x M, e
tomemos seu fibrado tangente TM = {((x1, X2), (v1, V2)) € MXR"™™ ™ (v1, V2) € Ty, x) M = Ty, My x Ty, Mo}

Defina f: TM — TM; x TM> por f ((x1, x2), (v1, v2)) = ((x1, v1), (X2, v2)), para todo ((x1, X2), (v1, V2)) €
TM. Assim, f estd bem-definida e é continua.

Ainda, f mapeia cada fibra Fj, »,) (T ) na fibra correspondente Fj, (7 pr,) x Fp, (Tas,).

Portanto, segue do Lema 4.7 que f ¢ um homeomorfismo, ou seja, Tpr = Ty, X Tas,-

Exemplo 7.6. Suponha que M < N c R" sejam variedades diferencidveis e N com uma métrica Riem-
maniana. Entao o fibrado 7,; é um sub-fibrado da restricao 7 x| ;.

Com efeito, considere (x,v) € E(ty;) = TM qualquer, com x€e M e ve TyM. Como M c N, entdo
T M é um subespaco vetorial de T, N. Logo, xe Ne ve TN, ouseja, (x,v) € TN = E(ty). Sendo x € M,
temos (x,v) € n;'N(M) e, consequentemente, (x, v) € E(Tn|pp)-

Ainda, para qualquer b € M, F, (1)) € um subespaco vetorial de Fj, (t x5|ps). De fato, como T, M é um
subespaco vetorial de T, N, entdo Fy(T ) = {b} x T, M é um subespaco vetorial de {b} x T, N = Fj(1n) =
Fp (T nlm)-

Definicdo 7.4. O fibrado normal de uma variedade M em uma variedade Riemmaniana N é chamado o
complemento ortogonal Tj,l ctylm-

Coroldario 7.7. Para alguma subvariedade diferencidvel M de uma variedade diferencidvel Riemmaniana
N temos TNy = T ® Ty,

Exemplo 7.8. Seja M < R” uma variedade C*°. Pela defini¢ao do fibrado tangente 7, segue que 7s
e”M. Logo, GX/[ Ty D TJM.

Observagdo 7.9. Se ¢ é um fibrado vetorial diferencidvel e f uma aplicacao diferencidvel, entdao E; é uma
subvariedade diferenciavel de B; x E.

Com efeito, como E é uma variedade diferencidvel, B; um espaco topoldgico arbitrdrio com uma
funcao diferencidvel f : By — B e B uma variedade diferencidvel, entdo B; também é uma variedade
diferenciavel e, consequentemente, B; x E é uma variedade diferencidvel de dimensao k.

Assim, para cada ponto (b, e) € By x E existe uma vizinhanca V em B; x E que é difeomoérfica a um
conjunto aberto U c R¥. Tomando a restricio f|g, temos que a variedade E; é diferencidvel. Como
E, c B x E, segue que E; é uma subvariedade de B; x E.

7.2 Classes Caracteristicas de Fibrados Diferenciaveis
Teorema 7.10 (Teorema da Dualidade de Whitney). Se M c R" é uma k-variedade C*, entdo w;(t ) =
wi(vy), para todo i = 0.

Demonstracdo: Como visto no Exemplo 7.8, temos que 617/1 XTpyD TJA‘/[ =Ty Vym,0useja, Ty dvy é
um fibrado trivial e, consequentemente, W (7 ;) = W (vyy), isto é, w;(Ty) = w; V), paratodoi=0. [
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Exemplo 7.11. Seja 7 o fibrado tangente da esfera unitdria S”. Entdo a classe w(r) = w(S") éigual a 1.
Em outras palavras, o fibrado tangente de S” nao pode ser distinguido do fibrado trivial de S”*, do ponto
de vista de classes caracteristicas.

Pois, como S” c R"*! é uma variedade diferenciavel, entdo ts» ® vgn = egf;l

. Deste modo, w;(S") =
w;(vsn), paratodo i = 0.

Mostremos que vs» é um fibrado trivial. Inicialmente, como dim (TS =1 e x € $” é um vetor
normal de T,S$", para todo x € S”, entdo x € (T,S™* .

Deste modo, defina s: S” — E(vsn) por s(x) = (x,x), para todo x € $”. Observe que s estd bem-
definida, é continua e é uma se¢do nao-nula de vs», desde que x # 0, para todo x € S". Logo, segue do
Teorema 4.8 que vs» é um fibrado trivial.

Logo, wo(vsn) =1 e wj(vsn) =0, para todo j = 1. Como wp(vse) =1e

k
Wi (vsn) = Z w;(ven) — Wr—_i(ven) =0
i=1

para todo k = 1.
Entdo, wy(S") =1e w;(S") =0, paratodo i = 1, isto é, W(S") =1.
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Capitulo 8

O Problema dos Campos de Vetores

Assumiremos a partir de agora que todas as variedades serdo suaves paracompactas e de Hausdorff.
Seja M uma variedade conexa de dimensdo n = 1. Se p € M, o espaco tangente a M em p serd
denotado por T, M. Ainda, denotaremos o fibrado tangente de M por TM e seu espago total U T,M =

peEM
TM.
A projecdo do fibrado é denotada por 7 : TM — M e definida por 7(x,v) = x,ondexe M e ve T, M.

Definicao 8.1. Um campo de vetores v em M é uma aplicacao

v:M — T,M, paratodope M
p — vip

que varia continuamente com p.

Deste modo, v é continua e, dado x € M arbitrario, temos
nov(x)=n(vx))=n(x,v)=x
Em outras palavras, v é uma secdo transversal continua do fibrado tangente.

Definicao 8.2. Seja M uma variedade suave. O numero inteiro r é chamado de span(M) se r for o
maior inteiro ndo-negativo de modo que exista campos de vetores continuos vy, 2, -+, v, em M tal que
v1(p), v2(p),---,vr(p) € T, M s@o linearmente independentes, para todo p € M.

Note que dizer que os campos vy (p), v2(p),..., vy (p) € T, M sdo linearmente independentes, para
todo p € M, equivale a dizer que os campos vy,..., V; ndo possuem singularidades em M. Assim, pode-
mos dizer que o span(M) é o nimero de campos de vetores continuos que nao possuem singularidades.

Estaremos preocupados com o seguinte problema:
O Problema dos Campos de Vetores: Determinar o span(M), onde M é uma variedade suave.

Acontece que, no problema dos campos de vetores, se exigirmos que o campo de vetores seja suave,
entdo o nuimero r resultante nao se altera. Esta é uma consequéncia do fato que o espaco de todas as
funcoes suaves é denso no espaco de todas as fun¢des continuas.

Entdo, podemos trabalhar com campos de vetores suaves. Ainda, note que a seguinte desigualdade
évélida 0 < span(M) < dim(M).
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Definicao 8.3. Dizemos que uma variedade M € paralelizavel se span(M) = dim(M).
Vejamos agora alguns exemplos de campos de vetores em variedades com os respectivos span.

Exemplo 8.1. Se M é um um subespaco de R”, entdao span(M) =dim(M) = n.

Para ver isto, sejam x;,---, X, : M — R as fun¢des coordenadas de R” restritasa M, e x: M — R" a
aplicagdo dada por x(p) = (x1(p), -+, x,(p)), para todo p € M.

Para todo 1 < j < n, defina v; : M — TM por

vi( )_6_x|
P _5.76]' p

paratodo p € M.
Entao, os vetores v b sdo vetores linearmente independentes tangentes aM.

Exemplo 8.2. Seja M = S! c R2. Entdo, dado o par (x,y) € S! fazendo a associacao

(x, V) — — i+xi€T st
’y yax ay (x,J’)

obtemos um campo de vetores (suave) tangente a S!. Portanto, span(S') = 1.

Exemplo 8.3. Considere a esfera n-dimensional $” c R"*! e o espaco tangente 2 $” em x = (xg, —, Xp),
T,S", como o subespaco {x}L c R,

Quando 7 = 3, podemos considerar R* como a 4lgebra de divisdo dos quatérnions sobre R gerado
porie j,onde

i*=—1=j k=ij=—ji
econsequentemente,
k*=—1,ik=—j,ki=j, kj=—i, jk=i

A esfera S® é o0 espaco dos quatérnions unitarios. Multiplicando (& esquerda) pelos quatérnios uni-
tarios i, j, k obtemos campos de vetores vy, V2, v3 em S3, respectivamente, a saber, dado g = gy + q1i +
g>j + g3k € S%, temos

vi(@) = iq =—q1+qoi—qsj+qok
va(q) = jq =—qG2+qsi+qoj— ik
vs(q) = kq =—qgs—qi+q1j+qok

Calculando o produto interno usual dos vetores acima, obtemos

vr(gq) L g e vr(q) L vs(q)
parar=1,2,3,s=1,2,3, r #s.
Além disso, ||v-(g)]| =1, paratodo g € S3er=1,2,3, umavez que
il =11l = 1kl =1 e lgll=1

Portanto, vy, 12, v3 sdo campos de vetores linearmente independentes em S e, entdo, concluimos
que span(S$%) =3 =dim(S3).
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Usando a multiplicacdo nos octonios, nés podemos escrever explicitamente 7 campos de vetores
sempre linearmente independentes em S’. A 4lgebra dos octdnios, denotada por O = R®, é também
conhecida por Algebra de Cayley.

A dlgebra O = R® é uma algebra de divisdo ndo-comutativa, ndo-associativa e gerada sobre R por
e;, 1 <i <7, com multiplicacdo dada pela seguinte tabela

1| e e es | e4 | e5 | eg | er

e1 | -1 ey e; | -ex | eg | -e5 | -e3

e | -eq | -1 es | ep | -es | e; | -eg

ez | -ey -é5 -1 (3 e -e4 e1

(7] [ —e1 | -€p -1 ez es -€5

e5 | -€p es -€ | -e7y -1 e1 (27}

€6 €5 -ey (7] -e3 | -e1 -1 (%)

e €3 €6 -e1 €5 -4 | -€2 -1

onde 1 € Rc O denota a identidade da multiplicacao.

Observe na tabela que ef =—lee;ej =—eje;, paratodo i, j € {1,2,3,4,5,6,7}. Ainda, a multiplicagao
por e; preserva a norma euclidiana em O, onde o produto interno canonico € entendido ser com respeito
abasee;, 0=<j<7.

Agora, defina v;:S” — TS’ por vj(x) = ejx, para0 < j <7 e todo x € S’. Entdo

Vo(x) =eyx=1x=x

vl =llejxll =1lejll-llxll=1-1=1
Ainda, para todo x € S’
Di(x) L vj(x), i # ]

Portanto, vy, vo,- -, V7 sd0 campos de vetores em S’ que sdo sempre linearmente independentes e,
consequentemente, span(S’) =7

Exemplo 8.4. Seja G um grupo de Lie e u € T,G, onde e denota o elemento identidade de G. Obtemos
um campo de vetores, denotado por v em G, tomando v(g) = Dlg(u) € T¢G, para g€ G,onde [ : G — G
€ a multiplicagao a esquerda por g, ou seja, dado h € G, temos Ig(h) = g- h.

Note que, dados g, h € G, segue que

v(h) = DA,(v(g)) = DAy o DAg(w) = D(ApoAg) (1) = DAp.g () = v(h-g)

v(h) = Dlj(w) = Dljg—14(u) = (Dljg—1) 0 Dlg(u) = (Dljg—1)(v(g))

Portanto, v € um campo de vetores invariante a esquerda em G, a menos de um isomorfismo.

Por outro lado, todo campo de vetores invariante a esquerda em G é determinado pelo seu valor na
identidade. Portanto, T,G é identificado com o espaco vetorial de todos os campos de vetores a esquerda
em G.

Se vy,---, v, formam uma base para T, G, entdo o campo de vetores a esquerda vy, -+, U, S0 sempre
linearmente independentes. Em particular, span(G) = dim(G).

O colchete de Lie de dois campos de vetores invariantes a esquerda sao novamente invariantes a
esquerda, fazendo T,G uma élgebra de Lie, que serd denotada por g.
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Exemplo 8.5. Podemos generalizar o Exemplo 8.4 para G-fibrados principais do seguinte modo:

Seja m: P — M a projecdo de um fibrado principal suave sobre a variedade suave M com fibra e
grupo estrutural um grupo de Lie G. Sejam vege p € P.

Identificando G com a érbita G, < P através de p, ou seja, G, = {g - p; g € G}, n6s obtemos um vetor
tangente v, € Ty P que corresponde a vg, onde g-p =g € G, < P.

Desde que v é um campo de vetores invariantes a esquerda, e a acdo de G em P corresponde a
multiplicagdo a esquerda no grupo de Lie G, v; ndo depende da escolha de p e, entdo, gera um campo
de vetor v em P.

Uma escolha de umabase vy, - -+, v, para g, gera um campo de vetores sempre linearmente indepen-
dentes v; -+, Uy,. Entdo, vemos que span(P) = dim(G).

Exemplo 8.6. Suponha que p: M — N é uma projecao de cobertura, onde M e N sao variedades suaves
e p é uma aplicacdo suave. Seja I" a deck transformation group que atua a esquerda de M. Entdo a acao
deI' em M é, via difeomorfismo, uma acao induzida em TM. Sejam y € I" e e € T, M, escreveremos y e
ao invés de Dyy(e), para x € M arbitrario.

Se x€ M, entdo Dyp: TxM — Ty()N é um isomorfismo de espagos vetoriais.

Desde que p = poy, para todo y € I', temos que Dyp(e) = Dy.xp(y+e). Portanto, o vetor tangente
Dyp(e) € Ty N pode ser identificado com o conjunto

[x,e]:={(y-x,y.e), YT}

Se v é um campo de vetor suave em N, entdo n6és podemos levantar a um campo de vetor v em M
definido por

ps (0(x) =v(px)
onde p. denota Dy p. Se vy, v sd3o um k-campo em N, entdo vy, - -, Ux também o sdo. Consequente-
mente, span(M) = span(N).
Observamos ainda que o campo de vetor v obtido como um levantamento de um campo de vetor v
em N, é I'-invariante, pois para todo y € I' e x € M, temos

P« (Ty(x) = v (ply(x) = v(p(x)) = p« (U(xX)) = (oY)« (U(x)) = px oy (U(x))

ouseja, U (y(x)) =y« (D(x)).
Por outro lado, se u ¢ um campo de vetor I'-invariante em M, ele é levantamento de um tinico campo
de vetor vem N.

8.1 Resultados sobre o span de Esferas

Nesta secao iremos determinar o span das esferas e dos espacos projetivos. Iniciaremos com a se-
guinte definicao

Definicdo 8.4. Uma aplicacio bilinear y: R x R” — R” é chamada uma multiplicacdo ortogonal se, para
todo u € R e todo v € R”, vale

(e, V) = [lull - V]|
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Dada uma multiplicacdo ortogonal y e uma transformacao ortogonal ® de R”, temos que a aplicacao
bilinear ® o u é novamente uma aplicacdo ortogonal, pois

1@ o p(u, V)| = ¢ (e, ) 11 = (e, | = [l - [Vl

para todo u € R¥ e todo v € R".
Também, se u € R* é um vetor unitério, entdo y, : R” — R” definido por u,(v) = u(u, v) é uma
transformacao ortogonal, uma vez que para todo v € R” vale

e (D = N, ) = [lull-[lvll = 1lvl|

Usando estas observacoes, podemos normalizar y tal que p(e, y) = y, para todo y € R”.
A proposicdo a seguir relaciona a existéncia de uma multiplicacio ortogonal com o span de S 1.

Proposicdo 8.7. Se existe uma multiplicacdo ortogonal p: R* x R" — R", entédo span(S" 1) = k—1.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, assuma que p(ey, y) = y, para todo y € R”.

Sejam x € RF um vetor unitario e p(y) = (x, y). Como visto acima, i, é um operador ortogonal.
Facamos pu; = pe;, 1 < i < k. Afirmamos que se y # 0, entdo ;(y) sao todos linearmente independentes,
l<i<k. .

Com efeito, suponha »_a;u;(y) =0, com algum a j # 0 e, suponhamos também sem perda de gene-

i=1
k k

ralidade, }_a? =1.Entdo a=)_a;e; é um vetor unitdrio e, consequentemente
i=1 i=1

k k k k
0= a)| =D _aiptes, | =D waie,y| = u(zaiei,y) = | uta n| =1yl
l:]' l:]- l:]. l:]_

Desta forma, temos que y = 0, o que contradiz o fato assumido de y # 0.
Agora, mostremos que y;(v) L u;(v), sempre que i # j e v € R"” é ndo nulo. Para isto, tome b =
ejt+eje€ R, com i # j. Segue que

IDIZ=llei+ejl? = (ei+ejei+e;)

(ei i) +(eiej) +(ej,ei) +(ej ej)
= 1+0+0+1=2

Entdo, usando o fato de p ser uma multiplicacdo ortogonal, temos

(b, I = ||bI* 1| v] 1> = 2| ] (8.1)

Por outro lado,

|l(b, )| 1> ll(e; +ej, V)|
= lulei, v) + pulej, )12
= (ule;, v) +pulej, v), ple;, v) + plej, v))
(e, v), e, v)) +(ule;, v), ulej, v)) +(ulej, v), ule;, v)) + (ulej, v), ulej, v)
= |l +2(ule;, v), ulej, v)) +llp;(W)|*

= vl +2{ule;,v), ulej, v)) +lvl*

(8.2)
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Segue de (8.1) e (8.2)
I +2 (e, v), ulej, v)) + IvI1* = 21|vI1* = 2 {ule;, v), ulej, v)) = 0 & {ule;, v), ulej, v)) =0

donde concluimos que u(e;, v) L u(ej, v).
Desde que y; = idgrn, n6s mostramos que as associacoes v — (j(v) sdo campos vetoriais que sempre
sdo linearmente independentes em S$” 1. Portanto, span(S™* 1) = k—1. O

Quando p = idgn, segue que fij = le;, 2 < j < k, sdo transformacGes ortogonais anti-simétricas de
R”", pois para j = 2,...,k e v, w € R" arbitrarios, temos

0=(ujlv+w),v+w) (i) +pj(w), v+ w)
(j(v), vy +{uj(V), w) +(ujw) + vy + (u;j(w), w)

langlepj(v), wy + (u;(w) + v)

donde segue que
(i), w) =—(uj(w) +v)

Ainda,

||,ujo,,¢j(w)+w||2 (pjopj(w)+w,pjou;(w)+w)
(joujw),pjopuj(w))+<ujouj(w), wy+(w,ujouj(w))+{w,w)
wll? +2¢uj o pj(w), wy +|lwll?

= 2llwll* —2(uj(w), 1 (w))

= 2llwl*—2llwl*=0

Deste modo, concluimos que pjopu;(w) +w =0, isto &, pjo uj(w) = —Idpn (w).

Reciprocamente, se existem transformacoes ortogonais anti-simétricas p;, 2 < i < k satisfazendo as
relacoes acima, entdo existe uma multiplicacdo ortogonal p : R x R” — R” tal que p; = He;, I = 2, com
M1 = idqun.

As transformacoes o, ..., x sao conhecidas como as transformac¢oes de Radon-Hurwitz.

A proposi¢do acima apresenta uma relacdo do 'span’ da esfera n — 1-dimensional com a existéncia
de uma multiplicacdo ortogonal. Porém, os espacos reais envolvidos nao apresentam nenhuma relacao
quanto a sua dimensao. Vejamos agora um modo de relacionar as dimensdes envolvidas:

Escreva n = 2%%*?(2¢ + 1), onde a, b e ¢ sdo inteiros satisfazendo a =0,0<b <3 e ¢ = 0. Tal represen-
tacdo é valida para todo 7 inteiro positivo e é tinica. Representemos por p (1) o niimero 8a + 2°.

Tal nimero é conhecido como nimero de Radon-Hurwitz. e representa o valor méximo de k tal
que existe uma multiplicacdo ortogonal.

Dos fatos estabelecidos acima, podemos enunciar a Proposicao 8.7 do seguinte modo

Teorema 8.8. Sejam n =2 e p(n) o niimero de Randon-Hurwitz. Entdo span(S"1) = p(n) —1.
Em 1962 J. E Adams demonstrou que o limite inferior de Radon-Hurwitz é também o limite superior,
determinando de modo preciso o span das esferas. Assim, o seguinte resultado foi estabelecido

Teorema 8.9 ([5], pag. 236-239). Seja n = 2. Entdo span(S" ') = p(n) —1.
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Note que, com as notagdes usadas na Proposicdo 8.7, os campos de vetores u; na esfera s$" ! sdo
aplicacoes impares, pois, para todo y € $"~!

pj(=y) = plej,—y) =—plej, y) = —p;(y)

Desde que a aplicacdo que leva S"~! no espaco (n — 1)-dimensional real projetivo RP"~! é uma
aplicacdo de recobrimento com deck transformation group Z, gerado pela aplicacdo antipoda, temos
que u; define campos de vetores (; no espaco quociente RP"1 = %

Portanto, temos o limite inferior span(®RP" 1) = p(n) — 1. Reciprocamente, do Exemplo 8.6, temos

span(S™1) = span(RP"1). Consequentemente, o Teorema 8.9 produz o seguinte
Corold4rio 8.10. span(RP" ') =p(n)—1.

Demonstracdo: Imediato do Teorema 8.9. O

8.2 Resultados sobre o span de Variedades Usando Classes Caracte-
risticas

Determinar o span de uma variedade é, em geral, um problema dificil. Contudo, existem técnicas
e ferramentas da topologia algébrica sendo aplicadas com sucesso para obter invariantes(obstrucoes)
cujo anulamento(ou ndo anulamento) levaria a limitantes inferiores(ou superiores) para o span. Geral-
mente o caso de obter limitante inferior para o span é muito mais dificil do que encontrar invariantes
cujo ndo anulamento leva a limitantes superiores.

O seguinte resultado d4 uma condigdo suficiente e necessdria para o span ser pelo menos 1.

Teorema 8.11. Seja M uma variedade suave conexa compacta. Entdo o span(M) =1 se, e somente se, a
caracteristica de Euler-Poincaré y(M) de M é zero.

Demonstracado: Utilizaremos os conceitos e resultados acerca de singularidades para demonstrar
este resultado. Deste modo, iremos demonstrar que existe um campo de vetores sem singularidades
sobre M se, e somente se, y(M) = 0.

Inicialmente, suponha que existe um campo de vetores continuo sem singularidades sobre M. Pelo
Corolario 6.5, existe um campo de vetores diferencidvel sem singularidades sobre M. Desde que a soma
dos indices é um invariante de M, concluimos que y (M) = 0 por definicao.

Reciprocamente, suponha y(M) = 0. Pelo Teorema 6.17, existe um campo de vetores continuo vy
com finitas singularidades sy,..., s, € M tal que

m
D Iy(s) = x(M)

i=1

Aplicando os Teoremas 6.4 e 6.8, existe um campo de vetores diferencidvel v cujas singularidades
S1,-+,Sm sdo todas simples e

m
> I(s)=x(M)=0

i=1
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Usando o Coroldrio 6.15, obtemos um campo u sobre M com uma tnica singularidade p € M tal que
I,(p)=0.
Sejam x: V — R um sistema de coordenadas sobrejetivo,com pe Ve

ug=y o’ (x(q))a—;i(q), Ygev
j=1

onde a’ : R"” — R sdo funcdes reais continuas.

Defina f : R" — R" por f(z) = (a'(2),--+,a"(2)), para todo z € R". Note que, para a = x(p), temos
f(a) =0. Logo, f(R"—{a}) cR"— {0} e grau de f é zero.

Tomemos D a bola fechada de centro a em R”. Pelo Teorema 6.12, existe uma aplicacdo continua
g :R" — R" — {0} que coincide com f em R"” —int.D. Seja g(z) = (B'(2),---,B"(2)), com B/ :R* = R
funcoes reais continuas.

Definimos um campo vetorial w sobre M pondo

Ug , qeM—x"1(D)

n .
Zﬁf(x(q))aixj(q) , gex (D)
j=1

Wq:

Logo, w é um campo de vetores continuo que ndo possui singularidades. O que conclui a demons-
tracao. O

O Teorema da Dualidade de Poincaré afirma que em uma variedade orientada M de dimensao n, o
k-ésimo grupo de cohomologia de M é isomorfo ao seu (n — k)-ésimo grupo de homologia, ou seja,
H*(M,R) ~ H,_(M,R)

Por este resultado, quando dim(M) = d é impar, a caracteristica de Euler-Poincaré de M se anula, e
noés temos

Corolério 8.12. Suponha que dim(M) é impar. Entdo span(M) = 1.

A nocdo de span se estende de forma natural para qualquer fibrado vetorial sobre um espago topo-
l6gico arbitrério.

Definicao 8.5. O span de um fibrado real ¢ sobre X com projecao p: E({) — X é o nimero méaximo r,
denotado por span(¢), tal que existem se¢Oes transversais ndo-nulas si,---, s, : X — E({) linearmente
independentes.

Da defini¢cdo acima, temos que o span do fibrado tangente 7, € 0 nimero maximo de secoes trans-
versais ndo-nulas sy,...,s, : M — TM que sdo linearmente independentes em todos os pontos de M.
Isto é, o span é o namero méximo de campos te vetores continuos ndo-nulos, o que coincide com a
Definicdo 8.2. Com isso, temos que o span(M) e o span(t ;) coincidem.

Definicdo 8.6. O nimero rank() —span(¢) é chamado dimensao geométrica de ¢.
Aqui, e no que segue, € denota um fibrado linha trivial e k-1 denota a k-vezes soma de Whitney

n@...@r]'
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Definicdo 8.7. Seja M uma variedade suave conexa. O span estdvel de M, denotada por span’(M), é
definida como sendo
spanO(M) =span(t(M)oe)—1

Definicao 8.8. Dizemos que M é estavelmente trivial se 7(M) & € € trivial.
As variedades estavelmente paralelizdveis sdo também conhecidas como n-variedades.

Em particular, M é estavelmente trivial se, e somente se, 7(M) &€ é trivial.

O span estavel de uma variedade é frequentemente utilizado por ser uma boa aproximacao para o
span da variedade. Além disso, podemos utilizar ferramentas da topologia algébrica e diferencial para
calcular o span estéavel.

Recordemos que as classes de Stiefel-Whitney s@o classes estaveis no seguinte sentido: w (¢ ® re) =
w;($), paratodos j =0,r =1 e wi(S) =0, se k> rank($), para qualquer fibrado vetorial ¢.
Segue que se wy_, (M) # 0, para algum r = 0, onde d = dim(M), entdo span’(M) < r.

Observacdo 8.13. Todas as esferas sdo estavelmente paralelizdveis e entdo span®(S") = span(S") se, e
somentese, n=1,3,7.

Reciprocamente, temos o seguinte resultado
Teorema 8.14. Para todon =1, span® (RP") = span (RP").

Demonstracao: Se n é par, a classe de Stiefel-Whitney w,, (RP") # 0 e, consequentemente, o span’ (RP")
se anula. Ainda, pela Observacdo 8.13, a afirmacao segue vélida paran=1,3,7.
Entdo, assuma que n é impar diferente de 1,3 ou 7. Se n é um R”-fibrado tal que

neexn+1)¢=1(RP")oc

entao 7 € isomorfo a T (RP").( esta afirmacao é devida a James e Thomas em An Approach to the Enume-
ration Problem for Non-Stable Vector Bundles).

Deste modo temos que a dimensao geométrica de 7 (RP") e de 7 (RP") @ € sdo iguais, ou equivalen-
temente, spano (RP™) = span (RP"), o que conclui a demonstracao. O

Teorema 8.15. Seja M uma variedade compacta conexa de dimensdo d. Suponha que M é estavelmente
paralelizdvel. Entdo ou M é paralelizdvel ou span(M) = span [Sd) =pld+1)—1.

Demonstragao: [2]

Note que S$¢ é paralelizavel quando d = 1,3,7.
Vejamos agora mais alguns exemplos

Exemplo 8.16. Seja S uma superficie compacta conexa orientada de genus g. Sua caracteristica de
Euler-Poincaré é y(S) = 2 —2g. Portanto, quando g # 1, temos span(S) =0, via Teorema 8.11.
Quando g =1, S éigual ao toro S! x S!, o qual é paralelizavel.
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Quando g = 0, a superficie S = $2. Assim, fixado um mergulho j: S — R3, denote v o fibrado normal
com respeito a j. Entao nos obtemos que

3e=j* (tRY)=1(S) @V

Desde que S é orientdvel, o fibrado normal v € trivial e n6s concluimos que S é estavelmente parale-
lizavel.

Exemplo 8.17. Suponha que M seja uma superficie ndo-orientada. Entdo ela possui uma dupla cober-
tura orientada p: S — M. Tém-se, y(M) = %-X(S). Segue que span(M) = 0, exceto quando S é um
toro S! x S!. Quando S é um toro, M é a garrafa de Klein e nés temos y(M) = 0. Pelo Teorema 8.11,

span(M) = 1.
Desde que M é nao-orientada, span(M) < dim(M) = 2 e, consequentemente, span(M) = 1. Ainda,
M nao é estavelmente paralelizdvel.

8.3 Span de Produtos de Variedades
Se M, N sao variedades suaves compactas conexas, entao
span(M)+ span(N) < span(M x N)

onde a igualdade segue quando span(M) =0 = span(N), via Teorema 8.11.

Se M, N sdo estavelmente paralelizaveis, entdo M x N também é. A reciproca também é vélida, pois
o fibrado normal da inclusao de cada fator no produto M x N é trivial.

Assim, se M x N é paralelizavel, podemos concluir que M e N sdo paralelizaveis, como veremos no
Teorema a seguir

Teorema 8.18. A variedade S™ x S" é paralelizdvel se ao menos um dos m =1 ou n = 1 for impar. Se
ambos m e n sdo pares, entdo span(S" x S$™) =0.

Demonstracdo: Assuma que m € impar. Entao
(8™ =con (8.3)
para alguma subfibra n c 7(S$™). Seja p;, i = 1,2, a proje¢do no i-ésimo fator de S’ x S”. Usando
ed1(S")=(n+1) (8.4)

temos
T(85™M xS

py @(S™) e p; (T (S™)
pileen et (S")
pimeeaT (S

p;(n)e (n+1e
pi(een)en-e

p; (2e®n)® (n—1e

= (m+lDed(n—1e=(m+n)e

I
w

[ee]
N
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Agora, se m e n sao pares, entao
(S xS") =x(S™) x x(S™) =4

e, pelo Teorema 8.11, concluimos que span (S x S") = 0. O

Teorema 8.19. Suponha que M, N sejam variedades suaves compactas conexas de dimensdo positiva.
Assuma que y(N) =0 e span®(M) = 1. Entdo

span’(M)+span®(N) < span(MxN) < span®(MxN) <min{span’(M)+dim(N);dim(M)+span’(N)}
Além disso, se M, N sdo estavelmente paralelizdveis, entdo M x N é paralelizdvel.

Demonstracdo: Desde que y(N) = 0, segue do Teorema 8.11, que r = span(N) = 1. Escreva 7(N) =
Oar-cet(N)®e=n® (s+1)e onde s = span’(N).

De modo andlogo, escrevamos (M) @€ =¢ @ (p + )¢, onde p = span®(M) = 1.

A fim de simplificar as notacoes, denotaremos T M := prl* (t(M)), TN = prz* (T(N)), 0= prz* (@), onde
pr1: M x N — M é a projecao no primeiro fator e pro: M x N — N € a projecao no segundo fator.

Assim, utilizando a mesma técnica usada na demonstracao do Teorema 8.18, temos

T(IMxN) = TtM&1TN

= t(M)®T(N)

= 1(M)®e0Oar-e
t(M)oe)o0 (r—1e
(o(p+ el (r—1e

= ¢(d(p—Decolbor-esc

= ¢(d(p—Dead1(N) &€
d(p—Dedna(s+1)e

= ¢end(p+9k

Consequentemente,
span(MxN)zp+s= spanO(M) + spanO(N)

Agora, fixe um ponto g € N. A inclusdo natural M ¢ M x N levanta o fibrado tangente de M x N para
7(N) ® dim(N) -€. Isto implica que span® (M x N) nao pode ser maior que span®(M) + dim(N). De
modo similar, spcmo (MxN) < spanO(N) + dim(M), o que conclui a prova. O

Teorema 8.20. Suponha que16{mel61tn, oum=2,4,8. Entdo, span (IRP’"’1 X RP”’I) =p(m)+p(n)—
2.

Demonstracao: Seja m = 2,4 ou 8. Entdo, pela definicdo do nimero de Radon-Hurwitz, podemos
concluir que p(m) = m e, para qualquer variedade N, temos

span(RP™ ! x N) = p(m)—1+span®(N) = m— 1+ span’(N)

Fazendo N = RP"!, temos span®(N) = span(N) = p(n) — 1, o que prova este caso.
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Agora, facamos o outro caso. Entdo, suponhamos que 16 ndo divide m nem n. Neste caso, p(m) =
! ! / / . .
2", p(n)=2%, onde m=2"m en=2°n,comm en sendo impares. Usando a férmula

m

)af € H/ (RP™1,2,) = Z,a
J

oy )=
obtemos que w,, »r # 0 e w;(M) =0, para j > m—2". As afirmagdes também seguem para N.
Assim,
Wm+n—2r—25 (M X N) = Wpm—2r (M) X W1p—2s (N) #0

consequentemente, span(M x N) <2 +2°—2,
Desde que temos
span(M x N) = span(M) + span(N)
segue que
span(M xN)=p(m)—1+pn)—1=2"+2°-2

0 que conclui a demonstracao. O

Exemplo 8.21. Seja M = S x S! onde S é uma superficie ndo-orientdavel. Entdo M é nao-orientavel e,
consequentemente, ndao-paralelizavel. Entdo, 1 < span(M) < 2.
Se S = K(a garrafa de Klein), nés temos que span(M) = 2. Isto segue do isomorfismo de fibrados

(M x Ma) = 1(M)) x 1(Ma) = pr{ (t(M))) @ pry (T(Ma))

onde prj: M — M; é a j-ésima projecgao, j =1,2.
Se S =RP?, ou geralmente, se S tem caracteristica de Euler-Poincaré impar, entdo a classe de Stiefel-
Whitney w,(S) € H?(S,Z,) = 7, é ndo-nula. Isto implica que w» (M) # 0 e segue que span(M) = 1.

Exemplo 8.22. Seja M =RP™ x S". Se m é impar, entdo

span® (RP™) + span®(s") 2" span (RP™) + n o span(M)

Por outro lado

span(M) o<’ span® (RP™) +dim (S") %2 span (RP™) +n

ou seja, span(M) = span(RP™)+n=p(m+1) + n—1, pelo Coroldrio 8.10.
Se m, n sdo ambos pares, entdo span(M) =0 e span’(M) = n, desde que w,(M) # 0.
Se m é par e n é impar, entao

span(S") < span(RP™)+ span(S") o span(M) o span’(M) = n

Mas o valor exato do span parece ser desconhecido em geral. Quando m=2e n=1mod.8, n =9,
acontece que span(M) = 3, enquanto span®(M) = n.
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Capitulo 9

Campos de Vetores em Espacos Homogéneos

Sejam G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. Consideremos a estrutura diferencial natural
em espacos homogéneos M = G/ H. Entdo a aplicacdo quociente G — G/ H é suave.

Teorema 9.1. Sejal < G um subgrupo discreto de um grupo de Lie G. Entdo G/T é paralelizavel.

Demonstracao: Utilizaremos para esta demonstracdo os espacos de classes laterais a esquerda '\ G
ao invés das classes laterais a direita G/T'. O fibrado tangente 7 (I'\G) possui a seguinte descricao:

T(T\G)=Gx g/~

onde (x, v) ~ (hx,dAp(v)),comxe G,vege hel.
Sejam vy, ..., v, campos de vetores ndo-nulos linearmente independentes e G-invariantes em G,
onde n = dim(G). Desde que dA,, (vj(x)) = vj(hx), para todo h € T, temos que

vj(I'x) =[x, vj(x)] € Ty (T\G)

é um campo de vetores suave bem-definido em I'\G, paral < j < n. O

9.1 Variedades de Stiefel

Seja 1 < k < n. Recordemos que a variedade de Stiefel V}, ;. € o espago ordenado de todas as k-uplas
(v1,+, vx) de vetores unitarios de R que sao dois a dois ortogonais (com o produto interno padrao).

Quando k=1, V,,; é a esfera S"!. O grupo SO(n) atua transitivamente em V), ; com isotropia em
(e1,---,ex), sendo I x SO(n— k) = SO(n— k). Consequentemente, V, . = SO(n)/SO(n— k).

Seja (B, r(ou simplesmente f) o fibrado vetorial real sobre V,, ;. cuja fibra sobre qualquer k-frame
v=(v1, -+, Vx) € Vy x € 0 espaco vetorial real {vy,--- v}t < R™. Temos o isomorfismo do fibrado vetorial
real

kep® = neg 9.1)

onde er denota o fibrado vetorial real trivial. Novamente, ep ird denotar o fibrado real linha trivial
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Teorema 9.2. As variedade de Stiefel real V,, i é paralelizdvel quando k = 2.

Demonstracdo: A seguinte descricdo do fibrado tangente se deve a Lam(A formula for the tangent
bundle of flag manifolds and related spaces):

T (Vo) = ke (]Zc)e

onde o isomorfismo é de fibrado vetorial real.
Se k = 3, entao (]26) > k. De fato, sendo k = 3, segue que k— 1 = 2 e, consequentemente, k(k—1) = 2k,
isto é, @ = k. Agora, note que

kk—1) kKl [k
2 2ik—=2) |2

donde concluimos a afirmacao.
Ainda, note que (§) = k—1+(¥,"), uma vez que, sendo (¥, ) = E2=2)

2 , temos

k—1 (k—D(k—2) 2k—1D+k—1)(k—2) k(k—1 k!
k—1+ =k—1+ = = =
2 2 2 2 21(k—2)!
€ Como % = (’zc), segue a afirmacao.

Usando o isomorfismo 9.1 (8 @ ke = ne), obtemos

t(Vur) = kBe(de

= (k—l)ﬁ@ﬁeake@((kgl)—l)e
= (k—l)ﬁeane@((kgl)—l)e
(k—Dpa((*,")+n—1)e

©
-

u

o que leva a trivialidade de V}, .
Quando k = 2, o argumento acima falha para V, . Contudo utilizando a teoria de obstrucdes, é
possivel mostrar que 7 (Vj,2) @€ é trivial. Portanto, Vj,» é estavelmente paralelizavel. O

9.2 Variedades de Stiefel Projetivas

Inicialmente, daremos a definicao de variedades de Stiefel projetivas.

A variedade de Stiefel projetiva real PV, ;. é definida como o quociente de V,, ;. sob a identificacdo
antipoda v ~ —v. Deste modo PV,,; é o espaco projetivo real RP""1. A variedade PV, ; é o espaco
homogéneo

O(n)
(Z, x O(n—k))
onde o fator Z, é o subgrupo {I, — I} < O(k) < O(n).
A aplicacao quociente V,,  — PV,  é aaplicacao de cobertura dupla que € universal, exceto quando
k=n—1, casoemque V, ;1 = SO(n).
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Denotaremos por {, (ou simplesmente por {) o fibrado linha real sobre PV, ;. associado a aplica¢ao
Vi k — PV, k. Ainda, denotaremos por f3,, x( ou apenas f) o fibrado sobre PV, i cuja fibra sobre um
ponto [vy,---, vkl € PV,  é 0 complemento ortogonal de Rv; +--- + Rvy em R”.

A proje¢do na j-ésima coordenada pj: PV, — PVy (= RP"1) se levanta a uma aplicacéo fibrada
de PV, em PV, ;. Ou seja, temos o seguinte diagrama

Vn,k Vn,l
ij j!h
PVn,k R PVn,l

J

Consequentemente, p;f (€)= {,paral < j <k, onde ¢ é o fibrado linha de Hopf em RP" !,
Usando isto, obtemos o seguinte isomorfismo de fibrados vetoriais reais sobre PV, i

k¢ k ® Pk = ne 9.2)

Fazendo a multiplicacao tensorial pelo conjugado ¢, (= (5, r em R) e usando o isomorfismo ¢ ®Z €,
obtemos

ke ® Bni®{nk=npi (9.3)

O fibrado linha de Hopf sobre as variedades de Stiefel projetivas reais possui a seguinte propriedade
universal. Os dois teoremas a seguir podem ser encontrados em [13]

Teorema 9.3. Seja ¢ qualquer fibrado linha real sobre um espago topolégico X. Entdo existe um inteiro
positivo n e um fibrado vetorial real n tal que né = n & ke como fibrados vetoriais reais se, e somente se,
existe uma aplicagdo continua f: X — PV, i tal que f* ({) = ¢.

Seja

N:= min{n—k+j;( " .)Elmod.Z}
1<j<k n—k+j

Denotemos por V = V(x;--+, x,) uma Z;-élgebra gerada pelos elementos homogéneos x;,1 < j <
m, tal que
{xit - xpm e €40,13}

forma uma base para o Z, espaco vetorial V (x1,---, Xn).
Teorema 9.4. A dlgebra de cohomologia mod.2 é isomorfa a
211 (Y)Y ® VYt YN-2, VN Yn-1))

onde deg(y) = 1,deg(y;) = j,n—k < j<n—1, com (j # N—1), para uma dlgebra V adequada. Além
disso, w1(() = y.

As seguintes descricoes do fibrado tangente da variedade de Stiefel projetiva real foram obtidas por
K. Y. Lam(A formula for the tangent bundle of flag manifolds and related spaces)
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T(PVyi) = (:)6 ok(®p (9.4)

Usando o isomorfismo 9.3, obtemos a seguinte descricdo para o fibrado tangente estavel

T(PVyi)® (k;r l)ez nk( (9.5)

Determinar o span de uma variedade PV, ; projetiva real, para valores gerais n, k ¢ um problema
aberto. Para certos conjuntos infinitos de valores de (n, k) o span foi determinado. Quando k estd em
uma faixa superior(aproximadamente k > %) boas estimativas para o span foram obtidas. Acontece que
as estimativas sdo precisas sempre que o span e o span’ sdo iguais.

A fonte principal de estimativas para o limite inferior do span® de PV;, ;. é a solugdo do problema de
campos de vetores generalizado.

O problema dos campos de vetores generalizado propoe a seguinte questao:
Qual é o maior valor de r tal que m(,,; é isomorfo a um fibrado vetorial re ® n?

Isto €, o problema pede para determinar span(md,).

Note que se m < n, entdo w((,,1) # 0 e, por consequéncia, r =0. Quando m = n, temos r = m—n+1,
uma vez que qualquer fibrado vetorial { com rank(¢) = m sobre qualquer CW-complexo de dimensao
d é isomorfo a (m — d)e & 7, para um fibrado vetorial n adequado.

Agora, considerando g : PV, — PV, como a proje¢do, desde que {px = g* ({n,1), temos que
span(m{, k) = span(m{,,1). Isso nos dd limites inferiores para span® (PVy,x).

9.3 Conjecturas

Apontamos aqui duas conjecturas de Korbas e Zvengrowski:

Conjectura A: span® (PV, ;) = span(PV,,), para todos n, k.

Conjectura B: span (PVy, ) = K p r, onde k. := span (nk{ 1) — (“31).

A Conjectura Aja foi validada para muitos casos, enquanto que a Conjectura B ja mostrou ser valida
para todos os casos, exceto quando n é par e k = 2.

Podemos destacar uma relacao entre as duas conjecturas, no caso a Conjectura A é mais forte do que

a Conjectura B, no sentido de que se a Conjectura A for vélida, a Conjectura Btambém serd. Com efeito,
suponha que

k+1
span(PV,,i) = span® (PV,,i) = span (nk{, ) —( 2 )

seja valida. Considerando p: PV}, — PV, a projecao, desde que {, x = p* (( n,1), temos que
span(nkln i) = span(nkln).
Entdo, concluimos que span (PV, i) =k -
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