
...... ............... unesp TÃT 

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA 

PROGRAMA DE 
, -

POS-GRADUAÇAO , 

EM FISICA 

ÁREA DE FÍSICA APLIC-ADA 

INSTITUTO DE GEOCI NCIAS E Cl 

RIO CLARO 

Configurações Retrógradas em Sistemas Extrassolares

Alan Cefali Signor

2024



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA 

Instituto de Geociências e Ciências Exatas 

Câmpus de Rio Claro 

Alan Cefali Signor 

Configurações retrógradas em sistemas extrassolares

Dissertação de Mestrado apresentada ao 
Instituto de Geociências e Ciências Exatas 
do Câmpus de Rio Claro, da Universidade 
Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, 
como parte dos requisitos para obtenção do 
título de Mestre em Física. 

Orientadora: Profa. Dra. Maria 
Helena Moreira Morais

Rio Claro - SP
2024



S578c
Signor, Alan Cefali

    Configurações retrógradas em sistemas extrassolares / Alan Cefali

Signor. -- Rio Claro, 2024

    79 f. : il.

    Dissertação (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (UNESP),

Instituto de Geociências e Ciências Exatas, Rio Claro

    Orientadora: Maria Helena Moreira Morais

    1. Sistemas extrassolares. 2. Ressonâncias de movimento médio. 3.

Mecânica Celeste. I. Título.

Sistema de geração automática de fichas catalográficas da Unesp. Dados fornecidos pelo autor(a).



 UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
“Júlio de Mesquita Filho”

Instituto de Geociências e Ciências Exatas 
Câmpus de Rio Claro

Alan Cefali Signor

Configurações retrógradas em sistemas extrassolares

  


  
    
    


 Comissão Examinadora

 Profa. Dra. Maria Helena Moreira Morais 
IGCE / UNESP/ Rio Claro (SP)

 Profa. Dra. Silvia Maria Giuliatti Winter 
FEG / UNESP/ Guaratinguetá (SP)

 Prof. Dr. Nelson Callegari Junior 
IGCE / UNESP/ Rio Claro (SP)

 Conceito: Aprovado.

Rio Claro (SP), 06 de Novembro de 2024.



Agradecimentos
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Resumo

Neste trabalho, investigamos a estabilidade de configurações planetárias retrógradas

em sistemas extrassolares. Inicialmente, estudamos sistemas hipotéticos em ressonâncias

de movimento médio até quinta ordem. Assumindo o semi-eixo maior nominal das resso-

nâncias, determinamos as famı́lias de ponto fixo em função das excentricidades, da massa

do corpo retrógrado e da configuração orbital. Variando estes parâmetros foi posśıvel

observar como o espaço de fase muda com o aumento da massa. Encontramos configu-

rações estáveis para todas ressonâncias estudadas. Além do mais, exploramos o caso de

um asteroide ou planeta em ressonância com um binário estelar com razão de massa entre

0.01 e 0.5 (massas iguais) por meio de seções de Poincaré. Na segunda parte do projeto,

estudamos a dinâmica do sistema extrassolar ν Octantis. Este sistema é composto por

duas estrelas e um planeta, sendo que devido a sua estabilidade, o planeta só pode estar

em uma configuração retrógrada. Por conta da complexidade desse sistema, desenvolve-

mos um novo método de análise que consiste na combinação de mapas de estabilidade

com Corner Plots, o qual denominamos Corner Maps. Como as massas das estrelas são

comparáveis, o peŕıodo orbital do planeta apresenta grandes oscilações, assim calculamos

os valores médio desse parâmetro utilizando análise de frequência. Comparando as simu-

lações com os dados observacionais, conclúımos que a estabilidade da órbita do planeta

está relacionada a uma ressonância de movimento médio de alta ordem (31/-12; 28/-11)

e/ou devido a configuração de equiĺıbrio secular, i.e. o planeta e o binário possuem órbi-

tas alinhadas e com taxas de precessão similares. Nossos resultados indicam as posśıveis

configurações para o planeta e provêm evidências a favor da hipótese planetária.

Palavras-chave: Sistemas extrassolares, Ressonâncias de movimento médio, Mecânica

Celeste.



Abstract

In this work, we investigate the stable configuration for retrograde planets in extrasso-

lar systems. Initially, we study hypothetical systems in mean motion resonances until fifth

order. Assuming the nominal semi-major axis of the resonances, we determine the fixed

point families in function of the eccentricities, the mass of the retrograde body and the

orbital configuration. Varying these parameters, it was possible to observe how the phase

space changes with the increase of mass. We found stable configuration for all studied

resonances. Furthermore, we explore the case of an asteroid or planet in resonance with

a stellar binary with a mass ratio between 0.01 and 0.5 (equal masses) through Poincaré

sections. In the second part of the project, we study the dynamics of the extrassolar

system ν Octantis. This system is composed by two stars and a planet, where due to its

stability, the planet must be in a retrograde configuration. Due to the complexity of this

system, we developed a new method of analysis that consists of combining stability maps

with Corner Plots, which we call Corner Maps. As the masses of the stars are comparable,

the planet’s orbital period presents large oscillations, so we calculate the average value

of this parameter using frequency analysis. Comparing the simulations with the observa-

tional data, we conclude that the long-term stability of the planet’s orbit is related to a

high-order mean motion resonance (31/-12; 28/-11) and/or due to a secular equilibrium,

i.e. the planet and the binary have aligned orbits and similar precession rates. Our results

indicate the possible configurations for the planet and provide evidences in favour of the

planetary hypothesis.

Keywords: Extrasolar systems, Mean-motion resonances, Celestial Mechanics.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A grande maioria dos corpos que observamos no Sistema Solar possui o mesmo sentido

de translação desde seus primórdios, o motivo está diretamente relacionado ao processo

de formação de um sistema planetário. Um sistema planetário é formado a partir de

uma nuvem de gás interestelar e poeira que, por conta da sua rotação, converge para

um disco (Pfalzner et al., 2015); desse modo, a maior parte dos objetos segue o sentido

dessa rotação até os dias atuais (sentido anti-horário). Porém, existem asteroides retró-

grados na natureza, ou seja, que se movem no sentido horário e assim como os corpos

prógrados que se movem no sentido anti-horário, estes corpos também possuem regiões

de estabilidade determinadas por ressonâncias de movimento médio. Estas configurações

ocorrem quando dois objetos orbitam uma estrela em direções opostas e possuem peŕıodos

orbitais comensuráveis (Morais & Giuppone, 2012). A identificação de corpos retrógrados

só foi posśıvel por conta de diversos estudos numéricos e anaĺıticos para o caso circular

restrito de três corpos, que proveram uma base sólida a respeito da dinâmica ressonante

de asteroides com altas inclinações, em particular no caso de configurações retrógradas

planares (inclinação orbital próxima de 180◦) (Morais & Namouni, 2013b, 2016; Namouni

& Morais, 2015). Estes estudos permitiram a identificação de Centauros em ressonâncias

retrógradas com Júpiter e Saturno (Morais & Namouni, 2013a) e do asteroide (514107)

Ka‘epaoka‘awela que está em uma ressonância coorbital com Júpiter (Wiegert et al., 2017;

Morais e Namouni, 2017; Namouni e Morais, 2018a). Recentemente, famı́lias de órbitas

periódicas de ressonâncias retrógradas no caso circular/eĺıptico restrito de três corpos

foram computadas por Kotoulas e Voyatzis (2020a, 2020b) e Kotoulas et al. (2022).

No caso do asteroide coorbital retrógrado de Júpiter, (514107) Ka’epaoka’awela, sa-

bemos que muito provavelmente o mesmo foi capturado pelo Sol bilhões de anos atrás e

devido a ressonância com Júpiter, está em uma órbita estável até os dias de hoje (Na-

mouni & Morais, 2018b). Como descrito em Malmberg et al. (2011), planetas também

podem ser capturados por outras estrelas; suas simulações demonstraram que encontros
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próximos entre estrelas podem conduzir a trocas de planetas. Assim, há a possibilidade

de um planeta ser capturado em uma configuração retrógrada e convergir à uma órbita

estável em uma ressonância retrógrada. Além do mais, estes encontros próximos estelares

podem também alterar as órbitas já presentes no sistema. Pfalzner et al. (2024) investi-

garam esse tipo de alteração orbital no caso de objetos transnetunianos, sendo que uma

parte destes se tornaram retrógrados.

A detecção de exoplanetas em sistemas extrassolares é feita por meio de diferentes

métodos. Um destes é o método da velocidade radial, que detecta os planetas a partir

do movimento da estrela em torno do centro de massa do sistema. Quando a estrela se

aproxima de nós, o comprimento de onda da luz diminui (desvio para o azul) e quando

ela se afasta o comprimento de onda da luz aumenta (desvio para o vermelho); esse

fenômeno é conhecido como Efeito Doppler. Assim, conseguimos identificar o movimento

da estrela por meio das suas linhas espectrais, sendo que por meio da velocidade destas

linhas podemos modelar o sistema através de ajustes às observações (Murray & Correia,

2010). A possibilidade da existência de configurações em que os planetas orbitam no

sentido contrários em outros sistemas foi investigado por Gayon e Bois (2008) e Gayon-

Markt e Bois (2009). Estes autores mostraram que o ajuste da curva de velocidade

radial pode ter, em alguns casos, reśıduos melhores para a configuração retrógrada do que

para a configuração prógrada. Portanto, é posśıvel que alguns dos sistemas extrassolares

conhecidos possuam planetas retrógrados. O sistema ν Octantis é o melhor candidato

para abrigar um planeta em órbita retrógrada, as informações a respeito desse sistema

foram descritas na Seção 3.1.

Durante o mestrado, publicamos três artigos diretamente relacionados ao tema do pro-

jeto: Caritá et al. (2022, 2023) e Signor et al. (2023). Os artigos em que sou segundo autor

serão descritos de forma breve durante o texto. Outros dois artigos estão em desenvolvi-

mento, o primeiro a respeito do ν Octantis que está em etapa final de desenvolvimento,

e o segundo sobre as famı́lias da ressonância coorbital retrógrada obtidas em função da

massa do corpo retrógrado. Nesta dissertação, abordaremos de forma detalhada a respeito

destes artigos em preparação e do artigo Signor et al. (2023).

No Caṕıtulo 2, nós descrevemos os nossos métodos numéricos e apresentamos os re-

sultados das simulações considerando sistemas ressonantes hipotéticos: as Seções 2.1 - 2.7

descrevem as simulações das ressonâncias retrógradas de ordem 2, 4 e 5; na Seção 2.8

abordamos de forma breve sobre como identificar ressonâncias retrógradas em sistemas

perturbados. No Caṕıtulo 3, nós apresentamos a metodologia e os resultados referentes

à dinâmica do sistema extrassolar ν Octantis. As discussões e conclusões foram descritas

no Caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 2

Configurações Retrógradas

Consideramos o problema de três corpos composto por uma estrela com a massa do sol

e dois planetas orbitando em sentidos opostos, um no sentido anti-horário (prógrado) e a

outra no sentido horário (retrógrado). Para a análise deste sistema utilizamos a notação

usual para os elementos orbitais astrocêntricos: a (semi-eixo maior), e (excentricidade), I

(inclinação orbital), ω (argumento do pericentro), Ω (longitude do nodo ascendente), M

(anomalia média), P (peŕıodo orbital), λ (longitude média), ϖ (longitude do pericentro).

As variáveis com subscrito p são referentes ao planeta prógrado, enquanto as variáveis sem

subscrito descrevem os elementos relacionados ao planeta retrógrado. O planeta prógrado

possui massa de 0.001M⊙ e possui um semi-eixo maior normalizado (ap = 1 AU). Para

o caso eĺıptico restrito de três corpos (ER3BP) o planeta possui massa igual a zero, já

no caso do problema de três corpos o planeta retrógrado possui massa igual a de Netuno

(5.149×10−5M⊙), Saturno (2.857×10−4M⊙) ou Júpiter (10−3M⊙). Por meio da variação

da massa do corpo retrógrado, podemos determinar a estabilidade das ressonâncias em

função de alguns valores de massa. Em dois artigos, investigamos as configurações estáveis

de todas ressonâncias retrógradas de movimento médio até quinta ordem, ou seja, 1/-1,

1/-2, 2/-1 (Caritá et al., 2022) e 1/-3, 3/-1, 1/-4, 4/-1, 2/-3, 3/-2 (Signor et al., 2023).

As integrações numéricas foram realizadas utilizando o REBOUND (Rein & Liu, 2012),

para as ressonâncias 1/-1, 1/-2 e 2/-1 utilizamos o integrador de passo adaptativo IAS15

(Rein & Spiegel, 2015). Já no caso das outras ressonâncias utilizamos o integrador Burlish

Stoer no REBOUND. As figuras para representação da variação dos elementos orbitais

foram obtidas utilizando o integrador Burlish Stoer através do MERCURY (Chambers,

1999). A integração para uma condição inicial é interrompida caso a distância deste objeto

em relação a estrela seja maior que 10 ap (escape) ou quando a distância em relação a

qualquer um dos outros corpos seja menor que a soma de seus raios (colisão).

Assumimos o referencial anti-horário, de modo que as longitudes no plano orbital do

planeta prógrado (movimento anti-horário) são medidas na direção de seu movimento or-
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bital; portanto, λp = Ωp + ωp + Mp, ϖp = ωp + Ωp. Consequentemente, as longitudes do

planeta retrógrado (movimento horário) são medidas na direção contrária de seu movi-

mento orbital, dessa forma, λ = Ω − ω − M , ϖ = Ω − ω. Esta também é o referencial

utilizado por convenção pelo integrador REBOUND.

Por meio dos mapas ressonantes buscamos compreender sobre a estabilidade destes

sistemas. Uma das formas de identificar ressonâncias de movimento médio é analisando

a variação temporal dos ângulos ressonantes. De forma geral, os ângulos mais relevantes

para cada ressonância de movimento médio podem ser determinados através de todas

combinações de A e B de modo que A + B = k, onde k = p + q e é a ordem da uma

ressonância retrógrada p/− q. A expressão geral do ângulo ressonante no caso planar é:

ϕn = −q λ− p λp + Aϖp + Bϖ ; (2.1)

onde A,B são inteiros positivos e n é um número inteiro entre 0 e k. Assim para uma

ressonância de ordem k, precisamos considerar k + 1 ângulos:

ϕ0 = −q λ− p λp + (p + q)ϖ (2.2)

ϕ1 = −q λ− p λp + (p + q)ϖp (2.3)

ϕ2 = −q λ− p λp + q ϖp + pϖ (2.4)

ϕ3 = −q λ− p λp + pϖp + q ϖ (2.5)
...

sendo que o primeiro com n = 0 é o ângulo ressonante do problema circular restrito de três

corpos (Morais & Namouni, 2013b). Nos mapas ressonantes indicamos em quais regiões

ocorrem libração do ϕ0 e de ∆ϖ = ϖ −ϖp simultaneamente, estas indicam o ponto fixo

do problema ressonante e foram representadas nos mapas por meio de um śımbolo branco.

Para facilitar a interpretação das figuras, relacionamos uma cor para cada argumento

ressonante diferente de ϕ0. Regiões de libração de um desses ângulos foram representa-

dos por śımbolos em suas cores respectivas. Estas cores também foram utilizadas nas

figuras com a evolução dos elementos orbitais. A barra de cor dos mapas indicam a semi-

amplitude da libração do ϕ0 (variação máxima em torno do centro ressonante). Identifi-

camos que dois tipos de famı́lias podem existir nos mapas ressonantes, no caso em que

ϕ0 e ∆ϖ, ou um dos outros argumentos ressonantes libram (em torno de 0 ou π) com

semi-amplitude menor que π/4.

Em nossas simulações os planetas estão em uma configuração coplanar, de modo que o

corpo retrógrado possui uma inclinação orbital inicial de I = 179.99◦. Se considerássemos

o caso estritamente 2D (sistema irreal), iriamos observar famı́lias que são verticalmente

instáveis, ou seja, configurações que são estáveis no caso coplanar mas instáveis com

11



inclinações próximas de 180◦ (Morais & Namouni, 2019; Morais et al., 2021). Inicialmente,

fixamos as longitudes dos nodos em zero (Ω = Ωp = 0).

Os resultados para as integrações numéricas foram apresentados em mapas ressonan-

tes em uma grade de excentricidade do corpo retrógrado versus excentricidade do planeta

prógrado. Esses mapas possuem 6400 condições iniciais de (e, ep) obtidas por uma grade

de 80x80 condições iniciais em um intervalo de (0, 1). Para cada condição inicial, o sistema

planetário é integrado por 2×105 Tp. Com intuito de representar todas configurações pos-

śıveis, representamos nossos resultados em mapas com quatro quadrantes resultando assim

em um total de 25600 condições iniciais. Estes quadrantes correspondem as permutações

entre o caso alinhado/anti-alinhado no pericentro/apocentro, de modo que:

� Q2: ϖp = 0 ; ϖ = π,

� Q3: ϖp = π ; ϖ = π.

� Q1: ϖp = 0 ; ϖ = 0,

� Q4: ϖp = π ; ϖ = 0.

A anomalia média do planeta prógrado possui o mesmo valor que a longitude do

pericentro (Mp = ϖp) e a anomalia média do corpo retrógrado é dada por M = 0 ou por

M = π. Nas Figuras 2.1 e 2.2 representamos as condições iniciais de todos quadrantes

para as ressonâncias internas e externas de 4ª e 5ª ordem.

Figura 2.1: Configurações para as ressonâncias internas ilustrando a orientação dos pericentros e dos

apocentros para as anomalias médias M = 0 e M = π. Os numerais Romanos indicam o

par de condições iniciais que são equivalentes após meio peŕıodo dos objetos externos (4/-1 e

3/-1). No caso da 3/-2, as configurações são equivalentes depois de um peŕıodo inteiro.
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Figura 2.2: Configurações para as ressonâncias internas ilustrando a orientação dos pericentros e dos

apocentros para as anomalias médias M = 0 e M = π. Os numerais Romanos indicam o

par de condições iniciais que são equivalentes após meio peŕıodo dos objetos externos (1/-4 e

1/-3). No caso da 2/-3, as configurações são equivalentes depois de um peŕıodo inteiro.

A simetria entre os quadrantes foi identificada pelos numerais Romanos, estes indicam

quais condições iniciais são equivalentes com um time-lag de meio peŕıodo do objeto

externo (1/-3, 3/-1, 1/-4, 4/-1) ou após um time-lag de um peŕıodo do objeto externo (2/-

3, 3/-2). Essa equivalência ocorre devido a comensurabilidade entre os peŕıodos orbitais,

entretanto, devido a interação gravitacional entre os corpos, sabemos que essa relação não

é exata.

2.1 Ressonância 1/-1 (Figs. 2.3 - 2.7)

Para a ressonância 1/-1 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −λ− λp + 2ϖ (barra de cor) (2.6)

ϕ1 = −λ− λp + 2ϖp (azul) (2.7)

ϕ2 = −λ− λp + ϖp + ϖ (vermelho) (2.8)

Os mapas de estabilidades para o ER3BP foram apresentados na Figura 2.3. A barra de

cor dos mapas representa a amplitude do ângulo ressonante ϕ0, em que o roxo escuro/azul

indica o centro ressonante. Para este caso, não observamos famı́lias de ponto fixo para

M = 0. Obtivemos famı́lias de ponto fixo para M = π no Q1 e Q4; porém, essas

famı́lias ocorrem quando o planeta possui excentricidade próxima de 1. Ademais, a região

correspondente a libração do ϕ0 em torno de π para alta excentricidade, e, é maior quando

M = π do que no caso em que M = 0.
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(a) (b)

Figura 2.3: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-1 no problema eĺıptico restrito de três corpos

(a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o

caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

A ressonância 1/-1 considerando a razão de massa de Júpiter com Sol no caso circu-

lar restrito de três corpos foi estudada por Morais e Namouni (2019). Há dois modos

ressonantes planares: ϕ0 = 0 com centro ocorrendo para a localização nominal da resso-

nância a = 1 quando e > 0.5 (de acordo com nossos resultados); e ϕ = π que ocorre para

localização nominal a = 1 quando e > 0.75 (também de acordo com nossos mapas).

Na Figura 2.4 apresentamos os mapas considerando que o corpo retrógrado possui a

massa de Netuno. No centro da região de libração de ϕ0, surge uma famı́lia de ponto fixo

próximo de ep = 0, observada em Q1 para M = 0 e Q3 para M = π. Embora a famı́lia de

ponto fixo aparente ter falhas na Figura 2.4, verificamos por meio de uma grade de maior

resolução que a famı́lia é cont́ınua.

Os mapas para o caso em que o corpo retrógrado possui a massa de Saturno são

apresentados na Figura 2.5. Para este valor da massa, obtemos apenas soluções estáveis

para ϕ0 = π para altos valores de e. Quando ep ≈ 0 há uma famı́lia de ponto fixo no

centro da região de ϕ0 = π com M = π.

Na Figura 2.6 apresentamos os mapas considerando ambos planetas com a massa de

Júpiter. Neste caso, as ilhas de estabilidade estão associadas as famı́lias de ponto fixo que

ocorrem para ϕ0 = π em Q3 da Figura 2.6a, e Q1 da Figura 2.6b. Além dessas famı́lias,

todas outras condições iniciais são instáveis devido a colisão ou escape. Por meio da

Figura 2.7, representamos a evolução orbital da condição inicial circulada em vermelho

(e0 = 0.94, ep = 0.47).
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(a) (b)

Figura 2.4: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-1 considerando o segundo planeta com a massa

de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante

para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que

todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente

colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.5: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-1 considerando o segundo planeta com a massa

de Saturno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante

para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que

todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente

colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.
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(a) (b)

Figura 2.6: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-1 considerando dois planetas com a massa de

Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante

para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que

todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente

colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

Figura 2.7: Evolução orbital da condição inicial circulada em vermelho na Figura 2.6b, (e = 0.94, ep =

0.47). O primeiro painel representa o semi-eixo maior dos dois planetas, o segundo painel

mostra a excentricidade de ambos planetas, o terceiro painel mostra a variação da longitude

do periastro e no último painel a variação dos ângulos ressonantes foi representada.
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2.1.1 Famı́lias Periódicas em função da massa

Essa subseção será destinada a comentar a respeito da continuação dos trabalhos

descritos neste caṕıtulo. A ideia é explorar outros parâmetros orbitais além das excen-

tricidades. Especialmente para a ressonância coorbital, realizamos um segundo conjunto

de simulações variando a massa do corpo retrógrado de forma aleatória no intervalo de

0 a 0.012 M⊙. Dessa forma, conseguimos determinar as famı́lias ressonantes em função

deste parâmetro. Fixamos a massa do corpo prógrado e representamos em gráficos 3D

apenas as condições iniciais que possuem libração de todos os ângulos ressonantes e do

∆ϖ com semi-amplitude menor que 60◦, i.e. todas condições iniciais representadas são

pontos fixos. As configurações orbitais são as mesmas descritas no Caṕıtulo 2, sendo que

cada quadrante será representado com uma cor diferentes: Q1 vermelho, Q3 azul e Q4

verde. Não observamos condições iniciais ressonantes em Q2. Lembrando que o modo

ressonante com ϕ0 = 0 ocorre no Q1 e Q4 para M = 0, e no Q3 para M = π. Já o modo

ressonante ϕ0 = π ocorre no Q3 para M = 0, e no Q1 e Q4 para M = π. Para cada valor

de mp, variamos cada parâmetro de forma aleatória e integramos 6 milhões de condições

iniciais. Na Figura 2.8 representamos os gráficos para M = 0 e M = π considerando que

o planeta prógrado possui a massa de Júpiter (0.001M⊙).

Figura 2.8: Gráficos 3D para a ressonância 1/-1 com M = 0 e M = π. As condições iniciais ressonantes

foram representadas em vermelho (Q1), azul (Q3) e verde (Q4).
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Para o mapa de M = 0, podemos observar duas famı́lias do Q1 e Q3 próximas de

m = 0. Outras duas famı́lias de Q3 surgem para valores de m > mp = 0.001M⊙. Uma

grande famı́lia de Q1 existe para excentricidades de 0.5 a 0.9 e m de 0.005 a 0.01. Já

para M = π, representamos um gráfico para um intervalo menor de m de 0 a 0.001

M⊙; podemos observar duas famı́lias de Q1 que existem até as massas dos planetas

serem iguais. Uma famı́lia referente ao Q3 e outra referente ao Q4 também podem ser

observadas, ambas ocorrem para baixos valores de m. Uma pequena famı́lia do Q1 existe

para m ≈ 0.0004M⊙ e excentricidades próximas de 0.5. Ao considerar todo intervalo

da massa, podemos ver que há uma famı́lia de Q3 semelhante a famı́lia de Q1 observada

para M = 0, sendo que estas são simétricas. Esses resultados estão de acordo com os

obtidos na seção anterior, i.e, os resultados obtidos através dos mapas de estabilidades

considerando as duas massas fixas também podem ser observados nos gráficos 3D.

A evolução das condições iniciais circuladas em preto na Figura 2.8 foram representadas

na Figura 2.9. Ambas condições iniciais possuem libração dos ângulos ressonantes em

torno de 180◦ e libração do ∆ϖ em torno de 0, (a) Q3 com M = 0 e (b) Q1 com M = π.

(a) (b)

Figura 2.9: Evolução orbital das condições iniciais circuladas na Figura 2.8. Em (a), a condição inicial

é e = 0.1825, ep = 0.9483, m = 0.00136M⊙. Em (b) a condição inicial é e = 0.8684,

ep = 0.1341, m = 0.0008M⊙. O primeiro painel representa o semi-eixo maior dos dois

planetas, o segundo painel mostra a excentricidade de ambos planetas, o terceiro painel mostra

a variação da longitude do periastro e no último painel a variação dos ângulos ressonantes foi

representada.

Na Figura 2.10 representamos os gráficos obtidos ao considerar que o planeta prógrado

possui mp = 0.004M⊙. A famı́lia de Q3 com alta excentricidade surge somente quando

m > mp. Uma outra famı́lia de Q3 surge para altas excentricidades de ambos os corpos.

A famı́lia para baixos valores de m continua a existir. Podemos observar duas outras

famı́lias de Q1, sendo que ambas possuem excentricidades próximas de 0.5, os valores das

massas para estas famı́lia são próximos de 0.004 e 0.006 M⊙. No caso de M = π, o
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comportamento de uma das famı́lia de Q1 com m < mp é semelhante ao observado para

mp = 0.001M⊙. Porém, neste caso, há somente uma famı́lia grande no espaço de fase,

as outras duas famı́lias possuem valores medianos de excentricidade e massa um pouco

menor que 0.004M⊙. A famı́lia de Q3 para m = 0 e ep próximo de zero continua a existir.

(a) (b)

Figura 2.10: Gráficos 3D para a ressonância 1/-1. As condições iniciais ressonantes foram representadas

em vermelho (Q1) e azul (Q3); (a) M = 0; (b) M = π.

As regiões ressonantes obtidas para mp = 0.008M⊙ foram apresentadas nos gráficos

3D da Figura 2.11. As famı́lias do caso restrito para ep ≈ 0 existem para ambos os

gráficos. Para M = 0, há uma pequena famı́lia de Q1 para m ≈ 0.005. A famı́lia de Q3

para altas excentricidade do planeta prógrado novamente surge para valores de m > mp.

No caso de M = π, a principal famı́lia de Q1 não existe no caso restrito, como esperado

essa famı́lia existe para m < mp. Com o aumento da massa do corpo prógrado, a famı́lia

de Q1 para valores de excentricidades próximos de 0.5 aumentou de tamanho, se unindo

a famı́lia principal.

(a) (b)

Figura 2.11: Gráficos 3D para a ressonância 1/-1. As condições iniciais ressonantes foram representadas

em vermelho (Q1) e azul (Q3); (a) M = 0; (b) M = π.
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2.2 Ressonância 1/-3 (Figs. 2.12 - 2.17)

Para a ressonância 1/-3 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −3λ− λp + 4ϖ (barra de cor) (2.9)

ϕ1 = −3λ− λp + 4ϖp (vermelho) (2.10)

ϕ2 = −3λ− λp + 3ϖp + ϖ (verde) (2.11)

ϕ3 = −3λ− λp + ϖp + 3ϖ (azul) (2.12)

ϕ4 = −3λ− λp + 2ϖp + 2ϖ (ciano) (2.13)

Na Figura 2.12, apresentamos os resultados para caso eĺıptico restrito do problema de

três corpos (ER3BP). As regiões verdes e azuis indicam libração do ϕ2 e do ϕ3 respec-

tivamente. As famı́lias de ponto fixo onde há libração de todos os ângulos ressonantes

analisados, e do ∆ϖ em torno de 0 ou π, foram representadas por śımbolos brancos. Para

M = 0 (a), não existem famı́lias do ponto fixo, porém há libração do ϕ0 em todos qua-

drantes. No Q1 podemos observar duas pequenas regiões coloridas que indicam libração

de apenas um dos ângulos, nesse caso ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul).

(a) (b)

Figura 2.12: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-3 no problema eĺıptico restrito de três corpos

(a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o

caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos indicam libração de um ângulo ressonante,

ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

Para o mapa com M = π, uma grande famı́lia de ponto fixo surge no Q3. Neste

quadrante, também há duas regiões, representadas em verde/azul, em que apenas o ϕ2/ϕ3

libram. No Q4 existe outra famı́lia de ponto fixo onde o ∆ϖ e três dos cinco ângulos
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ressonantes libram em torno de π, os outros dois ângulos libram em torno de 0. Ao se

afastar do centro da famı́lia periódica ocorre aumento da semi-amplitude de libração dos

ângulos ressonantes e do ∆ϖ. O aumento da semi-amplitude da libração do ϕ2 é menor

do que nos outros ângulos. Em volta dessa região de ponto fixo, há uma região de libração

apenas do ϕ2, representada em verde. No Q4 também há algumas condições iniciais com

libração somente do ϕ3.

Os mapas para o caso planetário onde o segundo planeta possui a massa de Netuno

foram apresentados na Figura 2.13. De foram geral, as regiões de estabilidade são similares

aos mapas para o caso restrito, entretanto, nos mapas de Netuno surgem algumas famı́lias

de ponto fixo próximas de ep = 0 nos Q1 e Q3 para ambos valores de anomalia média.

As regiões de libração de apenas um dos ângulos, representada em verde e azul, são mais

extensas do que no caso restrito.

Nas Figuras 2.14a e 2.14b representamos, respectivamente, a evolução orbital das

condições iniciais circuladas em preto no Q3 e Q4 da Figura 2.13b. Para o Q3, uma

famı́lia de ponto fixo com libração em torno de 0 é apresentada. Para o Q4, escolhemos

uma condição inicial da famı́lia de ponto fixo com libração dos ângulos ressonantes em

ambos os centros, e com ∆ϖ librando em torno π.

(a) (b)

Figura 2.13: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-3 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam

a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos

indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

Os mapas de estabilidade para o caso planetário onde o segundo planeta possui a massa

de Saturno foram apresentados na Figura 2.15. Em relação a Figura 2.15a, podemos ver
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que a principal diferença em relação ao mapa considerando Netuno é que as regiões de

ponto fixo presentes no Q1 possuem um valor mais elevado de ep. A região de libração do

ϕ2 também desaparece para esse valor da massa.

(a) (b)

Figura 2.14: Evolução orbital das condições iniciais circuladas na Figura 2.13. Em (a), a condição inicial

é e = 0.5, ep = 0.7. Em (b) a condição inicial é e = 0.25, ep = 0.95. O primeiro painel

representa o semi-eixo maior dos dois planetas, o segundo painel mostra a excentricidade de

ambos planetas, o terceiro painel mostra a variação da longitude do periastro e no último

painel a variação dos ângulos ressonantes foi representada.

Já na Figura 2.15b, podemos ver um pequeno aumento dos valores de ep para a famı́lia

de ponto fixo do Q1. No Q3, a famı́lia de ponto fixo com altos valores de e, observada para

ep ≈ 0 no caso de Netuno, está agora com ep ≈ 0.25. As famı́lias de ponto fixo e região

de libração do ϕ2, presentes no Q4, são parcialmente destrúıdas quando consideramos a

massa de Saturno, o que indica que essas regiões muito provavelmente desaparecerão para

maiores massas. Algumas condições iniciais de ponto fixo surgem próximo de ep = 0; além

do mais, surge uma grande região de libração do ϕ3 em torno de 0.

Os mapas de estabilidade para o caso em que o planeta retrógrado possui a massa

de Júpiter foram apresentados na Figura 2.16. Podemos observar na Figura 2.16a uma

extensa famı́lia de ponto fixo. Porém, essa famı́lia é destrúıda para certos valores de

excentricidade, na região branca no centro da famı́lia, sendo essas condições iniciais ver-

ticalmente instáveis. A região em azul, onde ocorre apenas libração do ϕ3 é dividida em

duas. No Q3 da Figura 2.16b, a famı́lia de ponto fixo e a região azul são similares às

descritas para o mapa com M = 0. Ademais, há duas outras famı́lias de ponto fixo nesse

quadrante. A famı́lia de ponto fixo observada anteriormente para altos valores de ep, no

Q4 com M = π, é quase totalmente destrúıda. A famı́lia com libração do ϕ3 diminúı em

tamanho e a região de ponto fixo próxima de ep = 0 é deslocada para valores um pouco

maiores de ep.
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(a) (b)

Figura 2.15: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-3 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Saturno (a)M = 0; (b)M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam

a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos

indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.16: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-3 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam

a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos

indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

Na Figura 2.17, apresentamos a evolução orbital de duas condições inicias circuladas

no Q3 do mapa com M = π, uma dela é mantida pela libração do ϕ3 enquanto a outra
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possui libração de ϕ2, sendo que há circulação do ∆ϖ em ambas.

(a) (b)

Figura 2.17: Evolução orbital das condições iniciais circuladas na Figura 2.16. Em (a), a condição inicial

é e = 0.7, ep = 0.75 . Em (b) a condição inicial é e = 0.5, ep = 0.7. O primeiro painel

representa o semi-eixo maior dos dois planetas, o segundo painel mostra a excentricidade de

ambos planetas, o terceiro painel mostra a variação da longitude do periastro e no último

painel a variação dos ângulos ressonantes foi representada.

2.3 Ressonância 3/-1 (Figs. 2.18 - 2.22)

Para a ressonância 3/-1 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −1λ− 3λp + 4ϖ (barra de cor) (2.14)

ϕ1 = −1λ− 3λp + 4ϖp (vermelho) (2.15)

ϕ2 = −1λ− 3λp + ϖp + 3ϖ (verde) (2.16)

ϕ3 = −1λ− 3λp + 3ϖp + ϖ (azul) (2.17)

ϕ4 = −1λ− 3λp + 2ϖp + 2ϖ (ciano) (2.18)

Os resultados para o caso restrito (ER3BP) para M = 0 e M = π foram apresentados

na Figura 2.18. A simetria entre os mapas é evidente, para M = 0, as famı́lias de ponto

fixo estão presentes em Q1, Q2 e Q3, por outro lado para M = π as famı́lias do ponto fixo

existem em Q1, Q3 e Q4. No Q1 para M = 0 há três famı́lias de ponto fixo e uma região de

libração de ϕ3. A famı́lia de ponto fixo no Q2 para M = 0 é mantida pela libração de ϕ2

e ϕ3 em torno de 0, e ϕ0, ϕ1, ϕ4 e ∆ϖ em torno de π, também há uma região de libração

de ϕ2 nesse quadrante. No Q3 para M = 0, há duas famı́lias de ponto fixo mantidas pela

libração de todos os ângulos e do ∆ϖ em torno de π. Para o mapa considerando M = π,

as mesmo regiões de estabilidade são observadas devido a simetria; de modo que o Q1 é

similar ao Q3 para M = 0 e os quadrantes Q3 e Q4 possuem as mesmas famı́lias de ponto
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fixo que os quadrantes Q1 e Q2 do mapa com M = 0. No Q3 para M = π surgem algumas

condições iniciais com libração do ϕ2.

(a) (b)

Figura 2.18: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-1 no problema eĺıptico restrito de três corpos

(a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o

caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos indicam libração de um ângulo ressonante,

ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

Os mapas para o problema planetário em que o planeta retrógrado possui a massa de

Netuno foram apresentados na Figura 2.19. A principal diferença em relação aos mapas

do caso restrito é a separação da famı́lia de ponto fixo, observada em Q3 para M = 0

e Q1 para M = π, em duas famı́lias. Com aumento da massa, a região de libração de

ϕ2 no Q3 para M = π se tornou mais evidente. A evolução orbital de duas condições

iniciais circuladas na Figura 2.19 foram representadas na Figura 2.20. A condição inicial

circulada em Q1 para M = 0 corresponde a uma famı́lia de ponto fixo em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram em torno de 0 (Figura 2.20a). A Figura 2.20b mostra a evolução

orbital da condição inicial circulada em Q4 para M = π, essa também corresponde a uma

famı́lia de ponto fixo, porém, com libração dos ângulos ressonantes em torno de ambos os

centros e com ∆ϖ librando em torno de π.

Na Figura 2.21 apresentamos os mapas de estabilidade para o caso em que o segundo

planeta possui a massa de Saturno. No Q1 para M = 0, há três famı́lias de ponto fixo,

uma região de libração do ϕ3 e uma região de libração do ϕ2 que não havia sido observada

no mapa utilizando a massa de Netuno. As famı́lia de ponto fixo no Q2 para M = 0 e Q4

para M = π são parcialmente destrúıda com o aumento da massa. No Q3 para M = 0

somente a famı́lia de ponto fixo com alto valor de ep sobrevive. No Q3 para M = π, as

famı́lias de ponto fixo e as regiões de libração de ϕ2 e ϕ3 sobrevivem ao aumento de massa

do terceiro corpo.
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(a) (b)

Figura 2.19: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-1 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam

a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos

indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ2 (verde) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.20: Evolução orbital das condições iniciais circuladas na Figura 2.19. Em (a), a condição inicial

é e = 0.5, ep = 0.7. Em (b) a condição inicial é e = 0.25, ep = 0.95. O primeiro painel

representa o semi-eixo maior dos dois planetas, o segundo painel mostra a excentricidade de

ambos planetas, o terceiro painel mostra a variação da longitude do periastro e no último

painel a variação dos ângulos ressonantes foi representada.

Na Figura 2.22 foram representadas os mapas para o caso em que o terceiro corpo

possui a massa de Júpiter. De forma geral, há uma destruição das pequenas famı́lias de

ponto fixo observadas até a massa de Saturno. A principal famı́lia de ponto fixo ainda

está presente em Q1 para M = 0, e Q3 para M = π, entretanto para alguns valores de

excentricidade essa famı́lia é verticalmente instável. No Q3 para M = 0, e no Q4 para
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M = π, surgem duas novas regiões estáveis mantidas pela libração do ϕ1 em torno de π.

As regiões de libração de ϕ2 e ϕ3 sobrevivem ao aumento de massa do segundo planeta.

(a) (b)

Figura 2.21: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-1 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Saturno (a)M = 0; (b)M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam

a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos coloridos

indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ2 (verde) e ϕ2 (azul). As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.22: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-1 no problema de três corpos no caso em que

o segundo planeta possui a massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. As estrelas brancas

representam a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os śımbolos

coloridos indicam libração de um ângulo ressonante, ϕ1 (vermelho), ϕ2 (verde) e ϕ2 (azul).

As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois

de meio peŕıodo do corpo externo.
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2.4 Ressonância 1/-4 (Figs. 2.23 - 2.26)

Para a ressonância 1/-4 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −4λ− λp + 5ϖ (barra de cor) (2.19)

ϕ1 = −4λ− λp + 5ϖp (vermelho) (2.20)

ϕ2 = −4λ− λp + 4ϖp + ϖ (verde) (2.21)

ϕ3 = −4λ− λp + ϖp + 4ϖ (azul) (2.22)

ϕ4 = −4λ− λp + 3ϖp + 2ϖ (ciano) (2.23)

ϕ5 = −4λ− λp + 2ϖp + 3ϖ (magenta) (2.24)

Através dos mapas de estabilidades ao considerar o problema eĺıptico restrito de três

corpos, representados na Figura 2.23, podemos ver que não há famı́lia do ponto fixo para

os dois valores de anomalia média estudados. No Q1 do mapa em que M = 0, há uma

famı́lia mantida somente pela libração do ϕ3; certas condições iniciais do Q2 para M = π

também são mantidas pela libração de ϕ3. Além das regiões de libração de ϕ0 para o

caso em que o corpo retrógrado possui alta excentricidade, observa-se no Q1 do mapa

para M = π uma região de libração de ϕ0 no caso em que o planeta prógrado possui alta

excentricidade (ep > 0.75).

(a) (b)

Figura 2.23: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-4 no problema eĺıptico restrito de três corpos

(a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o

caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam libração apenas de ϕ3. As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.
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Os resultados ao considerar o problema de três corpos em que o planeta retrógrado

possui a massa de Netuno são similares ao caso eĺıptico restrito (Figura 2.24). A principal

diferença que ocorre neste novo sistema é de famı́lias de ponto fixo para valores em que

o planeta prógrado possui baixas excentricidades. Estas famı́lias existem para ambos

valores iniciais de anomalia média (M = 0 e π). Uma famı́lia do ponto fixo para o caso

em que o planeta prógrado possui uma órbita excêntrica também pode ser observada no

Q1 do mapa para M = π; há também em Q2 para este mesmo valor da anomalia media,

um maior número de condições iniciais mantidas somente pela libração do ϕ3.

(a) (b)

Figura 2.24: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-4 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a

libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam

libração apenas de ϕ3. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

Os mapas de estabilidades para o caso em que o planeta secundário possui a massa

de Saturno foram representados pela Figura 2.25. As famı́lias de libração do ϕ3 são mais

evidentes para a massa de Saturno do que de Netuno, além de que para Q1 com M = π

há uma nova famı́lia mantida pela libração de ϕ3. Similar ao observado para outras

ressonâncias, as regiões de ponto fixo observadas para o caso com a massa de Netuno (Q1

para M = 0 e M = π) são deslocada para maiores valores de ep. Com o aumento da

massa do segundo corpo ocorre também um aumento da região de ponto fixo no caso em

que o planeta possui alta excentricidade (Q1 para M = π).

Na Figura 2.26 foram representados os mapas ao considerar que o segundo planeta

possui a massa de Júpiter. Neste caso, podemos ver pelo Q1 de ambas figuras (M = 0 e

M = π) que a maior parte da região de ponto fixo é destrúıda; essa instabilidade é causada

pela perturbação mútua entre os planetas de modo que há o aumento da inclinação dos
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(a) (b)

Figura 2.25: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-4 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Saturno (a)M = 0; (b)M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a

libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam

libração apenas de ϕ3. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

planetas, assim resultando na colisão do planeta retrógrado com a estrela. Para M = π,

surge uma pequena região do ponto fixo para altas excentricidades do planeta prógrado

no Q1; ademais, duas regiões mantidas pela libração do ϕ3 são observadas no Q1 e Q2.

(a) (b)

Figura 2.26: Mapas de estabilidade para a ressonância 1/-4 no problema de três corpos no caso em que o

segundo planeta possui a massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa

a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a

libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam

libração apenas de ϕ3. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão

no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.
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2.5 Ressonância 4/-1 (Figs. 2.27 - 2.30)

Para a ressonância 4/-1 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −1λ− 4λp + 5ϖ (barra de cor) (2.25)

ϕ1 = −1λ− 4λp + 5ϖp (vermelho) (2.26)

ϕ2 = −1λ− 4λp + 1ϖp + 4ϖ (verde) (2.27)

ϕ3 = −1λ− 4λp + 4ϖp + 1ϖ (azul) (2.28)

ϕ4 = −1λ− 4λp + 2ϖp + 3ϖ (ciano) (2.29)

ϕ5 = −1λ− 4λp + 3ϖp + 2ϖ (magenta) (2.30)

Na Figura 2.27 apresentamos os mapas para o problema eĺıptico restrito de 3 corpos.

Como podemos ver pelos mapas, a simetria dessa ressonância ocorre através do eixo x.

Para o mapa de M = 0, existem famı́lias periódicas e regiões de libração do ϕ3 em todos

quadrantes; as famı́lias periódicas de Q2 e Q4 são mantidas pela libração dos ângulos

ressonantes ϕ0, ϕ3, ϕ4 em torno de 0, e ϕ1, ϕ2, ϕ5 em torno de π. Para M = π, há duas

famı́lias periódicas com altos valores de ep em Q1 e Q3.

(a) (b)

Figura 2.27: Mapas de estabilidade para a ressonância 4/-1 no problema eĺıptico restrito de três corpos

(a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o

caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os

ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam libração apenas de ϕ3. As linhas em laranja

e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do

corpo externo.

Os mapas de estabilidade considerando o planeta retrógrado com a massa de Netuno

foram dispostos na Figura 2.28. Para M = 0, uma famı́lia periódica com ep ≈ 0 surge em

Q1. Em Q1 e Q3, há famı́lias periódicas para altos valores de e e ep. A região de libração
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do ϕ3 em Q3 desaparece com o aumento da massa. Para M = π, as famı́lias de ponto fixo

são similares as observadas no mapa do caso restrito.

(a) (b)

Figura 2.28: Mapas de estabilidade para a ressonância 4/-1 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos azuis indicam libração apenas de

ϕ3. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou

depois de meio peŕıodo do corpo externo.

Na Figura 2.29 apresentamos os mapas considerando o segundo planeta com a massa

de Saturno. Para M = 0, as famı́lias periódicas com ep ≈ 0 presentes no caso de Netuno

desaparecem. A região de libração de ϕ3 também desaparece em Q3, por outro lado, surge

uma nova famı́lia de libração do ϕ4 em Q4. As principais famı́lias periódicas em Q1 e Q3

diminuem em tamanho, enquanto as famı́lias periódicas com alto valor de e e ep crescem

um pouco. Para M = π, a famı́lia periódica diminui consideravelmente em tamanho com

o aumento da massa.

Na Figura 2.30, os mapas de estabilidade considerando que o segundo planeta possui a

massa de Júpiter são apresentados. Para M = 0, podemos ver que uma região considerá-

vel dentro da famı́lia é destrúıda quando ambos planetas possuem a mesma massa. Essa

instabilidade ocorre por conta dessas condições iniciais serem verticalmente instáveis, fa-

zendo com que um dos planetas colida com a estrela. A região de libração do ϕ3 reaparece

em Q3 e sobrevive ao aumento da massa em Q4. Em Q4, há uma região estável mantida

pela libração de ϕ1 em torno de π. Similar aos mapas considerando outros valores de

massa para o planeta, há pouqúıssimas famı́lias no mapa para M = π; no caso da massa

de Júpiter, uma região de libração do ϕ1 surge em Q3.
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(a) (b)

Figura 2.29: Mapas de estabilidade para a ressonância 4/-1 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Saturno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto fixo,

em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos coloridos indicam libração apenas de um

dos ângulos ressonantes, ϕ3 (azul) e ϕ4 (ciano). As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.30: Mapas de estabilidade para a ressonância 4/-1 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos coloridos indicam libração apenas

de um dos ângulos ressonantes, ϕ1 (vermelho) e ϕ3 (azul). As linhas em laranja e cinza

representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de meio peŕıodo do corpo

externo.
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2.6 Ressonância 2/-3 (Figs. 2.31 - 2.34)

Para a ressonância 2/-3 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −3λ− 2λp + 5ϖ (barra de cor) (2.31)

ϕ1 = −3λ− 2λp + 5ϖp (vermelho) (2.32)

ϕ2 = −3λ− 2λp + 3ϖp + 2ϖ (verde) (2.33)

ϕ3 = −3λ− 2λp + 2ϖp + 3ϖ (azul) (2.34)

ϕ4 = −3λ− 2λp + 4ϖp + 1ϖ (ciano) (2.35)

ϕ5 = −3λ− 2λp + 1ϖp + 4ϖ (magenta) (2.36)

No caso em que consideramos que o terceiro corpo possui massa despreźıvel, podemos

ver pela Figura 2.31 que as famı́lias do ponto fixo só existem para M = 0. A famı́lia

presente no Q4 possui libração de ϕ0, ϕ3, ϕ4,∆ϖ em torno de 0 e ϕ1, ϕ2, ϕ5 em torno de

π. Para M = π existem somente certas regiões para baixos valores de ep que são estáveis

devido a libração de ϕ0. As duas famı́lias em Q3 no mapa de M = 0 estão relativamente

de acordo com os resultados obtidos por Kotoulas e Voyatzis (2020b) considerando o caso

restrito, quando o planeta possui a massa de Netuno. Nossa famı́lia do Q4 é um pouco

diferente comparada a obtida por Kotoulas e Voyatzis (2020b), mas isso ocorre devido a

diferença entre as massas utilizadas para o planeta prógrado.

(a) (b)

Figura 2.31: Mapas de estabilidade para a ressonância 2/-3 no caso restrito (a) M = 0; (b) M = π. A

barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas

brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As

linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou depois de

um peŕıodo do corpo externo.
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Ao utilizarmos a massa de Netuno para o segundo planeta observamos (Figura 2.32)

que a principal diferença em relação aos mapas do caso restrito se dá pelo surgimento

de algumas regiões de ponto fixo para baixos valores de ep no caso em que M = π. Já

para M = 0, a famı́lia de ponto fixo de Q4 desaparece, havendo assim para esse valor de

anomalia média apenas famı́lias em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram em torno de 0

(Q1 e Q3).

(a) (b)

Figura 2.32: Mapas de estabilidade para a ressonância 2/-3 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.

Os mapas de estabilidade considerando um planeta secundário com a massa de Saturno

foram dispostos na Figura 2.33. De forma geral, as famı́lias observadas no caso da massa

de Netuno continuam a existir, a principal diferença, é que tanto para M = 0 quanto para

M = π, há um pequeno aumento de ep para as famı́lias que possúıam ep ≈ 0. No caso de

M = π toda estabilidade passa a ser limitada pelas duas linhas de colisão.

Os mapas para o caso em que ambos planetas possuem a massa de Júpiter foram

representados na Figura 2.34. Para M = 0, as únicas regiões estáveis são as famı́lias de

ponto fixo que existem para altas excentricidades de ambos os planetas (Q1 e Q3). Para

M = π, as duas famı́lias estáveis também estão presentes no Q1 e Q3; entretanto, estas

condições iniciais são mantidas pela libração dos ângulos ressonantes para menores valores

de e e ep.
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(a) (b)

Figura 2.33: Mapas de estabilidade para a ressonância 2/-3 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Saturno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.34: Mapas de estabilidade para a ressonância 2/-3 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.
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2.7 Ressonância 3/-2 (Figs. 2.35 - 2.38)

Para a ressonância 3/-2 precisamos considerar os seguintes ângulos ressonantes:

ϕ0 = −2λ− 3λp + 5ϖ (barra de cor) (2.37)

ϕ1 = −2λ− 3λp + 5ϖp (vermelho) (2.38)

ϕ2 = −2λ− 3λp + 2ϖp + 3ϖ (verde) (2.39)

ϕ3 = −2λ− 3λp + 3ϖp + 2ϖ (azul) (2.40)

ϕ4 = −2λ− 3λp + 1ϖp + 4ϖ (ciano) (2.41)

ϕ5 = −2λ− 3λp + 4ϖp + 1ϖ (magenta) (2.42)

Na Figura 2.35 apresentamos os mapas do caso restrito para essa ressonância. A

simetria ocorre entre quadrantes equivalentes para M = 0 e M = π. Existem famı́lias

periódicas em Q1 e Q4 para ambos valores de anomalia média, a famı́lia de Q4 é mantida

pela libração de ϕ0, ϕ2, ϕ5 em torno de 0, e ϕ1, ϕ3, ϕ4,∆ϖ em torno de π. Para M = 0,

algumas condições iniciais possuem libração de ϕ1 em torno de 0.

(a) (b)

Figura 2.35: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-2 no caso restrito (a) M = 0; (b) M = π. A

barra de cor representa a libração do ângulo ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas

brancas representam a libração do ponto fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os

pontos vermelhos indicam libração apenas de ϕ1. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.

Os mapas de estabilidade considerando um planeta com a massa de Netuno foram

dispostos na Figura 2.36. Para M = 0, surgem novas famı́lias periódicas em Q1 e Q3 com

baixos valores de excentricidade do planeta prógrado. A região de libração do ϕ1 ainda

continua a existir com o aumento da massa. Para M = π, uma famı́lia periódica para
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baixos valores de ep também surge em Q3. A famı́lia com e = 0.96 presente no Q4 do caso

restrito some com o aumento da massa.

(a) (b)

Figura 2.36: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-2 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Netuno (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. Os pontos vermelhos indicam libração apenas

de ϕ1. As linhas em laranja e cinza representam, respectivamente colisão no tempo zero ou

depois de um peŕıodo do corpo externo.

(a) (b)

Figura 2.37: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-2 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.
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Na Figura 2.37 apresentamos os mapas quando o segundo planeta possui a massa de

Saturno. Em geral, para ambos valores da anomalia média, a famı́lia de Q3 desaparece.

Para M = 0, a famı́lia periódica com baixos valores de ep, observada em Q1 no caso de

Netuno, praticamente desaparece. A região de libração do ϕ1 não existe para este valor

da massa.

Os mapas considerando o planeta retrógrado com a massa de Júpiter foram apresen-

tados na Figura 2.38. Em ambos mapa, há uma famı́lia periódica em Q3, mantida pela

libração de todos ângulos ressonantes e ∆ϖ em torno de π. Quando ambos planetas

possuem a massa de Júpiter, as duas principais famı́lias observadas em Q1 existem para

menores valores de excentricidade do planeta prógrado.

(a) (b)

Figura 2.38: Mapas de estabilidade para a ressonância 3/-2 no caso em que o segundo planeta possui a

massa de Júpiter (a) M = 0; (b) M = π. A barra de cor representa a libração do ângulo

ressonante para o caso restrito (ϕ0), as estrelas brancas representam a libração do ponto

fixo, em que todos os ângulos e o ∆ϖ libram. As linhas em laranja e cinza representam,

respectivamente colisão no tempo zero ou depois de um peŕıodo do corpo externo.

Neste caṕıtulo descrevemos os resultados presentes em dois artigos já publicados (Ca-

ritá et al., 2022; Signor et al., 2023), sendo que na Seção 2.1.1 apresentamos alguns

resultados de um artigo em preparação.

Por meio destes resultados, observamos que em geral, quando aumentamos a massa

do planeta retrógrado para a massa de Netuno, algumas famı́lias de ponto fixo adicionais

surgem próximo do eixo x (ep ≈ 0). Continuando a aumentar a massa do corpo retrógrado,

estas famı́lias se afastam do eixo x e a região de ponto fixo se torna menos predominante

no espaço de fase, ou seja, quando os planetas possuem a massa de Júpiter, há menos

condições iniciais referente a famı́lias de ponto fixo do que considerando outros valores

de massa. Isso acontece para todas ressonâncias de segunda, quarta e quinta ordem.

Exceto pelas ressonâncias 2/-3 e 3/-2, observamos que há uma região considerável de
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ponto fixo que se torna verticalmente instável quando ambos planetas possuem a mesma

massa. Esta instabilidade não é causada devido a encontros próximos, mas sim pelo

aumento/diminuição da inclinação do corpo prógrado/retrógrado até que um dos dois

colida com o estrela.

Observamos algumas diferenças entre nossos resultados numéricos e as famı́lias perió-

dicas reportadas em (Kotoulas & Voyatzis, 2020a, 2020b). No caso da ressonância 3/-1,

observamos uma nova famı́lia de ponto fixo e uma famı́lia para alta excentricidade (ep).

Para a ressonância 4/-1, também obtivemos famı́lias para altos valores de ep e também

recuperamos uma famı́lia de ponto fixo próxima do eixo x para altos valores de e, estando

assim de acordo com a bifurcação da famı́lia ressonante excêntrica do CR3BP reportada

em Kotoulas e Voyatzis (2020a), porém esta não pode ser computada pelos autores de-

vido a dificuldades numéricas. Para as ressonância 4/-1 e 3/-2, as famı́lias de ponto fixo

que ocorrer devido a bifurcação da famı́lia circular do CR3BP, reportadas em Kotoulas e

Voyatzis (2020a), não se estendem até e = 0 e ep = 0 nos nossos resultados. Isto ocorre

devido aos diferentes métodos utilizados. Enquanto Kotoulas e Voyatzis (2020a) compu-

tam as famı́lias periódicas utilizando o método da continuação do CR3BP, nós obtemos

a informação sobre estas famı́lias por meio de mapas de estabilidade onde observamos

as regiões quasi-periódicas em torno das famı́lias periódicas estáveis. Quando estas famı́-

lias são pequenas, a resolução do nosso mapa pode não ser suficiente para identificá-las.

Entretanto, a informação sobre a extensão das regiões quasi-periódicas é importante e

portanto nosso trabalho é complementar a Kotoulas e Voyatzis (2020a). Ademais, para a

ressonância 2/-3, observamos um desacordo esperado devido a diferença entre as massas

do planeta prógrado utilizadas neste trabalho e em Kotoulas e Voyatzis (2020b). Por

meio de simulações adicionais considerando a massa de Netuno para o planeta prógrado,

obtivemos, exceto pelas famı́lias com alto valor de ep, resultados em acordo com Kotoulas

e Voyatzis (2020b).

Como introduzido no Caṕıtulo 1, sabemos que planetas em órbitas retrógradas podem

existir em sistemas extrassolares. Nossos resultados indicam quais configurações retrogra-

das estáveis são posśıveis em sistemas com planetas em ressonâncias até quinta ordem.

Portanto, estes podem ser utilizados como um guia para procurar por tais sistemas.
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2.8 Ressonâncias retrógradas em sistemas perturbados

Como os elementos orbitais são aproximações do problema de dois corpos, sabemos que

com o aumento da perturbação gravitacional, os elementos orbitais Keplerianos exibem

variações maiores de curto peŕıodo, assim tornando dif́ıcil a utilização destes parâme-

tros. Como os ângulos ressonantes dependem dos elementos orbitais, os mesmos não são

mais úteis para identificação das ressonâncias quando o problema possui massas compa-

ráveis. Nos artigos Caritá et al. (2023) e Morais e Namouni (2013b), o movimento de

uma part́ıcula teste retrógrada em um sistema binário foi estudado utilizando seções de

Poincaré. Em ambos, a identificação das ressonâncias de movimento médio se da por

meio do número de ilhas e pela forma da órbita no referencial não inercial. Nessa seção,

apresentaremos alguns resultados que obtivemos em Caritá et al. (2023), estes resultados

foram reproduzidos com a permissão da Springer Nature (“Reproduced with permission

from Springer Nature” ; https://link.springer.com/article/10.1007/s11071-023-08779-y).

Para construir as seções de Poincaré integramos numericamente as equações do mo-

vimento do problema circular restrito de três corpos planar considerando o referencial

sinódico baricêntrico. O binário é composto por uma estrela primária e secundária sepa-

radas por 1 unidade de distância de modo que a constante gravitacional é assumida como

G = 1. As massas do primário e do secundário são respectivamente, 1−µ e µ com massa

total igual a 1, sendo que µ = m2
(m1+m2)

. O parâmetro de massa foi variado de 0.01 até 0.5

em passos de 0.01 e, assim como Morais e Namouni (2013b), restringimos o intervalo da

constante de Jacobi utilizando a seguinte equação:

C <
2(1 − µ)

|x + µ|
+

2µ

|x− 1 + µ|
− µ(µ + 2x). (2.43)

para este intervalo e escolhendo x1 > 0 e ẏ0 < 0, ou x1 < 0 e ẏ0 > 0 garantimos que as

órbitas serão retrógradas.

As seções de Poincaré foram constrúıdas por Gabriel Caritá no âmbito de seu projeto

de mestrado no IGCE (UNESP, Rio Claro), sob a orientação da Profa. Dra. Maria Helena

Moreira Morais. No entanto, as seções de Poincaré, a análise dos resultados e a escrita

do artigo (Caritá et al., 2023) só foram finalizados mais tarde; portanto, os resultados

descritos aqui não constam na sua dissertação de mestrado defendida em Fevereiro de

2022 (Caritá, 2022). A Equação 2.44 pode ser facilmente deduzida utilizando as equações

de geometria de uma ressonância, assim obtemos uma relação entre os peŕıodos da órbita

periódica (T ) e o peŕıodo do binário (Tb):

T = kTcon = qTb (2.44)

sendo que k é a ordem de ressonância e Tcon é o peŕıodo de conjunção (y = 0 na seção

de Poincaré (x, ẋ)). Os tempos de conjunção foram apresentados na Tabela 1 do artigo.

41

https://link.springer.com/article/10.1007/s11071-023-08779-y


Como essa equação é deduzida assumindo que o movimento da part́ıcula teste não é

perturbado, sabemos que esta não é exata no caso em que as massas das estrelas do binário

são comparáveis. Escolhemos nesse trabalho identificar as órbitas periódicas ressonantes

por meio de 4 métodos: i) número total de ilhas na seção de Poincaré; ii) formato da

órbita no referencial sinódico; iii) por meio da relação entre o peŕıodo da órbita periódica

e peŕıodo do binário (Eq. 2.44); iv) através da ordem das ressonância nas seções de

Poincaré. Mais detalhes sobre a construção das seções e a identificação das ressonâncias

podem ser encontradas em Caritá et al. (2023). Nas Figuras 2.39 e 2.40, estão alguns

exemplos de órbitas ressonantes no referencial não inercial.

φ = 0

1/−1

φ = π

1/−2 1/−3 1/−4 2/−3

Figura 2.39: Órbitas ressonantes com excentricidade e = 0.3 no referencial sinódico: 1/-1, 1/-2, 1/-3,

1/-4, 2/-3 com ϕ = 0 e π. Estas figuras foram obtidas considerando o caso não perturbado.

φ = 0

2/−1

φ = π

3/−1 4/−1 3/−2 5/−3

Figura 2.40: Órbitas ressonantes com excentricidade e = 0.3 no referencial sinódico: 2/-1, 3/-1, 4/-1,

3/-2, 5/-3 com ϕ = 0 e π. Estas figuras foram obtidas considerando o caso não perturbado.

Utilizando estas órbitas ressonantes no referencial sinódicos podemos identificar as

ilhas nas seções por meio de comparação. Identificamos as ressonâncias em diferentes

modo de libração: ϕ librando em torno de 0 (modo a), ϕ librando em torno de π (modo

b), e ressonância assimétrica (modo c). Os resultados de todas seções obtidas foram

condensados em Tabelas dispońıveis no artigo (Caritá et al., 2023).

Na Figura 2.41 apresentamos exemplos de ressonâncias exteriores e interiores para

µ = 0.01 e C = 0.3. As órbitas apresentadas de cima para baixo são: ressonância 2/-
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1 (modo a e b) com peŕıodos ≈ 1.024Tb e ≈ 0.997Tb, respectivamente; 3/-2 (modo a)

com peŕıodo de ≈ 2.007Tb e finalmente 2/-3 (modo b) com peŕıodo de ≈ 2.998Tb. As

ressonâncias 1/-2 e 1/-1 também foram identificadas por meio de legendas na seção.

Figura 2.41: Seções de Poincaré para C = 0.3 e µ = 0.01 mostrando ressonância exteriores e interiores

com centros de libração (a) ou (b). O formato dessas órbitas no referencial sinódico também

foi representado.

Na Figura 2.42 apresentamos a seção de Poincaré para C = −1.7 e µ = 0.5 (sistema

binário com massas iguais). Também representamos as órbitas ressonantes no referencial

sinódico e a legenda respectiva a cada ressonância. No meio, há uma órbita circular,

sendo que (I) e (II) referem-se as órbitas ressonantes assimétricas com peŕıodos próximos

de 1.84Tb para ressonância 1/-2, e 2.7Tb para a ressonância 1/-3, ambos no modo (c).

Também mostramos uma ressonância 2/-5 simétrica com modo (b) e peŕıodo de ≈ 4.57Tb.

Nesta seção descrevemos os resultados do artigo (Caritá et al., 2023). Por meio do

modelo do problema circular restrito de três corpos planar (PCR3BP), investigamos o

intervalo da constante de Jacobi para as ressonâncias retrógradas até quinta ordem em

sistemas binários com 0.01 ≤ µ ≤ 0.5. Nós observamos que a ressonâncias coorbital e

as ressonâncias internas e externas existem para altas razões de massa. Também iden-

tificamos bifurcações das órbitas periódicas ressonantes. Em particular, bifurcações de
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Figura 2.42: Seções de Poincaré para C = −1.7 e µ = 0.5 mostrando uma órbita circular, bifurcação

assimétrica de uma ressonância 1/-2 (c) com 2 centros de libração indicados por (I) e (II),

uma ressonância 2/-5 com centro de libração (b) e uma bifurcação assimétrica da ressonância

1/-3 (c) com 2 centros de libração também indicados por (I) e (II).

duplicação de peŕıodo para a ressonância 1/-1, e bifurcações de duplicação e triplicação

de peŕıodo para a ressonância 1/-2. Ressonâncias assimétricas foram observadas para

todas ressonâncias externas do tipo 1/-n com n >1. Estas ressonâncias ocorrem apenas

para sistemas binários com massas próximas (µ > 0.47).

Os resultados apresentados neste caṕıtulo são relevantes para a identificação de exo-

planetas retrógrados em sistemas binários estelares.
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Caṕıtulo 3

Sistema ν Octantis

3.1 Introdução ao Sistema

Há mais de uma década, diversos estudos foram publicados com o intuito de investigar a

natureza do sinal periódico presente no sistema ν Octantis (Ramm et al., 2009). Para estar

de acordo com os dados de velocidade radial, o planeta precisa estar aproximadamente no

meio das duas estrelas, ou seja, o planeta não orbita o centro de massa do sistema mas

sim a estrela central. Este tipo de órbita é conhecida como circunstelar ou configuração

do tipo S (Dvorak, 1984). Além do mais, devido a instabilidade, o planeta não pode

estar em uma configuração prógrada (Holman & Wiegert, 1999). Os autores deste artigo

determinaram que uma configuração prógrada coplanar só pode ser estável em um sistema

planetário do tipo S com massas e excentricidades similares ao binário do ν Octantis, se o

semi-eixo maior do planeta for menor que um quarto da distância entre as duas estrelas.

Portanto, como o planeta no sistema ν Octantis possui semi-eixo maior próximo da metade

da distância das duas estrelas (apl ≈ 0.5 abin), ele necessariamente precisa estar em uma

configuração retrógrada (Eberle & Cuntz, 2010; Morais & Giuppone, 2012; Quarles et al.,

2012).

O primeiro a investigar essa possibilidade foi Eberle e Cuntz (2010), suas simulações

compararam os casos prógrado e retrógrado e mostraram que apenas a configuração retró-

grada possui estabilidade orbital de longo prazo, confirmando assim que a configuração

prógrada é imposśıvel. Explorando um conjunto mais extenso de condições iniciais e

incluindo as incertezas observacionais, Quarles et al. (2012) continuou a investigação e

conclui o mesmo que o trabalho anterior. Ambos estudos consideraram o caso restrito de

três corpos.

Uma razão 5:2 entre os peŕıodos do planeta e do binário pode se observada nas curvas

de velocidade radial (Ramm et al., 2009), assim surge a possibilidade do sistema estar

em uma ressonância de movimento médio. Esse tipo de configuração foi explorada por
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Goździewski et al. (2013), que identificou as regiões ressonantes estáveis em função do

semi-eixo maior do planeta, da inclinação relativa e da massa da estrela secundária. Além

da ressonância de movimento médio 5/-2, Goździewski et al. (2013) observou um espaço de

fase caótico com pequenas ilhas de estabilidade. Suas melhores soluções estáveis, obtidas

pelos modelos Keplerianos e de N-corpos, são restritas à essas ilhas.

Morais e Correia (2012) propuseram que se ν Octantis B fosse um sistema binário os

efeitos seculares em ν Octantis A poderiam mimetizar a velocidade radial de um posśıvel

planeta. As velocidades radiais seriam similar devido a influência do binário na precessão

apsidal da órbita do primário. Entretanto, novas observações de Ramm et al. (2016)

mostraram que a órbita do primário não possui um movimento apsidal necessário para essa

explicação alternativa ser plauśıvel. A possibilidade de que a perturbação da velocidade

radial seja causada por manchas solares ou pulsação estelar foi explorado por Ramm (2015)

e Ramm et al. (2021). Estes estudos mostraram que ν Octantis A é uma estrela quieta,

fornecendo assim mais argumentos apenas a favor da existência do planeta retrógrado.

Durante esse caṕıtulo, determinamos quais são as configurações mais prováveis para o

planeta do sistema extrassolar ν Octantis.

3.2 Soluções orbitais e planos de referência

As medições da velocidade radial deste sistema tiveram ińıcio em 2001. De 2006 até

2013, Ramm (2015) e Ramm et al. (2009, 2016) utilizaram detectores de diferentes reso-

luções para obter 1437 valores de velocidade radial para ν Octantis A. Essas velocidades

radiais foram representadas na Tabela 3, 4 e 5 de Ramm et al. (2016), a precisão média de

cada conjunto de observações foi, respectivamente, 3.59, 18.69 e 14.99 m/s. De 2018 até

2019, 210 valores de velocidade radiais foram obtidos pelo espectrógrafo HARPS, sendo

que este espectrógrafo pode atingir uma precisão na ordem de 1 m/s (Mayor et al., 2003),

para esse sistema em espećıfico atingiu uma precisão média de 2.93 m/s.

A dinâmica de um sistema composto por três corpos pode ser descrita usando o plano

entre dois deles como referência. No caso de ν Octantis, os ângulos e as inclinações

são medidos a partir do plano do binário estelar. Porém, para compararmos com os

dados observacionais, é necessário analisar os elementos orbitais em relação ao plano do

céu. Neste caṕıtulo, as variáveis com superscrito ⋆ são medidas em relação ao plano de

referência do binário, enquanto as variáveis sem superscrito são medidas em relação ao

plano do céu. As variáveis com subscrito 1 e 2 referem-se ao planeta retrógrado e a estrela

secundária, respectivamente. Devido o sistema ser do tipo S, as coordenadas astrocêntricas

são mais apropriadas do que as coordenadas Jacobianas (normalmente utilizadas para

estudar sistemas do tipo P). Essas coordenadas já foram definidas no caṕıtulo 2.
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A correlação entre os dois planos de referência é dada por meio de transformações de

trigonometria esférica (Giuppone et al., 2012) (Eqs. 3.1 - 3.6). Para simplificar essas

transformações podemos definir dois ângulos adicionais; a diferença entre as longitudes

do nodo ascendentes no plano do céu ∆Ω = Ω1 − Ω2, e a diferença entre o argumento do

pericentro do planeta em ambos referenciais ∆ω = ω1 − ω⋆
1.

Com o intuito de estudar o sistema do ponto de vista do plano do binário (I⋆1 ,Ω
⋆
1), é

necessário utilizar as seguintes relações:

cos I1 = cos I2 cos I⋆1 − sin I2 sin I⋆1 cos Ω⋆, (3.1)

cos ∆ω =
(cos I2 − cos I1 cos I⋆1 )

(sin I1 sin I⋆1 )
, (3.2)

cos ∆Ω = cos Ω⋆ cos ∆ω + sin Ω⋆ sin ∆ω cos I⋆1 . (3.3)

sendo que no caso em que 0◦ < Ω⋆
1 < 180◦, implica em 0◦ < ∆ω < 180◦ e 0◦ < ∆Ω < 180◦,

e para 180◦ < Ω⋆
1 < 360◦, temos 180◦ < ∆ω < 360◦ e 180◦ < ∆Ω < 360◦.

Por outro lado, para descrever os parâmetros do sistema a partir do plano do céu

(I1,Ω1), as transformações são

cos I⋆1 = cos I2 cos I1 + sin I2 sin I1 cos ∆Ω, (3.4)

cos ∆ω =
(cos I2 − cos I1 cos I⋆1 )

(sin I1 sin I⋆1 )
, (3.5)

cos Ω⋆ = cos ∆Ω cos ∆ω + sin ∆Ω sin ∆ω cos I1. (3.6)

Considerando todos os dados observacionais dispońıveis, computamos os ajustes Ke-

pleriano e Newtoniano, dados respectivamente nas Tabelas 1 e 2. As diferenças entre

os dois ajustes são: o ajuste Kepleriano assume as órbitas dos corpos como elipses fixas.

Desse modo, este ajuste não considera a interação mútua entre os objetos. Ao contrário do

anterior, o ajuste Newtoniano leva em consideração a interação entre os corpos. Portanto,

o ajuste Kepleriano calcula os elementos orbitais referentes ao valor médio do peŕıodo

orbital, já o ajuste Newtoniano calcula os valores instantâneos dos elementos orbitais.

O ajuste Newtoniano foi calculado usando o método iterativo de Levenberg-Marquardt

(Press et al., 1992), assumindo movimento coplanar retrógrado. Este processo foi apli-

cado anteriormente para sistemas planetários prógrados em Correia et al. (2005, 2009)

e Couetdic et al. (2010). A data de referência foi alterada em relação às soluções an-

teriores (Goździewski et al., 2013; Ramm et al., 2009, 2016). Para minimizar a difusão

das soluções, consideramos uma época próxima ao tempo médio de todas as observações,

ou seja, JD 245 5000. Usando o tempo da primeira observação como referência (JD 245

2068.0607), Ramm et al. (2009) obteve uma estimativa precisa da inclinação e da longitude

do nodo ascendente do binário, I2 = 70, 8◦ e Ω2 = 87, 0◦. Como esses dois parâmetros não
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apresentam variações significativas até JD 245 5000, utilizamos os mesmos valores como

constantes em nossos ajustes. Para o caso totalmente coplanar com I⋆1 = 180◦, utilizando

as equações 3.1 e 3.4 obtemos que I1 = 109.2◦ e Ω1 = 267◦. Para o caso coplanar, obtive-

mos
√
χ2 = 1.7572 para o ajuste Kepleriano e

√
χ2 = 1.994 para o ajuste Newtoniano.

Planeta ν Oct B

M (M⊙) 0.0028370934 0.58606592

K (km s−1) 0.04098 ± 0.00018 7.05253 ± 0.00014

P (dias) 409.18191 ± 0.12251 1050.05264 ± 0.00395

a (AU) 1.2649 ± 0.00566 2.62799 ± 0.00064

e 0.01430 ± 0.00430 0.23605 ± 0.00002

ω (◦) 117.54446 ± 14.37138 75.20720 ± 0.00673

M (◦) 191.56295 ± 14.37541 264.35006 ± 0.00710

λ (◦) 216.10740 ± 0.34042 66.55726 ± 0.00226

Ω (◦) - -

I (◦) - -

M0 (M⊙) 1.61

rms (m/s) 6688.7240√
χ2 1.7572

Planeta ν Oct B

M (M⊙) 0.0020012785 0.58538632

K (km s−1) 0.03003 ± 0.00014 7.044 ± 0.000141

P (dias) 373.39093 ± 0.2549 1052.98232 ± 0.02131

a (AU) 1.18987 ± 0.00922 2.63260 ± 0.00195

e 0.11853 ± 0.00459 0.237222 ± 0.00003

ω (◦) 152.31454 ± 2.20244 74.72438 ± 0.00734

M (◦) 164.24793 ± 2.24213 265.00199 ± 0.00781

λ (◦) 223.56248 ± 0.42 66.72639 ± 0.0027

Ω (◦) (fixo) 267.0 87.0

I (◦) (fixo) 109.2 70.8

M0 (M⊙) 1.61

rms (m/s) 5631.1209√
χ2 1.9940

Tabela 1 e 2: Respectivamente, foram dispostos os parâmetros orbitais obtidos através

dos ajustes Kepleriano e Newtoniano utilizando todas 1650 observações dispońıveis (2001-

2019). A época das nossas soluções é próxima do meio das observações (JD 245 5000).

Os parâmetros presentes nas tabelas são: M (massa), K (semi-amplitude da curva

de velocidade radial), P (peŕıodo orbital), a (semi-eixo maior), e (excentricidade), ω

(argumento do pericentro), Ω (longitude do pericentro), M (anomália média), λ (longitude

média), I (inclinação orbital), rms (raiz do valor quadrático médio),
√

χ2 (raiz do qui-

quadrado reduzido). Lembrando que os ângulos presentes nas tabelas estão no referencial

do plano do céu. Para estes ajustes, utilizamos a definição padrão para o qui-quadrado

reduzido:

χ2 =

[∑
i

(Fiti −Obsi)
2

σ2
i

]
1

ν
(3.7)

onde σ é o erro das observações e ν representa os graus de liberdade do sistema, dado

pela diferença entre o número de observações e o número de parâmetros considerados no

ajuste. Valores de
√
χ2 próximos de 1.0 indicam que o ajuste está de acordo com as

observações. Esta proximidade está relacionada com os erros das observações.

O conjunto de todas 1650 velocidades radiais sobrepostas ao ajuste Kepleriano foi

disposto na Figura 3.1. A curva do ajuste Kepleriano no painel superior foi obtida apenas

considerando a componente da velocidade radial da estrela secundária. No painel inferior,

apresentamos a diferença entre os dados observacionais e o ajuste Kepleriano (reśıduos).

Na Figura 3.2, também representamos o ajuste a estes reśıduos.
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Figura 3.1: Todas valores de velocidade radial obtidas para o sistema ν Octantis entre 2001 e 2019,

sobrepostas a solução orbital Kepleriana considerando apenas o binário estelar (Tabela 1).
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Figura 3.2: Ajuste aos reśıduos da curva kepleriana.

O ajuste e os dados observacionais em função da longitude média do planeta foram

representados na Figura 3.3. Podemos ver que os dados observacionais preenchem toda

fase orbital do planeta.
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Figura 3.3: Reśıduos da curva Kepleriana do painel inferior da Figura 3.1 em função da fase orbital do

planeta.
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Como um primeiro passo, integramos as duas soluções obtidas pelos ajustes repre-

sentados nas Tabelas 1 e 2. No caso da solução do ajuste Kepleriano, fica claro que a

mesma é totalmente instável após algumas décadas de integração. Já a solução do ajuste

Newtoniano se torna instável depois de alguns milhões de anos. Considerando cinco casas

decimais, o tempo de sobrevivência dessa condição inicial é ainda menor; isso mostra o

quanto a estabilidade do planeta é senśıvel as condições iniciais. A condição inicial foi

integrada utilizando o software REBOUND por meio do integrador de passo adaptativo

Bulirsch-Stoer (Rein & Liu, 2012) e considerando a precisão do integrador como 10−12.

A integração era interrompida quando um dos corpos possúıa distância em relação a es-

trela central maior que 5 unidades de distância entre as estrelas do binário (escape) ou

quando a distâncias entre dois corpos era menor que a soma de seu raio (colisão). A

variação dos parâmetros orbitais da solução da Tabela 2 foram representados na Figura

3.4. A excentricidade do planeta varia de 0.001 a 0.43 e o seu peŕıodo orbital oscila de

350 a 540 dias em um curto espaço de tempo. Assim, os valores instantâneos do peŕıodo

orbital/semi-eixo maior e da excentricidade apresentados na Tabela 2 não dão muita in-

formação sobre o sistema. Como o ajuste Kepleriano fornece os valores médios do peŕıodo

orbital e da longitude média, estes dois parâmetros são mais fiáveis em comparação com

o ajuste newtoniano.

(a)

(b)

Figura 3.4: Evolução dos parâmetros orbitais para a condição inicial obtida por meio do ajuste Newto-

niano, representada em (a) 100 anos e (b) 1× 105 anos.
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3.3 Procurando pela estabilidade dinâmica

Como o planeta e as estrelas se movem em sentidos oposto, as definições das longitudes

são diferentes para cada corpo, assim similar ao descrito no Caṕıtulo 2 assumimos o

referencial anti-horário, de modo que as longitudes são medidas na direção de movimento

orbital da estrela prógrada, portanto λ⋆
2 = ϖ⋆

2 +M⋆
2 , onde ϖ⋆

2 = ω⋆
2 +Ω⋆

2; e λ⋆
1 = ϖ⋆

1−M⋆
1 ,

onde ϖ⋆
1 = Ω⋆

1 − ω⋆
1. Usando o plano do céu como referência para compararmos com os

dados observacionais, definimos a longitude média neste referencial como λ′
1 = ω1 + Ω1 +

M1.

Como descrito anteriormente, os ajustes obtidos a partir dos dados observacionais do

sistema são instáveis, ou seja, utilizando estes ajustes como referência, precisamos buscar

por configurações com estabilidade de longa duração. Devido a razão entre os peŕıodos

orbitais do planeta e do binário estelar, uma das possibilidades é a do planeta estar em

uma configuração de ressonância de movimento médio. Como o intuito de identificá-las,

utilizamos os ângulos ressonantes descritos no Caṕıtulo 2 para procurar por esse tipo de

configuração. Estes ângulos libram em torno de certos centros quando a configuração é

ressonante. A localização nominal da ressonância em um sistema perturbado pode va-

riar consideravelmente (Caritá et al., 2023) e o peŕıodo orbital do planeta possui grandes

oscilações. Por conta destes fatores consideramos, analisamos diferentes ressonâncias re-

trógradas: 5/-2; 3/-1; 2/-1. Além do mais, procuramos por ressonâncias de movimento

médio de alta ordem próximas da 5/-2: 18/-7, 23/-9, 28/-11.

No caso do ν Octantis, devido a diferença entre as massas da estrela secundária e do

planeta, a longitude do periastro da estrela ϖp possui variação de curto peŕıodo mı́nima

em relação a longitude do periastro do planeta ϖ. Portanto, pelas equações dos ângulos

ressonantes (obtidas a partir da Equação 2.1), sabemos que o ϕ1 é o ângulo com menor

amplitude de libração, pois é o único que não depende de ϖ. Por esse motivo, utilizaremos

esse ângulo como referência para determinarmos as condições iniciais ressonantes.

O sistema possui razão entre as massas µ ≈ 0.267 e pelo que verificamos as variações

de curto peŕıodo não são altas o suficiente para invalidar o uso dos elementos orbitais,

assim mesmo que os ângulos ressonantes ϕn e ∆ϖ tenham oscilações de alta amplitude

ainda é posśıvel utilizá-los para identificar certas ressonâncias. Através dos nossos testes

determinamos as ressonâncias considerando o limite em que σ∆ϕ1 < 175◦, sendo que

σ representa a semi-amplitude de libração. Lembrando que existe libração dos outros

ângulos ressonantes, porém verificamos que estes libram com semi-amplitude maior que o

ϕ1. Para o caso inclinado, também consideramos ângulos ressonantes dependentes de Ω,

porém não encontramos qualquer libração destes nas nossas simulações.
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3.4 Metodologia

3.4.1 Corner Maps

Para procurar as regiões estáveis do sistema planetário, exploramos o espaço de fase

usando como referência a solução dinâmica apresentada na Tabela 2. Assumindo as con-

dições iniciais da estrela secundária como fixas, dividimos as simulações em dois casos: o

caso coplanar e inclinado. No caso coplanar, a inclinação inicial e a longitude do nodo

ascendente do planeta são consideradas fixas, assim variamos os valores iniciais de P1, e1,

λ′
1 e ω1 (espaço de fase 4D). Já no caso inclinado, além dos parâmetros considerados para

o caso planar iremos variar também a inclinação e a longitude do nodo ascendente, ou

seja P1, e1, λ
′
1, ω1, I

⋆
1 e Ω⋆

1 (espaço de fase 6D).

Os nossos resultados foram representado utilizando um tipo de Corner Plot, que é

basicamente uma forma de projeção de um conjunto multidimensional de parâmetros em

múltiplos espaços de fase 2D, ou seja, um espaço N -dimensional pode ser representado por

N2D = N (N − 1)/2 gráficos bidimensionais. No entanto, como queremos explorar a esta-

bilidade de longa duração do sistema, desenvolvemos para este trabalho uma nova forma

de análise que consiste na combinação de mapas de estabilidade com Corner Plots, os

quais denominamos Corner Maps. O desenvolvimento desse tipo de gráfico foi necessário

devido a projeção de condições iniciais nos espaços 2D, tornando imposśıvel a construção

de mapas de estabilidade. Os três passos para a construção dos Corner Maps são:

1. Relacionar as condições iniciais aleatórias com uma grade igualmente espaçado, de

modo que cada pixel de cada gráfico 2D irá conter um diferente conjunto de condições

iniciais.

2. Escolha de um indicador de estabilidade para ser representado por uma barra de

cor nos Corner Maps.

3. Análise estat́ıstica do indicador de estabilidade para cada conjunto de condições

iniciais presentes em cada pixel.

Neste trabalho, escolhemos a difusão caótica de cada trajetória como indicador de esta-

bilidade, essa difusão foi calculada através da análise de frequência, método utilizado para

determinar as frequências principais de uma série temporal. Comparando a frequência de

maior amplitude em dois intervalos de tempos, calculamos sua difusão. Este indicador de

estabilidade tende a zero para órbitas regulares e assume valores altos para movimento

caótico (Laskar, 1993). O intervalo considerado para a difusão foi de 10−8 a 10−2, sendo

que valores menores que 10−5 indicam que a órbita é regular. Devido a alta variação do

peŕıodo do planeta, calculamos o valor médio deste parâmetro para cada condição inicial,
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representado por ⟨P1⟩. Tanto a difusão quanto o peŕıodo médio foram obtidos utilizando

o programa TRIP (Gastineau & Laskar, 2011). Após diversos testes em relação a análise

estat́ıstica, escolhemos representar a estabilidade de cada pixel pelo valor da mediana de

cada distribuição. Os valores da média e da moda também foram testados, embora os

resultados das três análises sejam similares, o valor da mediana é o mais apropriado e

provem um melhor contraste entre as cores nos mapas. Para evitar a diferença entre peso

dos valores baixos e altos da difusão nas distribuições, usamos uma escala logaŕıtmica

para representar a difusão.

Para obter a informação estat́ıstica de forma correta, precisamos escolher o número

total de condições iniciais e a resolução da grade de modo que cada pixel tenha um nú-

mero mı́nimo de pontos aleatórios para descrever uma distribuição. Para a construção

dos Corner Maps em ambos casos estudados, integramos 5 milhões de condições iniciais

e aplicamos uma grade de 200x200 para cada mapa de estabilidade 2D. As equações de

movimento foram integradas utilizando o software REBOUND com o integrador de passo

adaptativo Bulirsch-Stoer (Rein & Liu, 2012), a precisão do integrador foi definida em

10−12. Cada condição inicial foi integrada por 12 × 103 anos ou por volta de 4174 PB,

pelos nossos testes, esse tempo é o suficiente para a convergência do indicador da difusão

caótica. Aplicando filtros as condições aleatórias antes da transformação para a grade

igualmente espaçado, podemos representar apenas as condições inciais que satisfazem al-

gumas condições. Esse tipo de análise feita por partes é essencial para entender totalmente

a dinâmica do espaço de fase multidimensional. Com o intuito de procurar pelas posśıveis

configuração do planeta, aplicamos quatro filtros aos dados das simulações: Condições

iniciais estáveis (que sobreviveram a integração); Condições estáveis sem libração de ∆ϖ

e ϕ′
ns; Condições iniciais que possuem libração apenas de ∆ϖ; Condições iniciais resso-

nantes (libração de ϕ1). No caso inclinado, devido a maior instabilidade do espaço de

fase, também constrúımos alguns Corner Maps considerando apenas as condições iniciais

com baixa difusão de frequências.

Portanto, seguindo esses passos, podemos identificar a correlação entre cada variável

considerando as informações estat́ısticas presentes nos dados da simulação, determinando

assim as regiões estáveis do espaço de fase utilizando diferentes condições e consequente-

mente determinando também as posśıveis configurações do planeta. Para comparar com

os dados observacionais, o ajuste Kepleriano e de N-corpos também são representados nos

Corner Maps. Os parâmetros mais confiáveis do ajuste Kepleriano foram representados

pelas linhas verticais e horizontais (valores de ⟨P1⟩ e λ′
1), já os parâmetros do ajuste de

N-corpos foram representados por ćırculos pretos. Como o ajuste Newtoniano calcula o

valor instantâneo do peŕıodo orbital, o valor médio desse parâmetro foi calculado para ser

representado nos mapas dependentes de ⟨P1⟩.
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3.4.2 Curvas de
√

χ2

Além da procura pela estabilidade por meio do cálculo da difusão caótica, também

fizemos uma segunda integração para cada condição inicial e calculamos os valores de

velocidade radial para cada instante de tempo obtido observacionalmente; ou seja, inte-

gramos da época dos ajustes até a a primeira (JD 2452068.06) e até a última observação

(JD 2458742.63). Desse modo, podemos comparar com todas observações e calcular qual

condição inicial aleatória possui o menor valor de
√
χ2. A solução com valor mı́nimo uti-

lizando este método e o método de Levenberg-Marquardt foram muito semelhantes, assim

validando o método, e indicando que encontramos o mı́nimo absoluto para os parâmetros

escolhidos do binário.

Este método também nos permite determinar a região de
√

χ2 em torno do mı́nimo

absoluto. Devido a projeção das condições iniciais em cada mapa 2D, o gráfico de contorno

de
√

χ2 não são bem definidos. Como alternativa, utilizamos elipses de confiança com 2σ

para delimitar as regiões de
√

χ2 nos Corner Maps. Estas elipses contêm por volta de

95% das condições iniciais com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0 e foram representadas nos mapas

em vermelho e azul respectivamente.

3.5 Caso coplanar

Utilizando as equações 3.1 e 3.4, calculamos os valores da inclinação e da longitude

do nodo ascendente para o planeta em relação ao plano do céu, I1 = 109.2◦ e Ω1 = 267◦.

No entanto, a configuração estritamente coplanar permite o aparecimento de famı́lias

verticalmente instáveis, ou seja não representa a dinâmica de um sistema realista (Morais

& Namouni, 2016, 2019). Portanto, assim como no Caṕıtulo 2, assumimos uma inclinação

relativa entre o planeta e o binário de I⋆1 = 179.99◦; desse modo temos que I1 = 109.19◦ e

Ω1 = 267◦. Fixando I1 e Ω1 nestes valores podemos utilizar os parâmetros para a estrela

secundária obtidos no ajuste Newtoniano (Tabela 3.2) e assim construir os Corner Maps

seguindo a descrição da Seção 3.4.1. Para este caso, inicialmente variamos os seguintes

parâmetros nos intervalos respectivos: P1 em (288 − 478) dias; e1 em (0 − 0.5); λ′
1 em

(0 − 360◦); ω1 em (0 − 360◦). Por conta da grande variação de P1 decidimos considerar

um intervalo maior para este parâmetro e calculamos seu valor médio ⟨P1⟩. Dessa forma,

conseguimos ter uma visão geral do espaço de fase e assim identificar através das curvas

de
√

χ2 quais intervalos são mais prováveis para o planeta. Após a obtenção dos primeiros

Corner Maps, decidimos realizar um segundo conjunto de simulações agora com um zoom

no peŕıodo orbital e na longitude do nodo ascendente, assim: P1 em (350 − 430) dias;

e1 em (0 − 0.5); λ′
1 em (180 − 250◦); ω1 em (0 − 360◦). O intervalo considerado para o

valor médio do peŕıodo orbital foi ⟨P1⟩ em (400 − 425) dias. Como esperado, os ćırculos
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referentes ao ajuste Newtoniano estão dentro das curvas de
√
χ2 < 2.5 em todos mapas de

estabilidades, indicando que realmente determinamos a localização do mı́nimo absoluto.

A comparação entre os mapas de estabilidades P1 x λ′
1 considerando o peŕıodo orbital

instantâneo e médio foi representada na Figura 3.5. O valor médio do peŕıodo orbital

do planeta calculado pelo ajuste Newtoniano (ćırculo preto) é quase idêntico ao valor do

peŕıodo obtido pelo ajuste Kepleriano (linha preta horizontal). Os valores de λ′
1 de ambos

ajustes também são muito próximos.

Figura 3.5: Comparação entre os mapas de estabilidade considerando o valor inicial e médio do peŕıodo

orbital do planeta. As linhas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e Newtoniano,

respectivamente.

Pela integração de 5 milhões condições iniciais, aplicamos os filtros já descritos anteri-

ormente ao conjunto de dados. As regiões brancas nos mapas de estabilidade representam

as condições iniciais que não cumpriram as respectivas condições dos filtros, os resultados

obtidos para cada filtro serão descritos nas seguintes subseções.

3.5.1 Todas condições iniciais estáveis

Representamos na Figura 3.6 apenas as regiões que sobreviveram aos 12 mil anos

de integração. Por volta de 25% de todas condições iniciais sobreviveram a integração,

entretanto, apenas 10% de todas condições iniciais possui difusão caótica menor que 10−6.

Nos mapas dependentes do ⟨P1⟩, as regiões de estabilidade estão divididas em camadas.

Usando apenas esta filtragem de dados e olhando para o mapa ⟨P1⟩ x λ′
1, podemos ver

claramente que as regiões de baixa difusão ocorrem para valores de ⟨P1⟩ aproximadamente

constantes. De 405 a 425 dias, existem duas camadas estáveis; em 410 dias e em 420 dias,

as configurações orbitais destas duas camadas serão identificadas nas próximas subseções.
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Figura 3.6: Corner map referente a todas condições iniciais estáveis. O ajuste Kepleriano foi representado

com as linhas verticais e horizontais. Já os valores relacionados ao ajuste Newtoniano foram

representados pelos ćırculos pretos. As elipses vermelhas e azuis determinam as regiões em

que o
√

χ2 < 3.0 e
√
χ2 < 4.0, respectivamente.

Considerando a correlação entre os parâmetros e os valores de ⟨P1⟩ e λ′
1 obtidos pelo

ajuste Kepleriano, os intervalos de estabilidade bem definidos para os outros dois pa-

râmetros são: ω1 (100◦, 140◦) ; e1 (0.08◦, 0.3◦). Através deste filtro que considera todas

configurações estáveis, podemos ter uma ideia sobre a localização das regiões com estabi-

lidade a longo prazo no espaço de fase.

Por meio do zoom na região em torno do valor do melhor ajuste no mapa de ⟨P1⟩ e

λ′
1 (Figura 3.7), fica claro que os ajustes Kepleriano e Newtoniano estão em uma região

de alta difusão. Portanto, mesmo que exista condições iniciais com baixa difusão nesta

região, estatisticamente essa região apresenta um comportamento caótico. Porém, existem

três regiões de baixa difusão para valores constantes de ⟨P1⟩ ≈ 406.5, 412.5 e 420 dias,

estas regiões existem em torno das localizações nominais das ressonâncias de movimento

médio 31/-12, 28/-11 e 5/-2, respectivamente. Apenas as regiões referentes as ressonâncias

31/-12 e 28/-11 estão dentro das elipses de confiança.
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Figura 3.7: Corner map referente a todas condições iniciais estáveis. O ajuste Kepleriano foi representado

com as linhas verticais e horizontais. Já os valores relacionados ao ajuste Newtoniano foram

representados pelos ćırculos pretos. As elipses vermelhas e azuis determinam as regiões em

que o
√

χ2 < 2.5 e
√
χ2 < 3.0, respectivamente.
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3.5.2 Condições iniciais estáveis sem libração de ∆ϖ e ϕ′s

O Corner Map mostrado na Figura 3.8 é composto por todas condições iniciais estáveis

que não possuem libração de ∆ϖ e de nenhum ϕ1 associado as ressonâncias de movimento

médio consideradas. Para essas condições iniciais, os valores de ω1 e e1 são menos definidos,

nos mapas de estabilidade destes dois parâmetros podemos ver uma região de alta difusão

para 0.15 < e < 0.25 e ω ≈ 120◦.

Figura 3.8: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais estáveis sem

libração do ∆ϖ ou ϕ1. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano

e Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√
χ2 <

3.0 e
√
χ2 < 4.0.

Considerando apenas as condições iniciais com P1 e λ1 próximos das curvas de
√
χ2 <

2.5 (Figura 3.9), observamos novamente duas regiões com baixa difusão relacionadas as

ressonâncias de movimento médio de alta ordem 31/-12 e 28/-11. Estas regiões continuam

a aparecer neste filtro pois não encontramos libração dos ângulos ressonantes referentes

as estas ressonâncias. Estas foram identificadas apenas por meio da localização nominal

da ressonância nos mapas dependentes de ⟨P1⟩.
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Figura 3.9: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais estáveis sem

libração do ∆ϖ ou ϕ1. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e

Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√

χ2 < 2.5

e
√
χ2 < 3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas

por linhas pontilhadas.
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3.5.3 Equiĺıbrio Secular

O Corner Map considerando as condições iniciais que possuem libração do ∆ϖ é

apresentado na Figura 3.10. As condições iniciais possuem libração de semi-amplitude

σ∆ϖ < 175◦ e libram em torno de 0◦. Os mapas de estabilidade para esta configuração

têm poucas regiões de alta difusão. Cerca de 12% de todas as condições iniciais estáveis

têm baixa difusão apenas devido à libração de ∆ϖ (125 mil condições iniciais). Para

estas condições iniciais, o planeta e o binário têm taxas de precessão da longitude do

pericentro aproximadamente iguais (equiĺıbrio secular), este tipo de configuração evita

encontros próximos entre os dois corpos. Com exceção do mapa de λ′
1 x ω1, os ćırculos

referentes à melhor solução do ajuste de N-corpos estão dentro das regiões com baixa

difusão nos mapas de estabilidade. No entanto, através das curvas
√
χ2 fica claro que

as localizações do mı́nimo absoluto estão em regiões de baixa difusão em todos os mapas

de estabilidade, incluindo o mapa de λ′
1 x ω1. Perto das linhas de ajuste Kepleriano,

uma camada estreita em 420 dias não é representada usando este filtro. Esta camada está

relacionada com o ressonância de movimento médio 5/-2, em que uma parte das condições

iniciais tem libração de ∆ϖ mas também possuem libração de pelo menos um dos ângulos

ressonantes.

Figura 3.10: Corner map referente as condições iniciais estáveis somente devido a libração do ∆ϖ. O

ajuste Kepleriano foi representado com as linhas verticais e horizontais. Já os valores relacio-

nados ao ajuste Newtoniano foram representados pelos ćırculos pretos. As elipses vermelhas

e azuis determinam as regiões em que o
√

χ2 < 3.0 e
√
χ2 < 4.0, respectivamente.
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Dando zoom no peŕıodo orbital e na longitude média, podemos observar o espaço

de fase em detalhe (Figura 3.11). Todos mapas de estabilidade possuem baixa difusão

devido a libração do ∆ϖ. Há certas regiões bem estreitas próximas das ressonâncias

de movimento médio 28/-11 e 31/-12, que também são mantidas pelo equiĺıbrio secular.

Essas condições inicias também podem estar relacionadas as ressonâncias, portanto sendo

uma configuração de ponto de fixo.

Figura 3.11: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais com libração

do ∆ϖ. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e Newtoniano,

respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√

χ2 < 2.5 e
√
χ2 <

3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas por linhas

pontilhadas.
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3.5.4 Ressonâncias de Movimento Médio

Na Figura 3.12 apresentamos os mapas de estabilidade dependentes de P1 e ⟨P1⟩
considerando as condições iniciais com libração do ϕ1. A partir desses mapas podemos

ver que o peŕıodo instantâneo do planeta possui altas variações. Como esperado para as

ressonâncias de movimento médio, os mapas que dependem do peŕıodo médio possuem

apenas uma região em torno de um valor espećıfico de ⟨P1⟩, dado por P2/(p/q). Devido ao

intervalo do peŕıodo considerado, estudamos três ressonâncias de movimento médio (2/-1,

3/-1, 5/-2), sendo que as três existem e são estáveis no espaço de fase. Estudamos estas

ressonância com o intuito de ter um entendimento geral do sistema. Como se trata de um

sistema perturbado, as localizações das ressonâncias nesse tipo de sistema podem estar

deslocadas (Caritá et al., 2023); implicando em um deslocamento do ⟨P1⟩ ressonante.

Figura 3.12: Mapas de estabilidade referentes as condições iniciais que possuem libração do ϕ1 nas res-

sonâncias 2/-1, 5/-2 e 3/-1 (σ∆ϕ1
< 175◦) para comparação entre os mapas de estabilidade

dependentes de P1 e ⟨P1⟩. As linhas verticais são referentes ao ajuste Kepleriano e os ćırculos

são referentes ao ajuste Newtoniano.

Comparando com os ajustes das observações, como esperado a ressonância 5/-2 é a

mais plauśıvel das três estudadas. As condições iniciais com libração do ângulo ressonante

ϕ1 da 5/-2 foram representadas no Figura 3.13. Com base no mapa de ⟨P1⟩ , λ′
1, conse-

guimos perceber que existe uma diferença de 10 dias no peŕıodo médio do planeta e que

o valor de λ′
1 está localizado na lacuna das condições iniciais ressonantes. Essa diferença

fica mais evidente na Figura 3.14. Portanto, a ressonância 5/-2 não é uma configuração

muito provável, apenas as ressonâncias 28/-11 e 31/-12 são posśıveis para o planeta no

caso próximo de coplanar.
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Figura 3.13: Corner map referente as condições iniciais em ressonância 5/-2. O ajuste Kepleriano foi

representado com as linhas verticais e horizontais. Já os valores relacionados ao ajuste New-

toniano foram representados pelos ćırculos pretos. As elipses vermelhas e azuis determinam

as regiões em que o
√
χ2 < 3.0 e

√
χ2 < 4.0, respectivamente.

Figura 3.14: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais com libração

de ϕ1. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e Newtoniano,

respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 <

3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas por linhas

pontilhadas.
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Na Figura 3.15, representamos as condições iniciais que possuem ⟨P1⟩ próximo da loca-

lização das ressonâncias 31/-12, 28/-11 e 5/-2. Os valores nominais de ⟨P1⟩ são próximos

de 406.5, 412.5 e 420 dias, respectivamente. Assim para a identificação dessas regiões res-

sonantes, utilizamos um intervalo de ±1.5 dias. A diferença em utilizar o peŕıodo orbital

inicial P1 e o valor médio ⟨P1⟩ pode ser observada em seis painéis. Através das regiões

de baixa difusão podemos ver para quais valores dos parâmetros a ressonância de movi-

mento médio ocorre. As elipses de confiança em função destes parâmetros também foram

representadas. A ressonância 5/-2 existe para ω1 ≈ 130◦ e 0.15 < e1 < 0.33, a ressonância

28/-11 existe para qualquer valor de ω1 e 0 < e1 < 0.4, e a ressonância 31/-12 existe para

ω1 ≈ 120◦ e 0.1 < e1 < 0.32.

Figura 3.15: Mapas de estabilidade referentes as condições iniciais que possuem ⟨P1⟩ próximo das locali-

zações nominais das ressonâncias 31/-12, 28/-11 e 5/-2. As elipses de confiança representam

as regiões com
√

χ2 < 2.5 e
√
χ2 < 3.0. As linhas verticais são referentes ao ajuste Ke-

pleriano e os ćırculos são referentes ao ajuste Newtoniano. As localizações nominais das

ressonâncias com o binário foram representadas por linhas pontilhadas.
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3.6 Caso Inclinado

No caso inclinado, além dos parâmetros considerados no caso coplanar também varia-

mos a longitude do nodo ascendente e a inclinação do planeta. O intervalo para cada um

dos seis parâmetros foi: P1 em (350− 410) dias; e1 em (0− 0.5) ; λ′
1 em (180◦− 250◦) ; ω1

em (0◦ − 360◦) ; Ω⋆
1 em (0 − 360◦) e I⋆1 em (160◦ − 179.99◦). Os parâmetros orbitais em

relação ao plano do binário foram obtidos utilizando as equações (3.1 - 3.6). Lembrando

que precisamos utilizar um intervalo considerável em P1 por conta de dois motivos: 1) há

uma grande variação desse parâmetro em um curto intervalo de tempo, 2) iremos repre-

sentar o valor de ⟨P1⟩ nos mapas. O intervalo considerado para P1 foi determinado de

modo a obter o intervalo de interesse para ⟨P1⟩.
Como mostrado por Goździewski et al. (2013), ao considerar a variação da inclinação, a

instabilidade domina o espaço de fase, assim a maior parte das condições iniciais possuem

alto valor de difusão. Porém, por meio de alguns filtros, podemos observar regiões bem

definidas que possuem baixos valores de difusão. As curvas de
√
χ2 são aproximadamente

independentes dos valores iniciais de I⋆1 e Ω⋆
1. Como o planeta pode assumir qualquer valor

destes parâmetros, é necessário analisar a estabilidade orbital em função deles. Para uma

melhor visualização das regiões de baixa difusão, também aplicamos um filtro adicional

que considera apenas as condições iniciais com difusão menor que 10−6. Lembrando que

as condições iniciais são consideradas regulares para valores de difusão menores que 10−5,

porém para este caso escolhemos um valor com uma menor ordem de grandeza para

garantir que as condições iniciais não estão no limiar entre o comportamento regular e

caótico.

3.6.1 Todas condições iniciais estáveis

O Corner Map considerando todas condições iniciais estáveis foi apresentado na Figura

3.16. A maior parte das condições iniciais que sobreviveram a integração possui alta

difusão. Porém, há duas regiões de baixa difusão com ⟨P1⟩ ≈ 406.5 e 412.5 dias; essas

regiões estão relacionadas com a libração do ∆ϖ e/ou com as ressonâncias de alta ordem

31/-12 e 28/-11, respectivamente. Similar ao caso coplanar, uma parte das condições

inicias na região próxima de ⟨P1⟩ ≈ 420 dias é estável devido a ressonância 5/-2. A partir

do mapa de ⟨P1⟩ x I⋆1 , podemos ver a dependência dessas regiões com a inclinação, a maior

parte das condições inicial na região da ressonância 28/-11 possui difusão relativamente

baixa para I⋆1 > 167◦. Além disso, essa região é a única em que o planeta pode assumir

qualquer valor inicial de ω1 e ainda assim ter baixa difusão. Apresentando apenas as

condições inicias com difusão menor que 10−6 (Figura 3.17), as regiões em ⟨P1⟩ ≈ 406.5,

412.5 e 420 dias, relacionadas com ressonâncias de movimento médio, se tornam ainda

mais evidentes.
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De forma geral, as curvas de
√

χ2 para o caso inclinado são mais amplas em relação ao

caso coplanar. O parâmetro que possui maior dependência com a inclinação é o λ1, sendo

que com a variação da inclinação as elipses de confiança de λ1 se tornam 4x mais amplas.

Como as condições iniciais próximas de ⟨P1⟩ ≈ 412.5 dias (28/-11) possuem o menor valor

da difusão de frequências no espaço de fase, e uma parte delas está dentro das curvas de√
χ2, o planeta provavelmente está nessa região. Para esta região, os valores inicias dos

parâmetros orbitais limitados pelo intervalo das elipses de confiança vermelhas e pelas

regiões de baixa difusão são: λ′
1 em (200◦ − 245◦); ω1 em (75◦ − 210◦); e1 em (0 − 0.24);

Ω⋆
1 em (0◦ − 330◦); I⋆1 em (170◦ − 180◦).

Figura 3.16: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais estáveis. As

linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e Newtoniano, respectiva-

mente. As elipses de confiança representam as regiões com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0. As

localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas por linhas ponti-

lhadas.
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Figura 3.17: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais estáveis que

possuem difusão menor que 10−6. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes

Kepleriano e Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões

com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário

foram representadas por linhas pontilhadas.
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3.6.2 Condições iniciais estáveis sem libração de ∆ϖ e ϕ′s

O Corner Map referente as condições iniciais estáveis sem libração de ∆ϖ e ϕ1 é

apresentado na Figura 3.18. Por meio do mapa de e1 x ω1, podemos ver que há um

aumento do ı́ndice de difusão na região com 0.15 < e1 < 0.3. Isso ocorre porque essa região

está relacionada com a ressonância de movimento médio 5/-2 e com a libração do ∆ϖ.

Portanto, utilizando esse filtro, os valores iniciais de e1 e ω1 com baixa difusão circundam

essa região. Isso também é observado no caso coplanar. Porém, essa região não se torna

totalmente instável em 12000 anos como na Figura 3.8. Como não foi posśıvel identificar

as ressonâncias de alta ordem a partir dos ângulos ressonantes, as regiões referente à elas

continuam a aparecer nos Corner Maps. As condições inciais sem libração de ∆ϖ ou ϕ1

representam 80% de todas condições iniciais estáveis, assim não há uma grande diferença

entre o Corner Map obtido utilizando este filtro e a Figura 3.16. Filtrando as condições

iniciais com valores de difusão menores que 10−6, essa porcentagem diminui para 60%.

Figura 3.18: Corner Map para o caso inclinado considerando apenas as condições inciais estáveis sem

libração do ∆ϖ ou ϕ1. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e

Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√

χ2 < 2.5

e
√
χ2 < 3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas

por linhas pontilhadas.

68



3.6.3 Equiĺıbrio Secular

Na Figura 3.19 apresentamos as condições iniciais que possuem somente libração de

∆ϖ. Ao contrário do caso coplanar, a libração do ∆ϖ não garante um valor baixo da

difusão para a maior parte das condições iniciais. De ⟨P1⟩ ≈ 407 até 412 dias, há uma

região dispersa de condições iniciais com diferente valores de difusão, onde parte delas

possui difusão menor que 10−6. Uma região bem definida com baixa difusão pode ser

identificada em ⟨P1⟩ ≈ 413 dias (próxima da ressonância 28/-11). Essas condições iniciais

possuem valor de ω1 em torno de 120◦ e I⋆1 < 173◦. Ademais, essa região se torna mais

viśıvel ao representar apenas as condições inciais com baixa difusão no Corner Map (Figura

3.20).

Figura 3.19: Corner Map para o caso inclinado considerando as condições inciais estáveis devido apenas

a libração de ∆ϖ. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os ajustes Kepleriano e

Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as regiões com
√
χ2 < 2.5

e
√
χ2 < 3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas

por linhas pontilhadas.
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Figura 3.20: Corner Map para o caso inclinado considerando as condições inciais que possuem baixa

difusão devido apenas a libração de ∆ϖ. As linhas cont́ınuas e os ćırculos representam os

ajustes Kepleriano e Newtoniano, respectivamente. As elipses de confiança representam as

regiões com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0. As localizações nominais das ressonâncias com o

binário foram representadas por linhas pontilhadas.
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3.6.4 Ressonâncias de Movimento Médio

O Corner Map referente a ressonância 5/-2 é apresentado na Figura 3.21. Mesmo

com as curvas de
√

χ2 sendo mais abrangentes ao variar a inclinação, estas curvas não

alcançam a famı́lia da ressonância 5/-2. Os valores de ⟨P1⟩ e λ1 para esta ressonâncias

continuam fora das curvas de
√
χ2. Essa ressonância pode assumir qualquer valor de Ω⋆

1

e existe para I⋆1 < 165◦.

Figura 3.21: Corner Map para o caso inclinado considerando as condições inicias em ressonância 5/-2

com o binário, estas possuem libração do ângulos ressonante ϕ1. As linhas cont́ınuas e os

ćırculos representam os ajustes Kepleriano e Newtoniano, respectivamente. As elipses de

confiança representam as regiões com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0. As localizações nominais

das ressonâncias com o binário foram representadas por linhas pontilhadas.

No intervalo considerado de ⟨P1⟩, não foi posśıvel identificar outras condições iniciais

em ressonâncias de movimento médio utilizando os ângulos ressonantes. Assim, as outras

ressonâncias podem ser identificadas por meio da localização nominal, ou seja a partir
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dos valores de ⟨P1⟩. Similar ao caso coplanar, as ressonâncias 28/-11 e 31/-12 são as mais

prováveis para o planeta ao considerar o caso inclinado. Na Figura 3.22, representamos

as condições iniciais que possuem ⟨P1⟩ próximo da localização das ressonâncias 31/-12,

28/-11 e 5/-2. Os valores nominais de ⟨P1⟩ são próximos de 406.5, 412.5 e 420 dias,

respectivamente. Assim para a identificação dessas regiões ressonantes, utilizamos um

intervalo de ±1.5 dias. A diferença em utilizar o peŕıodo orbital inicial P1 e o valor médio

⟨P1⟩ pode ser observada em seis painéis. Representando apenas as regiões com baixa

difusão podemos ver para quais valores dos parâmetros as ressonâncias de movimento

médio ocorrem. A ressonância 5/-2 ocorre para ω1 ≈ 125◦, 0.1 < e1 < 0.32 e I⋆1 > 160◦.

Já a ressonância 28/-11 existe para qualquer valor de ω1, 0 < e1 < 0.38 e I⋆1 > 168◦.

No caso da ressonância 31/-12, temos ω1 ≈ 120◦, 0.05 < e1 < 0.43 e I⋆1 > 167◦. Todas

ressonâncias existem para qualquer valor de Ω⋆
1. Apenas as ressonâncias de alta ordem

(28/-11 e 31/-12) possuem condições iniciais com valores de ⟨P1⟩ e λ′
1 dentro das elipses

de confiança mais abrangentes (
√

χ2 < 3.0).

Figura 3.22: Mapas de estabilidade referentes as condições iniciais que possuem ⟨P1⟩ próximo das locali-

zações nominais das ressonâncias 31/-12, 28/-11 e 5/-2 e difusão menor que 10−6. As elipses

de confiança representam as regiões com
√
χ2 < 2.5 e

√
χ2 < 3.0. As linhas verticais são

referentes ao ajuste Kepleriano e os ćırculos são referentes ao ajuste Newtoniano. As locali-

zações nominais das ressonâncias com o binário foram representadas por linhas pontilhadas.
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Caṕıtulo 4

Conclusão

Com o intuito de estudarmos a respeito das configurações retrógradas ressonantes no

problema planetário, realizamos simulações de sistemas hipotéticos em ressonâncias de até

quinta ordem. Por meio dessas simulações, encontramos configurações estáveis em todas

ressonâncias estudadas. Em particular, uma configuração em que dois planetas com a

massa de Júpiter estão em ressonância coorbital (ressonância 1/-1). Estes resultados po-

dem ser úteis para identificar exoplanetas em configurações de ressonância de movimento

médio.

Através de simulações do problema circular restrito de três corpos (PCR3BP), inves-

tigamos a dinâmica de um asteroide ou planeta em torno um binário estelar com razão

de massa entre 0.01 e 0.5 (massas iguais). Por meio da construção de seções de Poincaré,

identificamos ressonâncias retrógradas até quinta ordem e conclúımos que este tipo de

configuração ocorre em sistemas compostos por estrelas com altas razões de massa. Este

resultado é relevante para a identificação de exoplanetas retrógrados em sistemas binários.

Nessa segunda parte do projeto, estudamos o sistema extrassolar ν Octantis. Escolhe-

mos estudá-lo, pois o planeta presente neste sistema só pode ser estável caso possua uma

órbita retrógrada. Exploramos as posśıveis configurações para o planeta por meio de dois

casos diferentes: o caso coplanar, onde o planeta orbita no mesmo plano que o binário

estelar e o caso inclinado. Devido ao número de parâmetros desconhecidos do sistema,

desenvolvemos uma nova metodologia que permite analisar a estabilidade de um sistema

com múltiplos graus de liberdade, Corner Maps (descrita na Seção 3.4.1). Através desse

método, foi posśıvel determinar quais configurações provêm estabilidade a longo prazo

para o planeta. Devido as massas das estrelas serem comparáveis, o peŕıodo orbital do

planeta apresenta grandes oscilações, assim realizando uma análise de frequência para

cada condição inicial calculamos o valor médio deste parâmetro. Através do cálculo do

peŕıodo orbital médio foi posśıvel comparar as regiões de estabilidade com os dados ob-

servacionais (ajustes Kepleriano e Newtoniano). Além do mais, obtivemos a localização
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do mı́nimo absoluto do caso coplanar utilizando dois ajustes Newtonianos calculados por

métodos distintos. Nossa metodologia para procurar por configurações de estabilidade

orbital pode também ser aplicada para outros sistemas extrassolares.

Analisando os Corner Maps para os casos estudados, determinamos três posśıveis confi-

gurações para o planeta no sistema ν Octantis. O planeta pode estar em uma configuração

de equiĺıbrio secular (libração do ∆ϖ), de modo que as órbitas do planeta e do binário

são alinhadas e precessam juntas. O planeta também pode estar na ressonância de movi-

mento médio 31/-12 ou 28/-11. Entre estas, a ressonância 28/-11 é estatisticamente mais

provável que a 31/-12; sendo que esta é estável para qualquer valor inicial de ω1 na época

utilizada nas simulações. Considerando apenas as condições iniciais com difusão < 10−5

que estão dentro das elipses de confiança (
√

χ2 < 2.5), obtemos que por volta de 20%

destas condições iniciais são estáveis devido ao equiĺıbrio secular, 11% estão na região da

ressonância 31/-12 e 59% estão na região da 28/-11. Não conseguimos identificar a origem

da estabilidade de 10% das condições iniciais. Para as ressonâncias de movimento médio,

consideramos as condições iniciais sem libração de ∆ϖ que estão em torno da localização

nominal da ressonância. Portanto, como a maior parte das condições iniciais com libração

de ∆ϖ estão na região da ressonância 28/-11, estamos desconsiderando a possibilidade

das condições iniciais serem ressonâncias de ponto fixo, assim tornando a configuração da

ressonância 28/-11 ainda mais provável.

A maior parte das condições iniciais com baixa difusão no caso inclinado possui I⋆1 >

168◦, portanto a configuração mais provável para o planeta do sistema ν Octantis é uma

órbita quasi-coplanar com o binário na ressonância 28/-11. Desse modo, nossos resultados

provêm argumentos estat́ısticos que indicam que o planeta provavelmente está em uma

configuração de ressonância de movimento médio de alta ordem.
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