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RESUMO

Neste trabalho provamos existéncia e unicidade de solugao do problema de Cauchy

T
[ uy —ADuta(z,t)u+ Y b (z,t)ug, +c(z,t)u= f(z,t), z€R", t>0
i=1

u(z,0) =uo (z) em R,

| ut(x,0) =uy(z) em R

para dados iniciais infinitamente derivéveis e com suporte compacto. Assumimos que os coefi-

cientes e o termo forgante sao infinitamente derivaveis e se anulam fora de algum cilindro em
RrH-l_
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ABSTRACT

Is this work we prove existence and uniqueness of solution of the Cauchy problem

{ n
uy —Duta(z,t)uc+ Y b; (z,t) ug, +c(z,t)u= f(z,t), z€R", t>0
i=1

u(z,0) =uo(z) em R,

| u(z,0) =u (z) em R"

for initial data infinitely differentiable with compact support.

We assume that the coefficients and the forcing term are infinitely differentiable and vanish
outside some cylinder in R"+1,
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INTRODUCAO

Uma equagao diferencial parcial linear de segunda ordem a coeficientes constantes
é uma equacao diferencial da forma

v 62 v a
>, aa‘ffggj it Zﬁia—; +yu = 6 (1)

i,j=1 i=1

onde os coeficientes «;j, (; e <y sdo escalares (reais ou complexos), a;; = aj; € o termo
forcante 6 é uma fungao das variaveis independentes &;,...,&,.

Tais equagdes sao classificadas de acordo com o comportamento da matriz [a;;] dos
coeficientes da parte principal. Sejam A;,...,\, os auto-valores da matriz [a;]. Se
A1, ..., A, sao nao nulos e todos, exceto um deles, possuem 0o mesmo sinal, dizemos
que a equacao é hiperbdlica. Neste caso existe uma transformacao linear invertivel de
coordenadas

(glv":&a‘) — (:L‘l}"':xnat): n=v-1

tal que nas coordenadas (z,,...,Z,,t) a equacao (1) tem a forma

n 2 n
%u 0%u ou Zbg%-i-cu _ 4 @)

i=1 i

o~ 232 T

‘onde a,ceb;, i =1,...,nsao constantes e d uma nova fungao das variéveis (zy, ..., Zn, ).

O exemplo mais conhecido de equagao hiperbdlica a coeficientes constantes é aquela
emquea=c=0,b=0,7=1,...,n Neste caso a equagao (2) se reduz a equagao da
onda

Pu . Pu

PO ®)

Assim toda equacdo diferencial parcial linear hiperbdlica a coeficientes constantes
pode ser vista como uma perturbacao da equagao da onda.

O problema de Cauchy para equagéo (2) consiste em determinar a solugéao da equagéo
(2) no semi-espago = (xy,...,Z,) € R", ¢ > 0, satisfazendo um par de condigdes iniciais.
Mais precisamente, dadas as fungdes ug = up (z), u; = w1 (z) e d = d(z,t), z € R",
t > 0, determinar u = u(z,t), x € R™, t > 0 tal que u satisfaga

i

AV
AVAVAY
AY

2 3 4 5 6 7 unesp'l 12 13 14 15 I1e .17

18



2 n
g3

u(z,0) =uo(z), ze€R"

| & (2,0)=u(z), z€R"

O estudo do problema de Cauchy (*) consiste em determinar se 0 mesmo é bem posto,
isto é, se para os dados ug, u; e d existe a solugao u, se ela é tinica e se depende contin-
uamente dos dados. Um tal estudo é feito em [BJS] e [J] utilizando-se como ferramenta
a Transformada de Fourier.

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para uma equacao similar & equacao
(2) porém, com coeficientes varidveis. Assumimos que os coeficientes a, ¢, b;,i = 1,...,n,
e o termo forgante d séao fungdes reais de z e ¢, suficientemente diferencidveis e se anulam
fora de um cilindro de R™*!.

Verificamos que dadas as fungdes ug e u; suficientemente diferencidveis e anulando-se
fora de um conjunto limitado de R", o problema de Cauchy

[ %QE— gl%?-ka(m,t)%+§b,-(z:,t)%‘:+c(m,t)u=d, zeR", t>0

u(,0)=u(z), seR" _ %)

L %($,0)=u](x), z eR"

possui solugao Unica.

O estudo do problema (**) via Transformada de Fourier nos levaria & Teoria dos
Operadores Pseudodiferenciais. No entanto pelo fato da equagao ser uma perturbacgao da
equagao da onda, o estudo de (**) pode ser feito sem o conhecimento de tais operadores.

No estudo que fazemos aqui utilizamos resultados bésicos da teoria classica da equacao
da onda, uma estimativa de Sobolev e um método iterativo introduzido por Schauder [S)],
[KS] no inicio deste século.

No capitulo 1 fazemos um resumo, sem demonstragoes, dos resultados sobre a equacéo
da onda que serao utilizados nos capitulos posteriores. Deduzimos neste capitulo algumas
estimativas de energia para solucoes da equacgao de onda.

No capitulo 2 estudamos unicidade de solugao do problema de Cauchy (**) bem
como obtemos algumas estimativas de energia necessarias na demonstragao da existéncia
de solugao.

No capitulo 3 provamos existéncia de solugao pelo método iterativo de Schauder
seguindo o estudo do caso em que n = 3 feito em [BJS]. Neste capitulo fazemos uso da

desigualdade de Sobolev, que demonstramos de forma elementar no Apéndice, seguindo
K].
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Capitulo 1

A Equacao da Onda

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos sobre a equagao da onda que
serao utilizados no restante do trabalho.

Discutiremos o problema de Cauchy para a equagao da onda homogénea apresentando
as formulas explicitas para a solugao. Em seguida estudaremos o principio de Duhamel
para resolver o problema nao homogéneo e finalizaremos estudando o método da energia.

1.1 O Problema de Cauchy

Seja R" o espaco Euclidiano das n-uplas de niimeros reais z = (z1,...,Z,) € seja
u = u(z,t) uma fungao de n + 1 variaveis, (z,t) = (z1,...,2n,t), z € R", t € R.

n
8%u

2 L . #
Denotaremos u;, = %1: Ut = ?}—tﬁ-‘f e Au o Laplaceano de u na variavel z, isto é, Au = ¥ 7-7.
L

i=1
Denotaremos ]R’*‘_+1 o semi-espaco de R"*! onde ¢ > 0.

O problema de Cauchy para a equagao da onda consiste em determinar uma fungao
real u definida no fecho R}*! do semi-espago R} *!, satisfazendo

Uy — Al = f (ZE, t) em RT:_+1,
u(z,0) = ug(z) em R",
u (z,0) = u; (z) em R"

onde f, ug e u; sao fungdes conhecidas. O par de fungdes ug e u; sao chamados dados

iniciais do problema.

Tal problema surge de uma situagao fisica onde se tem ondas propagando num meio
elastico (infinito) com velocidade constante igual a um. A fungao u = u(x,t) descreve
a posicao da particula  no instante ¢ e ug e u; descrevem respectivamente a posigao

AV
AVAVA

2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 I1e .17

18



e a velocidade da particula z no instante inicial ¢ = 0. O termo forcante f(z,t) é a
intensidade de uma perturbacao externa.

A nogao de solugao estudada neste trabalho € a de solucao cléssica, isto é, procuramos
uma funcdo u que seja suficientemente derivavel e que satisfaca a equagdo bem como as
condicoes iniciais.

A regularidade da fungéo u dependerd da regularidade dos dados iniciais e do termo
forcante f.

1.2 O Problema de Cauchy para a Equacao Homogénea

Seja  um dominio de R®, n > 1. Seja m um inteiro positivo. Denotaremos C™(f2)
o conjunto das fun¢des definidas em 2 que possuem derivadas continuas até a ordem m.
Denotaremos C™(Q) o conjunto das restricdes a Q das fungdes de C™(€s), onde Q5 é
uma vizinhanca de .

Passemos a discussao do problema de Cauchy para a equagao da onda homogenea:
Uy — Au = 0. As demonstracdes dos teoremas abaixo podem ser vistas em [F].

Iniciemos com a equagao da onda unidimensional.

»

Teorema 1.2.1 Se up € C? (R) e u; € C' (R), a solugdo do problema de Cauchy
Uy — Uy =0 em R2,
u(z,0) = ug(z) emR,
u (z,0) =4, () emR.

é a funcdo u = u(z,t) € C*(R?) dada por

u(:c,t)z%[uo(:c+t)+uo(:c—t)]+%fu,(s)ds.

r—t

O

A férmula (1.2.1) é chamada férmula de D’Alembert e fornece algumas informagoes
importantes a respeito da fungao u. Se os dados iniciais sao up € C™ (R) e u; € C™ ' (R)
entdo u € C™(R?%), m > 2. Se os dados iniciais s&o ambos nulos fora de um conjunto
K C R entao a solugao se anularé fora da regiao do plano coberta por todas as retas com
inclinacao +1 passando pelos pontos de K (figura 1).
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\ &

Figura 1

A férmula de D’Alembert é usada na dedugao da férmula explicita da solucao do
problema de Cauchy em dimensoes superiores. Neste caso usa-se a nogao de média
esférica de fungéo para reduzir o problema de Cauchy em dimensdes impares, n > 3, a
um problema unidimensional. Para dimensoes pares, n > 2 usa-se o Principio da Descida
de Hadarmard, para reduzir a um problema em dimensao impar [J], [F].

Seja S; (0) a esfera de raio unitario e centro na origem de R". Seja wy, a drea de S; (0) .

*

Teorema 1.2.2 Suponhamos que n seja tmpar e n > 3. Se ug € ghs (R™) e u; €
C*% (R™) entdo a fungdo dada por

u(z,t) =

n-3
1 9 (10\7T .,

+(%%)Tw—2 [ w@tw)do@) (122

S1(0)
estd em C? (W) e satisfaz o problema de Cauchy
uy — Au =0 em R},
u(z,0) = ug(z) em R,

w (z,0) =4 () em R™.
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Uma demonstracao deste teorema pode ser visto em [F], paginas 218 - 225.

A férmula (1.2.2) é uma das chamadas férmulas de Kirchhoff e mostra claramente
o fenémeno conhecido como Principio de Huygens. Note que o valor de © em um dado
ponto (z,t) dependerd somente dos valores dos dados iniciais ug e u; sobre a esfera de
centro em T e raio t. Assim se ug e u; sao nulas sobre esta esfera o valor de u em (z,1)
também o sera. Logo, se os dados iniciais ug e u; se anularem fora de um conjunto
K C R" entao a solugao u = u (z,t) se anularé fora da regiao de R"}*! gerada por todas
as superficies conicas com vértice em K e geratriz de inclinagao 1 (figura 2).

Vg

W

Figu;a 2

Se z € K e t é suficientemente grande entéo u (z,t) = 0. Este fenémeno, conhecido
como o principio de Huygens, nao ocorre quando n é par. Neste caso, temos o seguinte:

Teorema 1.2.3 Suponhamos quen seja par, n > 2. Seug € i (R™) e, € G (R™),

enldo a fungao

n-2

2 5 1 8 _2_— -1 uo(z+t:
= Lol = L ISR sz tt) g
G ey e (tat) / L

By(0

n-2

107 +t
+ (E&) §h= f v (o4 1) yQ)dy] (1.2.3)
B1(0) 1— [yl
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estd em C? |IR’_':“) e satisfaz o problema de Cauchy

uy — Au =0 em R},
u(z,0) =uo(z) emR",
u (z,0) = uy () em R™.

Aqui B, (0) denota a bola unitdria de R™ com centro na origem e |y| denota a norma
euclidiana de y € R". a

Uma demonstragao deste teorema pode ser vista em [F] pag. 225 - 227.

A férmula 1.2.3 é também uma das chamadas férmulas de Kirchhoff. Note que agora,
o valor de u num dado ponto (z,t) depende dos dados iniciais restritos a bola de centro
em z e raio ¢{. Assim se os dados iniciais se anulam em tal bola entao u se anulard no
ponto (z,t). Se os dados iniciais 4y e u; se anularem fora de um conjunto K, K C R™,
entao a solugao se anulard na regiao fora da uniao de todos os cones (sélidos) com vértice
em K e geratriz de inclinagao 1, (figura 3).

A

L'

Figura 3

Note que ao contrario do que ocorre quando n é impar,se z € K et > 0 o valor de u

em (z,t) pode nao ser nulo, mostrando que o principio de Huygens nao é véalido quando
n é par.

Nos Teorema 1.2.2 e 1.2.3 a regularidade exigida dos dados iniciais é a minima para
fornecer uma solugao em C? (R%}*') . Se os dados iniciais tiverem mais regularidade que
aquela exigida nos teoremas acima, teremos solugoes mais suaves. Se eles forem infinita-
mente derivaveis a solucao também o sera.

AV
AVAYAY
AV

2 3 4 5 6 7 unesp'l 12 13 14 15 I1e .17

18



1.3 O Problema de Cauchy para a Equagao Nao-
Homogénea

Sejam v e w solugdes dos problemas
vy — Av = f(z,t) em R
v(z,0) =0 em R",

v (z,0) =0 em R",

wy — Aw =0 em R},
w(z,0) = yp(z) em R", (2)

wy (z,0) = uy () em R",
respectivamente. Usando-se a linearidade da equagao da onda vemos que a funcao u =
v + w € solucao do problema
uy — Au = f (£,t) em R},
u(z,0) =ug(z) em R", (3)

w (2,0) = u; () em R™

Como j& conhecemos a solugao do problema (2) vemos que para resolver o problema
(3) é suficiente resolvermos o problema (1).

No que segue usaremos a notagao [r], r € R para denotar o maior inteiro menor ou
igual a r.

Teorema 1.3.1 Suponhamos que f € CI"/2+1 (R**1) | Para cada s > 0 seja z (z,t;8) a
solugao do problema:

2t — Az=0 em RT:+1,

2(z,0;8) =0 em R",

2 (z,0;8) = f (xz,s) em R™

Entao a fungao

t
v(z,t) =/z(:r:,t—s;s)ds
0
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estd em C? (R} 1) e resolve o problema de Cauchy (1). m|

Este teorema é conhecido como Principio de Duhamel e sua demonstragao pode ser
vista em [F|, pag. 229 - 230. Utilizando a férmula explicita de z dada pelas férmulas de
Kirchhoff (1.2.2) e (1.2.3) obtém-se explicitamente a solugao de (1) e conseqiientemente
do problema (3).

Suponhamos que exista um conjunto K C R" tal que ug () = u (z) = 0 para todo
z ¢ K e f(z,t) =0 para todo z ¢ K e todo t € R. Neste caso a solucgo u do problema
(3) se anularé na regido indicada na figura 3. De fato, isto se verifica para w, pois w
é solugao do problema de Cauchy para a equagao homogénea. Da mesma forma isto se
verifica para cada z(.,.;s). Para ver que v se anula em tal regiao basta observar que 13,
o integrando em (1.3.1) é identicamente nulo.

Resumindo a discusséo deste e dos pardgrafos anteriores podemos enunciar o seguinte

Teorema 1.3.2 Dados f € C[%]“ (IR““), ug e uy com regularidade estabelecida nos
Teoremas 1.2.2 e 1.2.3 conforme n seja impar ou par respectivamente, entao o problema
de Cauchy (8) tem solugdo u € C? |IR1“) dado por u = v+w ondev e w sdo as solugoes
dos problemas (1) e (2) respectivamente. a

Se os dados ug, u; e f possuirem mais regularidade que aquelas estabelecidas no
Teorema 1.3.2 a solugao serad mais regular. Se os dados forem infinitamente diferenciaveis
a solugao u também sera.

No préximo paragrafo discutiremos unicidade de solugdo dos problemas de Cauchy
homogeneo e nao homogeneo.

1.4 O Método da Energia

Neste paragrafo estudaremos a unicidade de solugéao do problema de Cauchy para a
equacao da onda utilizando o método da energia. Tal método consiste na obtengao de
identidades e desigualdades integrais que permitem comparar a energia dos dados iniciais
com a energia da solugao num instante posterior.

Seja u = u (z,t) uma solugdo classica da equagao

uy — Au= f(z,t), z€R", teR, (1.4.1)

onde f é suficientemente derivavel. Multiplicando ambos os lados de (1.4.1) por u,
obtemos
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n
UgUygy — UtUg,z; = 'Htf (J:, t) .
i=1

Observando as identidades w,u, = %%(ut)g, Uilhis: =
levando-as em (1.4.2) obtemos

1 6 n n 3
=1 =1 t

Seja F=TF (z,t) o campo vetorial em R"*! dado por

—

F(z,t) = (—utuzl,...,—utuxn,%{uf_{_zui])
i=1

iy
e div F' (z,t) o seu divergente. Entao a equagao (1.4.3) pode ser escrita na forma

div F (z,t) = uef (z,t). (1.4.4)

No que segue nés referiremos a equagao (1.4.4) como forma divergente da equagao da
onda nao homogénea (1.4.1). )

Consideremos agora o problema de Cauchy nao homogéneo

uy — Au = f(z,t) em R}
u(z,0) = ug (z) em R",
u (z,0) = uy (z) em R™.

Em todo este pardgrafo assumiremos que os dados ug, u; € f possuem regularidade
minima para garantir a existéncia de solugao cléssica, isto é, os dados deverdo ter pelo
menos a regularidade mencionada no Teorema 1.3.2. Assumiremos também, que existe
uma regiao limitada Q2 C R™ tal que;

ug (z) =uy (z) =0 sex ¢ Q, (1.4.5)

f(z,t)=0sex g Net>0. (1.4.6)

Considerando que a solugao sera nula fora da regiao formada pela uniao de todos os
cones (s6lidos) com vértice em ) vemos que para cada T' > 0 existe uma regido limitada
R C R" tal que Q C Reu(z,t) =0 para todo z na fronteira 9R de Retodot,0 <t <T
(figura 4). Podemos, sem perda de generalidade, assumir que OR é suave.

8
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Figura 4

Proposicao 1.4.1 (Conservagao da Energia) Sob a hipdtese (1.4.5), a solugdo do pro-
blema de Cauchy para a equag¢do homogénea satisfaz

/ [u; (z,T)® + é thy; (o} T)2} dyi= / [u.l (z)?

Rn Rn

para todo T > 0.

Demonstragao: Dado 7' > 0 seja R C R" a regiao onde u(z,t) = 0 para z € OR e
0 < t < T. Integrando-se (1.4.4) no cilindro R x [0,7] C R"*! e observando que f = 0
obtemos

T
]/div? (z,t) dzdt = 0.
0 R

Usando o Teorema da Divergéncia no cilindro R X [0, 7] e observando que u = 0 em
IR x [0,T) obtemos

%! luz (z, T)2 + iz:;uz,. (o T)ﬁ] dz — %R/ [m (z, 0)2 +§:;% (, 0)2 E

Agora observando que u; (z,0) = u, (z) e u,, (z,0) = %%? (z) e que os integrandos da
ultima igualdade sao nulos em R™\R concluimos a demonstracao. a
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Proposigao 1.4.2 Se os dados iniciais ug e uy sio identicamente nulos em R" e f
satisfaz (1.4.6) entdo a solugdo do problema de Cauchy satisfaz

f [ut (z,T)* + iuzi (z, T)2] dzr < 2Tfff (z,t) dzdt

Rn 0 R»

para todo T > 0.

Demonstragao: Procederemos como na demonstracido da proposicdo anterior inte-
grando (1.4.4) em R x [0,7], de onde obtemos

%/ [Uz (z, T)2 4 zn:uz‘. (x, T)z] dz = f/u; (z,t) f (z,t) dzdt,
R i=1 0 R

pois ug = u; = 0 em R". Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na tltima integral

obtemos

T V2 p
21[%( T)? + Zu, (x,T)Q] dz < (ffut(x,t)zd.rdt) (ofgf(x,z)mmc,)

1/2
OR
- iz 2 /o 1/2
< ( If [ut (@) + 3 ug, (x,£)2] d:r:dt) ( [ 1] (z0)? da:dt)
0OR i=1 OR

(1.4.7)
Logo

T oy -1/2
( i) [u, (@,0)? + 3 us, (z,1)? d:z:dt) f [ug (1) + 3 v, (2,7) ]d::: <
0OR

i=1 R

T 1/2
< (fjf(x,z)""dxdz,) :
0OR

A 1ltima desigualdade permanece valida se em vez de T' tomassemos qualquer s com
0 < s<T,ou seja

(f if [ut (z,t) + ‘:ZI Uy (z, t)z] d.xdt)

0 R

-1/2

}fz[ut(x s) +Zu3‘(;c s)]dars

=1

. 1/2
% (ff f (z,t)° d:cdt) )
0R
Agora observando que a ltima desigualdade pode ser reescrita como

10




% (j/ I:m (z,t)? +;um (m,t)z} d:r:dit)u2 < (jff(x,t)le’dt)U2,

que integrado em relagao a s, no intervalo 0 < s < T fornece

T /2

(]'/ [w (x,t)2+gu:i (:ﬂ,t)z} d:pdt) /(//f & 1) da:dt) ds

0

T 1/2
<T ( f f f(m,t)zda:dt) (1.4.8)

Usando (1.4.8) em (1.4.7) obtemos

% j [m (z,T)* + zu (m,T)z} dz < T ( f j f (=, t)zdzdt) :
R =] 0 R

concluindo a demonstracao.

>

Agora combinando as Proposigoes 1.4.1 e 1.4.2 podemos estabelecer o seguinte

Teorema 1.4.1 Sejam wug, u; e [ fungdes suficientemente diferencidveis satisfazendo
(1.4.5) e (1.4.6). Entao a solugdo u do problema de Cauchy

Uy — Au = f(z,t) em R,
u(z,0) =uo(z) emR",
w (z,0) = uy () em R,

satisfaz

f [’u, (z, T)2 + iuz‘. (:B,T)2] T )
Rﬂ

1=1

[+ 32

Rn

44T (f [ f(x,a)’d:cdt)
34

para todo T' > 0.
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Demonstragao: Seja v a solugdo da equagao nao homogénea com dados iniciais nulos
e seja w a solugao da equagao homogénea com dados iniciais ug € u;. Entao u é escrita
como u = v + w e valem

/ ['Ug (z,T)? + ivzi (x,T)2] dr < ZTj/f (z,t)? dzdt

Rn 0 Rn

/[“’t (z,T)* +Zi::wz‘ (as,T)"] ye ___/

Rn

[ |ue@ T + £, 7)) do = Jl(0 @ T) + (@, 1)+
R" i=1 13

+ 32 (Vs (2, T) + wy, (x,T))?]dz

i=1

|:'U£ (3;: T)2 - _T‘Z“]in (3:: T)2 dz +Rj:‘ [wt (33, T)2 + i We,; (33, T)2} d.’IJ}

Logo

[ [u.t (z,T)* + iux‘. (I,T)Q] dz < 2[

R i=1 R™

[‘u] (33)2

+4T /T / f (z,t)* dzdt

0 R®

como desejado. 0O

Vejamos agora como a unicidade de solugdo segue da Proposigao 1.4.1. Suponhamos
que o problema de Cauchy para a equagao nao homogeénea com dados iniciais up e u,
tenha duas solucoes; u e v. Seja w a diferenca u — v. Logo w satisfaz o problema

Wy — Aw =0 em IR1+1,
w(z,0) =0 em R,
wy (z,0) =0 em R".

12
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Da Proposigao 1.4.1 segue que

f [w, (z,T)® + En: w;, (z,T)%| dz

i=1
Logo, para cada T' > 0 e cada x € R"
wi (e, T) =ws, (2, T) =0, i=1,...,m

Assim w é constante. Como w (z,0) = 0 segue que w = 0.

Logo u = v, isto é , a solugao é tnica.

Nosso objetivo agora € explorar a desigualdade da Proposigdo 1.4.2 e obter outras
desigualdades que nos serao titeis no resto do trabalho. Suponhamos que ug, u; e f

satisfacam as condigGes da Proposicao 1.4.2 e u seja a solugao do Problema de Cauchy
correspondente.

Do Teorema Fundamental do Célculo temos

fu(x,T)2da:=f [fu;(:c,t)dt] dz

Rk Bn 0

pois u (z,0) = up(z) = 0. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Proposicao
1.4.2 obtemos

]u(m,T)“da: < ijut (z,t)* dtdz =Tf Lf ” (m,t)2d:1:] dt

R R" 0

n

T

i g t '321‘8 T . 2 ]
< Tof 2t[ff(x,)dd]dtg’roj ot /f(:c,s) dzds| dt

0 E» 0 Rn
s

= T3_//f(3:,3)2d:1:d3.
0 R»

Trocando s por t na ltima integral podemos escrever

/ u(z,T) dz < T® j: f f (z,t)* dzdt.

Rn 0 En

Assim da Proposicao 1.4.2 e da iiltima desigualdade segue:

T

] [u (z,T)* +u (z,T)* + Zn: Uz, (z, 7')2] dz < (2T +T°) f / f (z,t)* dxdt.

Rn 0 R"

13
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Suponhamos que f seja suficientemente regular para que possamos derivar em relagao
a r; a equagao uy — Au = f (z,t). Logo a funcao u.; satisfaz

(u“’i)u T Auz.i " fzj cm R?—H!
ug, (z,0) =0 em R",
Ug;¢ (2,0) = 0 em R™.

Logo a estimativa (1.4.9) aplicada a u,, fornece

a T
j lux’. (z,T)* + Uyt (, Tyt Y ez, T)2] dz < (2T + Ts) / / f; (=, t)? dzdt
Rn 0

=1 R®

De onde segue

/ [z: t, (8, T) 4 3 e (0, T) + 1 3 (x,'r)?] dz

Rn j_—] =114=1

£

T
<@ +T%
0

5 fe, (,t)? dadt.
R j=1

De (1.4.9) temos

T

R{[u (z,T) + u, (-.1:,’1‘)2] dzr < (2T+T3)‘£k[.f(:ﬂ,£)2dxdt,

que somado a (1.4.10) fornece

J {"u.? +u? + E] ul, + ng U2 L ug‘,xj} (z,T)dzx <

R =1 j=1

(1.4.11)

gmww@$PmN+§@@ﬁhm,

Um multi-indice @ € uma n-upla de niimeros naturais a = (@, ..., @) . Denotaremos
|a] = a; + ...+ a, e por 0* a derivada parcial de ordem |a| dada por

glal

dxan . ..0xTY

80
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Observando que

dloly 2
2 (31:3* ise Oy )

lal<2
> ()
1B1<1 ozl ... 3.1:?’

obtemos, a partir de (1.4.11) a seguinte desigualdade

J [ > (0%u(x, T))2 + ;321 (a@ut (x,T))E] dz <

R" ||af<2 181<

(1.4.12)
< (2T + TI“")O}n Y (aﬁf (z, it))2 dzdt.

Rn 8[<1

Repetindo-se o raciocinio, isto é, derivando-se a equagao sucessivamente e obtemos

la|<m |18]€m—1

LB evenre s @uen)]es
(1.4.13)
§(2T+T3)ff 3 (Baf(:z:,t))zd:cdt.

0 R™ |B|<m~—1

Observe que as integrais acima poderiam ser tomadas numa regiao R onde u se anule
em OR x [0,T]. Mais ainda, podemos trocar 1" por qualquer ¢, 0 < ¢ < T no lado esquerdo
de (1.4.13) obtendo

¥ (3°u(3:,t))2+ > (Bﬁut (:B,t))2 dz <

R™ [|aj<m |8l<m~1
(1.4.14)

T 2
<SEr+TH [ ¢ (8°f (1)) dzdt.

R" |B|€m-1

Esta estimativa é de fundamental importancia no capitulo 3 e é valida sempre que f
for uma funcao suficientemente derivavel.
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Capitulo 2

Unicidade de Solucgao para
Perturbacao da Equacao da Onda

Sejam a = a(z,t), b; = b;(z,t), i = 1,...,n e ¢ = c(z,t) fungdes infinitamente
derivaveis das variaveis ¢ € R" e t € R. Seja £u o operador diferencial definido por
m
Lu=uy — Au+ auy + Z biuz, + cu.

i=1
Denotemos u;, ., = u; € by41 = a. Entao o operador £u pode ser escrito como
n+1
Lu=uy — Au + Z biug, + cu.

i=1

Neste capitulo estudaremos unicidade de solugao classica do problema de Cauchy para
a equacao Lu = f. Seguiremos o estudo feito em [L], capitulo 4.

2.1 Notagoes e Hipoteses

Seja T' > 0 e (xo, ty) € R™! tal que ty > T. Denotaremos D o tronco de cone dado
por

D= {(:r,t) ER™L 0<t<T, |lz—=zo| < |t - tu|}.

Assim D é a parte do cone ||z — zp|| < |t — to| compreendida entre os planos ¢ = 0
et="T.
Para cada t, 0 <t < T, denotaremos ®, a regiao

D, ={(z,§) €Dr; 0<E<t}

16
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e para cada par ¢, {3 com 0 < t; < t < T. Denotaremos por D,,;, a regiao
,‘{)htn T ®¢2 — Dy, = {(T’:f) EDr; h<EL '52} .

Assim, se {g, ..., tx é uma colegao de niimeros reais tal que 0 = tg < t; < ... < tp_; <
< =T

k
Dr= U Deys (2.1.1)

i=1

Denotaremos por S a fronteira lateral de D, D, e D, para quaisquer ¢, ¢y, ty e T.
Para cada t, 0 < t < T, denotaremos §); a regiao plana

Q ={(z,§) €Dr; {=1t}.

Desta forma Qg e 0, sao respectivamente a base e o topo de todo D; com 0 < t < T.

Denotaremos v = (vy,...,Vn, ) 0 vetor unitdrio normal & fronteira de D;,0 <t < T.

Observemos que v; = 3? emSey=1emQ ey, =—1em Q.

Assumiremos que os coeficientes c e b;, i = 1,...,n + 1 do operador £ sao limitados
em R"t! isto é, existe uma constante positiva u tal que

b (2, 0)], le (z,t)] <'p, (,t) € R

paratodoi=1,...,n+1

Figura 5
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2.2 Estimativa de Energia

Consideremos a equacao diferencial homogénea £u = 0. Multiplicando-se ambos lados
da equacgao por u; e usando a forma divergente da equagao da onda obtemos

1 8 n n n+1
u;ﬁu:aa [u?+§;uzij| Uy +Zbuxut+cuut—0

i=1

ou seja

n n+1
div (—Qutun yoeey =g, ur + Z U:.-) +2 Z biug, us + 2cuu, = 0.

i=1 i=1
Sejam t; e ty tais que 0 < t; < ty < T' Integrando-se a tltima igualdade em Dy, €
usando o Teorema do Divergente obtemos

T=1g

n n+1
) (uf + glug‘) (z,7)dx +2 f { > baug,ue + cuut} (z,7)dzdT+

Qr T=t1 gtltg i=1

+ [ [—2 f‘, Uy, V; + (uf + i uf._‘_) ut] ds=0
=1

S 1=]

Agora observando que

-2 Z UgUg, Vi + (uf
i=1

concluimos

n+1

-2 / {Z btz uy + cu‘ut} (x,7)dzdT.
Diytg
Usando a desigualdade 2ab < a? + b* temos
—2bauguy < (—buz,)® + (u)? < c (uz‘ + uf) N =1l

onde ¢ é uma constante que depende apenas de p, logo

18




n+1 n+1

—2> busu<c), (ufci g uf) =
i=1

i=1
e portanto

n+1
=23 bugu < ¢ (u, +Z”z.

=1 i=

onde ¢; = (n+ 3)c.
Assim

=9 / (ni:lb u,,"ut) (z,7)dzdT

Diyey

Temos também

-2 f (cuwy) (z, 7)dzdT < ¢ ] (u2+u?) (z,T)dzdr

9']‘2 Qtltg

co f u(z,7)? dedt +

Diyty
+c2 / (ut+2u ) z,7)dxdT
Diyeg

e portanto

-2 / (cuwy) (z,7)dzdT < c2 / u(z,7)’ dedr +

Diyey




Levando (2.2.2) e (2.2.3) em (2.2.1) obtemos

/(ut-%Zu ) z,t)dz < /(ut—qu ) (z,t,) dz +

2, ,

+(c1 +¢2) fo (ut-i-Zu ) z,7 dm}d’r

t

T

+c f u(z,7) dzdr,

Diyey

ou ainda

f(uf-kZuzi) (Zle)de /(ut+zu ) z,t;)dz +
=1

+(c; + Cg)-? L/ (u2 +u? + guzt) (z,7) d:z:] dr

E] T

>

(2.2.4)

t2
Agora observe que u (z,t3) = u(z,t) + [u, (x,7)dr, logo
t1

u(z,t)? < 2 [u (x,t,)* + (fu; (:t:,'r)dr) ] :

1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na integral obtemos

t2

u(z,ty)” <2 [u(x,t1)2+ (t2 — tl)jm

4

Integrando-se em z a 1ltima desigualdade temos

f 'u.(:z:,tg)_2 dr <2 f u(z, ty) de + 2 (t, — tl)f (H/ u, (z,7)? da:) dr.

9(2 flgl tl

T

Combinando-se (2.2.5) com (2.2.4) obtemos

20
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Q{g [u2 +u?+ El uﬁi] (z,t9)dx < 29] uw? 4+ u? + gug] (z,t)) dz+
1y =

+(c1+e2+2(ts — tl))j?[f (u,2 +u? +§1 u?,‘_) (a:,‘r)d:r:] dr

t1 |0y

T

Seja y (1) = [f (ui’ +u? + i ugi) {7} d:e:] . Entao a 1iltima desigualdade pode ser
i=1

vista como

y(t2) <2y (ty) + (¢ +co +2(ty — tl))/y (1) dr. (2.2.6)

Fixemos t, e deixemos ¢, variar em t; < ty < t. Seja z () = max y (t2) entao
3 Y

2 (t) < 29(t)) + (e +cz+2(t—t1))/z(t)d'r

t1

ou seja

z(t) <2yt)+(ar+ca+2(t—t))(t—t1)2(t).

Para todo t tal que [¢; +co 4+ 2(t — )] (t — t;) < § temos
1
2(t) < 2y(ta) + 52 (t)
de onde segue 1z (t) < 2y(t;). Como y(t) < 2z (t) temos y (t) < 4y ().

Seja & > 0 tal que para todo t € [t),t; + 8] setem [c1 +ca+2(t —t1)] (t — 1) <
Entao,

1
3

f (u2 + uf + Zuz‘_) (z,t)dz < 4 / (u2 +ul + Zug‘,) (z,t1)dz (2:2.7)
i1 i=1

1971 szll

para todo t € [t;,t; + §].

Agora observamos que 6 nao depende de ¢, que foi tomado arbitrariamente em [0, T'[.
Logo tomando ¢; = 0 temos
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] (u2 11 u? L iui‘_) (z,t)dzx < 4[ (u2 + u? + i Ui.) (z,0)dz (2.2.8)
= 5

u i i=1
para todo t € [0, ).
Agora fazendo t; = § em (2.2.8) obtemos

/ (u? +u? + Zﬂi) (z,t)dz < 4/ (u2 + u? + Zuﬁi) (z,6)dx
i=1 L

Q i=1

para todo t € [§,26]. Combinando a ltima desigualdade com (2.2.8) obtemos

j (u? +up+ Y uf_,‘,) (z,t)dz < 42[ (u2 +ul + Zuﬁi) (z,0)dz
i=1

Q = o i=1
para todo t € [0, 26].

Dado T > 0, seja k o maior inteiro tal que k6 < T. Apds repetir o raciocinio acima k
vezes obtemos

/ (u2 +u? + Z“’Z.) (z,t)dz < 4* / (u2 +ul + Zuf.‘,) (z,0)dz,
i1 . i1

ﬂt QG

para todo t € [0,7]. Como k depende de T' e de 6, e § depende e c; e ¢, que por

sua vez dependem apenas de g concluimos que dado T' > 0 existe uma constante
C=C(T,p,n) > 0 tal que

] (u"‘ +u? + iuf:‘,) (z,t)dz < C/ (u,2 +u? + Zn:uii) (z,0)dz (2.2.9)
& i=1

Q‘ i=1
para todo t € [0,7].

Agora notando que quando ty tende para infinito a colecao 2, cobre todo o espaco
R™ concluimos a desigualdade

/ (u? et s uz) @ 0ds<C [ (’u2 ri i o u2) @0)ds  (22.10)
i=1 Rn i=1

Rn

para todo t € (0,7, desde que a integral do lado esquerdo (2.2.10) exista.
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2.3 Unicidade de Solucgao

Sejam a = a(z,t), b; = b;(z,t),i = 1,...,n e ¢ = c(z,t) fungdes infinitamente
derivaveis em R"*! tais que

la (z,8)], [b: (z,2)], | (z,t)| < p
para todo (z,t) € R*"*' e todoi=1,...,n.

Sejam ug = ug (z), uy = uy(z) e f = f(z,t) fungdes suficientemente deriviveis e
u = u (z,t) uma solugao classica de

( up — Au+a(z,t) u, + ib,:(a:,t)ux‘.+c(a:,t)u=f(.?;,t) zERet>0

i=1

u(z,0) = up(z) em R"

[ 2 (2,0) =u; () em R

Segue da estimativa (2.2.10) que o problema de Cauchy acima tem no maximo uma
solugao u . De fato, se u = u(z,t) e v = v(z,t) sao duas solugdes entdo a fungao
w = u — v € solugao de .

Lw=0 ze€R"* t>0,
w(z,0) =0 ze€R",
we (z,0) =0 = €R™

Agora observe que w (z,0) = w; (z,0) = w,, (z,0) =0,7=1,...,n para todo z € R".
Logo, de (2.2.10) segue que

w (z,t)*dz < C(T) / (w2 +w} + Zwi) (z,0)dz =0
R'l

=]

Bn

para todo t € [0,7]. Como w é continua, concluimos que w(z,t) = 0 em R" x [0,7].
Uma vez que T foi escolhido arbitrariamente, segue que w = 0 em R" X [0, 00).

Assim u (z,t) — v (z,t) =0, isto é, u =v em R" x [0,T).

O que acabamos de mostrar é apenas a unicidade de solugao. Faremos uso da unici-

dade para demonstrarmos a existéncia de solugao. Nesta dire¢ao a proposigao seguinte,
que é conseqiiéncia imediata da desigualdade (2.2.10), serd de grande utilidade.
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Proposigao 2.3.1 Suponhamos que os dados ug, uy e f sao suficientemente diferencidveis
e sejam T e r mimeros reais positivos. Sejam D, e D, 0s troncos de cone

Dy ={(z,t) eR™; |zl ST +r—t, 0<t<T},

D, = {(@,) € R™Y; Joll S (T+2r)—t, 0< < T},

e sejam Br,, e Brio, as bases de ®, e D, respectivamente.
Sejam u e v fungoes tais que

Lu=f em Dy e Lv=f em D,

com condi¢des iniciais ug e u; nas bases de D, e D, respectivamente. Entdo u |p,= v.
Em outras palavras, u é extensdao de v.

Demonstragao: Basta verificar que u |p, —v tem dados iniciais nulos na base de D e
termo forcante nulo em ;. Da desigualdade (2.2.10) segue que u |p, —v = 0 em D;.
Logo u |p,= v.
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Capitulo 3

Existéncia de Solucao

Sejam 2 um conjunto aberto e limitado de R™ e Q o cilindro Qg x (0,00) C R™*1.
Sejama = a (z,t),c = c(z,t) e b; = b; (z,t),i = 1,...,n fungdes infinitamente derivaveis
das varidveis € R" e t € R. Assumiremos que os coeficientes a, ce b; ¢ =1,...,n se
anulam fora do cilindro Q, isto é

afe.t)=c(zt) =b(zt)=0 1=1,....n

para todo t > 0 e todo z ¢ Q.
Seja L£u o operador diferencial definido por

Lu = uy — Au + aug + Zb,-u,,‘. + cu,
i=1
e seja N [u] (z,t) o operador definido por

N [u] (z,t) = aue + Y _ biug, + cu.
i=1

O objetivo deste capitulo é provar o seguinte

Teorema 3.0.1 Sejam ug, u; € C®(R") tais que up(z) =
f = f(x,t) € C®(R" x (0,00)) tal que f(x,t) =0, (z,t) ¢ Q
Cauchy

( 0,z ¢ Q e
0

problema de

il
Entao

fu=f(z,t) z€R", t>0
u(z,0) =up(z) ze€R"

w (z,0)=u () =ze€R"

possui uma tinica solugdo u que é infinitamente derivdvel.
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Observe que a unicidade de solugao foi provada no capitulo anterior. O restante deste
capitulo é todo dedicado a demonstracao do Teorema 3.0.1. As estimativas de energia
obtidas nos capitulos anteriores desempenharao um papel importante na demonstragao.

No entanto necessitamos ainda de uma estimativa para as derivadas de N [u] (z,t) e
uma desigualdade do tipo ” Desigualdade de Sobolev” que sera demonstrada no apéndice.
Iniciamos estimando as derivadas de N [u] .

3.1 Uma Estimativa para Derivadas de N [u].

Sejam a = (a4, ...,an) e B = (Bi,. .., ) duas n-uplas de nimeros naturais. Escreve-
mos B < asef; <a;,i=1,...,n. Seja O* a derivada parcial de ordem || = a1 +. ..+ an
dada por

Hlal

Um célculo direto fornece

N =3 (Z) FPaPu+3 T (‘;) 8 Pbuz + 3 (g) 0°Pcou,

p<a i=1 p<a p<a

onde a — 3 = (= f1,...,an—Pn) € (g) é o produto dos niimeros combinatérios

() Go):

Logo

bl < X (5) leralloru] + X T (5)lor=#n s,

Bl =1p8<a

+3 (5) el

BLla

Para cada t > 0 e cada multi-indice a seja

6(,0) = max(($)|orta a0, 5) 0w, 0], 3) e

T € fin:' ﬁs.ﬂ,izl,...,n}

|0*N [u]| < ¢ (t, @) ['83113\ + Z |Bﬂtsz l(’)ﬁu”
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Se l, é o niimero de elementos do conjunto {3 | # < a} ent&o o niimero total de termos
da soma em (3.1.1) sera A, = l,(n+ 2). Agora elevando ao quadrado ambos os lados

da desigualdade (3.1.1) e usando a desigualdade (a; + ...+ ay,)? < Aq (af +...+ a?\a)
obtemos

18N W) < M (¢, )? g [|a«@u,¢|2 Es Z |0z, + |a%,|2] (3.1.2)

Dado um inteiro positivo m considere o conjunto de todos os multi-indices « tais que
|| < m. Sejam
Kn =max{\,; |a| < m} e ¢, (t) =max{¢(¢,a); |a|] < m}.
De (3.1.2) segue
3 (0N < K0 5 5 [0+ 3 [0 + o]
lal<m la|<m BLa

ou ainda

3 16°N [W]|? < 2Kmdm ()2 | 3 [3ﬁm| + Y |aﬂu|] (3.1.3)

lal<m [Blsm [Blsm+1

Agora fazendo ¥, (t)? = 2Kmém (t)? e integrando se (3.1.3) numa regido limitada
R G R" obtemos

Y [|6°N [u) (z, 1) dz < ¥m (t)2{ S [|0%u (= t)| dz+ ¥ f|aﬁu(a:,t)|2da;}.
ja|<m R IBl<KmR IBl<m+1R (3 : 4)

3.2 Existéncia de Solugao de £u = f na Faixa
0=t <vli;

Neste paragrafo usaremos um método iterativo, introduzido por Schauder [S] no inicio
deste século, para construir a solucdo de £Lu = f numa faixa 0 <t < T.

Sejam Qq, uo, u; € f satisfazendo as condig¢des do Teorema 3.0.1. Definiremos indu-
tivamente uma seqiiéncia {u"} que convergira para a solugao procurada.

Seja u° (x,t) = ug(x) + tu, (z). Para cada k > 0 definimos u* como sendo a solugéo
do P.V.L.

27




uf, — Auk = —N[u1] + f(z,t), zER", t>0,

u* (z,0) =uo(z) =z €R",
uf (z,0)=u,(z) =zeR"

Note que os coeficientes de N [u"‘l] e f se anulam para todo t > 0 e = ¢ Q. Logo o

termo forgante —N [u""] + f também se anulard em tal regidgo. Como os dados iniciais

ug e u; se anulam fora de Qg segue da definicao de u* e do Principio de Duhamel que u*

se anularé fora da regiao gerada por todos os cones caracteristicos com vértices em Q.

T

J Lo

»

R
Figura 6

Fixemos T' > 0 e escolhamos um paralelepipedo R em R™ tal que Qy C Re u* =0 em
OR x [0,T]. Mostraremos que existe uma fungao u definida em R X [0, 7] tal que todas
as seqiiéncias de derivadas parciais de u* convergem uniformemente em R x (0,7 para
as respectivas derivadas parciais de u. Tal fungdo u satisfara o P.V.I. original na faixa
D<=

Consideremos a diferenca u**! — u*. Claramente u*+! — u* satisfaz o seguinte P.V.I.
para a equagao da onda

[ (u"“ —u") -A (u"” - u") =—N [u" - u"‘ll em R" x (0,00),

124

(u"“ - u") (z,0) =0 em R",

{ (uk'“ - u")t(m, 0) =0 em R™.

Seja m um inteiro positivoe t, 0 <t < T.

A estimativa (1.4.14) aplicada em u**! — u* nos fornece
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(80 (uk+l _ uk) (:c,t))z P (5 (3;3 (uH-l s uk)t(

Ja]sm |Bl<m—1

< (2t +8) nf I (8N [u* - w+] (2,7))" dadr

|Bl<m—1

Agora utilizando a estimativa (3.1.4) e observando que 2t +t* é crescenteem tet < T
segue que

5. @ e s 5 @), w0

|8l<m-1

<@ +T) [bna (P 1] (u* - u), (2, 7)

|B|<m-1R

< (max Ym—i (T)?

0<7<T

i 5 laﬁ‘(u —uk )(;c'rl]d:r}d"r

18l<m—1

Introduzimos agora a notagao

D (u)(t) = f [Hg 8%u (z,t)? |g|<,z_ Pu, (z,t) ] (3.2.1)

e definimos A (T') = (max Ym-1 (T )2) (2T + T?®). Logo a tltima desigualdade se trans-

0<T<T
forma em

t
®,, (uk“ f@m u —u*" (T) dr.
0

Para k =1 e 2 temos

& (




respectivamente. Logo

By (u® — ) (1) < A(T) ] (/\ (T)

&, (u! —u°) (T)dT)

Trocando se a ordem de integragao na integral iterada obtemos

0

Agora fazendo C (T") =Jnax, om ®,, (u! — u?) (t) e calculando-se a integral acima obtemos

Tic

= (3.2.2)

B (w1 — ) (1) < C (1) NT)*

Observemos que da definicao de ®,, em (3.2.1) segue que para cada t, /®,, (u) (t)

define uma norma no espago das fungées C™ (R), logo da desigualdade triangular e de
(3.2.2) segue que

Jj ! Tk+i-1
k43— k) K+ _ ykti-1) (4) < k+i-1
VP (uF —u g\/q» (ki — ukti=1) (¢ Z\}C(T (T) TR

para todo inteiro j.
Observando que o 1ltimo somatdrio acima é a diferenca das reduzidas de ordem
(k—1)+j ek —1 da série numérica




que é absolutamente convergente, concluimos que

lim V& (9 —u¥) () = 0 (3.2.3)

para todo k e todo t € [0,7]. Assim a seqiiéncia {u"} é de Cauchy na norma /®,, (u) (t)
uniformemente em t € [0, T].

Passemos agora a convergéncia uniforme das seqiiéncias das derivadas de {u" . Neste

ponto usaremos a desigualdade de Sobolev (A.2) demonstrada no apéndice. Para cada
funcao v de classe C* em R" vale

0% (@) < C(R) ] Y (0™ (2))%dz, |6 <1
R lrIStin
onde C (R) é uma constante que depende de R e de n.
Seja ! um inteiro positivo e m = [ +n. Entao para todo z € R e todo t € [0, 7] temos
|8%u (z,t)]* < C(R)/ > (0u (z,t))*dz (3.2.4)
R hl<m

para todo a; |a| < le

|07, (z,0)|" < C(R f T (0w (z,t)dz (3.2.5)
R hlgm-1
para todo 3: |B| <1 - 1.
Segue-se de (3.2.4), (3.2.5) e da definicao de ®,,, em (3.2.1) que

max {10 (z,1)|,|[#%u (z,1)|, (z,) € Rx[0,T], |o <1, |8 <1—1}
( \/——{)<t<T\/q)7

Agora aplicando (3.2.6) a diferenca u*+7 — u* obtemos

Iaauk+i (;1;1 t) == aﬂuk (x?t)l = C (R max \/@ (uk+3 o uk) (T)

0<T<T

para todo «; |a| <1 e todo (z,t) € R x [0,7],

0P (2,0) — P (3,0)] < O (R) gmax B (b3 — ) (7)

0<T<T




para todo f3; || < I—1etodo (z,t) € Rx[0,T]. Segue daqui e de (3.2.3) que "u* e 97uF
sao seqiiencias de Cauchy na convergéncia uniforme em Rx [0, T'] para todo 7y : |y| < 1—1.

Logo existe uma fungéo u definida em R x [0, 7] suficientemente diferencidvel com
derivadas continuas tal que

o — Nu

Iuf — N

uniformemente em R x [0, T para todo v tal que |y| <1 —1.

Suponhamos que ! seja maior ou igual a 3. Entéo u e u, possuem todas as derivadas
parciais nas variaveis espaciais até a ordem 2. Para concluirmos que u é de classe C? em

R x [0, T] precisamos verificar apenas que uy; existe e é continua. Para tanto lembremos
que

n
uf = Au* — aub? — Zb,-u’;‘__l —cu* ! 4 f(2,t) (3.2.7)
i=1

e observemos que o lado direito de (3.2.7) converge uniformemente em R x [0, 7] para
Au— N [u]+ f. Logo u¥, também convergira para u;;, provando-se assim que u é de classe
C?. Aplicando-se o limite com k — oo em (3.2.7) vemos que a fungao u € solugdo de
Lu= fem R x[0,T].

Para concluirmos que u é de classe C' basta verificar que existem e sao continuas em
R x [0,T] as derivadas mistas envolvendo derivadas na variével ¢ com ordem maior que
dois. Isto pode ser obtido derivando-se sucessivamente a equagao (3.2.7) em relacao a t e
observando-se que no lado direito de (3.2.7) figuram derivadas de ordem menor, que por
sua vez ja convergem

Assim concluimos que para cada ! existe uma solugao u de classe C' do problema
de Cauchy definida em R x [0,T]. A extensao de u para a faixa R" x [0,7] é feita de
forma trivial se observarmos que cada u* anula-se numa vizinhanca da fronteira lateral
de Rx[0,T]. Assim a solugao u do problema de Cauchy em R" x [0, '] teré a propriedade
de anulamento de u*, isto é, u se anulara fora da regiao gerada pelos cones caracteristicos
com vértice em (.

Agora utilizando-se da unicidade de solugdo verificamos que u é de fato de classe C*.
Seja u' a solugao do problema de Cauchy na faixa R™ x [0, T'] de classe C* e u'*! a solugao
de classe C't1.

Entdo a diferenca u't! — ' satisfaz o problema de Cauchy na faixa R" x [0,7] com
dados iniciais e termo forcante nulos. Como u't! — u! é suficientemente derivavel segue
dos resultados de unicidade discutidos no capitulo anterior que u'*! —u! = 0. Assim u' é

de classe C'*!. Prosseguindo com este raciocinio verificamos que a solugao de classe C?
do problema de Cauchy em R" X [0, T] é de fato de classe C*°.

1
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3.3 Existéncia de Solugao de £u = f no Semi-Espaco
t= 0.

A existéncia de solugao do problema de Cauchy

[ Lu=f(z,t) zeR", t>0,

) u(z,0) =up(z) ze€R",

w (z,0) =u; () z€R

\

€ mera conseqiiéncia do paragrafo anterior e da unicidade de solugao.

Seja u,, a solugao do problema de Cauchy na faixa R"x [0,v] v = 1,2, 3, ... e definamos
para cada x € R".

u(z,t) =u, (z,t) se t <w.

Vejamos que u é uma fungao bem definida. De fato dado (z,t) € R™ x [0, 00), seja vp 0
menor inteiro maior ou igual a ¢t. Entao o ponto (z,t) esta em todas as faixas R" x [0,m],
com m inteiro, m > 1. No entanto toda solugao u,, com m > vy, quando restrita a faixa
R"™ x [0, »], coincidira com w,, pois a solugao do problema de Cauchy em R" x [0, ] é
inica. Assim

Uy, (Iat) = Uyt (:L‘,t) ety

e conseqiientemente o valor u (z,t) é tinico e igual a u,, (z,1).

Que u satisfaz as condigoes iniciais em ¢t = 0 e a equacao £u = f (z,t) em R" x [0, 00)
segue imediatamente da defini¢ao de w.

Isto prova por completo o Teorema 3.0.1.
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APENDICE

Neste apéndice apresentamos e demonstramos de forma elementar uma desigual-
dade que poderia ser obtida do classico Lema de Sobolev [J]. A verséo que apresentamos
aqui é aquela apresentada em [K].

Lema 3.3.1 Para cadan € N, n # 0 e cada fungdo v € C™ (R") temos

p@P<CmR) [T 10 EPd, seRr

R lalgn

onde R € qualquer paralelepipedo [ay,by] X ... X [a,,b,] €

C(n, B) =TT [ a* + (- a¥].

i=1

Demonstragao: Demonstraremos por indugido. Seja n = 1 e v uma funcdo de classe
C! em R. Neste caso o paralelepipedo reduz-se ao intervalo [a,b]. Sejam z e £ pontos
quaisquer em [a, b] . Entao

v(z)=v(& + /v’ (s)ds.

3

@) < 0 ©]+ [ 1 (5)]ds,
13

e entao

[Io(oae < [ ©nde+ [ ] @asee,
! ; :

a

[0 ()] (b— a) < ]b|v(a)|ds+fbfb|v' (5)] dsd,

< jlv(£)|d£+(b—a)f|v' (s)| ds.

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
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o @) 6-a) < (b-a) (f| (.s)|ds) +(b-a) (b2 a)

a

ou seja

o (@)] < (& %(/w idﬁ) +(o- %(/w |d€)

<((b-a)% +(b-0a)?) f (lo (©)1 + v (&)*) d&] :

de onde segue (A.1) com n = 1.

Suporemos agora que (A.l) é valida para n = ¢ — 1 e provaremos para n = gq,
concluindo assim a indugao.

Seja v € C?(R?) e R = [ay,by] X ... X [ag,b,] C R? um paralelepipedo. Para cada
Zq € [aq, by) fixo, seja

R;, = {(xl:---:xq—lsxq) ERY a;<z; <Y, i=1,...,q-1}

A fungéo (zy,...,Zq-1) —> v (Z1,...,Zq-1,Z,) é de classe C? em R?™!, e portanto de
classe C?9! em R?~1. Logo por hipétese temos

|U(CC1, -y Lg— II:BQ)l <C( —711 qu / Z |6&U 611 }&’]‘—l:m(})l d&l qu_

Rz, lal<g-1

onde a = (ay,...,a1) € N"1. Observe que C (q - 1,qu) nao depende de z, pois
g-1 1
C(2-1,Rs,) = T [ —a)72 + (b — a))?]

i=1

Agora observando que cada 9%v (£, . . ., &1, %) é uma fungao de classe C'! na variével
z, € usando o caso em que n = 1 temos

|80'U (51,- i sgq—l;wq)lz S

((bq = Gq)—% 2 2 (bq = aq)%)t:‘: [laav (fl, i :Eq)lQ + |80Uz" (&1: iy ’Eq)|2] qu

para todo z, € [aqg, by|.




Logo, combinando as duas 1ltimas desigualdades obtemos

o @1, 2)[* < ((bg — aq)™* + (bg — 00)?) C (¢ = 1, Ra,)

S (16% € o, I 0%, (61 e )

Rz, 9q lal<g-1
para todo z € R. Majorando o iltimo integrando por ¥ |0%v (&, ... ,5,,)|2 obtemos a
lal<q
desigualdade desejada, isto é,

|U (Cﬂl,...,.‘Bq)|2 S C(‘LR)/ Z |8av(£11"-1€Q)|2d£h"'wd£q
R lal<q

para todo z € R. 0O

Suponhamos que a funcao v do lema anterior seja de classe C* (R") e [ seja um inteiro
positivo. Entao para cada multi-indice 8 = (8i,...,,) com |B| <l a derivada parcial
v é de classe C*® (R") e portanto

|0 (@)|* < ¢ (n, B) [ Y [0**#(¢)| de, zeR

R lalgn

onde R é um paralelepipedo qualquer. Observando que

Y et < T 10w er

lal<n lvI<i+n

concluimos

Po@[ <cmR) [ T (o0 d

R hilg4n

para todo z € R e todo ; |B] < L.
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