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RESUMO

Neste trabalho provamos existência e unicidade de solução do problema de Cauchy

( n É

uu — Au +a(t,t)u+ > bi(t,t)uz,+e(t,t)u=f(x,t), zERM, t>O
1=1

uí(r,0) = up (rx) em R”,

| u:(t,0) =u1(r) em R"

para dados iniciais infinitamente deriváveis e com suporte compacto. Assumimos que os coefi­
cientes e o termo forçante são infinitamente deriváveis e se anulam fora de algum cilindro em
Ret,
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ABSTRACT

Is this work we prove existence and uniqueness of solution of the Cauchy problem
( n

um — Au t+a(r,t)us+ SD) bi(x,t)uz, +e(tn,t)u=f(xn,t), x ER, t>O
i=1

$ u(r,0) = up (r) em R",

| ur(r,0) =u (7) em R"

for initial data infinitely differentiable with compact support.

We assume that the coefficients and the forcing term are infinitely differentiable and vanish
outside some cylinder in R"+º,
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INTRODUÇÃO

Uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem a coeficientes constantes
é uma equação diferencial da forma

> Xijaças:6DE + NAdE" = (1)
1,j=1 i=1

onde os coeficientes a;;, (À; e 7 são escalares (reais ou complexos),a;j; = aj; e o termo
forçante 6 é uma função das variáveis independentes 61,...,&.

Tais equações são classificadas de acordo com o comportamento da matriz [a;;] dos
coeficientes da parte principal. Sejam À1,...,Àv os auto­valores da matriz [a;;]. Se
À1,­.., Ày são não nulos e todos, exceto um deles, possuem o mesmo sinal, dizemos
que a equação é hiperbólica. Neste caso existe uma transformação linear invertível de
coordenadas

(E11..., E) — (1... Tn t), n=pv—l

tal que nas coordenadas (x1,...,Tn,t) a equação (1) tem a forma

Pu a, 2, Ou
=

"&

ondea,ceb;,i=1,...,nsão constantes e d uma nova função das variáveis (x1,...,Tn,t).
O exemplo mais conhecido de equação hiperbólica a coeficientes constantes é aquela

em que a = c = 0,b;=0,i1=1,...,n. Neste caso a equação (2) se reduz à equação da
onda

(3)

Assim toda equação diferencial parcial linear hiperbólica a coeficientes constantes
pode ser vista como uma perturbação da equação da onda.

O problema de Cauchy para equação (2) consiste em determinar a solução da equação
(2) no semi­espaço x = (x1,...,tn) E Rº,t > O, satisfazendo um par de condições iniciais.
Mais precisamente, dadas as funções up = uo (x), 1 = u1(r) ed = d(ír,t), x E R”,
t > O, determinar u = u(r,t), xr E RP, t > O tal que u satisfaça
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ulr,0) =uo (x), xER

| & (2,0) = mu (0), x ER”
O estudo do problema de Cauchy (*) consiste em determinar se o mesmo é bem posto,

isto é, se para os dados u,, vu, e d existe a solução u, se ela é única e se depende contin­
uamente dos dados. Um tal estudo é feito em [BJS] e [J] utilizando­se como ferramenta
a Transformada de Fourier.

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para uma equação similar à equação
(2) porém, com coeficientes variáveis. Assumimos que os coeficientes a, e, bi, it=1,...,n,
e o termo forçante d são funções reais de x e t, suficientemente diferenciáveis e se anulam
fora de um cilindro de R"*º!,

Verificamos que dadas as funções u, e ui suficientemente diferenciáveis e anulando­se
fora de um conjunto limitado de R", o problema de Cauchy

f LE +) F+X bo, t) LL +e(t,tu=d, ER, t>0
uír,0) =w(r), reR"

| (7,0) =m(z2), zeER"
possui solução única.

O estudo do problema (**) via Transformada de Fourier nos levaria à Teoria dos
Operadores Pseudodiferenciais. No entanto pelo fato da equação ser uma perturbação da
equação da onda, o estudo de (**) pode ser feito sem o conhecimento de tais operadores.

No estudo que fazemos aqui utilizamos resultados básicos da teoria clássica da equação
da onda, uma estimativa de Sobolev e um método iterativo introduzido por Schauder [S],
[KS] no inicio deste século,

No capítulo 1 fazemos um resumo, sem demonstrações, dos resultados sobre a equação
da onda que serão utilizados nos capítulos posteriores. Deduzimos neste capítulo algumas
estimativas de energia para soluções da equação de onda.

No capítulo 2 estudamos unicidade de solução do problema de Cauchy (**) bem
como obtemos algumas estimativas de energia necessárias na demonstração da existência
de solução.

No capítulo 3 provamos existência de solução pelo método iterativo de Schauder
seguindo o estudo do caso em que n = 3 feito em [BJS]. Neste capítulo fazemos uso da
desigualdade de Sobolev, que demonstramos de forma elementar no Apêndice, seguindo
[K].
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Capítulo 1

A Equação da Onda

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados básicos sobre a equação da onda que
serão utilizados no restante do trabalho.

Discutiremos o problema de Cauchy para a equação da onda homogênea apresentando
as fórmulas explícitas para a solução. Em seguida estudaremos o princípio de Duhamel
para resolver o problema não homogêneo e finalizaremos estudando o método da energia.

1.1 O Problema de Cauchy

Seja R" o espaço Euclidiano das n­uplas de números reais 7 = (r1,...,Tn) e seja
= u(r,t) uma função de n+ 1 variáveis, (1,t) = (t1,...,m,/t), z ER, te R.

n dºu2 .. + ,Denotaremos u; = & , Un = St e Au o Laplaceano de u na variável x, isto é, Àu = : Bt
v

Denotaremos R"*! o semi­espaço de R"+! onde t > O.
O problema de Cauchy para a equação da onda consiste em determinar uma função

real u definida no fecho Rt*' do semi­espaço R'*!, satisfazendo

un — Au = f(x,t) em R$*º,

uír,0) = uo(r) em R”,

u; (27,0) = uv) (x) em R"

onde f, up e ui são funções conhecidas. O par de funções uo e u, são chamados dados

iniciais do problema.
Tal problema surge de uma situação física onde se tem ondas propagando num meio

elástico (infinito) com velocidade constante igual a um. À função u = u(x,t) descreve
a posição da partícula xr no instante t e uq e ui descrevem respectivamente a posição

­
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e a velocidade da partícula x no instante inicial t = O, O termo forçante f (x1,t) é a
intensidade de uma perturbação externa.

À noção de solução estudada neste trabalho é a de solução clássica, isto é, procuramos
uma função u que seja suficientemente derivável e que satisfaça a equação bem como as
condições iniciais.

À regularidade da função u dependerá da regularidade dos dados iniciais e do termo
forçante f.

1.2 O Problema de Cauchy para a Equação Homogênea

Seja N) um domínio de R", n > 1. Seja m um inteiro positivo. Denotaremos C"(9))
o conjunto das funções definidas em 5) que possuem derivadas contínuas até a ordem m.
Denotaremos C""(N) o conjunto das restrições à 1) das funções de C”(Ns), onde O, é
uma vizinhança de 9.

Passemos à discussão do problema de Cauchy para a equação da onda homogênea:
un — Au = O. As demonstrações dos teoremas abaixo podem ser vistas em [F|.

Iniciemos com a equação da onda unidimensional.

E 4

Teorema 1.2.1 Se up € Cº (R) eu, E Cº (R), a solução do problema de Cauchy

Un — Uzs =0 em R?,

uír,0) = un(r) em R,

ui (x,0) = ui (x) em R.

é a função u = u(x,t) E Cº (Rº) dada por
r+t

u(r,t) = [vo (a +t) +uo (a =] +32 fm (s)ds.
xt

o

A fórmula (1.2.1) é chamada fórmula de D'Alembert e fornece algumas informações
importantes a respeito da função u. Se os dados iniciais são up E C" (R) e ui € CM" (R)
então u E CM" (Rº), m > 2. Se os dados iniciais são ambos nulos fora de um conjunto
K CR então a solução se anulará fora da região do plano coberta por todas as retas com
inclinação +1 passando pelos pontos de K (figura 1).
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Figura 1

A fórmula de D'Alembert é usada na dedução da fórmula explícita da solução do
problema de Cauchy em dimensões superiores. Neste caso usa­se a noção de média
esférica de função para reduzir o problema de Cauchy em dimensões ímpares, n > 3, à
um problema unidimensional. Para dimensões pares, n > 2 usa­se o Princípio da Descida
de Hadarmard, para reduzir a um problema em dimensão ímpar [J], [F].

Seja S, (0) a esfera de raio unitário e centro na origem de R". Seja wr a área de S, (0).
E

Teorema 1.2.2 Suponhamos que nº seja ínpar en > 3. Se um €E Cc (R) em E
CE (R") então a função dada por

1 8/18) noEra (75) t 1 E TATO) +uír,t) = T

(35) = f m+tydo(y (122)
S1(0)

está em C? (R$) e satisfaz o problema de Cauchy
un Au=0 em R$*º,

uír,0) =un(t) em R”,

u; (x,0) = vu, (x) em R”.
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Uma demonstração deste teorema pode ser visto em [F], paginas 218 ­ 225.
A fórmula (1.2.2) é uma das chamadas fórmulas de Kirchhoff e mostra claramente

o fenômeno conhecido como Princípio de Huygens. Note que o valor de u em um dado
ponto (x,t) dependerá somente dos valores dos dados iniciais ug e u, sobre a esfera de
centro em r e raio t. Assim se u?o e ui são nulas sobre esta esfera o valor de u em (x,t)
também o será. Logo, se os dados iniciais ug e ui se anularem fora de um conjunto
K CR" então a solução u = u (r,t) se anulará fora da região de R!*! gerada por todas
as superfícies cônicas com vértice em K e geratriz de inclinação 1 (figura 2).

N

Figura 2

SereK et é suficientemente grande então u (x,t) = O. Este fenômeno, conhecido
como o princípio de Huygens, não ocorre quando n é par. Neste caso, temos o seguinte:

Teorema 1.2.3 Suponhamos que nº seja par, n > 2. Seu E Cc (Rº) em E Cc (R”),
então a função

n—2

2 fo 1 o Es | / uplx+ty= Z[22) ; volattv)qulz,t) 135... .(n— Dun o (15) po, VP y*
1

10 BR ”
10)?

na [ MET) 1.2.(15) eo | o (1.2.3)



está em Cº (R4+!) e satisfaz o problema de Cauchy

[ un = Au=0 em R$),

uír,0) = up(r) em R”,

| us (r1,0) =) (r) em R”.

Aqui B, (0) denota a bola unitária de R" com centro na origem e |y| denota a norma
euclidiana de y E R". O

Uma demonstração deste teorema pode ser vista em [F] pag. 225 ­ 227.
A fórmula 1.2.3 é também uma das chamadas fórmulas de Kirchhoff. Note que agora,

o valor de u num dado ponto (x,t) depende dos dados iniciais restritos à bola de centro
em 0 e raio t. Assim se os dados iniciais se anulam em tal bola então u se anulará no
ponto (x,t). Se os dados iniciais up e ui se anularem fora de um conjunto K, K Cc R”,
então a solução se anulará na região fora da união de todos os cones (sólidos) com vértice
em K e geratriz de inclinação 1, (figura 3).

Á

N

Figura 3

Note que ao contrário do que ocorre quando n é ímpar, sex E Ket>0ovalor deu
em (z,t) pode não ser nulo, mostrando que o princípio de Huygens não é válido quando
n é par.

Nos Teorema 1.2.2 e 1.2.3 a regularidade exigida dos dados iniciais é a mínima para
fornecer uma solução em C? (Rt*º ) . Se os dados iniciais tiverem mais regularidade que
aquela exigida nos teoremas acima, teremos soluções mais suaves. Se eles forem infinita­
mente deriváveis a solução também o será.
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1.3 O Problema de Cauchy para a Equação Não­
Homogênea

Sejam v e w soluções dos problemas

vu — Au = f (r,t) em Rtº,

vír,0) =0 em R",

vi(r1,0) = 0 em R”,

wu — Aw = 0 em R$*º,

w (0,0) = uo (a) em Rº, (2)

wi (x,0) = vu) (xr) em R”,
respectivamente. Usando­se a linearidade da equação da onda vemos que a função u =
v + w é solução do problema

un — Au= f(4£,t) em RM),

u(s,0) =uo(x) em Rº, G)

u; (x7,0) = uv) (x) em R”.
Como já conhecemos a solução do problema (2) vemos que para resolver o problema

(3) é suficiente resolvermos o problema (1).
No que segue usaremos a notação [r], r € R para denotar o maior inteiro menor ou

igual a r.

Teorema 1.3.1 Suponhamos que f E CIP/2H1 (R"+1), Para cada s > O seja z(x,tis) a
solução do problema:

Z2tt — Az=0 em RH,

z(17,0;5) =0 em R”,

21 (1,0;8) = f(r,s) em R”.
Então a função

t

víx,t) = /z&t­ss9)as
f)
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está em C? (R$) e resolve o problema de Cauchy (1). O

Este teorema é conhecido como Princípio de Duhamel e sua demonstração pode ser
vista em [F], pag. 229 ­ 230. Utilizando a fórmula explícita de z dada pelas fórmulas de
Kirchhoff (1.2.2) e (1.2.3) obtém­se explicitamente a solução de (1) e conseqiientemente
do problema (3).

Suponhamos que exista um conjunto K C R" tal que uo (x) = u1 (x) = O para todo
x1ÉKef(r,t)=0 para todo rg KetodotER. Neste caso a solução u do problema
(3) se anulará na região indicada na figura 3. De fato, isto se verifica para w, pois w
é solução do problema de Cauchy para a equação homogênea. Da mesma forma isto se
verifica para cada z(.,.;s). Para ver que vu se anula em tal região basta observar que lá,
o integrando em (1.3.1) é identicamente nulo.

Resumindo a discussão deste e dos parágrafos anteriores podemos enunciar o seguinte

Teorema 1.3.2 Dados f € cla (R"+!), uf e ui com regularidade estabelecida nos
Teoremas 1.2.2 e 1.2.3 conforme n seja ímpar ou par respectivamente, então o problema
de Cauchy (3) tem solução u E C? (R$) dado por u = v+w onde v ew são as soluções
dos problemas (1) e (2) respectivamente. O

4

Se os dados uo, ui e f possuírem mais regularidade que aquelas estabelecidas no
Teorema 1.3.2 a solução será mais regular. Se os dados forem infinitamente diferenciáveis
a solução u também será.

No próximo parágrafo discutiremos unicidade de solução dos problemas de Cauchy
homogêneo e não homogêneo.

1.4 O Método da Energia

Neste parágrafo estudaremos a unicidade de solução do problema de Cauchy para a
equação da onda utilizando o método da energia. Tal método consiste na obtenção de
identidades e desigualdades integrais que permitem comparar a energia dos dados iniciais
com a energia da solução num instante posterior.

Seja u = u(xr,t) uma solução clássica da equação

un — Au=f(r,t), reR", te R, (1.4.1)

onde f é suficientemente derivável.. Multiplicando ambos os lados de (1.4.1) por u;
obtemos
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UfUg — DT UsUZia, = US (T,t). (1.4.2)

:; ; — 12 2 — 8Observando as identidades uu, = 32 (u)', usa, = Da; (UtUs;) — 3a (uz) e
levando­as em (1.4.2) obtemos

10 á 228t É +2 = 2:E (usuz,) = uf(x,t). (1.4.3)

. — =
.Seja F = F (x,t) o campo vetorial em R"*! dado por

F (x,1) = (tuna: o mi a [od
—

e div F (x,t) o seu divergente. Então a equação (1.4.3) pode ser escrita na forma

divF (x,t) = uf (x,t). (1.4.4)

No que segue nós referiremosà equação (1.4.4) como forma divergente da equação da
onda não homogênea (1.4.1).

Consideremos agora o problema de Cauchy não homogêneo

— Au = f(r,t) em R*!,

uír,0) = up(r) em R”,

ut (27,0) = ui (x) em R”.

Em todo este parágrafo assumiremos que os dados uo, vu, e f possuem regularidade
mínima para garantir a existência de solução clássica, isto é, os dados deverão ter pelo
menos a regularidade mencionada no Teorema 1.3.2. Assumiremos também, que existe
uma região limitada O) C R" tal que;

uo (x) = u) (17) = 0 ser É O, (1.4.5)

S(r,t)=0 ser gNet>O0. (1.4.6)
Considerando que a solução será nula fora da região formada pela união de todos os

cones (sólidos) com vértice em 1) vemos que para cada T > O existe uma região limitada
R CR" tal queN CC Reu(x,t) = O para todo z na fronteira OR de Retodot, 0<t<T
(figura 4). Podemos, sem perda de generalidade, assumir que OR é suave.

Po

8
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Figura 4

Proposição 1.4.1 (Conservação da Energia) Sob a hipótese (1.4.5), a solução do pro­
blema de Cauchy para a equação homogênea satisfaz

/ [e (1,1) +2 (x, ny| de= E (2)º + >e cy dz
R"” Ro

para todo T > OQ.

Demonstração: Dado T > O seja R C R" a região onde u(r,t) = O para x E OR e
0<t<T. Integrando­se (1.4.4) no cilindro R x [0,T] C R"*! e observando que f/ = O
obtemos

T
—"/div F (x,t) drdt =0.

Ro

Usando o Teorema da Divergência no cilindro R x [0,T] e observando que u = O em
OR x [0,T] obtemos

: / E (e 1) +3>% (a, 7) de=2/ [e (5,0)º + 3 us, (2,0)º| dr =0.i=1R

Agora observando que u; (x,0) = u, (x) e uz, (1,0) = $ (x) e que os integrandos daTi

última igualdade são nulos em R" VR concluímos a demonstração. O
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Proposição 1.4.2 Se os dados iniciais ug e ui são identicamente nulos em R" e f
satisfaz (1.4.6) então a solução do problema de Cauchy satisfaz

n
T

x,
TJ?

uz, (D, *ldr< x, 2 doSer +X atra <2ar/[s 2 dadti=1 o Rº

para todo T > O.

Demonstração: Procederemos como na demonstração da proposição anterior inte­
grando (1.4.4) em R x [0,T], de onde obtemos

i=1
3 [e (8,1) +X us, (6, 7y| dr = Í fu (2,0) f (2,0) dxat,

R O R

pois uo = ur = 0 em R"”. Usando a desigualdade de Cauchy­Schwarz na última integral
obtemos

2,7 21 FT 2 PT 21 fe(s7) + E Um (x,T) Jaz < ([futo died!) (f1s6o dado, 1/2

1/2< (fN" É (x,t)º+ s (x o axa) (fSSf(z 0º dad= Fe t , & Fo , FA ,
(1.4.7)

Logo

n
—1/2

ns( 1 e (&,t)º + Ux; (a ey" dade) Se ET +> uz, (2, Ty'| dr <
T 1/2< (111 6/0? dad, :

A última desigualdade permanece válida se em vez de T tomássemos qualquer s com
0<s<T,ou seja

3 ( SJ (x,t0)º + > Uso, (5,27 | dadt)OR i=1

1/2
n" E (x,s)º + > uz, (q, sy'| dr <

R i=1

:
1/2< (Itsdzdt) :

Agora observando que a última desigualdade pode ser reescrita como
”

10
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E s n
1/2 s 1/2s |f f [e (8,0) + Dus, (6,9 asa) < /fFetiana) ;

que integrado em relação a s, no intervalo 0 < s < T fornece

"
n

12 qo ”(//a) + us, (e, dado) < /(] [160 aa) i ds
O R

<T (Í/ rettana) ” (1.4.8)
Usando (1.4.8) em (1.4.7) obtemos

2[e (8,7) + Dis, Ty] de <T |Íff, 9 ando) |
concluindo a demonstração.

”

Agora combinando as Proposições 1.4.1 e 1.4.2 podemos estabelecer o seguinte

Teorema 1.4.1 Sejam uo, ui e f funções suficientemente diferenciáveis satisfazendo
(1.4.5) e (1.4.6). Então a solução u do problema de Cauchy

un — Au=f(x,t) em RI),

u(r,0) = up(r) em R”,

u: (x7,0) = ui (x) em R”,

satisfaz

/ [e (e) +3>%, (e 7) dr < 2" E(+dr +
Rn

+4T (/ / fz, vaza)
O Rº

para todo T > OQ.
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Demonstração: Seja v a solução da equação não homogênea com dados iniciais nulos
e seja w a solução da equação homogênea com dados iniciais uo e ui. Então u é escrita
como u = v + w e valem

f É (x, T)º + Des, (x, ny | dr < nf /s (x,t)º drdt
Rº O Rº

J/ [o (x,T)º + Sus, (x, ny | dr =" [a (x)º + >Da ey dr.i=]1

Z [o (x, TJ? + > Ux, (a, TY| dr = f[(vi(z,T)+w: (x,T))? +
n i=) KR»

+ 2 (04 (2,T) + us (8,7)da

[os (x,TY? + »* ve (a, T'| dr +) E (x, T) + Us, (x, 7y| da |

/f E (2)? + >= cy dr +
Rº

[e (x,T)º + Ds, (x, ny | dr <2
+4T Í / f(x,t)º dxradt

O Rº

como desejado. O

Vejamos agora como a unicidade de solução segue da Proposição 1.4.1. Suponhamos
que o problema de Cauchy para a equação não homogênea com dados iniciais ug e uj
tenha duas soluções; u e v. Seja w a diferença u — v. Logo w satisfaz o problema

Wu — Aw = O em R$1*º,

w(r,0)=0 em R”,

ww, (17,0) =0 em R”.

12
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Da Proposição 1.4.1 segue que

/ [e (x, T)º + SU, (e 7) dr =0
Rº i=)1

Logo, para cada T > 0 e cada x E R"º

ur, (x,T)= ww", (1,T)=0, isl...,n.
Assim w é constante. Como u (7,0) = O segue que w = 0.
Logo u = v, isto é , a solução é única.
Nosso objetivo agora é explorar a desigualdade da Proposição 1.4.2 e obter outras

desigualdades que nos serão úteis no resto do trabalho. Suponhamos que u., wi e f
satisfaçam as condições da Proposição 1.4.2 e u seja a solução do Problema de Cauchy.
correspondente.

Do Teorema Fundamental do Cálculo temos

" | [us (x,t) a”fut,TY dr =
Rº R&» lo

pois u(r,0) = uo(x) = O. Usando a desigualdade de Cauchy­Schwarz e a Proposição
1.4.2 obtemos ­

fu TY dz < r[ futsyam=T] | [ue dt
RR"

T t

2 | T T

2 |< 7 1EÍ [re drds au st) 2 [s6%9) drds| dt
T

=
2

:r//1e s) dxds
Trocando s por t na última integral podemos escrever

fu,T)ºdz < 1º /1edodt.
R" O Rº

Assim da Proposição 1.4.2 e da última desigualdade segue:

T

/ É (1,1) +ula,1)+S us, (8, ny | dr < (2T +Tº) / / f (x,t)º doadt.
Ro =! O Rº

­

13
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Suponhamos que f seja suficientemente regular para que possamos derivar em relação
a 1; a equação ux — Au = f (x,t). Logo a função uz, satisfaz

(45), "” Aus; = fa; em R$"),
uz, (1,0) =0 em R",

uUz,t(x1,0) =0 em R".

Logo a estimativa (1.4.9) aplicada a uz, fornece

n
T

/ P (x, T)º +usaila,T)º +NX usa, (É, ny| dr < (27 + Tº) ff (x,t)º drdt
Rº i=1 O Rº

De onde segue

Ela (o 7 + Bus (1,7)? + 5 tn, (a, 7)" doRº |j= i=1 j=1l

<(27T4+TIYS SS fa (0,002 deat.
O Rº j=1

De (1.4.9) temos

/ lu (x,T)º + us(g, TY| dr < (27 +1(x,t)º drdt,
RR"

que somado a (1.4.10) fornece

Le +ut+ 20, + EA. +S Si) e) sRº i=1 j=

(14.11)

<(2T +TS V (1,8) + fa (0,| dadt,
Um multi­índice a é uma n­upla de números naturais a = (041,...,an). Denotaremos

la] = a, +... + an e por 0º a derivada parcial de ordem ja] dada por

E
EA

a”Oren,,. Ox]

14



Observando que

ale ) ?&(57 .. 8x
2

2 2So fg | = u+)0uLfn ÊB t xj5t)[8l<1 (az Or o
obtemos, a partir de (1.4.11) a seguinte desigualdade

JS | > (Sºu(x,T))º + f (um(e) dr <Rº [|al<2 |el<

(1.4.12)
T 2

<(2T+T%) IS E, (HS (x,t)) deadt.R"º|

Repetindo­se o raciocínio, isto é, derivando­se a equação sucessivamente e obtemos

lal<m |8)am­1Z | yY (Lulz,T))º + E (Pu (x, n)| dx <
(14.13)

<ET+TISS E (8º (x,t)) dodt.
O Rº |olám­1

Observe que as integrais acima poderiam ser tomadas numa região R onde u se anule
em OR x [0,T]. Mais ainda, podemos trocar T por qualquer t, O < t < T no lado esquerdo
de (1.4.13) obtendo

S|> (Gula) +Rº [Jal<km f (Su (x, o) dr <alám­

(1.4.14)

< (2T +Tº) (9ºf (x,t))”* dat.
R" |Bj<m­—1

Esta estimativa é de fundamental importância no capítulo 3 e é valida sempre que f
for uma função suficientemente derivável.
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Capítulo 2

Unicidade de Solução para
Perturbação da Equação da Onda

Sejam a = a(xr,t), bi = bi(rt,t), é = l,...,.nec=c(r,t) funções infinitamente
deriváveis das variáveis r E Rº et E R. Seja Lu o operador diferencial definido por

£u = u, — Au + au, + 3 bjuz, + cu.
i=1

Denotemos uz,,, = u: € by1 = a. Então o pperador £u pode ser escrito como

n+1

Lu = un — Au + x» bjuz, + cu.
i=1

Neste capítulo estudaremos unicidade de solução clássica do problema de Cauchy para
a equação fu = f. Seguiremos o estudo feito em [L], capítulo 4.

2.1. Notações e Hipóteses

Seja T > O e (xo,to) E R"!! tal que to > T. Denotaremos Dr o tronco de cone dado
por

Dr =[(8,0) ER, 0<t<T, le xo <|t—tol).
Assim Dr é a parte do cone ||x — xoll < |é — to] compreendida entre os planos t = O

et=T,

Para cada t, O <t < T, denotaremos D, à região

D, = (1,6) E Dr; O0O<E<t)

16
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e para cada par 41, 12 com 0 <t; <t2 < T. Denotaremos por Dry,1, à região

Dut = Di, = Di, = ((x,6) EDr; H <ES< ta) .

Assim, se to, .. . ,tx é uma coleção de números reais tal que 0 = tg < 11 <... < tr1 <
<t,=T

k

Dr = Ux (2.1.1)
i=1

Denotaremos por S a fronteira lateral de Dz, D, e Di 1, para quaisquer t, t7, ta e 7T.
Para cada t, O < t < T, denotaremos S; a região plana

N, =((1,6) E Dr; E =).

Desta forma So e Nt; são respectivamente a base e o topo de todo O; com 0 <t <T,

Denotaremos v = (11,...,Vn,M) O vetor unitário normal à fronteira de D,, 0 <t <T.

Observemos que 4, = 2 em Seur=lemNijeumr=­1em$S.
Assumiremos que os coeficientes c e bi, 1 = 1,...,n + 1 do operador £ são limitados

em R"*!, isto é, existe uma constante positiva 4 tal que

Ibi; (x,t)|, le(x,t)| < un, (1,t) ER
para todo à = 1,...,n+1

Figura 5
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2.2 Estimativa de Energia

Consideremos a equação diferencial homogênea £u = 0. Multiplicando­se ambos lados
da equação por u; e usando a forma divergente da equação da onda obtemos

1 8 n n Gs) n+l

uu == Ju? + YX ut |— x» (ur,ti) + > biuz,Ue + cuu, = O,20t *? i=1 Or; i=1t=1

ou seja

n n+ldiv (2uc, ue — QU UF, U +2 +2 >» biuz,Uue + 2cuu, = O.
t=)] i=1

Sejam t, e ta tais que O <t7 < ta < T. Integrando­se a última igualdade em Dy1, e
usando o Teorema do Divergente obtemos

T=t2
n n+l" («? + ul) (x,1) dz +2 / Í > biuz,Ut + cum | (x,17) drdr+

97 T=t1 Dug 4

+/f |­2 > ULUZVi+ (+? + > 2) | ds = O; i=1Ss i=1

Agora observando que

n n

2 2—2S  uuz Ui + É + Su ;
concluímos

/ (+) (x,ta)dz < / (+34) (x,t1) dr —
oa

i=1 Qu

n+1—2 N (> bjuz,Ue + cus (x,7) drdr. (2.2.1)
i=1

Dito

Usando a desigualdade 2ab < aº + b? temos

—2bjuzui < (—bjuz,)º + (Mm) <ec (ul, + ut) , i=1,...,n+1
onde c é uma constante que depende apenas de 41, logo

18

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”". 12 13 14 15 16 17 18



n+l n+1

—2 > bug<c)” (ul, +uf)=c
t=) i=]

e portanto

n+l

—2) buzgum < O
i=1

onde c7 = (n +3)c.
Assim

2 N (SEtrusu) |) 2,7) axar < ( ! À (x,7) dxdr
Deta

2) (x,T) é dr
(2.2.2)

Temos também

—2 f (cum) (r,7)drdr < c, / (u? +u?) (x,1) drdr
Dita Dita

< e / u(x,T1)º drdt +
Dito

n+c2 / («2 +e) (x,17) drdr
Dito i=]

e portanto

—2 / (cuu,) (t,7)drdr < co / u(x,1)º drdr +
Dt1to Dito

t1 T

(2.2.3)
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Levando (2.2.2) e (2.2.3) em (2.2.1) obtemos

/ (e? +Y2) (r,ta)dr < / («2 +Y) (x,t1) dr +
i=1 ão ­

+(ei+ co / («2 + E) (2,7)e dr
t1 r

+c2 f u (x,7)º drdr,
Dito

ou ainda

1

+(a +2 / (e +ut+>) (x,7) as dr
T

=

ta
(a? + >2) (x,ta)U%z < / (a? + >2) (x,t1) dr +i=]1 fa =

F (2.2.4)

tAgora observe que u (r,t2) = u(r,t1) + fu (x, 1) dr, logo
t1

ulxr,t)º <2 E (x,t1)º + (fe (x,T). | :
1

Usando a desigualdade de Cauchy­Schwarz na integral obtemos

tau(x,ta)º <2 É (x, t1)º + (ta — ta) [um (x,1)? a :
th

Integrando­se em r a última desigualdade temos

/ u(x,t2)? dr <2 f u(x,t1)º dr + 2(t — ww) / ui (x,7)? as) dr.
2:23 Qu t1 7

Combinando­se (2.2.5) com (2.2.4) obtemos

20
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Í [2 +u?t + a, (x,ta)dr <2 / [e +u?t+ >» ve | (x,t1) de+
= Q i=1 'Le t1

+(a +atala­t fls (12 +ut+ Fu) (2,7) da| drt1 |O,

Seja y (1) = | J (a? +u? + >2) (x,T) de . Então a última desigualdade pode ser+ i=

vista como

ylta) < 2y (ti) + (e1 + e+2(ta­t)) / y (7) dr. (2.2.6)

Fixemos t, e deixemos t2 variar em 7 < t2 < t. Seja z(t) =,max y (ta) então
13422

2 (1) < 2U(t) + (citc+2(t­ t)) [2 (ar
”

ou seja

z (1) < 2Y(t1) + (1 + +2(t­t))(t­th)zZ(L).

Para todo t tal que [e] + c2+2(t—t)](t— ti) < à temos

2 (0) < 2(t) + 22 (0)
de onde segue 32 (t) < 2y(t1). Como y(t) < z (t) temos y (t) < 4y (1).

Seja ó > O tal que para todo t E ft1,t1 +6ó] se tem [ar +co+2(t=t)](t=h)<
Então,

1
2º

/ (2 +u? +2) (x,t)dr <4 / (e +uUut+2) (x,t1) dr (2.2.7)
i=] i=1O; Qu

para todo t E [t1,t] +6ó].
Agora observamos que ó não depende de t7 que foi tomado arbitrariamente em [0, T|.

Logo tomando t, = O temos
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/ ( +u?+E) (x,t)dr < af (2 + ui +2 (x,0) dr (2.2.8)
i=]

ão i=1e

para todo t € [0,6].
Agora fazendo t7 = ó em (2.2.8) obtemos

/ (e +u? +e) (x,t)dr < af (e + u?+ (x,6) dr
i=1 8, i=!92

para todo t E [6,26]. Combinando a última desigualdade com (2.2.8) obtemos

Í (2 +ut+E) (x,t)dr < e) (2 +u?t+2 (x,0) dz
i=1 i=)O
=

o

para todo t € [0,265].

Dado T > O, seja k o maior inteiro tal que kó < T. Após repetir o raciocínio acima k
vezes obtemos

/ (e + ut +4) (x,t) dx < 4º / (2 +u? +2) (x,0) dr,
i=1 ­ i=1e
=

Oo

para todo t E [0,T]. Como k depende de T e de 6, e 6 depende e c; e c2, que por
sua vez dependem apenas de 4» concluímos que dado T > O existe uma constante
C=C(T,un,n)>0tal que

/ (« +u? +2) (1,t) dr < Cc | (« +u?t+2) (x,0) dz (2.2.9)
i=1 No i=]

Je

para todo t E [0,T].
Agora notando que quando to tende para infinito a coleção 9; cobre todo o espaço

R” concluímos a desigualdade

i=) i=1
/ (2 +ut+YXS 2) (x,t)dr < oc | (e + ui +2) (x,0) dr (2.2.10)

R"R"

para todo t E [0,T] , desde que a integral do lado esquerdo (2.2.10) exista.
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2.3 Unicidade de Solução

Sejam a = a(x,t), by = bi(xt,t), i = 1,...,nec=c(r,t) funções infinitamente
deriváveis em R"*! tais que

para todo (r,t) E R"*! etodoi=1,...,n.
Sejam ug = uo(x), ui = um (r)e f = f(x,t) funções suficientemente deriváveis e

u = u(xr,t) uma solução clássica de
f uu — Au ta(x,t)u, + > bilr,t)us, +e(x,tju=fS(x,t) TER" et>O0

i=1

u(x,0) = uo(r) em R"

| us(r,0) = u1 (x) em Rº

Segue da estimativa (2.2.10) que o problema de Cauchy acima tem no máximo uma
solução u . De fato, se u = u(r,t) ev = ví(r,t) são duas soluções então a função
w = u— v é solução de ­

fw=0 TER, t>O,

wír,0)=0 xER,

u,(r,0)=0 reR”.

Agora observe que w (x,0) = w, (x, 0) = w,, (1,0) =0,i =1,...,n para todo 7 E R”,
Logo, de (2.2.10) segue que

[ w(a,t) dz < cm) / (o? +ut+90d) (1,0)dr = O
RR"

para todo t E [0,T]. Como w é contínua, concluímos que u (x,t) = 0 em R” x [0,T].
Uma vez que T foi escolhido arbitrariamente, segue que w = 0 em R" x [0,co).

Assim u (x,t) — v(r,t) = 0, isto é, u =v em R" x [0,T).
O que acabamos de mostrar é apenas a unicidade de solução. Faremos uso da unici­

dade para demonstrarmos a existência de solução. Nesta direção a proposição seguinte,
que é consequência imediata da desigualdade (2.2.10), será de grande utilidade.
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Proposição 2.3.1 Suponhamos que os dados uo, ui e f são suficientemente diferenciáveis
e sejam T er números reais positivos. Sejam D, e Da os troncos de cone

Di=Í((2,) ER, lol <T+r—t 0<t<T),

D3a = f(x,t) ER: lx] <(T+2r)—=t, 0<t< T),
e sejam Br1, e Br12r as bases de D, e Dz respectivamente.
Sejam u ev funções tais que

fu=f emD,eLw=fenD,

com condições iniciais ug e uz nas bases de Dz e Di respectivamente. Então u |pn,=>.
Em outras palavras, u é extensão de v.

Demonstração: Basta verificar que u |, —v tem dados iniciais nulos na base de D, e
termo forçante nulo em D7. Da desigualdade (2.2.10) segue que u |, —­u= 0 em Dj.

Logo u |59,=7>.
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Capítulo 3

Existência de Solução

Sejam No um conjunto aberto e limitado de R" e Q o cilindro No x (0,00) E R"*!,
Sejama = a(x,t) ,c=c(x,t)eb;=bi(xt,t) ,i=1,...,n funções infinitamente deriváveis
das variáveis z E RP et E R. Assumiremos que os coeficientes a, ce b; é =1,...,n se
anulam fora do cilindro Q, isto é

a (r,t)= c(r,t) = b;i(x,t)= 0, it=1,...,n
para todo t > O e todo r É 9.

Seja £u o operador diferencial definido por

£u = un — Au + au +) bug, + Cu,
i=1

e seja N [u] (r,!) o operador definido por

N [u] (x,t) = au, + 3 biuz, + cu.
i=1

O objetivo deste capítulo é provar o seguinte

Teorema 3.0.1 Sejam uo, um E C“(R”) tais que uo(x) = um (x7) = 0,7 É Mv e
f=/f(xn,t) E C“(R" x (0,00)) tal que f(r,t) = O, (x,t) é Q. Então o problema de
Cauchy

£u=f(t,t) xEeRº,t>O0

uír,0) =uw(7) rEeR

u:(f1,0) =wm (x) xER”
possui uma única solução u que é infinitamente derivável.

­
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Observe que a unicidade de solução foi provada no capítulo anterior. O restante deste
capítulo é todo dedicado à demonstração do Teorema 3.0.1. As estimativas de energia
obtidas nos capítulos anteriores desempenharão um papel importante na demonstração.

No entanto necessitamos ainda de uma estimativa para as derivadas de N [ul (x,t) e
uma desigualdade do tipo ” Desigualdade de Sobolev” que será demonstrada no apêndice.
Iniciamos estimando as derivadas de N [u).

3.1 Uma Estimativa para Derivadas de N [ul.

Sejam a = (a1,..., an) e À =(B1,..., On) duas n­uplas de números naturais. Escreve­
mos À < a se ; <a, i=1l,...,n. Seja 0º a derivada parcial de ordem Ja] = a1 +... +an
dada por

ale

Os... Oss
Um cálculo direto fornece

OºNfu=Y" 6)»80º Pau + > x» G) oroO uUz, +)” (9) aco
Asa t=1 B<a BP<a

”

onde a — 8 = (49 ­Au...,v0n­Ônde (3) é o produto dos números combinatórios
(6),

Logo

l9ºNfu| < =loalle? +3 (3) [99ºb] Ju,
sa 1 B<

DD) CG) lan" Jau
Para cada t > O e cada multi­índice a seja

d(ta) = maxí(%) joPax, t)), (&) Jar­oo, (x, tl, (3) [anôe(a,t)|;
x € R,f<a, i=1,...,n)

o Ns 64,0) E [9º] + 336") + [|
2
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Se l, é o número de elementos do conjunto (68 | 8 < a) então o número total de termos
da soma em (3.1.1) será Aa = la (n +2). Agora elevando ao quadrado ambos os lados
da desigualdade (3.1.1) e usando a desigualdade (a +...+ax,)' < Aa (a? +... + o.)
obtemos

[19ºN [ul]? < rablt,a) > [9% + > [9 us, +ef (3.1.2)

Dado um inteiro positivo m considere o conjunto de todos os multi­índices a tais que
la] < m. Sejam

Km = max (Ao; Jal < m) e dm (t) = max (9 (1,0); Jal <m).

De (3.1.2) segue

2 2 2otN ba < Ken (0º E E [04] + 3 fo? + Joºnl],
lal<m tal<m B<a i=]

ou ainda

> [8ºN [u]) < 2Kmóm (t)º | > [94] + > EE) (3.1.3)
lajsm l8l<m [8l<m+1

Agora fazendo vm (t)º = 2Kmdm (1)” e integrando se (3.1.3) numa região limitada
R GR" obtemos

> S|1OeN[u] (2,t)|º dr < vm O > S 15º, (x,t)]dr+ X S |ãºu (z,t) da | :lal<m R ldlám R IBl<m+1 R
G ; 4)

3.2 Existência de Solução de £u=/f na Faixa
0O<t<T.

Neste parágrafo usaremos um método iterativo, introduzido por Schauder [S] no início
deste século, para construir a solução de £u = f numa faixa 0 <t <T.

Sejam No, uo, ui e f satisfazendo as condições do Teorema 3.0.1. Definiremos indu­
tivamente uma sequência fut) que convergirá para a solução procurada.

Seja uº (x,t) = uo(x) + tu, (x). Para cada k > O definimos u* como sendo a solução
do P.V.I.
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ut — Aut =—N ut] +fS(2,t), xER,t>O,
ut (1,0) =u(r7) rER,

ut (1,0) = (rt) reR.

Note que os coeficientes de N [ut] e f se anulam para todo t > O e r É No. Logo o
termo forçante — N [ut] + f também se anulará em tal região. Como os dados iniciais
uo e u, se anulam fora de No segue da definição de u" e do Princípio de Duhamel que u*
se anulará fora da região gerada por todos os cones característicos com vértices em 9.

Tt

Sto

E

R

Figura 6

Fixemos T > O e escolhamos um paralelepípedo R em R" tal que No C Reut =0em
OR x [0, T]. Mostraremos que existe uma função u definida em R x [0,T] tal que todas
as sequências de derivadas parciais de ut convergem uniformemente em R x [0,T] para
as respectivas derivadas parciais de u. Tal função u satisfará o P.V.I. original na faixa
o<t<T.

Consideremos a diferença ut+! — ut. Claramente u*+
para a equação da onda

Á (utr! — ut)

1 — ut satisfaz o seguinte P.V.I.

— A (ur! — ut) = —N [u" — ut) em R" x (0,00),tt

(ur! — ut) (1,0) =0 em R”,

| (ut) — ut), (1,0) =0 em R”.
Seja m um inteiro positivo e 4, 0 <t<T.

k+1 kA estimativa (1.4.14) aplicada em u*** — uº nos fornece

"
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[E6) lAl<m­1

< (2 +) / (9ºN [u — ut (z,7))” ddr
|8l<m­1

Agora utilizando a estimativa (3.1.4) e observando que 2t +tº é crescenteemtet <T
segue que

| s (o (4) (20)+ 5 (942) (a,1))'|R [lal<m lalám­1

< (2T4+T) fm (7)? Ú > Sos (ut — ut), (x,7)|el<m­1R

< (anax YVUm­1 (7)") (2T+T3) fUI > |aº (u* — ut!) (2,7) +o<tr<T O R |alkm

+ XX jaº (u* — ut7). (x, 7)|dx Ydr.
|8l<m­1

Introduzimos agora a notação

Dm(u)(t) ­/b ulx,tº+ NX Fue dx (3.2.1)
al<m l8l<m­1

e definimos A(T) = (max, Um­1 (7)") (2T + T?). Logo a última desigualdade se trans­o0<7<T

forma em

t

Dm (ut! =) (0) < (7) fon (ut — ut) (1) dr.
o

Para k = 1 e 2 temos

On (u?=un)(0) < a(7) / Dm (uº — uº) (7)dr
29
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Dm (uº — vº) (t) < (7) [dm (u? — u') (1) dr.
respectivamente. Logo

Dm (uº — uv) (<A P / É (7) N" Dm (u — uº) (r) ar ds
Trocando se a ordem de integração na integral iterada obtemos

x fan(u' — uºJO) t­naT.
Usando­se o mesmo raciocínio prova­se facilmente por indução

Dm (ut! ut) (t)< A(T)* j&(t—nrm (e — uº) (nr) dr,
de onde segue

Dm (UP 4) (0) <A(T cn vw) [E=2,m (29 = 45) (0) < AD) (max, Om (4º0) | ED"
Agora fazendo C (T) =max, Dm (uu! — uº) (t) e calculando­se a integral acima obtemos

kdm.(do ut) (0)<C(T) NEBuE (3.2.2)

Observemos que da definição de Dr, em (3.2.1) segue que para cada t, 1/Dr, (u) (t)
define uma norma no espaço das funções C"" (R) , logo da desigualdade triangular e de
(3.2.2) segue que

Vêm (utti — ut) (t) < > Ver (Ut — uk) (1) <e(ADECE
para todo inteiro j.

Observando que o último somatório acima é a diferença das reduzidas de ordem
(k— 1) +jek—1 da série numérica



que é absolutamente convergente, concluímos que

lim /Dm(utti— ut) (t) = 0 (3.2.3)
jco

para todo k e todo t E [0, T]. Assim a sequência (ut) é de Cauchy na norma 4/Dmr (u) (t)
uniformemente em t E [0,T].

Passemos agora à convergência uniforme das seqiiências das derivadas de fur) . Neste
ponto usaremos a desigualdade de Sobolev (A.2) demonstrada no apêndice. Para cada
função v de classe C“* em R" vale

re<cm/ > (aa, 181<!
R lristrn

onde C (R) é uma constante que depende de R e de n.
Seja |! um inteiro positivo e m = | + n. Então para todo x E R e todo t E [0, T] temos

18% (x,t)|º < C(R) / > (Mulz,t))º de (3.2.4)
R hl<m

para todo a; |a| <l e

[6º (x,1)]” < C(R) / SD (Pulz,t))a (3.2.5)
R hlásm­1

para todo 6 : |[9| <!— 1.
Segue­se de (3.2.4), (3.2.5) e da definição de D,, em (3.2.1) que

max ([º%u (x, t)|, 9% (x,9)|, (2,1) E RX [0,T], lal <L, [61 <1­1])

­ Ve ) maxVEm (u) (t)

Agora aplicando (3.2.6) à diferença ut*? — ut obtemos

para todo a; Ja] <! e todo (x,t) E Rx [0,T],

| ut (ax,t) — Put (x,t)) < JC(R) x. Dm (Utti — ut) (7)
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para todo 3; [9] < 1|—1 e todo (x,t) E Rx[0,T]. Segue daqui e de (3.2.3) que 97u* e uk
são sequências de Cauchy na convergência uniforme em Rx |[0,T] para todo 7 : |4| < 1—1.

Logo existe uma função u definida em R x [0,T] suficientemente diferenciável com
derivadas contínuas tal que

Mut — Nu

O uk —=— Our

uniformemente em R x [0,T] para todo 7 tal que |7| <!—1.
Suponhamos que ! seja maior ou igual a 3. Então u e u; possuem todas as derivadas

parciais nas variáveis espaciais até a ordem 2. Para concluirmos que u é de classe C? em
R x [0, T] precisamos verificar apenas que u; existe e é contínua. Para tanto lembremos
que

n

uf, = Au” — auf? — NV bus = cut! + f(x,t) (3.2.7)
i=1

e observemos que o lado direito de (3.2.7) converge uniformemente em R x [0,T] para
Au— N [u] + f. Logo uk, também convergirá para us, provando­se assim que u é de classe
C?. Aplicando­se o limite com k — co em (3.2.7) vemos que a função u é solução de
£u=femRx|[0,T).

Para concluirmos que u é de classe C! basta verificar que existem e são contínuas em
R x [0,T] as derivadas mistas envolvendo derivadas na variável t com ordem maior que
dois. Isto pode ser obtido derivando­se sucessivamente a equação (3.2.7) em relação a t e
observando­se que no lado direito de (3.2.7) figuram derivadas de ordem menor, que por
sua vez já convergem

Assim concluímos que para cada ! existe uma solução u de classe C' do problema
de Cauchy definida em R x [0,T]. À extensão de u para a faixa R" x [0,7] é feita de
forma trivial se observarmos que cada ut anula­se numa vizinhança da fronteira lateral
de Rx[0,T]. Assim a solução u do problema de Cauchy em R" x [0, T] terá a propriedade
de anulamento de u"*, isto é, u se anulará fora da região gerada pelos cones característicos
com vértice em So.

Agora utilizando­se da unicidade de solução verificamos que u é de fato de classe C“*,
Seja u! a solução do problema de Cauchy na faixa R" x [0, T] de classe C! e u"!! a solução
de classe C!*!,

Então a diferença u"!! — u! satisfaz o problema de Cauchy na faixa R" x [0,T] com
dados iniciais e termo forçante nulos. Como u'*! — u' é suficientemente derivável segue
dos resultados de unicidade discutidos no capítulo anterior que ut! — u' = O, Assim u' é
de classe C!+!, Prosseguindo com este raciocínio verificamos que a solução de classe C?
do problema de Cauchy em R"” x [0,7] é de fato de classe C*“.

­
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3.3 Existência de Solução de £u = f no Semi­Espaço
t>O.

À existência de solução do problema de Cauchy

[ Lu=f(rnt) xeR,t>O,

uír,0) =w(r) reR",

ur(1,0) = (7) xrER",
JJ

é mera consequência do parágrafo anterior e da unicidade de solução.
Seja u, a solução do problema de Cauchy na faixa R" x [0,uv] v = 1,2,3,...e definamos

para cada r E R”.

ulr,t) = u,(r,t) se t<v,

Vejamos que u é uma função bem definida. De fato dado (r,t) E R" x [0,00), seja mo
menor inteiro maior ou igual a t. Então o ponto (r,t) esta em todas as faixas R" x [0,ml],
com tn inteiro, m > o. No entanto toda solução um com m > 1, quando restrita à faixa
R" x [0,149], coincidira com u,, pois a solução do problema de Cauchy em R" x [0,4] é
única. Assim

up (1,t) = utt=...,

e conseqilentemente o valor u (x,t) é único e igual a u,, (x,t).
Que u satisfaz as condições iniciais em t = 0 e a equação £u = f (x,t) em R" x [0,0o)

segue imediatamente da definição de u.
Isto prova por completo o Teorema 3.0.1.
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APÊNDICE

Neste apêndice apresentamos e demonstramos de forma elementar uma desigual­
dade que poderia ser obtida do clássico Lema de Sobolev [J]. A versão que apresentamos
aqui é aquela apresentada em [K]. .

Lema 3.3.1 Para cada n E N, n £0 e cada função v E C" (R") temos

le ()º <C(n,R) | > l8rv(6)Pds, se R
R lalkn

onde R é qualquer paralelepípedo [a1,b]] x... x [an,bn] E

C(n,R)=T] [8 — as) 3 + (bi a)i].
i=1

Demonstração: Demonstraremos por indução. Seja n = 1 e vu uma função de classe
C' em R. Neste caso o paralelepípedo reduz­se ao intervalo [a,b]. Sejam r e £ pontos
quaisquer em [a,b]. Então

v(x) = v(&) + fu (s) ds.
ç

lv (2)| < lv (8)| + [ 1 (s)| ds,
g

e então

ÍfetIE < f 1to1ae+ ff 1 (asas

lv(a)|(6 = a) < Í le (6)| dé + Í Í | (s)| dsd,
< fe(9IaE+6=0) [Vw (9a.

Usando agora a desigualdade de Cauchy­Schwarz obtemos
­
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lv(x)] (ba) < (b—

ou seja

e (a)| < (6(free (€e) +(b­0) (/ oras)
<(b­ai+(b­al) f (te (8)?+ lu (O?) a ;

de onde segue (A.1) com n = 1.
Suporemos agora que (A.1) é válida para n = q­­ 1 e provaremos para n = q,

concluindo assim a indução.
Seja v € Cº(R1) e R = [a1,b]] x... x [ag,b4]] C Rº um paralelepípedo. Para cada

ta E [aq,ba] fixo, seja

Rr, = (11... Ta Tg) E R%4 a <T; < bi, i = 1,...,q7 1)

A função (tr1,...,Ti) v(T1,..., Tp, TQ) é de classe Cº em R1), e portanto de
classe C1"* em R1|, Logo por hipótese temos

lv (z1,.ent)< C(a­1,Ro,) JS > [8%(En o tan tda.déa lalsa­1

onde a = (a1,...,aq1) E Nº). Observe que C (a — 1, Roy) não depende de rx, pois
q­1

aC (4­1, Roy) =[[/(hi­a) 2 +F(bia:) ]
i=1

Agora observando que cada 0ºv (61, ...,6q­1, TQ) é uma função de classe C* na variável
x, e usando o caso em que n = 1 temos

[9º (&1, ... Ea­1, Ta)? <

((, ­ a)? + (by — at) | [19º (E... EP + [8%va, (E... o | dé
para todo x, € [ag, bg].
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Logo, combinando as duas últimas desigualdades obtemos

lv (x1,...x)P < (a ­ aq)? + (ba a)i) C (a = 1,Ro,) '
ba

> (16% (E1­ 2 nba) + [OP 0a, (61. fanan 6o)|/) der. de,
Rag 0a lalsa­1

para todo x E R. Majorando o último integrando por >> |O0*v(E,... E)? obtemos a
desigualdade desejada, isto é,

ás

o(a...TA < C(a,R) / 3 [8% (da, E) dan, de
R lalsa

para todo rx E R. O

Suponhamos que a função v do lema anterior seja de classe Cº* (R") e | seja um inteiro
positivo. Então para cada multi­índice À = (&1,...,Ôn) com [60] <! a derivada parcial
Ou é de classe C“* (R") e portanto

|oºv (x) < C(n, Rn / > 19º, (6) de, rER
R lalkn

onde R é um paralelepípedo qualquer. Observando que

>> Jottrota< 3 lama)?
lalán ITl<H+n

concluímos

lot) <cmR)Í > (atas
R lnl<!+n

para todo r E R e todo B; |9| <!.
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