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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo de três quaisquer distribuições fortes de

Stieltjes relacionadas por
1+B ­ lldy) = dyo(1)= e give,

onde dyi(t) e dya(1) pertencem a uma classe de distribuições denotada por ScS(a,b)e

dwo(t) pertence a uma classe denotada por ScóS(a,b).

Estudamos também a relação que existe entre os coeficientes das relações de

recorrência de certos polinômios similares aos ortogonais associados a essas distribuições.

Apresentamos, ainda, aplicações desses resultados para obter algumas interessantes

variações da distribuição log­normal.
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ABSTRACT

The objective of this work is to present a study of any three strong Stieltjes

distributions definied on (a,b) and related to each other by

(+pb . —l—  dy1(0) = dyo(1)="— dy2(!),É

where dyi(1) and dw,(1) belong to a class of distributions denoted by SeS(a,b) and

dwo(1t) belong to a class denoted by SeS(a,b).

We look at also the relation that exist between the coeficients of the recurrence

relation of certain polynomials similar to orthogonal polynomials associated with these

distributions.

We give some application of these results by obtaining some interesting variations of

the log­normal distribution.
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CAPÍTULO |

INTRODUÇÃO

Consideremos w(r) uma função real definida no intervalo (a,b), limitada, não

decrescente, com infinitos pontos de aumento em (a,b) e tal que os momentos

b

Um = Sady), m=0,1,2,...
a

existem e são finitos. Nestas condições, dw(!) é uma distribuição em (au,b). Se os

momentos 4,, existem para 1 =0,+1,+2,..., a distribuição é denominada distribuição forte.

Quando duy(r) é uma distribuição forte em (a,b)g(0,%), dizemos que du(s!) é uma

distribuição forte de Stieltjes e denotamos por distribuição S5(a,b). O nome Stieltjes é

usado especificamente para indicar que (a,b)c(0,%), numa referência ao problema

clássico de momento de Stieltjes definido no capítulo 2.

Dada uma distribuição SS (a,b), dw(!), os polinômios similares B,(2), n2 0, (Sr
Ranga [16]), são definidos por:

?

(1) B,(z) é mônico de grau n, n=20;

b

(ii) fe" B(Ndy(n)=0, 0Oss<n­l, n21.
a

Os polinômios B, (4,2), dados por:

Br (4,2) = B,(2)­ ABr.) (2),
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onde À é um parâmetro real, são considerados em Sri Ranga, Andrade & McCabe [19].

O objetivo deste trabalho é estudar os polinômios acima quando definidos com relação

a duas classes especiais de distribuições fortes, encontradas em Sri Ranga [16] e em Sri

Ranga, Andrade & McCabe [19], para as quais os coeficientes das relações de recorrência

de três termos dos polinômios definidos em (1.2) são dados explicitamente.

Em particular, consideraremos a distribuição log­normal, definida por:

12 2

q —(Int/2k) 2do(1) = —=—— di,0<g<Ll q=e , 1 E(0,0o).(1) 2k TZ q<1,q (0,2)

e a distribuição log­normal deslocada, dada por:

—) ­(mnt/2k)'2 :du(1) = Id di,0<qg<1,q=e07t , 1 E(0,00).2k7

Uma das razões que nos levou a estudar as distribuições log­normais acima foi a

obtenção de expressões explícitas, relativamente simnles, para polinômios associados a essas

distribuições. Por exemplo, em Szegô [22] encontramos uma representação elegante dada

por Wigert, para polinômios ortogonais associados a (1.4) e em Pastro [14] encontramos

fórmulas análogas para os polinômios ortogonais de Laurent.

Assim, o trabalho encontra­se dividido em seis capítulos:

No capítulo 2 ­ Polinômios Ortogonais e Similares ­ fazemos um estudo sobre os

polinômios ortogonais e similares definidos em (1.2). Ressaltamos propriedades importantes

sobre eles e ainda, nesse capítulo, definimos os polinômios B, (4,2) a partir dos polinômios

similares B, (2).
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No capítulo 3 ­ A Função q­Gama e os Polinômios Ortogonais ­ apresentamos uma

função definida por Jackson [9], g­análoga à função gama e resultados que sugerem a

analogia entre essas duas funções. Um exemplo de polinômios ortogonais envolvendo essas

funções também é apresentado. Consideramos o teorema g­binomial, muito importante para

provar a ortogonalidade dos polinômios ortogonais de Laurent [14].

No capítulo 4 ­ Duas Classes de Distribuições Fortes ­ mostramos alguns resultados

sobre os polinômios B,(z) e B,(4,2z) associados a duas classes de distribuições fortes,

Consideramos, também, os coeficientes da relação de recorrência de três termos associada a

essas duas classes de distribuições fortes e apresentamos relações entre os coeficientes.

No capítulo 5 ­ Polinômios Associados às Distribuições Log­Normais ­ definimos as

distribuições log­normais, que pertencem às classes especiais de distribuições fortes

estudadas no capítulo 4. Ainda nesse capítulo, damos alguns exemplos de polinômios

associados às distribuições log­normais cuja representação pode ser dada de maneira

explicita.

No capítulo 6 ­ Conclusão ­ apresentamos as observações e conclusões finais sobre o

trabalho.

Por último, nas Referências Bibliográficas relacionamos os livros e artigos por nós

consultados ou citados.
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CAPÍTULO 2

POLINÔMIOS ORTOGONAIS E SIMILARES

2.1 Polinômios Ortogonais

Dada uma distribuição dw(r), a ortogonalidade entre /(1) e g(!) com relação à

dw(r) é dada por:
b

Sfs1OgW)AW(1)=0.

Dizemos, neste caso, que / (1) é ortogonal a g(1).

De modo geral, uma família de funções (f €3) 2. é ortogonal, com relação à
distribuição dy(r), quando:

b

S[AOSOdy(1)=0, se iz).

A seguir, daremos a definição de polinômios ortogonais, que constituem uma família

de funções ortogonais muito conhecida na matemática devido a suas importantes aplicações

à Análise Aplicada, como por exemplo, os problemas envolvendo aproximações.

Seja du(r) uma distribuição no intervalo (ab), ­co <a <b<e, para a qual os

momentos definidos por
b

Um = fidy(o), m=0,1,2,... (21.2)
a

existem e são finitos.
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Uma sequência ( P, (x)) de polinômios ortogonais mônicos é definida por:n=0,1,...

(1) &P (x) é mônico de graun,

” b ) O, sem*=nGi) f 150 PR 0d4()= ; mn=012,..
q

Cc, £ O, sem=n

Seja (Pp, 63) A 1 uma sequência de polinômios ortogonais em relação a uma dada
distribuição dy(1). Então, os polinômios RA(x) A(x),.,P,(x) são linearmente

independentes e formam uma base para o espaço dos polinômios P,, de grau menor ou igual

an,

Uma definição equivalente à (2.1.3) é a seguinte:

(1) BP (x)émônico de graun,

0, sem<n
;, MmMhn=01,2,..

v, *—0, sem=n

b.

6) fe" (Oda) :

Dependendo do intervalo utilizado e da função distribuição, várias famílias de

polinômios ortogonais podem ser construídas.

Facilmente pode­se provar (Chihara [5]) que a existência e unicidade da sequência de

polinômios ortogonais | P, CI) =o 1... depende da condição:

(0)
=Hr 0, n=0,1,2,..

onde nO são os determinantes de Hankel dados por:
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Hm HUm+l (Co Hm+nHl

nm ­ Hmn+l HBm+2 *co Hm+no
no” : : :

Hm+n­1 Hma+n "Co Bm+2n­2

para m=0,+1,42,... en=1,2,....

Teorema 2.1 Seja PCI o | uma sequência de polinômios ortogonais. Então, para
todo polinômio O(x) de grau menor que n, tem­se:

b

f PR OEUdy(1)=0
“Demonstração:

Suponhamos Q(x) de grau m<n.

Então,

O(x)= Sa Pj(x).
j=0

Portanto,
b m b

SP OQEMNAdV(N=37a,;f POP; 0dy(0=0,
j=0 a

pois j<n.m

A seguir, provaremos duas importantes propriedades dos polinômios ortogonais. Uma

refere­se à relação de recorrência de três termos que auxilia na geração de sequências de

polinômios ortogonais e a outra a seus zeros, a qual é muito útil na construção de fórmulas

de quadratura.
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Teorema 2.2 Os polinômios ortogonais P,(x), n2 0, definidos por (2.1.3), satisfazem à

seguinte relação de recorrência de três termos:

FC) = (x br41) 6) > an1 10)

com P yº(x)=0 e fo(x)=1. Os coeficientes a, ,] e b,47 são dados por:

fr BO PB 0dy(0)
[MXOSAOEMO

SBPO dy()
[MANOATONTO

nzl e bh= , n20. (21.8)In! =

Demonstração:

Seja D, (x) o polinômio ortogonal de grau n, associado à distribuição dw(!).

Então, xP, (x) é um polinômio de grau n+1. Logo, pode ser escrito como

n+l

xP,(x)= N'crP(x), com cag=l.
k=0

De (2.1.3),

fºrB,(0)P; (dy)
c;=js ; J=0Lh...,h.

[POP Ddy()
a

b b

[1h ()P; (0)dy(1) = [ P,(OP; (dy),

o que, pelo teorema anterior, é igual a zero para j=0,1,...,n­—2.

Portanto,
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Temos, então,

xPa (x) = E 41(X) +e, (x) +ep­1F4­1(x).

Fazendo by] =c, E a) =Cn—), Chegamos à relação desejada. w

Teorema 2.3 Os zeros de P,(x) são reais, distintos e estão no interior de (a,b).

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que não existam zeros de multiplicidade impar de P, (x)

em (a,b). Então, P,(x) não troca de sinal nesse intervalo e, portanto

b

fr Ddy(z0,

o que, por (2.1.3), é uma contradição, pois

b b

S 5 (0dy(n)=f POR, (Ody(0).

Sejam 21,279 ,..., 275, M <A, Os zeros de multiplicidade impar de P, (x) em (a,6).

Seja Q,,(x) = (x­z))(xX­27)...(xX—­z,,). Assim, Q,,(x) P, (x) não muda de sinal em

(a,b) e, então
b

font) PA (1)Ay(1) 0.

Mas, pelo teorema 2.1, isso é um absurdo, pois m < n.

Portanto, m>2n. Como P,(x) é um polinômio de grau n, segue imediatamente o

resultado do teorema.
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Os polinômios ortogonais possuem muitas outras propriedades interessantes e um

estudo mais detalhado pode ser encontrado em Chihara[ 5] e Szegoó [21].

2.2 Polinômios Similares

O problema clássico de momento de Stieltjes, definido por Stieltjes em 1894, consiste
A . , . oo o . .em, dada uma sequência de números reais fu, tro encontrar condições sob as quais existe

uma distribuição não negativa du(r), 1 e(a,b), OS8a <b < co, tal que

b

un, = SfIºdy(o), n=0,1,2,....
q

Stieltjes encontrou condições necessárias e suficientes para a existência e unicidade de

tal distribuição.

Em Jones, Thron e Waadeland [11] o problema acima é resolvido para o caso de

n=0,41,42,..., denominado problema forte de momento, onde aparecem pela primeira vez

polinômios que exibem propriedades semelhantes às dos polinômios ortogonais.

A distribuição dw(r), que satisfaz ao problema forte de momento, será chamada
distribuição forte de Stieltjes e denotada por S5(a,b).

Sri Ranga [20], com a finalidade de estudar o problema forte de momento para

(a,b) & (oco, +oo), denominado problema forte de momento de Hamburger, introduziu uma
sequência de polinômios mônicos, B (2), com propriedades semelhantes às dos
polinômios ortogonais. Tais polinômios são definidos por:

b k=n+s po) 0, seO<s<n­l
Sets BO ndy(o)= ”

n:
, Ses=An,
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onde n>1, & são inteiros positivos ou negativos, (a,b) g(—%,+%) e dwv(!) é uma

distribuição para a qual os momentos

b

Um = Sea), m=0,+1,42,...
a

existem e são finitos.

Neste trabalho, consideraremos somente os polinômios BU(2), com & = 0 e dyw(r)
uma distribuição forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinômios por B,(2) e os

chamaremos, simplesmente, de polinômios similares.

Portanto, os polinômios similares B,(z2), n=0,1,2,..., de grau n, são polinômios

mônicos definidos por:

se O0sssn­lb 0feTss dv =| ! , nl.
W

Vv,, Ses=n

Os polinômios similares definidos acima podem ser encontrados em Sri Ranga [16] e

são equivalentes aos polinômios que aparecem em Jones, Thron &Waadeland [11].

A seguir, discutiremos uma condição necessária e suficiente para a existência dos

polinômios similares B, (2).

Suponhamos B,(2z)=2" +a, 2" +... +az+ag. Podemos, então, escrever (2.2.2)
como o seguinte sistema linear, 20:
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( un Hp CU HA
Ho­n+l Hen+2 Co HO HH nn

H­| Ho co Hho2 nc [9H] 0

NV HO UH) olha. 2h AN nm Yn

Resolvendo (2.2.3) pela regra de Cramer, como a, = 1, obtemos:

ne)
“acoH,

YVn

onde HUm) são os determinantes de Hankel definidos em (2.1.6).
Para determinar o polinômio B,(2), precisamos calcular os valores de

Ag, A1,42,...,A7—1. Para isso, consideremos o seguinte sistema:

Hon Hon coco HA || Ho

HB­n+l tHon+2 Co HO a Hm

HH) Ho so Hh2 NINA ­Hhn­1

cuja solução será única se o determinante da matriz dos coeficientes, ni"), for diferente de
zero, Esta condição é provada no próximo teorema.

Teorema 2.4 Seja dy(1) uma distribuição SS(ab) para a qual os momentos

Un, N=0,41,42,..., definidos em (2.2.1), existem e sãofinitos. Então, os determinantes de

Hankel, HPP, dados em (2.1.6), satisfazem :

nm >0, m,neL, n>0,.
Demonstração:

Consideremos T: R” — R” o operador linear associado à matriz
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Hm Um+l Co tim+nHl

NM) HUn+t Am+2 **  tm+n
n : : :

HBm+n=1 Hn+n *º Um+2n­2

cujo determinante é Hqm) :
Seja v=(x9,X1,...,X,­1) um vetor do R”. Então, a i­ésima componente de Ty) é

dada por:
xO

x)(TOM), = (uma HBm+i+l | Uminti­1)
Xn­]

n­1b
'Z [e xdy(0), i=O0,L...,n­1.

Com isso, tem­se

nl n­1/n­1b
|(TM),v)= E(TO),x = E E fmetano

i=0 i=0 Vs=0 a

b nl 2= ÍrEs À dw(1).
a s=0

Como 0<a<b<c temos (T(v),v)>O. Portanto, AM uma matriz positiva definida e
det (AM) = nm > O, m, ninteiros ,n>1. mw

Então, o sistema linear (2.2.5) é determinado e, pela regra de Cramer, obtemos:
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Hn H­n+Hl

H­n+l Hon+2

HA) Ho

1 z

Fazendo z = O em (2.2.7), encontramos:

nB1(0) =E) gn ao.
(=n)nHi"

Portanto, pelo teorema 2.3, os polinômios mônicos similares B,(z) definidos em

(2.2.2) existem, são únicos e com ay * O.

Usando a igualdade

b

feto, (Ddy()=un FUJA +. HH]
a

em (2.2.5), tem­se:

Pn = fe? DB, (Ndw() =(=1)"="—, n>0,
a

(nm)?H,

que é diferente de zero.

Os polinômios similares B,(z) exibem muitas propriedades semelhantes às dos

polinômios ortogonais. A mais importante e util delas é a relação de recorrência de três

termos, que daremos a seguir.
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Teorema 2,5 Os polinômios similares B,(z2) definidos em (2.2.2) satisfazem à seguinte

relação de recorrência de três termos:

B,1(2)= (2 Pr14+1)Bn (2) a, 412B/7­1(2)
Bo(2)=1, Bi(2)=2­P,

a
—p=22, efbm=­ n+1Pn D nl,

H­) Pa

com v, e p, definidos em (2.2.4) e (2.2.8), respectivamente,

Demonstração:

Como B,(z) é um polinômio mônico de grau n, o polinômio:

Br11(2)­zBr(2)
é mônico e de grau no máximo n. Então, é possível escolher­se (de maneira não única)

an+] E Bari, de modo que

Ba+1(2) > 2B, (2) =P 11Bn(2)­ an2Ba1(2)+R1(2), (22.10)

onde P,;(2) é um polinômio de grau no máximo n­—1,

Fazendo
nº

Ph1()=X pj.
i=0

Multiplicando (2.2.10) por 2"** e integrando obtemos:
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b

SB (0dy(0)= [OB 0dy(0) (2211)
a

= Bai ft"" Bh (N)dy(1)­ ani fe DIS BA (0dy(1) + pi fe Sdvo).
a a i=0 a

Fazendo s=0,1,...,14­1 na equação (2.2.11) e escolhendo a,,1 = do obtemos um
47|

sistema linear homogêneo cujas incógnitas são os coeficientes do polinômio P, | (2). O
determinante da matriz do sistema é nm" ) que, conforme vimos no teorema 2.3, é diferente
de zero. Assim, a única solução do sistema é

pi=0, i=O 1... n­1

e, portanto, 4, j1(2)=0. Logo, de (2.2.10), a relação de recorrência (2.2.9) está provada.
Se, em (2.2.11) fizermos, s=­1] encontramos:

o= ­Ba+1Pn = Xn+1Pn­1

de onde segue, imediatamente, que

a
—­Bag => Zan n>1l.

Pn

Em (2.2.7) calcula­se diretamente que Bi(2)=2­/h, onde À= Temos, também
Hu)

Bo(z) = 1, pois, trata­se de um polinômio mônico de grau zero.

Portanto, o teorema está provadoE
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Para os zeros dos polinômios similares também vale um resultado semelhante ao

teorema 2.3 para os polinômios ortogonais:

Teorema 2.6 Os zeros dos polinômios similares B,(z) são reais, distintos e pertencem ao

intervalo (a,b).

Demonstração:

Como 0 <a <b<co, z " não muda de sinal em (a,b). Entretanto, por (2.2.2),

b

Sfe"B(0dW(nN)=0,
a

e, portanto, B,(z) deve mudar de sinal em (a,6), isto é, deverá ter pelo menos um zero de

multiplicidade ímpar nesse intervalo.

Sejam 21,29,...,2,, O<r <n, zeros distintos de: multiplicidade ímpar de B, (2) em (a,b)

e consideremos o polinômio z "(z­2z[)(2­229)...(7—z,) Bn (2). Esse polinômio não muda de

sinal no intervalo (a,b). Então,

b

Sfet"a2) 29)... (1 2,)B,(Ndy(n) 0.
a

Como r < n, usando (2.2.2), tem­se que este resultado é uma contradição. Logo,

existem n zeros distintos de B, (2) em (a,b) e o teorema está provadomw
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2.3 Polinômios Bn(4.,2)

Sri Ranga, Andrade & McCabe [19] definiram os polinômios B,(A4,2z) por:

Bn(4,2)= Br(2)­ AB, 1(2), AER, n21. (2.3.1)

Esses polinômios, definidos a partir dos polinômios B,(z) do mesmo modo que os

polinômios quase­ortogonais, são definidos a partir dos polinômios ortogonais (ver, por

exemplo, Chihara [5]), são mônicos de grau » e dependem de um parâmetro real »X, que

pode depender de n.

À seguir, apresentamos algumas propriedades dos polinômios B,(A4,2), (para mais

detalhes, ver Sri Ranga, Andrade & McCabe [19]).

Como consequência de (2.2.2) e de (23.1) tem­se que os polinômios B,(4,2z)

associados a uma dada distribuição forte dw(r), satisfazem à seguinte propriedade:

b

fe"tB(ANdy()=0, I<s<n­1, n>2.
a

Um resultado mais geral é o seguinte:

Teorema 2,7 Seja dy(t) uma distribuiçãoforte qualquer e Q,(z) um polinômio mônico de

grau n>2 que satisfaz

b

feno (Ndy(N)=0, Iss<n­l, n22,
a

então, existe À E R tal que Q,(2) = B/(A,2).
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Demonstração:
n

Considerando a combinação linear O, (1) = Y a,B, (1), utilizando a condição dada no
r=0

teorema e a definição (2.2.2), obtemos um sistema triangular superior nas incógnitas

A0,11,...,Ah—2. Portanto, de (2.2.8), concluímos que ap=a =.=a,.7=0. Assim, o

teorema está provado para À = ­a,­1: m

De (2.3.2) demonstra­se que os zeros de B,(4,z) são reais, distintos e que pelo
menos /­1 deles pertencem ao intervalo (1,6). Sejam 2,) (À, " 200 os 4 zeros de

»”

Ba(4,2), dispostos em ordem crescente.

Da definição (2.3.1) e da relação de recorrência de três termos (2.2.9), obtemos:

B1(4,0) = (­1)" PD Pa... bn 1(Bn +42).

n2)z() 20)n,.l n,2" npPor outro lado, B,(4,0)=(­1) z

Então,
La +NT >O.“nl

(À)Dai, conclui­se que, se 14>—/,, então Zn. é positivo, enquanto que, se A <­P,,
26) éé negativo.

No próximo teorema são apresentadas condições sobre à que garantem a existência

de todos os zeros de B,(4,2) em (a,b).

Teorema 2.8 Se OS A< a,,, então todos os zeros de B,(4,2) estão em (a,b).
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Demonstração:

Para A4=0, B,(0,2) = B,(2) e o teorema segue imediatamente do teorema 2.6.

Quando 4 = a,,1, temos:

b

fe" B(Ana ,2)dyu(1)=0, lI€s<n,
a

e a prova do teorema é análoga à prova do teorema 2.6.

Para 0<A <a,41, tem­se:

B,(0,6)>O, (­1)" B,(0,a0)>O,

Br (a,41,6)>0 e CN" B(ani,0)>O.

Dessas condições e da equação

À

n+l n+l

AJa, (0,2) + Br(an+1,2), O<A<Ann,B,(4,2)= É ­
obtemos:

(­1)" B,(4,a0)>O0 B,(4,6)>0 . (2.3.3)

1 <a então, (­1)" B,(4,a) <O. Em qualquer umaÀ "Se EA > então, B,(4,b)<O0 e, se el
destas situações temos uma contradição em (2.3.3) e, portanto, todos os zeros de B,(4,2)

estão em (a,b). m
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CAPÍTULO 3

A FUNÇÃO q­GAMA E OS POLINÔMIOS ORTOGONAIS

3.1 Função Gama e Função Beta

As definições e resultados que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em

Askey [1]. A função gama, denotada por I'(x) , é definida por :

9o

T(x)= feed, x>O0,
(3)

e satisfaz à igualdade

T(x+D=x0T (x),

onde I(1) =,

De (3.1.2) temos que I'(x) pode ser determinada para todo x > O, quando se

conhecem, por exemplo, seus valores para 1€x<2. Em particular, se x = n é um inteiro

positivo, então,

[n+1)=nl, n=1,2,3,... (3.1.3)

Por essa razão, algumas vezes I'(x) recebe o nome de função fatorial.

Pode­se mostrar, também, que

r()TUA=x)=—E, O<xr<l.
sen x

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



A função beta, representada por B(x,y), é definida por:

1

B(x,y)= feta­nTa, x>0,y>O.
o

As funções beta e gama estão relacionadas da seguinte forma:

­ TETO)
B(x,yY)= TE) : (3.1.6)

Bohr & Mollerup [4] provaram que a convexidade de logI(x), para x> O, junto com

(3.1.2) determinam a função gama de modo único.

3.2 Função q­Gama

so

Seja (a;q)D.o=[[U­ag), o<q<1.
k=0

Para um número complexo z arbitrário, definimos

(aq) =AEDR osg<t.(a;q)oo

Quando z = n é um inteiro positivo, temos:

(a:q4), = (1I­a)(1­aq)...(A­ad")), O0O<qg<l,
e, sez = ­n é um inteiro negativo,

(4;9)­n = , O<q<l.
(aq,  a"(9/a;Ds
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Jackson [9] definiu a função q­gama por:

re) = LD q gro, 0O<q<l.
(4 ;9Deoo

A função q­gama satisfaz à equação funcional

ql
17 (xX), 0<q<]),ql q), 0<qT7(x+1)=

análoga à equação I'(x+ 1) =: xl'(X) para a função gama.

Define­se o q­fatorial de n por

nt=10 +q)I+g+q47)... (I+g+q+ +47.

Se x = n for um inteiro positivo, a equação (3.2.5) resulta em

I7(n+D=ngl.

A função q­gama é semelhante à função gama em muitas outras situações. Askey [1]

mostra vários resultados que sugerem fortemente a analogia entre essas duas funções.

Dentre eles destacamos o resultado análogo ao teorema de Bohr­Mollerup para a função

gama e aquele que estabelece a relação entre (x) eI'(x).

A derivada segunda de lug I(x) é positiva e, portanto, /og (x) é convexa. Este

fato sugere a seguinte caracterização da função q­gama:
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Teorema 3,1 Se f(x) é umafunção tal que

fix+D= Es, 0<q<l,1

1­

S(1)=1elogf(x) é convexa para x > 0, então f(x) =Ta(x).

Demonstração:

Seja O <x < 1, A convexidade de log f (x) implica em

log f(x +nm) < log f(n)+x[log f(n+1) log fon=tes fo— ;q

isto é,

S(xX+m)< s01=) '
Desde que

(9; Dn CAATES(x+n)=­"""2"2 f(x) S(n)= ===,NTE TEC.
a desigualdade anterior se escreve como

ss Pela ra­ a, O<qg<l, O<x<l. (3.2.7)
9 3h

Aplicando a convexidade de log f(x) emn + 1, n+ x en+x+ | tem­sea

desigualdade:
: 2, lxsz” SE ENS 0<qg<l, O<x<l. (3.2.8)

q ng

Assim, quando 1 — co, (3.2.7) e (3.2.8) resultam em :

S(x)=T/(x) O<g<l, e0O<x<l
O resultado para x O segue de (3.2.6). m
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O resultado que estabelece a relação entre as funções q­gama e gama é o seguinte:

lim Ty) =T() (3.2.9)
q>

[0,6]

; :

­ di
'A seguir calcularemos o valor da integral fe CDL que será de extrema­E9Doo

importância na prova da relação de ortogonalidade dos polinômios q­Laguerre definidos na

seção 3.4.

Seja

Sta)=[1"ea, 0O<q<l, x>O.

f(a)=fVe(Hra(t+1)­ajdroo

q pel Caqs;Ped Tl CG Doo di1a) Eras CO' CEDo
Portanto,

f(a)=(1­a)f(aq)+aq * f(a).
A segunda parte desse resultado é obtido com a substituição de f por q .

Assim, obtemos

fia)= 1­0)/(89)
(I­aq”)

—(­airaDftad)  — (69Dw
rapIma (ag Da (O).

Fazendo a=q na igualdade anterior, obtemos:

24
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INCIINÇESS SMAacarreata DE
pois / (q) coincide com a função beta (3.1.5).

Assim,

fe di —TETAl­x)5 CSDo TÁ)

3.3 O Teorema q­Binomial

Um importante e conhecido resultado, é o teorema binomial

DEE =(1­x)",xl<l,

(a); =ala +). (a+k=D=2222,

(1­q9)*, O0<qg<l, x>O, (32.10)

Abordaremos, a seguir, um importante resultado análogo ao teorema .binomial, o

teorema g­binomial:

Teorema 3.2

(Dk e (PED , U<q<l, |xl<1.
ez0(4 9x (x; 9)

Demonstração:

Consideremos a função

(4;9)k xtnoDr
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k=15D ­

(ag qk­Lxkhla E EEE1 (Dk
Ou seja,

ha (x) ­ ha (qx) = (1­a)xha(x).
Por outro lado:

ha (x)
ag) ao

(ax,Deo p (ax,(Toha(x) = ha (qe) = ha(0) =a(o) (=adA o ED

Uma generalização do teorema binomial é o resultado a seguir, conhecido como soma

de Ramanujan:

2De kh (PS D)o(1/0%;D)o(T9)2(b/A4;9)xo= (8; Dk (;9) oo (b/xX; Po (b; D)o(91/95Deo

lra"| <|x| <1).
Para provar este resultado, consideremos:

(De xt= ED SO Do kh
oo (8; (8; 9) E (ad; oo

E adDooDas

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp”.” 13

, 0<qg<l,

14 15 16 17 18



nl.
o (aq; De

> . xo=(1­6/0)f(9)+ 23 OLASAaqa
E, assim, obtemos a seguinte igualdade:

S6)=(1­6/9)f(ba) + SO),
—b/a)bla6/00”q,J(O)=

que resulta em: sb) = nso. fo. (333)

k+1= 4 De 0, para k =­1,­2,..., a série DEDk x(EDe (LCtDo (b;q)r
Como

(3.3.2), quando b = q, é facilmente calculada pelo teorema q­binomial. Portanto,

— (9) (91:90A Cs q)a(o
Fazendo b = q em (3.3.3) e utilizando a relação anterior, calculamos /(0) sem

dificuldade. Portanto,

sb) = LlasDo (4/39)oo (XI)co (1791)oo
(b/ax;9) (1/9391)(X; IT) eo (1;9)co

Substituindo / (86) em (3.3.2), obtemos a soma de Ramanujan.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



A seguir, apresentaremos uma família de polinômios ortogonais definida com relação à

distribuição
t a

1­6Dx
dt, 1 E(0,%).

3.4 Polinômios q­Laguerre

Os polinômios de Laguerre definidos por

Da & Em,x129 (= (Donº O) nn! at
F(a+hk)

Ta) *' constituem um conjunto de polinômios ortogonais em relação àa
onde (a), =

função distribuição 1º edi, 1 e(0,%).

Para esses polinômios é válida a seguinte propriedade:

co 0, m*hn

| LM LO Ne deiria+n+])
m= nn.

Yy n!

Moak [13], definiu os polinômios g­Laguerre da seguinte forma:

(5)qHH... n q”1 (x.9)= OE Dn 57 E DeT
(F9Dn ão (q cai (44Dk

;, 0<q<l (3.4.3)

Esses polinômios, análogos aos polinômios de Laguerre, formam um conjunto de

polinômios ortogonais em relação à função distribuição
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1º

CI ­D6Dwo
di, 1 E(0,0).

A relação de ortogonalidade é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3,3 Para a > ­1, temos

O,

dt =1T(a+DICa) Eq,
h(­a)(4;9),1 4”

eo a

19(1,4)1 (144)| " " CA 959)

Demonstração:

Da definição dos q­polinômios de Laguerre e da integral (3.2.10), tem­se:

1º
di

CA­q9);9)x

oo

SI qe
0

a+l, neem LS)
(q Dn > IDEIA

 Mm=

(QTD k T(k­a­mM)T(1+k+o+n)
ED &R (ApQEDiIGDiIRLCi­a­m)

— (AEE TCAT(a+D(F EAN ED"
(1;9)n (1­q)m ” (a)

a+m+l.n —­n,.x 3 DEI DEI
k=0 (q Di (LDk

(n=m)k
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Tn
de onde obtemos a segunda igualdade utilizando a fórmula T(x)M(1­x)= ea

equação funcional (3.2.5).

sen Tx

Em Bailey [3] encontramos a seguinte soma:

(4:49), (6;q
r=0(6Dk (49

a+m+lFazendo a=q ", b=q

A+HW

k

k |e) — (6/a;9)0 (0/b;9)oox ab (€;9D)oo (c/ab; q) |

ec= q podemos: finalmente calcular a integral:

(EDTCA)+D(G E DADAco

LL! (1:q4) [
di =| " CUA­q4)69)»

Considerando que 1º(x;q)=

teorema.

1

(1;9)1 Ta (Ca)

= q)" ema") as,19), Ta(7a)l­q) q (9 GD

0, m<n

r(­a)T(a +D(G 9), 1)"
r, (­a)(1­ qu" quer +n

=Hn.

2

(­1)"q" Wa­q)" x
(4;:9)n

+... , segue o resultado do

Fazendo a = O no teorema g­binomial e utilizando (3.2.9), temos

lim
q21 (1­9)

1 2 3 4 5 6 7
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va
1º

Portanto, do teorema 3.2, a função distribuição, ­ di, 1 E(0,0o), resulta na
­A­q9);9)%

função distribuição re" di,1 e(0,20) de (3.4.2). É interessante observar que, da definição
(3.4.3) e de (3.2.9), tem­se:

lim 1º (x;4) = 11º(x).
q17
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CAPÍTULO 4

DUAS CLASSES DE DISTRIBUIÇÕES FORTES

4.1 Distribuições ScS(c/b,b) e Sc S(c/b,b)

Seja dy(t) uma distribuição SS (c/b,b) onde O<Vc<b<co,Em Sri Ranga [16],
foram investigados os polinômios similares B,(z) para uma classe de distribuições

SS (c/b,b), denotadas por distribuições SceS(c/b,b), que satisfazem à propriedade de
simetria (inversa):

du(1) —dy(c/t) t e(c/b,b).
RR

Em Sri Ranga, Andrade & McCabe [19] foratn consideradas distribuições SS (c/hb,b),

denotadas por Sc S(c/b,b), que possuem a propriedade de simetria (inversa):

du(n)=­dw(celt), te(clb,b). (4.1.2)

Neste capítulo, denotaremos os polinômios similares definidos em (2.2.2) em relação a

uma dada distribuição dw(1) por B*Y (2).
Assim,

b

fe" BY (0dy() =0, Osssn­l, n321.
cb

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Então, para esses polinômios, a relação de recorrência de três termos (2.2.9) é escrita

da seguinte forma:

BY (2)=(2­Bn)BL ((2)­anzBÉ (2), n21,n

Bú(2)=0, BÚ()=1, m=0, A =22=",
ne Am

Bn+1 = ant! , n21,
n

onde:
b 5)

v, = S BY (dy() Pn = f BY AV, n>0o,
c/b c'b

Seja dy(1) uma distribuição ScS(c/b,b) qualquer. Sri Ranga [16] demonstrou várias

propriedades envolvendo esta classe de distribuições. Da definição (4.1.1) prova­se

facilmente a seguinte relação para os momentos:

Qs+1)/2u.=0 Hs, SO,

e, para qualquer polinômio (),(2) de grau no máximo n, temos:

b b

fo, (Ndy(n =eCMTD/2 [mig(cjo)dy(t) m=0,41,22,....
c/b c/b

Usando os resultados acima, demonstra­se o seguinte teorema:
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Teorema 4.1 Seja dy(1) uma distribuição SceS(e/b,b). Então, os polinômios similares

B*(2), associados a esta distribuição, satisfazem:

Demonstração:

O teorema é imediato para 11 = O, Para 1 > | tem­se, como consequência imediata de

(4.1.6), que:

b b

f entrado= COMPMDOA [omg t(o/Ndy(t), m=0,21,42,.
c/b c/b

De (4.1.3), para a distribuição dy(t), obtemos:

b

fe" BY e/ndy() =0, O0O<m<n­l, n>1.
c/b

| em BECO
Sb B*(0)

du(1)=0, Oss<n­1, n21.

Devido à unicidade dos polinômios mônicos BY(2), o resultado do teorema é obtido.m

Uma consequência do teorema 4.1 é que os zeros de BY (0) satisfazem à seguinte
igualdade:

s=1,2,.,[(n+1)/2]1, n>l.
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Teorema 4,2 Para qualquer distribuição SeS(c/E,b) os coeficientes B, da relação de

recorrência de três termos (4.1.4) satisfazem:

Pr =4/c, nz21.

Demonstração:

Substituindo z = O na relação de recorrência (4.1.4), temos

BY(0)=(­N"Ba. Dn, na. (4.1.8)

Além disso, trocando z por c 2 na mesma relação de recorrência, utilizando (4.1.8) e o

teorema 4.1, encontramos

Br) =[:­2)ss (2) ­—É—zBY, (2)," Ba)" ! [2/27 NA ? nz1l,

com BY (2) =le BÉ (2) =17—­ "e Então, fazendo z = O, obtemosl

CcBY(0)=­—BY (0), n21.
n

Comparando com (4.1.8), chegamos a:

Ba =+c.m

Consideremos, agora, dwy(r) uma distribuição ScS(c/b,b) e BY (2) os polinômios
similares associados a esta distribuição, isto é,

b
”

fe"tBY ade(N=0, oss<n­1, n21.
cjb
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Propriedades das distribuições ScS(c/b,b) foram consideradas em Sri Ranga,

Andrade & McCabe [19].

Se em (4.1.9) substituirmos t por c/n1, usarmos a propriedade (4.1.2) das distribuições

ScS(c/b,b) e o fato de BY (0) z O, encontramos:

p BY (CI)
l É| ­n+s 1

c/b Ba (0)
du(t1)=0, lIss<n, n>21. (41.10)

vV b TRPor outro lado, sabendo­se que —a,,=­", onde vn =| 4 Ba (Ode), prova­se
facilmente que

b
" ­fot(BPOO ana BÉ 00)di(=0, 1<s<n, n21. (4111)

cib

Então, de (41.10) e (41.11), temos:

Z"BY(c/z)= BY(2)­annBÉ (2)
BY (0) n n+1" nl

(41.12)

BL tIMBLO)
Á

n>1,

Substituindo z por cz na relação de recorrência (4.1.4) para dw(r), dividindo por

BY(0) e utilizando convenientemente (4.1.8) e (4.112) obtem­se, para qualquer
distribuição ScS(c/b,b), o seguinte resultado:

(ans2+Bnia) n>1.
(an+ +Br) ' Pn Dn '
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Fazendo », =D, +a,,,, com yy =c/,, temos:

Yn+1 Cc
= , n=l. (41.13)

Yn Ba Pa+1

Para uma dada distribuição ScS(c/b,b), os momentos estão relacionados por:

uç=cUuç, 520. (4.1.14)

Sri Ranga [17] encontrou uma interessante relação entre as distribuições ScS(c/h,b) e

ScS(c/b,b). Apresentamos tal relação no próximo teorema cuja demonstração é

consequência imediata das definições (4.1.1) e (4.1.2).

Teorema 4,3 Sejam dy. (1), dy(1) edy3(t), três distribuições fortes em (c/b,b)

relacionadas por
1+b = =., di(1) = dyo(1)= = dy2(1) (41.15)

onde c= 2 Então, as seguintes afirmações são equivalentes:
dy (1) é uma distribuição ScS(c/b,b);

dwo(1) é uma distribuição SeS(c/b,b);

dwa(1) é uma distribuição SceS(c/b,b).

O resultado envolvendo o lado direito da igualdade (4.1.15) foi considerado,

inicialmente, em Sri Ranga & McCabe [18].

Se di(1!) é uma distribuição ScS(c/b,b)e B/(4,0)*0, então, de (23.2) para
dwy(1), tem­se:
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lI<s<n­1, n>2.

De acordo com o teorema 2.7 existe 177 e R tal que

ngV 4,c] —PELE Eno), n21. (4.116)
BY(4,0)

Na expressão anterior, o caso 1 = | pode ser provado diretamente.

Bnlan+1 À)
Ba +

Teorema 4,4 Para n >1, se n= então os polinômios BU (4,2) e BU 1,2)

estão relacionados por

Z"BY(A,c/z)
. =BY(n2) .

BY (4,0) "

Demonstração:

De (4.1.12) e de (2.3.1) temos

"BY (4,0/2)=(BY(0,0)­ 4 BP (0,0))BP (0,5)

(an187(0,0)+48,87 [(0,0)) BP (0,2), n21.

. an+1BÍ(0,0) +48,B/ (0,0) — Bnlani1= dA) , n21l,
BY(0,0)­4 BY (0,0) Pa +

ZMBY(A,c/0)2. = BY (0,1)­ nB” (0,2)= BY (n,2), n>I.
BY(4,0) n nl n =
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Como consequência do teorema 4.4 tem­se que os zeros dos polinômios

BY (4,2) e BY 11,2) estão relacionados por:

nr , r=l12,..,n, se A,n>­Dh,
nn­r+l

(4) E

nr (Mm)
n,n=r+2

, r=2,3,...,1, se A,n<—­Pb,.

Fazendo 7 = à no teorema 4.4 resulta a equação quadrática PR +2fB,A— PranÇ1=0
cujas raízes são

hn = Bra NB) e dnsBra), (4.117)

Com isto, tem­se o seguinte teorema:

Teorema 4.5 Para n 21, se Aé iguala A, ou AÀ,, então:

ZMBY(A,0/2)
BY(4,0) = BY(4,2) . (41.18)

Além disso, são válidas as seguintes relações para os zeros:

AI €
=nr TA) , r=1,2,...,1 (41.19)

“nnr+l

AIC 6
nro 2À,) , r=2,3,..,1. (4.1.20)

nNnnr4l

Estes resultados podem ser encontrados em Sn Ranga, Andrade & McCabe [19].
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À seguir, consideramos resultados que relacionam os coeficientes das relações de

recorrência de três termos de polinômios associados às distribuições especiais SeS(c/h,b) e

ScS(c/b,b). Tais resultados foram obtidos por Sri Ranga [17] e Sri Ranga & McCabe [18],

Sejam dw(r) uma distribuição ScS(c/b,b) e dw(r') uma distribuição SS(c/b,b)

relacionadas pela equação:

du(t)=(1+Pdv(1), telcj/b,b), O0O<fB<b<oo, com c =? : (4.121)

De acordo com o teorema 4.3, temos que dwy(r) é uma distribuição SceS(c­b,b). De

(2.3.2), encontramos:

b 1H VBB  (A,e/ltfem! na ímW=0, Oss<n­l1, n21.
c;:b BY (A, 0)

Quando À = A = 67­776). n21 temos, de acordo com o teorema 4.5,

BL (Axecz)
VERMCRAROR

n+lBYE Lo2)=z

O único zero de BY (Ân,2) fora do intervalo (c/b,b> é —B. Utilizando (4.1.21), obtemos:

Sf ne Br guç1) =, Oss<n­1l, n>1.
cjb

1+8

Devido à unicidade dos polinômios mônicos BY.+11), definidos por (4.1.3), em relação à
distribuição dw(1), temos:



BY (AX p)=(2+0)BY(2), n20. (4.1.22)

Consideremos, agora, uma outra distribuição de(r),! e(c/b,b), relacionada com
du(t) por

É dg(0) = di), 0<B<b<co, (4.1.23)

A seguir, obteremos uma relação análoga à (4.1.22) entre os polinômios envolvidos

com essas duas distribuições. A distribuição de(s) é SeS(c/b,b) com c=fp?e então, do
teorema 4.2, tem­se que BP(0) = (A). Substituindo 7 por c/1 na definição (4.1.3), com a
distribuição de(r), obtemos:

b

f BE (er Êde(m =o, o<ss<n­l1, n21,
u

cjb

Dividindo o integrando por BP(0) =(­P)", e aplicando o teorema 4.1, a integral anterior
resulta em

b

Sfi"tsBra(B/Nda(nN)=0O, Issn, n21,
cib

Mas, (B/N)do(r)=dw(1)­deo(t) e, então, podemos escrever a integral anterior da

seguinte maneira:

b b

fe" BE(OdR(­ Sfe"tBI(NDdo(nN)=0O, l<s<n, n21.
cjb c/b

Na identidade anterior, a segunda integral é nula para 1€ s<n—1, Portanto, obtemos:

b

fr" BPOdeO)=O, Iss<n­l, n>2
c/b
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Nessas condições, o teorema 2.7 garante a existência de A e R tal que BP”(z) = BY (4,2),
n>2. Esse fato, junto com (4.1.7), fornece:

ZBY(clz) ZBY(A,c/z)
BP (0) BT (4,0)

BY (4,2) = (4.1.24)

No teorema 4.5 observa­se que a expressão (4.1.24) é verdadeira quando * é igual a

2, ou 4. Como BP (2)= BY (4,2), os zeros são todos positivos e, então, tem­se o
resultado:

BY(AF,2)=BP(2), —n22. (4.1.25)

4.2 Relações entre os coeficientes a, € B,

Suponhamos dwu(r) e dw(t) duas distribuições relacionadas por (4.1.21), onde du(t)

é ScS(c/b,b). Apresentamos, a seguir, a relação entre os coeficientes associados às

relações de recorrência de três termos correspondentes a essas duas distribuições.

A equação

fas 7 )iro­ & (BP (2)­aP BY (2)), nz1,v
41 Zn]

é equivalente a:

V
XL,

— — aB% VoBU (4,7 (é atua (1 (2), n21l — (421)
n+
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Considerando a relação de recorrência (4.1.4) com a distribuição dy(1!) e, juntamente

com (4.1.22), tem­se:

BY (47,2)=(2­MBY(AP,2)­atz BZ (37 2), nº22, — (422)n+l

de onde, de acordo com o teorema 4.2, obtemos:

Bi =le=8"=B

Usando a definição (2.3.1) e a equação (4.2.1) em (4.2.2), tem­se:

Como a integral

[1787 (0470) = 0,n>1,
cb

(4.2.4) torna­se:

b
— —fiTBY (dypoa?ARSAAcib
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Desde que a integral acima é diferente de zero, obtemos:

— QVIV pB7gaP Sn tniba o n>2
n 7 ' TO

Substituindo À = 67 (8 ­ 67) e fazendo £, = J77/6% , obtém­se:

ar =­D(en+1), na22. (4.2.5)

Reunimos estes resultados no seguinte teorema:

Teorema 4.6 Sejam dúu(1) uma distribuição SeS(c/b,b) e dy(1) uma outra distribuição

relacionada com dy(1t) por

dy(1)= (t+ B)di(), 1 e(clb,b), O0O<fBi<b<cwo,c=B*.

Então, os respectivos coeficientes associados às relações de recorrência de três termos

satisfazem

a =BUn+D(Cn­1) BY=p ne] (4.2.6)

in = 7/87, n>l.

Em (4.2.6) vemos que se os coeficientes ar e pb” , 121, são conhecidos então os
coeficientes a”. , 121, também o são. Além disso, de (4.2.6) segue que
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Usando (4.1.13) encontramos

aj =

Então, se forem conhecidos os valores de ar nz, podemos calcular
recursivamente os valores de a”, eb”, usando (4.2.8) e (4.2.9), desde que 67 seja
conhecido.

Suponhamos, agora, de(!), 1 e(c/b,b) uma distribuição ScS(c'b,b) relacionada com

a distribuição dw(r) dada por (4.1.23). De maneira análoga ao que foi feito anteriormente,

também é possível relacionar os coeficientes associados às relações de recorrência de três

termos com respeito a essas distribuições.

Na equação (4.1.4) utilizamos (4.1.25) para obter

BY(AZ9)= (2­P)BY(A7,2)­ al ze BU (7,2), n>2, (4.2.10)

onde 37 = (67 (/yY 57)

Em (4.2.10) se for utilizada a definição (2.3.1) e a equação (4.2.1), tem­se:
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AREIAão
A“. zBY (2)

LiA):(2),
Integrando (4.2.11) e levando em consideração que

(4211)

b

Í'BY don+ldv(ND=0, nz]
c/b

= a?
pd ­—t A,8/=0, n>22.%

Substituindo Fa = 67(77 ­ [6% Je fazendo £, = 7y/BW , tem­se
ap == Pe, ­ D(Ci­1+l)), n>22. (4.212)

A equação (4.2.12) também é válida para 1 = 1. De fato

BY (AY ,2)=(2­P)BI(AY,2)­ of

e, então:

BY (2)=(2­B+A9)BY (2)­(aS +?) ás
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z2­ BY (2)
pr

a equação anterior pode ser escrita como

=],

— (z — BP (2))
BY (2) =(2­B+AY)BY(2)­(aS + AP)aBY (2)+Hb

1

Então,
— = BAY — parBY (2) =|z­B+47 ­—L IB” (2)­| &P+ir­ zBÉ (2).2 2 FZ 1 6º

CR CASCA Aa DS LONA27 az LT
pr

Lembrando que aX =y)/­ pr tem­se

= (E ­D(fo+l) com (og =

V/BVn (6

Teorema 4,7 Sejam dy(t)uma distribuição ScS(c/b,b) e de(t) uma distribuição forte

relacionada com dy(1) da seguinteforma

dpi =""Êdo(o, t e(cja,b), O0O<f<b<x, c=B?.
Então os coeficientes associados às relações de recorrência de três termos relativos a

essas distribuições satisfazem:

a?  =Aln­D(Cn1+l), (42.13)
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en= 17º /67 e do=1.

Portanto, se os coeficientes a”nº p” , n>1, são conhecidos temos imediatamente
os coeficientes ar, hz

Além disso,

— £ " — —

Br = pn e arPBlnatn­BO, nel (42.14)
/)

Então, se forem conhecidos os valores de a? nz, podemos calcular
recursivamente os valores de ar, e Br, n>1, usando (4.2.13) e (42.14).
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CAPÍTULO 5

POLINÔMIOS ASSOCIADOS ÀS DISTRIBUIÇÕES LOG­NORMAIS

5.1 Polinômios Ortogonais de Laurent.

Consideremos a distribuição log­normal

qu?do(1)=2ºV/A

enlin/2kY g=e"2", 1 E(0,%).

Para essa distribuição os momentos de ordem » existem e são finitos para qualquer

inteiro 11. De fato:

2“ 2/1172—(mn1/2k)? q x(n+1)­(xº/4k )
te dt = —=— dxtn =Eral 2k07k

2 qU et m+D? ­q fa)=n

Polinômios ortogonais associados à essa distribuição foram introduzidos por Stieltjes e

Wigert. Em Szegó [22] encontramos uma elegante representação para esses polinômios,

obtida por Wigert:
1, n

2 ]B(x)=("7gs?ZUCX,
r=0

(n) ­ — (19h que” hoo.
q (4 (4Dn­r

Um exemplo interessante de polinômios ortogonais relacionados à função distribuição

log­normal são os polinômios de Laurent, isto é, polinômios onde potências negativas e

49
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positivas podem ocorrer. Esses polinômios foram introduzidos por Jones & Thron [10],

porém nenhum exemplo explícito deles foi apresentado em [10]. Pastro [14], no caso

particular da distribuição log­normal, encontrou uma representação explícita de tais

polinômios.

Para isso, considerou os seguintes polinômios

; kOn)= PRATADA) e,
P(N)=Q, (1), n=0,1,2,....

Os polinômios (5.1.3) satisfazem à seguinte relação de biortogonalidade:

m£EnO,ÍPA (QTdo(s)= (um ;

0 (DAT, men

onde do(s) é a distribuição log­normal . Provemos este resultado:

O teorema g­binomial, (teorema 3.1), com a=q ", pode ser escrito da seguinte

forma:

LE ioDry = (4a,r=0 Dr

pois (q";q), =0, para r > n

De (5.1.2) e (5.1.3) temos:
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fo a Nde()
0

­ foz ao:elash1)do(t)
O s=0

TA(4;Ds ºUm­­s

­ (=m"/2)Es";9)sq.(1;9)s

Usando o teorema g­binomial (5.1.5), obtemos :

oo

So, do(s) ­ qe mo ­­n+m4+l.Da
o

m<n

m=n,

co O,Mean =| 7º /2)=n/ a GA,

—­m. 21Como BP, (x) =Eq A)ramen, o resultado (5.1.4) segue imediatamente.LD m

Teorema 5.1 Àsfunções

R (0) =MA9,(7), n=0,.. (51.7)

são os polinômios ortogonais de Laurent em relação à distribuição log­normal (5.1.1),
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Demonstração:

No caso de 1 = 2m temos

Rin(2)= zPmPlo, (2)) = Z"Qsn(z")>).

Se s=—m,...,m­1| então, m+s<2m e, portanto, devido à relação (5.1.6), temos:

oo

f Ram ()1Pdo(n)=[On de()=0.
o0

Dai, Ry,(2) é ortogonal a qualquer R(2), OSi <2m, pois Ri, (2) é ortogonal aos

monômios 17”!,...,r""! de cada R (2).
No caso de n=2m+1, temos:

2m+1/2 lo Mm |Ram+1(2) = el Ia m1(2 )=2 Qmnlz ).

Se s= —m,...,m então, m+s <2m+l e, portanto, devido a relação (5.1.6), temos.

f Rami (1do(1) = [PQ do(1)=0.
o o

Assim, Ro,,41(2) é ortogonal a qualquer R(z2), OSi <2m+1. Concluímos, então, que

R,(z) é ortogonal a qualquer RR, (2), sem < n.

Para completar a prova precisamos calcular a integral
20

IIENÓIECO)
0

Devido à ortogonalidade de R,(2z) a integral anterior é equivalente à integral

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



(Rm /2)­2mfRant"do(n)= [P"E DAN =q (9;9)2m
0 o

quando 7» é par, e é equivalente à integral

­Qm+1)º/2)­(Qm+1( (Qm+1)', ) (2m+ NE Dama|
oo oo

Sama(O aç() = fe" ODado) =a
o o

quando / é ímpar.

Utilizando (5.1.3) e (5.1.7) verificamos facilmente as seguintes relações de recorrência

de três termos :

Ran(2)=(2­q)R 1()­q/º4 A­ qNRO),

Ran1(2)= 1­2 Ra, (9) ­PAPIRO),

Ro(2)=1; R(2)= —qU2ZA +1, n=l1,2,...

5.2 Distribuição Log­Normal Deslocada

Em Sri Ranga, Andrade, McCabe [19] encontramos uma representação explicita para

os polinômios similares BY (2)e para os polinômios BÚ (4,2) quando a distribuição é a
log­normal deslocada

1 1 ­(In1/2k)du(1)= re VIVES Ar, 1e(O0,x).v(1) kJ (0,2%)
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Com o objetivo de obter tais polinômios, consideremos BP”(2) os polinômios similares
associados à distribuição log­normal (5.1.1) e B”(z) os polinômios similares associados à
distribuição log­normal deslocada (5.2.1). Da definição (2.2.2), quando a distribuição é a

log­normal deslocada dw(1!), sabemos que:

O . à.Rh ( nsBY(Ndu()=O, s=0,1,...,1n­—1.

Fazendo / = 1/1 temos que (5.2.2) é equivalente a:

o 0 BÚQ/0ufun"BRU n=0o, s=0,1,...,1­1.
0 Br (0)

Devido à unicidade dos polinômios similares, de (5.2.3) segue que:

Bº(9) = Z"BÚ(1/2)
" BY(0)

' BO) |

No teorema 5.1, vimos que a sequência de funções R, (z) definida por

R,(2)=21P19,0/2),

Q,(2) = PRETAgay,
é ortogonal, com relação à distribuição log­normal (5 1.1). Portanto, concluímos que:
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%D

fo arnde() =0, s=0,1,...,10­1.
0

BP (2) =2"Qn(1/2).

Substituindo a equação (5.2.5) em (5.2.4), obtemos:

BY(2z) = Q2n2) :
B$(0)

Considerando (3.2.3) e fazendo fn) =7 E , podemos escrever (),(z) da1 RDADA Nr

seguinte forma:

Q,(2)= veygoerafo |
r=0

A expressão (5.2.7), com r = n­s, é equivalente a

n

Q,r(2) = Lens qq Pano,
s=0

Como Bº(0) é o termo independente do polinômio BP (2) =2"Q,(1/2), tem­se:

Bº(0) = (­1)"g7"?.
Logo, em (5.2.6), obtemos:

nBY (2) — Seygemo(s) QTO, n>l
r=0 1
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Os polinômios dados por (5.2.9) satisfazem à seguinte relação de recorrência de três

termos:

BY (2)=(2­B)BY (2)­a/zBÉ, (2), n22, (5.2.10)

com BY (2) =0eBo (z)=1. Os coeficientes a” e pé são facilmente calculados. De fato:

BY(0pl=—— O =qº, n21. (5.2.11)
"BIO

Substituindo BY = q2? na relação (5.2.10), encontramos:

=qº(q =D, n21, (5.212)

Da definição (2.3.1) para os polinômios BY(A,2) e de (5.2.9), temos:

BY(A, 2)= NEDq—r(n>ni" ) 1ar­1/2 (1­q4"az,nro (5.2.13)
qr=0 1­9" )

Se, particularmente, fizermos »X% igual a 4º =qVP(q7­D) e igual a
= 9? —ni . "oa .(q2. 1) temos, respectivamente, os polinômios:

n [Ao an
­rtn­ +qBY (AY2)= YE gen [DETIDO (5.2.14)" & é , Lo l+ q?

n 2 (n=")/2]
z

— —
—BYUAY,)= DI QT E

r=0 1 1­qg
(5.2.15)ni2 f
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A partir da simetria dos coeficientes de BY (4/”,2) e BY(4,2), vemos que os polinômios
(5.2.14) e (55.2.15) satisfazem à equação (4.1.18).

5.3 Distribuições Associadas à Log­Normal Deslocada

A distribuição log­normal deslocada (5.2.1) é um exemplo de distribuição ScS(0,2%)

com c = 1, Também é interessante observar que esta distribuição é uma distribuição

ScS (0,00) com e=q= ent
A distribuição log­normal deslocada (5.2.1), enquanto distribuição SeS(0,x), ec = 1,

será denotada por dWwo (1). Portanto, a distribuição

; 1 1 ­(nr/24)dvuo(1)=dy(N)==——=—/ e “di, 1te(o,xvo(1)=dy(1) ETR (0,2%)

é uma distribuição STS(0,%) come = 1,

Seja dy, (1) uma distribuição definida por

dy2(1)=(1+N)d7o(1)= NE A+Dena,

Como dwyo(1!)é uma distribuição ScS(0,%) com c = 1, segue, pelo teorema 4.3, que

dya(t) é uma distribuição SeS (0,2) e, de (4.1.22), tem­se:

1 ­

BÚ (2) = Ba Ap 2), n21l,

onde o polinômio BY (AY ,2) é dado por (5.2.15). Então,
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n­1( &k | A. r2 LJ (n­r)/2BY (z)= > DNC VALDAF rm PEL q 7 ||
k=0Nr=0 1­9"

Em (5.2.11)e (5.2.12) caleulamosos coeficientes 87º =4V?e ao =9Vº(q" ­N),n>1,
da relação de recorrência de três termos (5.2.10) para a+ distribuição log­normal deslocada

12qdwo(1). Consequentemente, 7º =q e l, ni? ,n>21, Das equações (42.6)

obtemos os coeficientes da relação de recorrência para a distribuição dy, (1):

Br=1 e af =(g7DP4 DG

Consideremos, agora, a distribuição dy, (1) definida por:

en Unt/24)?
—— dr, 1 E(0,%).

1di(1) e A d9(0) = 11)

Pelo teorema 4.3, dy, (1) é uma distribuição ScS(0,%), com c = 1. De acordo com

(4.1.25) e (5.2.15), obtemos:

= 12 (nr)/2BY(2)=BM (AY ,2)= SC 1/g77 Onr ) É 1 ã" n>1 (537)Ggr=0 1­9"?

De (4.2.13) obtemos os coeficientes da relação de recorrência (5.2.10) para a

distribuição dy (1):

Br =1 e ah=(QP=n(gMDPA4D, n20.

Consideremos
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de (1)=dv(1)= — A Ant/2kY 76 1 E(0,%),
kl

a distribuição log­normal deslocada, (5.21), vista como uma .distribuição
2ScS (0,0%), ce=q = et :

Seja

dev (1) = 1. 14º elenUnt/2khnp e(0,%)
2k/7 p

, , ,

STA í
>uma distribuição tal que dan(1)= —— dei (1). Então, de acordo com o teorema 4.3,

1+q
2temos que day (1) é uma distribuição SES(0,00) com c=q= eo

Da equação (4.2.13), temos:

a”
0, =——""H— +1,69=1,n21

P(ln­1 +) >

onde at =qP2(Q­1) e Bb, =B=q"? são os coeficientes dados por (5.2.11) e
(5.2.12). Portanto, de (4.2.14),

—
1/2

—Ana (En=1 +] NT ffo a Da eaRh net 6309)
no
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CAPÍTULO 6

CONCLUSÃO

No capítulo 2, estudamos os polinômios ortogonais e os polinômios similares

B,(2), 121. Os polinômios similares possuem propriedades semelhantes às dos polinômios

ortogonais, como por exemplo, a relação de recorrência de três termos (2.2.9). Estudamos,

também, os polinômios

B(4,2) = B,(2)­ AB, |(2), AER, n21.
Esses polinômios, bem como as distribuições SceS(c/b,b) e SeS(c/b,b), definidas

no capítulo 4, foram de fundamental importância para o desenvolvimento deste trabalho.

Um resultado importante é o teorema g­binomial, pois foi a ferramenta utilizada no

capítulo 5 para provar a ortogonalidade dos polinômios de Laurent definidos com relação à

distribuição log­normal. Entretanto, não podemos deixar de destacar a função q­gama e a

sua conexão com certos polinômios ortogonais, como por exemplo, os polinômios qg­

Laguerre. Pretendemos continuar investigando esses polinômios em trabalhos futuros.

As distribuições ScS (c/b,b) e SeS(c/b,b), consideradas no capítulo 4, apresentam

propriedades que nos permitem obter relações entre os coeficientes da relação de

recorrência de três termos dos polinômios similares associados. Com isso podemos, por

exemplo, determinar os coeficientes de um polinômio associado a uma dada distribuição, se

já forem conhecidos os coeficientes com relação a uma outra distribuição.

Exemplos interessantes que ilustram os resultados anteriores foram obtidos quando

consideramos a distribuição log­normal deslocada.
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