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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo de trés quaisquer distribuigdes fortes de

Stieltjes relacionadas por
+f

!

1
dy (1) =dy(1) = }+—ﬂd¥’2(’),

onde dy(t) e dy, (1) pertencem a uma classe de distribuigdes denotada por ScS(a,b)e
dy (1) pertence a uma classe denotada por S¢S(a,b).
Estudamos também a relagdo que existe entre os coeficientes das relagdes de
recorréncia de certos polindmios similares aos ortogcnais associados a essas distribui¢des.
Apresentamos, ainda, aplicagdes desses resultados para obter algumas interessantes

variagdes da distribui¢ao log-normal.




ABSTRACY

The objective of this work is to present 1 study of any three strong Stieltjes

distributions definied on (a,b) and related to each other by

{ - 1
-—:--gd!;/l(() = {!E/[)(f) = }“:Bdwz (.f),

where dy (1) and dy,(t) belong to a class of distributions denoted by ScS(a,bh) and
dy (1) belong to a class denoted by S¢§(a,b).

We look at also the relation that exist between the coeficients of the recurrence
relation of certain polynomials similar to orthogonal polynomials associated with these

distributions.

We give some application of these results by obtaining some interesting variations of

the log-normal distribution.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Consideremos y(#) uma fungdo real definida no intervalo (a,b), limitada, ndo

decrescente, com infinitos pontos de aumento em (a,b) e tal que os momentos

b
Ly = _[r’”dy/(:), m=0,1,2,...
a

existem e sdao finitos. Nestas condigdes, dy(7) ¢ uma distribuigdo em (a,b). Se os
momentos u,, existem para m=0,+1,42,..., a distribui¢gdo é denominada distribui¢do forte.
Quando dy(r) € uma distribuigdo forte em (a,b) < (0,%), dizemos que dy(r) € uma
distribuig¢do forte de Stieltjes e denotamos por distribuigdo SS(a,b). O nome Stieltjes €
usado especificamente para indicar que (a,b)<(0,¢), numa referéncia ao problema
classico de momento de Stieltjes definido no capitulc 2.

Dada uma distribui¢do SS(a,b), dy(t), os polindmios similares B, (z), 720, (Sri

Ranga [16]), sdo definidos por

(7) B,(z) ¢ monico de graun, n=0,

b
(ﬁ)_[z‘”“b’,,(r)d;y(r)=0, 0<s<n-1, n>1.
a

Os polinomios B, (4,z), dados por:

Bf:(;‘sz) =B,(2)- ’an--l(z),




onde A € um parametro real, sao considerados em Sri Ranga, Andrade & McCabe [19].

O objetivo deste trabalho é estudar os polindmios acima quando definidos com relagdo
a duas classes especiais de distribuigdes fortes, encontradas em Sri Ranga [16] e em Sri
Ranga, Andrade & McCabe [19], para as quais os coeficientes das relagdes de recorréncia
de trés termos dos polindmios definidos em (1.2) sdc dados explicitamente.

Em particular, consideraremos a distribuigdo log-normal, definida por:

1/2 2

g " ~(int)2k) -2k
dp(t)=—=c¢ dr,0<g<l,g=e ,1€(0,,).
1) =5 5y q<l,9 (0,)

e a distribuigdo log-normal deslocada, dada por:

1/2 ]
q’ ~1 ~(Int/2k) 2k?
dy(t)=———==1 "¢ ! dr,0<g<l,g=e , 1 €(0,).
wir) 2k\ffr 4 4 )

Uma das razdes que nos levou a estudar as distribui¢des log-normais acima foi a
obtengdo de expressoes explicitas, relativamente simples, para polindmios associados a essas
distribuigdes. Por exemplo, em Szego [22] encontramos uma representagdo elegante dada
por Wigert, para polindmios ortogonais associados a (1.4) e em Pastro [14] encontramos

formulas analogas para os polindmios ortogonais de Laurent.

Assim, o trabalho encontra-se dividido em seis capitulos:

No capitulo 2 - Polinomios Ortogonais e Similares - fazemos um estudo sobre os

polindmios ortogonais e similares definidos em (1.2). Ressaltamos propriedades importantes

sobre eles e ainda, nesse capitulo, definimos os polinémios B, (4,z) a partir dos polindmios

similares B, (z).




No capitulo 3 - A Fungdo q-Gama e os Polinémios Ortogonais - apresentamos uma
fungdo definida por Jackson [9], g-analoga a fungdo gama e resultados que sugerem a
analogia entre essas duas fungdes. Um exemplo de polindmios ortogonais envolvendo essas
fungdes também ¢€ apresentado. Consideramos o teorema g-binomial, muito importante para

provar a ortogonalidade dos polindmios ortogonais de Laurent [14].

No capitulo 4 - Duas Classes de Distribui¢des Fortes - mostramos alguns resultados

sobre os polindmios B,(z) e B,(A,z) associados a duas classes de distribuigdes fortes.
Consideramos, também, os coeficientes da relagdo de recorréncia de trés termos associada a

essas duas classes de distribuigdes fortes e apresentamos relagdes entre os coeficientes.

No capitulo 5 - Polinomios Associados as Distribui¢ées Log-Normais - definimos as

distribuigdes log-normais, que pertencem as classes especiais de distribui¢oes fortes

estudadas no capitulo 4. Ainda nesse capitulo, damos alguns exemplos de polindmios

associados as distribuigdes log-normais cuja representagdo pode ser dada de maneira

explicita.

No capitulo 6 - Conclusdo - apresentamos as observagdes e conclusdes finais sobre o

trabalho.

Por ultimo, nas Referéncias Bibliogrdficas relacionamos os livros e artigos por nés

consultados ou citados.




CAPITULO 2
POLINOMIOS ORTOGONAIS E SIMILARES

2.1 Polindémios Ortogonais

Dada uma distribuicdo dw(r), a ortogonalidade entre f(r) e g(f) com rela¢do a
dy(t) € dada por:
b
[ 10z =0.
Dizemos, neste caso, que f(7) é ortogonal a g(/).

De modo geral, uma familia de fungdes {f,-(x)}i:l ) ¢ ortogonal, com relagdo a

distribuigdo dy(7), quando:

b
[0 f;(0dyn =0, se i

A seguir, daremos a defini¢do de polindmios ortogonais, que constituem uma familia
de fungdes ortogonais muito conhecida na matematica devido a suas importantes aplicagdes

a Analise Aplicada, como por exemplo, os problemas envolvendo aproximagdes.

Seja dy(r) uma distribuigdo no intervalo (a4,b), —c<a<b<oc, para a qual os
momentos definidos por

b
Ly = Jt’"dq/({), m=0,12,.. @15

a

existem e sdo finitos.




Uma sequéncia {PH("'J}”.—.() I de polindmios ortogonais monicos € definida por:

(7) B,(x) é mdénico de grau n,

sem#+*n

b
0,
. ) s -
(”I) j}n(f)&:(’)dw“) "'{c” :O, sem=n » mn 0}1a2," 4
(4]
Seja {!f,,(x)}n:[) | uma sequeéncia de polindmios ortogonais em relagdo a uma dada

distribui¢do dy(7). Entao, os polinomios £)(x), (x),...,P,(x) sdo linearmente
independentes e formam uma base para o espago dos polindmios P,, de grau menor ou igual

an.

Uma definigdo equivalente a (2.1.3) € a seguinte:

(1) B,(x) € mdnico de grau n,

0, sem<n
, mn=0,1.2,..
v, #0, sem=n

b
iy "B (0)dy() {

Dependendo do intervalo utilizado e da fungdo distribui¢do, varias familias de
polinémios ortogonais podem ser construidas.

Facilmente pode-se provar (Chihara [5]) que a existéncia e unicidade da sequéncia de

polindmios ortogonais { 2, (x)} ~depende da condigéo:

n=01,..

H® +0, n=012, ..

n+l

onde Hfl"’) sdo os determinantes de Hankel dados por:




HMi=0,3, 5 =

e
Hm Hm+l ° Hm+n-1

g Hm+l  Hm+2 *° Hm+n
n : . .

Hm+n-1 Hm+n =" Hm+2n-2

para m=0,t1,12,...en=12,....

Teorema 2.1 Seja {P,,,(x)} uma sequéncia de polinémios ortogonais. I':ntdo, para

n=01,.

todo polinomio ()(x) de grau menor que n, tem-se:

b
[ B (0)dy(ty=0

a
Demonstragio:

Suponhamos Q(x) de grau m<n.

Entdo,
m

O(x)= 3 a;l(x)
J=0

Portanto,
m

b b
J'P,,(: ONdy() = Y a; j P, (1)P;()dy(1) =0,
a /=0 q

pois j<n. g

A seguir, provaremos duas importantes propriedades dos polindmios ortogonais. Uma
refere-se a relagdo de recorréncia de trés termos que auxilia na gera¢do de sequéncias de
polindmios ortogonais e a outra a seus zeros, a qual € muito util na construgio de formulas

de quadratura.




Teorema 2.2 Os polinomios ortogonais F,(x), n20, definidos por (2.1.3), satisfazem a

seguinte relagdo de recorréncia de trés termos:
By (x) = (x = 0,4 ) B (x) -0y 11 B, -1 (%)
com P_j(x)=0 e Fy(x)=1. Os coeficientes a,, .| e b, sdo dados por:

01 B, B0yt

ynzl e b,y = —, nz0

[, B0 By )

b
[RAGIACLIZG

b
[, BB ()dyr)

Ap+) =

Demonstracio:
Seja £, (x) o polindmio ortogonal de grau n, associado a distribuigdo dy(7).

Entdo, xF,(x) € um polindmio de grau n+1. Logo, pode ser escrito como

n+l
XPH(X) = ZC}(})’J‘ (X), com €, = 1.
k=0

De (2.1.3),

[ 1B, ()P (1)

J b , Jj=0,1,..,n
[ PP (0dwr)

b b
[1B (0P () = [ By (03P () 0),

a

0 que, pelo teorema anterior, € igual a zero para j=0,1,...,n-2.

Portanto,

(2.1.8)




Temos, entdo,
x!’;,(x) = Hr+l(x)+cnfir(x) +cn—l£r~l(x)-

Fazendo b,,)=c¢, € a,,| =c¢,_|, chegamos a relagdo desejada. g

Teorema 2.3 Os zeros de P,(x) sdo reais, distintos e estdo no interior de (a,b).

Demonstracgio:
Suponhamos, por absurdo, que ndo existam zeros de multiplicidade impar de 7, (x)

em (a,b). Entdo, P, (x) ndo troca de sinal nesse intervalo e, portanto

b
[ By # 0,

0 que, por (2.1.3), é uma contradigdo, pois

b b
[ Bty = [ By () By ().
a a

Sejam zy,z,,...,2,,, m <n, os zeros de multiplicidade impar de ,(x) em (a.h)
Seja O, (x)=(x=z))(x—23)..(x = z,,). Assim, (J,,(x) F,(x) ndo muda de sinal em

(a,b) e, entdo

b
[Om(y Bat)dytay = 0.

a

Mas, pelo teorema 2.1, isso € um absurdo, pois m < n .
Portanto, m>n. Como F,(x) é um polindraio de grau n, segue imediatamente o

resultado do teorema. g




Os polindmios ortogonais possuem muitas outras propriedades interessantes ¢ um

estudo mais detalhado pode ser encontrado em Chihara[ 5] e Szego [21].
2.2 Polindomios Similares

O problema classico de momento de Stieltjes, definido por Stieltjes em 1894, consiste

Ao i ’ P o0 r i :
em, dada uma sequéncia de numeros reais {)un }n:U’ encontrar condigoes sob as quais existe

uma distribui¢do ndo negativa dy(1), t €(a,b), 0<a <b < «, tal que

b
Ly, rf:”a’ry(f), n=012

o

Stieltjes encontrou condigoes necessarias e suficientes para a existéncia e unicidade de
tal distribuigdo.

Em Jones, Thron e Waadeland [11] o problema acima é resolvido para o caso de
n=0,%£1,£2,..., denominado problema forte de momento, onde aparecem pela primeira vez
polindmios que exibem propriedades semelhantes as dos polindmios ortogonais.

A distribuigdo dy(r), que satisfaz ao problema forte de momento, sera chamada
distribuigdo forte de Stieltjes e denotada por S5(a,b)

Sri Ranga [20], com a finalidade de estudar o problema forte de momento para

(a,b) c (-, +x), denominado problema forte de momento de Hamburger, introduziu uma

sequéncia de polindbmios mdnicos, B}]k}(z), com propriedades semelhantes as dos

polindmios ortogonais. Tais polindmios sdo definidos por:

b 0, se0<s<n-l
Jr;_ _n+58£“(1)d9’/(!) V8
vﬂ

a

,ses=n,




onde n>1, k sdo inteiros positivos ou negativos, (a,b)c (-x,+%) e dy(r) é uma

distribuig¢do para a qual os momentos

b
Uy = J‘:”'dq/(:), m=0,+1,42,. ..
a

existem e sdo finitos.

Neste trabalho, consideraremos somente os polindmios b”gk )(z), comk — 0e dy(t)
uma distribuigdo forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinomios por B5,(z) e os

chamaremos, simplesmente, de polindmios similares.

Portanto, os polindomios similares B,(z), n=0,1,2,..., de grau n, sdo polindmios

monicos definidos por:

b :
! 0, se0<s<n-1
j:‘"”ﬁ,,(r)dw(r) ={ I

v,, ses=n
a H

Os polindmios similares definidos acima podem ser encontrados em Sri Ranga [16] e

sdo equivalentes aos polindmios que aparecem em Jones, Thron & Waadeland [11]

A seguir, discutiremos uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia dos
polindmios similares B, (z).
Suponhamos B, (z) = 2" +a,_;z" '+ +ayz+a,. Podemos, entdo, escrever (2.22)

como o seguinte sistema linear, 7> 0:




(( My Higstov el #o Y %
Hepyl H-p+2 - HO M1 a)

M) Ho " Hp-2 Hp-1 | 9n-1 0
\ Ho H) vt Hp-1 Hn L V)

Resolvendo (2.2.3) pela regra de Cramer, como a,, = 1, obtemos

H('”)
y, =—atl_ n=0

neo(-n)?
Hﬂ

’

onde Hflm) sdo os determinantes de Hankel definidos em (2.1.6).
Para determinar o polindmio B,(z), precisamos calcular os valores de

ay,a,,a,,...,a,_. Para isso, consideremos o seguinte sistema:

H-n  Hon+l 0 H-l a —Ho
H-n+l H-n+2 = HO q —H]

H-] Ho Tt Hp-2 \9p-1 —Hn-1

cuja solugdo sera unica se o determinante da matriz dos coeficientes, Hi"”), for diferente de

zero. Esta condigdo € provada no proximo teorema.

Teorema 2.4 Seja dy(t) uma distribuicdo SS(a,b) para a qual os momentos
Uy, n=0,x1,£2 . definidos em (2.2.1), existem ¢ sdo finitos. Entdo, os determinantes de

Hankel, H r(:m}‘ dados em (2.1.6), satisfazem :

H" 50, mneZ, n>0.

n
Demonstracio:

Consideremos T: R" —> R" o operador linear associado a matriz




Hm Hm+l ° Hm+n-1
gm) = a”n:\+l ﬂm.+2 aum‘+n

Hm+n-1 Hm+n ° Hm+2n-2

cujo determinante € H;” D,
Seja v =(xg,X|,...,X,1) um vetor do R". Entdo, a i-ésima componente de T(v) é

dada por:
X0
X
(T(V)Jj:(ﬂfﬂ'f'f Hm+i+l " ﬂm+n+:‘-1)

Xp—1

n-1b
F(\) I('" s ’x‘du/((), i=0,1,..,n-1.

\(]a

Com isso, tem-se

n-1 n=1{n-1

b
(T(v),v) = S (T()), z Zj MM e dy(1)

i=0

b n-1 2
= J’,m[zx.‘_!.\} dy(1).
a s=0

(m) .

Como 0<a<b=<x temos (T(v),v)>0. Portanto, A ""’¢ uma matriz positiva definida e

(m)y _ ' . . 2
det ((}'fn )) = H;”) >0, m, ninteiros , 12> 1. g

Entdo, o sistema linear (2 2.5) é determinado e, pela regra de Cramer, obtemos:

AVA
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H_pn H-n+]

H-n+l H-n+2

H-] Ko
| z

Fazendo z = 0 em (2.2.7), encontramos:

1\
B, (0= T _glnth g0

(=n) ' n
n
Portanto, pelo teorema 2.3, os polindomios monicos similares B, (z) definidos em

(2.2.2) existem, sdo unicos ¢ com agp # 0.

Usando a igualdade

b
jI_““-”Hn(t)dW(() =‘u"n_]a0 +y_na1 +,.,+;J,_l

a

em (2.2.5), tem-se:

b (-n-1)
pn=[7DB, () =(-1)" =, n20,

(=n) °
a n

que é diferente de zero.

Os polindbmios similares B, (z) exibem muitas propriedades semelhantes as dos
polinémios ortogonais. A mais importante e Gtil delas € a relagdo de recorréncia de trés

termos, que daremos a seguir.




Teorema 2.5 Os polinomios similares B, (z) definidos em (2.2.2) satisfazem a seguinte

relagdo de recorréncia de trés termos:

B, 1(2)=(z2-Bp41)Bn(2) - @, 412B,_1(2)
By(z)=1, Bi(z)=z-p),

)
Apy] = —j--’l— >0, nzl,
n-1

7 010,
ﬁl=_'—0'_*ep‘n+l=_ nelinzl
H-] Pn

nzl,

?

com v, e p, definidos em (2.2.4) e (2.2.8), respectivamente.

Demonstragio:
Como B, (z) € um polindmio monico de grau n, o polindmio:
B,1(2) - 2B, (2)
¢ monico e de grau no maximo n. Entdo, é possivel escolher-se (de maneira ndo unica)

ay41 € P,4+1 de modo que

Bn+|(z) v :BH(:) = _ﬂrHan(z)_ C(,,,HZB"_](Z) 22 H:—l(z); (2.2.10)

onde P,_;(z) é um polindmio de grau no maximo n—1.

Fazendo

n-!
Puij@)= Y pi'.
i=0

Multiplicando (2.2.10) por z~"** ¢ integrando obtemos:




b
[ By ()dy(r) - If"""*‘“‘B,,(rde(r) (2.2.11)

a

n-1
=~ﬂn+ljt"”+‘8 ()dy(1) - a,,er (s (r)d:;/(t)+2pjr mH¥S ).

a i=0 ¢

Fazendo s=0,1,...,n—1 na equagdo (2.2.11) e escolhendo @, = Yn obtemos um
Vn-1

sistema linear homogéneo cujas incognitas sdo os coeficientes do polindmio 7,_(z).

determinante da matriz do sistema é H’(}“ que, conforme vimos no teorema 2.3, é diferente

de zero. Assim, a unica solugdo do sistema ¢é
pi=0, i=0L....a=1

e, portanto, F,_;(z) = 0. Logo, de (2.2.10), a relag@o de recorréncia (2.2.9) esta provada.

Se, em (2.2.11) fizermos, s = —1 encontramos:
_ﬁn+lpn = @y 41Pn-1

de onde segue, imediatamente, que

o -
ﬁn+1:" n+1Pn l, n>1.
Pn

Em (2.2.7) calcula-se diretamente que B)(z)=z-f;, onde S =£o Temos, também
)

By(z) =1, pois, trata-se de um polindmio ménico de grau zero.

Portanto, o teorema esta provado.g
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Para os zeros dos polindmios similares também vale um resultado semelhante ao

teorema 2.3 para os polindmios ortogonais:

Teorema 2.6 Os zeros dos polinomios similares B, (z) sdo reais, distintos e pertencem ao

intervalo (a,b).
Demonstrag¢io:
Como 0<a<b<x, z”" nio muda de sinal em (a,b). Entretanto, por (2.2.2),

b
[r7B,(dy() =0,

a

e, portanto, B, (z) deve mudar de sinal em (a,b), isto €, devera ter pelo menos um zero de

multiplicidade impar nesse intervalo.

Sejam z,25,...,2,, 0 <r <n, zeros distintos de multiplicidade impar de B, (z) em (a,b)

e consideremos o polindmio z~ " (z-z;)(z - 2z3)...(z- 2, ) B,(z). Esse polindmio ndo muda de

sinal no intervalo (a,b). Entdo,

b
jr‘”(r—zl)(f—zz).,,(!—z,)B,,(!)dw(f)xO.

a

Como r < n, usando (2.2.2), tem-se que este resultado ¢ uma contradi¢do. Logo,

existem n zeros distintos de B,,(z) em (a,b) e o teorema esta provado.g




2.3 Polindmios By, (A,z)

Sri Ranga, Andrade & McCabe [19] definiram os polinémios B, (4, z) por:

B,(A,z)= B,(z)-AB,_1(z), A€R, nx1, (2.3.1)

Esses polindmios, definidos a partir dos polindmios B,(z) do mesmo modo que os
polindmios quase-ortogonais, sao definidos a partir dos polindmios ortogonais (ver, por
exemplo, Chihara [5]), sdio monicos de grau » e dependem de um pardmetro real A, que
pode depender de n.

A seguir, apresentamos algumas propriedades dos polindmios B,(4,z), (para mais
detalhes, ver Sri Ranga, Andrade & McCabe [19]).

Como consequéncia de (2.2.2) e de (2.3.1) tem-se que os polindmios B,(4,z)

associados a uma dada distribuigdo forte dy(r), satisfazem a seguinte propriedade:

b
_ff_”HBn(’U)dW(’)ZO’ I<s<n-1, n22.

a
Um resultado mais geral € o seguinte:

Teorema 2.7 Seja dy(t) uma distribui¢do forte qualquer e Q, (z) um polinémio maonico de

grau n 22 que satisfaz

b
J,—n‘rb'Qn(;)dV(;) =0. I<€s<n-1, n22,

a

entdo, existe A € R tal que Q,(z) ~ B,(4,z2).




Demonstracio:
n

Considerando a combinagao linear (J, (1) = Za,,B, (1), utilizando a condigdo dada no
r=0

teorema e a definigdio (22.2), obtemos um sistema triangular superior nas incognitas
ap,qay,...,a,_,. Portanto, de (2.2.8), concluimos que ay=a; =...=a,_, =0. Assim, 0

teorema esta provado para A =-a,_|. m

De (2.3.2) demonstra-se que os zeros de B,(A,z) sdo reais, distintos e que pelo

menos #—1 deles pertencem ao intervalo (a,b). Sejam zfl)‘l),zf;;‘z), ..,z;;‘n) os n zeros de

B,(4,z), dispostos em ordem crescente.

Da definigdo (2.3.1) e da relagdo de recorréncia de trés termos (2.2.9), obtemos

B, (4,0) = (“l)ﬂﬂlﬂl-'ﬂn—l(ﬁn +4).

Por outro lado, B,(4,0) = (- l)”zﬁ) z,(y,)}}'»'z;f;;)-

Entdo,

ﬁ”+l>0.

L(A)
“n,1

Dai, conclui-se que, se A> -/, entdo z,g:{l) € positivo, enquanto que, se A <-4,

e

n,1 € negativo.

No préximo teorema sao apresentadas condigdes sobre A que garantem a existéncia

de todos os zeros de B,(4,z) em (a,b).

Teorema 2.8 Se 0< A< q, ., entdo todos os zeros de B,(A,z) estao em (a,b).




Demonstracio:

Para 1=0, B,(0,z) = B, (z) e o teorema segue imediatamente do teorema 2.6

Quando 4 = a,,,, temos:

b
J‘r_”“Bn(a,,H,z)dw(t) =0, 1<s<n,

a

e a prova do teorema € analoga a prova do teorema 2.6.

Para 0< 4 < a,,, tem-se:
B, (0,b)> 0, (-1)"B,(0,a)>0,
B,(a,.1,6)>0 e (-1)"B,(a,.1,a)>0.

Dessas condi¢des e da equagao

A

n+l

.)13”(0,z)+ ¢ B (xpi1,2), O<A<a, g,

Ayt

B,(4,2)= {1—

obtemos:

(-1)"B,(4,a) >0 B,(A,6)>0 . - @ad)

Se z?(fn) > b entdo, B,(4,b) <0 e, se ziﬁ} <a entao, (*I)”B,,(/"L,a) <0. Em qualquer uma

destas situagdes temos uma contradi¢do em (2.3.3) e, portanto, todos os zeros de B, (4,z)

estdo em (a,0). g




CAPITULO 3
A FUNCAO q-GAMA E OS POLINOMIOS ORTOGONAIS
3.1 Fung¢io Gama e Func¢io Beta

As definigdes e resultados que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em

Askey [1]. A fung@o gama, denotada por I'(x) , € definida por :

an
f‘(x):j!x_le_’dt, x>0,
0

e satisfaz a igualdade

F'(x+1)=xI'(x),

onde I'(1) = 1.

De (3.1.2) temos que I'(x) pode ser determinada para todo x > 0, quando se
conhecem, por exemplo, seus valores para 1< x<2. Em particular, se x = » ¢ um inteiro

positivo, entdo,

'(n+1)=n!, n=12.3 ... (3.1.3)

Por essa razdo, algumas vezes ['(x) recebe o nome de fungdo fatorial.

Pode-se mostrar, também, que

AT (-3 =—2— f<u<l
sen rx




A fungdo beta, representada por B(x,y), € definida por:

1
B(x,y) :I,X—l(]_,).i‘—ld,_‘ x>0,y>0.
0

As fungdes beta e gama estdo relacionadas da seguinte forma

- ITrQy)

B(x,y) = FGrty) ]

Bohr & Mollerup [4] provaram que a convexidade de /ogI'(x), para x > 0, junto com

(3.1.2) determinam a fun¢do gama de modo unico.

3.2 Funciio q-Gama

Q0
Seja  (a,9)p = n (1- aqk ), 0<g <1,
k=0

Para um nimero complexo z arbitrario, definimos

(a;q9); :M O<g<l.

(@q” ;@)
Quando z = n é um inteiro positivo, temos:

(@9), =(1-a)(1-aq)...(1-aq"™"),

e, se z = -n € um inteiro negativo,

l _ qﬂ(n+l)_;"2(_1)n

(a;‘f)--n = = = .
(ag™",q),  a"(q/a;q),




Jackson [9] definiu a fung¢do ¢-gama por:

I“q(.\’)z—(%ﬁ—&—(]—q)"'x, O<g<l
(@739

A fungdo g-gama satisfaz a equagdo funcional

X

q -
q-1

', (), 0<g<1,

[,(x+1)=

analoga a equagdo I'(x ' 1)  xI'(x) para a fun¢ao gama.

Define-se o g-fatorial de » por

ot 1+ @)(1+q+¢%)...(1 +f1+({2+___+qn' .

Se x = n for um inteiro positivo, a equagdo (3.2.5) resulta em

[ (n+1)=ngl.

A fungdo ¢-gama ¢é semelhante a fun¢do gama em muitas outras situagdes. Askey [1]
mostra varios resultados que sugerem fortemente a analogia entre essas duas fungdes.

Dentre eles destacamos o resultado analogo ao teorema de Bohr-Mollerup para a fungdo

gama e aquele que estabelece a relagdo entre [p(x) eT'(x).

A derivada segunda de log I';(x) ¢ positiva e, portanto, /log I'; (x) € convexa. Este

fato sugere a seguinte caracterizagdo da fun¢do q-gama:




Teorema 3.1 Se f(x) é uma fungéo tal que

f(x+1)=

X
29 f(x), 0<g<l,
I-q

f(1) = 1elogf(x)é convexa para x > 0, entdo f(x)= Fq(x).

Demonstracio:

Seja 0 < x < 1. A convexidade de /og f (x) implica em

log f(x+n)<log f(n)+x[log f(n+1)—log f(n)]= ff)gf(n)[ 11— q" ] |
—

isto €,

f(x+n)£f(n)(~1—_—qi} _

Desde que

fleem=2Dn p fny=38Dn-L,
(1-9) (1-9)

a desigualdade anterior se escreve como

f(x)< %g—)ﬂ;_—l(%q)]_x(]—q” ¥, 0<g<l1, 0<x<l. (3.2.7)
9" q)n

Aplicando a convexidade de log f(x) emn + 1, n + x, en + x + | tem-se a

desigualdade:
(@D (-)'™"
(f{x;f])n(] __qn+x)l-.r '

<<l O<x<l

S(x)=z

Assim, quando n — o, (3.2.7) e (3.2.8) resultam em :

f(x):l"q(x),Of«qé l,e0<x<].

O resultado para x - 0 segue de (3.2.0). g




O resultado que estabelece a relagdo entre as fungdes g-gama e gama € o seguinte:

lim T (x) =T (x) (3.2.9)
q—

T di
A seguir calcularemos o valor da integral j,‘*"(_.._,-3 ~ que sera de extrema
“1,q)x
0

importancia na prova da relagao de ortogonalidade dos polindmios ¢-Laguerre definidos na
se¢do 3.4.
Seja

s o]
f(u):J.rJr I((—mg)—’idl 0<g<l, x>0.
fq'w

a) jrr 1 ( a‘ﬂ q)cc

(l+a(1+ 1)-a)dt=

= (] a)j x-1 (996 ) Deo 4 g™ J!x—lf(;a{;ff)uo o
(-6:9)0 (~6:9)w

fa)=(~a)f(aq)+aq”* f(a).
A segunda parte desse resultado € obtido com a substituigao de ¢ por g7 .

Assim, obtemos

(-a)f(aq)

(a)=
. (1-ag™™)

(-a)(1-aq)f(ag®) _ _ (@)

- = 0).
(1-ag~*)(1-ag **") (@4 ) s

Fazendo a = ¢ na igualdade anterior, obtemos:

24
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oo TOOTU=%). 5
fll)===——ra (1)
/(0) I, (1- %) q)

pois f(g) coincide com a fungdo beta (3.1.5).

Assim,

xw

J!_\-__|__£/I____ F()rd-x)

: (1-¢9)*, 0<g<1, x>0.
(-6q)e  Tq(-x)

0
3.3 O Teorema q-Binomial

Um importante e conhecido resultado, ¢ o teorema binomial

Z(i—)f‘xk:(l—x)‘“, x| <1,
k=00

o _ax. T (aER)
(@) =a(a+1)..(a+k ”_——l'(a) .

Abordaremos, a seguir, um importante resuitado analogo ao teorema binomial, o

teorema g-binomial:

Teorema 3.2
Z (a, (1); _ (X q)x

, 0<g<l, |d<1
~o(% fm (% 9) e

Demonstracio:

Consideremos a fung¢do

o (@D k
hy(x)= ) —==x
;Z:O(‘?;‘I)k
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(a ‘f)k ) @Dk k
ho(x)=h, (gx) = ]
4 AZ q; )k z(q k-1 :

(aq, Q-1 k-1
“)xz @Dk

Ou seja,

Do (x) = ha (gx) = (1-a)xhgq(x).

Por outro lado:
hy(x)

haq(x) = (-a) -

. _ (D 0y = (PDw
ha(x) [ )ha( X) = (@) ha(0) = (5:9)m |

Uma generalizagdo do teorema binomial € o resultado a seguir, conhecido como soma

de Ramanujan:

Z (a, q)a _(@,q)0(q/a%,9)0(4:9) £(6/a;9)
~ (b, ff);f (X)) (b'ax;q) o (b;9) (g /a3 q) s

, 0<g<l,

|ba-l} <|x| <1.

Para provar este resultado, consideremos:

z(a Dk _ (4 D < (bf{ Do k-
s 5 D GDa Z(@d:q)

/(b)—- (b{f q)oo A,
ol (-7 L7 TN
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x n+l,
f(b)= Z(—hq— _-—~—’q):r”—xn[l ~blg"~a"Y) —bu_l)
= (uq”;q)x

®© n+l,
:(lmbfa)f(bq)+—b~ (biqﬂx””,
ax “2(aq";q)

E, assim, obtemos a seguinte igualdade:

£(8)=(1-bja)f (bg) +— £ (b),
ax

ou, ainda
1-b/a

y=-t28).
J(b)—(l_b_ax)f(bff),

que resulta em:

7(by=L5Dw 1) (3.3.3)
(bjax;q)s

e

[+ o]
. @Dk &
RO (9:9)%

=0, para k=-1,-2,., a série » =

x" em
el CRO

Como

(3.3.2), quando b - ¢, é facilmente calculada pelo teorema g-binomial Portanto,

(ax'aq)ac(q;q)oo
(%4)(2,q) 0

f(q)=

Fazendo b g em (3.3 3) e utilizando a relagdo anterior, calculamos f(0) sem

dificuldade. Portanto,
F(b)= (6/a;9)00 (9/9%, @) a0 (P 9) 0 (4, D) e
(b-"'ax;(.?)cc (q/a ;Q)oo (X:9) e (@;9)

Substituindo f(b) em (3.3.2), obtemos a soma de Ramanujan.




A seguir, apresentaremos uma familia de polindmios ortogonais definida com relagdo a

distribuigdo
[74

!
(-(1-9),q9)

dt, 1e(0,%).

3.4 Polindomios q-Laguerre

Os polindmios de Laguerre definidos por

(@) [y = (a+1), c _!_"”)k x’
L St Ty e

k=0

[(a+k) , : i : e
onde (a); =—————-, constituem um conjunto de polindmios ortogonais em relagdo a
¢ ['(a)

fun¢do distribuigdo 1% e~ 'dr, 1 €(0,).

Para esses polinomios € valida a seguinte propriedade:

& 0,
[HD @ L1y e”'dt = { T+ n+1)

iy m=n.

0 n!

Moak [13], definiu os polindmios g-Laguerre da seguinte forma:

k
e Z(" Sk q(’-)(i—q) g
uq)n 5 @ or @

n+o+l )k

wil<g=<il (3.43)

Esses polindmios, analogos aos polindmios de Laguerre, formam um conjunto de

polindmios ortogonais em relagao a fung@o distribuigdo
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fa

adl Pl di, te(0,%),
(=(I=9),q) o

A relagdo de ortogonalidade é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.3 Para a > -1, temos

0,

dt ={T(a+ 1) (-a)(¢* 4_1;‘1)n
~(1- 9)19)e0 no
I (o) (9:9n 4

0 4

j!“”(f D™ (1q)—

Demonstracio:

Da defini¢ao dos q-polindmios de Laguerre e da integral (3.2.10), tem-se:

o

i I
I!‘fqa)( ff) "
0

(~(-9)q)x

nm=n.

k
e o+l ‘f)n ) q( )(q”*‘”l)"" I'(-k-a-mI'(I+k+a+m)

(@Dn 1o -9 * @* V. (@) L=k <o~m)

@)y T T (@+ ) (g4 ™", g) (1)
(@ Dn (1=)" Ty(-a)

a+m+1 (n-m)k

Dk 4
Dk (G9)k

: >”: (" Dk (g
: a+l.
k=0 (q
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de onde obtemos a segunda igualdade utilizando a formula I'(x)I'(1-x) = SELEN
Sen X

equagdo funcional (3.2.5).

Em Bailey [3] encontramos a seguinte soma:

k
< (a,9)x (b;0)k ( L) N GLRINCLR
i=olDi (a:q) \ab (¢;9)x (c/ab;q)o

Fazendo a=¢q™", b=qg“"" e ¢=¢%"! podemos finalmente calcular a integral

wl(a)( AN dr:(q‘“l;q)ml'(--a)r(CH1)(q“+f;q)m(q‘”‘_;q)_,3

3 (1 =0)q).r

m+l
(q. I 1—aq)" w”‘!_(r ] rx+l
1,4)n Tg(-0)(1-¢)" ¢q (q

0,
= L)+ DG* ), (1)

I"‘q(_a){] q)” M+n +h

m=n

(___ )n n +na( _q)ﬂ
Considerando que LLm(r;q) D x"+... segue o resultado do
q:9),

teorema. g

Fazendo a - 0 no teorema ¢-binomial e utilizando (3.2.9), temos

lim l =
-1 ((1-9);q)0
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S I {
Portanto, do teorema 3.2, a fungdo distribui¢do, di, t €(0,%), resulta na
(=(1-9);9)

fungdo distribuigdo +%e~dr, 1 ¢ (0,0) de (3.4.2). E interessante observar que, da definigdo

(3.4.3) ede (3.2.9), tem-se:

lim LE;“)(x; q)= !,f?“)(x).

¢—1
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CAPITULO 4

DUAS CLASSES DE DISTRIBUICOES FORTES

4.1 Distribui¢des ScS(c/b,b) e ST S(c/b,b)

Seja dy/(t) uma distribuigdo SS(c¢/b,b),onde 0 < Je <b<x. Em Sri Ranga [16],

foram investigados os polinOmios similares B, (z) para uma classe de distribui¢des

SS(c/b,b), denotédas por distribuigdes ScS'(c/b,h), que satisfazem a propriedade de

simetria (inversa)

W) dWgn) = coly by

W e

Em Sri Ranga, Andrade & McCabe [19] forain consideradas distribuigdes SS(c¢/b,b),

denotadas por S¢.S(¢/b,b), que possuem a propriedade de simetria (inversa):
dy(t) = —dy(clt), te(clb,b). (4.12)

Neste capitulo, denotaremos os polindmios similares definidos em (2.2.2) em relagdo a

uma dada distribuigdo dy/(1) por Bn"’(z)_

Assim,

b
I’—r:+,g8nw(()d¥,(,):0, I<s<n-1, nz=l.

b




Entdo, para esses polinomios, a relagdo de recorréncia de trés termos (2.2 9) € escrita

da seguinte forma:
BY(z)=(z-8,)BY ,(2)-a,zBY ,(2), n21,

1 v
B_"t{(z) ={. B(;"'(z) =1, aj=0, H= e LS
Hol A

ﬂn.”:‘am,lp”"‘], n=l

n

0
va= [BY(0)dy(r) pn=["IBY(1ydyn), n=o0.
c/h c'h

Seja dy(r) uma distribuigdo ScS(¢/b,b) qualquer. Sri Ranga [16] demonstrou varias
propriedades envolvendo esta classe de distribuigdes. Da definicdo (4.1.1) prova-se

facilmente a seguinte relagdo para os momentos:

_ (25412

My Bogis x=0

e, para qualquer polindmio (J,(z) de grau no maximo #, temos:

b b
IIHIQH(!)dW(!) :C(Zm+l)-2 I!-—.’H—lgn(c/'r )dW(f) mzo,j‘.l,ﬁ,....
c/b c/b

Usando os resultados acima, demonstra-se o seguinte teorema:




Teorema 4.1 Seja dy(1) uma distribuigdo ScS(c/b.b). Entdo, os polinomios similares

an(z), associados a esta distribuigdo, satisfazem:

z"Bn*"(c/z)
BY(0)

BY(z)= n>0.

Demonstrac¢io:

O teorema € imediato para n = 0. Para n > 1 tem-se, como consequéncia imediata de
(4.1.6), que:

b b
j:’”*"”Hj’(:)dw(z):: ¢(~2n+2m+1)/2 jr"""'lB”"’(cH)dw(r), m=0,+1,42,

c/b c/b

De (4.1.3), para a distribui¢d@o dy/(7), obtemos:

b
I!—m—lranW(CH)dw(;)z0, 0<m<n-1, nzl
c/b

? p—cA{ D)
B/ (0)

dy(1)=0, 0<s<n-1, n=1

Devido a unicidade dos polindomios monicos Bn"'(:'), o resultado do teorema ¢ obtido. g

Uma consequéncia do teorema 4.1 é que os zeros de B:’(z) satisfazem a seguinte

igualdade:
2 _ﬁw,_‘;__, s=1,2, ,[(n+1)/2), ~n=2l
nn+l-s




Teorema 4.2 Para qualquer distribui¢do ScS(c/b,b) os coeficientes B, da relagdo de

recorréncia de trés termos (4.1 4) satisfazem:

[3,,:\/;.7, n=l

Demonstracio:

Substituindo z = 0 na relagdo de recorréncia (4.1.4), temos

BY(©0)=(-1)"B15y..8,, n=z1l (4.1.8)
Além disso, trocando z por ¢ z na mesma relagdo de recorréncia, utilizando (4.1.8) e o

teorema 4.1, encontramos

B“’(:):[z-i)b"{ Gt p¥ ey s
M ﬂn 7! ﬂnﬁ’n—] #=2

com Bow(z) =le BI"”(::) =z- }—;—_ Entéo, fazendo z - 0, obtemos
1

¥
BY(0) = = BY (0), n=l.

Comparando com (4.1.8), chegamos a:

ﬁn:\lz'-l

Consideremos, agora, () uma distribuigzo S¢S(c/b,b) e Bj’ (z) os polindmios

similares associados a esta distribuigdo, isto €,

b _
[ B dpn =0, 0ss<n-1, nz1
c/b




Propriedades das distribuigdes ScS(c/b,b) foram consideradas em Sri Ranga,

Andrade & McCabe [19].

Se em (4.1.9) substituirmos t por ¢/w, usarmos a propriedade (4.1.2) das distribui¢des

ScS(c/b,b) e o fato de BE(O) # 0, encontramos:

cAp— L
J’: n " dy(1) =0, s<n, (4.1.10)
o/b B (0)

Y b
Por outro lado, sabendo-se que @, =—2—, onde vnz_[ iw(r) w(1), prova-se
V-1 ¢/b

facilmente que
b

[r75(BY (1) - apiBY () dw1)=0, 1ss<n, n21 @1.11)

c/b

Entdo, de (4.1.10)e (4.1.11), temos:

z"f;’f"’(cfz) =

Vi _ v (.,
H’f’(O) B (z)-apuB,_(2)

(4.1.12)
/3“’1( )+8,,+1B (z)

z

Substituindo z por ¢z na relagdo de recorréacia (4.1.4) para dy(r), dividindo por

Bj’(O) e utilizando convenientemente (4.1.8) e (4.1.12) obtem-se, para qualquer

distribuigdo S¢S (c/b,b), o seguinte resultado:

(am,’! +ﬁn+l) = ¢

(2ps14Bs)  Buburi

n=zl
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Fazendo y, =, + a,,|, com y; = ¢/ f, temos:

Yn+1 c ;
= , nx>l (4.1.13)
Yn ﬂnﬂnﬂ

Para uma dada distribui¢do S¢S(c/b,b), os momentos estdo relacionados por:

Bi=¢ H.s, 8§20 (4.1.14)

Sri Ranga [17] encontrou uma interessante relagdo entre as distribui¢des ScS'(¢/b,b) e
S§¢cS(c/b,b). Apresentamos tal relagdo no proximo teorema cuja demonstragdo €

consequéncia imediata das definigoes (4.1.1) e (4.1.2).

Teorema 4.3 Sejam dy, (1) dy (1) e dyy(t), trés distribuigoes fortes em (c/b,b)

relacionadas por

; 1
ff’qdwlff)=‘f§1_’0(f):'j‘d¥12(f) (41.15)

il (+p
onde ¢ = ﬁ2 . Entdo, as seguintes afirmagdes s@o equivalentes:
dy\(t) é uma distribui¢do ScS(c/b,b);,
dyy(t) é uma distribui¢do StS(c/b,b);
dw, (1) é uma distribui¢dao ScS(c/b,b).

O resultado envolvendo o lado direito da igualdade (4.1.15) foi considerado,

inicialmente, em Sri Ranga & McCabe [18].
Se dy(t) ¢ uma distribuigdo ScS(c/b,b) eB:'(A,O);:O, entdo, de (23.2) para

dy(t), tem-se:




b npy .
B tA.eld
J' FERES. S st e twl ( )d(p‘(r) =0, I<ss<n-1, n=22.

o/b BY(A,0)

De acordo com o teorema 2.7 existe 77 € R tal que

"BY Acl -
-—’—f.,(——-ﬁzﬁ“’(q,z), n>l. (4.1.16)
B (2,0

n

Na expressao anterior, o0 caso n = | pode ser provado diretamente.

Bn(@pi1 = 4)
ﬂr: +4

Teorema 4.4 Para n >1, se n= entdo os polindmios an( Az)e HI:'V( n,z)

estdo relacionados por

z"Br?(l,cfz)

L =B¥(n2) .
BY(4,0) i

Demonstra¢io:

De (4.1.12) e de (2.3.1) temos

2"BY(A,cl2)=(B7(0,0)- 1B (0,0)B¥(0,:)

A @ya1BY(0,0)+ 48,87 (0,0))BY (0,2), n>1

= Cl’”.‘.llf)’;;(o,(]) i Z%,BHU{I(O,Q)_ = Py~ A)
HHVI(U,O)— ;LBnyi](OvO) ﬂn + A

ol i

__ﬁa_-“— =BY(0,5)- 7B/ (0,2)=BY(n,2), nzl g

H




Como consequéncia do teorema 4.4 tem-se que os zeros dos polindmios

Bf(i,z) e Bf( 17,z) estdo relacionados por:

¢
A .. & , r=12,..n
nro ()

“n.n-r+l

>

(A __€ Ad . € = -
Al =l z. -z(m , r=23....n, 8¢ A n<=p,.

“n.l nn-r+2

Fazendo 7 = A no teorema 4.4 resulta a equagdo quadratica A> +2,4 - Bnay1 =0

cujas raizes sao

j‘n 2 \[/jn(\jyr:"m) € j“n = \/E(_\/Z _\/Bn) ) (4.1.17)

Com isto, tem-se o seguinte teorema:

Teorema 4.5 Paran 21, se A ¢ iguala A, ou A,, entdo:

npWsa ../
z B’:"(/L.c- z)

BY(2,0)

=BY(Az) . (41.18)

Além disso, sdo validas as seguintes relagdes para os zeros:

(e 436
“n.r _Jj.")
“nn-r+l

(4 1.19)

A4 e TP p=0% .0 (41.20)

“nr 3 2
4)
“nn-r+2

Estes resultados podem ser encontrados em Sri Ranga, Andrade & McCabe [19]




A seguir, consideramos resultados que relacionam os coeficientes das relagdes de
recorréncia de trés termos de polindmios associados as distribuigdes especiais S¢§(¢/h.b) e

ScS(c/b,b). Tais resultados foram obtidos por Sri Ranga [17] e Sri Ranga & McCabe [18].

Sejam dy(r) uma distribuigdo ScS(c/b,b) e dw(tr) uma distribuigio SS(c'b,b)

relacionadas pela equagdo

dy(t) = (1 + Pdi(t), 1e(c/b,b), 0<B<b<xm, comc=p>. (4.121)
De acordo com o teorema 4.3, temos que dy/(t) € uma distribuigdo ScS(¢ b,b). D

(2.3.2), encontramos:

T,w, _’ff_”,fil(&‘”)
BY (4,0

c'h n+

dy(t)=0, 0<s<n-1, n2l.

Quando A4 = ij’ = &?(ﬂyf’ = ‘)ﬂf], n =1 temos, de acordo com o teorema 4.5,

HWIM :zn+l 1(’1n+1 ¢/z)

n+l2% >
n+l(’1n+l 0)

0 unico zero de H’._f’;(}l,?,:) fora do intervalo (¢/b,b; é —f3. Utilizando (4.1.21), obtemos:

b
jf”“ ’Mdy/(t)z-o, 0<s<n-1, nzl.
ob 1+p

Devido a unicidade dos polindmios ménicos B +1(1), definidos por (4.1.3), em relagdo a

distribui¢do dy/(7), temos:




BY. (AY .,2)=(z+B)BY(z), nz0 (4.1.22)
Consideremos, agora, uma outra distribuigdo d¢(t), f €(c/b,b), relacionada com

dy(t) por

—Fdo(n) = dy), 0<fB<b<m. (4.1.23)

A seguir, obteremos uma relagdo analoga a (4.1.22) entre os polindmios envolvidos
com essas duas distribuigoes A distribuigdo de(r) € ScS(¢/b,b) com ¢ :ﬁze entdo, do

teorema 4.2, tem-se que BK(U) = (—ﬂ)”. Substituindo 7 por ¢/w na defini¢do (4.1.3), com a

distribui¢do de(r), obtemos:

b

-[ H.!-;—‘sﬁf(c;")éd@(”):0’ OS_SSH—], nzl.
u

c/b

Dividindo o integrando por b’f(O) =(-f)", e aplicando o teorema 4.1, a integral anterior

resulta em

b
J!—J-.r-kj‘Bf(r)(ﬁ/f)ddf):0, I<s<n, n2z2l
c/b

Mas, (B/t)dp(t)=dy(t)-dp(t) e, entdo, podemos escrever a integral anterior da
seguinte maneira;

b b
jtﬁ““'B’f(r){f@(r)-— I{—n+38’?(()d¢;(;)=0, I<s<n, n21
¢/b c/b

Na identidade anterior, a segunda integral é nula para 1 <s<n-1. Portanto, obtemos

b
If—n+,\'8f(;)¢@(;):0, 1<s<n-1, nz2
¢/b




Nessas condigdes, o teorema 2.7 garante a existéncia de A € R tal que Bf(z) = Hf’(i,z),

n>2. Esse fato, junto com (4.1.7), fornece:

SRY( SRV -
2"BY(c/z) _ 2'BY(A,c/z) |

- L (4.1.24)
B?(0) BY(2,0)

Via o\ —
Bn (A,2) =

No teorema 4.5 observa-se que a expressdo (4.1.24) ¢é verdadeira quando A ¢ igual a

Ar‘:’ ou 2" Como BY(z)=BY(4,z), os zeros sdo todos positivos e, entdo, tem-se o
resultado:

ViV = RY,
B (4, ,2)=B,(2), nz2.
4.2 Relacdes entre os coeficientes o, € 3,

Suponhamos dy(r) e dy(t) duas distribuigdes relacionadas por (4.1.21), onde dy/(t)
€ ScS(c/b,b). Apresentamos, a seguir, a relagdo entre os coeficientes associados as
relagdes de recorréncia de trés termos correspondentes a essas duas distribuigoes

A equagao

V(1 2= v, Vi ¥ BY (4
B! (/1,..)-[] ‘ )b‘n () +——(B8Y()-af, BY (@), n21,

a a

n+1 n+l

¢ equivalente a:

= ) = 2 ABY

A A /

H,f’(*-z){“n;“, Bn”i;(:)-{l-;;,*‘:*Tﬁﬂ]ﬁf(z% nzl
?_ £

n+1* n+l n+l




Considerando a relagdo de recorréncia (4.1.4) com a distribui¢do dy(/) e, juntamente
com (4.1.22), tem-se

Bnﬁl(zm] ’) Z'QBE(EE*‘) i BY

n=1\"n-1°

de onde, de acordo com o teorema 4.2, obtemos

BY =Jo =B =5

Usando a defini¢ao (2.3.1) e a equagdo (4.2.1) em (4.2.2), tem-se

H;K!( )*[‘ /6+Zn+1_

Como a integral
h

J' ("BY Y (D) =0, n21,
c/b
(4.2.4) torna-se:

b

w;jf
[ BY (ydpo)| gAY - Y L
c/h Qy
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Desde que a integral acima € diferente de zero, obtemos:

VIV pY
an /In:lﬂn =10
v

a

72
pA,

_— i Ir__ — e ST
Substituindo Af = J;(ff( \f}/f - \[ﬂf] e fazendo /,, = \[yf/ﬁ:’ , obtem-se

a¥ =P, -1)(l,+1), n=2.

n
Reunimos estes resultados no seguinte teorema:

Teorema 4.6 Sejam dy(t) uma distribuigdo ScS(c/b,b) e dy(t) uma outra distribui¢do

relacionada com dy(t) por
dy(t)=+pB)dy(1), te(c/b,b), 0<f<b<xo, c:ﬁz.

Entdo, os respectivos coeficientes associados as relagoes de recorréncia de 1rés termos

satisfazem
a¥ =B Ln + D) =1) pf=p, = (4.2.6)

n+l
.y 7

Em (4.2.6) vemos que se os coeficientes a:::l e ,b’::’ , 121, sdo conhecidos entdo 0s

coeficientes a:ﬁ |» 121, também o sdo. Além disso, de (4.2.6) segue que
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Usando (4.1.13) encontramos

e {, _
g =prL,
n

al  =f€ 1Ly B, n21 com fy=1. (4.2.9)

Entdo, se forem conhecidos os valores de a;f’”,nél, podemos calcular

recursivamente os valores de "':11 e r'fﬁ ;- usando (4.2.8) e (4.2.9), desde que B! seja

conhecido.

Suponhamos, agora, d¢(1), t €(¢/b,b) uma distribuigdo ScS(cb,b) relacionada com
a distribui¢do dy/(r) dada por (4.1.23). De maneira analoga ao que foi feito anteriormente,
também ¢€ possivel relacionar os coeficientes associados as relagdes de recorréncia de trés

termos com respeito a essas distribui¢des.

Na equagdo (4.1.4) utilizamos (4.1.25) para obter

BYAAY,)= - PBYGY - af, B G ), w22,
V- g } v _ [
onde A} = ﬂ”[ s ﬁn]_

Em (4.2.10) se for utilizada a defini¢do (2.3.1) e a equagdo (4.2.1), tem-se

AVA
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_ % il
v _%nil w w 3V (.

n

Integrando (4.2.11) e levando em consideragdo que

b
foong

n+l
c'b

J;E(():O, nxl,

- gy
pAY - ";1,1“’ By =0, nz2
aﬂ

Substituindo ftf: = \/TB’?( ,r’ J*:’ \[ﬂw]e fazendo /,, = /ﬂy::’/ V' tem-se

n’

al =By -D)(lpy+1), n22. (4.2.12)

A equacgdo (4.2.12) tambem ¢é valida para n = 1. De fato:

W,
B,

e, entao: » s - m!
BY (2)=(z-B+A5)BY (2)-(af + A¥)zBY (2)+ 2 VB .

AVA
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a equagdo anterior pode ser escrita como

B“’(z)*(- ﬁ+ﬂ"”)ﬁ“’t )-(af ~B“’()

Entdo,

7
Y tem-se

v _
I

Lembrando que ) =y

ay = B(Ly=D(Lo+1) com (=1

1 v@/_f’:“?

Teorema 4.7 Sejam dy(t)uma distribui¢do ScS(c/b,b) e do(t) uma distribui¢do forte

relacionada com dy(t) da seguinte forma

5

dy(t) ———ﬁdgo(!), t e(c/a,b), O<fB<b<sw, ¢=p°

Entdo os coeficientes associados as relagdes de recorréncia de trés termos relativos a

essas distribuigoes satisfazem:

a? =P, =D, +1), n>1 (42.13)

n+l
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tn=ArY[BY e to=1.

Portanto, se os coeficientes a*, ¢ B, n>1, sdo conhecidos temos imediatamente

os coeficientes aff AL

Além disso,

BY =;3~;”—-—‘ e “ @l =Blptiln—pr, | ‘el (4.2.14)
)

1

@

Entdo, se forem conhecidos os valores de a s

n=1, podemos calcular

recursivamente os valores de ail e ﬁ;"'_', n=1,usando (4.2.13) e (4.2.14).
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CAPITULO 5

POLINOMIOS ASSOCIADOS AS DISTRIBUICOES LOG-NORMAIS

5.1 Polindmios Ortogonais de Laurent.

Consideremos a distribuigdo log-normal

gyl
d(ﬂ(l) = ’—)'-}{—'J—)—T(.’

(!n!f'Zk)’, qze—zk*, 1 €(0,). (5.1.1)

Para essa distribui¢dio os momentos de ordem » existem e sdo finitos para qualquer

inteiro ». De fato:

-—(."m'2k)zdt _ q!'z

T x(n+l)—(x2.-ik2)
_— L)
ZkJ:r

dx

12

q n
h=——=1|1"¢
Hn 2,‘.’\/2?;[ €

1,.-'2€R':{;:+l)’ - q—(n: 2)—n‘

=q
Polinémios ortogonais associados a essa distribui¢do foram introduzidos por Stieltjes e
Wigert. Em Szego [22] encontramos uma elegante representagdo para esses polindmios,

obtida por Wigert:

By (0) = (=" g" Y (g V2 T f}(,er’: (=g 2y,

r=0

{J‘?} . (4:9)n q::e_zkz k>0
e () )

Um exemplo interessante de polindmios ortogonais relacionados a fungdo distribuigdo

log-normal sdao os polindmios de Laurent, isto €, polinOmios onde poténcias negativas e
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positivas podem ocorrer. Esses polindmios foram introduzidos por Jones & Thron [10],
porém nenhum exemplo explicito deles foi apresentado em [10]. Pastro [14], no caso
particular da distribui¢do log-normal, encontrou uma representacdo explicita de tais
polinémios.

Para isso, considerou os seguintes polindmios

G "Dk
O (1) =
! A,Z:(, Dk a7

F,(1)= _”(q 1), n=01,2:...

Os polindmios (5.1.3) satisfazem a seguinte relagdo de biortogonalidade:

i 0, m#n
j}m(f)Q (1 )dep(t) = = >
(@ " paa". m=n

onde d¢(r) € a distribuigdo log-normal . Provemos este resultado:

O teorema ¢-binomial, (teorema 3.1), com a=¢ ", pode ser escrito da seguinte

forma:

Z%___C)L)!’_(q w) = (u,q), ,
r=0 r

pois (¢7";q), =0, parar ~ n.

De (5.1.2) e (5.1.3) temos

AVA
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Jr’” 0 (1™ )elip( 1)

M (¢~ ,C{) s/24-1
J, Z (9:9)s ( )dW)

[ m*/2) f”z( ,‘I)s m\-+.\-
s=0 (4:9)s

Usando o teorema g-binomial (5.1.5), obtemos :

I M0, (1~ Yd(r) = g I gmimeL gy

0 m<n

J!’”Q,,(Fl)d(ﬂ(”: '{_nz!z)_n
0 q

(q:9)p, m=n.

(; q)m q(m: 2)42m _n

Como £, (x) = x"+..., oresultado (5.1.4) segue imediatamente
(@D

Teorema 5.1 As fungdes

R,(=1"2g. ™, n=0,,. (5.1.7)

sdo os polinémios ortogonais de Laurent em relagdo a distribui¢do log-normal (5.1.1).
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Demonstracio:

No caso de # = 2m temos
Ry (2) = 2{21'?!.’2](22”,(2-1) = zmQZm(z_] ).

Se s=-m,...,m-1 entdo, m+s < 2m e, portanto, devido a relagdo (5 1.6), temos:

0 ©
_[Rbn(")’sd(o({) =J‘fm+sQ2m(f_l )dp(1) =0.
0 0

Dai, Ry, (z) ¢é ortogonal a qualquer R;(z), 0<i<2m, pois R,, (z) € ortogonal aos
mondmios 1™ ,. /"™ ! de cada R,(z).

No caso de n =2m+ 1, temos:
2m+1/2 -1 -1
Ry (2) = ::! " ]QZm+l(z )= zszm_H(z ).

Se s=-m,...,m entdo, m+s < 2m+1 e, portanto, devido a relagao (5.1.6), temos

e o] XD
J‘R.?m-+-l(")’sd@(") = j"m+sQ2m+l("ﬁl)d¢(’) =0.
0 0

Assim, R,, .1(z) € ortogonal a qualquer R;(z) , 0<i<2m+1 Concluimos, entdo. que
R, (z) é ortogonal a qualquer R,,(z), sem < n.

Para completar a prova precisamos calcular a integral
x

[[Ri0)) dotr).

0

Devido a ortogonalidade de R, (z) a integral anterior € equivalente a integral




o x
[ Ray(O™dip(1) = [ 1270y (1 )edepl1) = SRRy 2m

(‘1;‘[)2111
0 0

quando » € par, ¢ € equivalente a integral

ax

0 2
[ Remaa ™Y ptt) = [1270103,01 (4 gty = D D)D)

(4D 21
0 0

quando n é impar. g

Utilizando (5.1.3) e (5.1.7) verificamos facilmente as seguintes relagdes de recorréncia

de trés termos
Ry (2)=(z~q V3 Rs,, {(2) - L2 2 (14> DRy, 5 (D).

Ryna1(2)=(-¢"V22 YRy, (2)- 42472 11> Ry, 1 (2),

Ry(z) =1, Ry(2)= —qf”zz"I +1, n=12

P ST

5.2 Distribuiciio Log-Normal Deslocada

Em Sri Ranga, Andrade. McCabe [19] encontramos uma representagdo explicita para

os polindmios similares B"(z)e para os polindmios B (4,z) quando a distribuigao ¢ a

log-normal deslocada

-1 —(Int/2k)

dy(r) = —-kIT—H—! e ‘dl, 1 €(0,%).




Com o objetivo de obter tais polindmios, consideremos Bf(::) os polindmios similares
associados a distribuigdo log-normal (5.1.1) e Bn""(z) os polindmios similares associados a
distribui¢do log-normal deslocada (5.2.1). Da defini¢do (2.2.2), quando a distribui¢ido € a

log-normal deslocada dy/(r), sabemos que:

j:f"‘””Bn‘”(t)dq/(r) S0 =01, =1,

Fazendo 7 = 1/u temos que (5.2 2) é equivalente a:

u"BY(1/u)

I s
0 h’,f’( 0)

dp(u)=0, s=0,1,....n-1.
Devido a unicidade dos polindmios similares, de (5.2.3) segue que:

n lfy -~
"B (1/2)

B,;"(O)

No teorema 5.1, vimos que a sequéncia de fungdes R, (z) definida por

R, (z)=2""210, (1/z)

n -n
(q ch)r ri2_\r
Llz)= D P TR
" ,2) @Dy

¢ ortogonal, com relagdo a distribui¢ao log-normal (5 1.1). Portanto, concluimos que:




Ir—nn 1"0,(1/0)dp(t)=0, s=0,1,...,n-1.

B?(2)=2"0,(1/2).

Substituindo a equagdo (5.2.5) em (5.2.4), obtemos:

Considerando (3.2.3) e fazendo {"} = (9, )n , podemos escrever (),

seguinte forma:

r

a (4D (G:9)p-r

0,(z) = Z( l) —-rn n"?.{ } 2

r=0 9

A expressdo (5.2.7), com r = n-s, € equivalente a

Como Hm(O)

n

0,(2) = z (_l)n+sq-—,y{n—.§"}{f}q q.\'f2q~nf22n——.\'l

y=10)

o termo independente do polindmio h"p{ z)=z"0,(1/z), tem-se

H(D(O)__( l)n —'Hfz

Logo, em (5.2.0), obtemos:

n
BY(z)= Z(—l)’q"'(”_"){f} gl pixl,
r=0 q
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Os polindmios dados por (5.2.9) satisfazem a seguinte relagao de recorréncia de trés

termos:
BY(z)=(z-p¥)BY [()-a¥zBY ,(2), n=2, (5.2.10)
com Bh"yl(::) =0e H(;'”(:) =1. Os coeficientes ar'f' e ﬂf’” sdo facilmente calculados. De fato:

BY (0 ;
- n (0) =qV% n>1. (5.2.11)

BY (0)
Substituindo ﬂ::’ = q”z, na relagdo (5.2.10), encontramos:
a¥ =g "%g™ =1); ne1

n+l

Da defini¢do (2.3.1) para os polindmios anl'){,z) e de (5.2.9), temos:

n _
B’:V(A,Z)T Z(_l)l'q—r(n-r){f}q[!+Mn—!“—”2 _(_l__‘_]____)_}qrfzzn—r . (52]3)

r=0 (]“fn)

Se, particularmente, fizermos A igual a Af-—-ql-z(rf”’z—

2

}L’f’ = g"2 (=" 1) temos, respectivamente, os polindmios:

l’”(/” z)= Z( Y ”{ } Q__
=0 a 1+q

(n=r)/2 ]

——— ", (5.2.14)

+([‘

, o
M__((n r)/2

n

ViaW oy r. —r(n-r)!n q

()»” ,~)~Z(-|) q {”}q l—q”z ; (5.2.15)
r=0 L
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s

y Z) € Bf(&}f’,z], vemos que os polinomios

A partir da simetria dos coeficientes de B’:"(l

(5.2.14) e (5.2.15) satistazem a equagdo (4.1.18).

5.3 Distribuicdes Associadas a Log-Normal Deslocada

A distribui¢ao log-normal deslocada (5.2.1) é um exemplo de distribuigdo S¢5(0,)
com ¢ = 1. Também ¢ interessante observar que esta distribuicdo € uma distribui¢do
S¢S (0,) com ¢ = ¢ = e 2"

A distribuigdo log-normal deslocada (5.2.1), enquanto distribui¢ao S¢S(0, »), ¢
sera denotada por d, (7). Portanto, a distribuigdo

) | -1 ~(Int/2k)’
d N=d /(1 e f T / dt S f €(0,%)
wo(1) =dy(r) s (

€ uma distribui¢do §¢S5(0,%) come = 1.
Seja dy, (1) uma distribuig@o definida por

—(lnt,-"Zk)’dl

1 =t
dyp(1) =1+ )Py (1) = == (L +4 he

Como dy(1)¢é uma distribuigdo S¢S(0,%) com ¢ = 1, segue, pelo teorema 4 3, que

dy, (1) € uma distribuigdo S¢S (0,%) e, de (4.1.22), tem-se:

1 y
f?’,:"/_fl(z):;Tan(ﬁf,z), nx1,

onde o polindmio BY (1Y) ¢ dado por (5.2.15). Entdo,




Z Z( n+A+l —r{n—r){r}

k=0\r=0

Em (5.2.11) e (5.2.12) calculamos os coeficientes ﬂ,?" = c.;:lf'f2 e aﬁ’l = ql’Z(q"” -, n21,

da relag@o de recorréncia de trés termos (5.2.10) para a distribui¢do log-normal deslocada

WU — -n -n/2

dyy(1). Consequentemente, y, —q ; e l,=¢q ,h>1. Das equagoes (4.2.6)

obtemos os coeficientes da relagdo de recorréncia para a distribuigdo dy; (1):

Br=1 e alt=(g" ™21 g?

Consideremos, agora, a distribuigdo dy () definida por:

1 e—(lnr [2k)?

i _
dy (1) = —dyy(t) = —=———-—dI, t €(0
vilt) f+]£ Volt) 2k\/;r r+1 E(0;%).

Pelo teorema 4.3, dy (/) € uma distribuigdo Sc§(0,), com ¢ = 1. De acordo com

(4.1.25) e (5.2.15), obtemos:

v V(77 : ( 7" -q
(7} = 0 T, 1\ orn=r)dn -r
B"(2)=B/"(4),z)= D> (-1)'¢q ’{r}q 7 ,n>1 (53.7)

r=0 ]_q I

De (4.2.13) obtemos os coeficientes da relagdo de recorréncia (5.2.10) para a

distribuigdo dy, (1):

ﬂf] =1 e a“l (g g - 1)(¢ =) +l) nx1

Consideremos

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17
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I 1 —(In1/2k)?
{o1(1) =dw(t) = ——=1""e / di, t €(0,%),
doy(1) = dy(1) i (0,%)

a distribuigdo log-normal deslocada, (5.2.1), vista como wuma . distribuigdo

8¢8(0,:), c=¢g = 2k

172

}_le_“m*’;“):d!, 1 €(0,%),

{

o i !
uma distribuigdo tal que dgy(7) = —?dgo,(f), Entdo, de acordo com o teorema 4.3,
I +q

.2
temos que dgy (/) € uma distribuigdo S¢S§(0,%) com ¢=¢ = 2k

Da equagdo (4.2.13), temos:

?
a
=8t 41 ¢y=1 nol

’(-'n "
ﬁ("fnml +1)

?

onde affjrl:ql’lz(q_"—l) e ﬂ":ﬂ:qm sdo os coeficientes dados por (5.2.11) e

(5.2.12). Portanto, de (4.2.14),

112
¢ S ? .
b =4 tn-1(lp1 +1) 0~ : (5.3.10)

Cp-1+q"

n




CAPITULO 6

CONCLUSAO

No capitulo 2, estudamos os polindmios ortogonais e os polindmios similares
B, (z), n=1. Os polindmios similares possuem propriedades semelhantes as dos polinomios
ortogonais, como por exemplo, a relagdo de recorréncia de trés termos (2.2.9). Estudamos,
também, os polindmios

B,(4,2)=B,(z)-AB,_1(2), A€R, n>1.

Esses polindmios, bem como as distribuigdes ScS(c/b,b) e ScS(c/b,b), definidas
no capitulo 4, foram de fundamental importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

Um resultado importante € o teorema g-binomial, pois foi a ferramenta utilizada no
capitulo 5 para provar a ortogonalidade dos polindinios de Laurent definidos com relacido a
distribui¢do log-normal. Entretanto, ndo podemos deixar de destacar a fun¢do ¢-gama e a

sua conexdo com certos polindmios ortogonais, como por exemplo, os polinémios ¢-

Laguerre. Pretendemos continuar investigando esses polindmios em trabalhos futuros

As distribui¢des ScS(¢/b,b) e ScS(c/b,b), consideradas no capitulo 4, apresentam
propriedades que nos permitem obter relagdes entre os coeficientes da relagio de
recorréncia de trés termos dos polindmios similares associados. Com isso podemos, por
exemplo, determinar os coeficientes de um polinémio associado a uma dada distribuicio, se
ja forem conhecidos os coeficientes com relagdo a uma outra distribui¢do.

Exemplos interessantes que ilustram os resultados anteriores foram obtidos quando

consideramos a distribuigdo log-normal deslocada.
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