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“E se as cabecas fossem quadradas?

E se bastassem trés acordes?

E se ciéncia e religido fizessem as pazes?

E se fosse possivel prever o futuro?

E se?

Questione, descubra, mude.

O conhecimento € irresistivel.”

(Campanha publicitéria veiculada pelo Canal Futura

no ano de 2010, produzida pela agéncia F/Nazca.)



RESUMO

Neste trabalho, a dindmica de dissociagdo de moléculas diatdmicas heteronucleares € inves-
tigada através do oscilador de Morse for¢cado cladssico. A interagdo da molécula com um laser
¢ representada através do produto da fungdo momento de dipolo da molécula com o campo
elétrico do laser. Essa interacdo pode levar a quebra da ligacdo quimica, ou seja, a dissociacao
molecular. O trabalho foi realizado em duas etapas. Na primeira etapa, estudamos a dissociagao
em funcdo do alcance do momento de dipolo permanente. Na segunda etapa, maximizamos a
probabilidade de dissociacao através do controle dos pardmetros do campo externo. Observa-
mos que a dissociacao pode ser controlada por meio de variagdes dos parametros associados ao
alcance do dipolo permanente.

Palavras chave: Dissociacdo molecular, oscilador de Morse, fungdo dipolo.



ABSTRACT

In this work, the dissociation dynamics of heteronuclear diatomic molecules is investigated
by means of the classical driven Morse oscillator. The interaction of the molecule and the
laser field is represented through the product of the molecule dipole function and the electric
field of the laser. This interaction may lead to the breaking of the chemical bound, that is, to
the dissociation of the molecule. The work was developed in two parts. In the first part, we
studied the dissociation as a function of the range of the permanent dipole. In the second part,
we maximized the dissociation probability manipulating the parameters of the external field.
We have observed that the dissociation can be controlled by means of variations of parameters
associated with the range of the permanent dipole.

Key words: Molecular dissociation, Morse oscillator, dipolo function.
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1 INTRODUCAO

A investiga¢do da dindmica de dtomos e moléculas sob a acdo de campos externos tem
atraido interesse renovado devido a importantes desenvolvimentos experimentais e tedricos.
Pulsos de laser intensos e ultracurtos sdo agora ferramentas disponiveis nos laboratdrios que
tornam possivel o controle da dindmica de atomos e moléculas e, de modo mais amplo, o
controle de reagdes quimicas (ZARE, 1998; RABITZ et al., 2000). Outra motivagao para o
estudo de sistemas moleculares dependentes do tempo vem do comportamento intrigante das

solucdes da mecanica cldssica, que sdo cadticas mesmo para simples modelos ndo lineares.

O oscilador de Morse ¢ um modelo fundamental para o estudo da dindmica molecular, pois
reproduz de forma realista a anarmonicidade das vibracdes moleculares (MORSE, 1929) e per-
mite o estudo da fotodissociacdo. A dissociagdo cldssica no oscilador de Morse forcado ocorre
através de rotas cadticas. Para campos fracos, o espaco de fases é dominado por tori KAM
(Kolmogorov-Arnold-Moser) e as regides cadticas, relacionadas as Orbitas periddicas instaveis
das ressonancias ndo lineares, cobrem uma érea relativamente pequena do espago de fases (caos
local) (LICHTENBERG, 1992). Quando a intensidade do campo aumenta, as ilhas de res-
sonancia se alargam e eventualmente se sobrepdem, enquanto a maioria dos tori desaparece. O
espaco de fases € entdo dominado por Orbitas cadticas (caos global), o que leva a dissociacdo da
molécula. Tal comportamento cadtico tem motivado diversos estudos sobre a correspondéncia
quantico classica (GOGGIN; MILONNI, 1988; YUAN; LIU, 1998; GRAHAM,; HOHNER-
BACH, 1991; FRANCO; SPANNER; BRUMER, 2010; LIMA; AGUIAR, 2008). Em parti-
cular, verificou-se que existe certa correspondéncia entre os resultados quénticos e cléssicos,
contanto que o sistema esteja fora das ressondncias por multiplos fétons (LIMA; AGUIAR,
2008; WALKER; PRESTON, 1977).

A interagdo entre a molécula e o laser é dada pelo produto de um campo externo dependente
do tempo (representando o campo elétrico do laser) com uma fungdo dependente da posi¢ao,
associada com o momento de dipolo permanente da molécula. Consequentemente a dinamica

de dissociacao depende tanto do campo externo quanto da fungdo dipolo.



No capitulo 2, apresentamos o modelo do oscilador de Morse classico para uma molécula
diatomica livre e como se d4 o acoplamento do momento de dipolo com um campo externo
dependente do tempo. Introduzimos breves estudos sobre Caos, Teorema KAM e Sec¢des de

Poincaré.

Propomos duas formas de estudo da dindmica cadtica no capitulo 3. A primeira forma con-
siste em estudar a dependéncia da dissociacdo através do alcance espacial da fungdo momento
de dipolo, pois cada molécula apresenta um alcance espacial distinto. A funcdo analitica para
o momento de dipolo escolhida representa o dipolo de uma molécula diatdmica e para grandes
separacdes o dipolo vai a zero. Este estudo consiste em analisar as ressonancias nao lineares
presentes no sistema. Como segundo mecanismo de controle, buscamos otimizar a probabili-
dade de dissociacdo para uma molécula especifica, dessa forma, definimos um funcional que
leve em conta um termo de penalidade proporcional a fluéncia do laser, evitando que a forma

6tima do laser apresente intensidades muito elevadas.

Apresentamos os resultados obtidos no capitulo 4, onde observamos uma queda expressiva
da probabilidade de dissociagdo, para estados de alta energia, quando a frequéncia do campo
externo estd em ressonancia com a funcdo dipolo. No estudo da otimizacdo observamos que
diferentes formas de campo externo favorecem a dissociacao para energias iniciais distintas e
encontramos uma queda do funcional quando a energia inicial do sistema € elevada, relaciona-

mos essa queda com o alcance da funcao de dipolo.



2 MODELOS

2.1 Oscilador de Morse Livre

Para estudar a dindmica de uma molécula diatdmica, consideramos o movimento de dois
atomos submetidos apenas a acdo de forcas que dependem da sua separagdo. O problema de dois
corpos € simplificado fazendo uma transformacdo de coordenadas, que levam as coordenadas
dos dois atomos as coordenadas do centro de massa e da posi¢do relativa. Neste novo sistema
de coordenadas, o movimento de um dtomo tendo o outro como origem assemelha-se ao de uma

particula cuja massa € apropriadamente escolhida, chamada massa reduzida.

Como estamos interessados somente na dissociacao molecular, fixamos a origem do sistema
no centro de massa da molécula, de modo que estudamos somente a posi¢do relativa entre os

atomos e podemos desconsiderar o movimento do centro de massa.

A posicao relativa r € dada por

r=ri—r, 2.1
onde r| e rp sdo as posi¢cdes dos dtomos respectivamente, e a massa reduzida m pela expressao

MM,
m—

et 2.2
M, + M, 2.2)

onde M; e M, sdao as massas dos d&tomos respectivamente.

O movimento relativo € dado pela equacdo de movimento de Newton. A forga resultante é
derivada do potencial de interacao eletromagnético entre os nicleos e as nuvens eletronicas dos

atomos.
PA%

- (2.3)

mi =

O potencial de Morse foi proposto como potencial de interagdo nuclear para moléculas
diatomicas, representando de forma qualitativa os estados vibracionais moleculares (MORSE,

1929). O potencial € dado por

V(r) = D(e22U—7e) g (r=re)) (2.4)
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o Energia

Posicao

Figura 1: Potencial de Morse em funcdo da distancia relativa entre os d&tomos, indicando quali-
tativamente o significado da energia de dissociagdo D, do alcance do potencial &~ e da posicdo
de equilibrio r,.

1

onde D representa a energia de dissociacdo, &~ o alcance de oscilacdo e r, a posi¢dao de

equilibrio. Estes parametros sdo caracteristicos para cada molécula.

Podemos ver na figura 1 que o potencial de Morse fornece uma regido de estados ligados e

outra de estados dissociados.

Uma particula sujeita ao potencial de Morse apresenta um movimento caracteristico para
certos valores da energia. As trajetérias com energia entre —D < & < ( apresentam comporta-
mento oscilatdrio e representam moléculas ligadas, enquanto que com & > 0 a posi¢ao relativa
estd livre para atingir grandes valores, representando moléculas dissociadas. Notamos ainda

que o potencial de Morse ndo permite trajetdrias com energia & < —D.

Quando estudamos sistemas oscilatorios, a frequéncia para pequenas oscilacdoes € uma
grandeza a ser considerada. Para determind-la, fizemos uma expansdo em série de Taylor em
torno do ponto de equilibrio r, do potencial de Morse, de forma que podemos comparar o
termo de segunda ordem do potencial de Morse expandido com o oscilador harmdnico simples

Vons = mw?r? /2 e definimos £ como a frequéncia para pequenas oscilagdes do potencial de
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Morse.

V=-D+o>D(r—r,)*+---, (2.5)

Qo= ay/ 2. (2.6)
m

A energia total do oscilador livre ndo depende do tempo, deste modo a Hamiltoniana do

sistema é uma constante de movimento, € a propria energia total,
2
Ho(rp) =5+ D(e 2¥(r=re) _pemalr=re)y — £, 2.7)
m

onde p e m sd3o o momento conjugado e a massa da particula relativa. Podemos simplificar a

Hamiltoniana acima, utilizando um conjunto de varidveis adimensionais, sendo elas

x=o(r—re), (2.8a)
p
__r 2.8b
P= = (2.8b)
t = Qot, (2.8¢c)

onde x e p representam a posicdo e 0 momento conjugado e ¢t o tempo adimensional medido em

termos de Q.

Para adimensionalizar a energia, medimos a Hamiltoniana em unidades de 2D

A0
Hy=—. 29
=55 (2.9)
A nova Hamiltoniana escrita em termos das varidveis admensionais € dada por
P 1
Ho(x,p) = 5+ E(e*ZX —2¢ %) =E. (2.10)
Cujas respectivas equagdes de movimento sdao dadas por
dx
— = 2.11
P (2.11a)
d
d—’t’ —e X (2.11b)

Neste novo sistema de unidades, o potencial de Morse fornece regides de estados liga-
dos quando —0,5 < E < 0, estados dissociados se E > 0 e ndo permite estados com energia

E < —0,5. Buscamos agora uma forma algébrica para mostrar esse comportamento, para iSso
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supomos a seguinte expressao como solucdo das equagdes diferenciais
e =A+Bcos(wr+¢) (2.12)

onde A,B,® e ¢ sdo constantes a determinar, considerando as condi¢des iniciais x(0) = x¢ e

}.

(2.13)

p(0) = po, com pg vinculado a x( pela energia total. A solu¢do encontrada (A.31)

x(t):m{—1 VI+2E

— + ———CO0S

2E 2E 1 4 2Ee*0

v —2Et £ arctan (exo V/2E (e 20 —2¢%0) — 4E2>

No apéndice A estdo os célculos detalhados e as verificacdes do comportamento oscilatorio
de x(¢) para —0,5 < E < 0, da divergéncia de x(z), que significa a dissociagao pois as moléculas

estdo muitos distantes uma da outra, para £ > 0 e a auséncia de estado com E < —0,5.

Para possibilitar comparacdes com a dinamica quantica, utilizamos certos valores de ener-
gias iniciais correspondentes a um dos possiveis estados ligados fornecidos pelo formalismo
quantico. De acordo com Lima e Hornos (2006) as energias de vibracao para moléculas diatomi-
cas ligadas através do potencial de Morse, medidos em unidades de 2D, sdo dadas por

1 (\/ZmD 1 v) 2 (ha)?

EV:

N (2.14)
2D\ ha 2 2m

2.2 Campos Externos

Podemos representar o campo elétrico de um laser como uma soma de pulsos individuais

de diferentes amplitudes, frequéncias comensurdveis e fases relativas, temos
e(r) =Y esen(kor + @), (2.15)
k=1

onde & e @ sdo a k-ésima amplitude e fase relativa respectivamente, que caracterizam os pulsos
de laser. A frequéncia @ € medida em termos da frequéncia para pequenas oscilagdes @ =
e /Q, onde @, € a cor real do pulso. Também podemos desprezar a fase ¢; = 0, pois a mesma

se comporta como um fator de fase global.

Para garantir que o pulso se anule nos extremos, definimos uma func¢éo envelope f(¢) na
forma de um pulso quadrado, o qual possibilita observar as secdes de Poincaré sem grandes
dificuldades, seja

1 O0<t<T
ft)= ) (2.16)
0 t<0ert>T
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onde T € o tempo total de aplicacao.

2.3 Momento de Dipolo

Sob influéncia de agentes externos como pulsos de laser, a interacdo do momento de dipolo
elétrico com o campo elétrico do laser deve ser considerada. O sistema ganhard energia através
desta interacdo e ocasionalmente ocorre a dissociacdo. A Hamiltoniana do sistema apresenta
dois termos, o termo Hy que representa a molécula livre, enquanto que o termo H, representa a

interacdo com o campo externo,

H(x,p,t) = Ho(x,p) + Hi(x,1). (2.17)

A energia de interacdo entre um dipolo elétrico com um campo elétrico de um laser, € dada
por

Hy(x,1) = —p(x)e(r), (2.18)

onde p(x) € a fungdo momento de dipolo elétrico da molécula e €(¢) o campo elétrico do laser

utilizado no controle.

Uma funcdo analitica para 0 momento de dipolo pode ser expressa da seguinte forma
p(x) = (x+x.)e o0 (2.19)

onde x, representa a posi¢do de equilibrio, & e g sdo parAmetros que controlam o alcance espa-
cial da funcdo. Segundo Stine e Noid (1979) quando ¢ = 4 a funcdo representa um momento de

dipolo real de um oscilador.

Considerando a Hamiltoniana total H (x, p,t), as equa¢des de movimento passam a ser

dx

= 2.20

P (2.20a)

AP _ 2x _ymr gy q ot Y

ik e "+ [1—qg&(x+x.)e gesen (kot + @y). (2.20b)
k=1

2.4 Probabilidade de Dissociacao

A fim de possibilitar comparacdes futuras com a dindmica quantica, distribuimos N tra-
jetdrias iniciais e propagamos durante a aplicagdo do campo externo. Contamos as n trajetorias

com energia final maior que zero, que representam um estado dissociado, e definimos a proba-
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bilidade na abordagem classica como

Pi= . (2.21)

Em Hamiltonianas completamente separaveis e periodicas, a escolha de um novo momento
¢ adequado. Esse novo momento é chamado de acdo /. Quando as varidveis x e p forem funcdes
periddicas com o mesmo periodo, a dindmica € conhecida como libragcdo, enquanto que se p for

uma fung¢do periddica em x, chamamos de rotagdo.

A transformacao para a varidvel acdo I € definida por

1
I=— ?{ dx 2.22
o P Pax, (2.22)
onde / € um novo momento constante, dessa forma, para cada valor da energia existe um tnico

valor da a¢do correspondente.

A coordenada conjugada de posi¢ao 0 é chamada de angulo, e é dada por
0=owr+p, (2.23)
onde w e B sdo constantes. Integrando 6 sobre todo o periodo de oscilagdo, temos

t+T
6= / 46 = oT. (2.24)
t

A formulagdo angulo-acdo fornece uma forma conveniente de obter as frequéncias de osci-

lacdo sem a necessidade de resolver as equagdes de movimento.

 9Hy

Q=7 (2.25)

As transformagdes inversas das varidveis angulo-ag@o para o oscilador de Morse, segundo

Yuan e Liu (1998) sdao dadas por

I(E)=1-+/=2E, (2.26a)

B 1—+/1—(1=1)%cos6

x(1,6) _1n< T ) (2.26b)

(1-1)\/1—(1—1I)%*senb
1—/1—(1=1)%cos8

p(1,0) = (2.26¢)
A figura 2 mostra o resultado da transformacao no espaco de fase, no painel (a) representa-
mos o espaco de fase através das varidveis canOnicas x € p com uma energia constante, enquanto

que no painel (b) o espaco de fase é formado pelas varidveis angulo-ag@o 6 e I correspondente
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Figura 2: Comparacdo do espaco de fase para (a) varidveis candnicas x € p com uma energia
constante e (b) varidveis angulo-acdo 6 e I com o mesmo valor da energia.

ao mesmo valor da energia.

Fazendo uso da transformada angulo-a¢do, distribuimos uniformemente N trajetdrias ini-
cias, com a mesma energia, na variavel angulo. A energia inicial da molécula corresponde a um

estado ligado fornecido pela mecanica quantica.

2.5 Caos

A dinamica cadtica comecou a ser estudada por Henri Poincaré, onde uma das motivagdes
foi o problema das 6rbitas de trés corpos celestiais sobre influéncia da gravidade mutua. Consi-
derando um conjunto de condi¢des iniciais, ele foi capaz de mostrar que 6rbitas muito compli-
cadas sdo possiveis. O carater cadtico se mostrou comum em diversas dreas e tem sido estudado

desde entao.

Apesar dos sistemas cadticos apresentarem trajetorias muito complicadas, existem métodos
para se obter informagdes sobre o seu comportamento. Podemos ver a dispersao do caos através
do expoente de Liapunov e analisar as regularidades e irregularidades do movimento através das

secoes de Poincaré.

Uma caracteristica marcante de sistemas cadticos € a sensibilidade as condicdes iniciais,
ou seja, a evolugdo temporal do mesmo conjunto de equagdes para condig¢des iniciais proximas
resultam solucdes distintas (GOLDSTEIN, 2002).

O modelo de Morse forcado fornece como solucao trajetdrias cadticas, através desse caos a

molécula ganha energia e eventualmente se dissocia.
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2.6 Teorema KAM

Seja uma Hamiltoniana total constituida de dois termos, um termo integravel Hy e um termo
de perturbacdo H;. A teoria de perturbacdes nos diz que a solucao quando H; for pequeno, em
relacdo a Hy, sofre pequenas alteracdes da solucdo de Hy. Grandes perturbacdes destroem o
movimento regular, um teorema conhecido como Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) nos diz

como € a quebra dessa regularidade.

Teorema 2.1 Se um movimento limitado por uma Hamiltoniana integrdvel Hy sofre peque-
nas perturbagoes, Hy, e que a Hamiltoniana total, H = Hy + Hi, seja ndo-integrdvel e se duas

condigoes forem satisfeitas:

a) a perturbacdo H, for pequena, e

b) as frequéncias w; de Hy forem incomensurdveis.

entdo o movimento permanece confinado em N-torus, exceto para um conjunto negligencidvel

de condicoes iniciais que resultam em uma trajetoria instdvel na superficie de energia.

Desta forma as orbitas perturbadas serdo estaveis e confinadas dentro dos tori, somente
um pouco alteradas e localizadas na mesma regido das érbitas nao perturbadas (GOLDSTEIN,

2002, p. 489), como podemos ver na figura 3.

Figura 3: Ilustracdo do teorema KAM, curva perturbada e ndo perturbada, (LICHTENBERG,
1992, p.176).

Em nosso estudo, consideramos o acoplamento da fung¢do dipolo com o campo elétrico
como agente perturbador do oscilador de Morse livre. Dessa forma, tanto a funcdo dipolo
quanto o campo externo alteram a forma do torus. Com o aumento da perturbacdo, os torus
vao se deformando cada vez mais e comegam a romper, mesmo assim alguns torus sobrevivem

deformados. Quando esses torus se rompem encontramos dissociacdo molecular.
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2.7 Secoes de Poincaré

Os mapas de fase sdo formados pelas coordenadas e momentos conjugados, um sistema
de um grau de liberdade apresenta um espaco de fase bidimensional enquanto um sistema n-
dimensional apresenta um espago de 2n-dimensdes. Nestes sistemas ndo € possivel analisar
diretamente o espago de fase, mas podemos analisar o comportamento dindmico do sistema

através das Secdes de Poincaré.

As secoes de Poincaré representam uma redugao do espaco de fase de N-dimensdes para um
espaco de (N — 1)-dimensdes. A figura 4 ilustra um espago de fase com N > 2 e a projegdo do
movimento na se¢ao de Poincaré. A escolha da superficie de secdo ) g € arbitraria. Os pontos
Xn € Xxp41 representam duas intersecOes sucessivas através da superficie. O ponto x, deter-
mina univocamente o ponto x,, 1| pois x;, pode ser utilizado como condicao inicial nas equacdes
de movimento para determinar x,, | € assim sucessivamente. Vale ressaltar que revertendo o

tempo, o ponto x,1 determina x,, (OTT, 2002).

Figura 4: Movimento no espaco de fase e intersecao da trajetéria numa superficie de Poincaré,
(LICHTENBERG, 1992, p. 18).

A Hamiltoniana do sistema contém as varidveis posicdo, momento conjugado e o tempo. O
tempo pode ser interpretado como uma variavel dindmica cuja varidvel conjugada € a préopria
energia do sistema. Dessa forma, dizemos que o sistema tem um grau e meio de liberdade,

posicdo/momento e tempo, portanto nosso espaco de fase € tridimensional.

Podemos simplificar a andlise do movimento fazendo uso das se¢des de Poincaré. A
dependéncia temporal é periddica e dada pelo campo externo, podemos graficar os pontos
posicdo/momento a cada periodo do campo externo e dessa forma eliminamos a dependéncia
temporal, podendo estudar a dindmica num espaco bidimensional conhecido como mapa estro-

boscopico que € o caso particular da secao de Poincaré para a varidvel temporal.
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3 METODOS DE CONTROLE

3.1 Através do Alcance Espacial do Momento de Dipolo

E interessante estudar a dindmica da dissociacio molecular através do alcance espacial
da funcdo momento de dipolo, visto que diferentes moléculas apresentam diferentes formas
da funcao dipolo e consecutivamente diferentes alcances (WERNER; REINSCH; ROSMUS,
1981; BULDAKOV; CHEREPANOQOV, 2004). Assim & e g, que controlam o alcance do dipolo,

passam a ser parametros de interesse.

Consideramos o campo externo como uma pequena perturbagao e analisamos a dinamica do
movimento proximo as ressonancias nao lineares. Para este estudo, expressamos nosso sistema

nas varidveis angulo-acao (2.26).

Nas novas varidveis, podemos escrever a Hamiltoniana do sistema como
H(B,I,Z):HO(I)—‘U(Q,I,€>'8(Z), (3.1
onde Hy(I) representa a molécula livre e € dado por

1
Ho(I) = —5(1 —1)>. (3.2)

Analisando a equacdo (2.26b), vemos que a posi¢ao x estd relacionada com a varidvel
angulo 0 pela fung@o cosseno. Desta forma, expandimos a fungdo dipolo (2.19) em série de

cossenos de Fourier para varidvel angulo, ficando com
w(6,1,&) =Y Vi(1,&)cos(nb), (3.3)
n=0

onde as amplitudes V,, sdo dadas por

1 T
Vo= | ue.1.6)ae. (3.42)

2 T
V,,:E/ 1(60,1,E)cos(n6)d0,n=1,2,3... (3.4b)
0
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O termo de perturbacao fica dado por

H(0,1,t) =—€ Yy V,(I,&)cos(nb)sen(wt), (3.5)

n=0

lembrando da seguinte relacao trigonométrica

cos(nB)sen(wt) = %[sen (wt —n6O) +sen (wt +nob)]. (3.6)

A Hamiltoniana total do sistema passa a ser

H(0,1,t) =Hy(I) — a i Va(1,&)[sen (et —nO) +sen (wt +nob)]. 3.7)

2 n=0
A condi¢@o necessdria para que exista uma ressonancia nao linear é que a frequéncia do

campo externo seja um mdltiplo inteiro da frequéncia natural
© = nQ(I,), (3.8)

onde n é um inteiro e a frequéncia do movimento ndo perturbado Q(1,) é dado por

dH
Ql)=——=1—-1 3.9
Segundo a teoria de perturbacdo, os termos relevantes da série de Fourier devem satisfazer
as condigdes de ressonancia. Suponha que m’ seja o menor valor que satisfaca a condi¢do de

ressonancia, entdo as condicdes de ressonancia serao satisfeitas sempre que

Q) = 2Q1,y),  m>nl. (3.10)

Considerando somente os termos da série que satisfazem essas condi¢des, e descartando o
termo de variacdo rapida de fase, podemos aproximar a Hamiltoniana para

H(Q,I,t)%Ho(I)—% i Vin (L, & )sen (ot —m0), (3.11)

onde Vm(lmaé) ~ Vm(lag)'

As amplitudes V,,,(I,,,&) tem significado importante pois se elas forem préximas de zero
o sistema se comporta aproximadamente como um oscilador livre e ndo ocorre a dissociacao.
De acordo com Chirikov (LICHTENBERG, 1992) o tamanho das ilhas de ressonincias sdo
proporcionais araiz de V,,,. Para pequenos valores de V,,, as ilhas de ressonancias sdo pequenas e

curvas KAM sobrevivem, contudo com o aumento de V,, as ilhas de ressonancias se sobrepdem
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e o caos toma conta de grande parte do espago de fase, permitindo a dissociagao.

Vale ressaltar que a varidvel acdo esté relacionada com a energia através da equacgdo (2.26a),
que por sua vez € discretizada pelo formalismo da mecénica quéntica, fornecendo as auto ener-
gias dos estados ligados apresentados na equacdo (2.14). Dessa forma podemos relacionar o

valor da ag¢do, I, com um estado ligado v.

3.2 Através de Campos Externos

Uma forma de controlar a dinamica de dissocia¢do é aplicar um campo externo. Se este
campo externo representar o campo elétrico de um laser, os efeitos de fotodissocia¢do sdo mais
evidentes quando os valores de frequéncia sao da ordem das frequéncias naturais de vibracdo

molecular.

Para grandes valores da amplitude do campo, nesta faixa de frequéncias, sempre observa-
mos altas probabilidades de dissociag¢do. Por este motivo, definimos um funcional que contém
um termo de penalidade proporcional a fluéncia deste campo, dessa forma, evitamos que as

amplitudes atinjam valores muito elevados.

A fluéncia de um campo elétrico cldssico € uma quantidade proporcional a sua intensidade,

também pode ser interpretada como a energia fornecida pelo campo. A fluéncia é dada por
T
/ (t)2dr. (3.12)
0

Dessa forma passamos a buscar pelo maximo do funcional J que consiste em obter uma alta

probabilidade de dissociacdo com um baixo custo energético.

Definimos tal funcional da seguinte forma

T
J:Pd{s(t)}—ﬁ/o EGIR (3.13)

onde B é uma constante ajustavel.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Nessa secao expomos os resultados numéricos obtidos no estudo sobre a influéncia do al-
cance espacial da fungdo momento de dipolo na dinamica de dissociagao, através da analise de

ressonancias nao lineares.

Na busca da otimizagao do campo externo dependente do tempo, que representa pulsos de
laser, estudamos o efeito da dissociagdo molecular para trés niveis vibracionais distintos, sendo
elesv=0,v=7ev =15, em termos de combinacdes de diferentes formas e parametros do

campo externo.

Para os célculos numéricos, utilizamos rotinas de integracdo baseada no Runge-Kutta de 4%

ordem com passo varidvel (PRESS, 1992).

4.1 Efeito do Alcance Espacial do Momento de Dipolo

Para este estudo, os pardmetros & e g da fungdo momento de dipolo (2.19), passaram a ser
varidveis de interesse, pois controlam diretamente o alcance da interagdo do momento de dipolo

com o campo elétrico.

Os resultados dos célculos do coeficiente de Fourier e da probabilidade de dissociagao
foram realizados considerando o valor da agdo inicial I = 0,7 e x, = 2,135. Esse valor de /

equivale ao estado excitado v = 15 de uma molécula de 4cido fluoridrico.

Apresentamos no painel (a) da figura 5 os resultados obtidos para os coeficientes de Fou-
rier em func@o do pardmetro de alcance £ da fungdo momento de dipolo. Calculados para as
condigdes de ressondncia m = 1,2,3 e 4, encontramos valores especias & que levam os coe-
ficientes a uma mudanga de sinal e esperamos que neste ponto a probabilidade de dissociacdo

seja reduzida, pois temos uma reducao do caos no sistema. Encontramos os seguintes valores
& =0,0010875, & = 0,00326, £ = 0,006515 e £ = 0,01086.

Para calcular a probabilidade de dissociacio distribuimos N = 107 trajetdrias iniciais igual-
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mente espagadas na variavel angulo e aplicamos um campo externo de duragao T=785, equi-
valente a 1 picosegundo. Na figura 5 painel (b), observamos uma dependéncia significativa da
probabilidade de dissociagdo com o alcance do dipolo, e essa dependéncia fornece uma queda

acentuada da probabilidade de dissocia¢do que coincidiu com os mesmos valores &*.

Relacionamos a largura da faixa de valores de £ que inibem a dissocia¢do com o valor da
derivada nos pontos &*. A derivada nestes pontos informa a taxa de crescimento do coeficientes
de Fourier, em outras palavras, o quao rapido os coeficientes se aproximam e afastam do zero.
Se a derivada assumir baixos valores, o intervalo de & que suprime a dissociagdo é maior,

enquanto que se a derivada assumir grandes valores este intervalo é reduzido.

Na figura 6 apresentamos os resultados para diferentes valores de g. No painel (a) temos
o primeiro coeficiente de Fourier para g = 2,3,4 enquanto que no painel (b) calculamos a pro-
babilidade de dissociagdo para os mesmos valores de g, com @ = Q(0,7). Encontramos os

seguintes valores él*qzz =0,0368 ¢ 51*41:3 = 0,006.

Os efeitos do alcance da fun¢do dipolo na dindmica do sistema é evidenciado nos mapas
estroboscopico apresentados na figura 7. Observamos uma grande regido cadtica no painel
(a), quando & = 0, enquanto no painel (b) temos uma regido regular que impede a dissocia¢do
molecular quando & = &;". No painel (c) vemos uma grande distor¢do dos torus e no painel (d)

vemos o rompimento do torus externo e que os torus mais internos sobrevivem.

Na figura 8 vemos no painel (a) a estabilidade causada pela ressonancia ndo linear enquanto
que em (b) algumas curvas KAM se rompem e permitem a dispersdo do caos para g = 2. Para
q = 3 o painel (c) mostra uma regido regular na ressonancia e em (d) vemos uma pequena regiao

regular e 0 caos comega a surgir no sistema.

Os calculos mostraram que as ressonancias causadas pelo alcance espacial da fun¢do dipolo
influenciam significativamente na dinamica de dissociacdo do sistema. Essa dindmica pode
ser controlada quando os coeficientes de Fourier se anulam para uma escolha adequada da

frequéncia do campo externo, permitindo ou nao a dissocia¢do molecular.

Para baixos valores de g, o alcance da fun¢do dipolo assume grandes valores, mesmo assim,

encontramos uma queda da probabilidade de dissociagdo.

4.2 Campos Externos

O modelo representa uma molécula diatdbmica heteronuclear ligada através do potencial

de Morse. As constantes utilizadas no modelo sdo bem definidas para a molécula de 4cido
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indica a mudanga de sinal dos coeficientes. (b) Probabilidade de dissocia¢do em fungdo de &

para @ = Q(0,7),2Q(0,7),3€(0,7) e 4Q(0,7), com & = 0,01 e T = 785.
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e T =785. Ambos parag=2,3,4el=0,7



25

0.76
0.74 1

0.72

Acdo 1
Acdo 1

0.7

0.68 |

06 | Colmneiny et o

0.55 L L L L L L L 0464 L L L L
-1 -075 -05 =025 O 025 05 075 1 © -1 -075 -05 =025 0 025 05 075 1
c

Angulo 6/ Angulo 6/

095 f 1
09 t 1
085 f B 1

0.8

Acdo 1
Acdo 1

0.75 £
0.7

0.65

1 1 1 1 1 1 0.6 1 1
-1 -075 =05 -025 0 025 05 0.75 1 -1 -075 =05 -025 O 025 05 0.75 1

Angulo 6/ @

Angulo 6/n

Figura 7: Mapa estroboscépico para (a) & =0, (b) § = & = 0,001087, (c) & = 0,0015 e (d)
& =0,002. Todos com I = 0,7, & = 0,005 e 0 = Q((0,7).

fluoridrico (HF). Utilizamos os mesmos valores que Guldberg e Billing (1991).

4.2.1 O funcional J

Fluéncia

A fluéncia depende diretamente das varidveis presentes no campo externo, desta forma,
fizemos uma andlise sobre seu comportamento em relagdo as suas varidveis para campos mo-
nocromaticos, bicromdticos e tricromdticos. Podemos ver na figura 9, painel (a) uma grande
variacdo da fluéncia com a amplitude do campo externo. O efeito de diferentes valores de
frequéncia € notdvel quando @ — 0 e praticamente estdvel para @ > 0,06 como podemos ver
no painel (b). Nos painéis (c) e (d) vemos que as varidveis ¢, e ¢3 ndo influenciam significati-

vamente na fluéncia.
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©) & =&,3=0006eg=3e(d)E=0,01eqg=3. Todos comI=0,7, & =0,005e
= Q0(0,7).

O Parametro f3

Uma vez analisado o comportamento da fluéncia pelas varidveis do campo externo, par-
timos para a busca do pardmetro 3, que ajusta a propor¢do da penalidade sobre o funcional.
Definimos que 3 seja um valor que forne¢a o maximo do funcional J com uma alta probabili-

dade de dissociacao para o pulso monocromaético.

O valor de B serd o mesmo quando variarmos a forma do campo externo de modo que
possamos comparar o funcional com as diferentes combinacdes dos pulsos de laser estudadas,
mas serd diferente para cada nivel vibracional, pois vimos que a fluéncia apresenta variagao
significativa para diferentes amplitudes, que por sua vez sao distintos para cada nivel estudado,

portanto 8 levara como indice o nivel vibracional v, passando a ser f3y.

Na figura 10, painéis (a), (b) e (c) vemos o comportamento do funcional

J=Pi—By /OT () 2dt
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Figura 9: Comparacao da fluéncia entre diferentes formas de campo externo: (a) em fun¢do da
amplitude £ com @ = 1 e fases relativas nulas; (b) em fun¢ado da frequéncia @ com & = 0,05;
(c) em funcdo da fase relativa @, e (d) em fungdo das fases relativas ¢, e @3, para (c) e (d)
o =0,87. Com & = 0,3¢; e &3 = 0,2¢] todos com tempo total de aplicacdo de T = 2355
(equivalente a 3 ps).

Tabela 1: Pardmetro 3y para diversos niveis vibracionais.
v | Bv J Fa

0 10,03 0,72 | 0,96
7 1005|091 | 0,98
150,20 | 0,98 | 0,99

para diversos valores de By e na tabela 1 temos os valores de J,P; e By que satisfazem as

condi¢des expostas.

4.2.2 Otimizacao do Campo Externo

Estamos tratando o sistema classicamente, dessa forma, definimos a probabilidade de disso-
ciacdo classica. Essa probabilidade requer uma estatistica com grande quantidade de dados, para
isto, distribuimos N = 103 condicdes iniciais igualmente espagadas na variavel angulo. Para

valores de N maiores, ndo observamos alteracoes significativas na probabilidade de dissociagao.

Para cada conjunto de pardmetros do campo externo, a molécula estd em uma energia inicial

fixa, correspondente a um estado ligado fornecido pela mecanica quantica.
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Figura 10: Andlise de J para diferentes valores de 8 para: (a) v =0, T=2355¢ @ = 0,87; (b)
v=7,T=1177Te ® = 1,22; (c) v =15, T=628 e w = 0,27.

Campos Monocromaticos

Iniciamos o estudo utilizando a forma mais simples do campo elétrico, o pulso mono-
cromético. Realizamos o célculo do funcional para diferentes amplitudes do campo externo

em funcdo da frequéncia para os trés niveis vibracionais v = 0,7, 15.

Na figura 11 podemos ver que o funcional apresenta menores valores quando grandes am-
plitudes €| sao aplicadas e vemos uma dependéncia importante do funcional com a frequéncia
do campo de controle. No painel (a) observamos que no estado v = 0 existe um pico acentuado
do funcional quando @; = 0,87 e que para frequéncias fora da vizinhanga deste valor, existe

um minimo constante, indicando que ndo houve dissocia¢do molecular nessa regido.

No painel (b) apresentamos o resultado do funcional para o estado v = 7, a frequéncia
onde o funcional assume o méaximo valor € ®; = 1,22 para £, = 0,05. Para v = 15, no painel
(c), obtemos ;5 = 0,27 como frequéncia que maximiza o funcional. Observamos também
que praticamente todo a regido de frequéncias estudadas fornece altos valores para funcional,

porém, para a frequéncia @ = 0,58 houve uma queda brusca do funcional.
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Figura 11: Analise de J para o campo monocromatico com udiferentes valores da frequéncia @

e amplitudes €1, para: (a) v =0e T=2355; (b) v=7e T=1177; (c) v = 15 e T=628.
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Conhecemos as frequéncias que favorecem a maximizacao do funcional, vimos que para
grandes valores da amplitude o funcional apresenta menores valores e sabemos ainda que a am-
plitude € o parametro de maior impacto na fluéncia, assim , buscamos a amplitude que maximiza

o funcional para essas frequéncias.

Na figura 12, painel (a) apresentamos o resultado para o estado v = 0, o maximo ocorreu
em " = 0,0826 quando o funcional assumiu o valor de J = 0,72. No estado v = 7 vemos
no painel (b) o méximo localizado em &' = 0,0448 e J = 0,92, enquanto no painel (c), para o
estado v = 15 temos o méaximo em &;" = 0,0136 quando J = 0,98. Onde o indice m indica o

pulso monocromatico.

Campos Bicromaticos

Ap6s os estudos com campos monocromaticos, utilizamos campos de controle dependentes
de dois pulsos. O campo bicromatico apresenta mais parametros de controle, dessa forma,

podemos combinar esses parametros de forma que otimize o funcional.

Para possibilitar uma comparacdo com os dados obtidos para os campos monocromaticos,
realizamos os mesmos estudos do funcional para os trés niveis v = 0,7 e 15, em func¢do da fase

relativa ¢, utilizando o parametro @* obtido para o caso monocromatico.

Na figura 13 vemos que o sistema apresenta grande sensibilidade a fase relativa para o

estado v = 0. Para estados mais excitados essa sensibilidade quase nao € observada.

Para os campos bicromaticos estudados, as fases ¢, que fornecem o maior valor do funci-
onal obtidas foram (pg = 1,06, (pg = 1,26 e (p215 = 1,967, onde os super-indices indicam o

estado v inicial, e estdo indicadas na figura 13.

Observamos na figura 14 a dependéncia do funcional em fun¢do do crescimento da ampli-
tude €, nos melhores parametros de frequéncia e fase relativa para cada um dos niveis v estuda-
dos. Para v =0, vemos no painel (a) que o funcional apresenta o valor maximo J = 0,73 quando
a amplitude 8{’ = 0,081. No painel (b), para v =7 a amplitude 8{’ = 0,039 fornece 0 maximo
valor do funcional J = 0,91, enquanto o painel (c) fornece a melhor amplitude 8{’ = 0,016

quando J = 0,97 para o nivel v = 15.

Campos Tricromaticos

Sempre buscando otimizar J, incluimos mais um pulso no nosso campo externo, possibili-

tando combinar melhor os pardmetros, aumentando ainda mais o poder de controle.
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T=628.
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(a) Q,/T

Figura 13: Variacdo do funcional J para o campo dicromadtico para v =0: €, = 0,07, ® = 0,87
eT =2355,v=7:€6=0,04, 0=1,22e T =1177;v=15: £, =0,01, ® =0,27e T = 628.
Todos com & = 0, 3¢;.

A figura 15 possibilita encontrar a fase relativa ¢3 que fornece o maximo do funcional. Para
v = 0 a fase encontrada fo1 (pé) = 0,547, enquanto que para vV = 7 encontramos (p37 =0,567 e

para v =15, g0315 =1,75x.

A busca da melhor amplitude para combinar com todos os parametros ja encontrados
(frequéncia e fases relativas) estd apresentado na figura 16. A amplitude €] = 0,080 fornece
o valor mdximo do funcional para o estado v = 0, enquanto que para v = 7 a amplitude de

maior valor do funcional foi €] = 0,040 e para v = 15 a amplitude encontrada foi &/ = 0,016.

Uma comparacio direta dos valores obtidos para as diferentes formas do campo externo e

para os diferentes niveis estudados na dinamica de dissociacdo estd exposta na tabela 2.

Quando comparamos os resultados para v = 0, vemos que o campo tricromdtico forneceu o
funcional maximo com menor amplitude € e ainda apresentou uma melhora na probabilidade

de dissociacao comparada com 0 campo monocromatico.

Quando o sistema corresponde a v = 7, a maximiza¢ao do funcional ocorreu para o campo

dicromatico, que apresentou o valor do funcional maior e com amplitude € menor quando
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Figura 14: Andlise de J para o campo dicromatico com diferentes valores da amplitude &1, para:
@v=00=0,87, ¢ =1,06m e T=2355; (b)) v=T7, ® =1,22, ¢ = 1,26 e T=1177; (c)

v=15 0=0,27, ¢ = 1,967 e T=628.
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(a) Q3/T

Figura 15: Variacdo do funcional J para o campo tricromético para v =0, ® = 0,87, ¢, =
1,06, e, =0,05e T =2355; v=T7, 0w=1,22, 9 = 1,267, =0,025e T = 1177, v =15,
o =0,27, ¢ =1,967, £, = 0,008 e T = 628. Todos com & = 0,3¢; e &3 = 0,2¢;.

Tabela 2: Sintese dos melhores pardmetros encontrados.

v=0 £ o | @/t e/n| J P,
monocromatico | 0,083 | 0,87 - - 0,73 | 0,97
dicromédtico | 0,081 | 0,87 | 1,06 - 0,73 | 0,99
tricromatico 0,080 | 0,87 | 1,06 | 0,54 | 0,73 | 0,99

v=7 €| o |@g/r|e/n| J Py
monocromatico | 0,045 | 1,22 - - 0,91 | 0,97
dicromatico 0,039 | 1,22 | 1,26 - 0,92 | 0,97
tricromatico | 0,040 | 1,22 | 1,26 | 0,56 | 0,91 | 0,97

v=15 €| o | @/t e/n| J Py
monocromatico | 0,014 | 0,27 - - 0,98 | 0,99
dicromatico 0,016 | 0,27 | 1,96 - 0,97 | 0,99

tricromdtico | 0,016 | 0,27 | 1,96 | 1,75 | 0,97 | 0,99

comparados com as outras formas de campo estudadas. Para v = 15 o campo externo que ma-
ximizou o funcional foi 0 monocromaético, onde o funcional apresenta maior valor com menor

amplitude €;.

Podemos relacionar alguns resultados obtidos com o estudo anterior sobre o alcance da
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Figura 16: Anélise de J para o campo tricromatico em func¢do de € para: (a) v=0, ® = 0,87,
¢p=1,0reT =2355;b)v=7, 0=1,22, ¢ =1,26me T =1177;(c) v=15, ® = 0,27,
¢ =1,96r e T = 628. Todos com & = 0,3€; e &5 =0,2¢;.
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funcdo dipolo. Para os parametros da molécula de HF, a frequéncia de ressonédncia € aproxima-

damente @ = 0,6.

Para o estado intermedidrio v = 7 a frequéncia natural Q(,—7) = 0,66 estd em ressonancia
com a fun¢do dipolo, por este motivo, a frequéncia de melhor dissociacdo estd distante da

frequéncia natural.

Para o estado v = 15 a frequéncia natural é Q(I,—;5) = 0,30, os campos dicromaticos e
tricromdtico nao foram interessantes pois o segundo termo do campo depende de sen (2wr) e
também entra em ressonancia com a fun¢do dipolo, reduzindo a probabilidade de dissociacio e

consecutivamente o valor do funcional.
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5 CONCLUSAO

No presente trabalho, estudamos a dindmica de dissociagdo de uma molécula diatdmica
através do oscilador de Morse forcado cldssico em duas distintas andlises. Primeiramente ana-
lisamos o comportamento da dissociacdo em funcdo do alcance da fungdo momento de dipolo.
Buscamos também por um laser que maximiza o funcional J, que contém uma penalidade pro-

porcional a fluéncia do campo externo, evitando altas intensidades.

Os estudos do controle da dissociagdo através da fung¢do dipolo mostraram que o alcance
espacial da funcdo dipolo influéncia na dinamica de dissociacdo do sistema. Essa influéncia
pode suprimir por completo a dissociacao e essa supressao ¢ dada pelos coeficientes de Fourier,

que se anulam para uma escolha adequada da frequéncia do campo externo.

Para cada Q(Iy) estd associada uma frequéncia de ressonancia @ = nQ, comn =1,2,..., 00
e a amplitude dessa ressonancia estd associada a V,,(&,1,). Se V,(&,I,) ~ 0 para um valor
particular de n e &, quer dizer que ndo havera dissociagdo para frequéncias do campo externo

proximas de nQ(Iy).

Na busca da maximizag¢do do funcional J, estudamos trés casos de campos externos, sendo
eles: 0 campo monocromatico; bicromético; e tricromdtico. Os valores dos parametros 6timos

observados para os campos simplificados foram transportados para os mais complexos.

Os resultados encontrados indicam que cada nivel vibracional requer uma combinagdo di-
ferente de pulsos, ja que para estados de baixa energia o campo tricromético foi mais eficiente,
enquanto que para estados intermedidrios o valor 6timo do funcional ficou para o campo bi-
cromaético e para estados de alta energia a otimizagdo mais eficaz foi dada pelo campo mono-

cromatico.

Nossos estudos da fase relativa para o campo bicromatico confirmam os resultados da sen-
sibilidade da fase relativa estudada por Constantoudis e Nicolaides (2005). Ainda sugerem que
estados de alta energia sejam menos sensiveis aos efeitos da fase em campos bicrométicos com

frequéncias comensuraveis.
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Neste apéndice apresentamos o cdlculo para a solucdo analitica do potencial de Morse livre

e verificamos o comportamento da solu¢do para diferentes regides energéticas.

Supondo uma solucao da forma

z=A+Bcos (ot + ¢),

i=e€

(A.1)
(A.2)

onde A,B,® e ¢ sdo constantes a determinar, considerando as condic¢des iniciais x(0) = xg e

p(0) = po, com py vinculado a x( pela energia total. A equagdo a ser integrada é

2
d —2x

. X
Wx-e e .

Utilizando x = Inz, reescrevemos o primeiro membro da equagdo (A.3) para z

e & d 0\, 2
_— = — —_ — — _ — —_ -
a? " ar ™ T A\ z z

Para o segundo membro, temos

mas (A.4) € igual a (A.5), simplificando o denominador obtemos a seguinte expressao

l—zzzz—z'z,

com ? e 7 calculados a partir da equagdo (A.1).

2= —Bosen (0t + ¢),

7= —Bw’cos(0t + ¢).

(A.3)

(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)
(A.8)
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Levando esses resultados para a equacao (A.6), ficamos com
1 —A—Bcos (0t + ¢) = —(Bw)* — ABw’* cos(ot + ¢), (A9)
comparando termo a termo em ambos 0s membros, temos

1-A=—(Bw)?, (A.10)
—Bcos (ot +¢) = —ABw? cos(wt + ¢). (A.11)

Resolvendo esse sistema de equacdes, encontramos os valores

1

A=, (A.12)
1 1

ABZ :ZZBZ —-265. ([\.13)

Aplicando as condigdes iniciais z(t = 0) = zo e z(t = 0) = zyp podemos obter as constantes

weaP.

20 =A+Bcos(¢) = Bcos(¢) =z0—A, (A.14)
Z20 = —Bwsen(¢), (A.15)

resolvendo essas equacdes para B cos(¢), elevando ao quadrado e somando, temos

(Bwcos(¢))* + (Bwsen (9))* = (z0 —A)?@* + (—z2p)? (A.16a)
11 1 1 .
(F—F) 2= (Z(Z)—2EZ0+F> (02+Z(2), (A.16b)
resolvendo para ®>
1 2 [z)\°
wz:__2+__(_) . (A.17)
2 20 20

Dividindo agora (A.15) por (A.14), podemos encontrar ¢

¢ = arctan (LW) . (A.18)

200* — 1

Sabemos que x esta relacionado com x pela conservacao da energia, e ainda que X = /7

x2

E=7%+ —(e7™ —2¢7), (A.19)

DN | =
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isolando 2 e aplicando as condicdes iniciais

1 . 2
B=2|E— (e 20— 2ex0)1 = (Z—O) , (A.20)
2 20
levando esse resultado na equacgdo (A.17), obtemos

w? = —2E. (A.21)

Lembrando que 7y = Xpzo € levando (A.21) em (A.18),

(A.22)

1+2Ee*

€ 0\/2E(e=20 —2¢%0) —4E?
d)::tarctan( \/ (e ) ),

onde o sinal positivo corresponde a Xy > 0 e negativo quando xg < 0.

Resolvendo a equacgdo (A.1) para x e levando os resultados obtidos das constantes A (A.12),
B (A.13), o (A.21) e ¢ (A.18), temos

) :ln{—l VIF2E
(A.23)

e0\/2E (e~ 20 —2¢~%0) — 4E2
1 42Ee*

B S Ml
2F 2E

v/ —2Et + arctan (

Vimos que o potencial de Morse fornece estados ligados para —0,5 < E < 0, estados disso-
ciados para E > 0 e auséncia de estados para E < —0,5. A solu¢@o encontrada deve satisfazer
solucdes oscilatorias para os estados ligados, solu¢des divergentes no tempo para estados dis-

sociados e nao permitir solugdes para energias onde nao existe estados.

Uma forma da solug@o ndo existir é que x(¢) seja um ndmero imagindrio puro, para isso
basta que satisfaga a condicao

1
1 +2E<0=E<—3. (A.24)

Se essa condigdo for satisfeita, ndo existem estados possiveis.

Para os estados ligados, —0,5 < E < 0, a energia esta fora da regido de solu¢do imaginaria
dada pela condi¢ao (A.24), portanto, basta que o termo que acompanha a varidvel temporal

dentro do cosseno seja um numero real. A condi¢do necessaria €

—2E>0=E<O0. (A.25)

Trataremos os estados dissociados em duas etapas, primeiro para E > 0 e depois para E = 0.
Para o caso E > 0, uma condi¢ao suficiente € a dependéncia temporal do cosseno ser um nimero

imagindrio puro, pois cos(ia) = cosh(a), uma solugdo hiperbdlica levaria a solu¢ao da particula
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relativa x(¢) para grandes valores, indicando um estado dissociado.

A condicdo necessdria € que

—2E<0=E>0, (A.26)

mas E > 0 sdo os valores de energia desta regido, assim estd satisfeita a condi¢do de estados

dissociados.

Reescrevendo a equacao (A.23) como

-1 1
x(t) =1In { 5E + E\/ 1+2E [cos vV —2Etcos ¢ Fseny/ —2Etsen (1)] } , (A.27)
utilizando relacdes trigonométricas inversas, temos
1+2E€
cosp = —, A.28a
¢ V1+2E ( )
X0\ /2E (e~ —2¢~%0 —2F
seng = & V2E(e ¢ ). (A.28b)

VI1+2E

Trabalhando esses resultados no argumento do logaritmo da equacao (A.27), expandindo a

funcgao cosseno em série de Taylor e aplicando o limite fundamental na fun¢ao seno, temos

—1 1 X0 xo\/ 2
_ S — —X) — —X0 — — e
5 + °F [(1 +2Ee™)cosv —2Et F e/ 2E(e 2e 2E)seny/ —2Et
) —
-1 L, | o8 vV —2Et e cosy/ 2t T e0\/2E (e~ —2¢~% — 2F)sen+/—2Et _
2F 2F 2F
-1y 1+Et2+ex0j: 2% — 11 —exO:I:\/ZeXO—lt—}—ﬁ (A.29)
2E 2E B 2’ '

Para encontrar essa solug¢do o sinal negativo dos termos entre colchetes foi descartado, dessa

forma, a solugdo para E = 0 € dada por
2
x(t)=1In <ex0 +v2e¥0 — 1t + 5) ) (A.30)

podemos concluir que o comportamento para o sistema com E = 0 representa uma molécula

dissociada.

Portanto a solu¢ao para o movimento em qualquer valor da energia é

-1 VI1+42E X0\ /2E (e %0 —2¢~%0) —4E?
x(l)zln{—%-Lcos vV —2Et - arctan (e \/ (61+2Efo )
e

2E 2E
(A.31)
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