IFT Instituto de Fisica Teoérica
Universidade Estadual Paulista

DISSERTACAO DE MESTRADO IFT-D.004/19

Biestabilidade em Modelos Ecolégicos

Silas Poloni Lyra

Orientador

Roberto André Kraenkel

Janeiro de 2019



Lyra, Silas Poloni
L992b Biestabilidade em modelos ecolégicos / Silas Poloni Lyra. — S&o Paulo,
2019
47 1. i,

Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Fisica Tedrica (IFT), S&o Paulo
Orientador: Roberto André Kraenkel

1. Dindmica populacional. 2. Biologia — Modelos mateméticos. 3.
Ecologia. I. Titulo

Sistema de geragdo automatica de fichas catalogréaficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Fisica Tedrica (IFT), S&o Paulo. Dados fornecidos pelo autor(a).




Agradecimentos

Gostaria de agradecer minha mae, Sarah Poloni, por sempre me apoiar e
estar presente.

Agradeco também a Fernanda Moura por sempre me ouvir e ser minha
companheira.

Aos meus amigos de longa data, Ricardo Bruder, Bruno Andrini, Gabriel
Arruda e Livia Mengue, com quem sei que posso contar e rir.

Ao Rafael Lopes, Vinicius Terra, David Montenegro e Gabriel Lobo por
serem os melhores amigos que encontrei em Sao Paulo.

Em especial, ao Roberto Kraenkel, Renato Coutinho, Renato Andrade e
Gabriel Maciel, grandes colaboradores e amigos de grupo, que me ajudaram
no desenvolvimento deste trabalho de diferentes formas.

Aos meus professores do Instituto de Biociéncias e do Instituto de Fisica
Teorica.

Agradeco a FAPESP, Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo, e a CAPES, Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Su-
perior, pelo suporte financeiro concedido em convénio, (processo 2016/24997-
2, Fundacao de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo, FAPESP). As
opinioes, hipoteses e conclusoes ou recomendagoes expressas neste material
sao de responsabilidade do autor e nao necessariamente refletem a visao da

FAPESP e da CAPES.



Resumo

A biologia matematica tem se tornado cada vez mais importante para
se obter resultados qualitativos em ecologia. Particularmente, em ecologia
espacial, pode-se perguntar como o espaco influencia a dinamica de sistemas
que apresentam biestabilidade, como em espécies obrigatoriamente mutualis-
tas ou sujeitas ao efeito Allee. Apresentamos um método de aproximacao de
equagoes de reacao e difusao para analisar estes e outros modelos. O método
recupera resultados classicos e também permite obter alguns novos, gerando
bastante otimismo para aplicagoes futuras em casos mais complicados.

Palavras Chave: Tamanho de patch critico, Dinamica de Populacoes,
Métodos Variacionais

Areas do conhecimento: Biologia Matematica, Ecologia Tedrica
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Abstract

Mathematical Biology has become more and more important to obtain
qualitative results in ecology. Specially, in spatial ecology, one may wonder
how does space alter the dynamics in bistable systems, such as obligate mu-
tualistic species and those under Allee effects. We present an approximation
method for reaction-diffusion equations in order to analyze these and other
models. The method recoups classical results whilst also allow us to obtain
new ones, giving an optimistic perspective for future applications in more
complex cases.

Keywords: Critical patch sizes, Population Dynamics, Variational Methods

Related fields: Mathematical Biology, Theoretical Ecology
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Biologia de Populacoes

A biologia matematica é uma area relativamente nova, uma primeira des-
crigao de dindmica populacional foi dada por Malthus em 1798 |[Murray,
2007], em um modelo que assume que a variagao temporal do tamanho de
uma populacao, IV, é proporcional ao seu tamanho atual, isto ¢

BN, (1)

onde 3 e § sao as taxas de nascimento e morte, respectivamente. A solucgao

do modelo é uma exponencial crescente se b > 9 e decrescente caso contrério.

Esse resultado nao é muito realista, mas retrata condigoes hipotéticas, nas

quais uma populacao sem nenhuma forma de regulacao, prépria ou externa,

cresceria indefinidamente. O modelo de Verhulst é um dos primeiros modelos

a incorporar mecanismos que limitam o crescimento populacional, como por

exemplo, a disponibilidade de recursos naturais e a competicao intraespecifica
por eles. Este modelo é geralmente escrito como

dN N

onde r é a taxa de crescimento intrinseco da populacao e K a capacidade
suporte. Essa equagao tem dois pontos fixos, N =0 ou N = K, o primeiro
é instavel e o segundo estavel, indicando que a populacao sempre tendera a
K apos certo intervalo de tempo.

Outro modelo bastante importante para este trabalho é o de Efeito Allee
[Allee, [1927]. Este efeito retrata a necessidade de uma populagdo minima
para que determinada espécie permaneca no ambiente. Essa quantidade mi-
nima se dé devido a algum mecanismo bioloégico como, por exemplo, agre-



gagao para defesa anti-predador ou limita¢oes para o acasalamento [Berec
et al., [2007]. Este modelo é escrito geralmente da seguinte forma (veja por
exemplo |[Murray, 2007} Kot [2001]):

(e o

na qual a é o tamanho populacional necessério para que a populagao
cresca. Veja que N < a = N < 0. Assim, 0 é um ponto fixo estavel para
este problema, enquanto a ¢ um ponto fixo instavel, pois, tomando € < a,
fazendo N = a+e, substituindo no modelo para efeito Allee e negligenciando
termos de ordem €2 ou maior, encontramos

de
dt

Isto é, a solucao sempre se afasta de a. Uma condicao inicial menor
que a vai a 0, como discutido, enquanto uma condicao inicial maior que a,
por outro lado, leva N ao ponto fixo estavel K. Temos entao um caso de
biestabilidade: dois pontos fixos para um mesmo conjunto de parametros
e as condigoes iniciais do problema determinam em qual deles o sistema
permanece.

Outro avanco bastante importante para a construcao de modelos em bi-
ologia de populagoes ¢ o de espécies interagentes. Por exemplo, o modelo
de predador-presa, desenvolvido separadamente por Lotka e Volterra, escrito
tradicionalmente como

Te, (1.4)

d—N = rN —aNP,
dt
(1.5)
E = bNP — 0P,
dt

em que r ¢ a taxa de crescimento da presa N, a é a taxa com que o
predador P ataca as presas, b é a taxa de conversao de recursos obtidos
do consumo das presas capturadas em novos predadores e § é a taxa de
mortalidade dos predadores. Uma anélise rédpida pode ser feita da seguinte
forma

dN N(r —aP)

dP ~ P(bN —J) (1.6)

(bN —0) r—aP
e . 1.7)
H(N(0),P(0)) = bN+aP—-6InN —rinP. (1.8)



Onde H é uma constante de integracao que depende das condigoes inciais
das populagoes de presa, N(0), e predador ,P(0). Veja que se H é constante,
entao a relagao deve ser satisfeita a todos os instantes de tempo. Além
disso, a dependéncia de H é a mesma para com N e P, isto é, para que N
cresca, P deve decrescer e vice-versa. Isto significa que temos um ciclo no
espaco de fase de N e P e, portanto, eles oscilam no tempo. Um grafico dos
ciclos no espaco de fase de N e P é apresentada na figura que foi obtida
resolvendo a equagao (|1.5)) numericamente para diferentes condigoes iniciais,
com o conjunto de parametros r =2, a =0.5,b=0.05e d = 1.
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Figura 1.1: Ciclos no espago de fase de N e P. Os marcadores pretos de
diferentes formatos indicam diferentes condigoes iniciais. O conjunto de pa-
rametros para obtencao desta solucao foi r =2,a=0.5,b=0.05e § = 1.

Uma informacao bastante interessante pode ser retirada da figura [I.1
veja que para cada condi¢ao inicial temos um ciclo distinto, gerando infinitos
ciclos possiveis. Portanto, qualquer pequena variagao populacional, devida a
efeitos estocasticos, por exemplo, leva para um ciclo diferente, o que mudaria
o periodo em que as espécies sao observadas com maior e menor abundancia
na natureza. Isto nao é muito coerente, uma vez que este periodo é razoa-
velmente regular. Este problema do modelo tradicional de Lotka-Voltera é
tratado posteriormente pelo modelo de Rozenweig-MacArthur [Rosenzweig
and MacArthur, 1963|, no qual encontram a existéncia de ciclos limite, isto
é, um unico ciclo para qual o sistema tende, dada qualquer condigao inicial
nao nula, para determinados conjuntos de parametros.



Outro exemplo bastante relevante é o de competicao de Lotka Volterra,
que leva em conta ambas as competicoes intra e interespecificas. O modelo,
j& adimensionalizado, é

dN
d—l = Nl(l — Ny — CL12N2),
t
(1.9)
dN.
d_tQ = TNg(l — Ng — CLQlNl),

Onde r é a razao entre as taxas de crescimento intrinsecas da especies 2
e 1, cujos tamanhos populacionais, relativos a suas capacidades suporte, sao
Ny e Ny, respectivamente. As constantes a;; sao os coeficientes de compe-
titividade, que sao os principais fatores determinantes para a dindmica do
modelo. De maneira breve, esse modelo prevé que a coexisténcia entre /Ny e
Ny 86 ocorre se ajg, a1 < 1. Caso ajp < 1 < agy (az; < 1 < ajg), a espécie
2 (1) é eliminada, enquanto com aq2,as; > 1, temos biestabilidade, e as con-
digdes iniciais determinam qual espécie permanece e qual é eliminada [Kot,
2001, Murray|, 2007].

Um exemplo menos classico, mas igualmente importante para este traba-
lho é o de espécies mutualistas. Considere duas espécies que cooperam entre
si, e sua reproducao e sobrevivéncia é dependente dessa interacao, escreve-
mos, ja em variaveis adimensionais

dN N N-
1 Q11V14V2 — N, _ng,
dt 14+ %Ny + 72Ny
(1.10)
d.N- N, N-
2 _ A21N11N2 — SN,
dt 1 +’71N1 +'72N2

As variaveis N; e N, sao os tamanhos populacionais da espécie 1 e 2, com
relacao a capacidade suporte da espécie 1, respectivamente. A constante § é
a razao entre as mortalidades da espécie 2 e 1. Aqui, o crescimento de cada
espécie se da por meio de uma resposta funcional que satura com ambos os
parceiros mutualistas, com constantes de proporcionalidade 7, e 79, tal como
em |Weisbuch and Duchateau, 1993]. O motivo desta saturacdo é que para
uma razao Ni/N, baixa (alta), a probabilidade que um individuo da espécie
2 (1) encontre e interaja com um individuo da espécie 1 (2) é baixa.

Os pontos fixos, Ni e N desse modelo sao encontrados resolvendo o
seguinte sistema de equacgoes



)
Nif(NY) = —,

) a2 ) . (1.11)
N; = SN1(1+N1)7
onde definimos a = ay/a; e
. 1
FOVD) = —— (112
1+’71Nf+’725N1(1+N1)

Mas nao hé necessidade de resolver o sistema da equagao . Veja que
a funcao Ny f(N) deve se comportar como a reta Ny no limite de Ni — 0,
enquanto para N; grande, Ny * f(N7)* se comporta como f(Ny). Assim, é
mais facil encontrar o valor maximo de N f(Ny) e estabelecer a condigao
de existéncia de solugoes para , comparando o valor méximo obtido a
constante d/a2, o que leva a

Qa2
>
Y10 + Yot + 24/Y2a0

Quando a inequacao acima ¢é satisfeita, temos dois pontos fixos possiveis
para N7 que levam a dois pontos fixos de Ny. Caso a igualdade seja satisfeita,
temos exatamente uma solucao. Novamente temos um caso de biestabilidade,
uma vez que (0, 0) é estavel nesse sistema, e, dado um conjunto de parametros
tal que os outros pontos fixos existam, entdao um sera instavel e outro seré
estavel.

Apresentamos de maneira rapida os principais modelos da dindmica de
populacoes sem estrutura espacial. Neste trabalho, buscamos estudar es-
tes mesmos modelos, com excecao do modelo predador-presa, com estrutura
espacial explicita em habitats finitos, o que serad discutido com maior deta-
lhamento no proximo capitulo.

1. (1.13)

1.2 Biestabilidade

O conceito de biestabilidade, topico que serd recorrente neste trabalho,
sera explorado brevemente nessa se¢ao.

A biestabilidade, como mencionado anteriormente, ¢ um conceito de sis-
temas dinamicos bastante simples, porém importante. Trata-se da existéncia
de dois pontos fixos estéveis para um mesmo conjunto de parametros. Jé
vimos que em modelos bastante simples de dinamica populacional a biesta-
bilidade se manifesta, mas existem muitos outros sistemas que apresentam
essa propriedade.



Na formacao de desertos, por exemplo, o modelo deterministico prevé
a existéncia de pontos fixos de vegetagao abundante e escassa para uma
mesma densidade pluviométrica [Sherratt] [2005]. Ha ainda estudos que se
concentram em detectar transi¢oes de fases por meio do estudo das séries
temporais de espécies vegetais em regides propensas a desertifica¢do [Scheffer,
and Carpenter}, 2003, [Dakos et al., 2012].

Ja no contexto de ecologia espacial, uma questao importante é a da de-
gradagao do ambiente, geralmente causada por desastres ambientais ou ati-
vidades humanas. Dentre estas estao o desmatamento e exploracao de outros
recursos naturais ou até mesmo devido a construcao de cidades, levando a
fragmentagao e redugao do habitat de muitas espécies [Ashton, 1988 Tucker
et all 2018]. Neste aspecto, os modelos mateméticos, principalmente por
meio de equacgoes de reagao e difusao, se apresentam como uma ferramenta
adequada para o estudo desses sistemas do ponto de vista tedrico, uma vez
que levam em conta como variacoes do habitat afetam as relacoes entre as
espécies.

O conceito de biestabilidade, portanto, mostra-se relevante para ecologia
espacial, pois pode revelar informacoes sobre a existéncia de estados alter-
nativos para um mesmo tamanho de habitat além de valores criticos para os
quais podem ocorrer transicoes abruptas para estados nos quais ha o risco
de extingao local de algumas espécies, podendo provocar mudancgas drasticas
no ecossistema ao qual elas estao inseridas. Este tultimo fenémeno receberé
a maior parte da atengao neste trabalho.



Capitulo 2

Modelos Espacialmente Explicitos
e Métodos de Analise

Neste capitulo apresentaremos os métodos de estudo de equacgoes de rea-
cao e difusao que foram utilizados neste trabalho.
Em especial, estamos interessados na analise de equagoes da forma

, 200
o = Di% + fi(u)

wi(z,0) = u(x),

Em que u é o vetor das densidades u; = wu;(x,t) de cada espécie i =
1,...,N. A fungdo f(u) descreve os fenomenos biologicos relevantes para
este sistema, tais como reproducao, mortalidade e interagoes intra e inte-
respecificas. As constantes de difusao D; retratam como as populacoes se
movimentam no habitat, ou patch, que aqui é unidimensional e dado pelo
intervalo [0, L]. As condi¢bes de contorno de Dirichlet em 2 = 0 e z = L,
neste contexto, retratam fronteiras hostis as espécies, isto é, que servem como
sorvedouros da populagao.

E importante ressaltar que as condicdes de Dirichlet ndo sdo as tnicas
utilizadas em modelos via equagoes de reacao e difusao, temos também as
condigoes de Neumann, dadas por d,u;(0,t) = d,u;(L,t) = 0, que indicam
fronteiras reflexivas, isto é, a populag¢ao nunca deixa o patch, tornando a va-
zao populacional pela borda nula. Outro conjunto de condigoes de fronteira
bastante utilizado ¢ o de Robin, comumente chamado de condi¢oes mistas,
escritas como o;u;(zo,t) = (1 — ay)0ui(xo,t), para zg = 0, L. Nestas, o;
pode ser interpretado como a preferéncia de individuos da espécie ¢ em per-
manecer ou deixar o patch. Para uma discussao mais detalhada de como essas
condigoes de fronteira, geralmente utilizadas na fisica, mudam em ecologia
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espacial, veja, por exemplo, [Maciel and Lutscher, |2013|. Aqui, vamos focar
nas condic¢oes de Dirichlet e no aparecimento de tamanhos de patch criticos
para alguns modelos.

2.1 Linearizacao

As técnicas de linearizacao sao comumente apresentadas na literatura
para estudar equagoes de reacao e difusao, o livro texto |Cantrell and Cosner
[2004], por exemplo, consiste, na sua grande parte, em apresentar essas técni-
cas. Geralmente procuramos algum regime particular para o qual os termos
nao lineares possam ser negligenciados. Para ilustrar, vamos ao problema
mais simples, a equacao de Fisher-Kolmogorov [Fisher, |1937, Kolmogorov
et al.| |1937] com condigoes de fronteira hostis, que é geralmente escrito

du 0?u u
ot - 02 < )
u(0,t) = wu(L,t)=0

u(z,0) = wup(z) .

(2.2)

A equagao trata-se da equagao do calor somada a um termo de
reacao igual ao encontrado no modelo de Verhulst. Fisher e Kolmogorov
desenvolveram estes modelos separadamente. Fisher estava interessado no
fendmeno de propagacao de genes vantajosos, enquanto Kolmogorov estudava
o fendmeno de formacao de substancias por meio da interacao de reagentes.

Veja que, escrevendo as variaveis adimensionais w = u/K, 7 = rt e

y = x+/7/D podemos rescrever a equagao ([2.2]) como

a_w — 32—10 + (1 _ )
8’7_ N 8:[/2 v v (2 3)
w(ov - w(LvT) = ‘

T) =
w(y,0) = wo(y),

e tomando o limite de w & 0, temos que w(1 —w) ~ w, e a equagao (2.3)
fica
Ow 0%w

ar 2
w(0,7) = wéJl,T) =0 (2.4)

w(y,0) = wo(y) -

Mas essa é uma equagao diferencial parcial separavel, isto é,

w(y,7) = A(T)g(y) (2.5)



Logo,

1dA  1d%g
ainlap el A, b 2.6
Adr gap T (26)
A solugao para A(T) é
A(1) = Apexp(ar), (2.7)

Veja que como estamos interessados em solugoes reais e positivas, a deve
ser real, assim, para ¢(y), existem duas possibilidades & > 1 ou a < 1.
Considerando a primeira, obtemos

g(y) = Bexp(zva — 1) + Cexp(—xva — 1), (2.8)

mas, impondo as condigoes de fronteira w(0,7) = w(l,7) = 0, obtemos
que

B = —C, (2.9)
exp(lVa—1) = exp(—lvVa—1). (2.10)

E entao, a tultima igualdade s6 pode ser satisfeita caso a = 1, o que leva
a g(y) = 0. Considerando agora a < 1, temos

g(y) = Bsin(v1 — ay) + Ccos(vV1 — ay) (2.11)

Impondo a condigao de fronteira w(0,7) = 0, temos que C' = 0, ja para
condigao w(l,7) = 0, obtemos que

V1i—al = nm, (2.12)
a = 1—n"—. (2.13)

Agora podemos escrever a solugao geral para o problema linearizado, isto

w(y, 7) = ;Ag“ exp [(1 . n27;—22) T] sin (% ) . (2.14)

Veja que cada termo da solugao apresentada na equagao decai (ou
cresce) exponencialmente no tempo com taxa 1 — n?n?/[?. Analisando o
primeiro termo, isto é, n = 1, vemos que, para que a solu¢do w(7,y) nao va
a 0 com o tempo, [ deve ser tal que



2

™
1_l_2 > 0 (2.15)

I > « (2.16)

que, retomando as dimensoes do problema, fica

D
L>Lo=m|=. (2.17)

Isto é, existe um tamanho de patch critico, Lo, para o qual a populagao
cresce se L > L¢ ou decresce (L < L¢). Este valor depende diretamente de
D e inversamente de r. Em palavras, h4 um balanco entre a taxa de saida do
habitat e a taxa em que novos individuos nascem ali. Veja que se o tamanho
do patch for exatamente L¢, entdo nao haverd mudanga na solugao w(r,y)
devido ao primeiro termo de (enquanto todos os outros termos vao a
zero), isto é, neste tamanho a vazao pelas bordas é exatamente igual a taxa
de nascimento de novos individuos, mantendo a populacao total constante no
tempo. Para L < L¢, os individuos atingem as bordas com maior facilidade,
deixando o patch mais rapido que a taxa de reprodugao, fazendo com que a
solugao decaia. Ja no caso de L > L¢ temos exatamente o oposto, em um
habitat maior, os individuos demoram para chegar na borda, dando tempo
suficiente para que a populagado se reproduza ali, levando a solu¢ao w(r,y) a
crescer.

Existem diversos trabalhos focados em obter o tamanho de patch critico
para diferentes modelos, para o modelo predador-presa, por exemplo, veja
Maciel and Kraenkell [2014], e para populagdes sexualmente estruturadas,
veja um recente trabalho em |Maciel et al.| [2018].

Agora, vejamos a aplicabilidade da técnica para sistemas biestéveis. Para
exemplificar, considere a equac¢ao de Nagumo [Nagumo et al., [1962|:

2
?)_:L-] = %—Fw(l—w)(w—a)
w(0,7) = w(l,7)=0
w(y,0) = wo(y) .

Veja que linearizando em torno de w = 0, obtemos a equacao diferencial
parcial

(2.18)

ow 9*w

or oy?
w(0,7) = w(l,T)=

w(y,0) = wo(y),

(2.19)
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que também ¢ separével, cuja solugao é

w(y, 7) = zﬂ: A exp [— (a + nQ?—j) 7‘} sin (”T”y) . (2.20)

Mas essa solugao sempre vai para zero, independente de que valor de [ se
tome. Para explorar o comportamento das solugoes no regime de bifurcacao,
isto é, quando estados alternativos nao nulos tornam-se possiveis, precisaria-
mos linearizar a equagao em torno de solugoes estacionéarias conhecidas nesse
limite. Por exemplo, suponha que w;(y) seja uma solugao estacionaria de
(2.18)), escrevendo f(w) = w(l —w)(w — a) em torno de w = wy(y) + €(y, 7),
ficamos com

f(w) = f(wr) + 0y f (w1)(€ = wy) + O(e?). (2.21)
E entao
8(w57+ €) ~ 62(12:;; €) b ) + B ) (e — wy) (2.29)
Oe 0w 0%
9 ~ a—yQ—Ff(Uh) + 8—y2+3wf(w1)(6—w1) (2.23)
de O 5 -
7 8_y2+ o f (wr) (€ — wy) (2.24)

Que é uma equacao linearizada derivada da equacao (2.18)), na qual o
coeficiente do termo linear, d,,f(w;), é uma fun¢ao que depende s6 de y.
Mas encontrar o perfil da solugao estacionéria para este problema envolve
resolver uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem nao linear, no-
minalmente,

d2w1

dy?

cujas solugoes, na maior parte dos casos, nao sao obtidas em termos de ex-

pressoes matematicas conhecidas, dada a nao linearidade de f. Alternativas

possiveis para se estudar sistemas biestaveis sao via métodos de aproximacgao

ou obtendo o comportamento geral das solugoes estacionarias em relagao a

algum parametro de interesse, que aqui é o tamanho do patch. Apresentamos
ambas as alternativas nas proximas secoes.

= —f(w), (2.25)
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2.2 Solucgoes estacionarias

A pequena demonstragio a seguir pode ser encontrada em [Kot} 2001] e
|Cantrell and Cosner} 2004]. A fazemos aqui apenas para facilitar a compre-
ensao dos resultados que serao apresentados no proximo capitulo.

Para uma tinica espécie, consideramos a equagao escalar associada a ,
e, entao, uma solucao estacionéria da equagao , isto é, que nao muda no
tempo, pode ser obtida resolvendo

0 - %+ Fuw) (2.26)
o= 5 () e 227
e — %(3—5) + Fu), (2.28)

em que incorporamos a constante D nas dimensoes de xz e F(u) é dada
por.

Flu) = /0 " Fydud. (2.29)

Mas, uma solugdo nao nula da equagao (2.26), tal que u(0) = u(L) =
0, deve crescer e decrescer no intervalo 0 < x < L, e portanto existe ao
menos um ponto Z tal que u'(z) = 0, e entdo cte = F(u(x)) = F(||ul]).
Pois, considerando uma solugao positiva com um ponto critico, u(z) > 0V,
podemos tomar u(Z) como o méaximo de u, que também corresponde a norma

de u em C((0,L)). Assim,

du _ { V2 F(ul) = F(u)) 0<a<7
de | —vV2y/(F(Jul) - Fw)) z<z<L

Agora, resolvendo a equagao (2.30)) em 0 < z < Z obtemos

Jul du’ ;
- 2 dz’ i
/u@ VE(al) — F(@) 2 230

el du
= V2z. .
o VE(aD - Fw) Y (282)

Enquanto, para z < x < L

(2.30)
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du/
- — ), 34
/nun VE(ul) — Fw) 2L~ 1) (2.31)

e du

o VE(ull) - F(u)
Juntando as equagoes ([2.32) e ([2.35]), temos

V2L —1) =25 — z=1/2, (2.36)

chegando finalmente a

u(L) du/ I
= V2 da’, '
/u VE([[ull) = F(u) 2/x (2.33)
V2(L

= V2(L—12). (2.35)

[ !
2 du =L, (2.37)
o VE(ull) - F(u)

que estabelece uma relagao implicita entre a norma ||u/|, isto é, o maximo
da solucao estacionaria, e o tamanho do habitat L. O desenvolvimento até
aqui é bastante 1til para comparar com solugoes numéricas ou métodos de
aproximacao para uma tnica populacgao.

Todavia, acessar a solucao estacionaria para um sistema de mais de uma
populacao, ou espécie, por meio de um desenvolvimento semelhante ao apre-
sentado aqui tem algumas complicagoes. Veja que, em notagao vetorial,
estamos interessados em resolver

u +é(u) =0 (2.38)
entéo, fazendo o produto escalar da equagio por u’, temos
d 1 I ! ’

entao, escrevendo uma F', tal que

o -p(u), (2.40)

obtemos

F = ®(u). (2.41)
Mas
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d 0P du;

O que significa que ¢ ¢é tal que
o
3ui N

mas isso nao ¢é sempre satisfeito em nossos modelos, veja que, por exemplo,
para duas espécies mutualistas (u; e uy), teriamos

o (2.43)

o1 = uruz —ug, (2.44)
$2 = ujuy — Ouy. (2.45)

E entao

d = /gbldul = %( Uy — u?) + f(ug),

(2.46)
1
o = /¢2du2 = 5l sur — 0u3) + g(w),
implicando em
2
_uy | Og(w)
o = el (2.47)
2
_ Uy 3f(u2)
Py = 5 +—8u2 . (2.48)

Segue das equagoes ([2.46f [2.48) que nao existem fungdes f e g para as

quais seja possivel definir @, isto é, ® deve ser o potencial que gera o campo
@, isto é

¢ = grad(P), (2.49)

rot(¢) = 0. (2.50)

Assim, para analisar modelos espacialmente explicitos precisamos recorrer

a técnicas de linearizagao, métodos numéricos ou métodos de aproximacao,

dos quais ilustramos um possivel na préxima secao, o método de aproximacgao
variacional.
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2.3 Aproximacao Variacional

Diversos métodos de aproximacao foram desenvolvidos para analisar, de
forma mais rapida e simples, modelos de reagao e difusao e encontrar solucoes
e expressoes analiticas aproximadas. Os principais exemplos de métodos de
aproximagcao sao o Tempo de Ocupagao Média, do inglés, Mean Occupancy
Time (MOT), veja por exemplo [Cobbold and Lutscher| 2014] no qual é feito
um estudo de populagoes transitando entre diferentes patches. Ha também
o método de Galerkin, que em [Méndez et al., [2011] é aplicado para analisar
diferentes tipos de efeito Allee em problemas de patch critico. Além disso,
em |[Belmonte-Beitia et al., [2014] uma aplica¢do do método da Lagrangeana
efetiva ¢ realizada para encontrar solugoes do tipo frente de onda para a
equagao de Fisher [Fisher] 1937].

Comumente utilizadas na fisica, aproximagoes variacionais (AV) sao ex-
celentes formas de se obter solugoes aproximadas para diversos problemas
[Finlayson) 2013|. Entretanto, em biologia de populagdes este método de
aproximacao é raramente utilizado, parte porque equacoes de reacao e difu-
sao nao decorrem de uma formulacao Lagrangeana, todavia, é possivel lancar
mao da aproximacao para fendomenos dissipativos por meio da formulagao de
D’Alembert |[Kaup and Malomed, [1995]. Da equagao , definimos o opera-
dor

aui 82Ui
E - - D _ f 2.51
’l(u) at 28272 fl(u) ’ ( 5 )
A solugao u da equacao (2.1 requer que
L
/ Ei(u)du;de =0 . (2.52)
0

Outras fungdes que nao sdo necessariamente solugoes de (2.1) também
podem ser solucoes da formulagao variacional do problema. Agora suponha
o seguinte ansatz

uit.x) = A1) gi({o” (D)}, 2) | (2.53)
no qual, para cada 4, os parametros variacionais sao dados pelo conjunto de
M; funcoes {agj)} ,j=1,...,M; e A(t). Aqui, mantivemos a possibilidade
da parte espacial do anzats depender também do tempo como, por exemplo,
a variancia e a média em um anzats gaussiano. Seguindo, calculamos entao

15



Su; = %Mﬁz(j“? s (2.54)

DA, —~ o
7 7
09i 5.,
u; = gi5Ai+AiZaa(j)5ozi : (2.55)
J %

Enquanto, definindo A = (Ay,..., Ay) e oV = ({agj)} {ozN)}) ob-

temos para F;

Ei(u) = E-(A a(j)) (2.56)

891 da () 32

E juntando as equagoes 1} e (2.57) na equacdo (2.52)), chegamos em

L . .
0 = / dzE;(A,a) (giéAiJrAiE jaag(;)aag”). (2.58)
0 -
J

i

Mas como os parametros variacionais sao independentes, ficamos com

L

0 = / dzE;(A, o) g0 A (2.59)
0
L

0 = / dzE;(A,a") A, 99: o0 ), (2.60)
0 o)

(2

onde a tltima das equacoes acima deve ser satisfeita para cada j.

Isso leva a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) aco-
pladas para A e para cada funcao a( As solucoes desse sistema de EDOs
fornecem uma solucao aproximada para o problema espacialmente explicito,
que pode ser comparada a solugao exata para problemas de uma tnica espé-
cie, ou a solugao numeérica para problemas de mais espécies. O método de
aproximacao variacional funciona tao melhor quanto for o ansatz e portanto
a necessidade de validar a aproximagcao via comparagao a solu¢oes numéricas.
O principal método numérico utilizado aqui foi o método de otimizagao de
Newton-Krylov, uma vez que estamos principalmente interessados em solu-
¢oes estacionérias dos modelos para diferentes tamanhos de patch, para uma

explicacao e detalhemento do método, veja, por exemplo, o livro texto [Kelley
[2003].
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Capitulo 3

Resultados

Agora, aplicamos a aproximagao variacional aos modelos de crescimento
logistico, efeito Allee, competicao do tipo Lotka-Volterra e de duas espécies
mutualistas.

O estudo dos dois primeiros modelos sao importantes pois recuperam re-
sultados ja estabelecidos, confirmando a validade do método de aproximagao.
Para o modelo de competicao, novas informacoes sao obtidas, tal como ex-
pressoes aproximadas para os tamanhos de habitat critico das duas espécies,
enquanto o comportamento qualitativo do modelo é preservado. O tltimo
mostra resultados ainda pouco explorados para a relacao mutualista em um
habitat finito.

Os resultados apresentados neste capitulo deverao ser publicados em
breve. Na redacao da publicacao participaram também Roberto Kraenkel
e Renato Mendes Coutinho.

3.1 Crescimento Logistico

Aqui aplicamos a aproximacgao variacional a equagado de Fisher |Fisher,
1937| com condigoes de fronteira hostis:

ou 0%u u
5~ Dgmrnu(i-g) 51)
w(0,t) = w(L,t)= :

w(z,0) = wup(x).

Na equagao (3.1)), r é a taxa de crescimento intrinseca, K é a capacidade
suporte, D o coeficiente de difusao e L o tamanho do patch. Podemos intro-
duzir as variaveis y = /r/Dz, T = rt e w = u/K, tornando a equagao (i3.1))

C€111:
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ow 9*w
E - 3_y2 + U)(l — w)

w(0,7) = w(l,7)=0
w(y,0) = wo(y),

(3.2)

onde | = /r/DL.
Para prosseguir com a aproximagao variacional, utilizamos o seguinte
ansatz:

w(y, 7) = A(7) sin (”Ty) , (3.3)

Onde A(7) é o nosso parametro variacional. Assim

dw = sin <W7y> 0A. (3.4)

Enquanto, usando (2.57)) e (3.4), obtemos

2 2

E(u) = E(A) = (A Ml A) sin (ly) + A%sin? (ly) . (35)

2 [ l

Onde A ¢ a derivada de A com relagio a 7. Prosseguindo com a integracao
obtemos

: L T 2 (TY 2.3 (7Y
0 = /OéA{(A+ 2 A) sin <T>_A sin <T>}dy (3.6)

. 2 12 IS
0 = A+ 2 A+ A (3.7)
. - 8
A = 7 A— §A2. (3.8)

A equagao (3.8) tem a mesma forma matematica do modelo de cresci-
mento logistico sem espaco. Temos entao dois pontos fixos, A* =0 e

., 3w [(IP—n7?

que s6 é positivo se [ > 7, portanto, temos que tamanho critico de patch,
L¢ é dado por
| D
ZC =71 = Lc=m\/—. (310)
r
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Note que a aproximagao variacional fornece a mesma expressao obtida por
meio da linearizacao da equacao [Skellam|, [1951]. Além disso, A* = 0 s6
é estavel se [ < m, caso contrario, qualquer pequena densidade populacional
é suficiente para o crescimento.

A densidade maxima ||w|| obtida pela aproximagao é

=1

max { lim w(y,T)} — A = 3% < - > . (3.11)

0<y<l \t—0o0

A figura[3.TJmostra uma comparagao entre a solugao exata deste problema
(veja, por exemplo, Cantrell and Cosner| [2004] e Kenkre and Kuperman
[2003|) com a obtida aqui.

0.5

— Solucgdo Exata

----- Aproximagdo Variacional

2 le 4 6 8

Figura 3.1: Densidade maxima da solu¢do exata (calculada por meio da
relagdo implicita em (2.37))) vs aproximada (via AV) da equacao de Fisher—
Kolmogorov (linhas solidas e tracejadas, respectivamente). O ponto desta-
cado no eixo [ é o tamanho de patch critico, o, que tem o mesmo valor para
ambas as solugoes.

A aproximagcao variacional funciona bem para [ = [, entretanto, con-
forme | — oo, A* — 37/8, enquanto a solu¢ao exata tende a 1. A razdo
disso estd no ansatz escolhido. Este se baseia na solu¢ao da equagao (i3.2))
linearizada em w ~ 0, mas usa apenas o primeiro harmonico da solugao
completa, associado ao autovalor principal. Nesse limite, w seria dado, na
verdade, por
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w(r,y) = ZAQn_]_<7_) sin (@) , (3.12)

onde os indices pares foram removidos devido a paridade em torno de [ /2.
Prosseguindo com o método de aproximacao, chegamos no seguinte sistema
de equacoes diferenciais:

¢ . l2—12l2
A = -——%LE A+ Fy(A)

As :(L%ﬁﬁ)@+&m> s
3.13

L P (k- 1)
Agg1 = ( ( 72 ) C) Agg—1 + Fop1(A),

no qual as funcgoes F; vem da integracao do termo logistico na equacao
(3.2) e dependem de termos quadraticos de elementos de A (por exemplo
A% e A1 A3). Note que se cada elemento de A é pequeno em 7 = 0, entdo a
(2k — 1)-ésima equacao s6 gera resultados nao nulos se

> (2k — 1)l.. (3.14)

Portanto, para grandes valores de [, mais termos em devem ser
considerados no ansatz. A figura [3.2] ilustra a solugdo variacional, obtida
resolvendo numericamente o sistema de EDOs gerado considerando os dois
primeiros termos da série (3.12)), isto é, A; sin(ry /) e Az sin(37y/l) e também
considerando os trés primeiros, isto ¢, adicionando o termo Aj sin(5my/l).
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0.5
— Soluc¢do Exata
----- AV: la ordem
---------- AV: la e 3a ordens
——- AV: la, 3a e 5a ordens

0
2 lc 4 6 8
[

Figura 3.2: Densidade méxima da solug¢do exata (linha solida) vs solugoes
aproximadas, via AV, (diferentes linhas tracejadas) da equagao de Fisher—
Kolmogorov. O ponto destacado em [ é o tamanho de patch critico e coincide
em ambas as solugoes. O ansatz variacional com os trés primeiros termos da

série na equacgao (3.12)) tem uma melhor aproximacao para grandes valores
de .

Utilizando apenas o primeiro termo, recuperamos o resultado da figura
Enquanto, ao adicionar mais termos da serie sao adicionados ao ansatz,
temos que a aproximacao no limite [ — oo fica mais proxima da solugao
exata.

Nesta secao lidamos com um exemplo bastante simples e explorado, e
recuperamos resultados conhecidos além de ilustrar o comportamento das
solugoes obtidas via aproximacao variacional em diferentes limites de [.

3.2 Efeito Allee

Agora exploramos um modelo de uma tnica espécie com efeito Allee |Al-
lee, |1927]. Uma forma comum de se escrever um modelo para este fendmeno,
considerando a estrutura espacial, é por meio da equagao , conhecida
como equacao de Nagumo [Nagumo et all 1962].
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Ou P (1B (A ),
a(tO,t) ; f(%ﬁ): 7<1 K> <a ) (3.15)
(z,0) = wuo(x),

onde r é a taxa de crescimento intrinseca, K é a capacidade suporte e a
¢ a densidade populacional minima para que a populacao se mantenha, D ¢é
a difusividade e L o tamanho do patch.

Definindo ¢ = a/K, [ = /r/DL e as variaveis adimensionais: 7 = (r/¢)t,

=+/r/Dx ew=u/K. A equagao (3.15) pode ser reescrita como

ow
= - W)

w(0,7) = (l,T) 0
w(y,0) = wo(y),
O ansatz aqui é, novamente, dado por

w(T,y) = A(7) sin (7le> : (3.17)

Aplicando o método de aproximacao como antes, temos

(3.16)

0 = /O ' B(w)dwdy (3.18)

0 = /OIE(A(T) sin [?])Sm[ z }6Ad (3.19)

0 = [A+¢(7r2/z2+1)A} /0 in? (WTy) SAdy + (3.20)
(1+ ¢) A2 /Ol sin® (”73“/) SAdy +

A3 /l sin (%) 0 Ady,
0

que da a seguinte equagao diferencial

3

2
A=—¢ (7;—2 + 1) A+y(1+¢)A* — ZAg’ (3.21)

onde v = 8/37m. A equagao (3.21]) tem os pontos fixos A* =0 e

\/72(1 +¢)? — 3¢ <7;—22 + 1). (3.22)
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Os pontos fixos apresentados na equacao (3.22)) sao positivos e vidveis se
[ > l¢o, lc o tamanho de patch critico, sendo

_ 3¢
lo _w\/72<1+¢)2_3¢. (3.23)

A estabilidade desses pontos fixos pode ser estudada por meio de

A(T) = A"+ €(7), (3.24)
Onde €(7) é uma pequena perturbagao em torno de A*. Mantendo apenas

termo lineares em €(7) na equagao (3.21)) encontramos que A* = 0 é sempre
estavel, enquanto para A* = A7 temos

¢ = —AL (AL — A, (3.25)
€(r) = exp(—AL(AL —A")T). (3.26)

E, portanto, A% ¢ estavel. De maneira andloga, obtemos que A* ¢ insta-
vel.

A relagao entre ||w|| e [ ¢ apresentada na figura |3.3| para as solugoes exata
e aproximadas via AV, na qual tomamos ¢ = 0.2. A expressao aproximada
para o tamanho de patch critico é bastante precisa.

1,
__ F(+9)
=
— 0.5
—— Solugao Exata
------- Aproximacgao Variacional
0

3 le 4.5 6

Figura 3.3: Comparando as solugdes exata (linha solida) e da AV (linha
tracejada) para ¢ = 0.2. Os pontos destacados nos eixos ||w|| e | marcam
onde a bifurcacao entre A% e A* comeca.
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O resultado da figura 3.3 também ¢ encontrado em |Méndez et al.| [2011],
por meio do Método de Galerkin, neste exemplo e no de crescimento logistico
¢ importante notar que as equagoes diferenciais ordinérias encontradas via
ambos os métodos de aproximagoes coincidem. Enquanto o resultado exato
disposto na figura3.3|é apresentado e discutido em maior detalhe em |(Cantrell
and Cosner| [2004].

E possivel também estabelecer uma relacio entre o tamanho do patch e
a constante ¢. Resolvendo a equacao para [ leva a

=27 ¢ .
BAL(1+ 6) — 3(A7)? — 49

O resultado obtido na equagao (3.27)) pode ser comparado a solugao exata
para diferentes valores de A% e, consequentemente, ||w||. A figura|3.4| mostra
o resultado obtido.

(3.27)

10 o
~

0

10 i
-

0

lw| =

I

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 3.4: Um grafico de | vs ¢ para diferentes valores de A% e [Jwl||. As
curvas solidas e tracejadas sao obtidas da solucao exata e da solugao apro-
ximada pela AV, respectivamente. O valor de |Jw]|| (e A% ) aumenta de 0.5,
no grafico superior, até 1, no inferior. Em todos os trés graficos existe um
valor critico de ¢ para o qual [ — oo, marcado com uma linha vertical solida
e tracejada para solugao exata e aproximada, respectivamente.

Uma interpretagao mais biologica do resultado na figura [3.4 ¢ que para
que uma populacao, sobre o efeito Allee com intensidade ¢, cresca a ter um

méaximo ||w||, existe um tamanho de patch, [, necessario. Quanto maior a
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intensidade do efeito Allee, maior o habitat necessério, sendo que existe um
valor de ¢ critico para o qual nenhum tamanho [ é suficiente, isto é, [ — oo.
A aproximagao variacional prediz a existéncia desses valores, entretanto, este
difere do exato e o erro cresce com ||w|| pelos motivos ilustrados no exemplo
de crescimento logistico.

3.3 Competicao

Agora aplicamos o método de aproximagao variacional a um modelo de
competicao entre duas espécies. Este modelo foi estudado em detalhe em
|Cantrell and Cosner} |1993], 2004] e uma anélise por meio de métodos numé-
ricos pode ser encontrada em |Azevedo et al., 2012]. Escrevendo

( Ouy 0%u, [uy + Brous |
o g (1— T
8u2 (92uQ —UQ -+ ﬁzlul_
et - D, 2 1 |2
ot 25,2 + raus ( K (3.28)
[ wi(@,0) = u”(2)

)

Onde r;, K; sao as taxas de crescimento intrinsecas e as capacidades
suportes da espécie ¢, respectivamente, enquanto [3;; sao constantes positivas
que medem o efeito da competicao da espécie j na espécie 7. Definindo as
variaveis adimensionais 7 = rt, w; = u;/K; e y = \/r1/D1x, o modelo pode
ser escrito como

( Ow 0*w
8_7'1 = —8y21 + w1 (1 — w1 — apws)
ow 0*w
0_7—2 = D 8y22 + ’T‘wg(l — Wy — aglwl) (329)
wi(w,0) = w” ()

\

Onde [ = \/Tl/DlL, D = Dg/Dl, r = 7"2/7"1 € aij = Bl]K]/Kl Agora,
definindo
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ow, 0*w,

El(wl, wg) = ? — 6y2 - w1(1 — W — a12w2>, (330)
ow 0w
Eg(wl, w2> = 8_7'2 — ay22 — ?”wg(l — W9 — (12111}1), (331)

aplicamos o método de aproximagao

!
/El(wl,wg)éwldy = 0, (3.32)
0

l
/E2<w1,w2)5U)2dy = 0. (333)
0

Linearizando (wq,wy) ~ (0,0) leva a um par de equagoes lineares desa-
copladas, cujas solugoes espaciais sao senos. Por esse motivo, nosso par de
ansatze €

™

wi(1,y) = A;() sin (Ty> : (3.34)

A integracao dessas equagoes é bastante semelhante a do modelo logistico,
e leva ao sistema de EDOs da equagao (3.35]), abaixo

2

A = A (1 -7 - %(Al + a12A2)) )
(3.35)

Ag = TAQ <1 — Dr? - %(A2 + a21A1)>

rl2
Esse sistema pode ser simplificado ainda mais. Definindo I; = 7w e I, =
7w/ D/r e tomando
~ 8 I?
A= ———
3ri2—1?

A, (3.36)

ficamos com

. l2 _ 12
Al = ( l2 1) Al (1 — Al — algA(l)Ag) s

. 12—l2
A2 = T<—l2 2>A2 (1-142-%141)

Onde nao mantivemos os A; na notacao afim de nao sobrecarrega-la.
Além disso, definimos

(3.37)
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> — 12
212
As equagoes obtidas sao as mesmas de um modelo de competi¢ao do tipo
Lotka-Volterra sem estrutura espacial, sendo os coeficientes de competicao
funcgoes de [, isto é, o espago aparece como modulador da interacao entre as
duas espécies.
Considerando a regiao ly,ls < [, encontramos os pontos fixos usuais

A1) = (3.38)

AT=0 e A}=0 (3.39)
Ar=1e A;=0 (3.40)
Ar=0 e A}=1 (3.41)

1-— CL12)\(Z> - %
Al=—"—2 e A= —". 3.42
1 1-— 12021 2 1— a120a21 ( )

E importante notar que podemos encontrar casos de inversdo competitiva,
isto é, casos em que a populacao dominante no modelo sem estrutura espacial
passa a ser competitivamente mais fraca devido a efeitos espaciais que, aqui,
estao incorporadas no fato de A() estar presente no ponto fixo de coexisténcia
e nos coeficientes de competicao. Um exemplo seria que, para o conjunto de
parametros a;o > 1 e as; < 1, que indicaria a exclusao da espécie 1 no caso
sem espaco, pode tornar-se um de coexisténcia para determinadas regioes de
[.

Faremos a andlise para o caso l; < [y, se [y < [} os tOpicos que serao
discutidos abaixo precisam apenas ser invertidos (1 <> 2). Claramente, para
[y <l < Iy, apenas a espécie 1 sobrevive, dado que neste intervalo de [,
a espécie 2 nao é capaz de se estabelecer mesmo na auséncia da espécie 1.
Explorando valores de [, tal que [ > [, podemos encontrar, analisando a

estabilidade dos pontos fixos em ([3.3943.42)), quatro configuragoes possiveis:

1. Coexisténcia estavel

apA(l) < 1 (3.43)
% < L (3.44)
2. Espécie 1 elimina espécie 2
apA(l) < 1 (3.45)
2, (3.46)

Al
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3. Espécie 2 elimina espécie 1

apA(l) > 1 (3.47)
% 1 (3.48)
4. Biestabilidade
apA(l) > 1 (3.49)
% > 1. (3.50)

Agora analisamos o caso a2, a0 < 1. Neste, a coexisténcia entre as duas
espécies s6 é possivel se ay; < A(l) < (a2)™'. Uma vez que A\(I) < 1 <
(a12)! V I, precisamos apenas resolver A(lc2) = as1, obtendo

U (3.51)

leo
1-— a921 ’

para definir /o9 como o tamanho de patch critico da espécie 2 na presenca
da espécie 1, ja que abaixo desse valor de [, a espécie 1 sempre elimina
a espécie 2. A terceira e quarta configuragoes nao podem ser satisfeitas
para nenhum valor de I, veja que A(I) < (aj2)”! para | > [;. Uma visdo
esquematica de quais configuragoes sao possiveis nesta caso é apresentada na

ﬁgura onde plotamos (1), (a12)™" e ag
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Figura 3.5: Grafico esquemaético das possiveis configuracoes para o caso
(12,091 < 1 com [} < ls. Para [ > lo9 tem-se coexisténcia, enquanto para
[ < leo apenas a especie 1 sobrevive no patch.

Encontrando a solugao estacionéaria numericamente, computando as den-
sidades maximas obtidas para cada [ e comparando com a solucao obtida por
meio da aproximagao variacional, obtemos o grafico da figura [3.6, na qual
é possivel observar a precisao da aproximacao para encontrar os valores de
patch critico, além fornecer o comportamento qualitativo do modelo original.
Para a figura, utilizamos o conjunto de parametros ao = ag; = 0.5, D = 0.8
er =12
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Figura 3.6: Solugbes numéricas e por meio da AV para a;; = ag; = 0.5,
D =08, r=12¢el; <ly. Quadrados e tridngulos pretos sao as solugoes
numeéricas para as espécies 1 e 2 respectivamente, enquanto as linhas sélida
e tracejada sao as solugoes variacionais para espécie 1 e 2, respectivamente.
Os tamanhos de patch criticos l; e lc9 estao destacados no eixo [

Consideramos o caso ag; < 1 < ajz. Agora existem duas possibilidades:
(12097 < 1 ou ajsas; > 1, trataremos a primeira por enquanto. Analisando as
quatro configuracdes possiveis e os pontos em que aj, se cruza com A(I) e A(1)
com ag na figura[3.7, vemos que em l; < I < loo apenas a espécie 1 sobrevive,
pois A(I) < min{ag,a, } nessa regido, enquanto para Iy < | < g ambas
espécies coexistem, pois ay; < A(l) < ajy, onde

(3.52)

lEl =

¢ o tamanho de patch para qual a populacao 1 vai a extingao, e portanto
a espécie 2 elimina a espécie 1 em [ > [, uma vez que A(I) > max{as, ajy }.
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Figura 3.7: Gréfico esquemaético das possiveis configuracoes devido ao espaco,
[, para asy < 1 < ajg, ajpas; < 1 e ly < ly. Na regiao l; < | < lgy apenas
espécie 1 esta presente no ambiente, para oo < [ < [p; temos coexisténcia,
enquanto em lg; < [, a espécie 2 elimina 1.

Uma comparacao entre o resultado numérico e o variacional é apresentada
na figura|3.8], obtida utilizando o conjunto de parametros a;5 = 1.1, as; = 0.5,
D =08 er = 12. O resultado presente em Cantrell and Cosner| [1993|
2004] prevé, via linearizagao, que para [ > I ambas as espécies coexistem.
Todavia, essa técnica nao é capaz de acessar o regime nao linear do modelo.
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Figura 3.8: Solugoes numéricas e obtidas via AV para a;s = 1.1, as; = 0.5,
D =038,r=12el; <ly. Quadrados e tridngulos negros sao para solugoes
numeéricas da espécie 1 e 2, respectivamente, enquanto as linhas soélidas e
tracejadas sao as solugoes variacionais para espécie 1 e 2 respectivamente.

E importante notar na figura a inversao competitiva entre as espécies.
No limite de [ — oo a espécie 2 tem vantagem competitiva sobre 1, entretanto,
como a espécie 2 explora o espago com menos eficiéncia, isto é, I > [;, em
uma certa regiao de valores de [ observamos a dominancia da espécie 1 sobre
a espécie 2. Outros resultados para este modelo estao presentes em |Cantrell
et al. [1998| e |Azevedo et al. [2012]. No primeiro destes estudos, encontra-
se que a espécie 1 é capaz de invadir o territério na presenga da espécie 2
mesmo para [ — 0o, levando entao a conclusao que ha coexisténcia entre as
espécies nesse limite. Ja em |Azevedo et al. [2012|, uma anélise via solugdes
numeéricas mostra que a densidade maxima da espécie 1 decai rapidamente
conforme a area do patch aumenta, deixando essa espécie em risco. Aqui, a
solugao aproximada prevé a extingao da espécie 1, pode-se argumentar que
niveis de densidade populacionais muito baixos podem significar extingao em
termos praticos e entao o resultado obtido é de grande valia, pois fornece
expressoes analiticas tanto para o ponto fixo de coexisténcia quanto para o
valor de [ no qual a espécie 1 é extinta (ou entra em risco de extingao), lg;.

O caso ag; < 1 < ajp com asjas > 1 é tratado agora. Neste, a regiao de
coexisténcia nas figuras [3.7] e [3.8| torna-se uma regiao de biestabilidade. Esta
regiao se inicia em [p; e termina em [z; sendo:
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e ln; = (3.53)

Essa mudanca ocorre pois ajpa9; > 1 — al_Ql < a1, € entao a condicao
aﬁl < A(l) < ag; é satisfeita na regiao lp; < | < Iy, como ilustrado na figura

B9

1 Espécie | —=—t= Biestabilidade ——= Espécie 2
Y S e
T e b
= | |
= i i
12 léi léf
[

Figura 3.9: Um grafico esquematico das possiveis configuragoes devido ao
espago, [, com as; < 1 < ajo, apas; > 1 e ly < ly. Apenas a espécie
1 sobrevive em | < lp,, para lp; < | < lps biestabilidade é encontrada,
enquanto em [gy < [ a espécie 2 elimina 1

A figura traz a comparacgao entre o resultado numérico e o obtido
via AV, sendo os parametros utilizados para a solu¢ao numérica a5 = 1.333,
as; = 0.9, D = 0.8 e r = 1.2. Este resultado mostra que nao é possivel
que uma espécie invada o habitat na presenca da outra, portanto nao hé
possibilidade de coexisténcia nessa regiao de parametros de [.

33



Ho — V1)
: | -
Q } .-

\§0.5 3 .
i3] Lo

0.0+

1.0 e aaaaaaaaan
I AA“AAA }

2 .
Q
:%0.5 (V2]
! A [N2]
0.0 ‘ ‘ ‘ N :
h 4.5 Ii 7 lgf 9.5

Figura 3.10: Solugoes numéricas e variacionais com a;s = 1.333, as; = 0.9,
D=0.8,r=12¢el; <ly. O grafico superior apresenta a densidade méxima
da espécie 1, enquanto o inferior da espécie 2, quadrados e tridngulos negros
representam a solugao numérica enquanto a linha sélida traz o resultado

variacional. Em destaque no eixo [ estao (g, e Igf, delimitantes da regiao de
biestabilidade.

O ultimo caso que exploraremos aqui é ais, as; > 1. Observando a figura
[3.11] concluimos que a espécie 1 elimina a 2 em | < [p;, uma vez que () <
min{as;, aj, } nessa regido, enquanto em [ > Ip; encontramos biestabilidade,
ja que ayy < A(l) < ag.
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Figura 3.11: Um grafico esquematico das possiveis configuragoes devido ao
espago, [, quando as; < 1 < aqa, ajpas; > 1 ely < ly. O ponto lg; demarca o
inicio da regiao de biestabilidade

Os resultados deste tltimo caso sdo mostrados na figura [3.12) no qual
o confunto de pardmetros utilizado foi a1 = 1.2, as; = 1.4, D = 0.8 e
r = 1.2. Nesta figura e na tltima (3.10)), fomos capazes de estabelecer
regioes de biestabilidade e determinar os limites dessas regioes em termos
de parametros do modelo. Estes sao resultados novos, proporcionados pelo
método de aproximacao utilizado. As expressoes obtidas para os limites do
regime biestavel aproximam-se muito aos pontos obtidos numericamente.
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Figura 3.12: Solugoes numéricas (quadrados e triangulos pretos) e por meio
da AV (linhas solidas) para ajp = 1.2, agy =14, D =08, r =12, e l; < ls.
O grafico superior traz os resultados para a espécie 1 enquanto o inferior para
epécie 2. Em [ > [p; encontramos a regiao de biestabilidade devido a [.

Ainda hé o caso a;o < 1 e as; > 1, mas este é bastante trivial: Somente
a espécie 1 sobrevive nestas condi¢oes, uma vez que esta, além de ser melhor
em explorar o espago, também tem vantagem competitiva sobre a espécie 2.

3.4 Mutualismo

Agora consideramos um modelo entre duas espécies mutualistas. Este
exemplo foi estudado em [Holland et al., [2002] sem estrutura espacial e em
[Morozov et al., 2008] uma anélise sobre a formagcao de padroes é apresentada.
Aqui estamos interessados no caso de habitat finito, que é pouco estudado
na literatura atual. Considere a equacao abaixo

2

( o 82
guy — D Uy 1 ajuytz — Sug — ur
ot Ox? 1+ Y1U1 + YoUs K
Oug 0%us A1 U
—_— = D - 5 .
ot 2 0x? + 1+ Y1U1 + Yol 2u2 (3 54)
ui(@,0) = u(z)
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A resposta funcional considerada na equacao satura com ambas as
espécies, como em |Weisbuch and Duchateau, [1993]. As constantes a; sdo as
taxas de conversao da interacao benéfica entre ambas as espécies em novos
individuos, 7; tem dimensdes u; ' e determina como a resposta funcional
mutualistica satura com a espécie i, © = 1,2. As taxa de mortalidade sao ¢;.
E importante ressaltar que &, a constante no termo quadratico de competicao
intraespecifica, tem a dimensao de u,t e, portanto, as variaveis adimensionais

escolhidas sdo u; = w; /6, K, y = x1/61/D1 e 7 = 6;t. Assim, temos

( 8w1 8211)1 T1W1W2

[R— — — — 2
or oy? * 14+ ¢rwy + pawo w1
Ows 0%ws TW W2
) = D — 0 )
8’7' 8y2 + 1 =+ ¢1w1 —|— ¢2w2 2 (3 55)
w;(0,7) = wi(l,7)=0
[ wi(y,0) = w”(y)

Onde D = Dg/Dl, r, = CLiK, gbz = yzélf( el = 52/61. E o tamanho do
habitat em y é | = L\/d1/D;s.

Aplicar o método de aproximagao variacional, com exce¢ao do termo mu-
tualista, é bastante semelhante ao realizado no exemplo de crescimento lo-
gistico. Nosso ansatz é

™

w;(T,y) = A;(7) sin <Ty> : (3.56)

e leva ao seguinte sistema de EDOs

{ 41 = 1A Ay f(P1 A1 + 9o As) — Ay — 3%14%, (3.57)
Ay = roAiAsf(d1 A1 + PaAz) — OpaAa. '
Onde f é dado por
bosin® (7Y)
= [ ———17__dy, 3.58
J) /0 1+ wsin (77%) Y (3:58)
e realizando a integragao obtemos
%_$+%_w3\/iw2 p—eT 2arctan<\/l‘iv) w<l1
flw) =
Lot B - b (255 w21
(3.59)



As constantes p; na equagao ([3.57)) sao:

2
T
Dr?
R (3.61)

Entao, encontrar os pontos fixos nao nulos da equagao (3.57)) consiste em
resolver o seguinte sistema de equagoes

One

12— ALl A] + BT, (362)
A = Oé(l)(b; ¢1AT 4 %Af» (3.63)

onde a primeira é uma equacao transcendental e definimos

a(l) = ¢1+¢2;—//2> (3.64)
8
Bl) = ¢2375Lu2’ (3.65)

e r =ry/r;. Agora, analisando as equagdes (3.62)) e (3.63) encontramos
que no limite de [ — 0 nao existem pontos fixos nao nulos, pois

lim p19 = o0, (3.66)
[—0
enquanto
. T
lim al) = ¢+ P27 (3.67)
lim ﬁ(l) = 0. (3.68)
[—0

Portanto, como A; f(a(0)A;) é bem comportada e continua para todos
os valores de Ay, isto é, A;f(a(0)A;) < oo V A; e sua derivada existe e é
também continua para todo valor de A;, entao nenhum ponto fixo que nao o
(0,0) existe para [ — 0. Este é o quao longe chegamos analiticamente nesse
problema, uma vez que encontrar o valor de [ para o qual existe exatamente
uma solugao para a equagao , isto é, achar o tamanho critico de patch,
envolve encontrar o maximo de A f(a(l)A; + B(1)A?) com respeito a A, o
que leva a outra equagao transcendental.
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Devido a essa dificuldade em encontrar resultados analiticos para o ta-
manho de patch critico [, e as densidades maximas A} e A}, seguimos para
uma anélise grafica. Definindo © = a(I)A% + B(1) A}, [ # 0, entdo a equagio

(B-62) fica:

oy _ [ fo) @2 @
ro  \ [ B() 481 28(1)

A figura contém uma representagao grafica das solugoes para a equa-
Gao para diferentes valores de [. Para [ < [, nao existem solugoes que
nao A} = A5 =0, para | = ¢ existe apenas um ponto em que F'(€) e duo /79
se interceptam, portanto, existe exatamente uma solugao nao nula, enquanto
para [ > [ a reta dpus/re intercepta F'(£2) em dois pontos distintos e temos
duas solugoes nao nulas possiveis.

) £(Q) = F(Q). (3.69)

1.0
— F(Q)
777777777 )
05 W2/
I <lc
0.0
0.5
I=lc
0.0
0.4 /\
0.2 / [>lc
0.0
0 5 10 15 20 25

Figura 3.13: Solugoes graficas da equacao [3.69. Para | < [s encontramos
apenas a solucao nula. Para [ = ¢ existe uma tinica solu¢ao, enquanto em
[ > lc duas solugoes sao encontradas.

Agora podemos analisar quao bem a aproximagao variacional se compara
a solucao numérica do problema, resultado mostrado na figura [3.14] cons-
truido utilizando os parametros 11 = 1,712 =4, ¢1 =05 e ps =1, 0 =2 e
D=2
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Figura 3.14: Linhas solidas e tracejadas sao as solugoes da aproximagao
variacional para a espécie 1 e 2, respectivamente. Quadrados e triangulos
brancos sao as solugoes numéricas para a espécie 1 e 2, respectivamente. Os
pardmetros usados sao 1y =11r2=4, ¢ =05epy=1,0=2e D =2

Na figura [3.14] vemos a formacao de uma regiao de biestabilidade a partir
de lo, é importante notar que como as espécies sao mutualistas obrigatoria
ambas tem o mesmo valor de [o. Nesta regiao de biestabilidade, a linha
inferior traz os pontos fixos instéveis e separa o ponto fixo nulo do ponto
fixo estéavel representado pela linha superior, de acordo com a aproximacao
variacional. Para essa analise de estabilidade, resolvemos o sistema de EDOs
da equagao (3.57) numericamente colocando as condigbes iniciais proximas a
esses pontos fixos e verificando se a solugao do sistema convergia ou divergia
desses pontos.
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Capitulo 4

Conclusoes

Os resultados sugerem que o método variacional pode ser usado para estu-
dos preliminares de modelos espacialmente estruturados, fornecendo precisao
razoavel e, em casos mais simples, expressoes analiticas que permitem uma
analise sobre a relevancia dos parametros levados em consideracao na formu-
lacao do modelo. O método tem a aplicagao bastante simples, reduzindo o
problema de solucionar uma equacao diferencial parcial a diversas integracoes
e solucao de equacoes diferenciais ordinarias.

Todavia, a complexidade das equagoes diferenciais ordinérias pode invi-
abilizar a obtencao de expressoes analiticas, tal como no exemplo do mutu-
alismo. A complexidade das EDOs obtidas depende das formas funcionais
escolhidas para o modelo e do ansatz proposto.

Nos casos de efeito Allee e mutualismo o método variacional se torna
uma alternativa interessante, permitindo estudar o regime nao linear desses
modelos. A linearizacao em torno da solugao estacionéaria trivial, isto €, nula,
sempre leva a estabilidade, uma vez que os sistemas sao biestaveis.

A aproximacgao variacional fornece novos resultados para o modelo de
competicao. Fomos capazes de obter valores de tamanho patch para os quais
a dinamica do modelo muda de maneira expressiva, incluindo até mesmo a
exploracao de regioes de biestabilidade do modelo, que as técnicas de lineari-
zagao nao sao capazes de acessar e também resgatamos o processo de inversao
competitiva observada em |Cantrell and Cosner|[1993] e|Azevedo et al.|[2012)].

E importante retomar, dos exemplos de efeito Allee e mutualismo, o con-
ceito de biestabilidade. Em ambos os exemplos tem-se dois pontos fixos es-
taveis possiveis: O de exting¢ao e o de permanéncia das populagoes. Suponha
agora, que em algum desses exemplos, o tamanho do habitat seja reduzido a
valores menores que L¢, levando as populagoes a exting¢ao local. Para recu-
perar essas espécies, além de reestabelecer o habitat ao seu tamanho original
é necessario reintroduzir um nimero de individuos maior do que o valor de-
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terminado pelos pontos fixos instaveis, gerando assim uma dificuldade maior
na recuperacao dessas espécies. Além disso, muitas espécies mutualistas sao
fundamentais para manutencao de outras relagoes troficas, por exemplo, a
dispersao de sementes e polen, que cooperam para que mais vegetagao nasca,
que por sua vez podera servir de alimento para herbivoros que vivem no
mesmo habitat |Lundberg and Moberg), 2003].

Os resultados aqui levam em conta a reducao do habitat e tentamos es-
tabelecer uma ponte com a degradagao do ambiente, entretanto, na maior
parte das vezes, a degradacao se da de maneira bastante distinta, podendo
fragmentar habitats e nao s6 os reduzindo. Isso também pode ser modelado
em uma ou duas dimensoes, e o método pode ser aplicado também nesses ca-
sos. A perspectiva é bastante otimista para casos simples, visto os resultados
obtidos aqui, e planejamos expandir a aplicabilidade do método para ou-
tros exemplos mais complexos, como dominios bidimensionais de geometria
arbitraria e/ou heterogéneos.

Dentro da perspectiva de explorar modelos em dominios bidimensionais,
uma dificuldade é encontrar as autofungdes do operador laplaciano para qual-
quer geometria. Pretendemos, entretanto, estudar a viabilidade de transfor-
magoes conformes que levem o dominio de geometria arbitraria para um cir-
culo, por exemplo, no qual sabemos as autofungoes do operador laplaciano,
que podem servir de ansatz para o método de aproximacao.

Os problemas de dominios heterogéneos podem ser tratados de diferentes
maneiras. Em Shigesada et al|[1986], por exemplo, o espaco em que uma
espécie vive é formado por dois tipos distintos de patches, um mais favoravel
a reproducao e outro menos, dispostos alternadamente sobre a reta real, um
exemplo dessa abordagem para o efeito Allee pode ser encontrado em Maciel
and Lutscher [2015]. Outra alternativa é considerar que os parametros como
capacidade suporte e difusividade sao fungoes continuas e bem comportadas
das variaveis espaciais, que, para o método de aproximacao proposto aqui,
o maior desafio talvez seja determinar um anzats apropriado, uma vez que
pelo processo de integracao essas fungoes devem se tornar novas constantes.

Além dos problemas causados por fragmentacao e redugao do habitat exis-
tem também problemas emergentes devido ao aumento do habitat, também
causado por acdoes humanas. Em comunidades do Artico, por exemplo, de-
vido ao aquecimento global, diversos habitats, principalmente lagos, tornam-
se maiores, seja porque a cobertura de gelo torna-se cada vez menor, seja
porque a temperatura da agua aumenta, fazendo com que espécies possam
ocupar diferentes niveis de profundidade [Smol et al., 2005, Douglas et al.|
1994]. Podemos fazer pequenas comparagoes deste processo com o exemplo
de competicao. Em um determinado intervalo de tamanhos de patch, [, para
0 caso as; < 1 < a9, existe coexisténcia entre as espécies. Essa coexisténcia
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é mediada pelo espaco, pois, para valores pequenos de [, a espécie 1 é mais
abundante do que a 2, pois [; < Iy, ja para valores maiores de [ o quadro
se inverte, e a espécie 2 passa a ser a dominante, levando a espécie 1 para
niveis populacionais muito baixos, chegando a lg;, onde, na pratica, temos
a extingao dessa espécie. Tal como no mutualismo, muitas vezes, interagoes
de competicao entre diferentes espécies podem influenciar em diferentes ca-
deias troficas, levando a alteracoes no ecossistema, veja, para um exemplo
especifico de competicao e mudanca de ecossistemas no artico, Sahade et al.
[2015].

Os modelos estudados aqui permitem uma visao qualitativa e geral de seus
respectivos sistemas ecolégicos. Claramente, para conclusoes assertivas sobre
sistemas reais ¢ necessario um levantamento de dados e de todas as relagoes
ecologicas inter e intraespecificas de relevancia. Aqui, a partir dos resultados
buscamos pequenas conexoes que ilustram a importancia de estudos teéricos
na area, e também destacamos a viabilidade de se obter, por meio do método
de aproximacao variacional, expressoes analiticas para valores de [ criticos,
que, juntamente com o fato de permitir a analise do regime nao linear dos
modelos, é uma das grandes vantagens do método.
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