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RESUMO

Este trabalho explora a relacdo entre a equacdo de Fokker-Planck e a equacgéo de
Schrodinger para estudar solucBes da primeira equacdo. O ponto de partida é o estudo do
potencial de Morse, seguido pela geracdo de potenciais isoespectrais ao potencial de
Morse, usando o formalismo de Supersimetria em Mecéanica Quantica. Os potenciais
quanticos isoespectrais possuem os mesmos autovalores de energia do potencial original,
mas as func¢des de onda séo distintas. Dessa forma, a probabilidade de transicdo resultante
da equacdo de Fokker-Planck, que pode ser escrita como uma expansao destas func¢des de
onda conduz a resultados diferentes daqueles obtidos para o potencial original gerando
toda uma classe de resultados novos.



ABSTRACT

This work explores the relation between the Fokker-Planck equation and the
Schrddinger equation in order to study solutions for the first one. The starting point is the
study of the Schrddinger equation for Morse potential. The next step is to determine the
isospectral potential by using the formalism of Supersymmetric Quantum Mechanics.
Quantum isospectral potentials have the same energy spectrum of the original Morse
potential, but the wave functions are different. Therefore, the transition probability that
results from the Fokker-Planck equation, leads to different results from those obtained for

the original potential.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Uma particula macroscopica suficientemente pequena imersa em um liquido exibe
um tipo aleatério de movimento, devido ao choque com particulas vizinhas ou por estar
interagindo com algum sistema externo. Assim como a particula em um liquido, existem
varios outros fendmenos similares, por exemplo, as flutuacGes de corrente existentes em
um resistor elétrico [1]. Esse fendbmeno é conhecido como movimento Browniano e revela
claramente as flutuacdes estatisticas que ocorrem em um sistema.

A equacdo de Fokker-Planck, primeiramente foi aplicada a problemas relacionados
ao movimento Browniano. Esse movimento envolve flutuacBes originadas de varios
pequenos distdrbios, que faziam as moléculas se chocarem com particulas ao seu redor.
Devido a estas flutuagdes, tornava-se impossivel determinar a posicéo exata das particulas,
sendo possivel apenas determinar a probabilidade de acha-la em certa regido.

Na literatura, ha varios exemplos de aplicacdes da equacdo de Fokker-Planck em
areas da biofisica, como estudos de tensor de atrito molecular para movimentos rotacionais
e translacionais de particulas Brownianas proximas a superficies [2], andlise do
comportamento de ions grandes ou pesados em fluidos submetidos a campo elétrico [3],
entre outros. Isto mostra a versatilidade e importancia das aplicacbes da equacdo de
Fokker-Planck, que pode ser usada em diferentes campos da ciéncia, como fisica do estado
solido, Gtica quantica, fisico-quimica e biologia.

A equacédo de Fokker-Planck pode ser resolvida analiticamente para alguns casos.
Existem varios meétodos de solucdo que podem ser utilizados para resolver essa equacao
[1]. Este trabalho tem por objetivo explorar a relacdo entre a equacdo de Fokker-Planck e a
equacdo de Schrodinger para estudar a distribuicdo de probabilidade de alguns sistemas,
através da solugdo da equacdo de Fokker-Planck. O ponto de partida é o estudo do
potencial de Morse, seguido pela geracdo de potenciais isoespectrais ao potencial de
Morse, usando o formalismo de Supersimetria em Mecanica Quantica.

Desde que foi introduzido [4], o potencial de Morse tem sido usado para descrever

varios fendmenos, como, por exemplo, pontes de hidrogénio em modelos fisicos para o
1
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DNA [5,6]. Inimeros trabalhos tém sido dedicados ao estudo do potencial de Morse do
ponto de vista quantico [7-9]. Estudos desse potencial do ponto de vista classico também
séo relevantes, porém mais escassos [10,11].

Potenciais isoespectrais obtidos a partir do potencial de Morse possuem 0 mesmo
espectro de energia do potencial original, mas fungdes de onda diferentes [12]. Uma
sugestdo do uso de potenciais isoespectrais associados a equacdo de Fokker-Planck é
apresentada na ref.[13]. Uma aplicacdo para esse tipo de potencial é sua utilizacdo no
contexto bioldgico para descrever impurezas em estruturas de microttbulos, que podem ser
representadas por proteinas ou pela descontinuidade no arranjo das moléculas de tubulina
[14,15].

No segundo capitulo deste trabalho, é apresentada uma introducdo referente a
equacéo de Fokker-Planck e distribuigédo de probabilidade que permitiu o desenvolvimento
e facilitou a interpretacdo dos resultados obtidos. No capitulo 3 € apresentado 0 método de
solucdo da equacdo de Fokker-Planck. Na abordagem adotada nesse capitulo, a equacao de
Fokker-Planck é modificada de forma a se parecer com a equacao de Schrodinger.

A Supersimetria pode ser utilizada na resolugdo de equacGes diferenciais do tipo
Schrédinger. Nesse sentido, no capitulo 4 o potencial de Morse original é estudado usando
o formalismo matematico da Mecanica Quéantica Supersimétrica e o potencial isoespectral
ao potencial de Morse € apresentado. No capitulo 5 é mostrada a equacdo de Fokker-
Planck para o potencial de Morse e para o potencial isoespectral ao potencial de Morse.
Como ilustragdo dos resultados obtidos, exemplos numéricos sdo indicados no capitulo 6.

Por fim, no capitulo 7 sdo colocadas as conclusdes do trabalho.




CAPITULO 2

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Neste capitulo é apresentado como deduzir uma a equacdo de Fokker-Planck a
partir da equacdo de Langevin. A equacdo de Langevin pode ser interpretada como uma
equacdo de movimento e esta associada a equacdo de Fokker-Planck. Assim, resolver a
equacdo de Fokker-Planck, implica em resolver a equacdo de Langevin, ou seja,
determinar a distribuicdo de probabilidade P(x, t).

Considerando uma particula movendo em uma dimensdo num meio Viscoso e
sujeita a uma forca aleatdria, devido ao impacto com as moléculas do meio, 0 movimento
dessa particula pode ser descrito pela a equagdo de Langevin em uma variavel, que é dada

por

dx
=+, (2.1)

em que f(x) é uma funcdo de x, e o ruido é(t) é a varidvel estocastica, isto €, uma

variavel aleatdria dependente do tempo, que possui as propriedades
(€@®)=0 (2.2)
®EE)) =Ts(t—1¢). (23)
Discretizando 0 tempo em pequenos intervalos t e denotando por x,, a posi¢cdo no

instante t = nt, a equagdo de Langevin (2.1) pode ser reescrita na forma discretizada da

seguinte maneira:

Xn+1 — Xn = Tf(xn) + &5, (2.4)

em que &, é uma variavel aleatéria dependente do tempo que possui as propriedades
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($n)=0 (2.5)

€ ="/, (2.6)
sendo I' uma constante. As equacdes (2.5) e (2.6) correspondem a versao discretizada das
equacdes (2.2) e (2.3).

Assumindo que PB,(x,) seja a distribuicdo de probabilidade da variavel x,, sua

funcdo caracteristica g,, (k) pode ser escrita como

ga (k) = (o) = [ e Gy, @7)
entdo, é possivel escrever,

Gns1(k) = (eHxntr), (2.8)

A partir da equacdo de Langevin discretizada (2.4) podemos reescrever a equacao (2.8), de

forma que a funcdo caracteristica é escrita

G (k) = (ebm¥e/Cn)rénl), (2.9)
ou, tendo em vista que x,, e &, sdo varidveis independentes,

Ins1(k) = (eHPn+tfCnlly(etktén), (2.10)

Podemos expandir g,,,+1 (k) em série de Taylor, até termos em primeira ordem de .

A primeira média do lado direito da equacéo (2.10) fornece

(et e Gal) = (exn {1 + ikf (x,)}) = () + ikT(f (xa)en),
(2.11)

enguanto a segunda média pode ser escrita como
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. 1

(ekTn)y = 1 + ikT(&,) — Eszz(f%)- (2.12)
Aplicando as propriedades (2.5) e (2.6) na equacdo anterior, temos que:

. 1

(etkTény =1 — Ekzrl“. (2.13)
Utilizando das equagdes (2.11) e (2.13), g,.+1 (k) é expresso da seguinte forma:
: ikx r 2(,ikx

Inr1(k) = gn(k) + T ik{f (xn)e™n) — S k(e )y (2.14)

Através da definicdo (2.7) os termos ik{(f(x,)e’**n) e —k?(e?**n) podem ser

escritos como:

) d . ) d
ik(f (xp)en) = (f(xn)ﬁelkx") = - .f elxn I [f (xn) By (xp) ]dxp,
(2.15)
e,
. d> . ) d?
—k?(eth*n) = (ane”‘xn) = fe”‘xn i P,(x,)dx,. (2.16)

Substituindo as equagdes (2.15) e (2.16) na equacdo (2.14), obtemos:

Ins1(k) = gn(k) + 1 {_ f etkxn i [f (x) By (x) ]dxp, + Ef e tkn d22 Pn(xn)dxn};
dx, 2 dx,

(2.17)

ou ainda,
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2
gn+1(k) - gn(k) = T{_ j eikxn ddTn [f(xn)Pn(xn)]dxn + g] eikxn d:icnz Pn(xn)dxn}'

(2.18)

Sendo g, (k) = feikxn Po(xn)dxn € gnia(k) = feikxn Ppy1(x)dxy,, podemos

escrever:

j ek P (x)dxy — j eikn P () dx,

= T{—feikxn dd [f(xn)Pn(xn)]dxn +£feikxn ddzzpn(xn)dxn}_

Xn 2 Xn

(2.19)

Uma vez que as integrais sdo as mesmas, 0s integrandos devem ser 0s iguais.

Assim, as integrais em (2.19) nos conduzem a

2

d I' d
Pn+1(xn) - Pn(xn) =1 {_ a [f(xn)Pn(xn)] + Empn(xn)}- (2'20)

n

Dividindo ambos os lados da equacéo (2.20) por T e tomando o limite de T — 0, temos

4 p __0 p Lo P 2.21
5P G D) = =5 = [F PO, O] + 52— P ), (221)

Xn

que é denominada equacdo de Fokker-Planck e fornece a evolugdo temporal da distribuicdo
de probabilidade P(x,, t). Portanto, resolver a equacédo de Langevin implica em determinar

a distribuicdo de probabilidade, originaria da equacgéo de Fokker-Planck.




CAPITULO 3

METODO DE SOLUCAO

A solucdo da equacdo de Fokker-Planck em uma variavel pode ser encontrada em
duas etapas. A primeira € a determinacdo da solugdo estacionaria, independente do tempo.
A segunda consiste em encontrar a solugcdo temporal que descreve o movimento de uma
particula com relacdo a posicao de acordo com a variacdo do tempo. A abordagem adotada
neste capitulo, para analisar a equacdo de Fokker-Planck, pode ser encontrada em alguns
livros (veja, por exemplo, ref. [16,17]), uma revisdo recente sobre o assunto € feita na ref.
[18].

3.1 Solucdo Estacionaria

A equacdo de Fokker-Planck unidimensional conforme deduzida no capitulo

anterior pode ser escrita como:

2

0 ro
%P(x t) = ——[f(x)P(x t)] +——P(x t), (3.1.1)

sendo que f(x) e a forca relacionada a um potencial VV(x) e I € uma constante.
Para obter a solucdo estacionaria no caso geral essa equagdo € escrita através de

uma corrente de probabilidade J (x, t), definida pela equagé&o:
PG t) =~ () 312
gl et =5/, (3.1.2)

sendo J(x, t) dada por

J(x, t) = f(x)P(x,t) ——iP(x t). (3.1.3)
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Na forma (3.1.2) a equacdo de Fokker-Planck pode ser escrita como uma equagéo
de continuidade. Integrando ambos os lados da equacdo (3.1.2) em relagcdo a x, supondo

que esta variavel tome valores no intervalo [a,b], obtemos que

d b
%f P(x,t)dx = J(a,t) — J(b, ). (3.1.4)

Como a densidade de probabilidade P(x,t) deve ser normalizada em qualquer instante,
isto é,

b
f P(x,t)dx =1, (3.1.5)

a

0 lado esquerdo da equagéo (3.1.4) deve se anular. Portanto, as condi¢des de contorno sdo
J(a,t) =] (b, ). (3.1.6)

No regime estacionario a distribuicdo de probabilidade independe de t o que
implica que a corrente de probabilidade também sera independente do tempo. Como o lado
esquerdo da equacdo (3.1.2) se anula, entdo a corrente de probabilidade serd também
independente de x, isto é, deve ter o mesmo valor para qualquer x. De acordo com a
condicdo de contorno denominada refletora, a corrente de probabilidade se anula para
qualquer instante t, ou seja, J(a,t) = J(b,t) = 0. Assim, como ela é nula nos extremos do

intervalo, ela também é nula em todo o intervalo. Entao,

rd
J,t) = f(x)P(x) — EEP(") = 0. (3.1.7)

A equacdo (3.1.7) € uma equacdo diferencial de primeira ordem, em que a solugéo
pode ser encontrada isolando a derivada em relagéo a x:

1 d

2
map(x) = Ff(x)' (3.1.8)
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ou ainda,

dl P —2 1
o n (x) —Ff(x). (3.1.9)

Lembrando que V(x) é o potencial correspondente a forca f (x), isto €,

d
f(x) = —aV(x). (3.1.10)

Entdo, substituindo a equacdo (3.1.10) em (3.1.9) e integrando ambos 0s membros,

encontramos que

2
InP(x) = —FV(x) + constante. (3.1.11)

Portanto, a solugdo estacionaria P (x) é dada por

2
P(x) = Nexp {—FV(x)}, (3.1.12)

em que N corresponde a constante de normalizacéo.
3.2 Solugéo Temporal

Na secdo anterior vimos como obter a solucdo estacionaria da equacdo de Fokker-
Planck em uma varidvel. Nesta secdo vamos resolver a equacdo de Fokker-Planck a fim de
obter a evolucdo temporal da distribuicdo de probabilidade P(x,t) e estudar seu
comportamento para tempos longos [16,17].

Da mesma forma feita anteriormente, vamos partir da equacdo de Fokker-Planck
em uma varidvel (3.1.1). Essa equacdo pode ser escrita em termos de um operador w, tal

que,
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0
EP(X' t) = wP(x,t), (3.2.1)

em que w € o operador de evolucao que age sobre funcdes ¢ (x), definido por:

d I 02
() = = F(D$() + 575 B (). (322)

Para as funcdes ¢ (x) sobre as quais atua o operador w, vale a seguinte propriedade:

b
f wp(x)dx = 0. (3.2.3)

a

A partir dessa propriedade concluimos que a distribuicdo de probabilidade P(x,t) esta
normalizada em qualquer instante t > 0, uma vez que esteja normalizada em t = 0.
Da equagéo (3.2.1) temos que, em t = 0, a distribuicéo de probabilidade satisfaz a

equacéo
wP(x,0) =0, (3.2.4)
sendo P(x, 0) a distribuicdo de probabilidade estacionaria.

A introducdo do operador w permite escrever a solucdo da equacdo de Fokker-
Planck:

P(x,t) = P(x,0)e". (3.2.5)
Derivando ambos os membros da equacdo (3.2.5) com relacdo ao tempo, temos que a
equacao (3.2.1) fica satisfeita.
Supondo que w possui um espectro discreto, isto €,

wd(x) = N d (%), (3.2.6)

10
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em que ¢;(x) sdo as autofuncdes e A; sdo os autovalores, e que P(x, 0) admita a expansao

o)

P(x,0) = z a,6,(x). (3.2.7)

=0

Entdo, a solugdo final da equacdo (3.1.1) é obtida através da combinacdo das
equacdes (3.2.5) e (3.2.7) acima, que nos fornecem a seguinte distribuicdo de

probabilidade:

oo

P(x,t) = Z a, ¢, (x)eth, (3.2.8)

=0

Escrevendo o primeiro termo da série acima separadamente, a distribuicdo de

probabilidade é escrita como

P(x,t) = agpo(x)etho + Z a;¢,(x)etM. (3.2.9)
=1

Examinando a equacao (3.2.4), temos que o autovalor A, da equacdo (3.2.9) é nulo.
Sendo o primeiro autovalor nulo, entdo todos os outros autovalores A; devem ser
negativos, como mostrado no apéndice A. Isso porque quando t — oo, a distribuicdo de
probabilidade P(x,t) torna-se a solucdo estacionaria P(x) = ¢,(x), uma vez que a, = 1.
Para enfatizar o fato dos autovalores serem negativos, adotou-se a notacdo A; = —|A;|, ou

seja,

o)

P(x,t) = Z a;p;(x)e "t (3.2.10)

=0

Essa equacdo nos fornece a distribuicdo de probabilidade dependente do tempo.

11
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3.3 Equacao de Fokker-Planck associada a equacao de Schrondiger

O Formalismo da Mecanica Quéantica Supersimétrica [19] pode ser utilizado na
resolucéo de equacdes diferenciais do tipo Schrodinger. Nesse sentido € possivel escrever a
equacao de Fokker-Planck (3.1.1) em termos de uma equagao desse tipo.

A equacéo de Fokker-Planck escrita na forma (3.2.1), associamos a equacao adjunta

d
EQ(X' t) = wQ(x,0), (3.3.1)

onde w™ é o operador adjunto de w, definido pela propriedade dos operadores hermitianos:

f P(w'n) dx = f n*(w¢)dx, (3.3.2)

para quaisquer funcbes ¢ (x) e n(x) que pertencam a classe de fungdes sobre a qual atua o
operador w.

A partir das definigdes de w e da propriedade (3.3.2), concluimos que

2

9
W (x) = f()7-n() + 557100, (3.3.3)

Portanto, w ndo é hermitiano (auto-adjunto). E possivel fazer uma transformac&o sobre w e

obter um operador hermitiano x, definido por:

_ 0o () (x)]
ki (x) = Do) : (3.3.4)
As autofuncgdes de k sdo Y, (x), dadas por
_ ¢1(x)
Y (x) = TNER (3.3.5)

Substituindo ; (x) na definicdo (3.3.4), temos que
12
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we(x)

Yo (x)

Kk, (x) = = o (x) = A (x), (3.3.6)

portanto, conclui-se que os autovalores do operador x sdo A;, 0S mesmos do operador w.
A forma explicita de x é obtida usando a defini¢do do operador w (3.2.2) em

(3.3.4), para uma funcéo qualquer 1;(x), de onde obtemos que

0 r o2

1
Kk (x) = m{ ) [f ()oY (x)] + 392 [¢0(x)¢l(x)]}- (3.3.7)

Desenvolvendo a equacdo acima e usando a relacao

0
a1m'[,0(x) = f—(rx), (3.3.8)
é possivel escrever,
1 2 9 ro?
Kk, (x) = _E{f (l’f ) + ];Ecx)}tpl(x) +3 ;”;S‘), (3.3.9)

. . . T 92
onde x € um operador hermitiano escrito da forma: Kk =--——"V(x). O
2 0x?

desenvolvimento da equacdo (3.3.7) para a equacdo (3.3.9) encontra-se detalhado no
apéndice B.
Obtida a forma desejada para k, a equacgédo (3.3.9) revela que o operador -k pode

ser comparado com o operador Hamiltoniano

H=—oeos t V). (3.3.10)

Observa-se que ambos sdo muito semelhantes. Fazendo I' - hA%/m, o operador -k
corresponde ao operador Hamiltoniano e o termo referente ao potencial da equagdo

(3.3.10) corresponde ao potencial efetivo da equacéo (3.3.9), dado por

13
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! {f(x)z 4 af(x)}. (33.11)

Ver(x) = 21 T 0x

A relagdo entre a equacao de Fokker-Planck e a equacdo de Schrédinger indica que
a solugéo da equagdo de Fokker-Planck para diferentes potenciais pode ser obtida da
equacdo tipo-Schrodinger associada a Fokker-Planck. Assim, uma vez obtida as
autofungdes ¥, (x) da equacdo de tipo-Schrddinger, basta utilizar a relagdo (3.3.5) para
escrever a distribuicdo de probabilidade P(x,t) (3.2.10). Dessa forma, a solucdo da

equacao de Fokker-Planck ¢é dada por [16]:

P(x,t) = 1y (x) Z g, (x)e=tM (3.3.12)
=0

Os valores dos coeficientes a; da somatdria sdo obtidos, multiplicando ambos os

lados da equacdo (3.3.12) por ¥, (x) /1, (x), integrando em relacdo a x e fazendo t = 0,

da forma
+oo Yo () [ P, (x)
f_oo P(x,0) ) dx = J‘_w ;allpo(x)lpl(x) Do) dx, (3.3.13)
ou,
+oo Y0 o [t
f_w P(x,0) " s d = ;al f_ @ Gdx. (3.3.14)

A integral do lado direito, pela propriedade de ortogonalidade, sera

f_ Yu () () dx = {7 et (3.3.15)

assim os valores para os coeficientes a; sao:

14
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(" le()
@ _j_ P(x,0) 5 5 dx (3.3.16)

.....

a, = f_m d(x — xp) 3283 dx. (3.3.17)

Pela propriedade de filtragem da fungéo delta, temos que os coeficientes a; séo dados por
[20,21]:

P1(xo)
= . 3.3.18
Yo (xo) ( )
Estes dependem da condig&o inicial x,. Fazendo x, = 0 obtém-se
Y1(0)
a, = _ 3.3.19
N (3:319)

Portanto, a solucdo geral da equacdo de Fokker-Planck dependente do tempo

associada a equacdo de Schrodinger torna-se

iogi ; YO (e, (3.3.20)

P(x,t) =

15




CAPITULO 4

FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA
SUPERSIMETRICA E APLICACOES

4.1 Formalismo da Mecéanica Quantica Supersimétrica

A Supersimetria surgiu no contexto da Fisica de Particulas e Campos permitindo
relacionar bosons e férmions. A aplicacdo desse conceito em Mecéanica Quantica deu
origem a chamada Mecanica Quantica Supersimétrica, que foi introduzida em 1981 por
Witten [22]. Uma aplicagdo bastante interessante é seu uso para obter solu¢des da equacéo
de Schrddinger [19].

No formalismo usual da Mecanica Quantica Supersimétrica tém-se dois geradores

Q™ e Q*, que satisfazem as seguintes relacGes de anticomutacdo

{0707} =07Q"+0Q7Q™ = H; (4.1.1)

{707} ={e%,Q"}=0. (4.1.2)
Essas relagdes sdo parte de uma algebra que contém operadores bosdnicos e fermidnicos e

relacGes de comutacéo e anticomutacao.

Esta algebra supersimétrica pode ser realizada considerando os operadores

(L9 =0 ) (13

Hy=(C® 0, (4.1.4)
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em que at e a~ sdo os operadores bosodnicos. Neste caso, vale ressaltar as seguintes

relagcbes de comutacdo:
[a”,a*]=a"at—ata" =1 (4.1.5)
[a=,a”] = [at,at] = 0. (4.1.6)

Esse Hamiltoniano supersimétrico pode ser escrito em termos de dois

Hamiltonianos H* e H™~ que sdo chamados companheiros supersimétricos, da forma

H* 0)

Hs = ( Sl (4.1.7)

Partindo dessa estrutura é possivel construir novos Hamiltonianos com relacdes
simples entre suas autofungdes e autovalores.

Através do formalismo de Supersimetria em Mecéanica Quantica pode-se
desenvolver um método para resolver a equacdo de Schrodinger, em que a solugdo pode
ser obtida estado por estado atraves da chamada hierarquia de Hamiltonianos.

O Hamiltoniano de partida para um dado problema unidimensional é dado por:

2d2

HO = —%E + V(X) (418)

Por simplicidade, a estrutura descrita implica em h = 2m = 1. Essa suposi¢do
simplifica bastante a notacdo, sem afetar a generalidade do formalismo. O Hamiltoniano

(4.1.8) pode ser escrito em termos dos operadores bosénicos,
s L (x) (4.1.9)
a; = —_— X), 4.
1 dx 1

sendo que W; (x) é chamado de superpotencial.

Usando as idéias do formalismo supersimétrico, o Hamiltoniano H, 1, € escrito:

17
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d? d
H,,=ata; +EP = - TSt W@ - W) + E®. (4.1.10)

Dessa forma, o Hamiltoniano escrito através de operadores ai e aj esta fatorizado.
Para que o Hamiltoniano fatorizado (4.1.10) seja igual ao Hamiltoniano original

(4.1.8), considerando A = 2m = 1, a seguinte condicdo deve ser verdadeira:
w2 -w; +EP =v(x), (4.1.11)

em que V(x) é o potencial estudado.

A partir da equagdo acima, observa-se que o valor de E™, o autovalor do nivel
mais baixo de energia, seré dado pelos termos que nao dependem de x na equacao.

A equacdo (4.1.11) é um equacdo diferencial ndo-linear conhecida como equacéo
de Riccati, cuja solugdo fornece o superpotencial W;(x). Uma vez determinado o
superpotencial é possivel chegar a funcdo de onda para o estado fundamental, aplicando o

operador bosonico a; na funcéo de onda do estado fundamental:

arpd =o. (4.1.12)
Portanto,

P (x) o« e~ I Wi 0dx, (4.1.13)

O companheiro supersimétrico de H, ; é construido invertendo-se a ordem dos

operadores bosénicos:

H_,=ajal +E®, (4.1.14)
em que
2 d
ajaf = —W+awl(x) + WE(x). (4.1.15)

18
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Da mesma forma que H, i, H,, pode ser fatorizado novamente em termos de

novos operadores bosdnicos e de Eéz), de acordo com a seguinte relagao:
— - 2
H,, =afa; +E,”, (4.1.16)

sendo os operadores a; e a; dados por:

+ W, (x). (4.1.17)

Fazendo a multiplicacdo dos operadores bosénicos (4.1.17), temos que O

Hamiltoniano H, , € escrito:

2

> d
Hip = afa; + Ep” = — o = =W (0) + W (0) + Eg”, (4.1.18)

entdo W, (x) deve satisfazer uma nova equacao de Riccati:
WZ(x) — Wi (x) + E = W2(x) + Wi (x) + EV. (4.1.19)

A equacdo (4.1.19) fornece como solugéo o superpotencial W, (x). Este esta ligado

a autofuncéo do estado fundamental para o Hamiltoniano H, ,. Assim, a fungdo de onda

éz) pode ser obtida, e é dada por:
PP (x) o e~ I W )dx (4.1.20)
Este processo pode ser repetido n vezes, desde que os Hamiltonianos sucessivos
possam ser fatorizados, gerando toda uma familia de Hamiltonianos cujos membros estdo
relacionados via Supersimetria. Tem-se, entdo, a seguinte forma geral:

H,n=a}ta; +E, (4.1.21)
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onde

at = F di + W, (x). (4.1.22)

Entdo, basta determinar o superpotencial W, (x) para encontrar a fungdo de onda do estado

fundamental de cada membro da hierarquia de Hamiltonianos,
P (x) o eI Wa@ax (4.1.23)

Para obter a autofuncé@o do primeiro estado excitado 1/)1(1), basta aplicar o operador

bosbnico af em l/)éz) (funcéo de onda do estado fundamental para o segundo membro da
familia de Hamiltonianos). Aplicando sucessivas vezes 0s operadores, € possivel encontrar

as autofuncdes de todos os niveis de energia do problema original, conforme indicado na

figura 1.
®
0
1 2
® = gry®
1 2 3
O = gtp® = ataty®

(1) ¢(2) ata} 1/)(3) afalat l/)(4)

w = afafal iy

Figura 1: Autofunces para todos os niveis de energia.

Assim, o formalismo supersimétrico permite encontrarmos a solucdo do problema
original H, através das relacbes entre os estados fundamentais de cada membro da
superfamilia, como mostra a figura 1. A igualdade, neste caso, deve ser entendida a menos
de constantes de normalizacéo.

Tendo construido toda a familia de Hamiltonianos, é possivel obter os autovalores
de energia e as autofungdes para todos os niveis de energia. A figura 2 representa a relacao
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entre as autofuncdes e os autovalores obtidos na construcdo da superfamilia de

Hamiltonianos via Supersimetria. Esta construgdo so € possivel para potenciais exatamente

soluveis.
Hyq Hy, Hys
3 2 1 1 2 2 3 3
E® = f® = g D = gry® @ — gry® @
@ _ - L _ 3] @)
Ey’ =E; 1 =at, 0
D €))
E, 0

Figura 2: Hierarquia de Hamiltonianos e a relacdo entre autofuncbes e autovalores de

energia.
4.2 Potencial de Morse

Como aplicacdo do formalismo descrito anteriormente a equacdo de Schrodinger
para o potencial de Morse unidimensional é determinada [8]. O potencial de Morse é dado
por:

V(x) = D(1 — e™%)2, (4.2.1)

sendo D e a constantes. A figura 3 mostra a funcdo V(x) versus a posicdo x para
D=16ea =1.
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304

201
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¥

Figura 3: Grafico ilustrativo do potencial de Morse versus a posicao x.

Substituindo o potencial (4.2.1) na equacdo de Schrddinger, temos que:

h? d? _
_ﬁwlpn(x) + D(l —e ax)zll)n(x) = Enlpn(x)- (4’-2-2)
Realizando uma mudanca de variavel do tipo y = ax nessa equacdo e rearranjando as

constantes, obtemos:

d2
- d_ylen(y) + Az(l - e—y)len(y) = Enl/)n(Y): (4.2.3)
sendo que 12 = % e & = 2:;52" . Nesse caso, o Hamiltoniano de partida € escrito da
seguinte forma:
d2
HO = _d_yz + 12(1 - e‘y)z. (424)

22




Capitulo 4 — Formalismo da Mecénica Quantica Supersimétrica e Aplicacbes

Este Hamiltoniano pode ser fatorizado em termos dos operadores bosénicos (4.1.9).

Assim, o Hamiltoniano fatorizado é dado por

2
H,, = —d—+W2(y)—W’(y)+£(1) (4.2.5)
+1 dy? 1 1 0 - T

Para que (4.2.5) seja igual a (4.2.4) a seguinte condicdo deve ser satisfeita:
WE() = Wi () + €Y = 22(1 — e ™). (4.2.6)

A solucdo da equacdo acima, para que a igualdade seja verdadeira, € do tipo:

Wi(y) =11—-e7) - % , (4.2.7)

sendo o autovalor de energia dado por

1
e =2--

7 (4.2.8)

De acordo com a relacao (4.1.13), a funcao de onda do estado fundamental é:

Yo () = exp {—y (A - %) - Ae‘y}. (4.2.9)

Tendo encontrado o primeiro membro da superfamilia, o companheiro

supersimetrico H_ ; (4.1.14) e obtido invertendo os operadores bosonicos, o que conduz a

2

Hog= =5+ W)+ Wr )+, (4.2.10)

ou em termos de novos operadores (4.1.17):
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a* @)
—— W)+ Wi () + & (4.2.11)

- 2
H,, =aja; +€(()):_dx

A igualdade entre as equacdes (4.2.10) e (4.2.11) nos conduz a uma equagéo de

Riccati, da forma:

W2(y) + Wi () + €Y = W2(y) — w3 () + €2, (4.2.12)

sendo

P21 —e¥)2-A1—e)+ e +1=WE(y) - W) + 2.

(4.2.13)
Neste caso, o superpotencial que é solucdo da equacdo diferencial acima é
3
Wo(y)=A(1—-e77) — 2 (4.2.14)
e 0 autovalor de energia para o segundo membro da superfamilia é igual a:
@ 9
€ =31—7. (4.2.15)
A partir do superpotencial (4.2.14), encontramos a funcéo de onda:
(2) — _ _ E — Je Y
Yo’ (y) = expy—y |4 > Ae V¢, (4.2.16)

Seguindo o método, é possivel obter os outros membros da superfamilia. Com os

resultados obtidos, podemos escrever que, no caso geral:

(Zn+1)

Wna () = A1 —e™) ————, (4.2.17)
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2n+1)2

& = A@2n+1) ———,

(4.2.18)

() = exp {—y (A - (an—+1)> - /’le‘y}, (4.2.19)

paran = 0,1,2 ... (A - %)

A solucdo do problema original H,, finalmente pode ser obtida a partir da relacdo

entre as autofuncdes, de forma que, a solucdo da equacdo (4.2.3) [8, 9, 12] é

1 — A-2n— _
() = Nexp [—y (/’l —-n-— 5)] exp(—2e™) LYV (22e7Y),

(4.2.20)

2n+1)2

e =12n+1) - —

(4.2.21)

paran = 0,1, ... (/1 - %) , onde Lfl(x) sdo os polinémios associados de Laguerre [23] e N é

a constante de normalizagao.
4.3 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

Outro tipo de potencial analisado é o isoespectral obtido a partir do potencial de
Morse original. Usando o método de fatorizacdo em Mecanica Quantica Supersimétrica, €
possivel encontrar potenciais com diferentes formas funcionais. Esses potenciais possuem
0 mesmo espectro de energia do potencial original, por esse motivo sdo chamados de
isoespectrais [19].

Para obter o potencial isoespectral, um novo superpotencial g(y) é definido como

uma forma mais geral do superpotencial original

9g») =wi(y) + (), (4.3.1)
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sendo que W, (y), dado pela equacédo (4.2.7), é o superpotencial relacionado ao potencial
de Morse original e ¢(y) € uma funcao a ser determinada.

A partir do superpotencial (4.3.1), novos operadores sdo definidos:

_d
AT = +@+ g). (4.3.2)

Impondo a igualdade entre 0 Hamiltoniano companheiro supersimétrico original (4.1.14),
escrito em termos de W, (y), e do novo Hamiltoniano companheiro supersimétrico, dado
em termos do superpotencial g(y), obtemos

H_,=H_,, (4.3.3)
ou melhor,

ajal = A"A*. (4.3.4)
Os operadores aj e a; satisfazem a relacdo de comutacéo

[af,a7] = —21e77. (4.3.5)

Assim, podemos escrever que o Hamiltoniano, que é companheiro supersimétrico

do Hamiltoniano H, 1, € dado por

H_, =ajaf =afa; — [af,a7]. (4.3.6)

Desse modo, a equacéo (4.3.3) pode ser reescrita como

afa; —[af,a7] = A" A" (4.3.7)

Realizando a multiplicagcdo dos operadores e usando a relacdo (4.3.5), obtemos a
equacao diferencial
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2 1 2

d d d
- 201 — e Y)2 -y _ =4 2
dy2+)l (1—e™¥)*+22%e /1+4 dy2+dy‘g(y)+g ().

(4.3.8)

Esta equacdo é uma equacdo de Riccati, e fornece como solucéo g(y), da forma [12]:
_ 1
gy)=11-e y)—§+<p(y). (4.3.9)

sendo

exp[—y(2A —1) — 24e77]
A+ [) exp[—E(2A — 1) — 24e~¢]dE’

p(y) = (4.3.10)

em que A € uma constante arbitraria. O procedimento adotado para encontrar g(y) pode
ser aplicado para qualquer potencial bem definido [12,24,25] e segue 0s passos indicados
no apéndice C.

Os novos operadores bosonicos definidos em (4.3.2), satisfazem a relacdo de

comutacao

. o .d
[A*, A7] = —ZEg(y). (4.3.11)

Substituindo g(y), equacado (4.3.9), na equagdo acima temos que
[AY,A7] = =227V — 2¢'(y). (4.3.12)

Conhecendo os operadores generalizados dados em (4.3.2), podemos definir um

novo Hamiltoniano:

Hoq = AYA™ = AAT +[AY,A7). (4.3.13)
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Usando a relacdo de comutacio (4.3.12) e multiplicando os operadores A* (4.3.8),

obtemos que

2

d 1
Hea= =gzt U—e) = d+7-20'0). (4.3.14)

A partir do Hamiltoniano (4.3.14) em termos da derivada de ¢(y) (4.3.10), é
possivel determinar o novo potencial, cuja forma funcional € diferente do potencial de

Morse original. Nesse caso, o potencial é escrito como:

1
Viso=212(1—-e )2 -1+ i 2¢'(y). (4.3.15)

A forma do potencial (4.3.15) depende dos parametros adotados, para exemplificar
na figura 4 é mostrada a curva do potencial isoespectral Viso versus a posi¢do x
(lembrando que y = ax) para D =16, a=1¢e A = 1,2 x 10~>. Observa-se que, para a
escolha de parametros feita, o potencial possui dois minimos assimétricos, contrastando

com o potencial de Morse original (figura 3).
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Figura 4: Grafico ilustrativo do potencial isoespectral ao potencial de Morse

VErsus x.
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Uma vez conhecidas as autofungdes e os autovalores para o potencial de Morse, as
® _

n =

autofuncdes de (4.3.15) podem ser determinadas. Aplicando o operador a; em H, 13

eWy M temos
— 1 —~(1 1 - - 1 1) - 1

arHe ) = a €09 = aratary” = €Pagyy?. (43.16)

Sendo H_; = ajaj, encontramos que
— 1 1) — 1

H_ia;ypP = eParypl®. (4.3.17)
Portanto, as autofungbes de H_; podem ser escritas em termos do operador aj e das
autofungdes do Hamiltoniano original (eq.(4.2.20)).

As autofuncbes de ', ,, estdo associadas com as autofuncOes de H_,. Dessa

forma, aplicando o operador A* na equacéo (4.3.17), obtemos:

ATH_ a7 = AYeMarylV, (4.3.18)

Sabendo que H_; = A~ A", da relacdo entre as equagdes (4.3.3) e (4.3.4), podemos

escrever que:
Ho A a7 pld = €M arar (4.3.19)
lembrando que #,; = A*A™ (eq. (4.3.13)). Assim, temos que as autofuncdes de #, ; s&o
M = Atarypt (4.3.20)
sendo At = —;—y+g(y), a; = :—y+ wWi(y) e 1/),(11) a fungdo de onda do potencial de

Morse, dada pela equacédo (4.2.20). Essa construcdo pode ser feita para todos os niveis de

energia, exceto para o estado fundamental, que ¢é obtido pela relacéo:
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S _
A~wi) = o,

No caso estudado, a autofuncéo para o estado fundamental vale:

(1) y (7
Wy =exp —A(y+e‘y)+§—f qo(p)dpl-
0

(4.3.21)

(4.3.22)
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CAPITULO 5

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK PARA O
POTENCIAL DE MORSE

Neste capitulo sdo determinados os autovalores correspondentes a equagdo de
Fokker-Planck através da relacdo entre a equacdo de Fokker-Planck e a equacdo de
Schrddinger, apresentada no capitulo 3, para o potencial de Morse.

A equacdo (3.3.9) mostra que o operador -k pode ser identificado como um
operador Hamiltoniano. Naquela equacéo, a forga f(x) esta relacionada com um potencial
efetivo (3.3.11). No caso de interesse nesse trabalho, esse potencial efetivo é o potencial de

Morse e pode ser escrito como:

1 {[f(x)F LG

5 s x } =Ver(x) =D(1 —e™ )%+ C. (5.1)

A solugdo sugerida para a equacéo diferencial acima é: f(x) = a + fe~%*, tal que,

(a + Be™3%)2

2C+2D(1 — e % + ¢720%) = —Bae™ % + s

(5.2)

Desenvolvendo o quadrado, obtemos

2

_ ,—ax —-2ax =0{_ Zaﬂ_ —-ax '8_2 -2ax
2C+2D(1—e ™™ +e ) T + T pale ™ * + € . (5.3)

Colocando em evidéncia os termos e comparando aqueles dependentes de exponenciais de

mesma ordem é possivel encontrar os valores de «, 8 e C, sendo

_aF c 4
a=—-4 (54
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B =~2DT (5.5)
e
a’l'  ap
= (5.6)

Através destas constantes, temos a forma explicita de f(x), i.e.:

al’
fG) == —F+pe™™ (5.7)

Assim, a expressdo para f(x) dada pela equagéo (5.7) conduz ao potencial efetivo
(5.1), ou seja, o potencial de Morse. Substituindo a equacdo (5.7) na equacdo (3.3.9),

chegamos a seguinte equacdo diferencial:

I d? 2
b )——{—aﬁe—ax +2|(5-8)+ pe| }w(x) = A (0.
(5.8)
Desenvolvendo a equacdo e rearranjando 0s termos, esta torna-se
I d? a’l' af p? p-ax
—5 ¥ +{T—7+§(1 )}zp(x) = —Ap().  (59)

Os autovalores A, da equacdo (5.8) podem ser determinados através de uma
comparacgéo direta desta equacdo com a equacdo de Schrodinger (4.2.2). A relagdo entre
essas duas equacdes é encontrada de maneira direta fazendo T' - h?/m. Da relacéo obtida
se estabelece os autovalores da equacdo (3.3.12) em termos dos autovalores dados na
equacéo (4.2.21),

a’T a
E, :TE" =—N,——+—. (5.10)
Explicitamente, tem-se:
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a’I'n? N a’T'n
2 2

A, = —afn. (5.11)

E importante frisar que estes autovalores, correspondentes a equacdo de Fokker-
Planck para o potencial de Morse, sdo 0s mesmos autovalores da equagédo de Fokker-
Planck para o potencial isoespectral ao potencial de Morse, pois 0s potenciais isoespectrais
tém diferentes formas funcionais, mas possuem o mesmo espectro de energia do potencial

original.
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CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados 0s resultados numéricos das distribuicGes de
probabilidade P(x,t), dadas pela equacgéo (3.3.20) e expressa em termos das autofuncdes e
dos autovalores, versus a posicédo x, para os diferentes potenciais estudados. Nos exemplos
numéricos os parametros usados foram D =16, a=1,I'=2 e A=1,2x 1075, sendo
que o parametro A foi empregado apenas para o potencial isoespectral ao potencial de
Morse. Com esses pardmetros fixos todas as constantes numéricas relacionadas ao
problema sdo determinadas.

Os resultados numeéricos deste capitulo foram obtidos da expansdo da expressao
para P(x,t), equacdo (3.3.20), usando o0s quatro primeiros termos da série. Nessa
aproximacdo, os erros numéricos sdo menores que 10~ para cada ponto das curvas

mostradas nas figuras de distribuigdo de probabilidade obtidas.
6.1 Potencial de Morse

O primeiro potencial estudado é o de Morse. Nas equacdes (4.2.20) e (5.11) estdo
escritas as funcdes de onda e os autovalores, respectivamente, que devem ser usados para
construir a fungéo distribuicéo de probabilidade P(x, t), equagéo (3.3.20), para este caso.

As curvas apresentadas nas figuras 5 e 6 abaixo, mostram P(x,t) versus x para o
potencial de Morse original em diferentes tempos. Nesse exemplo numérico os parametros

usados para o potencial foram D =16, a=1el = 2.
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Figura 5: Grafico da distribuicdo de probabilidade P(x,t) versus x para o

potencial de Morse, para tempos pequenos.
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Figura 6: Gréafico da distribuicdo de probabilidade P(x,t) versus x para o

potencial de Morse, para tempos grandes.
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Analisando a figura 5 pode-se observar que para tempos pequenos a probabilidade
de encontrar uma determinada particula em uma posi¢do x proxima a origem € a maior
possivel, ou seja, o pico da distribuicdo de probabilidade é mais pronunciado nesse caso.
Conforme o tempo aumenta, esta probabilidade vai diminuindo, de forma que, para valores
de tempo maiores que 0,6 o sistema pode ser considerado estacionario, como observado na
figura 6. Isso significa que as curvas para valores de tempos maiores praticamente
coincidem, isto porque o termo dependente do tempo na equagdo (3.3.20) torna-se

desprezivel, contribuindo cada vez menos a medida que o tempo aumenta.

6.2 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

O segundo potencial estudado é o potencial isoespectral ao potencial de Morse, que
possui 0 mesmo espectro de energia (5.11) do potencial de Morse original. Entretanto, as
funcbes de onda calculadas nos dois casos sdo diferentes, as autofuncdes do potencial
isoespectral sdo dadas pela equacdo (4.3.20), com excec¢do do estado fundamental, onde a
funcéo de onda é dada pela equacéo (4.3.22).

As curvas mostradas nas figuras 7 e 8 exemplificam a variacdo da probabilidade
P(x,t) com a posi¢cdo x para diferentes valores de tempo obtidas da equacdo (3.3.20).
Nesse caso, 0s parametros utilizados foram os mesmos indicados na defini¢do do potencial
(figura4),ouseja, D =16,a=1,T=2eA=1,2x 107",
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Flx.t)

1.57

0,51

Figura 7: Gréafico da probabilidade P(x,t) versus x para o potencial

isoespectral ao potencial de Morse, para pequenos valores de tempo.

-1 05 a 0.5 1 15 2
¥

Figura 8: Grafico da probabilidade P(x,t) versus x para o potencial

isoespectral ao potencial de Morse, para valores de tempo grande.
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Observando a figura 7 nota-se que para valores de tempo pequenos, a distribui¢éo
de probabilidade apresenta uma deformacéo na regido correspondente ao segundo minimo
de energia do potencial estudado (figura 4). Com o aumento do tempo, a curva de
distribuicdo de probabilidade aumenta e torna-se mais simétrica, de maneira que, a
influéncia do segundo minimo diminui. Observa-se que para valores de tempo maiores que
0,5 o sistema pode ser considerado estacionario, o que significa que o termo dependente do
tempo na equacdo (3.3.20) pode ser desprezado para tempos maiores que esse.
Graficamente, de acordo com a figura 8, 0 que se observa é que as curvas com t > 0,5

coincidem.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

O tratamento proposto neste trabalho para estudar as solugdes da equacdo de
Fokker-Planck através da sua relacdo com a equacgdo de Schrodinger para o potencial de
Morse e para o potencial isoespectral ao potencial de Morse foi bem sucedido. Dos
potenciais estudados observa-se que é possivel determinar a distribuicdo de probabilidade
P(x,t) através da solugdo da equacdo tipo-Schrodinger. Tanto para o potencial de Morse
como para o potencial isoespectral ao potencial de Morse as distribuices de probabilidade
podem ser escritas explicitamente e os resultados condizem ao esperado. Vale ressaltar que
as curvas correspondentes as distribuicdes de probabilidade, para ambos 0s casos
estudados, estdo normalizadas.

Da anélise da figura 5 € possivel observar que os valores de probabilidade em uma
posicdo préxima da origem sdo sempre elevados. Conforme o tempo aumenta a funcéao
probabilidade nesse ponto diminui um pouco. Destaca-se que para valores de tempos
maiores que 0,6 as distribuicdes de probabilidade apresentadas praticamente coincidem, ou
seja, chega-se no estado estacionario (figura 6).

Observando a figura 7, nota-se que a distribuicdo de probabilidade tem um valor
maximo proximo a x = —0,5. Para valores de tempo maiores que 0,5 o sistema pode ser
considerado estacionério (figura 8). Percebe-se, como esperado, que a probabilidade de
encontrar o sistema na regido correspondente ao segundo minimo do potencial (pogo mais
raso) € menor do que encontra-lo na regido correspondente ao primeiro minimo que € mais
pronunciado. O aumento do tempo resulta em estreitar a curva de distribuicdo de
probabilidade e aumentar a distribuicdo de probabilidade proxima ao minimo mais
profundo.

Observa-se através das curvas de distribuicdo de probabilidade dos exemplos numéricos
(figuras 5 e 7) caracteristicas distintas nos dois casos estudados, embora 0s parametros
usados foram similares, apenas o valor de A foi introduzido para o potencial isoespectral.

Em ambos os casos para valores de tempo muito grande os sistemas caminham para uma
39




Capitulo 7 — Conclusdes

probabilidade estacionéria. Entretanto, os maximos das curvas de distribuicdo de
probabilidade sdo distintos nos dois casos e a evolucdo temporal é diversa. Usando o
potencial de Morse original o pico da distribuicdo de probabilidade diminui e sua largura
aumenta com o passar do tempo. Por outro lado, usando o potencial isoespectral esse efeito
se inverte, a distribuicdo de probabilidade fica mais estreita e seu maximo fica mais
pronunciado.

Por fim, é importante ressaltar que os potenciais isoespectrais permitem construir
uma nova classe de problemas com solucGes analitica/exatas da equacgdo de Fokker-Planck.
Como pode ser visto nos casos estudados os resultados obtidos séo distintos, devendo

descrever situacdes fisicas diferentes.
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APENDICE A

AUTOVALORES NEGATIVOS

Como mostrado na secdo 3.2, a equacdo de Fokker-Planck pode ser escrita em
termos de um operador w. Na se¢do 3.3 € mostrado que este operador ndo é hermitiano e
que através de uma transformacao especifica é possivel obter a partir dele um operador k
que é hermitiano.

Os operadores hermitianos possuem trés propriedades: os autovalores séo reais, as
autofungdes sdo ortogonais e formam um conjunto completo de fungbes. Esta ultima
propriedade justifica a expansdo feita em (3.2.7). Nesse sentido, a partir da forma
encontrada para o operador hermitiano k (3.3.7), € possivel demonstrar que os autovalores

da somatoria (3.2.8) sdo negativos. Para isso basta mostrar que

flp(x)m/}(x)dx <0. (A. 1)

Inicialmente reescrevemos a equacdo (3.3.9) utilizando a relacdo (3.3.8), de onde obtemos

que
[ 0y

[0 =050 (4.2)
e

f_ (%)

— A3

=y, (A.3)
A derivada da equacdo (A.2) em relagdo a x é

af (x) Yo Yo

ax F{ W +¢o} “®
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r_ 9y v _ 0%Yg
emquetpo—gelpo— PR

Substituindo (A.3) e (A.4) em (3.3.9) € possivel eliminar f(x) e escrever a equacao
(3.3.9) na forma

= (0~ L), (4.5)

Rearranjando os termos, obtemos

ri,, N T1 UANY
=5 W) =55 (13 (1) ). (4.6)

Assim, substituindo ki na integral (A.1) chegamos a relagédo

[weae =5 [ (L) (e (L)) a @)

e, integrando uma vez por partes, temos

2

f rpdx = —g f W2 ((%)) dx < 0. (A.8)

O termo de superficie glp Yo (wl) se anula tendo em vista as condi¢des de contorno
0

J(a,t) =J(b,t) = 0, como apresentada na se¢édo 3.1.
Em conclusdo, a equacdo (A.8) indica que o valor esperado de x € sempre negativo

ou nulo como esperavamos.
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OBTENCAO DO OPERADOR k DE FORMA SEMELHANTE AO
OPERADOR HAMILTONIANO

A equacdo (3.3.9) é obtida desenvolvendo a equacdo (3.3.7). Primeiro, vamos
desenvolver o termo correspondente a primeira derivada da equacéo (3.3.7), aplicando a

regra da cadeia, temos

1 oy, oY of T 92
K=o { fbogr = 5= wowlagﬁmw}. (8.1)

Abrindo a segunda derivada da equacdo (B.1) em duas derivadas de primeira

ordem, encontramos

1 o, R of T 0
b= {0 o P = o o+ 5o [ o]} @)

ou melhor,

oY, Y, of T d

2,
b = {0 P~ ot e+ 5 2 [ e+ e}

(B.3)

Desenvolvendo a derivada e dividindo a equacéo (B.3) por ¥, obtemos

o P OF T2 Uy 01 0
LT ox P, 0x Yox T 2|y dx dx | Ax? 1, 0x2 |

(B.4)

Rearranjando os termos da equacéo acima, podemos escrever que
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Ky, =

oY
0x

o) Of T, 000p) 3% 0%y | 1 0%
dx Pox ' 2 dx 0x  0x? P, 0x? |

(B.5)
Para simplificar a equacéo (B.5), basta lembrar que P(x) = ¢ (x) = Po(x)?, isto

—f———f,

é, Y, (x) = /P (x). Aplicando o logaritmo em ambos os lados, temos que

Inyy(x) = %lnP(x). (B.6)

Derivando em relacdo a x,

9 10
- (o) = 5= (In P(x)). 5.7

Usando a equacdo (3.1.9) referente a solucdo estacionaria da equacdo de Fokker-
Planck, apresentada na secdo 3.1, a equacdo acima pode ser reescrita como, equagao
(3.3.8),

J _fx)
3 o) =—F— (B.8)

ou ainda,

0o (x) _ f(Po(x)

o2 T (B.9)
Substituindo a relacdo (B.8) na equacéo (B.5), chegamos a
oY f of T[ foy, 9% 0%,
= o TN E TV T2 BT Yo Ty ez B0

Simplificando os termos, esta torna-se
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lel) L RO T 0
lax 2 0x2 2, 0x2%°

K, = — (B.11)

Para finalizar, o termo — w"

w

da equacdo (B.11) pode ser reescrito utilizando a

equacao (B.9), de forma que:

%)=%%<@)_ﬂ 10f

1
—— =—+4+-=-=—. B.12
¢Oax(ax I F+F6x ( )

Portanto, aplicando a relagdo acima na equagéo (B.11), temos que

f af} I o*y, (B.13)

Kpr = z{r Vi T2

Esta equacdo corresponde a equacdo (3.3.9), que é a forma desejada para o operador
hermitiano x, usado para escrever a forma hermitiana da equacdo de Fokker-Planck,

através da relacéo: ki, (x) = A;p;(x), que se assemelha a equacdo de Schrodinger.
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PROCEDIMENTO ADOTADO PARA ENCONTRAR O
SUPERPOTENCIAL g(y)

A equacdo (4.3.8) fornece como solucdo a equacdo (4.3.9). Primeiro, vamos

desenvolver o termo correspondente a primeira derivada de g(y) = W;(y) + @ (y).

Aplicando a regra da cadeia, temos

1
A(1—e?)2+22eY -2+ 7

d d
=—W;,(y) + @q)(y) +WEQ) + 2w, e () + 92 ().

dy
(C.1)
Sendo W;(x) =A(1—e™) — % , esta torna-se
P’ + ') +[22(1 —e7¥) — 1]p(y) = 0. (€.2)

A equacdo (C.2) é uma equacao diferencial e tem como solugdo ¢(y). Para obter

¢@(y), vamos escrever esta em uma equacéo diferencial do tipo Bernoulli [26]
o' )+ [220 —e™) — 1le(y) = —p*(). (C.3)
A equacéo de Bernoulli tem a forma geral:

dz = h(y)z™ C.4
Eﬂﬂ(y)Z— (y)z™. (C.4)

em que m é um numero real qualquer. Param = 0 e m = 1, a equacédo (C.4) é linear em z.

Se z # 0, podemos dividir ambos os lados da equacéo (C.4) por z™, obtendo
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dz

dy

Z—m

+p)z'™™ = h(y). (C.5)

Fazendo Q = z'™™, entéo

dﬂ_(l ) _n 4z - 1 da _ dz C6
dy mz dy 1—mdy_Z dy’ (€.6)
Voltando a equacéo (C.5) e substituindo (C.6), encontramos que
! dQ+ Q= h(y) c.7
T=may T POA=1rO). (€.7)

Da comparacdo entre (C.3) e (C.7), observa-se que a equacdo (C.3) é uma equacéo

de Bernoulli param = 2, em que

p(y) =24(1—-e7¥) -1, (C.8)

h(y) = -1 (€.9)
€,

Q=9 ). (C.10)
Portanto,

de 2A(1 i 110 =-1 Cc.11

—@H(—e )—1]a=-1, (C.11)
ou ainda,

sl 2A(1 B4 110=1 C.12

@—[(—6)—]—, (€.12)

onde q(y) = —[24(1 — e™¥) — 1] e, o fator de integracéo ¢ igual a:

elady — exp{—y(21—1) — 21e7Y}. (C.13)
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Multiplicando a equagdo (C.12) pelo fator de integracdo (C.13), temos

(j_y [Qexp{—y(21—1) — 21e7Y}] = exp{—y(2A — 1) — 2Ae77}. (C.14)

Integrando em relacéo a y,

A+ J) exp{—£(22 — 1) — 22e~}dé
h exp{—y(21 —1) — 21eV}]

Q (C.15)

Como ¢(y) = 1/9, é possivel encontrar ¢(y) a partir de (C.15). Dessa forma,

exp[—y(2A—1) — 21e™7]

o) = A+ [) exp[—E(2A — 1) — 22e~¢]dE (¢.16)
Assim, g(y) € dado por
gy)=11-e7Y) - l + expl=y(2A — 1) — 22e 7] (€.17)

2 A+ [) exp[—E(22 — 1) — 22e~¢]dE’

que corresponde a equacao (4.3.9), em termos da equacéo (4.3.10), dada no capitulo 4.

50




	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	COMISSÃO EXAMINADORA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE FIGURAS
	SUMÁRIO
	1 INTRODUÇÃO
	2 EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK
	3 MÉTODO DE SOLUÇÃO
	3.1 Solução Estacionária
	3.2 Solução Temporal
	3.3 Equação de Fokker-Planck associada à equação de Schröndiger

	4 FORMALISMO DA MECÂNICA QUÂNTICA SUPERSIMÉTRICA E APLICAÇÕES
	4.1 Formalismo da Mecânica Quântica Supersimétrica
	4.2 Potencial de Morse
	4.3 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

	5 EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK PARA O POTENCIAL DE MORSE
	6 RESULTADOS NUMÉRICOS
	6.1 Potencial de Morse
	6.2 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

	7 CONCLUSÕES
	BIBLIOGRAFIA
	APÊNDICES

