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“We are in the position of a little child entering a huge library whose walls are covered to
the ceiling with books in many different tongues. The child does not understand the
languages in which they are written. He notes a definite plan in the arrangement of books,
a mysterious order which he does not comprehend, but only dimly suspect*

(Albert Einstein)



RESUMO

Neste trabalho, lidamos com duas frentes distintas das teorias de higher spin. Na primeira
parte, nos concentramos em teorias spin alto massivas, nos valendo das propriedades
algébricas do grupo de Poincaré. Derivamos as formas explicitas dos geradores do grupo
de Poincaré 150(3,1) e ISO(2,1), que atuam sobre tensores e espinores-tensores de
ordem arbitrdria, partindo de primeiros principios. Com esses geradores conseguimos
construir os operadores de casimir da dlgebra de Poincaré, is0(3,1) e iso(2,1), e suas
respectivas equacdes de autovalor. Das equagdes de autovalor, foi possivel obter os vinculos
de Fierz-Pauli, de maneira independente de modelo, em D = 3+ 1 dimensdes para spin-5/2,
3ed,eem D = 2+ 1 dimensdes para helicidades-5/2, 3 e 4. J& na segunda parte do
trabalho, nos voltamos a teorias de spin alto ndo massivas. Apresentamos as equacoes
de Fronsdal e Fang-Fronsdal, como generalizagdes das teorias de calibre de spin baixo,
exibimos suas simetrias e construimos a¢des invariantes de calibre das quais pudéssemos
derivar tais equacdes. Por fim, destacamos a formulacdo de Francia e Sagnotti para lidar
com teorias de spin. Tal formalismo permite lidar com teorias de calibre sem restri¢oes,
diferente dos casos de Fang e Fronsdal, no qual h4 restri¢des sobre os campos e parametros
de calibre. Por meio de uma proposta alternativa, conseguimos recuperar os resultados por

eles obtidos para uma teoria de spin-5/2.

PALAVRAS-CHAVE: Teorias de spin alto; Geradores do grupo de Poincaré; Vinculos

de Fierz-Pauli; Equacdo de Fang-Fronsdal; Teorias ndo locais.



ABSTRACT

In this work, we deal with two distinct fronts of higher spin theories. In the first part,
we focus on massive high spin theories, making use of the algebraic properties of the
Poincaré group. We derive the explicit forms of the Poincaré group generators 1.5SO(3,1)
and 150(2, 1), which act on tensors and spinor-tensors of arbitrary order, starting from
first principles. With these generators we were able to construct the Casimir operators
of the Poincaré algebra, iso(3, 1) and iso(2, 1), and their respective eigenvalue equations.
From the eigenvalue equations, it was possible to obtain the Fierz-Pauli constraints, in a
model-independent way, in dimensions for spin-5/2, 3 and 4, and dimensions for helicities-
5/2, 3 and 4. In the works second part, we turn to non-massive high spin theories. We
present the Fronsdal and Fang-Fronsdal equations as generalizations of low spin gauge
theories, exhibit their symmetries, and construct gauge invariant actions from which we
could derive such equations. Finally, we highlight Francia and Sagnotti’s formulation to
deal with spin theories. Such formalism allows us to deal with gauge theories without
restrictions, unlike the cases of Fang and Fronsdal, in which there are restrictions on gauge
fields and parameters. Through an alternative proposal, we were able to recover the results
they obtained for a spin-5/2 theory.

KEYWORDS: Higher spin theorie; Poincaré group generators; Fierz-Pauli constraints;

Fang-Fronsdal equation; Nonlocal theories.
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1 INTRODUCAO

O estudo de teorias de Higher Spin € algo que vai bem além de um trabalho de
graduagdo, como o presente trabalho. Sendo assim, este trabalho segue um roteiro, o qual
explicarei a seguir, com o intuito de mitigar lacunas relacionadas as teorias bdsicas.

Iniciamos este trabalho falando sobre a ndo observagdo de particulas fundamentais de
spins maiores que 3/2, mesmo havendo a possibilidade tedrica de existéncia das mesmas.
Damos entdo um panorama histdrico sobre o estudo de teorias de spin mais altos ao longo
do século vinte, desde sua primeira proposta dada por Dirac em 1936 até a incorporagdo
de conceitos geométricos nas teorias de spin alto, iniciadas por de Wit e Freedman.

No capitulo 2 se inicia uma revisao da mecanica cldssica, para uma posterior introdu¢ao
a relatividade restrita, na qual surgem naturalmente as transformacdes de Poincaré. Tais
transformacdes constituem um grupo, sendo assim no capitulo 3 se inicia uma introducao
a teoria de grupos e grupos de Lie, onde é feito inclusive um estudo do grupo SO(3)
como exemplo elucidativo. Passamos entdo aos grupos de Lorentz SO(3, 1) e Poincaré
IS0(2,1), onde obtemos a édlgebra de Lie do grupo de Poincaré iso(3,1).

O capitulo 4 € dedicado a obtencdo da forma explicita dos geradores do grupo de
Poincaré, iniciando com os geradores que atuam sobre tensores de rank-s arbitrario,
seguido da obtenc¢do dos geradores que atuam sobre espinores-tensores de rank-s. Feito
isso, introduzimos os operadores de Casimir do grupo de Poincaré, P? e 12, assim como
suas equacgdes de autovalor e entdo obtemos suas formas explicitas tanto para o caso
espinorial quanto para o caso tensorial. Até entdo tudo havia sido feito considerando um
espaco-tempo de D = 3 + 1 dimensdes, fizemos entdo uma readaptacido dos resultados
para D =2 + 1 dimensdes, onde todas as expressdes obtidas anteriormente se simplificam
consideravelmente.

O capitulo 5 € motivado pelo trabalho (KOENIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE, 2016)
no qual os autores obtém os chamados vinculos de Fierz-Pauli, diretamente das equagdes
de autovalor dos Casimirs do grupo de Poincaré, para campos de spin- 1/2, 1, 3/2 e 2.
Fazemos uma extensdo desses resultados para os casos de spin- 5/2, 3 e 4, tanto em
D =3+1comoem D =2+ 1 dimensodes.

Por fim, no capitulo 6 lidamos com teorias de calibre ndo massivas de spin alto.
Comecamos esse capitulo fazendo uma revisdo do formalismo lagrangiano. Apresentamos
entdo as teorias de Fronsdal e Fang-Fronsdal, como generaliza¢des das teorias de calibre
de spin baixo. Apresentamos suas simetrias de calibre e construimos a¢des invariantes de
calibre, escritas em termos de objetos geométricos. Citamos entdo a formulacio de Francia
e Sagnotti para teorias de higher spin, na qual as teorias de Fronsdal e Fang-Fronsdal
acabam sendo fixa¢des de calibre dessas. Para finalizar, reobtemos uma lagrangiana nao
local de uma teoria de spin-5/2, originalmente obtida por Francia, por meio de redefini¢des

de campos.
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1.1 ONDE ESTAO OS HIGHER SPIN?

Um marco notdvel na fundamentacao da teoria quantica de campos € dado pela conexdao
entre estados de uma particula e as representacdes unitdrias, irredutiveis do grupo de
Poincaré, no contexto de um espaco-tempo plano, o espago de Minkowski. Vamos analisar
essas palavras uma a uma: a unitariedade é imprescindivel para englobar um principio
basico da mecanica quantica, a conservagdo da probabilidade, a irredutibilidade se deve a
natureza elementar da particula e o grupo de Poincaré estd presente para que os principios
da relatividade especial possam ser incorporados. Todas essas ideias sdo conectadas a
partir de um teorema chave na fundamentagdo da teoria quantica de campos, o teorema de
Wigner, no qual Wigner propde uma maneira de classificar particulas elementares. Esse
teorema atesta que os nimero quanticos bdsicos de uma particula elementar sdo massa
e spin, como consequéncia temos que as particulas/campos podem ser massivos ou ndao
massivos, possuir spin-0, 1, 2,... para particulas bosonica e spin-1/2, 3/2, 5/2,... para
particulas fermidnicas. A questdao é que o modelo padrao da fisica de particulas requer
apenas campos de spin-0, 1/2 e 1 para explicar toda a fisica, a exce¢ao da gravidade que
por exemplo nas equacdes de campo de Einstein € descrita por um campo de spin-2. Entdo

surge naturalmente a pergunta "Onde estao os spin mais altos?", os chamados higher spins.

1.2 LINHA HISTORICA DA TEORIA DE HIGHER SPIN

(DIRAC, [1936)
Tentativa de generalizacdo da
celebre equagdo de spin-1/2
para spin arbitrario

(FIERZ; PAULI, [1939)
Extensao do trabalho Dirac;
invariancia por Lorentz
e positividade da energia

(WIT; FREEDMAN; [1980)
Uma abordagem da Teoria
Fang-Fronsdal a partir
de objetos geométricos

(FANG; FRONSDAL, [1978)
Limite de massa nula
na teoria de Singh-Hagen

(SINGH; HAGEN, [1974) (E.P.WIGNER; [1939)
Construcao de lagrangianas Representagdes unitarias
para campos massivos e irredutiveis do

de spin arbitrario grupo de Poincaré

Figura 2 — Linha histérica da teoria de higher spin. Imagem fornecida pelo préprio autor.
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2 RELATIVIDADE RESTRITA: UMA BREVE REVISAO

2.1 MECANICA CLASSICA

Consideremos dois referencias S e S’, com S’ se movendo com velocidade constante
u em relacdo a S com origens no mesmo ponto no instante ¢t = 0. A relacdo entre as

coordenadas dos referencias S e S’, serdo dadas por:

/

r = r-ut, 2.1
t = t. 2.2)

As transformacdes (2.1) e (2.2), sdo conhecidas com transformagdes de Galileu, que
desempenham um importante papel na mecanica newtoniana. Uma caracteristica evidente
dessas transformacdes € que o tempo € considerado uma grandeza absoluta, i.e., intervalos
de tempo medidos em diferentes referencias s@o iguais.

Diferenciando (2.T)) com respeito ao tempo, resulta em:
=1 -u, (2.3)
e agora diferenciando esta tltima novamente em relacdo ao tempo, obtemos:
=, (2.4)

ou seja, as aceleragdes medidas em ambos os referencias sdo as mesmas. Com esse

resultado em maos, podemos olhar para a segunda lei de Newton. No referencial S:
F =mf, (2.5)

e no referencial S’:
F’ = mr’' = mi = F. (2.6)

Concluimos portanto, que a segunda lei de Newton € invariante perante a transformacoes
de Galileu.

2.2 RELATIVIDADE RESTRITA

Na mecanica cldssica é de costume escrever a forca de interacdo em termos da energia
potencial V' como, F' = -VV. Em geral, a energia potencial € independente do tempo,
s6 dependendo das coordenadas espacias, i.e, V' = V(r). Logo, na mecanica newtoniana
uma for¢a pode mudar instantaneamente pela simples mudanga na posicao em um dado

instante, o que estd em desacordo com resultados experimentais que sugerem que nenhum
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efeito pode se propagar mais rapido que a velocidade da luz no vécuo, ¢, e que esta, por
sua vez, ¢ uma constante universal que independe do referencial. Além disso, esse ultimo
resultado contradiz a lei de composi¢do de velocidades (2.3).

Um outro contraponto, € que diferente da mecanica cldssica, as equagdes de Maxwell
ndo sdo invariantes por transformacgdes de Galileu. Com base nesses resultados, devemos
buscar novas transformacodes de simetria e reformular a mecanica. H4 um conjunto de
transformacdes que garantem a invariincia das equagdes de Maxwell. Considerando os

mesmos sistemas de referéncia anteriores, S e S’, mas por facilidade tomando u = wui,

temos:
o= T —ut
=
yo=y
2 =z
-3
= == (2.7)
v

como sendo transformagdes que deixam as equagdes de Maxwell invariantes. Essas trans-
formacgdes sao conhecidas como transformacdes de Lorentz. Perceba que no regime de
baixas velocidades, i.e, para |v| < ¢, recuperamos as transformagdes de Galileu. Ademais,
essas transformacdes misturdo espago e tempo, ou seja, essas grandezas nao sao mais

absolutas.

Podemos agora introduzir a Relatividade Especial, com dois postulados:
1. As leis fisicas sdo as mesmas em todos os referencias inercias;

12. A velocidade da luz no vacuo, c, € a mesma em todos os referencias e em todas as

direcdes.

O postulado () € conhecido como principio da relatividade e (i7) como principio da
constancia da velocidade da luz.

Vejamos quais as consequéncias desses postulados. Consideremos, no referencial S,
um sinal enviado na velocidade da luz, de um ponto (x1, %1, 21) no instante ¢; e recebido

no ponto (2, ys, z2) no instante t,. Como o sinal se propaga com velocidade ¢, temos:

2 @)+ (g —4)*+ (22— 21)?

2.8
(=)’ ; (2.8)

podemos a partir dessa expressao, escrever o seguinte intervalo no referencial S:

AS:($2—I1)2+(yg—y1)2+(ZQ—Zl)Q—CQ(tQ—t1)2=O . (29)
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Esse mesmo sinal observado a partir do referencial S’, partiria do ponto (z/, 1, 21) no

instante ¢} e atingiria o ponto (%, y5, 2z5) no instante ¢,. Logo, em S’ teremos o intervalo:
As' = (zy—21)* + (Y —y1) + (2 - 21)? - (- 11)* =0 . (2.10)

Considerando os pontos muito proximos, o intervalo (2.9) se reduz a:
ds® = dx? + dy? + d2% - Adt* . (2.11)

Como vimos ds =0em S e ds’ =0em S’, logo ds? = ads’?, onde a é uma constante de
proporcionalidade, na verdade a = 1, como mostrado por (LANDAU, 2013). Portanto,
ds"” = ds?, i.e, o intervalo € invariante pela transformacdo que relaciona os referéncias.
Podemos imaginar esse intervalo como sendo a distancia entre dois pontos num espago
quadridimensional com coordenadas dadas por (ct,z,y, z) e denotd-las por x#, com
w=0,1,2 3, assim:

W=ct 2'=x 2=y 2*=2 . (2.12)

1000
0100

_ , 2.13

1o 010 (2.13)
0 00 1

e denotar seus elementos por 7),,,. Nessa nova nota¢do, nosso intervalo ds? pode ser escrito

de maneira compacta:

4
ds* = Y nudatdz” = -Pdt® + da® + dy® + dz*. (2.14)
/“Lzlj:O
Daqui em diante usaremos a notacdo de Einstein para soma, na qual indices repetidos
em cima e em baixo indicam soma. Dessa maneira, podemos escrever ds?, simplesmente

como sendo:
ds® = Nwdztdz” . (2.15)

O conjunto das 4-upla (ct, z,y, z) € R3*! compdem um espaco vetorial real quadridimen-
sional. Os elementos 7, compdem a chamada métrica de Minkowski, o conjunto anterior
endossado com essa métrica forma o chamado espaco de Minkowski. Esse € o espago

onde a relatividade especial se desenvolve.
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2.2.1 Quadrivetores

Consideremos uma transformagao (nao singular) de S para S’ que relacione z# e z'#,
teremos assim: )
dz'™ = %dm‘” ) (2.16)
oxV?
As quantidades que se transformam como (2.16) sdo chamadas de quadrivetores contra-
variantes. Consideremos agora um campo escalar ¢(z), onde = = (2%, 2!, 22, 23). Uma
caracteristica desse tipo de campo € que ele apresenta 0 mesmo valor em qualquer sistema

de referéncia, ou seja,

¢'(a') = () (2.17)
derivando este campo com relagdo a x#:

o¢' v 0

oz’ Ozt Oxv

(2.18)

As quantidades transformadas como 0¢’/0x'* sdo chamados de quadrivetores covarian-
tes. Nesse sentido, quadrivetores contravariantes e covariantes, sao quantidades que se

transformam, respectivamente, como:

7

VHo= (giyvv : (2.19)
ox?

VM = @VV . (220)

Esses dois tipos de vetores sdo relacionados pela métrica:
Vi=nuwV" e VHE=9"V, (2.21)

onde n*¥ designa os elementos da matriz n~! que € igual a prépria matriz . Em outras
palavras, a métrica sobe e desce indices.
Podemos também definir tensores contravariantes, covariantes € mistos. Considere os

objetos transformados como:

oz O™ s

o= S : (2.22)
ore® OxP

Tur = oo Tos (2.23)
dx™ Oz’

T = ST (2.24)

esses sdo chamados, respectivamente, de tensores de segunda ordem contravariantes,
covariantes e mistos (misturas ambos os tipos). Nesse sentido, podemos definir tensores
de ordem arbitraria, T#"°.

Vamos citar algumas propriedades dos tensores que serdo importantes no decorrer do
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trabalho. Um tensor € dito simétrico se:
TR =T (2.25)

€ antissimétrico se:
THY — _vp (2.26)

Perceba que a métrica de Minkowski € um tensor simétrico, um outro tensor simétrico de

suma importincia € o chamado delta de Kronecker:

1 se pu=v
oM = (2.27)
0 se p#v

Note que 7#°1),, = d,,.

Podemos também definir o produto escalar entre dois quadrivetores:
V-U=VHU,=VUy+ VU, + V2Uy + V3Us, (2.28)

esse produto é um invariante pelas transformacdes de coordenada, pois:

oz Ozb
wrrr a
Vv Uu 50 awv Us
oxP
- Ve
oz h
= VU,

= VU, . (2.29)

2.2.2 Transformacdes de Poincaré

Voltemos ao nosso intervalo invariante ds’? = ds?, no lado esquerdo temos que:

a ) 18
ds"™ = nagda’da’? = ﬁaﬁ% ((;;V dxtdx”, (2.30)
e no lado direito:
ds® = napdrdz’® = N dzt dz” (2.31)
logo, pela invariancia do intervalo
Oz’ OB
naﬂww =N (2.32)
Derivando (2.32)) com relago a z*:
02’ amlﬂ or'e aleﬂ

o o =0, 2.33
L P oxrdzt Oxv o ox* JxPOx” ( )
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como 1), € simétrico, podemos permutar os indices « e 3 no segundo termo:

azx/a axlﬂ a$/ﬂ 32x/a
« « = O, 2.34
L B oxroLr Ozv e ozt OxPOxY ( )

Sabemos de (2.32)) que a expressdo € simétrica nos indices p € v, podemos permuta-los no

segundo membro da expressdo acima. Feito isso, obteremos:

5 621-./04 81.15
M OxroxP OxV

=0 (2.35)

como estamos interessados em transformagdes invertiveis, multipliquemos (2.35)) pela

transformag@o inversa e por n°*, obtemos assim:

82‘%//4,
oxPOx?

=0 (2.36)

a solucdo dessa equacdo diferencial € a tranformacao linear:

™= Ao+ at (2.37)
onde,
I
0" _ N (2.38)
oxY

As transformagoes sdo chamadas de transformagdes de Poincaré, sendo essas
as transformacdes, ndo singulares, mais gerais possiveis que garantem a invariancia de
ds?. Perceba que a*, representa uma translagdo no vetor x*, na auséncia de translagdes
(a* = 0), temos as chamadas transformacgdes de Lorentz homogéneas ou simplesmente

transformacdes de Lorentz.

Retornando a (2.32) com (2.38)), teremos:
AauAﬁunaﬁ =Nw (2.39)
€ possivel observarmos uma estrutura de um produto matricial nessa expressao, dado por:
ApA=n | (2.40)

onde AT denota a transposi¢éo da matriz A. Multiplicando (2.40) por ! & esquerda e por
A1 2 direita, resulta em:
Alt=ptATy | (2.41)

Oou em componentes,

(A", =0 (A7) g, = "N g, (2.42)
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usando a métrica para subir e descer os indices, temos:
(AT, =A (2.43)

ou seja, A" representa a transformacédo de Lorentz inversa.
Toda essa construgdo vista até aqui sugere uma estrutura de grupo, a qual iremos nos

adentrar no proximo capitulo.
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3 GRUPO DE POINCARE

A teoria de grupos desempenha um papel fundamental na fisica, tendo em vista que
as principais transformacdes de simetria constituem um grupo. Nesse capitulo iremos
introduzir alguns conceitos das teorias de grupos e de representacdes que serdo necessarios

no decorrer do trabalho.

3.1 TEORIA DE GRUPOS

Comecemos com a defini¢do de grupo:

Definicao 3.1.1. Um conjunto G ndo vazio, munido de uma operagcdo” - que associa
qualquer par de elementos a,b € G a um outro elemento de G, ou seja, a-b € G, é

denominado grupo se as seguintes propriedades sdo satisfeitas, para quaisquer a,b,c € G
i. Associatividade: a-(b-c) = (a-b)-c;
1. Existéncia da identidade: 3e € G, tal que a-e=¢e-a = a;
iii. Existéncia do inverso: Va € G, 3a™!, tal que a-a™ ' =a'-a =e.

Se além das propriedades anteriores, for cumprida a comutatividade, isto €,
a-b=b-a Va,beG,

o grupo é denominado grupo abeliano. Por questdo de simplificacdo vamos omitir o
simbolo da operacdo ” -7, exceto quando necessdrio, isto €, escreveremos ab ao invés de
a-b.

Por exemplo, o conjunto de todas as matrizes n x n inversiveis formam um grupo
com respeito ao produto de matrizes. Esse grupo é conhecido como grupo linear geral,
denotado por GL(n,R) se as entradas da matrize forem reais e por GL(n,C) se forem
complexas. De fato, a multiplicacdo de matrizes € associativa, a matriz identidade faz o

papel de elemento neutro e por definicdo sdo matrizes inversiveis.

Definicao 3.1.2. Um subconjunto H do grupo G é dito um subgrupo de G, se H forma um

grupo com respeito a mesma operagdo definida em G.

Como exemplo temos o conjunto das matrizes n x n com determinante igual a um, que
corresponde a um subgrupo do grupo linear geral. Esse grupo é conhecido como grupo
linear especial, e é denotado por SL(n,R) para entradas reais e SL(n, C) para entradas
complexas. De fato, SL € um grupo com respeito a multiplicacdo de matrizes. Uma vez
que o determinante do produto de matrizes € igual ao produto dos determinantes, isto
é, det(M,M,) = det(M;)det(Ms), teremos que se det(M;) = 1 e det(M,) = 1 entdo



22

det(M;M,) = 1. Além disso, como o determinante é ndo nulo, as matrizes sdo inversiveis
e portanto pertencem a G L.
Devemos falar também da possibilidade de mapeamento entre grupos, que nos leva aos

conceitos de homomorfismo e isomorfismo:

Definicao 3.1.3. Um mapeamento de um grupo G em G’ é um homomorfismo se a estrutura
multiplicativa de ambos os grupos for preservada. Em outras palavras, a funcdo f : G —

G’, deve cumprir:
f(a)f(b) = f(ab),

para quaisquer a,b € G. Se a funcdo f for injetora, entdo o homomorfismo torna-se um

isomorfismo.

Duas consequéncias imediatas da defini¢do anterior sdo que f(e) = ¢’ (onde €’ é o
elemento identidade de G’) e f(a™') =[f(a)]™' = f~1(a).

Os elementos do grupo s@o entes abstratos, porém podemos torna-los algo concreto
como por exemplo mapeando esse grupo num grupo de matrizes. Essa € a ideia da
teoria de representacdo. Se hd um homomorfismo de um grupo G em um grupo de
operadores lineares 7'(G) agindo sobre um espaco vetorial V, dizemos que 7'(G) forma
uma representacao de (G, no espago das representacdes V. Em outras palavras, temos o

mapeamento:
geG~T(g),

de forma que,
T(gl)T(92) = T(9192)a

para todo g1, g5 € G.

A dimensao da representacdo é a mesma do espaco vetorial V. Se considerarmos
um espago vetorial de dimensdo n, podemos utilizar matrizes D(g), n x n, ao invés dos
operadores T'(g). Perceba que um grupo pode ter intimeras representagdes, uma vez que
a mesma serd determinada pela base do espaco vetorial. Seja {e;}”, uma base de V,
atuando 7'(g) nos elementos da base, temos um novo vetor que pode ser expandido na

base, assim:
T(g)ei = (tg)jieja (3.1)

(t,)’; é o elemento da j-ésima linha e i-ésima coluna, da matriz t,, que representa o
operador 7'(g) na base {e;}”,. O conjunto das matrizes t,, constituei a representacao
matricial do grupo G. Como se trata de uma representacdo, as matrizes herdam a lei de
composicdo do grupo, ou seja, t,ty = tgp-

A partir de uma dada representacao matricial, podemos construir outras representacoes
por meio de transformacdes de similaridade, uma vez que tais transformagdes preservam o
produto matricial, duas transformacdes que estao relacionadas por esse tipo de transforma-
¢do sdo ditas equivalentes. Considere por exemplo, D(g) e D'(g), duas representacdes

matriciais do elemento g, podemos construir uma nova representacao dada pela super



23

matriz:
D(g) 0

(3.2)
0 D'(g)

se uma dada representacdo puder ser trazida para a forma (3.2)), por uma transformagao de
similaridade, entdo ela é dita ser redutivel, caso contrario € dita ser irredutivel. Vale salien-
tar que essa ndo € a defini¢do precisa de irredutibilidade, mas seu reflexo na representacao

matricial.

3.2 GRUPOS DE LIE

O grupo de Lie possui uma formula¢do muito sofisticada, ja que junta as propriedades
de grupos e variedades, a qual foge do escopo desse trabalho. Entao vamos fazer uma
discussdao mais qualitativa desse grupo, nos guiando por meio de exemplos, para que
possamos entender propriedades desse tipo de grupo. Basicamente, um grupo de Lie é
um grupo infinito em que seus elementos dependem de um ndmero finito de parametros,
digamos 7, que variam continuamente, de modo que a estrutura multiplicativa do grupo é
diferenciavel.

Como vimos na se¢do anterior, o grupo pode ser mapeado num grupo de matrizes,
ou melhor, representado e isso nao € diferente com grupos de Lie. Hé caso especial de
grupo de Lie, chamado grupo de Lie conexo, no qual todos os elementos do grupo estdao
conectados ao elemento identidade por meio de um caminho continuo no espaco do grupo.
Seja M uma matriz pertencente a um grupo de Lie conexo, entdo essa matriz pode ser
expressa na forma:

M=eK=]+K+%K2+%K3+... (3.3)
onde K € uma matriz que ndo pertence necessariamente ao grupo. Contudo, o conjunto
das matrizes quadradas de ordem N constitui um espaco vetorial de dimensdo N2. Seja
{J.} uma base desse espaco, entdo qualquer matriz desse espago pode ser escrito como
uma combinacdo linear das matrizes J,’s, i.e, K = r%J,. Desse modo, qualquer matriz do

grupo de Lie conexo pode ser parametrizada como:
M =exp[r®J,], (3.4)

as matrizes .J, sdo chamadas de geradores do grupo.

H4 algo a mais sobre esses geradores, eles constituem um tipo especial de algebra.
Lembremos o que uma dlgebra sobre um espago vetorial: Seja V um espago vetorial. Uma
operacdo bindria interna definida nesse espaco, ou seja, V x V — V faz de V uma algebra.
Por exemplo, no espaco vetorial das matrizes N x N, o produto matricial constitui uma
algebra. A dlgebra que estamos interessado € chamada de dlgebra de Lie, vejamos a sua

defini¢do

Definicao 3.2.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de uma
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operagdo bindria
[]:gxg—g
com as seguintes propriedades para todos X,Y, Z € g,
1. € bilinear:
[aX + Y, Z]=a[X, Z]+ B[Y, Z]
[X,aY +8Z]=a[X,Y]+5[X,Z] Va,eR
ii. antissimétrica: [ X,Y]=-[Y, X]

iti. satisfaz a identidade de Jacobi: [ X,[Y,Z]]=[Z,[X,Y]] =[Y,[Z, X]] = 0.

Tais propriedade sdo satisfeitas pelo comutador [A, B] = AB - BA, ou seja, o co-
mutador define uma algebra de Lie no espaco de matrizes. Os elementos da base do
espaco vetorial da dlgebra de Lie em questdo sdo chamados de geradores, sua relacao de

comuta¢do resulta em um vetor que pode ser escrito como combina¢do linear dos mesmos:

[JmJb] = fab CJca (35)

os coeficientes f , ¢ sdo chamados de constantes de estrutura.

3.2.1 Grupo SO(3)

Como exemplo elucidativo para o que vimos até agora, vamos olhar para o grupo
de rotagdes em trés dimensdes espaciais, o grupo SO(3), esse grupo é constituido por
matrizes R, 3 x 3, ortogonais, ou seja, RRT = 1 com determinante igual a um. Por se tratar

um grupo de Lie, podemos parametrizar seus elementos comd['}
R =exp[i0*J,], (3.6)

onde J,’s sdo os geradores do grupo. Vamos obter a forma explicita dos geradores e a

algebra de Lie associada aos mesmos. Partindo da condicao de ortogonalidade:

R™R = exp[if*J]]exp[if®J,]
:(1+mﬂg+“)ﬁ+uw¢+“) (3.7)
= Tia(JT+ Ja) + e (3.8)

para que se cumpra a condi¢@o de ortogonalidade € preciso que

J

a

—Ja, (3.9)

' A presenga da unidade imaginaria é um mero comodismo, poderfamos incorpora-14 a .J, caso desejdsse-

mos.
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portanto os geradores .J, sdo matrizes antissimétricas. Dessa maneira :a®J, deve assumir

o seguinte formato,

0 ¢ -b
wJy=1-c 0 al; (3.10)
b -a 0

que pode ser escrito como a seguinte combinagdo linear,
iOéaJa =iaJ1 +ibJ2+iCJ3, (311)

em (3.11) fica evidente a presenca de trés pardmetros (a, b, ¢) e trés geradores (J, Jo, J3),

podemos entdo obter a forma explicita dos geradores

0 0 0 0 1 0 -2 0
Ji=10 0 —il; Jo=10 0 0}; J3=1i 0 0}. (3.12)
1 0 -2 0 0 0 0 0
Essa matrizes respeitam a seguinte dlgebra de Lie
[Ji, J;] = deijidr, (3.13)

onde o simbolo de Levi-civita faz o papel da constante de estrutura. A dlgebra (3.13) é
também conhecida como 4lgebra do momento angular, pois € a mesma éalgebra obedecida

pelo operador momento angular na mecanica quantica.

3.3 GRUPO DE LORENTZ

Vimos que se uma transformacéo ¢ dita de Lorentz ela deve respeitar (2.40). Seja L o
conjunto das transformacdes de Lorentz e sejam A;, Ay e A3 elementos desse conjunto,

entao:
(AlAz)TU(AlAz) =A2"TA1"NA1A2 = A™TnAs =1 (3.14)

portanto, (A1A2) € L. A matriz identidade I € L, pois satisfaz (2.40). Tomando o
determinante de (2.40), teremos:

det(ATnA) = det(n) = det(AT) det(n) det(A) = det(n) = det(A)* =1

- det(A) = £1 (3.15)

sendo assim, existe A~!, devemos entdo verificar se a mesma é uma transformacédo de

Lorentz. Aplicando (AT)~! & esquerda de (2.40) e A~! a direita, resulta em:

(A™)TA™ =7 (3.16)
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ou seja, A~! € L. Por fim, lembrando que o produto matricial é associativo, concluimos
que L forma um grupo, o chamado grupo de Lorentz, com respeito ao produto matricial.
As matrizes pertencentes a L possuem 16 componentes, contudo a relagao (2.39)

impdem certas restricoes as mesmas. Explicitando a soma em (2.39), temos:

—AOMAOI, + A “Ai » = N (3.17)
tomando u = v = 0, segue que:
3 .
(A%)% =1+ (A")* (3.18)
i=1

como os elementos de A sdo reais, concluimos que:
A>1 ou A% <-1 (3.19)

As condigoes (3.15)) e (3.19), nos permite separar L em quatro conjuntos disjuntos,
denotados por LY, LY, L' e L*. Os indices + e — se referem ao sinal do determinante de A
etlalA’ >1eA’ < -1, respectivamente. Dentre esses conjuntos, apenas L' constitui

um grupo, o chamado grupo ortécrono préprio, denotado por SO(3,1).

3.4 GRUPO DE POINCARE

Vimos na se¢do anterior que o conjunto das transformagdes de Lorentz constituem
o grupo de Lorentz. Quando englobamos a essas transformagdes as traslacdes espago-
temporais, temos as chamadas transformacdes de Poincaré. O conjunto das transformagdes
de Poincaré, também constitui um grupo, o chamado grupo de Poincaré. Vamos denotar
por P, o conjunto de todas as transformagdes de Poincaré. Vejamos entdo como P constitui

um grupo. Como vimos, um elemento g(A, a), induz no quadrivetor z# a transformagao:
g9
S =AY+ at. (3.20)

A aplicagio de uma segunda transformagéo g(A’, a’) levara a:

o L e A" (N 2P +a”) +a™ = NE A 2P + A a” + a't, (3.21)

A’A é uma transformacdo de Lorentz, assim como A’a + a’ € uma nova translago, ou seja,

(3.21)) também € uma transformacao de Poincaré. Podemos entdo intuir a seguinte lei de
composi¢ao:

g(N'a")g(A,a) = g(AN'A,Na+a") (3.22)

que usaremos para constatar que P constitui um grupo.

O elemento identidade de P é dado por ¢g(1,0), onde 1 representa A", = 6;. Sendo
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g '(A,a) o inverso do elemento g(A,a), temos assim:

g (A a)g(A,a) = g(1,0), (3.23)
pela lei de composi¢ao (3.22), concluimos que:

g (A a) = g(A™, -Aa). (3.24)

Portanto, o conjunto de todas as transformacdes de Poincaré constituem um grupo, o
chamado grupo de Poincaré, denotado por 1.50(3, 1) quando o subgrupo de Lorentz que o
constitui € o ortécrono proprio.

De um ponto de vista mais técnico, sobre a 6tica da teoria de grupos, o grupo de Poin-
caré 150(3,1) é o produto semi-direto entre o grupo de Lorentz (homogéneo) SO(3,1)
e o grupo de transla¢des R3!, denotado por /SO(3,1) = SO(3,1) x R*!. Mais especifi-
camente, o grupo de Poincaré € um grupo de Lie. A transformacdo identidade do grupo
de Poincaré é dada tomando-se A", = 0 e a* = 0, de modo que estamos interessados nas

transformagdes com,
AF, =08 —wh, at =€ (3.25)

onde w", e e sdo pardmetros continuos infinitesimais. Além disso, w", deve ser anti-
simétrico, ou seja, w", = —w, " para que a relacdo (2.39) seja satisfeita. Em D = 3 + 1
dimensodes, um tensor anti-simétrico de segunda ordem possui 6 componentes indepen-
dentes que somadas as 4 componentes do vetor €”, nos da os 10 parametros do grupo de
Poincaré. Os 6 parametros mencionados a priori estdo relacionados as transformacoes de
Lorentz, sendo 3 deles relacionados aos angulos de rotacdo e os outros 3 aos boosts. Logo,
usando (3.25)) podemos reescrever como:

at =t =k -t et (3.26)
Como 7150(3,1) é um grupo de Lie conexo podemos escrever seus elementos como:
i

II(w,€) = exp [§w,w(]“” - ieuP"] , (3.27)

onde P* € gerador do grupo de translacdes espaco-temporais e J#¥ € o gerador do grupo
de Lorentz, que pode ser tomada como antissimétrico, uma vez que w,,,, € antissimétrico.
Contudo, o escalar w,,, J* sera simétrico, por isso a presenca do fator 1/2, para evitar as

duplicidades. Infinitesimalmente teremos,
TI(1+w,e) =1 + %wMVJ“”—ieMP“Jr... . (3.28)

Queremos saber como J#¥ ¢ P* se comportam sob transformagdes de Poincare. Vamos
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verificar o seguinte produto:
(A, a)TII(1 +w, )T (A, a) = IT(A(1 +w)A™ Ae — AwA™a) (3.29)
que obtivemos a partir da lei de composicao (3.22)). Logo, teremos que
(A, a) [%waﬁﬁﬁ - eaP“] (A a) = %(Aw/\_l)uwﬂ“j - (Ae - AwA™ta), P, (3.30)

igualando os coeficientes w,,, € €,, temos que os geradores se transformam da seguinte

forma:

II(A, a)J*PTIH (A, a)
(A, a) P*TI Y (A, a)

A AP (T + a” P = at PY), (3.31)
AP, (3:32)

Perceba que de (3.31) e (3.32) que se fizermos a* = 0, isto €, uma transformagéo de
Lorentz pura, temos que J*? se transforma como um tensor € P* como um vetor. Agora,
se tomarmos A", = 0}, ou seja, uma translagdo pura, teremos que P é invariante sobre
translagdes, mas J*% ndo. Segundo (WEINBERG, 1995)) uma mudanga nas coordenas
espacias de J8 perante a translagdes espaciais é apenas a mudanga usual da origem
relativa ao qual o momento angular é calculado.

Vamos agora utilizar as transformacgdes infinitesimais e nos reter a primeira ordem de
w e e. O lado esquerdo da Eq.(3.31) ficard

(1+ %w,wJ“” ~ie, P} JR(1 - %wWJ‘“’ +ie,Pr) = o - %WW[JO‘B, JH]
— e, [P*, TP, (3.33)

e lado direito da Eq.(3.31)) ficara

(05 +w, ) (65 +w, ) (J™ + € Pl + €' P) = J"™ + w,, (n™ Jo" - n ")
+ e (PP —norPP). (3.34)

Ja para a Eq.(3.32), teremos
(7+ L o~ i Prype(1- L+ Pr) = (52 +w,”) P
2“#1/ i€, QwW i€, = (05 +w, ,
it [P, I = i€, [P*, PP] = wy (0™ PP = " P). (3.35)

Igualando os coeficientes w,, e ¢, nas equagdes (3.33) e (3.34) e na equagio (3.35),
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obtemos as seguintes relacdes de comutagao:

[0, T ] = i P g Jo = o JO — P o) (3.36)
[P, Jof] = i("? P =y PP); (3.37)
[P, PP]= 0 (3.38)

estd é a dlgebra de Lie do grupo, muitas vezes chamada de dlgebra de Poincaré, denotada
por iso(3,1).

3.5 REPRESENTACAO ESPINORIAL DO GRUPO DE LORENTZ

3.5.1 Equacao de Dirac

Vamos iniciar essa secao visitando os primdrdios da mecénica quantica relativistica. A
evolucdo temporal dos estados na mecéanica quantica, ¥ (r,t), é descrita pela equagio de
Schrodinger:

in?% _ iy, (3.39)

ot
onde H € o operador hamiltoniano. A hamiltoniana que descreve uma particula relativistica

livre € dada por:
H =+/m?2c* + p2c?, (3.40)

onde m é a massa da particula e p seu momento. Na mecanica quantica, 0 momento
da paarticula é promovido ao operador momento, dado por p = —¢AV, de modo que o

operador correspondente a hamiltoniana ([3.40) sera:
H =Vm2c - i22V2. (3.41)
Com o hamiltoniano (3.41)), a equagdo de Schrodinger sera:
ih% =vVm2ct - 22V (3.42)

a qual apresenta a inconveniéncia de um operador dentro de uma raiz quadrada. Tal
problema poderia ser facilmente resolvido aplicando novamente o operador hamiltoniano

sobre essa equacao, o que nos levaria a equagao
mey2
(D _ (?) )¢ -0, (3.43)

chamada equacgdo de Klein-Gordon. No contexto aqui apresentado essa equacao apresenta
alguns "problemas"de interpretacdo, o que na época levou Dirac a buscar uma outra
equacao para descrever as propriedades quanticas de particulas relativisticas, isso o levou

a sua celebre equacdo. Vejamos como isso se deu. A ideia de Dirac foi partir de um
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hamiltoniano sem raiz quadrada, dado por:
H=co-p+pBmc? (3.44)

de modo que seu quadrado de a hamiltoniana da particula livre, para que isso acontec¢a os

coeficientes a = (a1, v, a3) e 3 devem satisfazer as seguintes condi¢des:

@iaj + ozjozi = 251']', (345)
a; 0+ Pa; = 0, (3.46)
g - 1 (3.47)

Perceba entdo que o; e  nao podem ser simplesmente nimeros. No entanto, podem ser

matriz. Nesse caso, teremos uma equacao matricial, a chamda equacao de Dirac:

zh%—qf = (~icha -V + Bmc*)p, (3.48)

onde 1) € um n-vetor. Como H deve ser hermitiano, «; e J também o serdo, i.e, o; = ozj
e = f7. Como essa matrizes sdo hermitianas, sabemos da dlgebra linear que podemos
diagonaliza-las por meio de uma transformacdo de similaridade. Logo, das condi¢des

(3.45) e (3.47), temos que seus sdo autovalores podem ser +1 ou —1. Segue dai que:
tr(a;) = tr(a;8?) = tr(Bayf) = —tr(a;) = tr(ay) =0, (3.49)

tr(B) = tr(Ba?) = tr(a;Bay) = —tr(B) = tr(B) = 0. (3.50)

Logo, como a soma dos autovalores tem que ser nula e eles s6 podem assumir os valores
+1, podemos concluir que as matrizes s6 podem ser de ordem par. A primeira possibilidade
sd0 matrizes ordem 2, porém nao ha um conjunto de quatro matrizes 2 x 2 hermitianas,
que anti-comutem. Portanto, a menor possibilidade se da com n = 4. Nesse caso hé vérios

conjuntos de matrizes «; e 3, uma possibilidade € dada escolhendo:

0 I 0 g;
5:(10) ; m=(@ 0) (3.51)

onde I é um matriz identidade 2 x 2 e ¢; a i-ésima matriz de Pauli.

3.5.2 Covariancia da equagao de Dirac

Na equagdo (3.48)), espaco e tempo parecem desempenhar papeis distintos, contudo
estamos em um contexto relativistico. Vamos entdo encontrar a forma covariante da

equacgdo de Dirac. Comecemos introduzindo as chamadas matrizes gama de Dirac ~y#:

VW=-if ot =-ifal (3.52)
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a partir das relacdes (3.43), (3.46) e (3.47), podemos verificar que as matrizes y*, satisfazem

a relacao:
V") ="y = 20 (3.53)
Multiplicando (3.48)) por 3 a esquerda, podemos reescreve-la como:

(hd +mce)p =0, (3.54)

onde J = y"0,(x).
Para que a equagdo (3.54) seja invariante por transformagdes de Lorentz, deve haver

um referencial S, tal que a equacdo de Dirac possa ser escrita como:
(A0, +me)y'(2") = 0. (3.55)
Logo, deve haver uma matriz S(A) tal que
V() = S(A)(z) (3.56)

ou seja, S(A) é a representacdo da transformacéo de Lorentz nesse espaco. Note que,

0 _0ox 90 - A0, (3.57)

oxH' Ozt Oxv K

assim, retornando com esses resultados a (3.56)) e multiplicando por S(A) a esquerda,
teremos:
(RS~ SN, 8, + me)y(x) = 0. (3.58)

Multiplicando (3.53) por AaMAﬁ , e usando ll temos que:
(A% ") (A7) + (A7) (A%, 01) = 27 (3.59)
Agora, multiplicando (3.53) por S a esquerda e S~! a direita, teremos:
(Sy*S™)(S7S71) + (577571 (Sy*S™") = 207, (3.60)

Segue de (3.59) e (3.60) que:
S‘W“SAM” = yH (3.61)

ou seja, y* é invariante. Ja que S(A) representa um elemento do grupo de Lorentz, vamos
supor: _
S(A) = exp[iwagaaﬁ], (3.62)

onde w,p sd0 os parametros da transformagdo de Lorentz, que como vimos anteriormente
é antissimétrico. Devemos entéo encontrar quem sdo as matrizes 0. A presenca do fator

1 é uma mera comodidade que ficard clara em breve. Considerando uma transformac@o
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infinitesimal:
AP =0t +w, M, (3.63)

SQU:1+iwwaw, (3.64)
levando esses resultados a (??), teremos:
i 7
®5+wyywz(1+1Mmdwhwu—zwwaw) (3.65)

desprezando termos de ordem O(w?), obtemos

Twasl0%, 7] = why” (3.66)

Levando em conta a antissimetria de w, g, podemos reescrever o resultado acima como

i
4_1[0&6’7“] = Py — potaf (3.67)

erceba entio que o3 é antissimétrico. Isso jd justifica um fator % em (??), para evitar
2

duplicidade. Uma possibilidade para 0®? que estd de acordo com esse resultado é:

?
ww=—§h%7ﬁ. (3.68)
Acontece que:
1 1
[500‘5, 50’“’] = i(nauaﬂ” + 775”00‘“ - 770‘”06“ - 775“0‘“’), (3.69)

que € a algebra de Lie do grupo de Lorentz. Portanto, %aaﬁ € o gerador do grupo de

Lorentz na representacdo espinorial. E por fim esta justifica do a presenga do outro fator %

em (2?).



33

4 GERADORES DO GRUPO DE POINCARE

4.1 TENSOR ARBITRARIOS DE ORDEM S EM D =3 + 1

Nesta secdo iremos obter os geradores do grupo de Poincaré que agem sobre tensores
Trimz2--ks(r) de ordem s. Consideraremos translagdes espago-temporais e transformagdes
de Lorentz separadamente e obteremos assim P* e .J*?, respectivamente.

4.1.1 Translacoes espago-temporais

Considerando uma translac¢io espago-temporal infinitesimal:
't =xt + e, 4.1
como Jz'H[dx? = Ol temos que:
THk-tis (1) = THIH2-s (1), (4.2)

i.e, o tensor € invariante por transla¢des espaco-temporais. Expandindo o lado esquerdo de

#.2), temos
T2 (1) + QDT 45 (1) + O(€2) = THi-+s (), 4.3)

Para ordens O(€?) é permitido a trocar 9¥T"Hikz-#s () por Q*TH1k2+Hs (1), Assim, pode-

mos reescrever (4.3)), como:
T’mmmus(x) — Tmmmus(x) _ Eagamemus(a;) + 0(62). (4'4)

Por outro lado, podemos considerar um elemento de grupo agindo sobre o tensor original,
ou seja,
Tt () = [exp (—ieg P*) ] M TVvs (20). 4.5)

Vy...Us

Expandindo a exponencial, temos que

B fhs ([E) = TH1-Hs (x) — iea(Pa)“l"‘“s Tyl"'ys(fb) + 0(62). 4.6)

Vy...Us

Igualando (4.4) com (4.6), obtemos:
(Pt = —i (H 55}) 0%, 4.7)
i=1

que € o gerador de translacdes espaco-temporais que age sobre tensores de ordem s em
D=3+1.
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4.1.2 Transformacdes de Lorentz

Um tensor de ordem s se transforma sobre transformacoes de Lorentz da seguinte

maneira:

T/;Ll...us(x/) — (li[ A'u,z/z) Tv1--Vs (l‘) (48)
i=1

Se considerarmos uma transformagéo de Lorentz infinitesimal (A", = 0, — w",) e despre-

zarmos termos de ordem O(w?), temos

S
Bi = (SPISH2  SHs B SH2 SH3 SHs _ M2 SHLSHE3  Sts _ls SE1 Sts-1 S
TTAM, = (810200 — Wi §l2gls gl — Wl gl gs s — cofisin. §ps-1 51
i=1
S S S
= H(ng_znégfw%k' (4.9)
i=1 k=1 i=1

i*k

Inserindo (#.9) em (4.8) e a0 mesmo tempo expandindo o lado esquerdo de (4.8) até

primeira ordem de w, tem-se:

Tt () = wla® 0y TH e () = H oni — Z H obiwke | T (), (4.10)
i=1 k=1 i=1
itk

usando a antissimetria de w,,,, podemos reescrever estd tltima equagio como,

TH1-Hs (.CE) = TH1- s (x)_,_% (:L.,Baa _ xaaﬂ) H 55; _ Z H 6511(77(1“]“(55]6 _ nﬁ,ukggk) TVi-Vs (,CL’)
i=1 k=1 =1
ixk

@11

Fazendo agora um elemento de grupo atuar sobre o tensor original, temos:

) H1.--Hs
T'Hts (1) exp( - %waﬁjaﬁ) ' TV s (x),

Vi...Vg

Trs () %waﬁ(ﬂﬁ)%#s T (2) + O(w?),  (4.12)

V]...Us

comparando (4.12)) com (@.TT)), obtemos:

(JoOyts, =i (H 6*;:) (@70 = x0%) =i 3 [T o (™o, = n™*ap) - (4.13)
i=1 k=1 i=1

izk

que € a forma explicita dos geradores do grupo Lorentz. Esse gerador pode ser decomposto

em partes de momento angular orbital e spin, J*# = L*8 + S dadas por:

(LoPymsts = [k (2P0 - 220P), (4.14)
=1

(SePyte =iy [T ok (n 65, —n™d)) ). (4.15)
k=1 i=1

ik

Temos entdo, todos os geradores do grupo de Poincaré que agem sobre tensores de



35
ordem s,em D =3+ 1.

4.2 ESPINORES-TENSORES DE ORDEM SEM D =3 +1

Nesta se¢do iremos obter os geradores do grupo de Poincaré que agem sobre espinores-
tensores r1#2+#s(x) de ordem s. Vamos recorrer ao mesmo procedimento utilizado
anteriormente.

4.2.1 Translacoes espago-temporais

Comecamos requerendo a invariancia do espinor-tensor perante a translacdes espaco-
temporais, ou seja,
rreait (gf) = szt (7). (4.16)

Expandindo o lado esquerdo de (4.16) até primeira ordem de ¢, temos:
d/lum---us(x) — wmuz---us(x) _ eagawumz---us(x) + 0(62)‘ (4'17)

Atuando um elemento de grupo sobre o espinor-tensor original,

gresn(e) = [eap (<icaP)V5 5, 0 (1)

PrabzBs (1) — ey (PY)FFs qh1vs (1) + O(€2). (4.18)

V1...Vg

Comparando (4.18)) e (4.17), obtemos a forma explicita do gerador P, dada por:
Vl...Ug

(Pa Biofs — g H 55:80@ (4.19)
i=1

em que I é uma matriz identidade (4 x 4) no espago espinorial. Perceba que a menos da

matriz [, o gerador de translacdes apresenta a mesma forma que no caso tensorial.

4.2.2 Transformacdes de Lorentz

A transformacao de Lorentz sobre um espinor-tensor é descrita como:

Pl (af) = (H A“i;:.‘.‘ss) S g (x), (4.20)
1=1

onde A representa as transformagdes de Lorentz sobre os indices do espago de Minkowski,
S € a representagdo espinorial da transformacao de Lorentz, que € parametrizado por
(3.62).
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Expandindo o lado esquerdo de (4.20) e as exponenciais do lado direito, temos que:

@/J’““'“S(:p)—w7axa871/z’“1"'“s(x) = H 55; Z H 5N1wﬂk +- T+ iwaﬂaaﬁ + ] 77/)”1"'”5(3:) ’
i=1 k=1 =1

ixk

4.21)

considerando até primeira ordem em w, esse ultimo resultado pode ser reescrito como:

zp”““'“s(ac) = qH- m(x)Jr l(xﬁaa_xaaﬂ)néltz

=1

S

ST 60 (68, = s )T + %aaﬁ 6% v (2). 4.22)
k=1 i=1 =1

itk

Por outro lado, temos que:

) H1---fs
g (z) = eap( - %wawﬁ) g (x)
V1...Ug

77Z)M1---Ma( )__w 6((]045)MV1 szy1 V&(x) (423)

Comparando (4.23)) com (4.22)), resulta que o gerador 1*# ¢ dado por:

(Jaﬁ)m...lt: = ﬁ 5{2{"(%%“ _ aaﬁ)ﬂ - Z H 5;%(7704/%56 Buk(sa aﬁ H 5
=1

V...V
=] =1

i*k

(4.24)
que novamente pode ser decomposto nas partes de momento angular orbital e spin, J* =

LoP + S8 dadas respectivamente por:

(LoPyrbs = ][0k (2P0 - z20°), (4.25)
=1
(SPy s = ZH&“ R A S ) “51'[5 (4.26)

perceba que na parta de spin (S%?), temos que o primeiro termo no lado direito de
estd relacionado a "parte inteira", pois apresenta a mesma forma do gerador (#.15), ja o
segundo membro no lado direito de estd relacionado a "parte semi-inteira".

Temos agora todos os geradores do grupo de Poincaré que atuam sobre espinores-

tensores de ordem s, com s inteiro, em D = 3 + 1.

4.3 OPERADORES DE CASIMIR DA I50(3,1)

Os operadores de Casimir sao aqueles que comutam com todos os geradores da dlgebra
de Lie. Por consequéncia esses operadores sdo invariantes pela transformagao de simetria
do grupo, sendo assim utilizados para classificar representacdes irredutiveis do grupo. De

acordo com (E.P.WIGNER, 1939)), massa e spin, sdo propriedades que caracterizam um



37

sistema que € invariante perante transformacgdes de Poincaré, sendo estas as propriedades
necessdrias para classificar particulas elementares.

A élgebra de Lie iso(3,1) é dada por (3.36),(3.37) e (3.38). Em D = 3 + 1 ha dois
operadores de Casimir, definidos como:

C,=P? = PP (4.27)

1
Coz=W? = W, We= -3 ws ] P2+ T3 J*° P, P7, (4.28)

em que W € o chamado pseudo-vetor de Pauli-Lubanski, dado por:

1
we = Eeawpg Jys, (4.29)

e J,, € dado por (#.13), para tensores, e por (#.24), para espinores.
Os casimirs P? e W2 compdem as seguintes equagdes de autovalor:

P = -m2 | (4.30)
W2¢ -m?s(s+1)¢ (4.31)

onde m e s sdo, respectivamente, a massa e o spin da particula elementar representada pelo
campo arbitrério ¢.
4.3.1 Casimirs para tensores de ordem s

Para tensores de ordem s arbitrario, os quais representam particulas bosonicas, temos

que o casimir 'y € construido utilizando (4.7)), de modo que serd dado por:
(P2)ts, == (H 5';:) O, (4.32)
i=1

utilizando esse resultado na equagio de autovalor (4.30), obtemos a equagdo de Klein-
Gordon:
(O -m?2)TH-Hs = (. (4.33)

Utilizando (4.7) e (4.13)), podemos construir o operador C5. Mas antes, considerando a
decomposic¢io do gerador do grupo de Lorentz em J*# = L8 + S8 perceba que

p1---Ps V1.V

(Laﬁ)m---us (pv)m---ps - _ H 5;;;(1;0@5 _ xﬁ(‘)a) H 55]737’
i=1 j=1

[]6% (25007 - 220%0"),

i=1

devido a comutag@o das derivadas o tensor 9*0? € simétrico. Logo,

Exasy (L)t (P30, =0 (4.34)

Vi...Vg
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de modo que o pseudo-vetor de Pauli-Lubanski e consequentemente o casimir C se

reduzem, respectivamente a:

1
We = _56015755/37})57 (4.35)
1
W2 = -5 W3S P+ S 350 P, P (4.36)

Primeiramente, usando (4.13)), calculemos:

(Sya)its (SP) e = = 3 T 0%, (05" N, =08 " 1y, ) D [ 167 5, (067 5 =7 6%,.),

k=1 i=1 r=1 j=1
ixk Jj*k

separemos esse resultado para k£ = r e k # r, teremos assim:

S

(Syp)iaits (SOPYLve = — ;Hém[wa - D) - o1eo2] +

_ Z 6/»‘r6”k H 5#1[5uknﬂyk( awcgﬂ Bwégr) +

k,r=1
r+k z:bk r

+ 5;;'@7%(775%5;3—n%csgr)] . (4.37)

Vamos decompor a equagio (4.37) da seguinte maneira (S,5)"}, "5, (S*%) 7, = [A%, +
Be ] 1. ps’onde

(A)ts, = = 30 TT o500 (0 m i, = 042800) + 11 (1, 08" = 11, 54 3]38)
(B Yt = =S [T o [oe0% (2- D) - gm60] . (4.39)
k=14=1,i+k

Calculemos agora (P, PY)",;%,.

(P PY)Pups =~ 600,07 . (4.40)

V1...Us
i=1

Contraindo (#.40) com (4.38)), temos:

(A PaPT) s, > T 000, (= 84850) + 1147 (0,00, 04 = 130, 0% ) |00 07

k=1 =1
r+k i*k,r

2 3 TT o1 (057 9y, 0u, + Mo, O O = 87 D, O — 5= 0M 0,44 41)
k,r=1 =1
k<r i+k,r

onde na segunda linha utilizamos a simetria entre os indices (k,r).
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Contraindo agora (4.40) com #.39), teremos:

S

(B Py Py cts - = Z [10%[s4%85 (2 - D) - 64x62] H 817 0a,0
k=1 =1 j=1

Vi...Vs . Y TPk Pr =Y
irk
= (2-D)> [[owo,0m = T . (4.42)
k=1 i=1 k=11=1
£k

Com (@.41)) e (4.42) em maos, temos que em D =3 + 1:

(8,828 Py PYYmtts Tivs = 2 SN T 81 (108, By + Mg O % — 517, O +

V1...Ug
k,r=1 d=1
k<r i£k,r
S S
SLEDH 0y, YT+ =2 %" [] 8410, 0 T~ +
k=1 i=1
i*k
- sHaks (4.43)

Para calcular o préximo termo de W2, apliquemos 0, em (4.38)),(4.39) e (4.40)), obtemos

respectivamente .
(A)5ts = =4 20 T1 o (popn™ = 352050) (4.44)
N s
(B)“,g;;ff;s = 2(D—1);H5;§ ; (4.45)
(Pt = —JomO (4.46)
=1

Com esses resultados, temos que em D = 3 + 1:

(AP?)rits = 43 T 08 (s = 6kx6tr)0 (4.47)
(BP2 “},'1';_’{;5 = —65]_[6’;;1] ; (4.48)
=1

Com (#.47) e (4.48), teremos:

(Saﬁgaﬁp2 Hieefbs TW1-Vs — Qo[ T H1Hs 4 4 Z H 5Zi(nyTyk77ukur _5#55]:)5771/1-..1/5

V]...Vs
k,r=1 =1
k<r ixk,r

(4.49)

Com (#.43) e (4.49) em maos, podemos finalmente montar a equagdo de autovalor para o
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casimir (5, na representacao tensorial:

25 OTbe 12 3 [] gt T+ ~2 3 [] 8150, 0T +

Vyr "V
kyr=1 4=1 k=1 i=1
k<r ixk,r i+k
+ 2% TT 0 [ 0y, 0y, = tgar, (Ot = QP21+ ) = 5l 0440, = 510D, | T
= mPs(s+1)THre. (4.50)

4.3.2 Casimirs para espinores-tensores de ordem s

Para espinores-tensores de ordem s, os quais representam particulas fermiodnicas,

podemos construir o Casimir C;. Utilizando (#.19), obtemos:

(P2)ts, == (H 65:) o, (4.51)

i=1
e com este sua equacgdo de autovalor, que resulta novamente na equagdo de Klein-Gordon:
(O - m?)ypra-ts = 0, (4.52)

e utilizando (4.19) e (4.24), construiremos o Casimir C5 e com este sua equagdo de
autovalor. Vamos proceder como na se¢do anterior, comecemos decompondo a (4.26) em
(SeBynmi, = [C*F + DB]",  onde:

(COyits, = i S TTob (™eap, = n™eag); (4.53)
k=1 i=1
izk
1 S
(Doyts, = =50 T1ons (4.54)
1=1

Perceba que (C\gCP P, PA)!', 15 4pvi-vs apresenta a mesma estrutura de (4.43), de modo
que:

(C,\gCO‘BPaP’\ H1-eefhs le---Vs 2 Z H 6Zi(nﬂk#rayy‘ayk + mkwamauk _ (glpltawauk +

Vy...Vg
k,r=1 =1
k<r itk,r
S S
_ 5ﬁfaurayk)¢t/1...vs -9 Z H 55:@ykauk¢1/1...vs +
k=1 i=
ik
—  sLyphr-#s (4.55)

assim como (CgCP P2)!, s opv1--vs apresenta a mesma estrutura de (4.49), ou seja:

(CapCOP PRt e = 63T + 4 3 [T 0 (g0 = B0 ) O
k,r=1 i=1
k<r ixk,r

(4.56)
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Computemos agora os seguintes termos:

7/' S S
(CraDY505 = 52 H 04! (M0 08" = 1ap, 05 )0 (4.57)
1 =
(DagDP )it = qoa0® TT o5 (4.58)
1=1
Definindo (S, )55, = [Chg DB + Dy3C8 + Dyg D)5 e utilizando os resultados

#@.57) e (4.58), teremos:

—a 1
Hlefbs Wi ( SHE 00 _ Oufi Qpig _ Sa sHE af i
(SA props = Z H(5 Z(dA O pr = pr0 T Oy 5/} ) + U/\BU H(5 L
k 1= ]1C i=1
[E3

Com (#.19) e (4.59), temos que:

(4.59)

- « 1 S
(Sy PPyt = Z ]‘[ L1 (T a1, 0“OM — 50,0, ) — L—lamaaﬁaaaA [] oL (4.60)
k=1 =1 i=1
i#k

Usando (3.68)), (3.53) e as propriedades em D = 3 + 1:
VOV =20, oyt =41 P9 =001 (4.61)
obtemos:
020?00 = 3001 (4.62)

Assim, {#.60) pode ser reescrita como:

(3" PPy, = =i Y TT o (8,0 - 17,700,) - S TTo40L 463
i=1

k=1 =1
i*k
Aplicando 6} em (4.59):
FQYO RN LT Bi (1 K B 1 ap - i
(S)rets = 3 ]; 1—1[ Shi(ghs — g H g ghs — g ) 10080 I—{ gk
=1 i= 1=
i+k
S S
= 2 Y []omoms +3 1‘[ o, (4.64)
k=1 i=1
%k

onde da primeira para a segunda linha usamos a anti-simetria de 0% e 0,308 = 12IL.
Com (4.64) e (4.51)), podemos computar o termo:

(SP2)H-ps = _ Z H(gm ik, 10 - 3H5MDH (4.65)

V1...Us
k=1 i=1
ixk

Como ( Sy, SP)HLHs. = [ChaCoP +§Aa]“;‘1ﬁ,‘,‘55, podemos finalmente a partir de l|
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#.56), @.60) e (#.63) construir o casimir C para a representagdo espinorial. Obtemos

entao:

(25 )0 w2 3 TT ooty Do =2 3 [T o0, 0 +

k,r=1 =1 k=1 i=1

k<r i+k,r izh
+ 2 30 TT o [ 00,00, = o, (Cstr = 007 = 81 040, = 8300y, | -+
e itk
1 S S
- 5 Z a fYVk]aluk [ﬁv ’Y“k]ﬁuk - [’y“’“,%k]D)w”l'""s
b=l z;k
= m25(5 + 1 )pHats (4.66)

Temos portanto todos os operadores de Casimir do 150(3,1) e suas equagdes de
autovalores, nas representacdes que agem sobre tensores e espinores-tensores de ordem s,
em D = 3 + 1. Nosso préximo passo € fazer uma readaptacao dimensional dos resultados

obtidos até aqui, iremos adapta-los para D = 2 + 1.

44 GRUPO DE POINCARE 750(2,1)

Em um espago tridimensional um tensor antissimétrico de segunda ordem .J*#, pode

ser escritor na forma de um vetor, da seguinte maneira:

1
Jo = Seopu ™. (4.67)

Com essa prescri¢do a dlgebra de Lie do grupo do Poincaré iso(2, 1), serd dada por:

(s o] = teupd?, (4.68)
[, Pl = i€, P?, (4.69)
[P, P,]= 0. (4.70)

4.4.1 Tensores e espinores-tensores de ordem sem D =2+ 1

Perceba que os geradores de translacdes espaco-temporais (4.7) e (4.19) em D =3 + 1,
preservam sua estrutura em [ = 2 + 1. Ja para os geradores das transformacdes de Lorentz,
devemos utilizar as prescri¢do (4.67). Temos entdo que:

1

(Lo)iits, = Sepaa(L2)5 S, (4.71)
1

(Sp)Hts = —€,np (SR )L Hs (4.72)

2
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utilizando (4.14) e (4.15), respectivamente, obtemos:

(Lp)yts, = —iepapr®d” [T 647, (4.73)
=1
(Spyrbts = iy []e, ok (4.74)

k=1 i=1
ixk

esses sdo os geradores do grupo de Lorentz que atuardo sobre tensores de ordem s, em
D=2+1.
Da mesma forma com os geradores (4.25)) e (4.26))'} teremos:

S

(Lp)lbts = —i€papr®d® [ 01T, (4.75)
=1
) s s ’ 7.8 ,
(Sp)tts = zlﬁleje”zykéﬁilﬂ+§1}65izvp, (4.76)

ixk

que sdo os geradores do grupo de Lorentz que agem sobre espinores-tensores de ordem s,
em D =2+1.

4.4.2 Operadores de Casimir da iso(2,1)

Jackiw e Nair (JACKIW; NAIR, [1991)), apresentam os operadores de Casimir do grupo
de Poincaré em D = 2 + 1. Esses operadores e suas respectivas equagdes de autovalor, sdo

definidos da seguinte maneira:

i
Cs

PP, = P'P,¢ = -m?9, 4.77)
P"S, = P"S,¢=amo, (4.78)

onde m e « representam, respectivamente, a massa e a helicidade da particula. Perceba, que
a equacao possui a mesma forma que em D = 3 + 1, assim como o préprio Casimir,
logo € esperado obtermos a equagdo de Klein-Gordon novamente. Como fizemos antes,
vamos obter as equagdes de autovalor, nas representagdes tensorial e espinorial-tensorial.

Para a representagdo tensorial, utilizando os geradores e (4.74), obtemos as

equagdes de autovalor:

(0= m2) i = ), 4.79)
S LB 8t | T veve = amTwse, (4.80)
k=11

=1
itk

onde o operador E*, é definido como,

Er, =€ ,0,. (4.81)

v =

' Em D =2+ 1, podemos utilizar do fato que [7#,7"] = e"*P~,,.
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Para representagio espinorial-tensorial, utilizando os geradores (4.19) e (4.76), teremos
as equagoes de autovalor:

(O-m?2)gprr-#s =0 (4.82)
zsj H e ST + % 1‘[ S |t = qumaphrts, (4.83)
k=1 =1 i=1

izk
Portanto, temos em maos todas as equacdes de autovalor dos operadores de Casimir
do grupo de Poincaré em D = 2 + 1, tanto para tensores quanto para espinores-tensores de

ordem s.
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5 VINCULOS DE FIERZ-PAULI A PARTIR DA ALGEBRA

A medida em que aumentamos o spin de particulas massivas, para que propaguem o
numero correto de graus de liberdade fisicos em uma dada representacao, € requerido o
uso de tensores e espinores-tensores de ordens mais altas. A questdo € que campos de
ordens mais altas introduzem componentes espurias que devem ser eliminadas. Isso pode
ser feito a partir de equagdes de vinculo. No caso de particulas massivas isso pode ser
feito a partir dos vinculos de Fierz-Pauli (FIERZ; PAULIL [1939). Para particulas de spin-s

inteiro, representados por tensores arbitrdrios de ordem s, essas condi¢des sdo:

THL-Hs = T(Mluﬂs), (51)
Ny L2070 =0, (5.2)
E)MT“WQ“'“S = 0. (5.3)

Para spin-s semi-inteiro, representados por espinores-tensores de ordem s, elas sdo:

it = ¢(u1---us)’ (5.4)

Mg VP42 4 =0, (5.5)
B, Wb = (), (5.6)
R ) (5.7)

Obter esses vinculos nao é uma tarefa facil, em geral sdo obtidos trabalhando-se nas
equacdes de movimento de um dado modelo até que as condi¢des sejam demonstradas
e os campos auxiliares sejam eliminados. Contudo, em (KOENIGSTEIN; GIACOSA;
RISCHKE, [2016), os autores conseguiram derivar os vinculos de Fierz-Pauli de maneira
independente de modelo, para spin-1/2, 1, 3/2 e 2. No presente trabalho estendemos esses
resultados para spin-5/2, 3 e 4, em D = 3 + 1. Também generalizamos esses resultados
para D =2 + 1, para helicidades-5/2, 3 e 4.

5.1 SPIN-5/2

Nesta secdo obtemos os vinculos de Fierz-Pauli para um espninor-tensor de segunda
ordem que representa uma particula massiva de spin-5/2,em D =3+1e D =2+1,a

apartir das equacdes de autovalor advinda dos Casimirs C e (.
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5.1.1 Spin-5/2em D =3+ 1:

Para um espinor-tensor de segunda ordem, o operador de Casimir ('} temo como

equacao de autovalor a equacdo de Klein-Gordan:
Ok = m2apHv . (5.8)

Setando s = 2 e s = 5/2 em e fazendo uso da equacdo de Klein-Gordon (5.8)),
encontramos depois de algumas manipulacdes, a seguinte expressdo para equacgdo de
Pauli-Lubanski:

M2 (=20 — e + pUR) + DR + 1 DD +
RO — D Db — O B — D Dt +

1
= 7 ((7.7%]10" = [4.:9"10 - m* [y pa )y +

- i([ﬁ, 110" = 18,4710 = m*[7", 5]+ = 0, (5.9)

onde v denota 1), .

As seguintes contracdes irdo resultar nos vinculos de Fierz-Pauli:

’PB9) = 909" =0, (5.10)
VOED) = WO = 70,0 =0, (5.11)
0F9) = 9" = o =0, (5.12)
nBO) = =0, (5.13)
1BDa = Wk =0, (5.14)
TENa = W =0k =0 = Yo =0, (5.15)
B = Yy =0, (5.16)
YEI = 7™ =yt = 0. (5.17)

Nas equacdes (5.14)) e (5.15)) o subscrito “a” significa que nés estamos tomando apenas
a parte antissimétrica de Y*, i.e., ¥h" = (Y —pvH) 2.

Com as equagoes (5.12)), (5.13)), (3.13) e (5.17) em mios, nés completamos a demons-
tracdo dos vinculos de Fierz-Pauli (5.4)) - para um espinor-tensor de segunda ordem

em D =3+ 1, obtidas das equacdes de autovalor dos casimirs.

5.1.2 Helicidade-52em D=2+1

Para um espinor-tensor de segunda ordem com helicidade a = 5/2, a equagéo (4.82)
nos da a equacdo de Klein-Gordon enquanto (4.83) nos da a equagdo de Pauli-Lubanski

emD=2+1: 1 5
B + B + S = Cm. (5.18)
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Primeiro, aplicando # na equagdo (5.18) e usando prépria (5.18) nos termos com Jy*?,

teremos que:
I + 204NN + 207 DyahH — E#pEV)\wP)\ = S . (5.19)

Entdo, como fizemos em D=3+1 , nds sugerimos alguns passos para obter os vinculos
de Fierz-Pauli, mas agora serd sempre necessario fazer o uso da equacdo de Klein-Gordon

e das equagdes (5.18)) e (5.19). Combinando essas equagdes, temos que:

?[(.18);0*(19) = 9,0, =0, (5.20)
n@EA8);nE19) = nuy™ =0, (5.21)
(BEI);0v(B19) = 9™ = vt =0, (5.22)
YE18):*(B19) = ™ = nyat =0, (5.23)
0(B18);0E 19 = 9t =04 =0, (5.24)
YEIvE1Y) = ™ = = 0. (5.25)

Note que apds de obter a condi¢do de transversalidade e usar a propriedade £, E,5 =

O(8,8000 — 0,a0,5) a equagdo (5.19) se reduz a equagio de Dirac:
(&= m)pH =0. (5.26)
A fim de demonstrar que ¥* € simétrico, nds aplicamos €, em , o que nos da:
€t =0 = P = P¥H, (5.27)

Com esse resultado e as condi¢oes (5.21), (5.24), e (5.23) os vinculos de Fierz-Pauli estdo
todos verificado a partir das equagdes dos Casimirs.

5.2 SPIN-3

A seguir, n6s obtemos aos vinculos de Fierz-Pauli para um tensor de ordem-3 que
representa uma particula massivaem D =3+ 1e D =2+ 1, a partir das equacdes de

Casimir.

5.2.1 Spin-3em D =3+1

Os Casimirs C e (4 sdo dados respectivamente por e @.28),
Oy = P2 = P, P* = (0 - m?)T"7 =0, (5.28)

Co= W2 = W, W = W2THY = m2s(s + 1)TH = 12m2TH7 (5.29)
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Usando (4.29)) explicitamente nas expressoes (5.29) e (5.28)), nés encontramos depois

de algumas manipulacdes:

6T + 2m> (0 TH o + 1P T 5 + 0 T ,0) = 2m2(TH + T 4 TV#) 4

+ 2000V TH + 0u0 TH + DuOM T ) = 2(1 0o 0y TH + 11 0005 T + 0 000y T )+
20" NTH , — 200 T 5~ 20107 T7 1 + 20,07 TH + 20,07 T+

£ 20,0" T +20,0" T + 20,0"T" + 20,0/ T = 0, (5.30)

Aplicando 7)., 7, € 7, respectivamente, em (5.30), e tomando uma derivada da

equagdo resultante, mostramos que:
T, =0 ; T°,7=0 ; T, =0. (5.31)

Inserindo os resultados em (5.30) e aplicando 0,0, 0, na expressdo obtida, demons-
tramos que 0,,0,0, 17 = 0. Em seguida, aplicamos 9,05, 0,,0,, € 0,0, respectivamente,
em para mostrar que 0,,0,T*7 = 0, 0,0,T*7 = 0, e 9,0,T"7 = 0. Finalmente,
aplicando 9, 0,, and 0., respectivamente, nos obtemos a condi¢ao de transversalidade:

a,uT’“W =0 ) az/T’w’Y =0 ; avTWW =0. (532)
Entdo, a expressdo resultante (5.30) pode ser reescrita como:
JTHYY = THYY o TVIY § TV (533)

Por meio de subtragdes de (5.33)) e renomeacao de alguns indices, nds obtemos o seguinte

sistema

44T = =t =0
— A =, (5.34)
0

pvy Y v _
=t by T+ AT =

onde ¢} = Twy — Tvwy 3" = Twr — T e t477 = Tvir — TH¥. J4 que a matriz
correspondente ao sistema linear (5.34) tem determinante nao nulo, a tnica solugdo de
|b é a trivial: t;‘ P =0, 7 = 1,2,3. Consequentemente, ficamos com um tensor

totalmente simétrico

THY = 7)) (5.35)

Deste modo, deduzimos todos os vinculos de Fierz-Pauli para um tensor de ordem-3,
i.e., o tensor € totalmente simétrico (5.35]), possuii traco nulo (5.31)) e é transverso (5.32).
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5.2.2 Helicidade-3em D =2+1

Para um tensor de ordem-3 com helicidade o = 3, a equacdo de Pauli-Lubanski (4.80)

¢ dadad por:
EPTHY + EBVTW” + E TP = 3mTHP. (5.36)

Usando a equagdo de Klein-Gordon em (5.36), podemos demonstrar os vinculos de Fierz-

Pauli ap6s algumas manipulacdes. Indicamos os passos necessarios a seguir:

?*(.36) = 0,0,0,1"° =0 (5.37)
*B.36) = 0,07 =0,0,T" = 0,0, T =0 (5.38)
oB36) = 9,17 =0,TH" =09,TH" =0 (5.39)
nB36) = THFr=T", =T",=0 (5.40)

onde, foi feito o uso repetido de (5.36). Contraindo E”,, E”, e E”,, uma a um, com (5.36)

e reinserindo as trés equagdes resultantes em (5.36), obtemos:
T = THW 4 TV 4 T (5.41)

ou seja, a mesma equagdo (5.33)), entdo realizando os mesmos passos da sec¢do anterior
nos concluimos que o tensor € totalmente simétrico. Isso completa a demonstragdo dos

vinculos de Fierz-Pauli para um tensor de ordem-3 em D =2+ 1

5.3 SPIN-4

Aqui nos obtemos os vinculos de Fierz-Pauli para um tensor de ordem-4 que representa
uma particula massiva de spin-4 em D =3+ 1e D = 2+ 1, a partir das equagdes de

Casimir.

5.3.1 Spin4inD=3+1

Como de costume, o operador de Casimir C nos dd a equacio de Klein-Gordon:
OTHvesd = m2 prvad, (5.42)

Por sua vez, para s =4 e s = 4, reescrevemos a equacao de autovalor do operador de
Pauli-Lubanski como:
m2AReB 4 prvel - ), (5.43)

onde

Amvol = @ puval _ (Tvmel g vl piven g puev oy pubev . uvery (5.44)
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BHres = gr, ToB 4 gr, T8 4 gr. T8 4 9h, THY 4 9, TP 4 ¥, THos
+ 070, T 4+ 9, THIeT 1 9o, TWH 4 99, WA 1 9o, TH P 4 9o g, TP
+OPOTIVON 4 PO, TIO 4 9P, TN + 9P, T
— 5750(77WT70046 + nuaT'waﬁ + nuﬁ Tyvao 4 nvaTmob’ + nVBT/waU + na’BT“’”")

- m2(9“”T770‘5 + G“O‘T'y”yﬁ + H“ﬁTWO‘ﬁ, + 9”°‘T’”75 + HZ’BT’”“7 + HO‘BT‘“’H).
(5.45)

A fim de verificar os vinculos de Fierz-Pauli, faremos uma série de contragcdes a
operagdes comecando com (5.43), sempre usando (5.42). Devido ao grande nimero de
contragdes possiveis com os quatro indices do tensor, o procedimento para a demonstra¢io
¢ trabalhoso e tipicamente envolve o uso de sistemas de equacdes que sdo obtidos de

diferentes manipulagdes de (5.43). As seguir resumimos os passos a serem seguidos:

0" (5.43)
0” (5.43)
0?n
0% (5.43)
O
nn
77
0

0,,0,0,05THP =0 (5.46)
0,0,0, TP = 9,0,05TH*P = 0,0,05TH*" = 8,0,05T" P ESWUT)
9,0,T"", = 9,0,T"", =0 = - (5.48)
9,0,T"F = 9,0, TP =0 = ... (5.49)
a,uTllﬁ’Y,y = @MT;W/B7 = (‘%Tﬁw7 =0=--- (5.50)
TV, %% =T =T, =0 (5.51)
Twyaﬁ - Taﬂvy =0=-.- (5.52)
0, TP = 9, TP = () = .. (5.53)

L T

Ap6s isso, (5.43)) se torna:
6 T = vnad | pavnd | povan o puovs | pubey y puvia (5.54)

Similarmente ao caso de spin-3, € conveniente definir seis tensores parcialmente

antissimétricos:

tllwaﬁ — T,uuaﬁ _ Tu,uaﬁ tjlﬂfﬂ — Ta,uu,B _ Tauuﬁ

tl/a#ﬁ — Tzzauﬁ _ T,uozzxﬁ

v ; tgual/ — TBuov _ rap (5.55)

tgﬁo‘“ _ TvBap _ upav tga;w _ TBapv _ pBavu

Por meio de subtragdes de (5.54) obtemos, por exemplo,
THhVOP P ol gePon y qamB g yBrer — () (5.56)

Note que, a principio, £/’ # t**°, Portanto, a troca o <> 3 em (5.55) leva a um total
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de 12 tensores de ordem-4 parcialmente antissimétricos. Tomando subtragdes de (5.54)
e renomeando indices, podemos derivar 12 equagdes para os 12 tensores. Como no caso
de spin-3, o determinante da matriz 12x12 que representa o sistema linear € nao nulo, e a
solugdo trivial t;"sp *=0comj=1,2,--12éatnica possivel. Isso implica imediatamente

que o tensor € totalmente simétrico.
TYoPx = TP, (5.57)

Entdo, junto com (5.52)) e (5.53)), nos demonstramos todos os vinculos de Fierz-Pauli
para um tensor de ordem-4 em D = 3 + 1, obtidos a partir das equagdes de autovalor dos

operadores de Casimir.

5.3.2 Helicidade-4dem D =2+1

Para um tensor arbitrdrio de ordem-4, a equacdo (4.80) é dada por:
E\PT o8 4 B\VTHAB o TS o yPTive = 4 THvel, (5.58)

Similarmente ao que foi feito em D = 3+ 1, vamos descrever os principais passos para

encontrar os vinculos de Fierz-Pauli, sdo esses:

5 (B59)
o (653
0%n
E&* (659
a1
Enn (5.58)
En (-58)
E9 (B.58)

0,0,0,05TH*P =0 (5.59)
0,0,0, TP = 0 (5.60)
0,0, T =0 (5.61)
9,0, TP = () (5.62)
9,T"7., =0 (5.63)
T, =0 (5.64)
T =0 (5.65)
9, TP =0 (5.66)

T

Vale mencionar que sempre empregamos o uso da equagdo de Klein-Gordon (ITH8 =
m2Tr B onde quer que fosse possivel assim como a prépria equacdo (5.58). Contraindo
B, Er, E.f, e Egr com (5.58)), temos que:

6 e = rred g Tovus o pivan 4 puev o Twber 4 pavia (5.67)

que é a mesma equagdo (5.54]) obtida em D = 3 + 1 . Esse ultimo resultado demonstra,
portanto, que o tensor € totalmente simétrico. Demonstramos assim todos os vinculos de
Fierz-Pauli para um tensor de ordem-4, também a partir das equacdes de autovalor dos

operadores de Casimir do grupo de Poincaré em D =2 +1 .
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6 UMA INTRODUCAO AS TEORIAS DE HIGHER SPIN NAO MASSIVAS

Neste capitulo iremos lidar com teorias de calibre ndo massivas para spin alto. Apresen-
taremos as teorias de Fronsdal e em seguida de Fang-Fronsdal, como uma generaliza¢io
das teorias de calibre de spin baixo (spin-1, 3/2 e 2) para spin-s arbitrdrio. Apresentaremos
as simetrias dessa teoria e construiremos assim agdes invariantes de calibre, escritas em
termos de objetos geométricos. Por fim, falaremos do formalismo de Francia e Sagnotti e
tentaremos reobter um resultado dessa teoria de uma maneira mais simples.

Antes de iniciar essa discussdo, hd algumas notag¢des que adotarei exclusivamente neste

capitulo. Lidaremos exclusivamente com objetos simétricos:

90(,11,1...;1,3) (61)

onde (...) indica simetrizacao, sem termos de normaliza¢do, por exemplo:

Pu) = Puv T Pup- (62)

O traco de sera representado por:

s = 12001 i (6.3)

e o divergente serd representado por:

O Pugpis = 0" Oy (6.4)

6.1 FORMALISMO LAGRANGIANO

Seja um sistema mecanico com N graus de liberdade, descrito pelo conjunto de
coordenadas generalizadas {qi}izlm ~ ho espaco de configur¢do. Seja também L uma

func¢ao dessas coordenas, das velocidades generalizadas e eventualmente do tempo,

L(qla"'7q1\7;q17"'7QN;t)7 (65)

ou de forma compacta,
L(q,q,t), (6.6)

essa funcdo € denominada lagrangiana.
Podemos entdo enunciar o principio de Hamilton (ou minima a¢do): Dado um sistema
mecanico holdnomo descrito pela lagrangiana L(q, ¢,t), seu movimento do instante ¢; ao

instante ¢ é tal que a acao

to
S:[ dt L(q,d,1) 6.7)

1
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¢ minima para a trajetdria real, mantidos fixos os pontos inicial e final da trajetdria no
espaco de configuracdo.

Assim, segundo o principio de Hamilton a varia¢do funcional da acdo € nula
05 =0, (6.8)
por outro lado

0S5

oL oL
S H(Gg 00+ 5. 0%)

oL,  OLd
- Ldt( 50+ 5 601)

dq; (‘3 dt
t2 QL d OL oL . |t
= 0q; dt + —9¢
./t1 (8(]Z dt aqz) dq; %,

como estamos considerando os extremos da trajetéria fixos, i.e., 6(q1) = 0(¢q2) = 0, 0

ultimo termo € nulo. Logo,

08 = (6.9)

’ a[/_iﬁl/)(S o
t1 an dt@ql -

Como as quantidades d¢;’s sdo arbitrarias e independentes entre si (ndo ha vinculos), a

integral s6 serd nula se o integrando também o for, assim:

oL d oL
dq;  dtdg;

(6.10)

Essas sdo as chamadas equagdes de Euler-Lagrange, que descrevem a evolugdo temporal
de um sistema cldssico.

Consideremos agora um sistema com infinitos graus de liberdade, o mesmo sendo
descrito por campos como coordenadas generalizadas, ao invés dos indices discretos ¢,

temos um indice continuo dado pelas coordenas espaciais r:

qi(t) = o(r,1). 6.11)

Logo, os campos formam um espaco de configuragdo com infinitos graus de liberdade.
No caso do sistema discreto, a lagrangiana envolvia uma soma sobre todos os graus de
liberdade, de modo que agora no caso continuo a lagrangiana deve ser expressar em termos

de uma integral espacial sobre uma densidade de lagrangianas, £(, 0,¢), dada por:

L= f &r L(,0,0). 6.12)

Nesse caso a agdo fica dada por:

to
_ 3 _ 4
S_/t1 dt/d rﬁ(gp,augo)—/d x L(p,0,p). (6.13)
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Variando a acdo, temos:
6[2
dz | =

) or or
e {[ o7 “9(%@)]5@ 56,5 )}

considerando que as variacdes oy anulam-se na superficie que delimita o volume de

05

integragdo, temos que o ultimo termo € nulo. Assim, pelo principio de Hamilton:

L foc . o .
58 = fd l@ %502 )]w_o. (6.14)

Pelo mesmo argumento de antes, de que as variacdes d¢ sao independentes e arbitrdrias,

resultam as equagdes de Euler-Lagrange para o caso continuo:

oL oL

— -0,——— =0. (6.15)
Oy “3((%0)

6.2 CAMPOS BOSONICOS

6.2.1 Equacao de Fronsdal

Os campos de Calibre s@o de vital importancia para fisica tedrica moderna. Seu sucesso
se deve a explicacdo da dinamica das particulas elementares por meio de campos de calibre
de spin-1, estando vinculados aos mediadores das forcas eletromagnética, fraca e forte. O
modelo mais simples de campo de calibre de spin-1, que podemos dar como exemplo, é
fornecido pelo eletromagnetismo. As equacdes de Maxwell no viacuo podem ser escritas
na forma:

OHE,, =0, (6.16)

onde, F},, € chamado de tensor do campo eletromagnético e € dado em termos de um

campo de calibre de spin-1, A, como:
Fu=0,A,-0,A,. (6.17)
Podemos escrever (6.16) em termos de A, usando (6.17):
0A, -0,0°A, =0 (6.18)
Consideremos a seguinte transformagao para o campo A,,:
0A,(z) =0,&(x) (6.19)

onde & () é um pardmetro arbitrario que é fungéo apenas das coordenadas do espago-tempo

z#. Note que a equacdo (6.18) ¢ invariante por essa transformagao de calibre.
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Os campos de calibre de spin-1 podem ser usados para explicar todas as forcas funda-
mentais da natureza, a excecdo da gravitacional, que requer campos de calibre de spin-2.
Contudo, a estrutura matemdtica relacionada a essa teoria de spin-2 apresenta algumas
analogias com o caso de spin-1.

Na gravitacao, um arcabougo geométrico permeia todas as manipulagdes algébricas, e

pode-se verificar que as equacdes de Einstein no vacuo se reduzem a:
Ruy = 07 (620)

ou, em termos de uma perturbagdo linear em torno da métrica, g, = 7, + b, podemos
obter:
Ohy = 0,0 - hyy = 0,0,h" = 0, (6.21)

que € invariante pelo seguinte diefeomorfismo:
0hy = 0,0 (6.22)

Podemos supor que as equagdes (6.18)) e (6.22)) podem ser generalizadas para campos

de calibre de spin-s arbitrario. Um possivel ansatz € dado pela equagdo de Fronsdal

fmmus = D¢u1-~us - a(ma ) ¢u2---us) + 8(,“(9”245&3“#5) =0, (6.23)

onde ¢,,. ,, € um campo totalmente simétrico e F), , € chamado tensor de Frondal.

Note que tomando s = 1 em (6.23)) recuperamos e tomando s = 2 temos (6.22).
A transformacdo de calibre do campo é dada por:

6¢u1...us = 8(,u1€u2...us)~ (624)

Logo, a variacdo do tensor de Fronsdal sera:

0F s s = 300y 012 s (6.25)

Ba-epis)

Vimos que para os casos de spin-1 e spin-2 (s=1 e s=2), o tensor de Fronsdal era natural-
mente um invariante de calibre. Perceba de (6.25)) que para s > 2, precisamos impor que
o parametro da transformacdo tenha traco nulo, a fim de que o tensor de Fronsdal seja
invariante de calibre

£ =0. (6.26)

H1..-Hs-3

A fim de que o campo de calibre propague o nimero correto de graus de liberdade de

um campo de spin-s ndo massivo, vamos impor que o campo tenha duplo trago nulo:

¢ 6.27)

H1efls—a”

Para ver que essa condi¢do garante o nimero de graus de liberdade correto vide apéndice-A.
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6.2.2 Acdo de Fronsdal

Precisamos agora encontrar uma a¢do da qual possamos derivar essas equacdes de
movimento € que a0 mesmo tempo seja invariante de calibre. Comecemos notando que o

tensor de Fronsdal satisfaz a seguinte identidade de Bianch:

1
a"Fu1~~-u- 1 §a(u1 . 0. (6.28)

5= p2fis—1)
Definimos entdo o seguinte tensor de Einstein:

1

g/u---us = ‘7:u1---us - En(mm}-,:g...us) (6-29)

que € claramente um invariante de calibre. Note que a divergéncia do tensor de Einstein é

proporcional a métrica

1 !
9 Guy.ptoror = _577(!“#28 ) ‘Fus...us_l)' (6.30)

Vamos propor entdo a seguinte densidade de lagragiana:

1
E = é(b,ul...,usgulmusa (631)

tomando sua variacdo de calibre, temos:

1 1
oL §5¢N1---#sgmmus * §¢u1...us5g”1'~-us
1
= §a(u1£u2n.“s)gﬂlu-/‘s

1 1
= 5000 o) §"1) = 58002 )0 - G

porém, de (6.30) vemos que o segundo termo € nulo, ji que o divergente do tensor de
Einstein é proporcional a métrica, o que acaba tomando o traco do pardmetro de calibre,

portanto:
1
0L = 50 (Gainn G (6.32)

1sso nos leva a seguinte a¢do invariante de calibre:
S = L dP fiLeofis 6.33
=3 TOu 1Y . (6.33)
Contudo, note que a equagio de movimento advinda da agdo (6.33) é
gra-ts =0, (6.34)

que nio coincide coincide com a equagio de Frondal (6.23). Porém se tomarmos o trago
da mesma, temos que F'#1--#s-2 = (), logo a equagdo (6.34) € equivalente a equagdo de
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Fronsdal, ja que o tensor de Einstein difere do tensor de Fronsdal, apenas pelo traco do

tensor de Fronsdal.

6.3 CAMPOS FERMIONICOS

Seguindo o mesmo caminho que na se¢ao anterior podemos desenvolver uma teoria
de calibre para campos fermionicos de spin arbitrario. Dessa vez, tendo como base de

generalizagdo a teoria de spin-3/2, temos como ansatz a equagao de Fang-Fronsdal:

Frir s :ﬁwmmus - 8(#1%#2--#5) =0, (6.35)

onde o campo de calibre v,,, . € um espinor-tensor, cujo a transformagao de calibre €

dada por:
OWpiyps = Our Qg - (6.36)

A variagao do tensor de Fang-Fronsdal nos da:
OF i ois = =201 0ol s ) - (6.37)

No caso de spin-3/2 (s = 1) o tensor de Fang-Fronsdal € invariante de calibre, para spin
maiores ou iguais a 5/2 (s > 2) precisamos impor que o parametro da transformacao seja

gama-traco nulo, a fim de que F,, ., seja invariante, ou seja:

Loroopian = 0. (6.38)

Uma condigdo suficiente para que o campo 1,,, . ,,, propague o nimero correto de graus
de liberdade de um campo néo massiva de spin-(s + 1/2) é que seu triplo gama-trago seja

nulo, i.e.,
W nes = 0. (6.39)

Perceba que com a condigdo (6.39), o tensor de Fang-Fronsdal satisfaz a seguinte identidade

de Bianchi: ) )
—DF et — 58(,“ ! 0, (6.40)

2 M2---/»Lsfl) =

que como antes, nos leva a definir o seguinte tensor de Einstein:

a ’ ‘F}Ll...ps,l -

1 1

gul---us = fln---us - 57(,&1}(#2-#0 - 577(#1#2‘7:;;3...“5)7 (6.41)

que € claramente um invariante de calibre. A divergéncia do Tensor de Einstein é:

1 1
a- g,ul...us—l = 57(/“8 'fuz...usfl) - 5”(#1#28 : FL3,,,/1571)7 (642)

que € proporcional a matrizes gama, lembrando que a métrica esta relacionada as matrizes
gama pela algebra de Clifford (3.53).
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Propomos entdo a seguinte densidade de lagrangiana:
L=—ithy, ., G'hs, (6.43)

a unidade imagindria estd presente para que nossa lagrangiana seja hermitiana. Tomando a

variagdo de calibre da lagrangiana

oL

_M&Mmusgmmus - i&uy..us(sg”l'““s
_ia(lll Eug...us)gul'“#s
_ia(lll (C_ug...us)gulmus) - iC(MQ--~Ms-1)a . glt2...,us’

porém, de (6.42)) vemos que o segundo termo e nulo, ji que o divergente do tensor de
Einstein € proporcional a matrizes gama, o que acaba tomando o gama-trago do parametro

de calibre, portanto:
oL = _ia(ltl (C;LQ...[LS)QHL“HS)- (644)

Somos entdo levados a uma acédo invariante de calibre, dada por:

S=-i f AP by, Gt (6.45)

cujo a equagao de movimento é
Grr-te = (. (6.46)
Tomando o gama-trago de (6.46), temos que ., ., , = 0, consequentemente F,, , =0,

concluimos assim que essa equagdo de movimento € equivalente a equacdo de Fang-

Fronsdal.

6.4 TEORIAS DE HIGHER SPIN NAO LOCAIS

Recentemente, uma formulagdo minimal (aqui, “minimal” refere-se a: Minima quanti-
dade de campos em uma teoria invariante por transformacdes de difeomorfismo irrestritas)
foi proposta por Francia e Sagnotti, vide selecao de artigos (FRANCIA; SAGNOTTI,
2002)), (FRANCIA; SAGNOTTIL 2003) e (FRANCIA; SAGNOTTI 2005). Nesta for-
mulagdo, voltada para teorias ndo massivas, o campo totalmente simétrico ndo possui as
restricdes usuais impostas pelos modelos de Fronsdal, no qual o campo € duplo trago nulo
(6.27)), e Fang-Fronsdal onde o campo € triplo gama-trago nulo (6.39). Além disso, o
mesmo se aplica ao parametro de simetria de calibre que possui traco nulo no caso bosénico
e gama-traco nulo no caso fermidnico. Decorre dessa proposta que o modelo traz em sua
formulagdo campos compensadores de ordem-(n — 3) no caso bosonico e ordem-(n — 2)
no caso fermidnico. Portanto, os autores investigaram a obten¢ao de modelos nao locais
de spin alto por meio de integra¢des funcionais sobre os compensadores, e a relagdo entre
a formulagdo minimal (sem restricdes) de Francia e Sagnotti e a formulagdo usual de

Fang-Fronsdal pode ser investigada através de fixacoes de calibre adequadas.
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Acreditamos que os resultados obtidos por Francia e Sagnotti podem ser alcancados
por meio de redefinicdes nos campos, ou seja, trabalhando a nivel da lagrangiana apenas
e utilizando como ponto de partida a teoria de Fang-Fronsdal. Faremos isso para o caso
de spin-5/2, na esperanca de reobter a forma nao local obtda por Francia em (FRANCIA,
2010).

6.4.1 Recuperando a¢des nio locais - spin-5/2

A acdo de Fang-Fronsdal para campos de spin-5/2, ndo massivos, é¢ dada tomando s = 2
em ([6.43)), temos entéo:
S[4] = —i f P 57 G,, (D). (6.47)

Vamos considerar a seguinte redefinicdo no campo:
z;/w - ¢uu + A;w ; A;w = V(Mau)X (648)

onde nés introduzimos o campo compensador de ordem-(s — 2), nesse caso dado pelo
espinor x.

Sob a redefini¢do (6.48)) a acdo se torna:
S[ox] = =i [ a2 [5G () + 3G (B) + MG () + MG ()] (649)
A equacio de movimento para 1) é dada por:

Guw(W+A)=0 < Fu(v+A)=0, (6.50)

entao,
]—"W(z/)) =2D0,0,x. (6.51)

A acdo (6.49) ¢ invariante sob as transformagdes:

1
61/)/“/ = 8(u(1/) ) 5X = _Eg (6.52)

cujo o parametro de calibre, (, ndo apresenta nenhuma restricao.
A relagdo (6.51) pode ser usada para eliminar o campo compensador y, temos a

seguinte agdo ndo locall}

Sw1=-i [ v [wg,ww) —a-f%a-f] 653

que coincide com aquela obtida por Francia, vide equacdo (61) de (FRANCIA/ 2010).

' A ndo localidade se deve a presenga do operador d’alembertiano no denominador, o motivo disso implicar

em ndo localidade pode ser encontrado em (BENGTSSON] [2020)



60

7 CONCLUSAO

Esse trabalho foi dividido em duas grandes partes ligadas a diferentes ramos da teoria
de higher spin. Na primeira parte lidamos com teorias de spin alto massivas em D =
3+1e D =2+ 1 dimensdes. Comecando com a obtencao dos geradores do grupo de
Poincaré, conseguimos obter os gerados nas representacdes tensoriais e espinoriais de
ordem arbitraria. Tais geradores nos possibilitaram construir os operadores de Casimir da
dlgebra so grupo de Poincaré is0(3, 1) e is0(2, 1) e suas respectivas equagdes de autovalor.
Das equacdes de autovalor, foi possivel obter os vinculos de Fierz-Pauli, ou seja, de
maneira independente de modelo.

Os vinculos de Fierz-Pauli, obtidos diretamente das equagdes de autovalor determinadas
pelos operadores de Casimir dos grupos de Poincaré parecem ter sido obtidos pela primeira
vez em (KOENIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE, 2016). Nesse trabalho os autores
conjecturam a possibilidade de estender os resultados por eles obtidos para spin arbitrario.
Tal conjectura motivou a publicac@o do trabalho (SILVA et al., 2024) por mim e meu
orientador Elias Leite Mendonga, em colabora¢do com professor Denis Dalmazi (UNESP)
e 0 pos-doutorando Rafael Robson Lino dos Santos (NCBJ-Poldnia). Nessa publicacdo
encontram-se os resultados originais do presente trabalho e ademais argumentamos sobre
as dificuldades técnicas de se generalizar o procedimento, de obten¢do das condi¢des de
Fierz-Pauli, para spin arbitrario. Entdo os vinculos de Fierz-Pauli ndo sdo restricdes postas
ad hoc sobre tensores € espinores-tensores para que 0s campos propaguem O nimero
correto de graus de liberdade, elas sdo ditadas pela dlgebra de Poincaré, sendo assim elas
devem estar presentes em qualquer modelo construido para descrever particulas massivas
de qualquer spin.

Vale mencionar que com os resultados obtidos nesse trabalho € possivel revisitar
as equagdes de movimento dos modelos auto-duas de primeira ordem que descrevem
particulas massivas com helicidade- 1 (TOWNSEND; PILCH; NIEUWENHUIZEN,
1984), 3/2 (DESER; KAY, |1983), 2 (ARAGONE; KHOUDEIR| 1986), 5/2 (ARAGONE;
STEPHANY, 1984), 3 e 4 (ARAGONE; KHOUDEIR, 1993) em D = 2 + 1 dimensdes, ja
que apos obter as condi¢des de Fierz-Pauli dinamicamente, tais equagdes de movimento se
reduzem as equacdes de Klein-Gordon e Pauli-Lubanski.

Diferente da primeira parte, que lidamos com teorias de spin alto massivas, nos valendo
de aspectos algébricos do grupo de Poincaré e portanto de maneira independente de
modelo, na segunda parte desse trabalho lidamos com teorias de spin alto ndo massivas,
agora atreladas a um modelo. Em especial, apresentamos os modelos de Fronsdal e Fang-
Fronsdal, como generaliza¢des das teorias de calibre de spin baixos dos casos bosonicos
e fermibnicos, respectivamente. A fim de que as equagdes de Fronsdal (6.23)) e Fang-
Fronsdal (6.35)) sejam invariantes de calibre, foi preciso impor condigdes de trago nulo e

gama-traco nulo sobre os parametros das transformagdes de calibre dassas teorias. Além
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disso, com o intuito de que os campos propagassem os graus de liberdade corretos, fomos
levados a impor condicdes de duplo trago nulo, sobre o campo bosonico, e triplo gama-
tragco nulo, sobre o campo fermidnico. Na busca por uma ac¢ao invariante de calibre, que
fornecesse as equacdes de Fronsdal e Fang-Fronsdal, conseguimos construir generaliza¢des
do tensor de Einstein, e por fim obter acdes escritas em termos desse objeto.

Em formula¢des minimais para teorias de spin alto ndo massivas, propostas recen-
temente por Francia e Sagnotti, os campos e os parametros de calibre ndo possuem as
restricdes usuais, presentes nos modelos de Frondasl e Fang-Fronsdal. Em tais formulacdes
ha presenca de campos compensadores, de modo que ao integrar funcionalmente sobre
0s mesmos, os autores obtém modelos ndo locais de spin alto. Na tentativa de reobter os
resultados alcangados por Francia na teoria de spin-5/2, propomos uma redefini¢ao sobre o
campo de calibre, trabalhando a nivel da lagrangiana e ao eliminar o campo compensador,
adicionado em nossa redefini¢ao, conseguimos recuperar o modelo nao local obtido em
(FRANCIAL 2010).

Vale destacar, que no presente momento da finalizacao deste trabalho estamos traba-
lhando na obtenc¢do da teoria ndo local de spin-7/2. Diferentemente do que fizemos no caso
de spin-5/2, o campo de calibre no caso de spin-7/2 € sujeito a condic¢ao de triplo gama
trago-nulo (6.39), sendo assim devemos fazer uma transformacao que expde o triplo gama-
trago do campo antes de adicionarmos o campo compensador, 0 que torna o procedimento
mais dificil do ponto de vista computacional, j& que teremos expressdes consideravelmente
maiores se comparadas ao caso de spin-5/2. Contudo, temos boas perspectivas, pois 0s
resultados obtidos aqui puderam ser implementados, utilizando computacdo algébrica, no
Wolfram Mathematica, com o auxilio do pacote FieldsX (FROB, 2020), que possibilita
efetuar calculos computacionais com férmions. A ideia é que possamos fazer o mesmo no

caso de spin-7/2.



62

REFERENCIAS

ARAGONE, C.; KHOUDEIR, A. Self-dual massive gravity. Physics Letters B,
Netherlands, v. 173, n. 2, p. 141-144, 1986.

ARAGONE, C.; KHOUDEIR, A. Selfdual spin 3 and 4 theories. 1993.

ARAGONE, C.; STEPHANY, J. Dreibein massive spin-5/2. Classical and Quantum
Gravity, Bristol, v. 1, n. 3, p. 265, 1984.

BENGTSSON, A. Volume 1 Free Theory. Berlin, Boston: Gruyter, 2020.
<https://doi.org/10.1515/9783110451771>. Acesso em: 24/10/2024.

DESER, S.; KAY, J. Topologically massive supergravity. Physics Letters B, Netherlands,
v. 120, n. 1-3, p. 97-100, 1983.

DIRAC, P. A. M. Relativistic wave equations. Proceedings of the Royal Society of
London.Series A-Mathematical and Physical Sciences, London, v. 155, n. 886, p.
447-459, 1936.

E.P.WIGNER. On unitary representations of the inhomogeneous lorentz group. Annals
Math., Princeton, 10.2307/1968551, p. 149-204, 1939.

FANG, J.; FRONSDAL, C. Massless fields with half-integral spin. Physical Review D,
[S.1], v. 18, n. 10, p. 3630, 1978.

FIERZ, M.; PAULI, W. E. On relativistic wave equations for particles of arbitrary spin
in an electromagnetic field. Proceedings of the Royal Society of London. Series A.
Mathematical and Physical Sciences, London, v. 173, n. 953, p. 211-232, 1939.

FRANCIA, D. On the relation between local and geometric lagrangians for higher spins.
Journal of Physics: Conference Series, Bristol, v. 222, n. 1, p. 012002, 2010.

FRANCIA, D.; SAGNOTTI, A. Free geometric equations for higher spins. Physics
Letters B, [S.1], v. 543, n. 3-4, p. 303-310, 2002.

FRANCIA, D.; SAGNOTTI, A. On the geometry of higher-spin gauge fields. Classical
and Quantum Gravity, Bristol, v. 20, n. 12, p. S473, 2003.

FRANCIA, D.; SAGNOTTI, A. Minimal local lagrangians for higher-spin geometry.
Physics Letters B, [S.1], v. 624, n. 1-2, p. 93—-104, 2005.

FROB, M. B. Fieldsx—an extension package for the xact tensor computer algebra suite to
include fermions, gauge fields and brst cohomology. arXiv [Preprint], 2020. Disponivel
em: <http://arxiv.org/abs/2008.12422>

JACKIW, R.; NAIR, V. P. Relativistic wave equation for anyons. Physical Review D, [S.1],
v.43,n. 6, p. 1933, 1991.

KESSEL, P. The physics of higher-spin theories. Dissertationen ( Master Physik )-
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultdt, Humboldt-Universitit zu Berlin, Berlin,
2016.

KOENIGSTEIN, A.; GIACOSA, F.; RISCHKE, D. H. Classical and quantum theory of
the massive spin-two field. Annals of Physics, New York, v. 368, p. 16-55, 2016.


https://doi.org/10.1515/9783110451771
http://arxiv.org/abs/2008.12422

63

LANDAU, L. D. The classical theory of fields. Oxford: Elsevier, 2013. v. 2.

SILVA, H. A. et al. Generators of the poincaré group for arbitrary tensors and
spinor-tensors. Annals of Physics, New York, v. 464, p. 169646, 2024.

SINGH, L.; HAGEN, C. Lagrangian formulation for arbitrary spin. i. the boson case.
Physical Review D, [S.1], v. 9, n. 4, p. 898, 1974.

TOWNSEND, P.; PILCH, K.; NIEUWENHUIZEN, P. V. Self-duality in odd dimensions.
Physics Letters B, [S.1], v. 136, n. 1-2, p. 38-42, 1984.

WEINBERG, S. The quantum theory of fields. Cambridge: Cambridge university press,
1995. v. 2.

WIT, B. de; FREEDMAN, D. Z. Systematics of higher-spin gauge fields. Physical Review
D, [S.1], v. 21, n. 2, p. 358, 1980.



64

APENDICE A - CONTAGEM DE GRAUS DE LIBERDADE: CASO BOSONICO

Precisamos verificar se o campo de calibre, ¢, ., propaga o nimero de graus de

liberdade correto de um campo nao massivo de spin-s, em um espaco de Minkowski de

(D—3+s) (D—5+3)
- (A.1)
S s—2

que pode ser checado (KESSEL, 2016), onde o autor obtém esse nimero detalhadamente.

dimensdo D, que é:

Vamos mostrar que uma condi¢do suficiente para que ¢,,, ,,, propaga o niimero correto

de graus de liberdade € a imposi¢cao do duplo trago nulo, i.e,

¢! = 0. (A.2)

M1 -fs—4

Comecemos fixando nosso calibre, vamos escolher para isso o calibre de de Donder
generalizado, dado por:

log ]' !
Dpsopisr =0 Ops o pioro — 58(/“(;5”2‘““5_1) = 0. (A.3)
Tomemos o traco do tensor de de Donder
1
Dinos = 500 Py = O (A4)

ou seja, 0 mesmo possui traco nulo. Esse resultado serd ttil mais tarde.

Calculemos entdo a variagdo do tensor de D,,, .. ,, para isso € util notar que
805¢u1...u3_10 = Dgul.‘.usq + aga(ulatg...usflo)a (AS)

0D ias = 20780, paro (A.6)

segue dai e de (A.4), que
Dﬂlmﬂs—l = ngmusq (A.7)

portanto, (A.4) ndo fixa o calibre completamente, para isso podemos fazer (1§, ., = 0.
Note que

i Pus o) = 94119° pig.pis)or = 94y O ¢:ts...us)’ (A.8)

que coincide com os dois dltimos termos de (6.23). Logo, no calibre de de Donder a
equacdo de Fronsdal se reduz a:
Uép, s =0, (A9)

cujo a solucao é dada por

Bprn () = [ dPperra,, . (p), (A.10)
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com p? = 0. Note que o tensor a,, .., deve ser completamente simétrico e possuir trago

s

(D—1+3) (D—5+s)
- , (A.11)
S s—4

componentes independentes. Além disso, algumas dessas componentes estdo amarradas

nulo, sendo assim ele possui

devido o calibre (A.4), como o tensor de de Donder é completamente simétrico e como

(D—2+s) (D—4+s)
- , (A.12)
s—1 s—3

condigdes, sdo impostas sobre a,, ... Nao podemos nos esquecer também da condigdo

vimos tem traco nulo,

U€uy.. ey = 0, que possui solugdo

Surea () = [ APpEP G (0), (A.13)

com p? = 0. O pardmetro {,, . , € totalmente simétrico e possui traco nulo, isso nos

(D—2+s) (D—4+s)
- , (A.14)
s—1 s—3

componentes de a,, . .. Por fim, temos que o nimero de graus de liberdade €

D-1+s ~ D-5+s 9 D-2+s ~ D-4+s ~ D-3+s ~ D-5+s
S s—4 s—1 s—3 - s s—2 ’
(A.15)

que € o nimero correto de graus de liberdade (A.I)). Portanto, a condi¢do de duplo trago

permite eliminar mais

nulo imposta sobre o campo de calibre € uma condi¢do suficiente para que o mesmo

propague corretamente os graus de liberdade de um campo de spin-s ndo massivo.
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