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RESUMO

Com a disseminacdo de dispositivos eletronicos cada vez menores e o advento de novas
tecnologias. A busca por métodos de minimizagdo de funcbes booleanas tem sido a base para
eletronica digital. Neste trabalho apresenta-se a implementacdo da primeira fase do método
Quine-McCluskey Estendido que utiliza-se de estruturas AND-XOR-XNOR para a geracao
de implicantes primos. O objetivo do trabalho foi comprovar que, na maioria das vezes, a
implementacdo de uma funcdo Booleana utilizando expressées AND-XOR-XNOR requerem
menor quantidade de termos produtos, quando comparado com implementacdo com
expressdes AND-OR. A fase de cobertura dos mintermos em ambos os métodos foi formulada
como um problema de programacdo linear inteira O e 1 que através do programa Lp_solve
obteve a solucdo de menor custo. Na comparacao da eficiéncia dos métodos foram analisados
0s custos dos circuitos minimos gerados, a quantidade de memoria utilizada e o tempo de
execucdo. Com os resultados obtidos pode-se concluir que, para a maioria dos casos
executados, o método Quine-McCluskey Estendido gera uma solugdo de menor custo. No
entanto, com relacdo ao desempenho computacional (tempo de execucdo e memoria), 0
método Quine-McCluskey Estendido apresentou-se inferior se comparado ao Quine-
McCluskey.

Palavras-chave: Geracdo de implicantes primos. Método de Quine-McCluskey. Expressoes
AND-XOR-XNOR.



ABSTRACT

With the dissemination of smaller and smaller electronic devices and the advent of new
technologies. The search for methods of minimizing Boolean function has been the basis for
digital electronics. This work presents the implementation of the first phase of the Extended
Quine-McCluskey method, which uses AND-XOR-XNOR structures to generate prime
implicants. The goal of this work is to prove that, in most cases, the implementation of a
Boolean function using the expressions AND-XOR-XNOR requires fewer product terms than
the implementation with AND-OR expressions does. The stage of mini terms covering in both
methods was formulated with the 0-1 integer linear programming problem, which obtained
lower cost through the Lp_Solve program. While comparing the efficiency of these methods
we analised: the costs of the minimum circuits generated, the amount of memory that has
been used and the runtime. With the obtained results it is possible to conclude that, for most
of the executed cases, the Extended Quine-McCluskey method generates a solution of lower
cost. On the other hand, with regards to the computational performance (runtime and
memory), the Extended Quine-McCluskey method has shown itself inferior when compared
to the Quine-McCluskey method.

Keywords: Generation of prime implicants. Quine-McCluskey method. AND-XOR-XNOR
expressions.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Simbologia da porta OR. ..o 24
Figura 2 - Simbologia da porta AND. ... 24
Figura 3 - Simbologia da porta NOT. ... 25
Figura 4 - Simbologia da porta XOR. ........ccccieiiieiie e 26
Figura 5 - Simbologia da porta XNOR...........ccociiiiiiiece e 27
Figura 6 - Mapa de Karnaugh para funcdes de 3 variaveis F(ABC). .....c.ccccecvvvieiveveiiciiene 35
Figura 7 - Mapa de Karnaugh para F(ABC) =Ym(0, 1, 2, 3, 6, 7). cceeccverrreeienieiieniesee e 36
Figura 8 - Mapa de Karnaugh com representagédo dos mintermos e don 't care states da fungao
F(ABCD) =>m(0, 1,2, 3,4, 7) +20(8, 9)..eeiereiieii i 37
Figura 9 - Representacdo da solucdo obtida pelo método Quine-McCluskey no mapa de
[ T T 0o | TSSOSO 43
Figura 10 - Tipos de operadores utilizados na comparagcdo entre CaiXas. .........ccccovevrvriverreenns 46
Figura 11 - Circuito referente a solu¢cdo minima do método Quine-McCluskey Estendido da
L0 Lo Lo N OSSPSR 52
Figura 12 - Mapa de Karnaugh da solu¢do minima obtida no método de Quine-McCluskey da
L0 L= Lo N OSSPSR 53
Figura 13 - Mapa de Karnaugh da solucdo minima obtida no método de Quine-McCluskey
EStendido da fUNGED Fi. ...ouieiiiieece ettt sne e 53
Figura 14 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida no método de Quine-McCluskey da
L0 o7 oI TP 54
Figura 15 - Solucdo minima obtida para o caso xadrez de cinco variaveis utilizando o método
de Quine-McCluskey Estendido da fuNGE0 Fo........coueiieiieiiiiiiiece e 54
Figura 16 - Circuito referente a solu¢cdo minima no método Quine-McCluskey Estendido da
L0 LT N TSR 59
Figura 17 - Mapa de Karnaugh da solu¢do minima obtida pelo Quine-McCluskey da funcéo
TSSOSO 60
Figura 18 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida pelo Quine-McCluskey Estendido
0o (U To Lo I TSP 60
Figura 19 - Circuito referente a solu¢cdo minima no método Quine-McCluskey Estendido ....64
Figura 20 - Mapa de Karnaugh da solugdo minima obtida pelo Quine-McCluskey ................ 65
Figura 21 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida pelo Quine-McCluskey Estendido
0 Fo I (0o Lo TSRS 65
Figura 22 - Fluxograma do algoritmo do método de Quine-McCluskey Estendido. ............... 67
Figura 23 - Entrada para o programa QUine-MCCIUSKEY. ..........ccceririririiiiiiene e 70
Figura 24 - Saida para o programa QUine-MCCIUSKEY. ...........ccceriiiiiniiiiiiiee e 71
Figura 25 - Entrada para o programa Quine-McCluskey Estendido. ............cccccoeveviiiieeinnnnn, 72
Figura 26 - Saida para o programa Quine-McCluskey Estendido. ...........ccccccceeveiveiiiiicinennne 73
Figura 27 - Lista simplesmente encadeada. ............ccocveiiiiiieiieciie e 76
Figura 28 - Gréfico de comparacao do custo entre 0s métodos analisados...........c.cccceevrrnens 80

Figura 29 - Grafico de comparacao do custo entre os métodos analisados para fun¢Ges com 3
VATAVEIS 08 ENETAUA. ...eiveiiieieie ittt bbbttt ettt bbb 81



Figura 30 - Grafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fungdes com 4

AV G A T 0 =T Vo - ST PRR 81
Figura 31 - Grafico de comparagdo do custo entre os métodos analisados para fungdes com 5
AV G A T 0 =T - To - SO R 82
Figura 32 - Grafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fun¢Ges com 6
VATAVEIS 08 ENEFAUA. ...eveiiieiieieite ettt et be st beene e 82
Figura 33 - Grafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fun¢Ges com 7
VATAVEIS 08 ENEFAUA ....evviiieiieie et bbbttt ettt be bt ne e 83
Figura 34 - Grafico de comparagdo do custo entre os métodos analisados para fungdes com 8
1V G A T [0 =T - To - S 83
Figura 35 - Grafico de comparagdo do tempo de EXECUGAD. .......cervereevereeriererierieieie e 88
Figura 36 - Grafico de comparagdo do consumo de MEemMOIIa. ........coveererieerererenese e 88
Figura 37 - Gréafico do pior caso: comparagdo do tempo de eXeCUGAD. .......ccvvvvervvereerveiieannns 89
Figura 38 - Gréafico do pior caso 1: comparacdo do tempo de eXeCUGAD..........ccevvvevververveennnns 90
Figura 39 - Gréafico do pior caso: comparagdo do consumo de Memoria. ........c.ccovevevvveireennnne 90

Figura 40 - Gréafico do pior caso: numero de combina¢des do Quine-McCluskey. ................. 91



LISTA DE TABELAS

Tabela 1- OPeratdor OR. ......ooiiiiiiee bbbt 24
Tabela 2 - OPerador AND. ..o 24
Tabela 3- OPerador NOT .. ...t e s te et e neesreeneenee e 25
Tabela 4 - Operador XOR. .......oiioi ettt sae e neenee e 26
Tabela 5 - OPerador XINOR.......cuiiiieiie ettt e e ae e e saaeneenee e 27
Tabela 6 - Tabela verdade paraa funcdo F(A,B) = A+ B. .o 30
Tabela 7 - Forma candnica Soma de ProdULOS. .........ccoueieieierienienie e 32
Tabela 8 - Forma candnica produto de SOMAS. ..........ccurieieierienieriesiesieseeee e 33
Tabela 9- Representagao da fungdo F(ABC) =>m(0, 1, 2, 3, 6, 7) na tabela verdade. ........... 35
Tabela 10 - Representacao binéria dos mintermos e dont’care states. ............ccocccuvevivvscvnnnn. 38
LI Lo = I T U T 1 OSSPSR 39
QLI = A 1 U L T S PSS 39
LI L0 = T T 1 U] 1RSSR 40
Tabela 14 - CODBITUIAL ..o.viiiiiiicce ettt enes 41
Tabela 15 - Tabela de implicantes primos e respectivas Marcas. ..........ccovvereereervereeseeseneens 41
Tabela 16 - Tabela de implicantes primos e implicantes primos SSenciais. ............cc.ccocveuene. 42
Tabela 17 - COMPAragao ENEre CAIXAS. .......coverrerririerierieeieieie sttt enes 46
Tabela 18 - Tipos de operadores utilizados na combinagdo das CaiXas.........ccecvervvrrvrrvereeanenn 47
Tabela 19 - Representacao poténcia dos mintermos e dont care states da funcao F.............. 47
Tabela 20 - Agrupar em caixas de acordo com o nimero de 1's da funcao Fi........cccccoevvenneen. 48
Tabela 21 - Tipos de operadores utilizados na combinacgéo das caixas da funcéo F;. ............. 49
Tabela 22 - Combinacgdo entre as caixas da fungao Fi. .......ccccevvevi i 49
Tabela 23 - Combinacdo das caixas geradas da fungao Fi........ccccevveiieiiiic s, 50
Tabela 24 - Representacao poténcia dos mintermos e dont care states da funcao Fa.............. 55
Tabela 25 - Agrupar em caixas de acordo com 0 numero de 1's da fungao Fs..........ccccvvvvneene. 56
Tabela 26 - Tipos de operadores utilizados na combinagéo das caixas da funcdo Fas. ............. 56
Tabela 27 - Combinages entre as caixas da fuNGaO Fa.........cccoveiiniiiniiiiieee e 57
Tabela 28 - Combinagéo das caixas geradas da fungao Fa. ........ccccevveiiiiiniininnicc e 58
Tabela 29 - Representagdo poténcia dos mintermos e dont 'care states da funcéo F.............. 61
Tabela 30 - Agrupar em caixas de acordo com 0 numero de 1's da fungao Fa.......c..ccccvevnnnne. 61
Tabela 31 - Tipos de operadores utilizados na combinagéo das caixas da fungdo F,. ............. 62
Tabela 32 - Combinages entre as caixas da fUNGEO Fa........ccocovviiiiiiiiiiiieee e 62
Tabela 33 - Combinacgéo das caixas geradas da fungao Fa.........ccccvvvvviieienienieene e 63

Tabela 34 - Relacdo entre o custo obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e o
MEtodo de QUINE-MCCIUSKEY. ........oiiiieieeee e 84



BDD

BDS

BOOM

Cls

CMOS

CPL

DNA

DPL Double Pass
EP-SOP

ESOP Exclusive-or

Exorcism-MV-2

FC-Min
FPGA
K-map
LP_SOLVE
MCNC
MILP
NP-Hard
PTL
QCA
ROBDD
SET
SOP
TPL
ULA

XOR

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Binary Decision Diagrams

BDD-Based Logic Decomposition System
Boolean Minimizer

Circuitos Integrados

Complementary Metal-Oxide-Semicondutor
Complementary Pass-Transistor Logic
Deoxyribonucleic Acid

Transistor Logic

Exclusive-Or -Projected Sum of Products
Sum of Products Expressions

Exorcism-Multiple-Valued-2

Find Coverage

Field Programmable Gate Array

Mapa de Karnaugh

Linear Programming Solve

Multi-Channel Nonparametric Clustering
Problema de Programac&o Linear Inteira Mista (MILP)
NP-Dificil

Pass Transistor Logic

Quantum-dot Cellular Automata

Reduced Ordered Binary Decision Diagram
Single Electron Tunneling

Soma de Produtos

Tunneling Phase Logic

Unidade Logica e Aritmética

Exclusive-Or



XNOR Exclusive-Nor

XORBDS Exclusive-Or BDD-Based Logic Decomposition System



11
1.2
1.3

2.1
211
2.1.2
2.1.3
2.14
2.15
2.2
2.2.1
2.2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.6.1
2.6.2
2.6.3
2.6.4
26.4.1

3.1
3.11

41.1
4.2

421
4.2.2

SUMARIO

INTRODUGAOD ..ottt s sttt 13
OBUIETIVO ...ttt sttt bbbt nenne e 15
JUSTIFICATIVA . ottt ettt 15
REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE METODOS DE MINIMIZACAO DE
FUNCOES BOOLEANAS.......o oottt 15
ALGEBRA DE BOOLE ....ooieteeeteeeeeeve e es et sn s 23
OPERADORES DA ALGEBRA BOOLEANA ......cooovoeeeevecteeeeeee e, 23
Operador OR (AGIGAOD) ....ccvcieiieieee et re e e e nre e 23
Operador AND (MUIIPHCACAOD) ........civveiiieieiiesie ettt 24
Complementacdo NOT (Negacao 0U INVErSE0) ......ccccveveeviveiieiieieeie et 25
Operador XOR 0U EXCIUSIVE-OF .......ccouciiiiiiicieee et 25
Operador XNOR 0uU EXCIUSIVE-NOF .......ccccoiiiiiiiieiiece e 27
LEIS E PROPRIEDADES DA ALGEBRA BOOLEANA.........coovovveerererereerene 27
BT ] =] 0T LTSS UU R PPRPPRTRPPR 27
PrOPIIEAATES ...t bbbttt 28
TEOREMAS DE DE MORGAN ... .oooi ittt 29
SIMPLIFICAGAO DE EXPRESSOES BOOLEANAS ........cocovieieinieieeieiieions 29
FUNCOES BOOLEANAS........ooooeoeeeeteeeteeeeeeeeeeese s en e, 30
FORMAS CANONICAS ...ttt sttt 31
Y0 0 F= o (=3 o 0o 11 (0 LSS 31
Produto de SOMES ......ccveiieiieie ettt et et e e sreesaeereenreaee s 32
Mapa de KarNaUGN ..o 34
Método de QUINE-IMCCIUSKEY ..........ooiiiiiiiiiee e 37
12 Fase - Algoritmo para a geracao de implicantes primos............c.cceeevvvereerennnn 37
METODO DE QUINE-MCCLUSKEY ESTENDIDO ......ccccoovvvevieereeernisnene 44
DEFINICOES ...ttt eee s ses et en sttt na st 44
Algoritmo de Quine-McCluskey EStendido ...........cccceeviviiieiie i, 46
DESENVOLVIMENTO E INTERFACE DO SOFTWARE .......ccoceeviiiiieiee, 67
Arquivo de entrada € SAIda..........ccoeieiiiiiieicee s 69
CALCULO DO CONSUMO DE MEMORIA.........c.oooiieeeeeeeeeeeeeeee s 74
Método de Quine-McCluskey EStendido..........ccoceverieriiiiiiiiciieieiee e 74

Método de QUINE-MCCIUSKEY .........coeiiiiiiiieieieee e 76



RESULTADOS OBTIDOS ... 79
COMPARACOES DOS METODOS QUINE-MCCLUSKEY ESTENDIDO E O

METODO DE QUINE-MCCLUSKEY ...oovieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereneeeeseeeseene e, 79
(010N (01 I U LS7-Y @ TSSO 92
REFERENCIAS ..ottt ee e e et e e et e et et et et e e es et e e et e e es e e es e eesereeeraeseane 93

APENDICE A- FUNCOES BOOLEANAS AVALIADAS ........ccccoovverererereeieene, 97



13

1 INTRODUCAO

Em decorréncia dos crescentes desafios em se projetar circuitos integrados (ClIs)
contendo cada vez mais dispositivos eletronicos e o advento das novas tecnologias de
fabricacdo como, por exemplo, quantum-dot cellular automata (QCA), DNA, single electron
tunneling(SET), tunneling phase logic(TPL) (WANG et al., 2015), a busca por métodos de
minimizacdo de fungGes Booleanas tornou-se incessante. Neste contexto a porta XOR tem
sido a base para as novas abordagens com circuitos reversiveis. Além disso, a porta XOR

interage naturalmente com a légica majoritaria (majority logic) (HAASWIIK et al., 2017).

Tradicionalmente, a especificacdo do comportamento de um circuito combinacional
é realizada utilizando-se a denominada tabela verdade, onde se especificam todas as possiveis
combinacBes das variaveis de entradas e qual deve ser a resposta para cada padrao de entrada.
Geralmente, utilizam-se na representacdo algébrica de uma funcdo Booleana as formas

candnicas soma de produto ou produto de soma, conhecidas como implementacdo AND-OR.

Entretanto, além da tradicional implementacdo utilizando a estrutura AND-OR,
existem outras formas de se representar algebricamente um circuito digital como, por

exemplo, estruturas AND-XOR, l6gica majoritaria, e muitas outras.

Sasao (1990) mostrou que, na maioria das vezes, a implementacdo da estrutura
AND-XOR requer menos termos produtos do que a implementacdo da estrutura AND-OR.
Além disso, muitos dos projetos de sistemas utilizados no dia a dia sdo inerentemente soma
modulo 2 como, por exemplo, sistemas lineares, sistemas de telecomunicagfes, circuitos
aritméticos, circuitos usados no campo da teoria de codificacdo e muito outros. Uma das
vantagens dos circuitos com estruturas AND-XOR se refere a testabilidade, ou seja, este tipo
de estrutura é mais simples de ser testada (SASAO, 1997).

Dentro deste cenério, a implementacdo de fungdes Booleanas através de estruturas
AND-XOR tem assumido cada vez mais importancia. Cabe salientar que, com o advento da
computacdo quéntica, os circuitos logicos podem ser implementados com portas XOR
controladas, podendo assumir controle positivo, controle negativo ou controle misto (WILLE;
DRECHSLER, 2010).

Além da minimizacdo de funcGes Booleanas empregando soma de produto ou
produto de soma, séo descritos na literatura varios métodos de minimizagéo cujo objetivo € a
implementacdo da funcdo Booleana utilizando a estrutura AND-XOR. Um dos métodos mais

conhecidos para simplificar fun¢des Booleanas visando implementacdo em estruturas XOR é
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0 denominado Exorcism-MV-2 (SONG; PERKOWSKI, 1993). Este método pode ser
utilizado em fungdes com multiplas saidas incompletamente especificadas e da mesma forma
que o programa ESPRESSO, permite trabalhar com uma quantidade de variaveis teoricamente

ilimitadas.

A literatura também apresenta métodos que utilizam de algoritmos genéticos
(CHATTOPADHYAY; ROY; CHAUDHURI, 1996; PRADHAN; KUMAR;
CHATTOPADHYAY, 2008), métodos tabulares (TINDER, 1995; KHALID; AWWAL,
1996), representacdo em diagrama de decisdo binaria (YE; ROY, 1997; YANG; SINGHAL,;
CIESIELSKI, 1999; YANG; CIESIELSKI, 2002), dentre outros.

Dentre 0os métodos estudados, um que se destacou, devido as suas caracteristicas, foi
0 método de Quine-McCluskey Estendido (TURTON, 1996). Da mesma forma que o método
de Quine-McCluskey tradicional (MCCLUSKEY, 1956), é um método tabular composto por
duas fases. A primeira fase é denominada de geracéo dos implicantes primos e a segunda fase
é denominada de cobertura dos mintermos. O método de Quine-McCluskey Estendido tem

como caracteristica a obtencdo de estruturas AND-XOR, sempre que possivel.

Neste trabalho desenvolveu-se, em programa de computador, a primeira fase do
método de Quine-McCluskey Estendido com o objetivo de compara-la com os resultados

obtidos pela primeira fase do método de Quine-McCluskey tradicional.

A fase de cobertura dos mintermos foi tratada como um problema de programacéo
linear inteira 0 e 1 (SILVA,1993), em que a funcdo objetiva é a soma ponderada das variaveis
que representam os implicantes primos gerados na primeira fase do método e cada restricdo é
a soma das variaveis que cobrem cada um dos mintermos da funcdo. Além disso, cada
restricdo gera uma desigualdade do tipo >= 1, garantindo assim que todos 0s mintermos da
funcdo sejam cobertos por pelo menos um dos implicantes primos gerados. Dessa forma tém-
se tantas restricfes quanto forem os mintermos da funcdo. Os don't care states ndo geram

nenhuma restri¢do, pois nao precisam ser cobertos.

Para efeito de comparacdo foram avaliados o0s custos dos circuitos minimos gerados,

a quantidade de memoria utilizada e o tempo de execucao.

Com os resultados obtidos pode-se comprovar a afirmacéo de Sasao (1990) de que a
implementacdo AND-XOR requer, na maioria das vezes, menos termos produtos do que a

implementacdo tradicional empregando-se estruturas AND-OR. Entretanto, o desempenho
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computacional (tempo e memdria) do método de Quine-McCluskey Estendido mostrou-se
inferior ao do método tradicional.

Na secdo 1.1 apresenta-se o objetivo do trabalho. Na secdo 1.2 apresenta-se a
justificativa em que descreve-se 0s motivos que contribuiram para o desenvolvimento desta
pesquisa, € na se¢do 1.3 uma revisdo bibliografica onde se descreve alguns métodos de
minimizacdo de fungbes Booleanas. Procurou-se destacar as caracteristicas das diferentes
abordagens empregadas e a eficiéncia da implementacdo computacional em relagdo ao tempo
de execucdo e consumo de memoria além do custo para a implementacdo dos circuitos
obtidos.

1.1 OBJETIVO

O objetivo do trabalho é implementar a primeira fase do método Quine-McCluskey
Estendido e comparar os resultados obtidos com a primeira fase do método Quine-McCluskey
tradicional. Para avaliar a eficiéncia do método Quine-McCluskey Estendido foram analisados
0s parametros: custo do circuito gerado, tempo de execucdo e a quantidade de memoria do

computador utilizada.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com o advento de novas tecnologias e a busca por métodos eficientes para
minimizacdo de fung¢bes booleanas tornou-se cada vez mais importante, o estudo de estruturas
que possibilitem a reducdo no custo de circuitos logicos. O uso de estruturas XOR/XNOR
gera, na maioria das vezes, um circuito de menor custo, contribuindo com uma redugdo no

consumo de energia e uma maior testabilidade.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE METODOS DE MINIMIZACAO DE FUNCOES
BOOLEANAS

A algebra de Boole ou algebra Booleana de dois valores é definida sob um conjunto
de dois elementos no conjunto B = {0, 1} com regras para dois operadores binarios "+" e ".",
além do operador complemento. Estes operadores sdo utilizados na simplificacdo das
expressdes Booleanas e sdo associados as operagfes logicas OR, AND e NOT, utilizadas na
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implementacdo de circuitos digitais. Com o emprego destes trés operadores pode-se gerar
outros operadores l6gicos como 0 NAND, NOR, XOR e XNOR.

Dentre os métodos de minimizacdo estudados para o desenvolvimento deste trabalho
estio o Mapa de Karnaugh (KARNAUGH, 1953), o método de Quine-McCluskey
(MCCLUSKEY, 1956), os algoritmos empregados no programa ESPRESSO (BRAYTON et
al., 1984) e no BOOM (HLAVIZKA; FISER, 2001), além do método Quine-McCluskey
Estendido (TURTON, 1996).

O Mapa de Karnaugh (KARNAUGH, 1953) é um meétodo de minimizacdo de
funcdes Booleanas que se baseia na tabela verdade modificada, de forma que as células
adjacentes diferem em apenas um bit e que representam cada um dos mintermos ou
maxtermos da funcdo. Define-se mintermo como sendo um termo produto contendo todas as
varidveis na sua forma complementada ou ndo em que a funcdo assume o valor I6gico 1. Da
mesma forma, um maxtermo é um termo produto contendo todas as variaveis na sua forma
complementada ou ndo e que a funcdo assume o valor Idgico 0. Toda funcdo Booleana pode
ser representada pela soma dos mintermos ou produto dos maxtermos. O Mapa de Karnaugh é
um meétodo cujo resultado depende da habilidade do projetista, pois depende da identificacao
de alguns padrbes de minimizacdo, podendo ser utilizado para uma quantidade limitada de

variaveis.

O método de Quine-McCluskey é um método tabular que gera todos os implicantes
primos da funcdo e, conforme ja mencionado, consiste de duas fases. A primeira fase é
denominada de geracdo de implicantes primos e a segunda fase é denominada de cobertura
dos mintermos (MCCLUSKEY, 1956). Trata-se de um método muito ineficiente, pois o
consumo de memoria e o0 tempo de execucdo crescem exponencialmente com o aumento da
quantidade de varidveis. Entretanto, tem como principal caracteristica a obtencdo de uma
solucdo cujo custo de implementacdo do circuito representa um minimo global. Este método é
descrito em detalhes na Secdo 2.6.4, pois foi utilizado na comparagdo com o algoritmo

implementado.

Para contornar as limitagbes do Quine-McCluskey em relagdo ao crescimento
exponencial de uso de memoria e tempo de execucdo, Brayton et al. (1984), desenvolveu um
método cujo algoritmo deu origem ao programa ESPRESSO-II, que por muito tempo foi
considerado o método de minimizacdo de funcdes Booleanas mais eficiente. Este método
baseia-se nas operacOes de expansdo e reducdo. A expansdo consiste em aumentar a0 maximo

possivel os implicantes primos gerados, de tal forma que os mintermos que sdo cobertos pelo
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implicante expandido sdo removidos. A reducdo consiste em eliminar o nimero de
implicantes primos, mantendo no conjunto solucdo apenas os implicantes primos que cobrem
a funcdo original. Por ser um algoritmo heuristico, ndo se garante que a solucdo obtida

represente uma solucdo minima global.

Além destes métodos, também foi estudado o método BOOM que foi desenvolvido
por Hlavizka e Fiser (2001), que permite a minimizagdo de fun¢bes Booleanas, combinando-
se a fase de geracdo dos implicantes primos com o problema de cobertura. Assim como o
ESPRESSO, esta estratégia permite reduzir a quantidade total de implicantes, levando a uma
melhora significativa na geracdo de implicantes primos. Este método também permite
simplificar fungdes Booleanas de multiplas saidas.

Um método de destague na minimizacao de funcdes Booleanas com multiplas saidas
é 0 método denominado FC-Min (Find Coverage) que emprega uma abordagem inversa aos
dos anteriormente descritos, ou seja, inicia-se procurando por uma cobertura minima da
matriz que representa a funcdo de saida para em seguida procurar por implicantes primos
derivados da cobertura obtida, a partir dos vetores da matriz de entrada. Uma caracteristica
importante deste método, é que ndo necessita do conjunto de “don’t care states” da funcao.
Dessa forma, a funcdo inicial é representada somente pelos mintermos e maxtermos. O
método por apresentar uma abordagem inversa, € rapido e o consumo de meméria é menor,
podendo ser facilmente aplicado a problemas com maior nimero de variaveis de entrada sem
crescimento rapido no tempo de execucdo (FISER; HLAVICKA; KUBATOVA, 2003).

Alguns métodos de minimizacdo de funcGes Booleanas que utilizam portas XOR e

XNOR, também foram estudados.

Yinshui, Xiexiong e Lunyao (2011), propuseram a logica dual, que baseia na juncéo
da logica Booleana com a logica Reed-Muller. Por defini¢do a I6gica Booleana se baseia nos
operadores AND-OR-NOT e a légica Reed-Muller nos operadores AND-XOR. A
minimizacgdo utilizando a logica dual inicia-se com a andlise da fungéo, verificando se é
adequado aplicar a minimizacdo da logica dual. Caso o resultado da anélise seja favoravel,
entdo a funcdo é particionada em dois conjuntos. Cada um dos conjuntos € tratado em
processos distintos, satisfazendo a expressdo, ou seja, um conjunto é tratado pela l6gica
Booleana AND-OR e o0 outro conjunto pela l6gica Reed-Muller, AND-XOR. Comparando 0s
algoritmos de minimizacdo que utilizam apenas logica Reed-Muller e os algoritmos que
utilizam a légica Booleana, o algoritmo que utiliza légica dual demonstrou gerar menos

termos produtos para a maioria dos casos testados.
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Cheng e Huang (1999) descreveram uma técnica para implementar fungdes XOR-
XNOR utilizando-se a técnica do PTL (Pass Transistor Logic). Um PTL é um circuito
projetado para um somador de alta velocidade e baixo consumo de poténcia, baseado no mapa
de Karnaugh modificado. Utiliza-se do Mapa de Karnaugh (K-map) modificado, para
obtencgéo dos circuitos PTL. A expressdao Booleana para simplificar os sinais de controle e
entrada do PTL é alterado, para implementar um somador total de um bit. Foram realizadas
comparagbes do somador PTL, com o somador estatico CMOS (Complementary Metal-
Oxide-Semicondutor), somador de funcdo de transmissdo CPL (Complementary Pass-
Transistor Logic), somador de portas de transmissdo DPL (Double Pass-Transistor Logic) e
somador de portas de transmissdo CPL. De acordo com os resultados apresentados, o circuito
PTL apresentou menor atraso e menor consumo de poténcia, ou seja, maior velocidade e

menor consumo de energia.

A utilizacdo de portas XOR contribui com a eficiéncia de implementacdo em FPGA
(Field Programmable Gate Array) em relacdo ao custo e a ldgica. No entanto, Muma e Ko
(2005) propuseramo algoritmo denominado XORBDS que se baseia na minimizacdo ESOP
(Exclusive-or Sum of Products Expressions), seguido da decomposi¢do Binaria BDD (Binary
Decision Diagrams). A minimizacdo ESOP permitiu uma reducdo no nimero de termos
produto, utilizadas para implementar a légica XOR. A decomposicao baseada em BDD divide
0 circuito minimizado e visita 0os ndés compartilhados sempre que possivel. O processo de
minimizacdo e decomposi¢cdo consiste nas seguintes etapas: converter o circuito benchmark,
em circuitos de previsdo de paridade, que é quando se alteram os sinais da saida original, em
sinais produzidos pela saida de paridade XOR, executa Exorcism 4, que é um circuito de
previséo de paridade, para obter este no formato ESOP, e por fim executa 0 BDS, no resultado
minimizado do passo 2 para decompor o circuito de previsdo de paridade. Os testes foram
realizados em 14 circuitos MCNC de benchmark. O algoritmo XORBDS apresentou melhoras
significativas na utilizagdo ESOP e a decomposicdo baseada em BDD, pois foram obtidos os

circuitos de previsdo de paridade minimizados antes de aplicar a decomposic¢do BDD.

Bernasconi, Ciriani e Cordone (2006) propuseram uma rede de quatro niveis para
soma de produtos XOR. Primeiramente define-se uma forma algébrica para representacéo de
funcdo Booleana XOR (EP-SOP) e entdo prova-se que derivar um EP-SOP 6timo a partir da
forma SOP (soma de produtos) € um problema dificil (NPhard). A partir desta etapa,
descreve-se um algoritmo de aproximacao que retorna em tempo polinomial uma forma EP-

SOP, em que o custo, assegura-se estar proximo do 6timo. Este algoritmo foi proposto de
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forma a reduzir a area do circuito resultante. De acordo com os experimentos 35% dos
benchmarks de sintese EP-SOP mostraram obter uma menor &rea e atraso com relacdo a

forma 6tima SOP, obtendo algumas vezes 40-50% da area resultante da rede.

Kohutka e Pistek (2014) propuseram um método de otimizacdo para arvores
multiplexadores, utilizando métodos BDD, variaveis residuais, tabela hash e abordagem top-
down. E para obter melhores resultados foi utilizado portas logicas bésicas para substituicao
de alguns multiplexadores na arvore. O método BDD usa a ordenacdo de variaveis implicitas
definido pela funcdo booleana de entrada em uma forma de vetor, até que todas variaveis
ordenadas possam ser testadas alterando o vetor de entrada e criando ROBDD (Reduced
Ordered Binary Decision Diagram) a partir de cada vetor. As varidveis residuais utilizadas
sdo multiplexadores que podem ser substituidos por variaveis de entrada direta ou variavel de
entrada negada e em alguns outros casos portas logicas basicas. Outro método utilizado ¢ a
tabela hash em que cada no criado, é adicionado a lista ligada, gera-se um indice deste né por
uma funcdo hash. Compara-se 0 novo nd com os nés de mesma profundidade que estdo no
mesmo indice da tabela hash. E por ultimo tem-se a abordagem top-down de cima para baixo,
em que os nés BDD sdo criados do topo (comecando pela raiz) até seus sucessores. Durante
esta criagdo, as regras de reducdo “unicidade” e “ndo redundancia” sdo verificadas em cada no
BDD antes da criacdo do n6. Quando uma dessas regras de reducdo é aplicada, o BDD ¢
reduzido, remove-se 0 no, esse NG ndo é criado.

De acordo com os resultados obtidos pode se comprovar que o uso da tabela hash e
abordagem top-down contribuiram com a velocidade no processo de sintese em funcdes
booleanas com maior nimero de variaveis de entrada. Pois o uso destes dois métodos faz com
que os n6s BDD sejam removidos o mais rapido possivel, evitando a passagem por todos os
caminhos do BDD. O segundo beneficio é a possibilidade de substituir alguns
multiplexadores com portas l6gicas basicas AND, OR e XOR. Por exemplo, 41,67% dos
multiplexadores podem ser substituidos em “rd53”, o que resulta em 15% menos transistores
na tecnologia CMOS.

Callegaro et al. (2015) prop6s uma abordagem para a decomposi¢cdo booleana com
base na diferenca booleana e na anélise do cofator, em que utilizou-se de multiplexadores
com duas entradas e uma saida. Dois algoritmos foram suficientes para identificar as
decomposicdes AND e XOR. Um dos algoritmos para obter fungdes de decomposicao
utilizou de andlise de graficos de decomposicdo. Enquanto que o algoritmo proposto, utilizou
cofatores O (n log n) e O (n) para obter fun¢bes de decomposicdo AND e XOR e além disto,
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este algoritmo forneceu condigdes suficientes e necessarias para obter multiplexadores com
namero arbitrario de entrada. Foram realizados testes com os dois algoritmos, de acordo com
0s resultados obtidos o algoritmo proposto demonstrou uma maior eficiéncia quando

comparado ao algoritmo que utilizou graficos de decomposicao.

A minimizacdo de circuitos tém sido importante em circuitos digitais, pois
possibilita uma reducdo no consumo de energia, controle de poténcia e uma diminui¢do nos
danos dos circuitos. Com o0 objetivo de obter a minimizacdo de circuitos, Mbock (2015)
propds uma abordagem inovadora que consiste na utilizagdo de uma matriz n x n, em que
aplica-se um vetor de bits especificos. Esta abordagem explora recursos do System Generator
e 0 poder computacional dos célculos das matrizes. Esta ferramenta System Generator fornece
muitos recursos l6gicos e especificamente (portas) que permiti a construgdo de circuito
aproximado. De acordo com os resultados obtidos com o uso do System Generator hd uma
grande reducdo no nimero de portas, de 1000 portas I6gicas houve uma reducéo de 630.

Dhivyakala, Selvan e Kavitha (2016), propuseram o projeto de um circuito de
compressdao 4-2 usando o médulo XOR-XNOR e o multiplexador 2-1. O compressor é
utilizado para realizar multiplicagdes de forma a reduzir os produtos parciais. O circuito de
compressdo 4-2 possui cinco entradas e trés saidas. As cinco entradas sdo compressas em trés
saidas, onde X1, X2, X3, X4, Cin sdo as entradas e Cout, Carry, Sum sdo as saidas. Este
compressor é projetado para area de baixa poténcia. Ha& diferentes arquiteturas e projetos
utilizados para circuitos compressores 4-2. A légica CMOS complementar é usada para
implementar circuito XOR-XNOR. E uma técnica que requer grande nimero de transistores e
maior consumo de energia. Além desta, tem-se o projeto 8T XOR-XNOR oferece melhor
capacidade de conducd@o, mas requer um grande numero de transistores e grande area de
layout. O projeto 6T XOR-XNOR, que apresenta a degradacao do balanco da tenséo de saida
e sua capacidade de conducéo é fraca.

O circuito de compressdao 4-2 foi comparado com estas diferentes arquiteturas e
apresentou um menor nimero de transistores e consumo de energia.

Alguns estudos foram realizados visando obter uma reducdo no consumo de energia.
Com base neste proposito, Usha, Rajendiran e Kavitha (2016) propuseram uma ULA
(Unidade Ldgica e Aritmética), de baixa poténcia, utilizando o operador XNOR. A ULA é
responsavel em realizar operacOes aritméticas como ADD, SUB, MULT, DIV, etc e

operacdes logicas como AND, OR, XOR, XNOR, etc. O principal componente de uma ULA
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é o somador total, ou seja, se reduzir a poténcia consumida no somador, isto implica na

reducdo da poténcia da ULA.

llynin et al. (2017), descreve sobre algoritmos evolutivos para minimizacdo de
funcBes booleanas soma de produtos (XOR). A minimizacdo é baseada na decomposicédo da
soma de trés funcOes booleanas. Entre as 3 fungdes escolhe-se uma arbitrariamente. A
minimizagdo de fungdes de n-variavel pode ser reduzida para encontrar (n-1) variavel da
funcdo f3 em que o valor L(f1)+L(f2)+L(f3) possa ser o minimo. Varias restricbes de pesquisa
de espaco para a funcdo f3 produz varios algoritmos de minimizacdo de aproximacao. Estes
algoritmos dao o limite superior para o complexidade do polinémio. Dentre os algoritmos
utilizados tem-se: o algoritmo genético, colbnia de abelhas, algoritmo da mosca e o algoritmo
do macaco.

O limite superior do algoritmo genético foi funges com 8 varidveis em que o limite
é calculado através de uma classe de fungdes, das funcbes sdo obtidos os respectivos
polinémios e a complexidade é igual ao limite superior destas fungdes. Na colénia de abelhas
com o0 aumento no numero de abelhas e a dispercdo da distancia entre elas, aumenta a
qualidade do algoritmo para minimizar fungdes com 6 variaveis, obtendo na maioria dos
casos 0 minimo exato. Algoritmo da mosca devido a enumeragdo completa dos pontos dos
bairros, o nimero de candidatos é relativamente pequeno, parametros de funcdo 10-30. No
entanto ocorre um grande efeito sobre o resultado final que € o nimero de bits que
“inspeciona” a “mosca” no espago. No algoritmo do macaco conforme o numero de
“macacos” aumenta, encontra solu¢des exatas rapidamente. E mudanga nos parametros do
algoritmo como: o nimero de bits para o “salto” do macaco, o numero de “saltos” bit, para
novas ascensdes do macaco, que de fato ndo exercem influéncia significativa.

A minimizacdo de fungdes Booleanas utilizando portas XOR, tem contribuido na
reducdo do numero de portas l6gicas. A utilizacdo de métodos heuristicos para sintetizar
funcBes incompletamente especificadas (assumem tanto valor 0 ou 1) para circuitos XOR-
AND-OR, foi proposto por Schaeffer (2017).

Dada a importancia da estrutura XOR/XNOR nas implementagdes atuais, decorrente
da novas tecnologias de fabricacéo, neste trabalho estudou-se um algoritmo de minimizagéo
que gera, sempre que possivel, estruturas XOR/XNOR, visando a obten¢do de uma solucéo de

custo minimo.

Neste capitulo foram apresentados os métodos de minimizacdo de funcdo booleanas
encontrados na literatura, que utilizam operadores AND, OR, XOR e XNOR.
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Este trabalho esta estruturado na seguinte forma: no Capitulo 2 apresentam-se, 0s
conceitos béasicos da algebra de Boole, enfatizando os teoremas e propriedades que envolvem
a operacdo XOR. Apresentam-se também as diferentes formas de representacdo de uma
funcdo Booleana, bem como os teoremas e propriedades algébricas utilizadas na simplificacdo
das funcbes Booleanas. Para que o comportamento dos métodos comparados pudessem ser
visualizados apresenta-se na Sec¢do 2.6.3 0 Mapa de Karnaugh, utilizado na simplificacdo de
funcdo Booleana. Visando oferecer o embasamento teoérico para o entendimento do Método
de Quine-McCluskey Estendido, descreve-se na Secao 2.6.4 o tradicional método de Quine-
McCluskey.

No Capitulo 3 apresentam-se as caracteristicas e o algoritmo que foi utilizado na

implementacdo em programa de computador do método de Quine-McCluskey Estendido.

No Capitulo 4 descreve-se o fluxograma do programa desenvolvido, algumas rotinas
utilizadas para se obter dados utilizados na avaliacdo do desempenho, além da metodologia de
teste utilizada.

Por fim, a comparacdo dos resultados e os comentarios sdo apresentados no Capitulo
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2 ALGEBRA DE BOOLE

A algebra de Boole foi desenvolvida em 1854, pelo matematico inglés George Boole,
que publicou um livro classico intitulado “An investigation into the Laws of Thought”, em que
foi descrito o modo como se toma decisBes ldgicas com base em circunstancias verdadeiras
ou falsas (BOOLE, 1854).

Em 1938, o engenheiro americano, Claude Elwood Shannon, aplicou esta algebra
para mostrar que as propriedades de circuitos elétricos de chaveamento podem ser
representadas por uma algebra Booleana com dois valores 0 e 1 (SHANNON, 1938). Shannon
(1938) publicou o trabalho denominado “A Symbolic Analysis of Relay and Switching

Circuits”, que introduziu na area tecnoldgica o campo da eletronica digital.

A dlgebra de Boole é utilizada como um grande instrumento para analise e
simplificacdo de sistemas l6gicos, como também uma excelente ferramenta de projeto para

circuitos légicos.

2.1 OPERADORES DA ALGEBRA BOOLEANA

Os operadores fundamentais da algebra Booleana sdo basicamente: OR, AND e
NOT. Além destes tem-se os operadores XOR e XNOR. Todas as fun¢Ges Booleanas podem
ser representadas em termos destas operacBes basicas, portanto é necessario entender o
funcionamento de cada um dos conectivos (TOCCI; WIDMER; MOSS, 2011).

2.1.1 Operador OR (Adicéo)

O operador OR ¢ definido como saida igual a 1 se pelo menos uma das variaveis de
entrada for 1, caso contrario a saida serd 0. Este operador ¢ representado pelo simbolo “+” ou
“v”, a expressdo pode ser resumida como: Z = X+Y, sendo X e Y variaveis de entrada e Z
funcdo de saida.

Na Tabela 1 apresenta-se a tabela verdade do operador OR e na Figura 1, o

respectivo simbolo representativo.



Tabela 1- Operador OR.

X

Y

X+Y

RO O

ROl O

=

Fonte: Proprio autor.

Figura 1 - Simbologia da porta OR.

X
X+Y
v

Fonte: Préprio autor.

2.1.2 Operador AND (Multiplicacéo)
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No operador AND, ao contrario do operador OR, a saida é 0 se pelo menos uma das

variaveis de entrada for 0, caso contrario a saida sera 1. O operador AND ¢ representado pelo

(Y34

simbolo “.” ou “A”, a expressao pode ser resumida como: Z = X .Y, sendo X e Y varidveis de

entrada e Z funcdo de saida.

Na Tabela 2 apresenta-se a tabela verdade do operador AND e na Figura 2, o

respectivo simbolo representativo.

Tabela 2 - Operador AND.

X Y | AND
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Fonte: Proprio autor.

Figura 2 - Simbologia da porta AND.

}K --E:r

X

Fonte: Préprio autor.
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2.1.3 Complementacdo NOT (Negacé&o ou Inverséo)

O operador NOT é a operacdo cujo resultado é o valor complementar ao valor
assumido pela variavel de entrada. Também devido ao fato de uma variavel Booleana assumir
um entre somente dois valores, o valor complementar sera 1 se a variavel vale 0 e sera 0 se a
variavel vale 1.

Os simbolos utilizados para representar a operagdo complementacdo em uma
variavel Booleana X sio: X, ~X e X' (Ié-se X negado). Na Tabela 3 apresenta-se a tabela

verdade do operador NOT e na Figura 3, o respectivo simbolo representativo.

Tabela 3- Operador NOT.

X
0
1

ol | X]|

Fonte: Proprio autor

Figura 3 - Simbologia da porta NOT.

X [ X

Fonte: Proprio autor.

Diferente dos operadores OR e AND, a complementacdo € definida sobre uma
variavel, ou sobre o resultado de uma expressdo, ou seja, o operador complementacdo é

definido unario.

2.1.4 Operador XOR ou Exclusive-Or

O operador XOR, também conhecido como Exclusive-or, apresenta funcdo de saida
igual a 1, se as variaveis de entrada sdo diferentes e 0 se as variaveis de entradas sdo iguais. O

operador XOR ¢é representado pelo simbolo @, a expressao pode ser resumida como: X@® Y=
XY + XY sendo X e Y varidveis Booleanas. Na Tabela 4 apresenta-se a tabela verdade do

operador XOR e na Figura 4, respectivo simbolo representativo.
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Tabela 4 - Operador XOR.
X Y |[XOR

Rk Ol O
ROk O
Ol k|| O

Fonte: Proprio autor.

Figura 4 - Simbologia da porta XOR.

D

Fonte: Préprio autor.

A expressdéo X@Y pode ser interpretada como “X ndo ¢ igual a Y” e pode ser
generalizada para permitir qualquer quantidade de operadores, pois trata-se de uma fungéo
com a propriedade associativa.

Em decorréncia da propriedade associativa pode-se escrever a expressdo como X; @
X, ®. . .®X,. Esta forma de representa-la é muito util, pois pode-se operar com pares de
variaveis e substituir cada par com o resultado da operacéo binaria realizada. Este processo de
substituir o par de variaveis pelo resultado da operacéo binaria pode ser repetido até que todas
as variaveis tenham sido tratadas.

O método que foi implementado em linguagem de computador, denominado de Quine-
McCluskey Estendido, é baseado nas propriedades desta funcdo, por isso, algumas

propriedades da funcdo XOR séo apresentadas a seguir (UNGER, 1997):

0®0=1®1=0; 1)
0®1=1®0=1; (2
X®0=X; (identidade elemento é 0) 3)
X ®&X=0; (©© comportamento da subtragéo) 4)
X ®X =1; (5)
X®1=X; (6)
XOY=XOY=X®Y =1 X®Y=XY +XY (7)
(complemento da funcdo XOR);
X@Y=Y ® X (propriedade comutativa); (8)
XDY)DZ=XD(YDZ) (propriedade associativa); €)]
XY @ Z)=XY & XZ (lei distributiva); (10)
X@Y=X®ZimplicaqueY =Z. (11)

(propriedade de cancelamento)
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2.1.5 Operador XNOR ou Exclusive-Nor

O operador XNOR ¢ a porta I6gica XOR complementada. Também conhecida como
Exclusive-Nor ou funcéo coincidéncia, em que a saida é igual a 1, se as variaveis de entradas

sdo iguais, caso contrario a funcdo de saida é igual a 0. O operador XNOR ¢ representado pelo

operador XOR invertido, sendo: X @Y =XY +XY.Na Tabela 5 apresenta-se a tabela

verdade do operador XNOR e na Figura 5, o respectivo simbolo representativo.

Tabela 5 - Operador XNOR.

X Y | XNOR
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Fonte: Proprio autor.

Figura 5 - Simbologia da porta XNOR.

X
Xey
v

Fonte: Proprio autor.

2.2 LEIS E PROPRIEDADES DA ALGEBRA BOOLEANA

Expressdo Booleana € a sentenga matematica composta de termos cujas varidveis séo
Booleanas, da mesma forma, podendo assumir como resultado final 0 ou 1 (CAPUANO;
IDOETA, 2002). Teorema é um conjunto de regras que sdo utilizadas para simplificar

expressdes logicas e circuitos digitais.

2.2.1 Teoremas

A seguir sdo apresentados os seguintes teoremas: adicdo (OR), produto (AND) e

complemento ou inversdo légica (NOT) e propriedades da algebra Booleana (CAPUANO;
IDOETA, 2002).



28

a)Teorema da Adicao

A+0=A (12)
A+1=1 (13)
A+A=1 (14)
A+A=A (15)
b) Teorema do Produto
A.0=0 (16)
A.1=A a7
A.A=0 (18)
A. A=A (19)

A=A (20)

2.2.2 Propriedades

As principais propriedades algébricas, usadas no manuseio e simplificacdo de

expressoes sdo:

a) Propriedade Comutativa

E aplicada nas operacdes de adicdo e multiplicacdo, onde a ordem dos fatores, ndo

altera o resultado.

Adicdo: A+B=B+A (21)
Multiplicacdo: A.B=B . A (22)

b) Propriedade Associativa

Da mesma forma que a propriedade comutativa, é aplicada nas operacgdes de adicdo e
multiplicacéo, em que a ordem dos agrupamentos, ndo altera o resultado.

Adicdo: A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C (23)

Multiplicacdo: A.(B.C)=(A.B).C=A.B.C (24)
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c) Propriedade Distributiva

Na propriedade distributiva, uma expressdo é expandida multiplicando cada termo da
expressao, sendo que uma expressdo pode conter mais de um tipo de operacéo, diferentemente

da associativa que é obrigatorio a expressdo conter apenas um tipo de operacao.

A.B+C)=A.B+A.C (25)
A+(B.C)=(A+B).(A+0C) (26)

d) Identidades Auxiliares

Algumas identidades auxiliares, utilizadas na simplificacdo de expressoes, sao:

A+A.B=A (27)
(A+B).(A+C)=A+B.C (28)
A+A.B=A+B (29)

2.3 TEOREMAS DE DE MORGAN

O primeiro teorema de De Morgan define que o complemento do produto € igual a
soma dos complementos de cada varidvel, ou seja, ele converte a operagdo AND (.) em uma

operacédo OR (+), logo:

ABC. .= A+B+C+... (30)
O segundo teorema é dual do primeiro, pois define que o complemento da soma é
igual ao produto dos complementos de cada variavel, ou seja, realiza-se a operacao inversa do

primeiro, convertendo a operagdo OR (+) em uma opera¢do AND (.), portanto tem-se:

A+B+C+..=ABC.. (31)

2.4 SIMPLIFICACAO DE EXPRESSOES BOOLEANAS

O processo de reducdo de operagdes equivalentemente é denominado simplificacéo.
Com o uso da algebra de Boole, pode-se simplificar expressdes e circuitos. Para realizar as
simplificacBes, existem basicamente dois processos: 0 primeiro que ¢é a simplificacdo através
de algebra de Boole e o segundo pelo mapa de Karnaugh. Neste exemplo apresenta-se a
simplificacdo por algebra de Boole, e nos proximos topicos, apresenta-se a simplificacdo pelo

mapa de Karnaugh. Considere a expressao:
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S= ABC+ ABC +ABC (32)
Analisando a expressdo, pode-se observar termos em comum como: AC, portanto

aplica-se a propriedade distributiva, cujo os termos em comum coloca-se em evidéncia:

S= AC(B+B)+ABC (33)
Conforme a expressdo acima, como tem-se varidveis que se diferenciam em apenas

um literal B e B, aplica-se a identidade (B +B = 1):

S= AC(1)+ABC (34)

Logo: S= AC+ABC (35)

2.5 FUNCOES BOOLEANAS

A funcdo booleana ¢ uma funcdo que depende da combinacdo das varidveis de
entrada e dos operadores, para produzir um resultado (saida). No caso do operador XOR, a
saida € 1, se a combinacdo dos valores de entradas forem diferentes e a saida é 0, se a

combinacdo dos valores de entradas forem iguais.

A funcdo Booleana pode ser representada por uma tabela com linhas e colunas, onde
cada linha da tabela representa uma combinacédo diferente de valores de entrada, esta tabela é
denominada tabela-verdade, sendo 2" o nimero de combinagGes possiveis para as variaveis a
serem consideradas na determinacdo do valor da funcéo.
Para uma melhor interpretacéo, sobre funcdes Booleanas, apresenta-se um exemplo
de tabela verdade para uma funcdo Booleana de 2 variaveis, tem-se:
F(AB)=A+B (36)

Para determinar a quantidade de combinacgdes aplica-se a formula do numero de
combinagdes 2", onde n é o nimero de entradas. No exemplo dado tem-se 2 entradas, logo
2%= 4, portanto foram obtidos 4 combinacdes, conforme apresentado na Tabela 6.

Tabela 6 - Tabela verdade para a fungdo F(A,B) = A + B.

A [B | F(AB)
0(0] O
01| 1
1o 1
11| 1

Fonte: Proprio autor.
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2.6 FORMAS CANONICAS

As expressdoes Booleanas podem ser escritas em uma forma padronizada,
denominada forma normal ou forma canénica. Uma funcdo F(A,B,C) esta na forma canénica
se F pode ser representada como soma de produtos ou produto de somas, em que todas as
varidveis da soma de produtos ou produto de somas estdo presentes. A funcdo Booleana
F(A,B,C) =>m(0, 2, 5, 7) pode ser representada na forma candnica soma de produtos ou

produto da somas:
e Somade produtos:  F(A B,C) = ABC+ ABC +ABC + ABC (37)
e Produto de somas:  F(AB,C)= (A+B+C).(A+B+C).(A+B+C).(A+B+C) (38)

As vantagens de se utilizar a forma canbnica, é que se permite uma maior
independéncia, facilitando a simplificacdo e a identificacdo de expressdes para representar a
mesma funcdo l6gica (NOGUEIRA, 2011).

2.6.1 Soma de Produtos

A soma de produtos é uma forma padrdo de representacdo de funcdes Booleanas
constituida pela aplicacdo da operacdo I6gica OR sobre um conjunto de termos formados pela

operacdo AND.

A cada combinacédo de entradas pode-se associar um termo produto, em que todas as
variaveis da funcédo estdo presentes. Se a varidvel correspondente vale 0, deve-se representa-la

na forma barrada e se a variavel vale 1, deve-se representéa-la na forma nao barrada.

Uma funcdo Booleana pode ser expressa algebricamente, como uma soma de
produtos, obtida diretamente a partir da tabela verdade. A soma inclui todos os mintermos
para os quais a funcédo vale 1. Na Tabela 7 apresenta-se um exemplo da soma de produtos:
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Tabela 7 - Forma candnica soma de produtos.

Decimal |A|[B|C|F
0 0(0|0|1 -ABC
1 0|0j1|0
2 0/1/0|0
3 0/1/1{1 -ABC
4 1/0/0|1 —ABC
5 110|110
6 111|010
7 1{1/1|1 ->ABC

Fonte: Préprio autor.

O primeiro passo para se obter a expressdo soma de produto é encontrar 0s mintermos.
Os mintermos Correspondem a cada linha da tabela onde a fUI’I(}éO de saida assume valor 1.

Pode-se notar na Tabela 7 para F = 1, foram obtidos os seguintes termos: ABC,ABC, ABCe€
ABC.Como o exemplo estudado nesta secdo é soma de produtos, utiliza-se o operador OR
entre 0s termos produtos:

F(ABC) = ABC + ABC + ABC + ABC (39)
Representando a fungdo em binario tem-se:
Binarioo 000, 011, 100, 111.
Transformando, cada nimero binario em decimal, tem-se 0s seguintes mintermos:
Mintermos:(0), (3), @, (@.

Logo:
F(ABC) =Y m(0, 3,4, 7)

2.6.2 Produto de Somas

O produto de somas € outra forma padrdo de representacdo de funcGes Booleanas
caracterizada pela aplicacdo da operagdo l6gica AND sobre um conjunto de termos formados

pela operacdo OR.

A cada combinacédo de entradas pode-se associar um termo produto, em que todas as
variaveis da funcédo estdo presentes. Se a varidvel correspondente vale 0, deve-se representa-la

na forma ndo barrada e se a variavel vale 1, deve-se representa-la na forma barrada.
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Uma fungdo Booleana pode ser expressa algebricamente, como produto de somas,
diretamente a partir da tabela de verdade. O produto inclui todos 0os mintermos para os quais a

funcdo vale 0. Na Tabela 8 apresenta-se um exemplo do produto de somas.

Tabela 8 - Forma candnica produto de somas.

Decimal |A|B|C|F
0 0(0[|0|1
1 0/|0|1|0 -A+B+C
2 0/1/0|0 5A+B+C
3 0[1]1]1
4 1/0(0(1
5 1/0/1|/0 >A+B+C
6 1/1/0(0 >A+B+C
7 1/1(1(1

Fonte: Préprio autor.

Inicialmente encontra-se 0s maxtermos, que corresponde a cada linha da tabela em
que a funcgdo de saida é igual a 0. Para F = 0, foram obtidos os seguintes termos: A+ B +C,
A+B+C, A+B+C e A+B+C. Apos esta etapa, cria-se a fungdo. Como o exemplo

estudado € produto de somas, a operacdo a ser utilizada serd AND entre 0s termos somas:
F(ABC) =(A+B+C).(A+B+C).(A+B+C).(A+B+C) (40)
Representando a fungdo em binario tem-se:
Bindrio: (0 0 1),(0 1 0,1 0 1,1 1 0.
Transformando, cada nimero binario em decimal, tem-se 0s seguintes maxtermos:
Maxtermos: (1), (3), (5), (6).
Logo:
F(ABC) = M(1, 3,5, 6)

Nas Secgdes 2.6.3 e 2.6.4, descrevem-se alguns métodos de minimizacdo de fungdes

Booleanas como mapa de Karnaugh e o método de Quine-McCluskey.



34
2.6.3 Mapa de Karnaugh

Em 1953, foi desenvolvido o mapa de Karnaugh, pelo matematico e fisico Maurice
Karnaugh, enquanto trabalhava no grupo de pesquisas da empresa Bell (KARNAUGH, 1953).

O mapa de Karnaugh € uma ferramenta grafica para a simplificacdo de expressoes
Booleanas, de forma rapida e préatica se comparado com a aplicacdo dos teoremas da algebra
de Boole. E constituido por células, cada uma das quais é representada de um mintermo ou
maxtermo ou dont’care states. OS don’t care states Sa0 variaveis para as quais algumas
combinagbes de valores das entradas nunca ocorrem. Como por exemplo: a umidade do ar
estd acima de 30° graus e abaixo de 10° graus. Os dont’ care states S80 representados nos
mapas de Karnaugh com o simbolo X e pode assumir o valor 0 ou 1. O valor a ser assumido

depende da possibilidade de obter se uma simplificacdo maxima da funcdo Booleana.

A simplificacdo de uma funcdo usando o mapa de Karnaugh de uma funcéo pode ser
representada de duas formas: soma de produtos ou produto de somas. Na soma de produtos
(soma de mintermos, onde a fungdo F € igual a 1), as células correspondentes aos mintermos

serdo preenchidas com o valor 1 e as demais com o valor 0.

Um mapa de Karnaugh é uma matriz com 2" células, em que n é o nimero de
variaveis ou entradas do circuito, em que cada célula estd associada a um mintermo ou
maxtermo ou don’t care states (DAGHLIAN, 1995). Para trés variaveis, por exemplo, 0 mapa

de Karnaugh € um conjunto de 8 células.

Para realizar a simplificacdo pelo mapa de Karnaugh, primeiramente cria-se uma
tabela. Os valores da funcdo que serdo simplificados sdo preenchidos conforme a nova ordem.
Posteriormente, identificam-se todos os grupos de mintermos-1 adjacentes entre si. Cada
grupo origina um termo produto, em que somente as variaveis comuns a todos 0s mintermos-

1 permanecem.

Os agrupamentos adjacentes sdo aplicados apenas na horizontal e na vertical, nunca
na diagonal, conforme apresentado no Quadro 1. Observe que no Quadro 1, my € ms nao

possuem adjacéncia, pois ndo se encontra nem na mesma linha e nem na mesma coluna.
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Quadro 1 - Simplificagdes possiveis entre 0os mintermos de uma funcdo de 3 variaveis.

Fonte: Proprio autor.

Para um melhor entendimento sobre o emprego do mapa de Karnaugh, na
minimizacdo da fungdo apresenta-se um exemplo explicando as etapas passo a passo. Na
Figura 6 apresenta-se um exemplo de mapa de Karnaugh para 3 variaveis. O primeiro passo €
criar uma tabela, e saber os valores decimais que representardo cada célula, para assim

identificar qual célula serad preenchido com o mintermo ou maxtermo associado.

Figura 6 - Mapa de Karnaugh para funcées de 3 variaveis F(ABC).
C

B
Fonte: Préprio autor.

O mapa de Karnaugh representa a linha da tabela verdade modificada para se

identificar os padrdes de minimizag&o ou seja, a propriedade AB + AB=A.
Considere a funcdo F(ABC) =>m(0, 1, 2, 3, 6, 7), apresentada na Tabela 9.

Tabela 9- Representacdo da funcdo F(ABC) = >m(0, 1, 2, 3, 6, 7) na tabela verdade.

Decimal |[A|B|C|F
0 0/0(0|1 ->ABC
1 0(0|1]|1 —»ABC
2 0/1/0|/1 —»ABC
3 0/1|/1|1 -ABC
4 1/0/0]0
5 1/o0[1]0
6 1{1/0]|1 ->ABC
7 11111 —ABC

Fonte: Préprio autor.
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Apos criar a tabela, como esta sendo usada a soma de produtos (soma de mintermos),
cada linha da tabela correspondente a F = 1, corresponde a um mintermo. Identificado os
mintermos na tabela, o proximo passo é colocar cada mintermo no mapa de Karnaugh,
portanto € necessario identificar o valor decimal correspondente a cada mintermo.

Preenchido o mapa de Karnaugh, realizam-se os agrupamentos dos mintermos

adjacentes, conforme apresentado na Figura 7. Foram obtidos dois agrupamentos: o primeiro
agrupamento na horizontal, deu origem ao implicante A e 0 segundo agrupamento na vertical

originou o implicante B, portanto a solucéo é F(ABC) = A + B.

Figura 7 - Mapa de Karnaugh para F(ABC) =Ym(0, 1, 2, 3, 6, 7).
c

Fonte: Préprio autor

Analisando 0 mapa de Karnaugh, observa-se que o processo de simplificacdo é mais
répido e eficiente do que aquele realizado por &lgebra de Boole. Independentemente dos
processos a ser aplicados, ambos obtém os mesmos resultados. A Unica diferenca esta no
mecanismo utilizado. A simplificacdo por algebra de Boole consiste na aplicacdo de varios
teoremas até se obter a simplificacdo, diferentemente do mapa de Karnaugh que € realizado

pelo reconhecimento de padrdes entre células adjacentes.

F(ABC)=  ABC+ABC+ABC+ABC + ABC + ABC (41)
AB(C +C) + AB(C + C) + AB(C + C) (Propriedade Distributiva) (42)
AB(1)+ AB(1)+ AB(1) (Identidade: C+C =1) (43)
A(B+B)+B(A+A) (Propriedade Distributiva) (44)
A1)+ B(1) (Identidade: B+B=1e A+A=1) (45)
A +B. (46)

Pode-se notar que em ambos os métodos utilizado obteve-se a mesma solucao.
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2.6.4 Método de Quine-McCluskey

O método cléssico de Quine-McCluskey é também conhecido como método tabular e
iterativo. E composto de duas fases: na primeira fase geram-se todos os implicantes primos e
na segunda fase realiza-se uma cobertura minima encontrando os implicantes primos que

cobrem os mintermos da funcdo (McCluskey, 1956).

O teorema fundamental do método de Quine-McCluskey é similar ao emprego no
mapa de Karnaugh, em que os mintermos que diferem em apenas uma variavel podem ser

combinados pelo uso do teorema:
AB + AB = A. (47)

No método de Quine-McCluskey a fungdo além de conter mintermos, pode conter
don’t care states que sdo combinacdes de valores de entradas que nunca ocorrem. Na primeira
fase do método, que se geram os implicantes primos, deve-se utilizar 0s don’t care states
quando existentes. Enquanto que na segunda fase que é realizada a cobertura, 0s don 't care
states ndo devem aparecer na tabela de cobertura, pois ndo necessitam ser cobertos por
implicantes primos e incluidos na expressdo minima. Na expressdo minima, deve-se conter
obrigatoriamente os implicantes primos essenciais e/ou implicantes primos com menor custo,

ou seja, aqueles que cobrem um maior nimero de mintermos.

2.6.4.1 12 Fase - Algoritmo para a geracao de implicantes primos.

O método de Quine-McCluskey, ¢ uma forma sistemética para gerar implicantes
primos e cobrir os mintermos. Na Figura 8 apresenta-se um exemplo da funcdo F(ABCD) =
>m(0, 1,2, 3,4,7) +>.d(8, 9), representada graficamente no mapa de Karnaugh.

Figura 8 - Mapa de Karnaugh com representacdo dos mintermos e don 't care states da fungéo
F(ABCD)=>m(0, 1, 2, 3,4, 7) +>.d(8, 9).

D D
0 1 3 2 1 1 1 1
4 5 7 6 1 1

B B
12 | 13 15 | 14
A A

8 9 11 | 10 X | X

- c - c

Fonte: Proprio autor.
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Como pode-se observar na Figura 8, tem-se dois mapas de Karnaugh: no primeiro é
apresentado os valores decimais correspondente a cada célula e no segundo as células

preenchidas com 0s respectivos mintermos e dont ‘care states.
A primeira fase do método Quine-McCluskey, é composta dos seguintes passos:

1. Representar 0s mintermos e don 't care states em uma tabela, na forma binéria:
Na Tabela 10, tem-se 0s mintermos ou dont ‘care states em cada linha, representados

na forma binaria. Exemplo: mintermo (1) na forma binaria é 0001.

Tabela 10 - Representacao binéria dos mintermos e dont care states.

Mintermo/
dont’care states
0000 (0)
0001 (1)
0010 (2)
0011 (3)
0100 (4)
0111 (7)
1000 (8)
1001 (9)

Fonte: Proprio autor.

2. Separar 0s mintermos e don 't care states em caixas de acordo com o niimero de 1°s da forma

binaria, esta operacdo define-se o grupo 0;

Na Tabela 11, é similar a Tabela 10, exceto na ordenagdo dos mintermos e don'’t care
states em caixas apenas foi acrescentado a coluna caixa. Nesta etapa, gera-se o grupo 0 que é
definido pela quantidade de X na representacdo binaria. Verifica-se a quantidade de 1’s na
representacdo bindria, que indicara a caixa que o mintermo pertence. Como por exemplo, o
mintermo 2, representado na forma binaria ¢ 0010, como a quantidade de 1’s ¢ 1, portanto

pertencera a caixa 1.
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Tabela 11 - Grupo 0.

Caixa Mintermo/ Marca
dont’care states
0 0000(0) *
1 0001(1) *
1 0010(2) *
1 01004 *
1 1000 (8) *
2 0011(3) *
2 1001(9) *
3 0111(7) *

Fonte: Préprio autor.

3. Comparar todos os elementos da caixa i com os elementos da caixa i+1. Marcar com *, 0s
elementos que foram combinados. Dois elementos sdo combinados se diferem em apenas um
elemento, um bit, conforme o teorema: AB + AB = A. Na representagdo bindria, a posicéo

do bit que se difere é substituido por X, portanto gera-se um novo grupo.

Na Tabela 12 apresenta-se o grupo 1. Define-se grupo como o ndmero de
combinacBes que ocorreram, ou pela quantidade de X na representacdo binaria. O resultado
deste grupo, deve-se a combinacdo dos mintermos ou dont’care states do grupo O,

representado na Tabela 11.

Tabela 12 - Grupo 1.

Caixa Implicante Marca
0 000X(0,1)
0 00X0(0,2)
0 0XO00 (0,4)
0 X000(0,8)
1 00X1(1,3) *
1 X001(1,9) *
1 001X (2,3 *
1 100X (8,9) *
2 0X11(3,7)

Fonte: Proprio autor.
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Como de fato, neste grupo tem-se 0 X, para os elementos serem combinados, X deve
estar na mesma posicéo, e os elementos devem se diferenciar em apenas uma posi¢do que € 0
ou 1. No entanto, 000X da caixa 0, s6 pode ser combinado com o Unico elemento da caixa 1
que € 001X. O resultado da combinagdo gera o implicante 00XX, conforme apresentado na
Tabela 13. Neste exemplo, os Unicos elementos que ndo foram combinados s&o: 0X00(0,4) e
0X11(3,7), portanto estes serdo incluidos no resultado final.

Tabela 13 - Grupo 2.

Caixa Implicante Marca

00X X (0,1,2,3)
X00X(0,1,8,9)

Fonte: Proprio autor.

Combinar grupos gerados da mesma forma que foi realizado no processo anterior, até que

nenhuma combinacao seja possivel;

Na Tabela 13 apresenta-se 0 novo grupo gerado, a partir das combina¢des do grupo
1. Nesta tabela como ha apenas uma Unica caixa, ndo tem como realizar comparacgdo, portanto

0s elementos ndo sdo combinados e ndo sdo marcados.

Listar os implicantes primos, que sdo aqueles que ndo foram marcados por *.

Como na Tabela 12, os implicantes 0X00 e 0X11 ndo foram combinados, ndo foram
marcados. O mesmo ocorre na Tabela 13, com os implicantes 00XX e X00X. Logo o
conjunto de implicantes primos da fun¢do F(ABCD) = Ym(0, 1, 2, 3, 4, 7) + >.d(8, 9), sdo:

0X00 + 0X11 + 00XX + X00X = ACD+ACD + AB~+BC. (48)
2.6.4.2 22 Fase —Cobertura dos mintermos

Ap0s obter os implicantes primos da funcdo Booleana na primeira fase, a segunda
fase do método Quine-McCluskey consiste em encontrar a cobertura dos mintermos, ou seja,
0 numero minimo de implicantes primos que cobrem os mintermos. Nesta fase, 0s dont care
states ndo entram na tabela, pois ndo precisam ser cobertos pelos implicantes. A segunda fase

consiste dos seguintes passos:
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1. Cria-se uma tabela em que as linhas representam os implicantes primos obtidos e as colunas
0S mintermos. Se existir dont care states, ndo devem ser incluido na tabela.

Na Tabela 14 apresentam-se os implicantes primos da funcdo F(ABCD) = Ym(0, 1, 2,
3,4, 7) + >.d(8,9), formada a partir dos implicantes primos obtidos do grupo 1 e do grupo 2,

da primeira fase do método.

Tabela 14 - Cobertura.

Mintermos

Implicantes primos
0 1 2 3 4 7

0X00 (0, 4)
0X11(3,7)
00X X (0, 1,2, 3)
X00X(0,1,8,9)

Fonte: Proprio autor.

2. Marcar as colunas com X, quando o implicante primo da linha cobre o mintermo da coluna.

Na Tabela 15 apresenta-se a tabela de cobertura dos mintermos.

Tabela 15 - Tabela de implicantes primos e respectivas marcas.

i i Mintermos
Implicantes primos
0 1 2 3 4 7
0XO00 (0,4)
0X11(3,7) X X
00X X(0,1,2,3) X X X X
X00X(0,1,8,9) X X

Fonte: Préprio autor.

Nota-se que o implicante 00XX cobre os mintermos, 0, 1, 2 e 3. Marcam-se, dessa

forma, com um X, as colunas destes mintermos.

3. Identificar na tabela as colunas que contém apenas uma marca X. A linha na qual estas

colunas contém a marca X corresponde a um implicante primo essencial.
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Na Tabela 16, a linha e a coluna correspondente ao implicante primo essencial esta
representada em negrito, logo os implicantes primos essenciais séo: 0X00, pois 0 mintermo 4
tem-se apenas uma marca X e 0 0X11, devido o mintermo 7 apresentar apenas uma marca X.
Eliminam-se as linhas dos implicantes primos essenciais e as colunas dos mintermos cobertos

por respectivos implicantes.

Tabela 16 - Tabela de implicantes primos e implicantes primos essenciais.

i i Mintermos
Implicantes primos
0 1 2 3 4 7
0X00 (0,4) X X
0X11(3,7) X X
00X X(0,1,2,3) X X X X
X00X(0,1,8,9) X X

Fonte: Préprio autor.

Neste caso as linhas que contém os implicantes primos essenciais sdo: 0X00, 0X11, e
00XX os mintermos que sdo cobertos séo: 0, 4, 3, 7, 0, 1, 2, 3. Portanto estas linhas e colunas
sdo eliminadas, restando apenas o implicante primo X00X. Como pode-se observar todos 0s

mintermos foram cobertos.

Encontrar o conjunto minimo de implicantes primos, ou seja, 0 nimero minimo de literais que
cobrem as colunas remanescentes. Lembrando que na solugdo minima obrigatoriamente
devem aparecer 0s implicantes primos essenciais.

Analisando a Tabela 16, ndo ha nenhum mintermo a ser coberto, restou o implicante
primo X00X, como ndo ha mintermo para este implicante primo cobrir, portanto nao faz parte
do conjunto solucdo. No entanto o conjunto solugdo € composto obrigatoriamente pelos
implicantes primos essenciais e os implicantes primos que apresentam 0 menor custo. Para
este exemplo apenas os implicantes primos essenciais que devem apresentar no conjunto

solucéo. Portanto tem-se como solu¢do minima a seguinte expressao:
F(ABC) = 0X00 + 0X11 + 00XX = ACD+ACD + AB (49)

Adotou-se como critério de custo a quantidade de entradas das portas AND e OR.



43

Nota-se que o custo inicial da fungdo F(ABCD) = Ym(0, 1, 2, 3, 4, 7) + >.d(8, 9) é
30, que é a soma aritmética ponderada de todos os implicantes da funcdo, lembrando que don 't
care states ndo sdo contados no custo. Apos aplicar o método tabular de Quine-McCluskey,

houve uma reducao no custo para 11.

Na Figura 9 representa-se a segunda fase do método de Quine-McCluskey no mapa
de Karnaugh.

Figura 9 - Representacdo da solucdo obtida pelo método Quine-McCluskey no mapa de

Karnaugh.
ACD ACD
F F
D  —
(1] | 1 I ! »AB
1 1
B
A
X X
C

Fonte: Préprio autor.

Neste capitulo sdo apresentados conceitos relacionados a algebra booleana,
operadores, teoremas e propriedades, enfatizando o operador XOR. E também as diferentes
formas de simplificacGes de expressdes booleanas utilizando teoremas da algebra de Boole ou
mapa de Karnaugh. Apresenta-se também neste capitulo o conceito tedrico e o algoritmo do
método classico que gera implicantes primos denominado Quine-McCluskey, que serd o

método base para a comparagdo com o método proposto, que é descrito no Capitulo 3.

O método descrito no Capitulo 3, denominado de Quine-McCluskey Estendido tem
um algoritmo semelhante ao método apresentado nesta se¢do. Entretanto, na primeira fase
utilizam-se alguns conceitos que envolvem a operagdo XOR. A segunda fase, a fase de

cobertura, € semelhante ao método original.

Cabe observar, conforme ja descrito anteriormente, que a abordagem dada a fase de
cobertura dos mintermos € o emprego da programacéo linear inteira 0 e 1, ou seja, o0 problema

de cobertura dos mintermos é formulado como um problema de programagdo matemaética.



44

3 METODO DE QUINE-MCCLUSKEY ESTENDIDO

O método Quine-McCluskey Estendido é baseado no algoritmo empregado no
método de Quine-McCluskey original. Entretanto, sempre que possivel, as portas XOR e
XNOR sdo utilizadas no processo de minimizacdo juntamente com as portas OR e AND. A
utilizacdo de portas légicas XOR e XNOR possibilita redugdo no custo, na maioria das vezes.

No algoritmo do método Quine-McCluskey, os mintermos e dont’care states S0
representados na forma binaria, e as portas logicas utilizadas sdo as portas AND e OR.
Entretanto, no Quine-McCluskey Estendido cada digito binario é representado na forma de
poténcia, em que 1, é representado pela poténcia ndo barrada e o 0 pela poténcia barrada.

Como exemplo considere o mintermo 5 = 0101 (representado na forma binaria convencional)

e mintermo 5 = §.4.§.1(representado na forma de poténcia). A representacdo na forma de
poténcia € utilizada apenas para operador XOR, caso contrario utiliza-se a forma

convencional.

Como o objetivo do método € minimizar fungbes Booleanas, ou seja, reduzir o custo
do circuito é necessario definir algum critério de custo. De acordo com o apresentado por

Silva (1989) alguns critérios de custo sdo apresentados a seguir:
e Menor quantidade de variaveis na forma complementada ou néo;
e Menor quantidade de variaveis na forma soma de produtos ou produto de somas;
e Menor quantidade de termos em uma expressao.

Neste trabalho adotou-se como critério de custo a menor quantidade de variaveis na

forma soma de produto ou produto de somas.

3.1 DEFINICOES

Para uma maior compreensdo sobre o método é necessario entender algumas
propriedades da algebra Booleana dos operadores XOR e XNOR, que sdo os operadores a
serem utilizados nas combinacdes entre os grupos. As propriedades utilizadas no método sdo
descritas a seguir:

Propriedade 1- XOR: X@®Y = XY + XY . (50)
Propriedade 2- XNOR: X @Y = XY + XY. (51)
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Exemplo de aplicacédo da Propriedade 1, XOR: esta notagdo ocorre para qualquer par
de mintermos que contenham as mesmas poténcias, em que um dos pares € complemento do
outro (TURTON, 1996):

Mintermo 29: 16.8.4.2.1
Mintermo 30: 16.8.4.21
Resultado = 16.8.4.3.3

Destaca-se no resultado, este par como sendo 2.1+21= (50). Como estas poténcias

estdo representadas na penultima e Gltima posicdo, entdo no resultado, estas posicoes serdo
substituidas pela soma da poténcia, 2 + 1 = 3, enquanto que nas posi¢des que corresponde as

poténcias iguais, primeira, segunda e terceira posicao, as representagdes sao conservadas.

Exemplo de aplicagdo da Propriedade 2, XNOR: utiliza-se quando h& dois pares de

mintermos, em que um par é complemento do outro par (TURTON, 1996):

Mintermo 20: 16.8.4.21
Mintermo 23: 1684.2.1
Resultado: 16.8.4.33

Destaca-se no resultado, este par como sendo 21+2.1= (51), como estas poténcias

estdo representadas na penultima e Gltima posicao, entdo no resultado, estas posicdes serdo
substituidas pela soma da poténcia, 2 + 1 = 3, e como o operador utilizado ¢ XNOR, a
poténcia deve ser barrada. Com relacdo as posi¢Oes que corresponde as poténcias iguais:
primeira, segunda e terceira posicao, as representacdes sdo conservadas.

Estas propriedades sdo utilizadas na aplicacdo do método Quine-McCluskey
Estendido. Além destas propriedades, tem-se a regra estabelecida em que as caixas devem

conter 0 mesmo namero de variaveis ndo complementadas, dont”care states e exclusive-or.

Ha duas formas de realizar as combinagdes. Na primeira utiliza-se da quantidade de
poténcias ndo barradas de um mintermo em rela¢do a outro mintermo, conforme se apresenta
na Tabela 17. Na Figura 10 apresenta-se a segunda forma para realizar as combinagdes, que

consiste em utilizar a defini¢&o de caixas.
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Tabela 17 - Comparagéo entre caixas.

Diferenca Operacoes
0 XOR
1 AND
2 XNOR

Fonte: Proprio autor.

Figura 10 - Tipos de operadores utilizados na comparagéo entre caixas.

Caixa 1 == Comparagio XOR
Caixal - Comparagdo AND
Caixa 3 «— — Comparacio XINOR

Fonte: Adaptado de (TURTON, 1996).

Nota-se que as comparagOes sdo realizadas na propria caixa e com as duas caixas
subsequentes, em que estas caixas devem se diferenciar em 1 ou 2 variaveis ndo
complementadas.

O método apresenta duas caracteristicas. A primeira, por ser similar ao Quine-
McCluskey produz uma grande quantidade de comparagdes visando as combinacdes. Segundo
BOLTON (1990), o problema é NP-dificil. Enquanto Brayton et al. (1984), afirma que pode
se ter implicantes primos,em que n é o numero de variaveis. A segunda caracteristica € que
por utilizar operador XOR pode ser implementado para maltiplos niveis, sendo 2 entradas e
uma porta ldgica XOR, ao inves de maltiplas entradas e uma porta AND (TURTON, 1996).

3.1.1 Algoritmo de Quine-McCluskey Estendido

O algoritmo do método de Quine-McCluskey Estendido apresenta as seguintes
etapas:
1. Representar 0s mintermos e dont care states em uma coluna na forma de poténcia;

2. Separar 0s mintermos em caixas de acordo com a quantidade de 1's (as poténcias nao
barradas indicam a quantidade de 1°s que possui cada elemento), esta operagdo define-se o
grupo 0;

3. Execute os seguintes critérios:
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a) Comparar todos os elementos da propria caixa e com as duas caixas subsequentes, em que
estes devem se diferenciar em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. Marcar com * 0s
elementos combinados. Dois elementos sdo combinados se diferir em um ou dois bits.
Substituir as posi¢cdes que diferem pela soma das poténcias correspondentes as posicoes.

Caso seja, apenas uma posic¢ao que difere substitua por X;

b) Ao executar o passo 3, analisar também os elementos que foram combinados e aplicar as
operacdes, descritas na Tabela 18 lembrando que ¢é a quantidade de poténcias ndo barradas

de um termo para o outro que indicara o tipo de operagdo a ser realizada.

Tabela 18 - Tipos de operadores utilizados na combinacgéo das caixas.

Diferenca Operacoes Caixa
0 Exclusive-or Caixal - Caixa 1
1 And Caixa 1l - Caixa 2
2 NOT Exclusive-or Caixal - Caixa 3

Fonte: Préprio autor.
4. Combinar caixas geradas da mesma forma que no processo anterior, até que nenhuma
combinacdo seja possivel,

5. Listar os implicantes primos, que sdo 0s ndo marcados por *, ordenar em caixas de acordo
com a quantidade de 1’s.
Como exemplo de aplicacdo considere a funcdo Booleana F1(ABC) = Y m(1, 3, 4, 6, 7).

Através de passos descreve-se 0 exemplo a seguir:

1. Representar os mintermos e dont ‘care states em uma coluna na forma de poténcia;

Na Tabela 19 tem-se 0s mintermos ou dont ‘care states em cada linha, representados

na forma de poténcia. Exemplo: mintermo (1) na forma de poténcia 4.2.1=22.21.2°.

Tabela 19 - Representacao poténcia dos mintermos e dont care states da funcéo F.

Mintermos/dont’care states

42.1(1)
42.1(3)
4.21(4)
4.21(6)
4.2.1(7)

Fonte: Proprio autor.
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2. Separar 0s mintermos em caixas de acordo com a quantidade de 1's (as poténcias ndo
barradas indicam a quantidade de 1°s que possui cada elemento), esta operacéo define-se o

grupo 0;

Na Tabela 20, que € similar a Tabela 19, apenas foi acrescentado a coluna caixa.
Nesta etapa gera-se o grupo 0 que é definido pela quantidade de X na representacdo binéria. A
caixa é determinada pela quantidade de poténcias ndo barradas que o mintermo apresenta.

Como por exemplo, o mintermo 1 representado na forma de poténcia é 4.2.1, como a

quantidade de poténcias ndo barradas € 1, portanto pertence a caixa 1.

Tabela 20 - Agrupar em caixas de acordo com o numero de 1's da fungéo F;.

Grupo 0
. Mintermos/dont’care
Caixa
states

. 42.1 (1)
4.21(4)

, 42.1(3)
4.21(6)

3 4.2.1(7)

Fonte: Proprio autor.

3. Execute o0s seguintes critérios:

a) Comparar todos os elementos da propria caixa e com as duas caixas subsequentes, em que

estes devem se diferenciar em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. Marcar com * 0s
elementos combinados. Dois elementos s&o combinados se diferir em um ou dois bits.
Substituir as posi¢des que diferem pela soma das poténcias correspondentes as posicoes.
Caso seja, apenas uma posicao que difere substitua por X;

b) Ao executar o passo 3, analisar também os elementos que foram combinados e aplicar as
operac0es, descritas na Tabela 21 lembrando que ¢é a quantidade de poténcias ndo barradas

de um termo para o outro que indicard o tipo de operagdo a ser realizada.
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Tabela 21 - Tipos de operadores utilizados na combinagéo das caixas da fungéo F;.

Diferenca Operacoes Caixa
0 Exclusive-or Caixa 1- Caixa 1
1 And Caixa 1- Caixa 2
2 NOT Exclusive-or Caixal - Caixa 3

Fonte: Proprio autor.

Na Tabela 22, que € similar a Tabela 20, apenas foi criado a coluna combinages.
Aplica-se primeiramente o critério 3.a). Neste exemplo o mintermo 1 que pertence a caixa 1,
sO pode ser comparado com os elementos da propria caixa, e com as caixas subsequentes que
diferenciam em 1 ou 2 varidveis ndo complementadas. Portanto as caixas subsequentes sdo as

caixas 2 e 3.

Tabela 22 - Combinacéo entre as caixas da funcédo F;.

Grupo 1
Caixa Implicante Combinacdes
. 421 (1)* 5.2.5(14)
4.21(4)* 4.X.1(1,3)
) 42.1(3)* 6.6.1(17)
4.21(6)* 4.X 1(4,6)
433(4,7)
3 42.1(7)* 5.2.5(3,6)
X.2.1(3,7)
4.2.X(6,7)

Fonte: Préprio autor.

Comparam-se 0s elementos da propria caixa: (mintermo 1:4.2.1)¢ (mintermo 4:4.21)
nota-se que os mintermos diferem em 2 bits, pois na primeira e Gltima posicdo dos mintermos
1 e 4, tem-se poténcia barrada e ndo barrada. Como diferenciam em 2 bits, podem ser
combinados. Aplica-se a soma das poténcias, nas posi¢des que diferem. A primeira e Gltima 4
+ 1= 5. Portanto o resultado é 5.2.5(1,4) a primeira e Gltima posicdo sdo substituidas pela

poténcia 5, e a segunda posicao por apresentar poténcias iguais, sdo conservadas. Os nimeros

apresentados no parentes indica os mintermos que foram combinados.
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Ap0s este processo, aplica-se o critério 3.b), em que verifica-se o tipo de operador,
que é determinado pela quantidade de poténcias ndo barradas das posi¢des que diferem. No
mintermo 1 na primeira e Gltima posicdo tem-se apenas 1 poténcia ndo barrada. No mintermo
4, também 1, entdo aplica-se a diferenca (1-1= 0). Como a diferenca € 0, conforme apresenta-

se a Tabela 21, o operador a ser utilizado € 0 XOR.

4. Combinar caixas geradas da mesma forma que foi realizado no processo anterior, até que

nenhuma combinacao seja possivel.

Na Tabela 23 compara-se a caixa 1, com todos 0s elementos da prépria caixa, e com
as caixas subsequentes que diferem em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. A Unica caixa

subsequente que ha nesta tabela, € a caixa 2. Compara-se entdo primeiro elemento da caixa 1:
(4.X.1) e o segundo elemento da mesma caixa(6.6.1). Pode-se observar que os valores das

poténcias sao diferentes, logo ndo podem ser combinados.

Tabela 23 - Combinacgéo das caixas geradas da fungéo F;.

Grupo 2
Caixa Implicante Combinagdes

5.2.5(1,4) *
4.X.1(1,3)*
6.6.1(1,7)

4.X246)* | 5X.5(1,34.6)
433(4,7)

5.2.5(36) »
X .2.1(3,7)
4.2.X(6.7)

Fonte: Proprio autor.

Realiza-se entdo a comparagdo com todos os elementos desta caixa. Ao comparar-se 0
primeiro elemento (4.X.1)com o terceiro (4.X1) da mesma caixa, nota-se que as posicoes

das poténcias séo iguais, diferenciando em dois bits. Portanto realiza-se a combinac¢do. Como
as posicoes que diferem € a primeira e a terceira, entdo estas posicdes serdo substituidas pela
soma das poténcias, (4 + 1 = 5), e as poténcias iguais sdo conservadas. Portanto o resultado é
5.X.5(1,3,4,6).
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Analisando estes dois elementos, pode-se observar que a quantidade de variaveis ndo
barradas de um mintermo para o outro é (1 — 1 = 0). Portanto o operador utilizado serd XOR.

5. Listar os implicantes primos, que sdo os que nao foram marcados por *, ordenar em caixas
de acordo com a quantidade de 1’s.

Como na Tabela 23, ndo houve combinagéo, portanto ndo foram marcados, logo o
conjunto de implicantes primos da funcdo F1(ABC)=Ym(1, 3, 4, 6, 7), sdo:

66.1+433+X2.1+42.X+5X5= (52)

- (A®B)C +A(B®C) + BC+AB+(A®C).
A partir dos implicantes primos obtidos na primeira fase do método Quine-McCluskey
Estendido, deve-se realizar a fase de cobertura, para obter uma solugdo minima. Formula-se

entdo a cobertura dos mintermos da fun¢do como sendo um problema de programacao linear

inteira0 e 1.

Dessa forma, as varidveis sdo os implicantes primos gerados e as restrigdes sao
desigualdades do tipo “>", cujo lado esquerdo ¢ a soma dos implicantes primoS que cobrem
cada mintermo (SILVA, 1993).

Considera-se a fungdo F1(ABC) = YM(1, 3, 4, 6, 7) e os implicantes primos obtidos
na primeira fase do método Quine-McCluskey Estendido: (A®B)C+A(B®C)

+BC+AB+(A®C). Para simplificar a apresentacdo da formulacdo do problema de

cobertura como um problema programacdo linear inteira O e 1, atribui-se letras para

representar cada um dos implicantes primos gerados na primeira fase do método de Quine-

McCluskey Estendido. Dessa forma tem-se: a = (A®@B)C, b= A(B®C),c=BC,d=ABe
e=(A®C). o problema de programacé&o linear formulado é descrito como:

Min 5a + 5b + 3c + 3d + 3e

Sujeito as restricoes

at+ex>1

c+e=1

b+ex>1
d+e>1
a+b+c+d=>1
a,b,cdee{0 1}
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Portanto o conjunto solugdo pode serc =BCee=A®C oud=ABee=A®C
.Nota-se que a variavel e deve estar contida nos dois conjuntos solucéo, pois é a Unica que
cobre quase todos 0s mintermos, exceto o 7. Para cobrir 0 mintermo 7, tem-se as variaveis a,
b, ¢ e d. Como estas variaveis cobrem a mesma quantidade de mintermos e apresentam o

mesmo custo, cada uma destas podem estar contidas na solucao.

E importante destacar que o custo da func&o original F1(ABC) =2 m (1, 3, 4, 6,7) era
20 e que apds obter a solugcdo minima pelo método de Quine-McCluskey ha uma reducdo do
custo para 9. Entretanto, a solugdo minima pelo método Quine-McCluskey Estendido, hd uma
reducdo do custo para 6.

Na Figura 11 apresenta-se a solucdo minima obtida no método Quine-McCluskey
Estendido, representado na forma de circuito. Tém-se dois conjuntos solu¢do ¢ = BC e e =
A®Coud=ABee=A®C.

Figura 11 - Circuito referente a solugdo minima do método Quine-McCluskey Estendido da
funcéo F.

1
Dy

D

—p—

Fonte: Proprio autor.

Para verificar a diferenca dos custos apresenta-se, na Figura 12, a solu¢cdo minima

obtida no método de Quine-McCluskey representada no mapa de Karnaugh. Na Figura 13



53

apresenta-se a solugéo minima obtida no método de Quine-McCluskey Estendido também no

mapa de Karnaugh.

Figura 12 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida no método de Quine-McCluskey da

funcéo F.
AC C
—_— C —_—
1 1 = AC
1 1
B All 1 1 1| —ac
All 1 1 1 pP—=AC
— B
L B 4
BC AB

Fonte: Proprio autor.

Figura 13 - Mapa de Karnaugh da solugdo minima obtida no método de Quine-McCluskey
Estendido da funcéo F;.

All 1 1 T —aec AL 1 [ﬂ: *ASC

Fonte: Proprio autor.

Pode se notar que na Figura 12 os implicantes primos obtidos AC + AC, no método
Quine-McCluskey, corresponde a um Unico agrupamento representado na Figura 13 pela

expressio A ® Cem que os agrupamentos sdo representados na cor rosa.

Na Figura 12, o custo obtido da solugdo minima do método de Quine-McCluskey foi
9 e na Figura 13 o custo obtido da solu¢do minima do método Quine-McCluskey Estendido
foi 6. Pode-se notar que houve uma reducéo do custo e que esta reducdo deve-se ao operador
XOR. Portanto este é um dos casos apresentado, em que 0 custo apresentado pelo método

Quine-McCluskey Estendido foi menor que o do método de Quine-McCluskey.
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Além deste caso, apresenta-se uma classe de casos que se rotulou como o caso do
xadrez. Para esta classe de exemplos o método implementado apresentou uma reducdo do

custo surpreendente quando comparado com o método de Quine-McCluskey.

Na Figura 14 apresenta-se o caso do xadrez dado pela funcéo F2(ABCDE) = > m (0,
3,5,6,9, 10, 12, 15, 17, 18, 20, 23, 24, 27, 29, 30). Representando a solugdo minima obtida
pelo método de Quine-McCluskey tem-se como:

Resultado os termo produtos: ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE +
ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE + ABCDE +
ABCDE + ABCDE o custo obtido é de 96.

Figura 14 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida no método de Quine-McCluskey da

funcéo F..
_ AlA _
D D D D
1 1 c 1 1 c
B B
1 1 1 1
C C
1 1 1 1
B B
1 1 C 1 1 C
E E E E E E

Fonte: Proprio autor.

Entretanto, aplicando-se 0 método de Quine-McCluskey Estendido a solu¢cdo minima
obtida, é apresentada na Figura 15.

Figura 15 - Solugdo minima obtida para o caso xadrez de cinco variéveis utilizando o método
de Quine-McCluskey Estendido da fungéo F,.
_ A A _
D D D D

[T_'l\ I ¢ 1} {1]

gl

e=]]
=]

i ¢ o] Mol |

E E

up
m
il
I'I‘II\

Fonte: Proprio autor.
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No entanto € importante destacar que o custo da fungdo original F,(ABCDE) = > M
0, 3,5, 6,9, 10, 12, 15, 17, 18, 20, 23, 24, 27, 29, 30) era 96. Na Figura 14 apds obter a
solugdo minima pelo método de Quine-McCluskey como ndo ocorreu nenhum agrupamento o
custo continua sendo o mesmo da funcéo original 96. E na Figura 15 representando a solugéo
minima pelo método Quine-McCluskey Estendido, houve uma combinacdo de mintermos,
portanto o custo reduziu para 8. Dessa forma, pode-se observar que a reducdo do custo
utilizando o método Quine-McCluskey Estendido foi significativa, comparada com o

resultado obtido do Quine-McCluskey, representado na Figura 14. O resultado obtido da

Figura 15 foiA®B®C®D®E. Nota-se que utilizando o operador XNOR, pode-se
representar todos os mintermos da fungdo em um (nico agrupamento, permitindo uma
reducao no namero de termos e consequentemente uma grande reducéo no custo.

O proximo exemplo a ser apresentado, mostra um caso em que 0s custos obtidos

pelos dois métodos sdo iguais.

Considere a funcdo F3(ABCD) = Ym(1, 5, 7, 9). Aplicando-se 0 método Quine-
McCluskey Estendido tem-se:

1. Representar 0s mintermos e dont care states em uma coluna na forma de poténcia;

Na Tabela 24 apresentam-se 0S mintermos ou dont’care states em cada linha,

representados na forma de poténcia. Como exemplo o mintermo (1) é representado na forma
de poténcia 8.42.1=2%22.21.2°

Tabela 24 - Representacdo poténcia dos mintermos e dont care states da funcéao Fs.

Mintermos/dont’care states
84.2.1(1)
8.4.2.1 (5)
8.4.2.1(7)

8.4.2.1 (9)

Fonte: Proprio autor.

2. Separar 0s mintermos em caixas de acordo com a quantidade de 1’s (as poténcias ndo
barradas indicam a quantidade de 1°s que possui cada elemento), esta operacéo define-se o
grupo 0;

Na Tabela 25, que é similar a Tabela 24, apenas foi acrescentada a coluna caixa.

Nesta etapa gera-se o grupo 0 que é definido pela quantidade de X na representacao binaria.
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A caixa é determinada pela quantidade de poténcias ndo barradas, que 0 mintermo apresenta.
Como, por exemplo, o mintermo 1 € representado na forma de poténcia é 2_3.21.5.1_ Como a

quantidade de poténcias ndo barradas € igual a 1, o mintermo pertence a caixa 1.

Tabela 25 - Agrupar em caixas de acordo com o numero de 1's da funcao Fs.

Grupo 0
. Mintermos/
Caixa
dont’care states
1 84.2.1 (1)
) 8.4.2.1(5)
8.4.2.1(9)
3 8.4.2.1 (7)

Fonte: Proprio autor.

3. Execute os seguintes critérios:

a) Comparar todos os elementos da propria caixa e com as duas caixas subsequentes, em
que estes devem se diferenciar em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. Marcar com *
0s elementos combinados. Dois elementos sdo combinados se diferir em um ou dois
bits. Substituir as posicdes que diferem pela soma das poténcias correspondentes as
posicBes. Caso seja, apenas uma posicao que difere substitua por X;

b) Ao executar o passo 3, analisar também os elementos que foram combinados e aplicar
as operacdes, descritas na Tabela 26lembrando que é a quantidade de poténcias nao
complementadas de um termo para o outro que indicara o tipo de operacdo a ser

realizada.

Tabela 26 - Tipos de operadores utilizados na combinagéo das caixas da fungéo Fs.

Diferenca Operacoes Caixa
0 XOR Caixa 1- Caixa 1
1 AND Caixa 1 -Caixa 2
2 XNOR Caixa 1- Caixa 3

Fonte: Proprio autor.

Na Tabela 27, que é similar a Tabela 25, apenas foi criado a coluna combinacGes.
Aplica-se primeiramente o critérios 3.a). Neste exemplo o mintermo 1, que pertence a caixa 1,

sO pode ser comparado com 0s elementos da propria caixa, € com as caixas subsequentes que
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diferenciam em 1 ou 2 varidveis ndo complementadas. Portanto as caixas subsequentes sdo

caixa2e 3.

Tabela 27 - Combinag0es entre as caixas da fungéo Fs.

Grupo 1
Caixa RepresAent.agao Combinacdes
Poténcia
1 8421 (1)* 8.X.2.1 (1,5)
, 8.4.2.1(5)* X .421(1,9)
8.4.2.1(9)* 86.6.1(1,7)
_ 12.12.2.1(5,9)
3 84.2.1 (7)* -
84.X.1(5,7)

Fonte: Préprio autor.

Como no grupo 1, ndo h& nenhum elemento a ser comparado, compara-se a caixa 1
(mintermo 1: 84.2.1)  com a caixa 2 (Mintermo 5:8.4.2.1) . Nota-se que os mintermos diferem
em 1 bit, pois na segunda posicdo dos mintermos 1 e 5, tem-se poténcia barrada e nao barrada.
Como diferenciam em 1 bit, podem ser combinados. Substitui-se esta posi¢do que difere pelo
X. Portanto o resultado é 8.X.2.1(1,5)a segunda posicdo é substituida pelo X, e a primeira,

terceira e quarta posicdo por apresentar poténcias iguais, sdo conservadas. Os numeros

apresentados nos parentes indicam os mintermos que foram combinados.

Ap0s este processo, aplica-se o critério 3.b), em que verifica-se o tipo de operador, que
é determinado pela quantidade de poténcias ndo barradas das posi¢cdes que diferem. No
mintermo 1 na segunda posi¢do tem-se O poténcia ndo barrada e mintermo 5, tem 1, entdo
aplica-se a diferenca (0 - 1 = - 1, considera o valor absoluto +1). Como a diferenca € 1,

conforme apresenta-se a Tabela 26, o operador a ser utilizado é o AND.

4. Combinar caixas geradas da mesma forma que no processo anterior, até que nenhuma
combinacéo seja possivel,

Na Tabela 28 apresenta-se a comparacdo da caixa 1, com todos os elementos da

propria caixa, € com as caixas subsequentes que diferem em 1 ou 2 varidveis nédo

complementadas. A Unica caixa subsequente que ha nesta tabela, é a caixa 2. Compara-se

entdo primeiro elemento da caixa 1: (8.X.2.1) e o segundo elemento da mesma caixa (X4.2.1)
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. Pode-se observar que os valores das poténcias sdo diferentes, logo ndo podem ser
combinados.

Tabela 28 - Combinacéo das caixas geradas da funcgéo Fs.

Representacao
Poténcia
8.X.2.1 (1,5)
1 X .4.2.1(1,9)
866.1(1,7)
84.X.1(5,7)

12.122.1(5,9)

Caixa Combinacdes

Fonte: Proprio autor.

5. Listar os implicantes primos, que sdo 0s ndo marcados por *, ordenar em caixas de acordo

com a quantidade de 1’s.
Como na Tabela 28 ndo houve combinacdo, portanto ndo foram marcados, logo o

conjunto de implicantes primos da funcdo F3(ABCD)=>m (1, 5, 7, 9), sdo:

8.X.21+X421+866.1+84.X.1+12.122.1= (53)
= ACD+ BCD+AD(B®C) + ABD+ (A @ B)CD.

A partir dos implicantes primos obtidos no método Quine-McCluskey Estendido,
deve-se realizar a fase de cobertura, para obter uma solucdo minima. Conforme ja
mencionado a cobertura minima é obtida através da solucdo de um problema de programacéo
linear inteira 0 e 1. Dessa forma, as variaveis sdo os implicantes primos e as restricbes sdo
desigualdade do tipo “>”, cujo lado esquerdo € a soma dos implicantes primos que cobrem

cada mintermo.

Considera-se a funcéo F3(ABCD) = Xm(1, 5, 7, 9) e os implicantes primos obtidos
no método Quine-McCluskey Estendido: AC D+ BC D+ AD(B® C) + ABD+ (A ® B)CD.
Sendoa=ACD b=BCD c=AD(B®C) d =ABD¢e=(A®B)CD, tem-se o problema de

programacéo linear como:
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Min 4a + 4b + 6¢ + 4d + 6e
Sujeito as restri¢des

a+b+c>1
a+d+e>1
c+d>1

b+e>1
a,bcdee{01}

Portanto, o conjunto solucéo é b = BCD e d =ABD nota-se que apenas com as
variaveis b e d todos 0s mintermos sao cobertos.

E importante destacar que o custo da funcéo original F3(ABC) = > m (1, 5, 7, 9) era
16. Ao empregar o método de Quine-McCluskey tradicional obtém-se uma reducdo do custo

para 8. A solucdo obtida pelo método de Quine-McCluskey Estendido, tem custo 8.

Na Figura 16 apresenta-se a solugdo minima obtida no método Quine-McCluskey

Estendido, representado na forma de circuito. Tem-se o conjunto solugdo b = BCD ed =

ABD .

Figura 16 - Circuito referente a solugdo minima no método Quine-McCluskey Estendido da
funcéo Fs.

Fs

A e
B_}
[ ———

Fonte: Proprio autor.

Para verificar a diferenca dos custos, entre os dois métodos, apresenta-se na Figura
17a solugdo minima obtida no método de Quine-McCluskey representada na forma de mapa
de Karnaugh e na Figura 18 apresenta-se a solu¢do minima obtida no método Quine-

McCluskey Estendido representada na forma de mapa de Karnaugh.
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Figura 17 - Mapa de Karnaugh da solugdo minima obtida pelo Quine-McCluskey da funcéo
Fs.

D

1

Voo

BCD

Fonte: Préprio autor.

Figura 18 - Mapa de Karnaugh da solu¢cdo minima obtida pelo Quine-McCluskey Estendido
da funcéo Fs.
D

1

I

BCD

Fonte: Préprio autor.

Pode-se observar que na Figura 17 e 18 os resultados obtidos foram 0 mesmo, o que
implica com que os custos sejam iguais. Os custos foram iguais pois na solugdo obtida pelo

método Quine-McCluskey Estendido néo apresenta o operador XOR ou XNOR.

Além destes exemplos, também foram identificados exemplos em que o método
Quine-McCluskey Estendido apresentou um custo maior comparado ao método de Quine-
McCluskey.

Considere a funcdo F4(ABCDE) = >m (11, 12, 20, 22). Aplicando-se 0 metodo
Quine-McCluskey Estendido tem-se:
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1. Representar 0s mintermos e dont care states em uma coluna na forma de poténcia;

Na Tabela 29 apresentam-se 0s mintermos ou dont’care states em cada linha,
representados na forma de poténcia. Exemplo: mintermo (11) na forma de poténcia
168.4.21=2%2°22212",

Tabela 29 - Representacdo poténcia dos mintermos e dont care states da funcéo F.

Mintermos/dont’care states
16.8.4.2.1(11)
16.8.4.21(12)
16.8.4.21(20)
1684.21(22)

Fonte: Préprio autor.

2.Separar 0s mintermos em caixas de acordo com a quantidade de 1°s (as poténcias nao
barradas indicam a quantidade de 1's que possui cada elemento).

Na Tabela 30, que € similar a Tabela 29, apenas foi acrescentada a coluna caixa. Nesta
etapa gera-se o grupo O que € definido pela quantidade de X na representacdo binaria. A
caixa é determinado pela quantidade de poténcias ndo barradas, que o mintermo apresenta.

Como, por exemplo, 0 mintermo 12 é representado na forma de poténcia é 1_6.8.4.5_’1. Como a

quantidade de poténcias ndo barradas € igual a 2, 0 mintermo pertence a caixa 2.

Tabela 30 - Agrupar em caixas de acordo com o numero de 1's da fungéo F,.

Grupo 0
Mintermos/

dont’care states
16.8.4.21(12)
168.4.21(20)
16.84.2.1(11)
168.4.21(22)

Caixa

Fonte: Proprio autor.

3. Execute os seguintes critérios:

a) Comparar todos os elementos da propria caixa e com as duas caixas subsequentes, em que

estes devem se diferenciar em 1 ou 2 varidveis ndo complementadas. Marcar com * 0s

elementos combinados. Dois elementos sdo combinados se diferir em um ou dois bits.
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Substituir as posi¢des que diferem pela soma das poténcias correspondentes as posi¢des. Caso
seja, apenas uma posicdo que difere substitua por X;

b) Ao executar 0 passo 3, analisar também os elementos que foram combinados e aplicar as
seguintes operacdes, descritas na Tabela 31 lembrando que € a quantidade de poténcias nédo

complementadas de um termo para o outro que indicara o tipo de operagdo a ser realizada.

Tabela 31 - Tipos de operadores utilizados na combinacéo das caixas da funcgéo F,.

Diferenca Operacoes Caixa
0 XOR Caixa 1- Caixa 1
1 AND Caixa 1 - Caixa 2
2 XNOR Caixa 1 —Caixa 3

Fonte: Proprio autor.

Na Tabela 32, que é similar a Tabela 30, apenas foi criada a coluna combinacdes.
Aplica-se o critério 3.a). Neste exemplo o mintermo 12 que pertence a caixa 2, s6 pode ser
comparado com os elementos da propria caixa, e com as caixas subsequentes que diferenciam
em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. Portanto a caixa subsequente é a caixa 3.

Tabela 32 - Combinag0es entre as caixas da funcéo F.

Grupo 1
Representagéo
Poténcia

16.8.4.21(12)*
16.8.4.21(20)*
16.84.2.1 (11)
168.4.21(22)*

Caixa Combinac0es

24.24.4.21(12, 20)
168.4.X1(20, 22)

Fonte: Proprio autor.

Comparam-se 0s elementos da propria caixa: (mintermo 12:1_6.8.4.5_’_[) e (mintermo

20:16.8.4.21). Nota-se que os mintermos diferem em apenas 2 bits, pois na primeira e
segunda posicdo dos mintermos 12 e 20, tem-se poténcia barrada e ndo barrada. Como
diferenciam em 2 bits, podem ser combinados. Aplica-se entdo a soma das poténcias, nas
posicdes que diferem: a primeira e segunda (16 + 8 = 24). Portanto o resultado é 24.24.4.21
(12,20) a primeira e segunda posicao sao substituidas pela poténcia 24, e a terceira, quarta e

quinta posicéo por apresentar poténcias iguais, sdo conservadas. Os numeros apresentados no

parentes indica os mintermos que foram combinados.
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Ap0s este processo, aplica-se o critério 3.b), em que verifica-se o tipo de operador,
que é determinado pela quantidade de poténcias ndo barradas das posi¢des que diferem. No
mintermo 12 na primeira e segunda posicdo tem-se apenas 1 poténcia ndo barrada. E no
mintermo 20, também 1, entdo aplica-se a diferenca (1-1= 0). Como a diferenca € 0, conforme

apresenta-se a Tabela 31, o operador a ser utilizado é o0 XOR.

4.Combinar caixas geradas da mesma forma que no processo anterior, até que nenhuma
combinacéo seja possivel,
Na Tabela 33 compara-se a caixa 2, com todos 0s elementos da prdpria caixa, e com as

caixas subsequentes que diferem em 1 ou 2 variaveis ndo complementadas. Nesta tabela ndo

h& nenhuma caixa subsequiente. Compara-se entdo primeiro elemento da caixa 2: (24.24.4.§i)

e 0 segundo elemento da mesma caixa(168.4.X1). Pode-se observar que os valores das

poténcias sdo diferentes, logo ndo podem ser combinados.

Tabela 33 - Combinacgéo das caixas geradas da fungéo F.

Grupo 2
Caixa RepresAent_a(;ao Combinacdes
Poténcia
, 24.24.421(12, 20)
168.4.X1(20, 22)

Fonte: Préprio autor.

5. Listar os implicantes primos, que sdo 0s ndo marcados por *, ordenar em caixas de acordo

com a quantidade de 1’s.

Como na Tabela 32, o implicante 16.8.4.2.1 n3o foi combinado, portanto néo foi

marcado. O mesmo ocorre na Tabela 33, com os implicantes 24.24.4.21 e 168.4.X1. Logo o
conjunto de implicantes primos da fung¢do F4(ABCDE) =% m (11, 12, 20, 22), séo:

2424421+1684.X1+1684.2.1= (A®B)CDE+ABCE+ABCDE.  (®4)

A partir dos implicantes primos obtidos no método Quine-McCluskey Estendido,
deve-se realizar a fase de cobertura, para obter uma solu¢cdo minima. Conforme ja
mencionado a cobertura minima € obtida atraves da solucdo de um problema de programacéo

linear inteiraO e 1.
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Dessa forma, as varidveis sdo os implicantes primos e as restricdes sdo desigualdade
do tipo “>", cujo lado esquerdo ¢ a soma dos implicantes primos que cobrem cada mintermo.
Considera-se a funcdo F4(ABCDE) = >m(11, 12, 20, 22) e os implicantes primos
obtidos no método Quine-McCluskey Estendido: (A& B)CDE + ABCE + ABCDE. Sendo a=
(A®B)CDE b= ABCE e c = ABCDE, tem-se o problema de programago linear como:
Min 7a + 5b + 6¢
Sujeito as restri¢oes

a=>1
a+b>1
c>1

b>1
a,b,ce{0, 1}

Portanto, o conjunto solucéo é a =(A® B)C[_)E, b =ABCE ¢ ¢ = ABCDE. Nota-se
gue com as variaveis a,b e ¢ todos os mintermos sdo cobertos.

E importante destacar que o custo da funcio original F4(ABCDE) = >, m (11, 12, 20,
22) era 28. Ao empregar o método tradicional obtém-se uma reducdo do custo para 17. A

solucdo obtida pelo método de Quine-McCluskey Estendido, tem custo 18.

Na Figura 19 apresenta-se a solugdo minima obtida no método Quine-McCluskey
Estendido, representando na forma de circuito. Tem-se o conjunto solucdo a = (A® B)C[_)E,
b =ABCE ¢ ¢ = ABCDE.

Figura 19 - Circuito referente a solugdo minima no método Quine-McCluskey Estendido

da funcéo F,.
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Fonte: Préprio autor.
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Para verificar a diferenca dos custos, na Figura 20 apresenta-se a solu¢cdo minima
obtida no método de Quine-McCluskey representada na forma de mapa de Karnaugh e na
Figura 21 apresenta-se a solugdo minima obtida no método Quine-McCluskey Estendido

representada na forma de mapa de Karnaugh.

Figura 20 - Mapa de Karnaugh da solugdo minima obtida pelo Quine-McCluskey
da funcéo F,.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 21 - Mapa de Karnaugh da solugdo minima obtida pelo Quine-McCluskey Estendido
da funcéo Fs.
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Fonte: Proprio autor.

Pode-se notar que o custo obtido na Figura 21 foi 18, maior que o da Figura 20 que
foi de 17, pois para o implicante primo obtido ABCDE da Figura 20, gerando-se este mesmo

termo na Figura 21, utilizando-se o operador XOR, (A @® B)CDE o custo se tornou maior.
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Portanto, para este exemplo, o custo apresentado do método Quine-McCluskey
Estendido foi maior quando comparado ao Quine-McCluskey.

Neste capitulo apresentou-se as caracteristicas e conceitos tedricos sobre o método
Quine-McCluskey Estendido que é um meétodo que gera implicantes primos utilizando-se
operadores XOR/XNOR. E para um melhor entendimento sobre 0 método foi descrito quatro
exemplos que mostraram que em alguns casos 0 método de Quine-McCluskey Estendido
obteve um custo menor, quando comparado com o método tradicional, devido a utilizagdo do
operador XOR e XNOR. No caso em que ndo foi possivel aglutinar os mintermos em
estrutura XOR, apresentou 0 mesmo custo. Entretanto, houveram caso em que o método
Quine-McCluskey Estendido apresentou um custo maior quando comparado com o método

tradicional.

Conforme mencionado, o algoritmo utilizado pelo método de Quine-McCluskey
Estendido foi programado em linguagem C para que pudesse avaliar o desempenho
computacional em termos de uso de memoria e tempo de execucdo, além do custo do

resultado obtido.

No capitulo 4 é apresentado o fluxograma do algoritmo implementado, a interface do
programa com o usuario e a metodologia que foi utilizada para a realizacdo dos testes de
comparacao entre o método original e o estendido.
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4 DESENVOLVIMENTO E INTERFACE DO SOFTWARE

Neste capitulo é apresentado um fluxograma, que mostra passo a passo a
implementacdo do software. A metodologia de testes utilizada, que s&o os arquivos de entrada
e saida para que o usuario possa interagir com o software. E também como é realizado o
calculo do consumo de memdria nos métodos Quine-McCluskey Estendido e Quine-
McCluskey.

O programa que implementa o0 método Quine-McCluskey Estendido foi desenvolvido
em linguagem de programacdo em C, utilizando-se lista simplesmente encadeada. Para um
maior entendimento da implementacdo do algoritmo, apresenta-se na Figura 22 o fluxograma:

Figura 22 - Fluxograma do algoritmo do método de Quine-McCluskey Estendido.
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Formular o problema Executar o Listar os resultados
de programacao linear > software do software
inteira0e 1 LP_SOLVE LP_SOLVE

Fonte:Prdprio autor.

X

O primeiro passo do algoritmo é ler o arquivo de entrada, que descreve a funcdo
booleana a ser minimizada. Este arquivo contém os caracteres F que indica a quantidade de

variaveis, o M para identificar os mintermos e o D para identificar 0s dont care states.
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ApoGs realizar a leitura, transformam-se os elementos que s&o 0s mintermos ou

dont care states em forma de poténcia, na base 2".

A proxima etapa é ordenar 0s mintermos ou dont’care states em caixas. As caixas
sdo calculados pela quantidade de poténcias ndo barradas. No programa as poténcias nédo
barradas séo representadas por * e as poténcias barradas por !. No entanto, a quantidade de *
indica a caixa que o mintermo pertence. Apos este processo realiza-se a ordenacgdo das caixas
para facilitar o processo de comparacdo. Como as caixas sdo ordenadas na primeira iteracao,

nas iteracdes seguintes permanecerao ordenadas.

Com as caixas ordenadas, realizam-se as comparag0es, logo verifica se existe uma
nova iteracdo. Esta verificacdo é realizada através da variavel x. Como a varidvel é

inicializada na funcdo main() com 1, o que forca com que o lago while (x = 1) seja executado.

No laco while chama-se a funcdo comparacéo, que apresenta-se um elemento base a
ser comparado, e que este elemento sera comparado com todos os elementos da prdpria caixa
e com as duas proximas caixas. Nesta comparacdo é chamada a funcdo combina2elementos
que analisard cada um dos elementos que estdo sendo comparados verificado se diferenciam
em 0, 1 ou 2 bits. Caso atenda a condi¢cdo, os elementos sdo combinados, caso contrario
verifica-se ha elementos da prdpria caixa ou das duas caixas subsequentes para serem
comparados se ndo houver elemento a ser comparado, entdo verifica se existe elemento base
caso exista repita o processo da comparagdo novamente, caso ndo exista, significa que ndo ha

mais elemento base e ndo ha mais grupos a ser comparados.

Apbs este processo, verifica novamente se existe uma nova iteracdo. Caso x = 1
significa que existe, e novamente realiza-se 0 mesmo processo. Este procedimento é realizado
até x = 0. Neste caso ndo hd mais iteracdo, ou seja, ndo ha mais elementos para serem
combinados. Entdo ordena-se a lista resultados, lembrando que os resultados sd&o compostos
por elementos ndo marcados e mais resultados das combinagdes.

Nas combinacbes dos elementos, é analisado também o tipo de operador a ser
utilizado, XOR, AND e XNOR. Utiliza-se o operador XOR quando a quantidade de poténcias
ndo barradas das posicGes que diferem de um mintermo para o outro é 0, o operador AND
guando a quantidade de poténcias ndo barradas € 1 e o operador XNOR quando a quantidade

de poténcia ndo barradas €é 2.
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A lista dos resultados é ordenada e podem conter elementos ndo marcados. Estes
elementos ndo marcados podem vir de iteragGes anteriores ou a atual, fazendo com que a lista

fique desordenada, portanto ¢ feita a ordenacéo.

Ap0s este processo, imprime-se a lista dos resultados e formula-se o problema de
cobertura como sendo um problema de programacéo linear inteira O e 1. Para que o problema
de cobertura possa ser solucionado é necessario associar cada implicante primo gerado a uma
variavel. Dessa forma, pode-se definir a funcdo objetivo que representa a soma ponderada das
variaveis que representam os implicantes primos obtidos na primeira fase do método. Na linha
abaixo da funcdo objetivo tem-se a palavra-chave subject to ou st, e nas linhas seguintes as
restrices, em que cada linha corresponde a cobertura de um mintermo. Para cada mintermo
tém-se os implicantes primos que o cobre. Utilizou-se para obter a solu¢cdo do problema o
software LP_SOLVE (BERKELAAR; EIKLAND; NOTEBAERT, 2007).

O LP_SOLVE obtém a solucdo do problema de cobertura formulado como um
problema de programacdo linear inteira O e 1 e retorna como resultado a solugéo do problema
com valores binarios. Realiza-se a leitura do arquivo para se obter as variaveis que obtiveram
valores = 1, que representam os implicantes que pertencem a solucdo minima. Realiza-se
entdo o célculo do custo total de todas as variaveis,do tempo e do consumo de memodria,

sendo estas informagdes acrescentadas no arquivo de saida do programa.

A metodologia empregada para a geragdo dos estudos de casos empregados nos

testes, o formato do arquivo de entrada e do arquivo de saida estdo descritos na se¢édo 4.1.

4.1 METODOLOGIA EMPREGADA NOS TESTES

4.1.1 Arquivo de entrada e saida

Para a execugdo dos programas que implementam o algoritmo de Quine-McCluskey
e de Quine-McCluskey Estendido, foi criado um arquivo de entrada padrdo para cada
programa, descrevendo a fungdo Booleana a ser minimizada .

Na Figura 23 apresenta-se o arquivo de entrada para o programa Quine-McCluskey.

Este arquivo deve apresentar as seguintes informacoes:

1. Na primeira linha deve conter 3 rétulos separados por um espaco, sendo o
primeiro a quantidade de varidveis, o segundo a quantidade de mintermos e o terceiro a

quantidade de dont care states,
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2. A segunda linha e nas linhas seguintes devem conter os mintermos da funcdo, que
sd0 representados na forma decimal, e sdo calculados de acordo com a base 27, em que F é a
quantidade de variaveis. Exemplo para F= 3, 2° = 8. Como o mintermo comeca do 0, logo

podem variar de 0 a 7;

3. Na linha seguinte, apds o ultimo mintermo s&o representados 0s dont care states,

(ue possui a mesma regra que 0s mintermos.

Figura 23 - Entrada para o programa Quine-McCluskey.

_ | %4_t - Bloco de notas — O *
Arguive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

340 A
1

2

3

4

Fonte: Préprio autor.

Na Figura 24 apresentam-se os resultados gerados pelos programas. Na primeira
linha tem-se o resultado do método de Quine-McCluskey tradicional. Na segunda linha uma
linha em branco, na terceira e nas linhas seguintes os resultados que s&o 100 4 0 4, em que
100 é o implicante primo, 4 é o custo, 0 indica que esta sendo coberto pelo proprio mintermo
o implicante primo, e 0 4 € o mintermo que esta sendo coberto pelo implicante primo 100,
01X 322 3e0X13213, também fazem parte dos resultados. A partir dos resultados
obtidos, na segunda linha, apos a frase da “Programacéo Linear Inteira 0 e 17, formula-se o

problema de programagéo linear inteira O e 1.
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Figura 24 - Saida para o programa Quine-McCluskey.

| %4 t - Bloco de notas — | X
Arquive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

guine tradicional

Programacac Linear Inteira 0 e 1

=0 = 100 (4)
x1 = 01X (2, 3)
x2 = 021 (1, 3)

MIN Ax0+3x1+3x2

x2>=1
x1>=1
x1+x2>=1
x0>=1

= Wk

x0,x1,x2 E {0,1}

A solucao do problema utilizando o lindo e
x0=1, =x1=1, x2=1

Custo = 10

Tempo gasto: 0.05 s

Tempo gasto: 50 milisequndos

Memoria gasta: 483 bytes

Fonte: Proprio autor.

Apbs este processo, faz o0 uso de um software comercial que resolve problema de
programacédo linear inteira mista (MILP), conhecido como LP_SOLVE (BERKELAAR,;
EIKLAND; NOTEBAERT, 2007). O resultado obteve-se x0 = 1, x1 = 1 e x2 = 1, custo 10,
que sdo impressos no arquivo, isto significa que x0, x1 e x2, correspondem aos seguintes
implicantes primos x0 = 100, x1 = 01X e x2 = 0X1. Nota-se que o custo total de todos os
implicantes primos é 10. Além destas informagdes, sdo impressas o tempo de processamento

e 0 consumo de memoria.
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Para a execucdo do programa Quine-McCluskey Estendido, foi criado outro arquivo

de entrada padrdo, que também contém a descricdo da funcdo a ser minimizada (soma de

mintermos). Na Figura 25 apresenta-se um exemplo do arquivo de entrada, que deve conter as

seguintes instrucdes:

1
2
3.
4
5

S

A primeira linha deve conter o caractere F que significa funcéo;

Na segunda linha deve conter o digito, que indica a quantidade de variaveis;
A terceira linha deve permanecer em branco;

A quarta linha deve conter o caractere M;

A quinta linha e as linhas seguintes contém os mintermos, que sdo representados
na forma decimal;

A linha seguinte do Gltimo mintermo deve permanecer em branco;
A proxima linha deve conter o caractere D, que sdo 0s dont care states;

Na linha abaixo do caractere D, deve conter os digitos que sdo 0s dont care states,
caso haja, para saber 0 nimero maximo que 0s dont care states podem ter, segue-
se a regra estabelecida para os mintermos.

Figura 25 - Entrada para o programa Quine-McCluskey Estendido.

_| %4_e - Bloco de notas - | X
Arquive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

£
3

= WK

)

Fonte: Proprio autor.

Ap0s executar 0 programa, € gerada a saida no mesmo arquivo de entrada. Na Figura

26 apresentam-se 0s resultados do método. Na primeira linha tem-se a solu¢cdo do método

Quine Estendido, na segunda uma linha em branco e na terceira, quarta, quinta, sexta e sétima
os resultado que séo '4.3.3 (1, 2), 5.12.5 (1, 4), 6.6.11 (2, 4), 14.X.1 (1, 3) e 14.2.X (2, 3). As
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poténcias representadas antes dos parentes sdo os implicantes primos e 0s numeros contidos

nos parentes, sdo os mintermos que foram cobertos pelos implicantes primos.

Figura 26 - Saida para o programa Quine-McCluskey Estendido.

mj ¥l e - Bloco de notas — O >
Arquive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

Quine Estendido

14.3.3 (1, 2)
5.12.5 (1, 4)
6.6.11 (2, 4)
14.X.1 (1, 3)
14.2. %X (2, 3)

Programacaco Linear Inteira 0 e 1

x0 = 14.3.3 (1, 2)
x1l =5.12.5 (1, 4)
x2 = 6.6.11 (2, 4)
x3 = 14.%X.1 (1, 3)
x4 = 14.2. %X (2, 3)

MIMN 5x0 + Bxl + 6Bx2 + 3x3 + 3xd

1 x0 + %1 + %3 >= 1
2 X0 + X2 + x4 >=1
4 x1 + x2 >= 1
3 x3 + xd =1

x0,x1,x2, x3,x4 E {0,1}

A solucaoc do problema utilizando o lindo e
x1=1, x4=1

Custo = 8

Tempo gasto: 0.03 segundos

Tempo gasto: 30 milisegundos

Memoria gasta: 1150 bytes

Fonte: Proprio autor.

A partir dos resultados obtidos, formula-se também o problema de programacao
linear inteira 0 e 1, assim como foi realizado no arquivo de entrada do Quine-McCluskey.

Chama-se entdo o LP_SOLVE que gera os seguintes resultados: x1 = 1 e x4 = 1, cujo custo €
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8. Esta solugdo correspondem aos seguintes implicantes primos x1 = 5.12.5 e x4 = 14.2.X.
Além destas informacdes, sdo impressas 0 tempo de processamento e 0 consumo de memoria.
Na Secdo 4.2 descreve-se como é realizado o calculo do consumo de memoria nos

métodos Quine-McCluskey Estendido e Quine-McCluskey.

4.2 CALCULO DO CONSUMO DE MEMORIA

4.2.1 Meétodo de Quine-McCluskey Estendido

Um dos parametros a ser analisado nos metodos de Quine-McCluskey Estendido e de
Quine-McCluskey é o consumo de memoria. Nesta secdo explica-se detalhadamente como é
realizado o seu célculo.

O primeiro passo € calcular a quantidade de bytes de cada registro da struct utilizada.
Cada variavel do tipo inteiro contém 4 bytes, e cada variavel do tipo caractere contém 1 byte.
As variaveis sdo calculadas pela quantidade de bytes de cada registro, e 0s ponteiros pela
quantidade de bytes que aloca somado a quantidade de bytes do registro, multiplicado pela
quantidade de elementos que o registro aloca. Lembrando que cada ponteiro aloca 8 bytes. A

struct utilizada é descrita a seguir:

typedef struct no{
int marca;
int caixa;
int gtdmintermo;
int gtdmin;
int caixa_avaliada;
char verifica;
int *potencia;
int *mintermo;
char *barrado;
int *potenciamin;
char *barradomin;
struct no *prox;

} elemento;
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Variaveis:
int marca - 4 bytes
int caixa - 4 bytes
int gtdmintermo - 4 bytes
int gtdmin - 4 bytes
int caixa_avaliada - 4 bytes
char verifica - 1 byte
Total: 21 bytes

Ponteiros:

Quantidade de bytes que aloca somado a quantidade de bytes de cada registro

multiplicado pelo tamanho de alocacgéo para o ponteiro.

Como o ponteiro mintermo aloca a variavel gtdmintermo e esta variavel armazena
mintermos e dont ‘care states que estdo sendo cobertos pelo elemento naquele momento, e 0
que necessita ser calculado € a quantidade de mintermos e dont care states a serem utilizados
do inicio até o final do programa, entdo utiliza-se a variavel cnt_inicio. Além desta variavel,
tem a variavel gtd que indica quantidade de variaveis, que é alocada pelos ponteiros potencia,

barrado, potenciamin e barradomin. Este célculo é apresentado a seguir:

int *potencia; 8 + 4 x qtd

int *mintermo; 8 + 4 x gtdmintermo
char *barrado; 8 + 1 x qtd

int *potenciamin; 8 + 4 x qtd

char *barradomin; 8 + 1 x qtd

struct no *prox; 8

Total: 48 + 10 x qtd + 4 x cnt_inicio

Variaveis + Ponteiros:
21 +48 + 14 x qtd
69+10 x gtd + 4 x cnt_inicio

Além de calcular a quantidade de bytes de cada estrutura, calcula-se o maior
tamanho que a lista pode apresentar.Entdo cria-se uma variavel contadora, que sera
incrementada a medida que um elemento da lista é criado. Realiza-se a comparagdo se a
variavel contadora >max, caso atenda a condi¢cdo, max = cont_total, portanto a variavel max

armazenara sempre a maior quantidade de elementos que foram criados. Como este elemento
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é liberado, insere-se uma varidvel que decrementa cont_total, a medida que o elemento da
lista é liberado.

O célculo do consumo de memoria da estrutura do Quine-McCluskey Estendido é:
(69 + 10 x qtd + 4 x cnt_inicio) x (max) (55)
Como exemplo considere uma fungdo com 5 variaveis tem-se:
(69 + 10 x 5 + 4 x 32) x (912) = 225.264 bytes
Na Figura 27, apresenta-se um exemplo da lista simplesmente encadeada.

Figura 27- Lista simplesmente encadeada.

421 (1) 421 (4 421 (6) 421 (7
Caixa 1 y—» Caixa 1 ™ . Caixa 2 . Caixa 3 »
Marca 1 Mareca 1 Marca 1 Marca 1

Fonte: Proprio autor.

Na Secdo 4.2.2 descreve-se detalhadamente como é realizado o céalculo do consumo

de memdria do método Quine-McCluskey.

4.2.2 Método de Quine-McCluskey

A idéia empregada é semelhante ao calculo do método Quine-McCluskey Estendido,
em que cada variavel do tipo inteiro tem 4 bytes, cada variavel do tipo caractere tem 1 byte e
cada ponteiro tem 8 bytes. Entdo o célculo é: quantidade de bytes que cada variavel aloca
somado a quantidade de bytes do registro multiplicada a quantidade de elementos que aqueles

registro aloca.

struct TERMOITEM{
int caixa, decimal;
char *elemento;
char tipoElemento;

b

Variaveis:

int caixa, decimal; 8 bytes
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char tipoElemento; 1 byte
Total: 9 bytes
Ponteiros:

Quantidade de bytes que aloca somado a quantidade de bytes de cada registro

multiplicado ao tamanho de alocacéo para o ponteiro.

A variavel numbits indica a quantidade de varidveis e o numElemento indica

quantidade de mintermos e dont 'care states.
char *elemento; 8bytes + numbits + 1
Total: 8bytes + numbits + 1

Variaveis + Ponteiros:

Formula: 9 + 8 + numbits + 1

18 + numbits

struct LTERMO{
char *min; 8 byte + numbits + 1
int marca; 4 bytes
int decimal; 4 bytes
int numC; 4 bytes
int *vetorElemCobertos; 8 + 4 x numElemento

char tipoElemento; 1 byte
struct LTERMO *prox; 8

h
Variaveis:
int marca; 4 bytes
int decimal; 4 bytes
int numC; 4 bytes
char tipoElemento; 1 byte
Total: 13 bytes
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Ponteiros:

Quantidade de bytes que aloca somado a quantidade de bytes de cada registro multiplicado ao

tamanho de alocacdo para o ponteiro.
char *min; 8 + numbits + 1
int *vetorElemCobertos; 8 + 4 x numElemento
struct LTERMO *prox; 8
Total: 25 + numbits + 4 xnumElemento
Variaveis + Ponteiros
25 + 13 + numbits + 4 x numElemento

38 + numbits + 4 x numElemento

Assim como o método Quine-McCluskey Estendido, insere-se uma variavel contadora
que serd incrementada a medida que o elemento da lista é criado. Realiza-se a variavel
contadora >max, caso atenda a condicdo max = cont_total, portando a variavel, max
armazenara sempre a maior quantidade de elementos que foram criados.

Portanto a formula para calcular o consumo de memdria da estrutura do Quine-

McCluskey é:

((18 + numbits) x numElemento) + (38 + numbits + 4 x numElemento) x (max)) (56)
Exemplo: 5 variaveis : ((18 +5) x 32) + (38 + 5 + 4 x 32) x (254)) =

=((23 x 32) + (43 + 4 x 32) x (254)) =

= (736 + (43 + 128) x (254)) =

= (736 + 171 x 254) = 44.170 bytes

No Capitulo 5 apresentam-se os resultados obtidos com os testes realizados. Pode-se
observar o tempo de execugdo, o consumo de memoria e realiza a comparagdo em relagdo aos

custos obtidos nos dois métodos.



79

5 RESULTADOS OBTIDOS

5.1 COMPARACOES DOS METODOS QUINE-MCCLUSKEY ESTENDIDO E O
METODO DE QUINE-MCCLUSKEY

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia dos métodos que geram implicantes primos foi
realizada uma série de testes, de forma a comparar o0 método de Quine-McCluskey Estendido
com o método de Quine-McCluskey. Os parametros analisados foram o custo, tempo de
execucao e consumo de memodria.

O algoritmo Quine-McCluskey Estendido foi implementado em C, e a estrutura de
dados utilizada foi a lista simplesmente encadeada. Para o algoritmo Quine-McCluskey,
desenvolvido por (FRANSCICANI, 2016), foi utilizado a mesma estrutura. O uso desta
estrutura deve-se o fato de que a cada iteracdo o numero de combinacfes variam. A lista
simplesmente encadeada permite trabalhar com estruturas dindmicas. Os programas foram
executados na plataforma Windows 8, computador com 6 Gigabytes de memdria, processador
Core i5, 2,60 Gigahertz.

A metodologia de testes utilizada para analisar os pardmetros custo, tempo de
execucdo e consumo de memoria foi selecionar casos com mintermos mdltiplos de 2, até a
quantidade maxima 2" e calcular a média. Para 3 e 4 variaveis de entrada, foram selecionados
maltiplos de 2, a medida que a quantidade de variaveis aumentava, a quantidade de

mintermos selecionados, foi o dobro.

Para os graficos que representam o pior caso que sdo as fungdes contendo a
quantidade maxima de mintermos, ou seja, 2" mintermos, ocorrem todas as comparacdes e
combinagBes possiveis. A quantidade de casos testados para cada variavel de entrada foram

de 12. Dos resultados obtidos, eliminou-se as extremidades e calculou-se a média.

Com o objetivo de entender o comportamento dos métodos apresentou-se 0S
resultados obtidos em forma de gréaficos. Na Figura 28 apresenta-se a comparagdo do custo da
solucdo minima obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e pelo método de Quine-
McCluskey. Pode-se observar que o custo no método de Quine-McCluskey Estendido é
menor que o do método de Quine-McCluskey, e a medida que se aumenta a quantidade de

variaveis de entrada, a diferenca entre 0s custos se tornam mais significativa.
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Figura 28 - Gréafico de comparacédo do custo entre os métodos analisados.

200

150

100

Custo

50

O EEEEEEERE NN NN RN NN N N N R R NN RN NN R NN R NN NN EEEE R R ]
3333334444444444444455555555555555666666666667777777888

Varidveis de Entrada
— Quine-McCluskey Estendido — Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.

Esta reducdo ocorre devido a utilizacdo do operador XOR. No grafico da Figura 28,
0 eixo da abscissa, contém até 8 variaveis de entrada, pois no método proposto, gerar
implicantes primos para fun¢des acima de 826 variaveis, faz com que o programa Ip_solve,
que resolve o problema de cobertura, torna-se inadequado, pois o0 tempo de processamento

chega a exceder 24 horas.

Nas Figuras 29, 30, 31, 32, 33 e 34 apresentam-se os graficos dos custos para cada
variavel de entrada e seus respectivos mintermos. Pode-se notar através destes graficos que o
Quine-McCluskey Estendido apresenta custo menor quando comparado com o método de
Quine-McCluskey. Nas Figuras 30 a 33, observa-se que quando aumenta-se a quantidade de
mintermos a curva do custo diminui. Esta caracteristica € decorrente do fato de que a medida
em que a quantidade de mintermo aumenta o método Quine-McCluskey Estendido consegue
identificar mais estruturas XOR ou XNOR, que leva a uma solugdo com menor custo quando

comparando com a solucdo utilizando somente estruturas AND-OR.

Esta caracteristica pode ser comprovada pela curva da Figura 34, onde estudou-se
fungdes com 8 variaveis. Com 8 variaveis existem 256 diferentes mintermos, entretanto
trabalhou-se com funcbes de no maximo 96 mintermos, ou seja, 37% da quantidade maxima.

Nota-se ainda que a diferenca entre os custos das solu¢des minima é bastante acentuada.
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Figura 29 - Gréafico de comparacgéo do custo entre os métodos analisados para fun¢ées com 3

variaveis de entrada.

Custo

O R N W b U1 OO N 0O O

2 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6

Quantidade de Mintermos
— Quine-McCluskey Estendido — Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.

Figura 30 - Gréafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fungdes com 4

variaveis de entrada.

15

12

Custo

2222444466266 888 8101010101212121214141414

Quantidade de Mintermos
Quine-McCluskey Estendido — Quine-McCluskey

Fonte: Préprio autor.
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Figura 31- Grafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fun¢des com 5

variaveis de entrada.

Custo

30

25
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15

10

4 4448 8 8 81212121216161616202020202424242428282828

Quantidade de Mintermos
Quine-McCluskey Estendido — Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.

Figura 32- Gréfico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para funcdes com 6

variaveis de entrada.

Custo

70
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50
40
30
20
10

0

8 8 8 16 16 16 24 24 24 32 32 32 40 40 40 48 48 48 56 56 56

Quantidade de Mintermos
Quine-McCluskey Estendido = Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.
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Figura 33 - Gréafico de comparacgéo do custo entre os métodos analisados para fun¢ées com 7
variaveis de entrada

140
120
100
80
60
40
20
0 T T T T T T T T T T T T !

16 16 32 32 48 48 64 64 80 8 9 9% 112 112

Custo

Quantidade de Mintermos

Quine-McCluskey Estendido = Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.

Figura 34 - Gréafico de comparacdo do custo entre os métodos analisados para fun¢des com 8
variaveis de entrada.

400
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100
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Custo

— Quine-McCluskey Estendide —— Quine-McCluskey

Fonte: Proprio autor.

Para analisar a superioridade de um dos métodos em relacdo ao outro calculou-se a
porcentagem da diferenca entre os custos obtidos, conforme apresenta-se na Tabela 34. As
funcdes Booleanas F; a F,, sdo apresentadas no Apéndice A. Pode-se observar que para
1,83% dos casos (percentual negativo) o método de Quine-McCluskey obteve um custo
menor que o custo do Quine-McCluskey Estendido. Para 9,17 % dos casos (percentual igual
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0,01) os custos obtidos pelos dois métodos foram iguais. Entretanto, para 88,99 % (percentual

positivo) dos casos, 0 método de Quine-McCluskey Estendido apresentou um custo menor

qguando comparado com o método de Quine-McCluskey.

Tabela 34 - Relacéo entre o custo obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e o

método de Quine-McCluskey.

(continua)
Variaveis Custo Custo
Funcao Mintermos | Quine-McCluskey | Quine-McCluskey %
de Entrada i .
Estendido Tradicional
= 3 2 4 8 50,00
F, 3 2 2 2 0,00
Fs 3 2 4 8 50,00
F4 3 2 2 2 0,00
Fs 3 4 8 10 20,00
Fe 3 4 2 6 66,67
F7 3 4 6 6 0,00
Fs 3 4 8 10 20,00
Fo 3 6 4 7 42,86
Fio 3 6 6 9 33,33
F11 3 6 4 7 42,86
Fio 3 6 4 7 42,86
Fis 4 2 5 10 50,00
Fi4 4 2 3 3 0,00
Fis 4 2 5 10 50,00
Fie 4 2 3 3 0,00
Fi7 4 4 10 13 23,08
Fis 4 4 10 13 23,08
Fio 4 4 12 20 40,00
F2o 4 4 10 14 28,57
Fo1 4 6 12 12 0,00
) 4 6 9 12 25,00
Fos 4 6 11 22 50,00
Fos 4 6 14 16 12,50
Fas 4 8 8 11 27,27
Fos 4 8 13 15 13,33
Fa7 4 8 14 20 30,00
Fos 4 8 14 15 6,67
F29 4 10 13 18 27,78
Fso 4 10 13 14 7,14
Fa1 4 10 10 20 50,00
Fs2 4 10 13 15 13,33
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Tabela 34 - Relacéo entre o custo obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e o

método de Quine-McCluskey.

(continuagao)

Variaveis . . Custo . Custo
Funcéo Mintermos | Quine-McCluskey | Quine-McCluskey %
de Entrada . ..
Estendido Tradicional
Fa3 4 12 13 20 35,00
Fas 4 12 7 7 0,00
Fss5 4 12 4 7 42,86
Fss 4 12 7 7 0,00
Fa7 4 14 3 3 0,00
Fag 4 14 7 10 30,00
Fag 4 14 3 3 0,00
Fao 4 14 5 8 37,50
Fa1 5 4 18 17 -5,88
Fs 5 4 12 17 29,41
Fu3 5 4 12 16 25,00
Fu4 5 4 18 17 -5,88
Fus 5 8 24 32 25,00
Fue 5 8 24 26 7,69
Fs7 5 8 21 33 36,36
Fus 5 8 20 33 39,39
Fag 5 12 25 41 39,02
Fso 5 12 25 30 16,67
Fs1 5 12 23 27 14,81
Fso 5 12 23 36 36,11
Fss 5 16 30 44 31,82
Fs4 5 16 20 25 20,00
Fss 5 16 28 32 12,50
Fse 5 16 26 30 13,33
Fs7 5 20 24 25 4,00
Fsg 5 20 23 30 23,33
Fsg 5 20 23 29 20,69
Fso 5 20 24 32 25,00
Fs1 5 24 24 32 25,00
Fe> 5 24 18 25 28,00
Fe3 5 24 18 25 28,00
Fea 5 24 21 22 4,55
Fes 5 28 16 25 36,00
Fee 5 28 12 16 25,00
Fe7 5 28 10 12 16,67
Fes 5 28 10 13 23,08
Feo 6 8 30 48 37,50
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Tabela 34 - Relacéo entre o custo obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e o

método de Quine-McCluskey.

(continuagao)

Variaveis . . Custo . Custo
Funcéo Mintermos | Quine-McCluskey | Quine-McCluskey %
de Entrada . ..
Estendido Tradicional
Fzo 6 8 31 47 34,04
F71 6 8 23 39 41,03
F 6 16 44 48 8,33
F3 6 16 39 61 36,07
Fra 6 16 42 61 31,15
Fis 6 24 51 64 20,31
Fe 6 24 44 50 12,00
F77 6 24 52 69 24,64
Fg 6 32 46 70 34,29
Fo 6 32 45 51 11,76
Fso 6 32 47 64 26,56
Fs1 6 40 48 84 42,86
Fs2 6 40 46 77 40,26
Fs3 6 40 49 73 32,88
Fss 6 48 42 71 40,85
Fes 6 48 45 71 36,62
Fee 6 48 36 41 12,20
Fg7 6 56 30 37 18,92
Fss 6 56 30 39 23,08
Fsg 6 56 27 35 22,86
Fao 7 16 66 90 26,67
Fo1 7 16 64 74 13,51
Fgo 7 32 97 143 32,17
Fo3 7 32 89 117 23,93
Fos 7 48 102 140 27,14
Fos 7 48 97 153 36,60
Fos 7 64 101 186 45,70
Fo7 7 64 102 182 43,96
Fog 7 80 96 136 29,41
Foo 7 80 89 140 36,43
F100 7 96 78 118 33,90
Fio1 7 96 79 115 31,30
F102 7 112 55 82 32,93
F103 7 112 51 74 31,08
F1o4 8 32 131 196 33,16
F10s 8 32 135 201 32,84
F106 8 64 172 296 41,89
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Tabela 34 - Relacéo entre o custo obtido pelo método de Quine-McCluskey Estendido e o
método de Quine-McCluskey.
(concluséo)

Variaveis Custo Custo
Funcéo Mintermos | Quine-McCluskey Quine-McCluskey %
de Entrada ] ..
Estendido Tradicional
F107 8 64 179 327 45,26
F1os 8 96 194 334 41,92
F1o9 8 96 202 316 36,08

Fonte: Proprio autor.

Os gréficos apresentados nas Figuras 35 e 36 apresentam uma analise nos parametros
tempo de execucgdo e consumo de memoria, respectivamente. Os graficos representam funcdes
com até 10 variaveis de entrada e 832 mintermos, pois para quantidade de mintermos a partir
de 896, o método de Quine-McCluskey Estendido se tornava inadequado, demorando mais de
24 horas para terminar a execugéo.

Durante o processo de execugdo, no intervalo de 24 horas, pode-se notar que o
arquivo apresentava o tamanho maximo 55.533 KB, quase o dobro quando comparado com o

tamanho méaximo 32.156KB, executado em apenas 3,16 segundos.

Na Figura 35 apresenta-se uma comparacdo no tempo de execucdo do método de
Quine-McCluskey Estendido com o método de Quine-McCluskey. Pode-se notar que o
método Quine-McCluskey Estendido e o método de Quine-McCluskey, crescem
exponencialmente a medida que aumenta a quantidade de varidveis de entrada.Nota-se,
também, que o Quine-McCluskey Estendido apresenta um tempo de execu¢do maior quando
comparado com o Quine-McCluskey. Este crescimento deve-se a quantidade de comparacdes

e combinacgdes.
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Figura 35- Gréfico de comparagdo do tempo de execucao.
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Fonte: Proprio autor.

Na Figura 36 apresenta-se uma comparacdo no consumo de memoria. Pode-se
observar que o método de Quine-McCluskey Estendido e o método de Quine-McCluskey
crescem exponencialmente a medida que aumenta a quantidade de variaveis de entrada. Nota-
se claramente que o método Quine-McCluskey Estendido apresenta um maior consumo de
memdria quando comparado com o método de Quine-McCluskey. Entende-se que isto ocorre
devido a necessidade de se armazenar mais informagfes na struct e apresentar um maior

tamanho de lista devido a quantidade de combinagGes necessarias.

Figura 36- Gréfico de comparacdo do consumo de memoria.
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Fonte: Proprio autor.
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Os graficos 37, 38, 39 e 40 mostram o pior caso do método Quine-McCluskey
Estendido e 0 método de Quine-McCluskey. O eixo da abscissa dos gréaficos contém uma
escala de 3 até 10 variaveis de entrada, lembrando que no método Quine-McCluskey
Estendido os casos testados foram até 8 variaveis de entradas e no Quine-McCluskey até 10
variaveis de entrada.

O método proposto realiza mais comparagfes e combinacgdes, portanto o tempo de
execucdo é maior. Este crescimento no tempo de execucdo, pode ser observado atraves da
quantidade de combinacgdes que 0 método proposto apresenta.

Na Figura 37 apresenta-se o grafico com o tempo de execucdo dos dois métodos.
Pode-se notar que como o intervalo do tempo de execucdo é grande, a curva do Quine-
McCluskey Estendido cresce rapidamente, enquanto que a curva do Quine-McCluskey
permanece constante. Para uma melhor visualizacdo das duas curvas apresenta-se na Figura
38 a escala da ordenada reduzido para 3,5 segundos. Pode-se notar que quando ocorre a
reducdo do eixo da ordenada fica nitido que tanto o método de Quine-McCluskey Estendido
guanto o método de Quine-McCluskey crescem exponencialmente. Nota-se ainda que o
crescimento no método Quine-McCluskey Estendido é mais acentuado do que no método de

Quine-McCluskey, a partir de 5 varidveis de entrada.

Figura 37- Gréfico do pior caso: comparagdo do tempo de execucao.
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Figura 38 - Gréafico do pior caso 1: comparacdo do tempo de execugao.
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Na Figura 39 apresenta-se o consumo de memoria dos métodos analisados. Pode-se

observar que a partir de 6 varidveis de entrada, 0 Quine-McCluskey Estendido cresce mais

gue o Quine-McCluskey, portanto o método proposto apresenta um maior consumo de

memoria.

Figura 39 - Gréfico do pior caso: comparacao do consumo de memodria.
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Fonte: Préprio autor.

Na Figura 40 apresenta-se um grafico em que avalia-se 0 nimero de combinagdes do

método proposto. Este calculo € realizado através da expresséo C| =

n!

pl(n—-p)!’
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Em que n!é a quantidade de variaveis calculada na base 2", em que p sdo as
comparagOes que séo realizadas de 2 a 2.
Exemplo: F(ABC) =Ym(0, 1, 2, 3,4,5,6,7)

8 8l 8.7.6! 8.7
C. A(8-2)! 26 21

(57)

Portanto, esta férmula apenas identifica a quantidade méaxima de combinacdes
realizadas na primeira iteracdo do método de Quine-McCluskey Estendido. No gréafico da
Figura 40, pode-se observar que a medida que a quantidade de varidveis de entrada aumenta,

0 nimero de combinagdes cresce exponencialmente.

Figura 40 - Grafico do pior caso: nimero de combinagdes do Quine-McCluskey.
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Fonte: Proprio autor.

Neste capitulo foi apresentado os resultados obtidos nos métodos Quine-McCluskey
Estendido e Quine-McCluskey. Para analisar a eficiéncia de cada um dos métodos foram
criados graficos para analisar o pardmetro custo do circuito gerado, tempo de execugdo e
guantidade de memoria utilizada. Os resultados comprovaram gque na maioria dos casos 0 uso
de operadores XOR/XNOR gera um circuito de menor custo. E com relacdo a desempenho
computacional, o0 método Quine-McCluskey Estendido apresentou-se um tempo de execucao
e consumo de memoria maior se comparado ao método Quine-McCluskey.

No Capitulo 8 apresentam-se as conclusdes obtidas apos a realizacdo dos testes.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo a implementacdo da primeira fase do método Quine-
McCluskey Estendido com o intuito de comparar os resultados obtidos com a primeira fase do
método Quine-McCluskey.

Com os implicantes primos obtidos da primeira fase, tratou-se a cobertura dos
mintermos como um problema de programagéo linear inteira O e 1.

O método Quine-McCluskey Estendido foi implementado em linguagem de
programacdo C, utilizando-se lista simplesmente encadeada e foi comparado com o método
Quine-McCluskey, em que utilizou-se da mesma estrutura.

Para avaliar a eficiéncia dos métodos estudados foram analisados os custos dos
circuitos minimos gerados, a quantidade de meméria utilizada e o tempo de execucéo.

Com os resultados obtidos pode-se comprovar a afirmacdo de Sasao (1990) de que a
implementacdo AND-XOR requer, na maioria das vezes, menos termos produtos do que a
implementacéo tradicional empregando-se estruturas AND-OR.

De acordo com o parametro custo, o0 método de Quine-McCluskey Estendido
apresentou um custo menor quando comparado com o método de Quine-McCluskey. Isto
ocorreu devido a utilizacdo do operador XOR ou XNOR. Para 0s casos em que 0S custos
obtidos pelos dois métodos foram iguais, nos implicantes primos gerados ndo havia
operadoradores XOR e XNOR. Nos casos em que o método de Quine-McCluskey obteve um
custo menor, ocorreu a utilizacdo do operador XOR entre alguns implicantes primos gerados.

No parametro desempenho computacional (tempo e memoria) 0 método Quine-
McCluskey Estendido mostrou-se inferior ao do método tradicional devido a grande
quantidade de combinacgdes que € realizada na primeira fase.

Como trabalho futuro sugere-se a implementagdo do método Quine-McCluskey

Estendido para fungdes com mdaltiplas saidas.
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APENDICE A- FUNCOES BOOLEANAS AVALIADAS

Fi(ABC) =Y m (0, 6)
F2(ABC)=ym (1, 3)

Fs(ABC) = Ym(1, 7)
F4(ABC)=Ym (2, 3)

Fs(ABC) =Ym (1, 2, 3, 4)
Fe(ABC) =Ym (2, 3, 4, 5)
F/(ABC)=Ym (0, 2, 3, 4)
Fs(ABC)=Ym (2, 3,4,7)
Fo(ABC)=Ym (1, 2, 4,5,6,7)
F1o(ABC)=¥m (1, 2,3, 4,5, 6)
F12(ABC)=¥Ym(0,1,2,4,6,7)
F12(ABC)=¥Ym (0,1, 2,3,4,7)
F13(ABCD) = ¥m (0, 6)
F14(ABCD) = ¥m (12, 13)
F1s(ABCD) = ¥'m (9, 15)
F1(ABCD) = ¥'m (7, 15)
Fi/(ABCD)=¥m (1, 3,5, 12)
F1s(ABCD) =¥m (0, 4, 6, 9)
F19(ABCD) =¥m (0, 9, 10, 12)
F20(ABCD) =¥Ym (4, 9, 12, 15)

F>1(ABCD) = ¥Ym (0, 4, 5, 10, 11, 13)



F22(ABCD)=Ym (1, 3, 4, 6, 11, 15)

F23(ABCD)=Ym (2, 7, 8, 10, 11, 13)

F24(ABCD)=Ym (1, 3, 5, 9, 10, 14)

Fas(ABCD)=Ym (1, 2,3, 6, 8,9, 11,12)

F2s(ABCD) =Ym (2, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 15)
F22(ABCD)=Ym (1, 2, 3, 4, 8, 10, 12, 13)
F2s(ABCD)=Ym (0,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11)
F2o(ABCD)=Ym (1, 2,5,6,7,8,9,12, 13, 14)
Fso(ABCD)=Ym (1, 4,5,6,7,8,9,12, 14, 15)
Fs1(ABCD)=Ym (0, 1, 2,5, 6, 8, 11, 12, 13, 15)
Fs2(ABCD)=Ym (0, 4, 5, 6, 8,9, 10, 12, 13, 14)
Fs3(ABCD) =Ym (0, 3,4, 5, 6, 8,9, 10, 11, 12, 14, 15)
Fs4(ABCD)=Ym(0,1,2,4,5,6,7,8,9,12, 13, 15)
Fss(ABCD) =Ym(0, 1, 2,4, 5,7, 8,9, 10, 12, 13, 15)
Fss(ABCD) =Ym(1, 4,5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15)
Fs2(ABCD)=Ym(0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13)
Fss(ABCD)=Ym(0, 1,2, 3,4,5,7,8,9, 10, 12, 13, 14, 15)
Fs(ABCD) =Ym(0, 2, 3,4, 6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15)
Fw(ABCD)=Ym(0, 1,2, 4,5,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15)
F41(ABCDE) = Ym (3, 11, 16, 23)

F42(ABCDE) = Ym (0, 1, 14, 28)

F43(ABCDE) = Ym (8, 12, 13, 25)

Fu(ABCDE) = ¥m (11, 12, 20, 22)

98
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Fus(ABCDE) = Ym(1, 3, 4, 12, 14, 19, 24, 29)
F4(ABCDE) = Ym(8, 13, 15, 18, 21, 24, 26, 27)
F.2(ABCDE) = ¥m (3, 5, 6, 16, 21, 22, 27, 29)
F.s(ABCDE) = Ym(6, 12, 13, 19, 22, 25, 26, 28)
F4(ABCDE) = ¥m(0, 1, 3, 4, 6, 12, 17, 21, 23, 27, 28, 30)
Fso(ABCDE) = ¥m(1, 2, 4, 5, 10, 11, 12, 16, 18, 22, 23, 27)
Fs2(ABCDE) = Ym (0, 1, 4, 5, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 20, 22)
Fs2(ABCDE) = Ym(1, 3, 6, 10, 11, 13, 14, 16, 18, 21, 26, 30)
Fss(ABCDE) = Ym(1, 2, 4,7, 8,9, 14, 17, 20, 21, 22, 24, 25, 27, 29, 31)
Fs4(ABCDE) = Ym (1, 3, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 25, 26, 27, 29)
Fss(ABCDE) = ¥m(1, 4, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 28, 29)
Fss(ABCDE) = Ym (0, 1, 2, 3, 4, 6, 12, 13, 19, 20, 25, 26, 27, 28, 29, 31)
Fs7(ABCDE)=¥m (0, 1, 3, 4,5, 6, 7, 8, 11, 15, 17, 18, 19, 22, 26, 27, 28, 29, 30, 31)
Fss(ABCDE) = Ym(0, 1, 3,4, 6,7, 8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 24, 25, 26, 27, 29)
Fss(ABCDE) = Ym(0, 1, 2, 4, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 31)
Feo(ABCDE) = ¥m (2,4, 5,7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 22, 24, 26, 27, 30)

Feu(ABCDE) = Ym(1, 2, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29,
30, 31)

Fe2(ABCDE)=Ym (0,1, 2, 4, 5, 7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 19, 20, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29,
30, 31)

Fes(ABCDE)=Ym (0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 11, 12, 14, 16, 18, 19, 20, 22, 26, 27, 28, 29, 30,
31)

Fes(ABCDE) = Ym(0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 31)
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Fes(ABCDE) = Ym (0, 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24,25, 26, 29, 30, 31)

Fes(ABCDE) =3Ym(0, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31)

Fe7(ABCDE) =Ym(1, 3,4,5,6, 7,9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31)

Fes(ABCDE) = Ym(0, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 26, 27, 29, 30, 31)

Fes(ABCDEF) = Y'm (12, 35, 38, 42, 44, 53, 59, 62)

F7o(ABCDEF) =Ym (0, 1, 6, 9, 35, 36, 48, 54)

F72(ABCDEF) = Ym (5, 7, 10, 12, 14, 24, 34, 51)

F72(ABCDEF) = Ym (1, 7, 10, 11, 15, 16, 17, 18, 22, 35, 43, 45, 47, 54, 58, 62)
F7s(ABCDEF) = Ym(1, 4, 8, 10, 11, 12, 13, 25, 29, 33, 41, 42, 43, 49, 50, 52)
F74(ABCDEF) = Ym (1, 2, 9, 11, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 28, 29, 30, 40, 47, 61)

F7s(ABCDEF) = Ym (0, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 19, 21, 25, 26, 27, 32, 33, 36, 41, 45, 48, 53,
54, 56, 58, 59)

F2s(ABCDEF) = ¥m (0, 7, 8, 9, 11, 17, 18, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 38, 41, 43, 47, 49, 52,
53, 57, 59, 63)

F77(ABCDEF) = Ym(1, 2, 8, 9, 10, 14, 18, 19, 21, 23, 25, 29, 32, 34, 36, 41, 43, 44, 49, 52,
56, 57, 59, 60)

Fzs(ABCDEF) = Ym(0, 1, 3, 5, 12, 17, 20, 21, 25, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 39, 41, 42,
45, 46, 48, 49, 50, 51, 52, 57, 60, 61, 62, 63)

Fzo(ABCDEF) = >m(0, 2, 3, 5, 6, 78, 9, 10, 13, 14, 16, 19, 20, 21, 23, 26, 29, 30, 37, 40, 41,
42,43, 44, 45, 50, 52, 53, 58, 61, 62)

Fso(ABCDEF) =Y m(0, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 15, 19, 23, 24, 26, 27, 30, 31, 32, 35, 38, 39, 40,
43, 44, 46, 47, 49, 53, 56, 57, 58, 62, 63)
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Fs1(ABCDEF) =3Ym(3, 4,5, 6, 7,9, 11, 12, 13, 17, 20, 21, 22, 23, 24, 28, 30, 31, 33, 34, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 45, 47, 48, 50, 51, 52, 55, 58, 59, 60, 61, 62)

Fs2(ABCDEF) = Ym(2, 4, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 17, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 34, 37,
38, 40, 42, 44, 45, 46, 48, 49, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 62, 63)

Fss(ABCDEF) =3Ym (0, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 25, 27, 31, 33,
34, 35, 37, 38, 42, 43, 46, 48, 51, 53, 54, 55, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63)

Fes(ABCDEF) = Ym(1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 44, 46, 47, 48, 49, 51, 52, 53, 55, 58, 59, 60,
62, 63)

Fes(ABCDEF) = Ym(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 31,
33, 34, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 48, 50, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
63)

Fes(ABCDEF) = Ym(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 15, 16, 17, 18, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 29,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47, 48, 49, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 61, 62,
63)

Fs72(ABCDEF) = >m(0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 51, 52,
53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 62, 63)

Fes(ABCDEF) = Ym(0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 24, 25, 26,
27,28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52, 53,
54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 63)

Fso(ABCDEF) =3Ym(0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 22, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 48, 49, 50, 51, 53,
55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63)

Feo(ABCDEFG) = Ym (3, 22, 25, 31, 38, 43, 51, 57, 65, 69, 92, 94, 102, 109, 118, 121)
Fei(ABCDEFG) = Ym (9, 12, 15, 25, 30, 37, 45, 49, 62, 73, 77, 84, 86, 91, 100, 113)

Fe2(ABCDEFG) = Ym (0, 1, 6, 13, 19, 20, 21, 29, 30, 33, 37, 43, 44, 45, 56, 57, 61, 63, 68,
74,77, 88, 90, 95, 98, 100, 101, 102, 116, 118, 121, 123)
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Fos(ABCDEFG) = Y'm (11, 12, 14, 22, 23, 27, 29, 33, 36, 37, 38, 46, 57, 72, 75, 76, 79, 85,
87, 90, 93, 94, 95, 98, 99, 101, 108, 109, 111, 117, 126, 127)

Foa(ABCDEFG) = Ym (3, 7, 11, 12, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 29, 32, 38, 41, 46, 47, 49, 51, 55,
57, 59, 60, 61, 71, 78, 81, 82, 83, 85, 86, 87, 88, 89, 91, 93, 95, 97, 99, 100, 106, 110, 114,
120, 121, 122, 125, 126, 127)

Fos(ABCDEFG) = Ym (1, 2, 10, 16, 19, 20, 22, 23, 28, 30, 31, 32, 36, 40, 41, 42, 43, 59, 60,
65, 68, 69, 72, 74,78, 79, 80, 82, 84, 89, 91, 92, 93, 96, 99, 102, 106, 107, 108, 109, 110, 111,
113, 119, 123, 124, 126, 127)

Fes(ABCDEFG) =3Ym(0, 1, 2,5, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 16, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 27, 28, 29, 30,
32, 35, 37, 41, 43, 47, 49, 50, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 64, 68, 72, 74, 75, 82, 83, 85, 86, 87, 88,
91, 92, 97, 98, 100, 105, 108, 109, 113, 115, 116, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 127)

Fe7(ABCDEFG) = Ym (4, 5, 7, 11, 13, 14, 15, 19, 20, 22, 24, 25, 26, 29, 31, 32, 34, 35, 36,
40, 41, 43, 45, 47, 54, 55, 59, 60, 61, 62, 64, 67, 69, 70, 72, 76, 77, 80, 83, 84, 85, 88, 90, 91,
93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 106, 110, 111, 113, 115, 117, 118, 123, 124)

Fes(ABCDEFG) = Ym (2, 3, 5, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 25, 28, 31, 33, 38, 40,
41, 43, 44, 45, 47, 49, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 58, 59, 60, 61, 63, 64, 66, 67, 69, 70, 71, 72, 73,
74,76, 77, 78, 79, 81, 82, 85, 86, 89, 90, 94, 95, 96, 99, 100, 101, 103, 105, 106, 107, 108,
109, 110, 111, 112, 114, 118, 119, 120, 121, 122, 124, 125, 127)

Feo(ABCDEFG) = Ym (1, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 17, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 33, 34,
35, 37, 39, 40, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 49, 52, 54, 57, 58, 59, 60, 62, 63, 68, 69, 70, 72, 73, 74,
75, 78, 79, 80, 81, 82, 84, 85, 87, 88, 89, 91, 92, 94, 96, 97, 98, 99, 101, 103, 104, 107, 108,
111, 112, 113, 115, 116, 117, 118, 119, 121, 124, 126, 127)

F100(ABCDEFG) =Ym (0, 2, 4,5, 6, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 35, 36, 37, 40, 41, 42, 43, 44, 46, 47, 48, 49, 52, 53, 54, 58, 59, 60,
62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 70, 71, 73, 75, 76, 78, 79, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93,
95, 97, 98, 100, 103, 105, 106, 107, 108, 109, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120,
121, 122, 123, 124, 125, 127)

F101(ABCDEFG) = Ym (0, 2, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 21, 22, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 40, 41, 42, 46, 47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 58, 59, 61,
63, 64, 66, 68, 69, 70, 71, 73, 75, 77, 79, 80, 81, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 90, 91, 92, 93, 94, 95,



103

96, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 117,
118, 120, 121, 122, 123, 124, 125)

F102(ABCDEFG) =Ym (0, 1, 2, 3,4, 5, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 51, 52,
53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 74, 75, 76, 77, 78, 80,
81, 82, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 104, 105, 106,
107, 108, 109, 110, 111, 112, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 122, 123, 124, 126, 127)

F10s(ABCDEFG) =¥Ym (1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 46, 49, 50, 51, 52,
53, 56, 57, 58, 59, 61, 62, 63, 64, 65, 67, 68, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82,
84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106,
107, 108, 109, 110, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125
127)

F104(ABCDEFGH) = >m (1, 18, 27, 41, 45, 46, 49, 71, 77, 85, 91, 104, 119, 126, 128, 130,
136, 143, 145, 152, 159, 175, 183, 194, 200, 202, 210, 226, 234, 242, 244, 255)

F10s(ABCDEFGH) = Y'm (15, 20, 25, 45, 60, 62, 63, 76, 78, 80, 81, 83, 95, 96, 128, 138, 142,
148, 150, 152, 163, 170, 177, 195, 196, 202, 224, 225, 231, 239, 241, 249)

F106(ABCDEFGH) = >m (1, 3, 13, 18, 20, 21, 29, 38, 41, 42, 44, 48, 50, 55, 57, 61, 66, 67,
81, 82, 84, 86, 87, 93, 98, 100, 103, 104, 105, 112, 119, 123, 126, 133, 144, 147, 148, 152,
155, 164, 166, 168, 170, 173, 175, 181, 183, 194, 198, 200, 206, 214, 223, 224, 226, 228, 230,
231, 232, 237, 238, 239, 248, 251)

F107(ABCDEFGH) = ¥m (1, 6, 7, 10, 17, 24, 27, 34, 35, 43, 44, 52, 61, 66, 68, 69, 75, 76, 78,
81, 85, 86, 87, 88, 93, 94, 96, 102, 105, 106, 107, 108, 112, 117, 118, 126, 127, 137, 143, 145,
151, 155, 160, 161, 169, 172, 184, 186, 198, 199, 201, 202, 210, 211, 215, 221, 222, 226, 235,
237, 241, 242, 245, 246)

F10s(ABCDEFGH) = Ym (0, 2, 4, 5, 7, 10, 15, 16, 26, 28, 30, 32, 39, 42, 43, 46, 47, 50, 57,
68, 71, 73, 74, 77, 79, 80, 81, 82, 83, 85, 86, 87, 88, 91, 100, 102, 103, 104, 108, 109, 112,
119, 120, 130, 132, 134, 136, 145, 147, 149, 151, 154, 155, 156, 159, 161, 165, 169, 170, 174,
175, 177, 179, 184, 187, 188, 189, 190, 191, 193, 194, 196, 197, 199, 204, 205, 208, 209, 213,
214, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 230, 231, 237, 240, 243, 244, 245, 247, 251, 254)
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F10o(ABCDEFGH) = Ym (0, 2, 5, 14, 15, 17, 19, 24, 25, 27, 29, 32, 34, 35, 36, 39, 40, 42, 45,
46, 47, 49, 50, 55, 57, 62, 63, 64, 71, 74, 83, 84, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 94, 95, 98, 102, 104,
105, 123, 125, 127, 129, 134, 136, 138, 140, 141, 146, 149, 154, 156, 160, 166, 167, 168, 169,
172,174,175, 179, 183, 185, 188, 192, 195, 198, 202, 205, 208, 211, 213, 215, 227, 229, 230,
231, 232, 233, 234, 236, 237, 239, 243, 244, 249, 250, 252, 253, 254, 255)



