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Resumo

Investigamos nesta dissertagdo a introdugdo de uma barreira dindmica em diferentes
sistemas fisicos caodticos, a fim de analisar a influéncia que esta barreira causa na dindmica e
topologia destes sistemas. A barreira principal deste estudo é a barreira denominada Toro
Robusto, que nada mais é do que uma curva invariante no espago de fases em meio a
estruturas de ressonancia, mares de caos, etc. A barreira Toro Robusto blogueia a difuséo
caotica no espaco de fases associado ao sistema fisico, e causa também uma estabilizagdo em
sua vizinhanca linear. Introduziremos Toros Robustos em vérios tipos de sistemas dinamicos,
como por exemplo, em uma Hamiltoniana “Toy Model” a fim de entender o seu efeito no
processo de reconexdo ou “overlap” de ressonancias isdcronas. Toros Robustos quebrando a
dimerizag&o de cadeias de ressonancia também foram estudados no mapa padréo “néo-twist”.
O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa padrdo acoplado também foi mostrado, assim
como, a introducdo de Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como
meio de controle de caos em plasma confinado em Tokamak. Outra barreira apresentada aqui
é a barreira do tipo “meander” que surge através do processo de reconexao de ressonancias no
espaco de fases. Introduziremos um novo mapa discreto que chamamos de Mapa padréo
“ndo-twist™ labirintico, que apresenta multiplas regides de barreiras “meanders” por todo o

espaco de fases.



Abstract

We investigated in this work the introduction of a dynamical barrier in different
chaotic physical systems in order to analyze the influence that it causes in the topology and in
the dynamics of them. The main barrier studied here is called Robust Tori which is an
invariant curve in the phase space permeated by resonance structures and chaotic seas. The
Robust Torus barrier blocks the chaotic diffusion in the phase space of the associated physical
system, and it also causes a linear stabilization in its neighborhood. Robust Tori will be
introduced in several types of dynamic systems, such as in a Toy Model Hamiltonian in order
to understand their effect on the reconnection process or overlap of isochronous resonances.
The breakdown of resonance dimerization by Robust Tori was also studied using the non-
twist standard map. The blocking of Arnold diffusion in the coupled standard map was also
shown, as well as the introduction of Robust Tori in relevant models for plasma physics as a
tool for controlling chaos in confined plasmas in Tokamaks. Another barrier, which is
presented here, is the meander barrier that emerges through the reconnection process of
resonances in phase space. We will also introduce a new discrete map, which we call
labyrinthic standard non-twist map that shows multiple regions of meanders barriers around

the phase space.
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CAPITULO 1 - Introdugéo 1

1. Introducao

Nos Gltimos anos o interesse de varias areas do conhecimento tem se voltado para a
questdo do aparecimento de comportamento cadtico nas solucbes de problemas que
anteriormente pareciam simples e sem relevancia cientifica. Na verdade apesar da palavra
caos ter sido acrescentada ao vocabulério cientifico a relativamente pouco tempo, seu
conteudo e existéncia ja eram conhecidos no século passado pelo matematico francés Henri
Poincaré [1.1]. Poincaré conseguiu demonstrar que sistemas muito simples, como uma
particula movendo-se em uma superficie bidimensional, poderiam apresentar movimentos
altamente complexos e instiveis. A instabilidade deste novo tipo de movimento vislumbrado
por Poincaré era tdo intensa que duas trajetérias que comegassem muito proximas se
afastariam uma da outra de forma exponencialmente répida. Na pratica este tipo de
instabilidade leva a imprevisibilidade do comportamento do sistema para tempos longos. I1sso
acaba ocorrendo porque qualquer erro ou incerteza que tenhamos sobre as condic¢des iniciais
acaba se propagando rapidamente de tal forma que, depois de certo intervalo de tempo, ndo
possamos mais dizer qual o estado do sistema. Esta perda rapida de informacdo é oque

caracteriza oque chamamos de caos deterministico [1.2].
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1.1 Equacbes de Hamilton

Considere um sistema classico com N graus de liberdade e q,(i=1...,N) sendo as

coordenadas de posi¢do das particulas do sistema. Na formulacdo cléssica (Newtoniana)
descrita acima, as equacfes que governam a evolugdo temporal do sistema constituem um

conjunto de equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem para as posigdes ¢, .

Na formulagdo Hamiltoniana da mecénica cléssica o estado do sistema é caracterizado

ndo somente pelas posicdes @;, mas também pelos seus momenta p,, ou seja, é determinado
-
pelas coordenadas no espacgo de fases de dimensdo 2N com N-cordenadas q = (,,...,q,) €

N-momenta p = (p,,..., py)- A evolucéo temporal do sistema é governada por um conjunto

de 2N equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem no tempo t:

dg; _oH dp, _ oH

dt op, dt  aqg,

(i=1..,N) (1.1)

conhecidas como equacdes de Hamilton, e governadas somente por uma equacdo escalar:

H =H(q, p,t) conhecida como fungdo de Hamilton, ou Hamiltoniana. As variaveis p; e g;

sd0 respectivamente 0s momenta e as posi¢cdes das particulas e o tempo t é uma variavel
independente. Qualquer par de varidveis p e q cuja evolucdo temporal é dada por uma

equacdo da forma (1.1), é dito par candnico.
As equagbes de Hamilton (1.1) com condigdes iniciais q© =(q/”,..,q{) e

p@ =(p,..., p{) no instante t=0 tém solugao Unica:

q®=09taq,...a0 p...pY)

()= p. (t.q© ©) (0 ) (1.2)
pi(t)=pi(t, 0" AN Py e PN

com (i=1...,N).

Geometricamente, as trajetorias (1.2) podem ser interpretadas como um fluxo de um

fluido de dimensdo 2N no espaco de fases. O campo de velocidade C deste fluxo é
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V =(0;,--, 0y, Pyses Py ). Veremos abaixo que este fluxo preserva algumas integrais de

movimento que s@o muito importantes para a construcdo de mapas discretos.

1.2 Integrais de movimento

Uma funcdo F = F(q, p,t) e chamada de integral de movimento se ela ndo muda seus
valores iniciais durante a evolugdo temporal do sistema. As integrais de movimento (ou
constantes de movimento) sdo muito importantes para o estudo de evolugdo dos sistemas
Hamiltonianos. Usando as equagdes Hamiltonianas (1.1) a integral de movimento pode ser

formalmente escrita como

dF _oF

E_E+{F,H}:O (1.3)

Onde a notagdo {F,®} define os parénteses de Poisson

N(OF o0& OF 0®
{F,cb}:z[————_—j (L4)

Se a Hamiltoniana H ndo apresenta dependéncia explicita no tempo t (sistemas
autbnomos), ou seja, H=H(Q,,....dy, P;.--» Py). Segue-se da equacdo (1.3) que
(dH /dt)=0. Visto que (dH/dt)=0 e {H,H}=0, entdo a energia do sistema é uma

integral de movimento, H = E = constante, e o sistema € dito conservativo.

Sistemas Hamiltonianos que apresentam dependéncia explicita no tempo, porém, esta
dependéncia em t é uma dependéncia periddica, também sdo considerados sistemas

autébnomos, pois a cada periodo T a energia total do sistema retorna ao mesmo valor inicial:
H =H, i (Ao Qu s Proeess Py t(0)) = H g (Ao, Ay s Prseess Py, 1(0) +T), entéo a energia de

um sistema Hamiltoniano com dependéncia temporal periddica continua sendo uma integral
de movimento [2.1].

Outra propriedade de fluxos Hamiltonianos vem da sua similaridade com um “fluido
incompressivel”: um volume arbitrario de um elemento do fluido é mantido constante durante

0 movimento, ou seja,
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- - N
vv=y 99, 9P|y (L5)

é satisfeito para as equacdes canbnicas (1.1) com uma Hamiltoniana arbitraria H = H(q, p,t)

q com dependéncia temporal periddica, para sistemas conservativos. A

A
& propriedade (1.5) de fluxos Hamiltonianos nos leva a conservacao de

qualquer volume fechado Q(t) do espaco de fases, ou seja,

(0) V= qul...qudpl...de = const

> p
Q(t)

(1.6)

Isto é a base do “Teorema de Liouville” que diz que a forma de Q(t) pode ser
deformada durante 0 movimento, mas o volume encerrado permanece constante. Da equacao
(1.6) segue que o Jacobiano da transformagéo do estado inicial P, = (g,”,...,q{", p?,...,p")

para o estado final de coordenadas P = (q,(t),...,qy (t), p,(t),..., py (1)) €:

PR CICRORY: FON NORY . NO)IN
@ a0 ) |

(1.7)

A propriedade de sistemas Hamiltonianos dada pelo Teorema de Liouville (1.6) e (1.7)
constitui uma das invariantes de movimento. Pode-se existir tantas invariantes de movimento

quantos graus de liberdade existir no sistema.

A transformacédo P, — P é chamada de mapeamento simplético, pois ela conserva as
estruturas simpléticas (estruturas de volume Q(t)) do sistema juntamente com a propriedade

(1.7) [2.1]. Qualquer mapeamento discreto resultante de sistemas Hamiltonianos

conservativos sao mapeamentos simpléticos [2.16].

1.3 Variaveis de Angulo-Ac&o e Seccdo de Poincaré
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Considere um sistema Hamiltoniano autbnomo de dois graus de liberdade. Se este
sistema for integravel, a sua Hamiltoniana H pode, em principio, ser escrita nas varidveis de

acao-angulo (I,,1,,6,,6,) naforma
H(l,I,)=E ou H(l,,1,,6)=E (1.8)

Sendo a energia E a primeira integral de movimento do sistema e a dimenséo do espago de
fases é reduzida de quatro para duas ou trés. A existéncia de uma segunda integral confina a
dindmica em um toro bidimensional. Sobre o toro, o movimento angular pode ser

parametrizado pelas freqliéncias associadas a cada grau de liberdade (@, @,):

6, = &t + 6y e 0, = Wt + Oy (1.9)

Sendo que as frequéncias podem possuir dependéncia funcional das varidveis de agéo:
w,, =w,(l,1,). Adinamica sobre o toro pode ser descrita assumindo-se que um dos pares

de variaveis agdo-angulo, digamos (I,,6,), descreva uma secdo transversal do toro, sendo I, 0
raio da secdo e 6; 0 angulo que descreve seu arco. O par restante (I,,6,) descreve o anel

formado pelo toro. Esta dindmica pode ser vista na Figura 1.1.

Figura 1.1 — Toro bidimensional e suas coordenadas (1,,1,,6,,6,).

Define-se entdo a Seccdo de Poincaré sobre o toro como sendo o conjunto de

intersecc¢des do fluxo Hamiltoniano com a secgédo (1,,6,) realizada a cada volta completa do

fluxo ao redor do anel, que se da ao tempo (27 /w,) assim como mostra a Figura 1.2.
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Figura 1.2 — Visualizacao esquemética de uma Seccéo de Poincareé: sucessivas intersec¢oes

de uma Orbita com uma superficie pré-definida.

1.4 Dinamica de sistemas nao perturbados

Fixada a energia E, por meio de (1.8) podemos escrever |, =1,(E,1,). Dessa forma, a

evolucdo discreta do fluxo Hamiltoniano sobre a seccdo pode ser descrita por meio do

seguinte mapa

In+l=|

! (1.10)

9n+1 = en + Q’(' n+1)

para o qual a(l)=2z(w,/w,) é chamado nimero de rotacdo e o indice n define a evolugéo
temporal do fluxo a cada interseccdo. Se o numero de rotagdo «(l) é uma funcéo
monotonica, o sistema (1.10) é definido na literatura como mapa “twist” [2.2]. Se «(l) for

uma fungdo ndo monotdnica, 0 mapeamento é dito “ndo-twist” e sera discutido em detalhes no

proximo capitulo.

Para frequéncias comensuraveis, ou seja, (@, /@,)=(r/s)com r e s inteiros, o fluxo
retorna ao seu valor inicial a cada s iteracdes resultando num ponto fixo de periodo s para
(1.10), este toro é chamado de toro racional. A sec¢do circular é entdo marcada sempre no
mesmo conjunto de s pontos, e é preenchida por Orbitas periddicas. No caso das freqiiéncias
incomensuraveis, ou seja, (@,/w,)=irracional, no limite n — e, o fluxo Hamiltoniano
cobre o toro densamente resultando numa sec¢édo circular preenchida. Este toro é chamado
toro irracional, e é preenchido por uma Unica Orbita aberta. As situacfes acima ficam mais

claras olhando-se para a figura 1.3 para os dois casos (a) Toro racional e (b) Toro irracional.
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A
4 18

Vet

(a) (b)

Figura 1.3 — llustracéo para diferenciar (a) Toro racional com (r/s) =(2/7) (b) Toro

irracional sendo densamente preenchido pelo fluxo Hamiltoniano.

Essas caracteristicas do fluxo sobre a sec¢do sdo freqientemente utilizadas como forte
indicio numérico de integrabilidade (ou ndo) de sistemas com dois graus de liberdade. A
comensurabilidade das frequéncias desempenha um papel fundamental na teoria de

perturbacdes de sistemas integraveis que veremos na se¢do seguinte.

1.5 Dinamica de sistemas perturbados

Podemos considerar agora a perturbacdo do sistema integravel (1.8) por meio da

adicdo de uma funcdo periddica das variaveis de angulos (6,,6,) :
H(Il' |2,l91,92) = Ho(|1’ |2)+8Hl(|l’ |2,l91,92) (1.11)

onde Hy é chamada Hamiltoniana néo perturbada, H; é chamada Hamiltoniana perturbada e o
parametro ¢ controla a amplitude da perturbacdo. Assume-se que a parte perturbativa

&H,(1,,1,,6,,68,) deve ser pequena comparada a H,(l,,1,), portanto o parametro ¢ << 1

[2.3].

Existe um teorema chamado teorema da perturbacdo de Poincaré-Birkhoff [2.2] que
afirma que, quando perturbamos um sistema integravel os toros racionais, antes cobertos por
Orbitas periddicas, sdo gradativamente substituidos por um numero finito e par de o6rbitas
periddicas, metade estdvel e metade instavel. Esta idéia fica mais evidente quando se olha

para a ilustracdo da figura 1.4 abaixo:
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Figura 1.4 — (a) Ressonancia (r/s) = (2/5), mostrando as primeiras sete interseccdes de

uma trajetoria qualquer com uma secgdo de Poincaré: a curva que se forma, se ligarmos os
pontos, esta contida num toro racional. (b) Apos a introducéo do termo perturbativo, a
mesma curva que se formaria se ligassemos os pontos em (), foi perturbada, dando origem a

cinco pontos estaveis (pontos elipticos) e cinco pontos instaveis (pontos hiperbélicos).

Uma perturbacdo que destrdi um toro racional também modifica toda a vizinhanga
deste toro, destruindo também os toros irracionais muito proximos. Surge entdo uma questao
importante: se todo toro irracional tem um toro racional préximo dele, e se todo toro racional
destruido leva consigo uma vizinhanga de toros irracionais, serd que alguns toros irracionais
sobrevivem a perturbacdo ou sera que sdo todos destruidos e o movimento é totalmente
alterado? Para responder esta pergunta é necessario entender o significado de toro destruido:
antes de ligar a perturbagdo, uma orbita passeia pelo espago de fases e fura sucessivamente a
secdo de Poincaré de tal forma que os pontos na se¢do caem sobre uma curva assim como foi
visto na figura 1.3. A propagacdo deste circulo pelo espacgo de fases gera o toro. Dizer que, ao
ligar a perturbacdo, o toro é destruido, quer dizer que a trajetéria ndo se propaga mais sobre
esta superficie toroidal, mas ocupa um pequeno volume em torno do antigo toro, como
ilustrado na figura 1.5 abaixo. A seqliéncia de intersec¢Oes forma agora um padréo irregular,

ou seja, um padrao caotico.

Figura 1.5 — Exemplo de sec&o de Poincaré mostrando drbitas sobre toros e drbitas cadticas.
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Sabemos que sé os toros irracionais tém chance de sobreviver, ja que os racionais se
quebram de acordo com o teorema de Poincaré-Birkhoff, porém, qual a porcentagem de toros
irracionais que sobrevivem & perturbacdo? A resposta a essa questdo é dada pelo teorema
KAM (Kolmogorov, Arnold e Moser) [2.2]. Esse teorema garante que a maioria dos toros
irracionais sobrevive para uma pequena perturbacdo e na medida em que a intensidade da
perturbacdo aumenta mais e mais toros irracionais sdo destruidos dando lugar a Orbitas
cadticas, até que o Ultimo toro irracional é também destruido. Neste momento, cessa a
validade do teorema KAM. A discussdo pode ser estendida para a teoria dos ndmeros,
discutiremos brevemente a respeito no Capitulo 3 desta dissertacdo. Mais detalhes podem ser
encontrados nos trabalhos de Berry [2.4] e Keating [2.5]. A intencdo desta dissertacdo de
mestrado é introduzir barreiras dindmicas em diferentes sistemas fisicos caéticos, a fim de
analisar a influéncias que estas barreiras causam na dinamica destes sistemas. A barreira
principal deste estudo é a barreira denominada Toro Robusto, que nada mais é que uma curva
estavel (curva invariante) no espaco de fases em meio a cadeias de ressonancia, mares de
caos, estruturas perturbadas etc. A barreira Toro Robusto bloqueia a difusdo cadtica no espaco
de fases associado ao sistema fisico, e causa também uma estabilizacdo em sua vizinhanca
linear sendo de grande importancia para sistemas que modelam a dindmica de linhas de

campo magnéeticas em plasmas confinados em Tokamaks [4.15, 4.24, 4.25, 4.46, 4.48].

Outra barreira apresentada aqui é a barreira do tipo “meander” que surge através do
processo de reconexdo de ressonancias no espaco de fases. Introduziremos um novo mapa
discreto que chamamos de mapa padréo ‘“‘ndo-twist™ labirintico, que apresenta multiplas

regibes de barreiras “meanders” por todo o espaco de fases [3.10].

Esta dissertacdo divide-se em cinco capitulos. No capitulo 2 faremos uma abordagem
sobre a obtengdo de mapas discretos para sistemas Hamiltonianos que é uma ferramenta
poderosa para o0 estudo de sistemas dindmicos, pois trabalhar com mapas discretos significa
diminuir o tempo computacional gasto com integradores numéricos. Abordaremos o conceito
de mapas estroboscopicos que foram introduzidos pelo matematico Henri Poincaré [1.1] e que

substituem a dindmica de um sistema continuo por um sistema discreto.

No capitulo 3 abordaremos sobre as curvas “meanders” que surgem através do
processo de reconexdo (ou overlap) de cadeias de ressonancia, processo este que ocorre
apenas em mapas “ndo-twist” e em Hamiltonianas que ndo satisfazem a condi¢do de ndo-

degenerescéncia. Estas curvas “meanders” formadas por este processo jogam o papel de
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barreiras (totais ou parciais) para o transporte cadtico no espago de fases. Ao final do capitulo
3 introduziremos uma modificagdo do mapa padrdo “nédo-twist” que denominamos mapa
padrao “ndo-twist” labirintico, que apresenta multiplos processos de reconexdo de cadeias,
portanto apresenta multiplas barreiras de transporte, sendo de grande importancia para

sistemas modelados com caracteristicas “nao-twist”.

As barreiras do tipo Toros Robustos sdo estudadas no capitulo 4, barreiras estas
formadas em sistemas Hamiltonianos, que se mantém intactas a perturbacfes genéricas,
constituindo assim uma eficiente barreira que bloqueia totalmente o transporte cadtico no
espaco de fases. Aplicaremos Toros Robustos em varios tipos de sistemas dindmicos, como
por exemplo, em uma Hamiltoniana Toy Model a fim de entender o seu efeito no processo de
reconexao (“overlap”) de ressonancias isdcronas. Toros Robustos quebrando a dimerizacédo de
cadeias de ressonancia também serdo estudados no mapa padrdo “ndo-twist”. O bloqueio da
difusdo de Arnold no mapa padrdo acoplado também sera mostrado neste capitulo, assim
como, a aplicacdo de Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como meio

de controle de caos em plasmas confinados em Tokamaks.

As conclusdes sobre este trabalho assim como as consideragdes finais e expectativas

futuras encontram-se no capitulo 5.
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2. Mapeamento discreto para sistemas

Hamiltonianos

A obtencdo de mapas discretos para sistemas Hamiltonianos é uma ferramenta
poderosa para o estudo de sistemas dinamicos. Trabalhar com mapas discretos significa

diminuir o tempo computacional gasto com integradores numéricos.

Mapas estroboscopicos introduzidos pelo matematico Henri Poincaré substituem
a dindmica de um sistema continuo por um sistema discreto. Eles nos permitem
visualizar a dindmica do sistema em certas secdes (secdes de Poincaré) do espaco de
fases e entdo nos mostram o comportamento global do sistema. Muitos conceitos e
sistemas continuos se tornam mais claros quando sdo formulados através de mapas de
Poincaré.
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2.1 Método de discretizacao de fluxos por funcdes delta

O estudo do fluxo Hamiltoniano continuo por meio de secgdes de Poincaré
implica necessariamente num processo de discretizagdo temporal dessa dindmica. Essa
discretizacdo pode ser construida de forma numérica ou, em certos casos, de forma
analitica. Um dos exemplos mais ilustrativos de discretizacdo analitica de sistemas
Hamiltonianos é a obtengdo de mapas simpléticos para sistemas regulares influenciados
por perturbacOes temporalmente periddicas [2.3, 2.7, 2.8, 2.9]. A perturbacdo H; de um
Hamiltoniana para esse tipo de influéncia pode ser escrita na forma abaixo, na qual a

perturbacdo depende de uma soma de fungdes delta,

Hl(l,e,t)zF(l,e)%”ia(t—k%”) 2.1)

k=—oo

Entdo as equacdes do movimento perturbado para a Hamiltoniana
H(l,6,t)=H,(1)+&H,(1,6,1) (2.2)
sdo as seguintes:

p=99 _9H Mo M _yre(1,6)3 stk
d o ol al = Q 23

+ dl oH oH > Y
| =—=- =- L—¢(1,0 oit—k=—=—
£ (1,6) > &( Q)

dt 0960 06 =

Onde a(l)=(dH,/adl) é o chamado nimero de rotacdo que mencionamos na se¢éo

2.4, e as funcgoes f(1,0) e g(1,0) séo as denominadas fungdes de perturbagao.

O Teorema de Liouville’s nos diz que para sistemas conservativos o volume de

uma estrutura no espaco de fases é conservado com o decorrer do tempo, assim como

foi visto no capitulo 2, algebricamente este fato é descrito por V-V =0, que quer dizer
que a divergéncia do vetor velocidade é nula. Esta condi¢do para um fluxo nos garante

Lo 210L6) _ 39(1,60)
ol 96

Com a adi¢do da perturbacéo do tipo (2.1) num sistema integravel Ho formou-se
0 sistema perturbado (2.2). Portanto o mapa “twist” dado pela equacdo (2.10) serd

modificado para a forma geral:
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In+l: In +6f(|n+1’9n)

(2.4)
0n+l = en +a(|n+1)+6g(|n+l’0n)

Um exemplo deste tipo de discretizagdo pode ser visto no Mapa Padréo (ou
mapa de Chirikov-Taylor) que mapeia a dindmica de um ‘rotor chutado’ ou ‘kicked

rotor’ em inglés. A Hamiltoniana que d& origem ao Mapa padréo € a seguinte,

H(I,e,t):%+gcos(0)i5(t—n) 2.5)

N=—co

Sendo suas equagdes de movimento

a8 _,
dt
(2.6)
dl . = 2r
w esin(6) . d(t - kE)

k=—c0

Portanto suas fungbes de perturbacdo séo: f(l,8)=sin(d) e g(l1,8)=0, e 0 mapa

discreto associado se torna:

.., =1,+e&sin(é,)

2.7
9n+1 = en + In+l ( )

O mapa acima foi utilizado por Chirikov [2.3] e Greene [2.6] para 0 estudo de transi¢cao

entre dindmica regular e cadtica por meio do pardmetro de perturbagao e.

O método de discretizacdo por meio de funcgdes delta é utilizado por varios
autores, porém este método nos da uma aproximacédo do fluxo continuo por meio de um
fluxo discreto. Esta aproximacdo é bastante precisa como podemos ver nas publicacfes
de Mendonga [2.9], Abdullaev et al. [2.10] e Da Silva et al. [2.11, 2.12, 2.13 e 2.14]. O
livro de S. Abdullaev citado na referéncia [2.15] traz mais detalhes sobre este tipo de

discretizacao.
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3. Reconex&do, Curvas “Meanders” e Mapa
Padréao “Nao-Twist” Labirintico

Neste capitulo discutiremos sobre as curvas “meanders” que surgem através do
processo de reconexdo (ou “overlap™) de cadeias de ressonancia. Este processo ocorre
apenas em mapas “ndo-twist” e em Hamiltonianas que nédo satisfazem a condicdo de
ndo-degenerescéncia. As curvas “meanders” formadas por este processo jogam o papel
de barreiras para o transporte cadtico no espaco de fases. Em seguida, introduziremos
uma modificacdo do mapa padrdo “ndo-twist” que denominamos mapa padréo “‘néo-
twist™ labirintico. Esse mapa labirintico proposto por nds apresenta multiplos processos
de reconexdo de cadeias, portanto apresenta mdltiplas barreiras de transporte, sendo de

grande importancia para sistemas modelados com caracteristicas “ndo-twist”.
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3.1 O mapa padrao “nao-twist”

A Hamiltoniana que da origem ao mapa padrdo “ndo-twist” € a seguinte:

3

H(x y,t)=a y—I —icos(zzzx)Z&t—n) 3.1)
3 2 =
onde a e b sdo pardmetros do sistema. Como a perturbacdo contém um somatorio de
fungdes delta podemos aplicar o método de discretizacao definido no capitulo anterior.

As equacdes de movimento sdo dadas por,

% =aft-y?)
dt m (3.2)
d_3t’ = —bsin(22x) Y. 5(t—n)

Que apos discretizadas nos ddo o mapa padrdo “ndo-twist” introduzido na referéncia
[3.1]

Xn+l = Xn + a(l_ yr?+l)

. (3.3)
Yo = Y _bsm(ZﬂXn)

onde a e b sdo numeros reais. A aplicacdo do tipo ‘padrdo’ apresentada aqui é definida sobre
um cilindro {(x, y)} onde x é o angulo longitudinal no cilindro, com periodo igual a 1. A variavel

Y, que pertence aos reais, € a altura do cilindro.

Chamamos de ponto fixo, todo o conjunto (x, y) de pontos que faz as iteracdes

do mapa discreto (3.3) sempre retornarem ao seu valor inicial:

Xn+l = Xn
yn+l = yn

(3.4

Estes pontos fixos sdo definidos em instdveis e estdveis em sistemas
conservativos, como este que estamos estudando, 0s Unicos pontos instaveis e estaveis

do sistema sdo caracterizados por:

Ponto fixo estavel = Ponto onde as curvas em sua vizinhanca se contorcem em forma de

elipses.

Ponto fixo instavel = Ponto onde as curvas em sua vizinhanga se contorcem em forma

de hipérboles.
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O ponto fixo instavel apresenta duas diregdes,
chamadas de variedades, assim como esta presente na
ilustracdo ao lado, uma variedade é chamada variedade

/ instavel (vermelha) e a outra variedade é chamada

variedade estavel (verde). A jungdo das variedades

instaveis e estaveis do ponto fixo hiperbdlico €
denominada separatriz, e seu formato no espaco de fases lembra o formato do nimero
oito. Sistemas dissipativos, apresentam outros tipos de pontos fixos, porém, este tipo de
sistema ndo serd abordado nesta dissertagdo de mestrado. Mais detalhes sobre sistemas

dindmicos podem ser encontrados na referencia [2.2].
O mapa discreto da equacdo (3.3) ndo obedece a condigdo “twist” [2.2]:

aXn+1
ay.

£0 (3.5)

a condicdo “twist” acima garante que a frequéncia dos toros invariantes, que sdo as
curvas x=constante, varia monotonicamente com a variavel y [3.1]. Por outro lado, uma
violagdo local da condicdo “twist”, implica na existéncia de um toro com uma
freqiiéncia méxima ou com uma frequéncia minima, o chamado “toro shearless” ou, em
portugués, “toro sem cisalhamento” [3.7]. Discutiremos um pouco mais de sua

importancia na dindmica do espago de fases ao final desta segéo.

Mapas que ndo obedecem a condicdo “twist” da equacgdo (3.5) sdo chamados
mapas “ndo-twist”, um dos mais simples e mais estudados presentes na literatura é o

mapa padréo “ndo-twist” da equacéo (3.3).

Mapas “ndo-twist” descrevem varios tipos de sistemas fisicos como, por
exemplo, linhas de campo magnéticas em plasmas de fusdo confinados em tokamaks
[3.2, 3.3]. Além de sua importancia fisica, mapas “ndo-twist” sdo matematicamente
interessantes, pois teoremas importantes como o teorema KAM e o teorema de
Poincaré-Birkhoff ndo séo satisfeitos em torno da regido onde a equagdo (3.5) se anula
[3.5, 3.6 e 3.7], no caso do mapa padrdo “ndo-twist” a condicdo (3.5) € violada ao redor

de uma curva chamada curva ndo monotoénica [3.8, 3.9].

A figura 3.1 mostra a reconexdo das separatrizes das duas cadeias, ou seja, as
duas separatrizes se tornam uma. Encontramos na figura 3.1(a) duas cadeias cada uma

com um ponto hiperbdlico e um ponto eliptico. Conforme diminuimos a, as cadeias vdo



CAPITULO 3 - Reconexdo, Curvas “Meanders” e Mapa Padrao “N&o-Twist” Labirintico 17

se aproximando até o momento da reconexdo (ou “overlap”), em seguida as duas
cadeias se tornam dimerizadas (ou reconectadas) como mostra a figura 3.1(b). Estas
cadeias dimerizadas apresentam curvas que circulam todas as ilhas, estas curvas sdo
chamadas “curvas meanders” e serdo a base para a formacao de barreiras ao transporte
no espaco de fases quando aumentarmos o padrdo cadtico do sistema [3.6]. Diminuindo
o0 valor do parametro de controle a, os pontos fixos com os mesmos valores de x e com
valores opostos de y coincidem, isto é, os pontos fixos coalescem (colisdo entre um
ponto hiperbdlico e um eliptico), e isto define uma bifurcacéo no espago de fases, assim
como mostra a figura 3.1(c). Por fim, ndo ha mais cadeias centrais de ilhas para a < 1,

as duas cadeias se aniquilaram e a situa¢do € mostrada na figura 3.1(d).

(@) (b)

(c) (d)

Figura 3.1 — Processo de reconexdo-colisdo no mapa padréo “nédo-twist”” para (a)
a=1.05668, b=0.055 (b) a=1.04, b=0.055 (c) a=1, b=0.055 (d) a=0,98, b=0,055

Outro regime caracteristico do mapa padrdo “ndo-twist” é encontrado com a

variagdo dos dois parametros a e b. A figura 3.2(a) mostra 0 mapa para a=0.4 e b=0.5.
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Com a mudanga de a e b, surgem grandes regiGes onde o caos domina acima e abaixo
de curvas invariantes (curvas “meanders”) restantes ap0s a reconexdo relatada nos

comentarios da figura 3.1. Nas regides cadticas encontram-se imersas algumas ilhas.

Com a=0.4 aumentamos b para b=0.89, um pouco menor do que 0 necessario
para romper a Ultima curva “meander” como mostra a figura 3.2(b), o caos domina a

maior parte do espaco de fases, porém algumas ilhas ainda podem ser observadas.

O valor critico de b foi encontrado aproximadamente para b~0.899 relatado na
referéncia [3.4], entretanto, como ha dois parametros que controlam o sistema, este
valor critico de b esta associado a um valor critico de a. A Gltima curva “meander” a ser
destruida é uma curva diferenciada, da-se a ela 0 nome de Toro Shearless ou Curva
Shearless, como ja definida anteriormente, o toro shearless sé existe para alguns pares
de pardmetros a e b [3.5]. Na verdade os pares de parametros criticos que dao origem ao
toro shearless seguem um comportamento fractal [3.6], oque resulta em infinitos valores
criticos dos pardmetros. Mais detalhes numéricos e analiticos podem ser encontrados
nas referencias [3.5], [3.6] e [3.7].

Variando ainda mais a e b, podemos obter a figura 3.2(c) que mostra, apds a
quebra da curva shearless, uma regido central de concentracdo de pontos remanescentes.
A zona central desaparece com o aumento de b e a diminui¢cdo de a, como mostra a
figura 3.2(d). Aparentemente o caos domina uniformemente o espaco de fases, porém
estudos de outros autores [3.4] apontam a existéncia de estruturas remanescentes do toro
shearless destruido que separa (ndo totalmente) os pontos inicialmente acima e abaixo

desta zona.

(a) (b)
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(© (d)

Figura 3.2 — Modelos de comportamento do mapa padréo ““ndo-twist™ para (a) a=0.4,
b=0.5 (b) a=0. 4, b=0.89 (c) a=0,3978873577, b=1 (d) a=0,3060671983, b=1,3

3.2 O mapa padréo “nao-twist” labirintico

Vamos agora introduzir outra perturbacdo na Hamiltoniana (3.1) com uma

modificacdo especial no argumento do cosseno.

H (X, y,t) = a(y - y?sj - %COS(Z%X) S S(t-n)- 772%003(7727&) Sst-n  (36)

N=—c0 N=—co

As equacdes de movimento sdo dadas por,

% = af-y?)
i i (3.7)
% =—bsin(22x) > 8(t —n) —bsin(n2mx) > 5(t—n)

Apb6s a discretizagdo do sistema acima introduzimos um mapa com
caracteristicas interessantes do ponto de vista dinamico e talvez, de futuras aplicagoes.

O mapa abaixo é denominado mapa padréo ““ndo-twist™ labirintico:

Xn+l = Xn + a(l_ y§+l)

] ] (3.8)
Yo =Y — bSIn(ZﬂXn) - bSIn(UZﬂ’Xn)

onde os parametros a, b # sdo ndmeros reais. A aplicacdo do tipo ‘padrdo’ apresentada aqui é
definida sobre um cilindro {(x, y)} onde x é o angulo longitudinal no cilindro, com periodo igual

4 1. A variavel y, que pertence aos reais, é a altura do cilindro.
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O novo pardmetro » juntamente com a nova perturbagdo adicionada, introduz um efeito
topoldgico diferente e interessante. Ele é o responsavel pela multiplicacdo do nimero de pontos

fixos das cadeias de ilha principais.

(@) (b)

(c) (d)

Figura 3.3 — Bifurcagdes do mapa padrao ““ndo-twist” labirintico com a=1.006 e
b=0.001 para (a) »=1 (b) =2 (c) n=3 (d) =4

A figura 3.3 mostra 0 espaco de fases para 0 mapa padrdo “ndo-twist” labirintico da
equacdo (3.8) para diferentes valores do parametro #. A figura 3.3(a) mostra a dindmica do
conhecido mapa padrdo “ndo-twist”, visto que n=1. As duas cadeias estdo dimerizadas com um
ponto hiperbolico e um ponto eliptico cada uma, dividindo a mesma separatriz. A figura 3.3(b)
mostra a primeira bifurcacdo causada pelo novo pardmetro #, os pontos fixos localizados no
meio do eixo x bifurcam. O ponto fixo eliptico da cadeia de cima se bifurca em um hiperbolico e
dois elipticos e o inverso acontece para a cadeia de baixo, o ponto fixo hiperbdlico bifurca em
um eliptico e dois hiperbolicos. O nimero de pontos fixos elipticos em cada estrutura é igual ao

valor do parametro z, 0 mesmo acontece para o nimero de pontos fixos hiperbolicos.
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Conforme aumentamos o pardmetro 7, oS mesmos tipos de bifurcagBes vao
acontecendo, sempre para os pontos fixos localizados no meio do eixo x, assim como podemos

ver nas figuras 3.3(c) e 3.3(d).

3.3 Reconexdo e Curvas “Meanders” no Mapa Padréao
“Nao-Twist” Labirintico

Como ja abordado na secdo 3.1 a reconexdo de cadeias de ilhas, que acontecem apenas
em mapas “nao-twist”, ddo origem a curvas “meanders” que podem ser vistas circulando as

ilhas das cadeias dimerizadas.

Para a figura 3.4 a baixo, foram fixados os valores =4 e a=1.006. Como podemos ver
na figura 3.4(a) existem duas estruturas diferentes. Aumentando o parametro responsavel pela
amplitude da perturbacéo b, estas duas estruturas comecam a se aproximar e entdo na figura
3.4(b) ocorre a primeira reconexdo e também algumas curvas “meanders” em azul causadas por
ela. A figura 3.4(c) mostra a segunda reconexdo e as curvas “meanders” em vermelho
resultantes. O mesmo ocorre para a figura 3.4(d), a Gltima reconexdo acontece e algumas curvas
“meanders” em verde sdo mostradas.

Olhando para a estrutura das diferentes curvas “meanders”, C. Sim6 na referéncia [3.8]
prop0s para elas 0 nome ‘curvas labirinticas’. Fazendo referéncia a caminhos formados em um
labirinto onde as paredes deste labirinto seriam as variedades dos pontos hiperbdlicos. O mapa
da equacdo (3.8) pode apresentar vérias curvas labirinticas dai vem a inspiracéo para o nome do

sistema discreto: Mapa Padr&o “N&o-Twist™ Labirintico.

Na figura 3.4 o parametro b foi aumentado suavemente somente para o propdsito de
mostrar a formacdo das curvas “meanders”, e o0 caos ao redor dos pontos fixos hiperbolicos é

muito fraco para ser notado.

Podemos perceber que o nimero de regides com curvas “meanders” é igual & (-1). No
caso da figura 3.4(d), portanto, existem trés regifes com cores diferentes representando trés

diferentes regiGes com curvas “meanders”, visto que o parametro usado foi n=4.
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(@ (b)

(© (d)

Figura 3.4 — “Meanders™ causadas por reconexfes no mapa padrao ““nao-twist”
labirintico com y=4 e a=1.006 para (a) b=0.001 (b) b=0.002 (c) b=0.003 (d) b=0.004

Os autores A. Wurm, A. Apte e P.J. Morrison mostraram na referéncia [3.9] que a
regido das “meanders” contém pontos fixos que podem sofrer reconexdo e colisdo, eles
provaram numérica e analiticamente que os processos de reconexdo acontecem localmente
dentro da regido das “meanders” e chamaram estas reconexdes de ‘reconexdo de ordem dois’.
Conforme aumentamos a estocasticidade do sistema outras reconexdes vado ocorrendo nas
mesmas estruturas “meanders” e a ordem vai aumentando também, ‘reconexdo de ordem trés’,
‘reconexdo de ordem quatro’, e assim sucessivamente. Estas reconexdes das curvas “meanders”
fazem com que elas adquiram uma aparéncia rugosa, e para elas da-se o nome de ‘curvas

“meanders” aninhadas’.

Como podemos ver, existem duas estruturas na figura 3.5(a), duas cadeias ainda néo
reconectadas. Na figura 3.5(b) acontece a primeira reconexdo e na figura 3.5(c) a segunda assim
como foi mostrado na discussdo sobre as figuras 3.4. A figura 3.5(d) mostra o cenéario
intermediario antes da ultima reconexdo e finalmente na figura 3.5(e) a terceira e Ultima

reconexdo acontece. Agora existem trés regides com curvas “meanders” e conforme
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aumentamos 0 pardmetro de perturbacdo b, estas curvas “meanders” se tornam curvas
“meanders” aninhadas e estas curvas agora fazem o papel de barreiras de transporte dividindo
(completamente ou parcialmente) trés regifes diferentes no espaco de fases assim como mostra
a figura 3.5(f). Cada regido com curvas “meanders” aninhadas tem suas préprias caracteristicas,
por exemplo, as “meanders” criadas pela primeira reconexdo (curvas em azul na figura 3.4(d))
s80 as primeiras a se quebrarem com o aumento do parametro b, enquanto que as “meanders”

nas outras duas regides (curvas em verde e vermelho na figura 3.4(d)) continuam existindo.

@ (b)

(© (d)

(€) M
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Figura 3.5 — Caos criando curvas “meanders” aninhadas no mapa padréo “ndo-twist”
labirintico com #=4 e a=1.006 para (a) b=0.001 (b) b=0.002 (c) b=0.003 (d) b=0.004 (e)
b=0.015 (f) b=0.028

O parédmetro # na equacdo (3.8) introduz tantas barreiras quanto se deseja e esta é a
principal importancia do mapa padrdo “ndo-twist” labirintico. A criagdo de barreiras para o
transporte é um assunto importante para varios problemas fisicos como, por exemplo, em fisica

de plasmas como mostram as referéncias [2.11, 2.12, 2.13 e 2.14].

Uma vez que as curvas “meanders” fazem o papel de uma barreira para o transporte
entre duas (ou mais) regides diferentes no espaco de fases, estudar as suas destruicdes é de
interesse pratico consideravel.

Para entender o comportamento das curvas “meanders” criadas pela nova perturbacéo,
vamos considerar trés caixas e dar 100 condi¢Bes iniciais dentro delas, em seguida,
aumentaremos o pardmetro de perturbacdo b e vamos analisar quantas das 100 condigBes
iniciais atingem as suas linhas de referéncia. Estas caixas mencionadas e suas linhas de
referéncia tém a cor de suas respectivas regides de “meanders” assim como mostra a figura
3.6(a). A figura 3.6(b) mostra o comportamento das “meanders” na regido azul que sdo as
primeiras a aparecerem e as primeiras a serem quebradas. As “meanders” da regido verde
mostradas na figura 3.6(c) sdo as Ultimas a serem formadas, porém elas sdo quebradas logo ap6s
a quebra das azuis. A regido de “meanders” que chama mais a atengdo é a regido vermelha
mostrada na figura 3.6(d), as “meanders” presentes ali rodeiam o toro shearless que
comentamos anteriormente. A existéncia do toro shearless tem um comportamento aperiédico,
ele existe somente para alguns conjuntos de parametros de perturbacdo (a, b). Como nds
mantivemos o pardmetro a fixo, e variamos apenas o pardmetro b, o transporte apresentado na
figura 3.6(d) tem uma aparéncia oscilatdria. Ap6s certo valor de b, o toro shearless é totalmente
destruido abrindo caminho para as condigBes iniciais da caixa vermelha atingirem a sua
respectiva linha de referéncia.
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(@) (b)

(©) (d)

Figura 3.6 — Analise da quebra das curvas “meanders” aninhadas do mapa padréo
“ndo-twist” labirintico (a) Cenario usado para o estudo, com um valor de b fixo. As
regides das diferentes “meanders™ estdo marcadas com cores, e suas respectivas linhas
de referéncia também. (b) Comportamento das “meanders” na regiéo azul. (c)
Comportamento das “meanders™ na regido verde. (d) Comportamento das *““meanders™

na regido vermelha.

Neste capitulo sugerimos uma forma de multiplicar o ndmero de barreiras para o
transporte por meio da adicdo de uma perturbacao extra no sistema. O estudo realizado aqui é de
extrema importancia para sistemas fisicos modelados por mapas “ndo-twist”, como por

exemplo, mapas que descrevem perturbagdes ressonantes em Tokamaks.

Existe um dispositivo chamado limitador magnético ergddico que é uma simplificacao
de um enrolamento helicoidal ressonante, que perturba superficies racionais criando ilhas
magnéticas na regido periférica da coluna de plasma. Se o perfil de densidade de corrente de
plasma usado for ndo-monotbnico, as ilhas magnéticas vdo se dimerizar (ou reconectar)
formando uma barreira interna de transporte, oque é de suma importancia visto que barreiras
localizadas na regido periférica minimizam o contato plasma-parede que danifica a cdmara e
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reduz a eficiéncia do confinamento magnético, mais detalhes sobre esse assunto podem ser

encontrados no ANEXO A desta dissertag&o.

A estratégia adotada para a criacdo do mapa padrdo “ndo-twist” labirintico foi utilizada
por ndés em um mapa que descreve a agdo do limitador magnético ergodico em superficies
magnéticas em equilibrio no tokamak TCA-BR localizado na USP - Sdo Paulo, a fim de
aumentar o ndmero de barreiras para o transporte cadtico, os resultados estdo presentes no

ANEXO B desta dissertacao.
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4. Controle de Dinamica Caodtica com Toros

Robustos

Denominamos Toros Robustos, barreiras formadas em sistemas Hamiltonianos,
que se mantém intactas a perturbagcdes genéricas, constituindo assim uma eficiente

barreira para o transporte cadtico.

Neste capitulo abordaremos sobre as barreiras do tipo Toro Robusto, e sobre o

seu efeito em diferentes tipos de Hamiltonianas e mapas discretos.

Foram aplicados Toros Robustos em uma Hamiltoniana “Toy Model” a fim de
entender o seu efeito no processo de reconexdo (ou “overlap”) de ressonancias
isdcronas. Toros Robustos quebrando a dimerizacdo de cadeias também foram
estudados no mapa padrdo “ndo-twist”. O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa
padrdo acoplado também ser4 mostrado neste capitulo, assim como, a aplicacdo de
Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como meio de controle de

caos em plasmas confinados em Tokamaks.
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4.1 Barreiras do tipo Toro Robusto

Considere uma Hamiltoniana de 1 grau e meio de liberdade do tipo
H(vavt)z HO(X)+€|_|1(X!y!t) (41)

Onde H, é a Hamiltoniana ndo perturbada, H, é a perturbacdo e ¢ é o

parametro que controla a amplitude da perturbagdo. Se multiplicarmos Hi(x,y,t) por um

polindmio ou uma funcdo qualquer P(x), que tenha raizes reais,
H(vavt)z HO(X)+€P(X)H1(X1 yat) (42)

alguns valores de x fardo com que a funcdo P(x)=0, neste momento toda a
perturbacdo do sistema ird zerar, entdo toda a dindmica Hamiltoniana para estes valores

de x, ira se resumir & dindmica da Hamiltoniana de equilibrio H,(x). A dindmica de

equilibrio é composta por toros invariantes, assim como foi mostrado no capitulo 1
desta dissertagdo. Estes toros especiais com x=constante se mantém invariantes mesmo
sob a acdo de perturbacdes no sistema e formam barreiras para o transporte. Para estes
toros invariantes damos o nome Toros Robustos (TR) [4.12, 4.24, 4.25, 4.26].

4.2 Interferéncias de Toros Robustos no processo de

“overlap” (ou reconexdo) de ressonancias isocronas

Ressonancias isocronas [4.1] constituem o mais adequado prot6tipo para
investigar o “overlap” (ou reconexdo) de ressonancias. Em sistemas dinamicos
genéricos as ressonancias vém associadas ao caos e quando falamos em “overlap”
normalmente estamos falando em interagdes de ressonancias mergulhadas em um mar

de caos.

As ressonancias sdo identificadas, no espaco de fases do sistema, através da
visualizagdo de separatrizes que delimitam o movimento de libracdo e o de rotacdo. As
separatrizes também sdo indicadas por ilhas e quando elas estdo longes umas das outras,
suas topologias sdo semelhantes a da dindmica de um péndulo. Quando algum
parametro de controle é variado, as separatrizes se quebram (split) e cada ressonancia

experimenta a presenca da outra, e entdo o “overlap” acontece. Esta interagdo, também
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as vezes € chamada de reconexdo [4.2]. O “overlap” ocorre quando as divisGes das
separatrizes estdo suficientemente perto de tal maneira que ndo ha qualquer toro
invariante na regido de interagdo entre elas. Este cenario estd bem relatado por Chirikov
[4.3], mas ndo nos permite visualizar e compreender os detalhes da superposi¢do das

ressonancias.

Em um contexto complementar, foi desenvolvido um cenario Hamiltoniano
integravel, com ressonancias de mesma ordem, onde o “overlap” pode ocorrer sem
qualquer interferéncia de caos [4.1]. A condicdo necessaria para ocorrer esta
configuragdo é introduzir um termo “ndo-twist” no sistema a fim de permitir a
ocorréncia de, pelo menos, duas ressonancias, mas sem quebrar a integrabilidade do
sistema. Estas sdo as ressonancias isocronas. O efeito “ndo-twist” para o fluxo
Hamiltoniano [4.4, 4.5] é, naturalmente, manifestado no nimero de rotagdo ou no fator
de seguranca no ambito da fisica dos plasmas [4.6], mais detalhes podem ser
encontrados no ANEXO A desta dissertacdo. Para sistemas discretos, existem também
alguns estudos correlacionados sobre mapas “ndo-twist” a idéia de ressonancias
isécronas [4.8-4.11].

O resultado topoldgico apd6s o “overlap” das ressondncias pode variar
dependendo da quantidade de ressonancias que participam do processo, apesar de
alguns padrdes aparecem com frequiéncia, um exemplo disso é o tema abordado no
capitulo 3 desta dissertacdo. Além da quantidade de ressonéncias, apresentamos outro
agente, que pode interferir na topologia do “overlap”, é o chamado Toro Robusto (TR)
[4.12]. Este tipo de toro se mantém intacto aos efeitos das perturbacGes genéricas e
constitui uma eficiente barreira de transporte [4.13]. Neste sentido, gostariamos de
apresentar nesta secdo um novo cendrio para o “overlap” de ressonancias quando trés

ressonancias isécronas e dois toros robustos participam deste processo.

A Hamiltoniana ‘toy model’ usada neste estudo foi obtida usando-se o

formalismo da forma normal de Birkhoff-Gustavson [4.14].
H,,J,,6,6,)=H,(J,,3,)+aH,(3,,3,,6))+H,(3,,3,.,6,) 4.3)

Onde a Hamiltoniana ndo perturbada é um polinbmio quéartico em J;,

Ho(‘]l"]z):|:‘]2_%(4J1_C)2+%(4J1_C)4:| (4-4)
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A Hamiltoniana de perturbacdo acompanhada do pardmetro de perturbacdo o se resume

a seguinte equacéo,
H,(3:,9,.6,) =[b(43, —¢)’ ~al(43,) (3, - 3,)"* cos(6,) (4.5)

E finalmente, a Hamiltoniana de perturbacdo acompanhada do parametro de perturbagao
S é dada por,

H,(J,,3,,6,)=[b(4J, —c)’ —a](4J,)* (3, - J,)"* cos(6,) (4.6)

Os resultados apresentados nesta secdo, assim como o0s detalhes sobre a

obtencdo da Hamiltoniana (4.3) foram publicados por nos na referéncia [4.15].

H,

- N d .
Calculando-se a condigdo de ressonancia 610 = =0, podemos determinar a

1

++/a

posicéo das cadeias de ilhas. A cadeia de cima se posicionara em, J, = 7 a cadeia

c—+a
4

. As

. c : . : .
do meio em J, =7 e finalmente a cadeia de baixo estara em, J, =

Hamiltonianas de perturbag&o apresentam os parametros de amplitude de perturbagéo a

e 3, e elas estdo acompanhadas da fungéo que gera os dois toros robustos (entre chaves).

Toros robustos irdo aparecer para valores onde [b(4J, —c)’ —a]=0. Portanto

teremos dois Toros Robustos no espago de fases, o TR superior posicionado em

c++alb c—+alb

J, = — e 0 TR inferior posicionado em J, = 1

Observamos a partir destas equagdes que o pardmetro b muda a posi¢do dos
Toros Robustos, enquanto que as posi¢Oes das ressonancias ndo sdo afetadas por ele.
Esta caracteristica faz com que o parametro b seja relevante a fim de realizar a interagdo
entre os Toros Robustos com as estruturas de ressonancia. N&o estamos interessados em
criar caos no sistema, pois o interesse € estudar o “overlap” das ressonancias, portanto,
vamos considerar J, como uma constante de movimento. Como o sistema é globalmente
integravel, porque 6, é uma variével ciclica e J,=constate, J, entdo pode desempenhar o
papel de uma Hamiltoniana reduzida J,= J; (J1,61,Energia=constante) com 6, fazendo o

papel do tempo candnico. Neste caso, as equacdes de movimento se resumirdo &,
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« (OH/36) » (9H/31,) : _ (3H/36,) : (3H/d
Jo=A S0 g = | S0 g, = 20 g, o 20 1 a7
' (aH/aJZJ ' (E)H/E)JZJ i (BH/BJJ ’ (aH/anj #7)

O espaco de fase deste sistema integravel pode ser explorado através da
integracdo numérica do conjunto de equagles acima (4.7). Usando a Hamiltoniana
reduzida, cada condicdo inicial sobre o espago de fase corresponde a um toro com J;
especifico e uma energia global constante. Ressaltamos que para quebrar a
integrabilidade do sistema é suficiente introduzir qualquer perturbacdo que dependa
explicitamente de 6, e que ndo tenha valores constantes de J,. Apresentamos a baixo 0s

céalculos numéricos para diferentes configuragdes geometricas.

Para investigar o efeito do Toro Robusto no *“overlap” das ressonancias,
devemos fixar o conjunto de parametros da Hamiltoniana apresentada na equacéo (4.3)
e nos vamos utilizar a e b como parametros ajustaveis para o desenvolvimento de nosso
estudo. Escolhemos por a=4.0, ¢=16.0, Energia=100.0 e trés valores de b para
investigar a dindmica: b=0.17, que corresponde a dois Toros Robustos externos e muito
distantes das trés cadeias de ressonancia; b=0.70 onde os Toros Robustos continuam
externos, porém agora muito proximos as cadeias de ressonancia e b=2.0 onde os Toros
Robustos estdo intercalados entre as cadeias de ressonancia. O parametro o controla a
amplitude da perturbacéo, o que implica em um aumento ou diminuic¢éo da largura das
separatrizes, ou as ilhas, de modo que a separatriz de uma cadeia pode alcancgar a de
outra cadeia e dar inicio ao “overlap” (ou reconexao) de ressonancias. Ressaltamos que
esse tipo de “overlap” de ressonéncias integraveis ndo cria qualquer camada cadtica na
vizinhanga de uma separatriz, como descrito por Chirikov, mas um rearranjo topoldgico
envolvendo toros invariantes surgird. Este processo de reconexdo com a presenca de
Toros Robustos cria um novo e diferente cenario dos que sdo normalmente discutidos
na literatura. A separatriz pode também interagir com um Toro Robusto, dependendo do

parametro b, e gerar uma estrutura geométrica muito rica.

(1) Caso b=0.17, com Toros Robustos externos as cadeias e longe delas.
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(@) (b)

(c) (d)

Figura 4.1 — Caso b=0.17, com Toros Robustos externos e distantes das cadeias. (a)
Trés ressonancias isdcronas ndo interagindo entre si. (b) Trés ressonancias isocronas
proximas interagindo. (c) Trés ressonancias isécronas apds o “‘overlap” (ou
reconexdo). (d) Trés ressonancias isécronas apos a reconexao e depois de uma

bifurcagao.

As quatro figuras acima ilustram a dindmica da Hamiltoniana (4.3). Para
0=1.0x10", na Figura 4.1(a), observa-se trés cadeias de ressonancia que n&o est&o
interagindo. O eixo de 6, foi ampliado até 4z para guiar os olhos. Para a=2.0x10,
Figura 4.1(b), as separatrizes das duas cadeias superiores estdo praticamente em contato
e uma reconexéo global vai comegar. Para «=8.0x10™, na Figura 4.1(c), as trés cadeias
j& se reconectaram, agora, o sistema apresenta um cendrio dindmico muito interessante.
A variedade que emanava do ponto fixo hiperbdlico da separatriz superior agora faz
uma volta envolvendo o ponto fixo eliptico da separatriz intermediaria. Por outro lado, a

variedade que emanava da separatriz intermediéria agora faz duas voltas, formando um
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contorno parecido com o nimero oito, envolvendo os pontos fixos elipticos de ambas
separatrizes, superior e inferior. Este ciclo parecido com o nimero oito é contornado
pela variedade, que emana do separatriz inferior. Este é o rearranjo topoldgico ap6s a
reconexdo das trés ressonancias integraveis sem a influéncia dos Toros Robustos para
perturbagBes moderadas. Para o=2.0x10", Figura 4.1(d), uma bifurcagéo de forquilha
supercritica invertida ocorre envolvendo os trés pontos fixos do contorno que se parece
com o ndmero oito, os dois pontos fixos elipticos se chocam com o ponto fixo
hiperbdlico, resultando em um dnico ponto fixo eliptico e toros de libragcdo. A
configuragdo geométrica final neste caso apresenta apenas duas cadeias de ilhas de
ressonancia, enquanto a terceira desapareceu apds o processo de “overlap” e apds

também a bifurcacéo citada anteriormente.

(2) Caso b=0.7, com Toros Robustos externos e proximos as cadeias de ressonancia.

(@) (b)

(© (d)

Figura 4.2 — Caso b=0.7, com Toros Robustos (EM VERMELHO) externos e proximos
&s cadeias. (a) Trés ressonancias isocronas ndo interagindo entre si e um ponto

hiperbolico H1. (b) Trés ressonancias isdcronas préximas interagindo e interagindo



CAPITULO 4 - Controle de Dinamica Ca6tica com Toros Robustos 34

também com os dois Toros Robustos. (c) Trés ressonancias isécronas e a bifurcacdo em
6,=2x gerando dois pontos hiperbdlicos H2 e H3 e um ponto eliptico E1. (d) Nova

configuracéo topoldgica.

Para a=2.0x10", na Figura 4.2(a), as trés cadeias ndo estdo interagindo ainda e
os dois Toros Robustos estdo préximos das separatrizes externas. Para a=4.0x10", na
Figura 4.2(b), as larguras das ilhas sdo suficientemente grandes para a ocorréncia do
processo de reconexdo, mas com uma topologia completamente diferente. E visivel que
0s Toros Robustos limitam o crescimento das cadeias de ilhas, as curvas de libragdo
perto dos Toros Robustos s&o achatadas. A medida que o processo de “overlap” comegca
observamos o alongamento das ilhas, mas os Toros Robustos impdem uma limitagéo a
este alongamento. O ponto fixo hiperbolico da cadeia superior interage com Toro
Robusto e uma bifurcacéo de forquilha subcritica ocorre, gerando dois outros pontos
fixos hiperbdlicos e um ponto fixo eliptico, definindo uma pequena ilha. Este ponto fixo
eliptico permanece em 6=z pra sempre enquanto os dois pontos fixos hiperbdlicos védo
"caminhar" ao longo do Toro Robusto conforme a amplitude da perturbagdo aumenta.
As variedades do ponto fixo hiperbdlico da cadeia intermediaria novamente fazem um
loop parecido com o numero oito envolvendo os pontos fixos elipticos das separatrizes
externas. As variedades que emanam do ponto fixo hiperboélico inferior, inicialmente,
fazem um laco envolvendo o ponto fixo eliptico da cadeia intermediaria e chega até o
ponto fixo hiperbdlico que nasceu em cima do Toro Robusto superior. Em um momento
sequinte, para «=8,0x10™ na Figura 4.2(c), o ponto fixo hiperbélico da separatriz
inferior também interage com o Toro Robusto inferior e uma bifurcacdo semelhante a
anterior ocorre sobre ele. Outra bifurcacdo ocorre eliminando o lagco parecido com o
nimero oito. Para =2.0x10", na Figura 4.2(d), observa-se a configuracéo final com o
mesmo numero de cadeias de ilhas do inicio do processo. Os Toros Robustos também
desempenham o papel das separatrizes nesta configuracdo. Este rearranjo topoldgico

corresponde & um novo cenario para o “overlap” de ressonancias.

(3) Caso b=2.0, com Toros Robustos intercalados as cadeias de ressonancia.
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(a) (b)

(© (d)

Figura 4.3 — Caso b=2.0, com Toros Robustos (EM VERMELHO) intercalados as
cadeias. (a) Trés ressonancias isocronas néo interagindo entre si e um ponto
hiperbolico H1. (b) Trés ressonancias isécronas proximas interagindo e interagindo
também com os dois Toros Robustos. (c) Trés ressondncias isécronas e a bifurcagdo em
6,=2x gerando dois pontos hiperbdlicos H2 e H3 e um ponto eliptico E1. (d) Nova

configuracéo topoldgica.

Na Figura 4.3(a), para a=1.0x10", a ressonancia superior externa esta muito
préxima do Toro Robusto superior, mas eles ndo estdo interagindo ainda. Para
a=2.0x10, na Figura 4.3(b), observa-se que a interacdo entre a separatriz superior com
o Toro Robusto superior ja comecgou, os toros de libracdo também séo achatados devido
4 presenca do Toro Robusto e uma bifurcagdo similar & bifurcacdo de forquilha
subcritica ocorreu a partir do contato do ponto fixo hiperbdlico (identificado pelo H1 na
figura 4.3(a)) com o Toro Robusto. Dois pontos fixos hiperbolicos e um ponto fixo
eliptico surgiram, introduzindo uma nova ilha pequena abaixo do Toro Robusto
superior. E importante ressaltar que a partir do inicio da interacio entre as cadeias de

ilhas com o Toro Robusto, este se torna também separatriz das novas ilhas formadas.
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Para «a=3.0x10™, na Figura 4.3(c), outras bifurcacdes analogas ocorrem sobre o Toro
Robusto e outra ilha menor foi introduzida na regido da cadeia de ressonancia
intermediaria. Com o aumento da amplitude da perturbacdo, as ilhas externas sdo
esticadas, porém, as ilhas da cadeia intermediaria sdo completamente limitadas pelos
Toros Robustos. Ainda na regido intermediéria, veremos que ambas as novas ilhas séo
ampliadas e cada uma vai em diregdo a outra. Para a=4.0x10™, na Figura 4.3(d), os
pontos fixos elipticos destas novas ilhas se bifurcam com o ponto fixo hiperbdlico em
0,=2x através de uma bifurcacdo de forquilha supercritica invertida e a configuragdo
topoldgica final € a mesma que a apresentada na Figura 4.2(d). Mesmo as Figuras 4.2(d)
e 4.3(d) sendo totalmente semelhantes, os processos para o qual essas configuragdes

foram obtidas sdo hem diferentes.

(@) (b)

Figura 4.4 — Diagramas de bifurcacéo em trés dimensdes para: (a) Toros Robustos
préximos as cadeias de ressonancia mostrando a bifurcacédo da Figura 4.2 (b) Toros

Robustos intercalados as cadeias de ressonancia mostrando a bifurcacdo da Figura 4.3

Na Figura 4.4 apresentamos o diagrama de bifurcagdo com o ponto fixo
hiperbdlico original, identificado por H1 e os outros, que nasceram apos a bifurcagéo,
identificados por E1, H2 e H3. Na Figura 4.4(a) e 4.4(b) seguimos o comportamento
dos pontos fixos envolvidos no processo de bifurcacéo de forquilha subcritica causado
pelo Toro Robusto superior, onde observamos que o ponto fixo eliptico E1 permanece
em 6,=2z enquanto os pontos fixos H2 e H3 se movem sobre o Toro Robusto. A
presenca dos Toros Robustos durante a reconexdo das ilhas também produz um novo

cenario para o “overlap” de ressonancias.
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Nessa se¢do 4.1, no6s utilizamos uma Hamiltoniana “toy model” desenvolvida
por uma expansao da forma normal ressonante em torno de um ponto fixo estavel, a fim
de estudar o “overlap” de ressonéncias integraveis [4.15]. De acordo com o critério de
Chirikov, uma cadeia de ilhas de ressonancia pode experimentar a presenca de outra
ressonancia quando a distancia entre elas é da mesma ordem da soma das semi-larguras
das separatrizes correspondentes [4.3]. Mas antes do exato contato entre as ilhas, as
separatrizes se contorcem num processo conhecido como “splitting’ e o0 espago entre as
ilhas é preenchido pelo caos homoclinico. Entdo o senso de Chirikov para o “overlap”
de ressonancias esta associado em um contexto ndo-integravel (caos). A Unica maneira
de estudar o “overlap” de ressonédncias em um contexto integravel Hamiltoniano é ter
um numero de rotacdo ndo-monoténico, para a Hamiltoniana ndo perturbada e adicionar
uma perturbagao periddica ao sistema. Esta técnica produz naturalmente muitas, ou pelo
menos duas, cadeias de ressonancia isocronas de modo a permitir que o processo de
“overlap” possa ser observado em um sistema globalmente integravel. Neste estudo,
apresentamos trés cadeias de ressonancia controladas pelo mesmo pardmetro de

perturbagé&o.

Escolhemos duas perturbagdes nos angulos 6; e 6,, perturbagdes essas que tém
um forma algébrica comum com um pré-fator quadratico na acdo J; e como o intuito foi
estudar o sistema integravel, n6s tomamos J, como uma constante de movimento
eliminando o termo em 6&,. As raizes reais do pré-fator citado acima definem os valores
das posi¢des dos Toros Robustos onde o conjunto das perturbacbes é algebricamente
nulo. Assim, o sistema que estudamos tem trés ressonancias isocronas, dois Toros
Robustos, uma organizacdo ndo-monotbnica para 0 nuimero de rotacdo e uma

perturbacdo periddica integravel.

Quando os Toros Robustos estdo distantes da regido das ressonancias, o padrdo
obtido é o usual, porém, o padréo topoldgico obtido para a reconexdo das ressonancias

com a participacdo dos Toros Robustos é totalmente novo para 0 nosso conhecimento.

O nosso interesse é também dar uma contribuicdo para a area de fisica de
plasmas, porque este conceito de Toros Robustos pode ser adaptado nas abordagens
Hamiltonianas utilizadas para o confinamento de plasmas em Tokamaks, a aplicagéo

dos Toros Robustos em sistemas como este pode ser encontrada ao final deste capitulo.
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4.3 Quebrando a reconexao de cadeias com Toros

Robustos

A posicdo dos Toros Robustos tem uma influéncia direta no processo de
reconexdo das cadeias de ressonancia. Para ilustrar esta influéncia, adicionaremos dois
Toros Robustos na Hamiltoniana que da origem ao mapa padrdo “ndo-twist” [3.1] da

equacdo (3.1), e obteremos entéo,

H(x, y,t) = a(y—y?J— (v —c)%cos(Zﬂx) 3 s(t-n) .9)

N=—c0
Onde a e b sdo parametros do sistema.

Podemos perceber que a perturbacdo é anulada quando a fungéo entre parénteses

se torna (y?-c)=0, portanto, teremos dois Toros Robustos, um TR superior na

posicéo y = ++/c e um TR inferior na posicdo y = —Jc . Fica claro que O parametro c

controla a posic¢do dos Toros Robustos e deve sempre ser um ndmero positivo.

Como a perturbagdo contém um somatério de fungdes delta podemos aplicar o
método de discretizacdo definido no capitulo 2. As equagBes de movimento sdo dadas

por,

d 2 N
d_)t( = a(l— y )— b(%) cos(2ﬂx)n:§_m5(t -n)
(4.9)

% =—b(y? —c)sin(27x) 25('[ -n)

N=—co

Que apos discretizadas nos ddo o mapa padréo “ndo-twist” com a adicdo de dois Toros
Robustos,

Xog =X, + a(l_ y§+l) - b(mj COS(27ZXn)
T

(4.10)
Yo = Yo — b(y§+l - C)Sin(Zﬂ’Xn)

Onde a e b sdo numeros reais, x tem modulo 1 e pertence ao dominio de interesse x ¢ (0, 1). A

variavel y ¢ (-0, o).
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Figura 4.5 — Toros Robustos (EM VERMELHO) quebrando a reconexao de
ressonancias, valores fixados: a=1.06 e b=0.2 para (a) c=1.00 (b) c=0.81 (c) c=0.64
(d) c=0.49 (e) c=0.36 (f) c=0.25 (g) c=0.16

A figura 4.5(a) apresenta duas cadeias que Se reconectaram, 0 caos toma conta
de quase todo o espaco de fases e as curvas “meanders”, produtos da reconexao, ja estdo
aninhadas e aparentemente sofreram outras reconexdes internas, assim como
enfatizamos no capitulo 3 desta dissertacdo. Podemos notar também algumas ilhas
imersas no mar de caos e algumas curvas invariantes proximas as regides dos Toros
Robustos. Na figura 4.5(b), conforme aproximamos os Toros Robustos das cadeias
dimerizadas, pode-se verificar o aumento de curvas invariantes nas regifes proximas

aos Toros Robustos, o0 caos agora esta concentrado na regido central do espaco de fases.

O efeito de estabilizagdo causado pelos Toros Robustos é uma das caracteristicas
mais marcantes desta barreira dindmica, pois além do bloqueio das trajetdrias cadticas,
os Toros Robustos também estabilizam a dindmica em sua vizinhanca linear, este
assunto sera de suma importancia na aplicacdo das barreiras robustas em mapas

relevantes em confinamento de plasmas, abordado ao final deste capitulo.

Conforme trazemos os Toros Robustos para mais perto das cadeias, figura 4.5(c)
e 4.5(d), o tamanho da regido compreendida pelo mar de caos vai diminuindo e as
curvas “meanders” aninhadas vdo se tornando mais estaveis. O efeito da aproximagéo
dos Toros Robustos fica ainda mais evidente nas figuras 4.5(e), 4.5(f) e 4.5(g), onde as
curvas “meanders” desaparecem e as ressonancias comecam a se distanciar, o0 mar de
caos também desaparece e ao final do processo todas as trajetdrias do espaco de fases se

resumem a curvas invariantes e ilhas de estabilidade.

O estudo mostrado nesta secéo aponta o efeito da posi¢édo dos Toros Robustos na
dindmica do sistema. Cadeias antes dimerizadas, sdo separadas devido ao efeito de

estabilizacdo dos Toros Robustos.

4.4 Bloqueando a difusdao de Arnold com Toros

Robustos
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Todos os efeitos previamente descritos para sistemas autbnomos com nimero de
graus de liberdade menor ou igual a dois sdo encontrados em sistemas com mais de dois
graus de liberdade também. Camadas estocasticas (ou cadticas) no espaco de fases
existem préximas das ressonancias. As espessuras destas camadas se expandem
conforme aumentamos o parametro de perturbagdo, levando as ressonancias ao
“overlap”, criando movimento através das camadas e acarretando o aparecimento de
grandes mares de caos no espago de fases. Quando aumentamos o nimero de graus de
liberdade do sistema, um novo comportamento fisico entdo acontece: o movimento

através das camadas de ressonancia, chamada Difusédo de Arnold [4.3].

Difusdo de Arnold: Para sistemas autbnomos com trés ou mais graus de
liberdade (ou sistemas ndo-autbnomos com dois ou mais graus de liberdade), camadas
estocasticas proximas as ressonancias ndo estdo mais separadas por curvas invariantes,
ou curvas KAM. Para dois graus de liberdade, uma superficie KAM de dimensao dois
divide o “volume” de energia tridimensional no espaco de fases em um conjunto de
volumes fechados, cada um deles limitados por superficies KAM assim como pode ser
visto na figura 4.6(a). Para trés graus de liberdade, a “superficie” KAM ndo divide o
“volume” de energia de cinco dimensdes em conjuntos de “volumes” fechados, assim
como linhas ndo separam um volume tridimensional em regides distintas, ilustrado na
figura 4.6(b) [2.2].

Superficies KAM
Superficies KAM

L\

\ 4

/

Figura 4.6 — llustracéo para a Difusdo de Arnold (a) A superficie de energia

\4

(@) A\ (b)

bidimensional (plano) é dividida por linhas em um conjunto de areas limitadas. (b) a
“superficie” de energia tri-dimensional (volume) ndo é dividida em regides limitadas

por linhas.
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Para N>2 graus de liberdade, a “superficie” KAM N-dimensional nao divide o
“volume” de energia (2N-1)-dimensional em regides distintas. Entdo para N>2, em um
caso geneérico, todas as camadas estocésticas das superficies de energia do espago de

fases estdo conectadas & uma Unica e complexa rede: a teia de Arnold [2.2].

Teia de Arnold: E uma teia que permeia todo o espaco de fases, intersectando ou
repousando infinitesimalmente perto de cada ponto. Para uma condicdo inicial dentro da
rede, 0 movimento estocastico subsequente vai eventualmente intersectar toda regido
finita da superficie de energia do espaco de fases, mesmo no limite da amplitude de

perturbacdo é—0. Este movimento é a difusdo de Arnold.

A fusdo de trajetdrias cadticas em uma Unica teia foi provada por Arnold para
uma Hamiltoniana ndo linear especifica, e pode ser encontrada na referéncia [4.16].
Uma prova geral da existéncia de uma Unica teia ainda ndo foi dada, mas muitos

exemplos computacionais sdo conhecidos.

O “overlap” de ressonéncias dé inicio a camadas de ressonancias espessas, com
movimentos estocasticos ocorrendo através das camadas em sistemas de dois graus de
liberdade. A caracteristica da difusdo de Arnold é a presenca de movimentos
estocasticos ao longo das camadas de ressonancia. Um resumo de calculos numéricos

sobre a difusdo de Arnold pode ser encontrado no capitulo 6 da referéncia [4.3].

Muitos mapas interessantes podem ser localmente aproximados pelo mapa
padrdo [2.15], o mapa padrdo, como ja descrito no capitulo 2 desta dissertacdo, tem sido
muito Gtil para o estudo de caos Hamiltoniano e suas estruturas dindmicas sdo muito
bem conhecidas [2.2] e por esta razdo tem havido nos ultimos tempos, interesse no
estudo da difusdo de Arnold em mapeamentos que se aproximam do mapa padréo [4.17-
4.19].

O mapa padrdo é descrito pelas equacdes:

|, =1, ——sin(276,)
27

(4.12)
6n+1 = Hn + In+l

Onde « é a amplitude da perturbacéo, 8 tem mddulo 1 e as variaveis 6 e | pertencem ao
dominio de interesse (0, 1). Na figura 4.7, iteramos um ndmero de condicGes iniciais no mapa
da equacdo (4.11), com x=0.75. O espaco de fases consiste de regides estocasticas (cadticas)

separadas por trajetorias regulares nas curvas KAM. As curvas KAM consistem em dois tipos:
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libragcdo em torno de pontos fixos e rotacdo, conhecidas como curvas invariantes, assim como
apresentado na secdo 4.2 desta dissertagdo.

-

Curvas KAM

Figura 4.7 — O mapa padréo para «=0.75. A chave mostra a regido entre a cadeia
primaria com uma ilha (1=0) e a cadeia secundaria com duas ilhas (1=0.5), que contém
curvas KAM e cadeias de outras ordens.

Um espaco de fases de quatro dimensdes pode ser produzido através do
acoplamento de dois mapas padrdo com um termo de acoplamento, assim como
osciladores acoplados [4.20]. A Hamiltoniana acoplada da equacdo abaixo foi
introduzida primeiramente por Froeschle nas referéncias [4.20-4.22] como um modelo

para o estudo da evolugdo temporal de galéxias elipticas.

(1’

H(' 12,6, 6%1) =
(4.12)
+{ st ~-C0s(2716" ) + i .

(27) (27)

b
cos(276%) +
(2767) )

cos(27(6* + 62))j i St—k)

K=—co0

A Hamiltoniana acima ap0s discretizada nos da o mapa padrao acoplado:
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It,=1 +ﬁsen(2z9nl)+lsen(27z(6§ +6?%))
2r 2z

n+l =

6L, =6 +1}
n+l n n+l b (413)
12,=12+ Ly sen(276?) + —sen(2z (6} +6?7))
2 27
6r12+1 = 6nz + Ir$+1

Onde x; e k, sdo as amplitudes das perturbacGes, o parametro b tem o seu valor
associado ao acoplamento, @ tem modulo 1 e as varidveis 6 e | pertencem ao dominio de
interesse (0, 1). Estudaremos casos onde x; < x, = 0.9716 onde as curvas KAM (ou curvas
invariantes) separam o espago de fase, pois as amplitudes das perturbacdes x; possuem valores

abaixo do valor critico k. que quebra todas as curvas invariantes do espago de fases [2.6, 4.23].

As curvas KAM unidimensionais do mapa (4.11) que antes blogueavam a difusdo das
trajetorias, ndo fazem o mesmo efeito agora no mapa acoplado (4.13). Se desativarmos o
pardmetro de acoplamento b, a dindmica retorna a mesma do mapa padrdo (4.11). Para b # 0, as
trajetorias caoticas podem caminhar de uma regido limitada por curvas KAM para outras

regides através da difusdo de Arnold.

(@) (b)

(©) (d)
Figura 4.8 — Iteracdes do mapa (4.13) para x;=x«,=0.75 e b=0.025 com condicdo inicial em
(11,04,1,0,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) s&o projetadas no plano (13,61) para (a) 1< n < 2x10° (b)
2x10° <n<4x10° (c) 4x10° <n<6x10° (d) 6x10° <n<8x10°
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Um exemplo de difusdo de Arnold é mostrado na figura 4.8. As figuras 4.8(a-d)
mostram os pontos (I3,6;) para 1<n<8x10° sucessivamente onde n representa o
namero de iteraces do mapa. Pode-se observar na figura 4.8(a) que uma Orbita iniciada
na camada estocastica préxima da ressonancia secundaria permanece na vizinhanca das
“curvas” KAM. A figura 4.8(b) apresenta a trajetoria iniciada em 4.8(a) escapando para
outra camada estocastica proxima a ressonancia priméaria. As figuras 4.8(b) e (c)
mostram a continuacdo da trajetoria iniciada na camada estocastica proxima a
ressonancia secundaria, caminhando para outras regides estocasticas e ‘pulando’ as
curvas KAM. O efeito mostrado nestas figuras condiz com a ocorréncia da difusdo de
Arnold [4.17]. Vamos introduzir agora, os Toros Robustos no mapa padrdo acoplado.
Adicionaremos pré-fatores polinomiais que criam Toros Robustos em todos os planos
do sistema. A Hamiltoniana da equagdo (4.12) sera modificada para a seguinte forma:

H(Il,lz,el,ez,t)=¥+¥+

12 K 1 2 _ 2 K, AN _ (4.14)
+((d(4| c)? —a) 20 cos(276%) + (d(41% —c)? —a) 20 cos(278 )jZ&(t k)+

k=—oo

+[(d(4|l —c)®—a)(d(41* -c)* —a) (22)2 cos(27z (6" + 92))jié‘(t —k)

A Hamiltoniana acima ap6s discretizada nos dad o mapa padrdo acoplado com Toros

Robustos:

1
I n+l

=1 +(d(41},-c)’ —a) sen(27r¢91)+
+(d(41}, -c)* —a)(d(4l? —c)® —a)gsen(m(é?nl +6%))

1 1
6, =6 +11,

n+1

+ 2d(4|n+1

n)+

+2d(41%, —c)(d(41? -c)* -a

2 +6,))

2
I n+l

=12 +(d(41%,-c)’ —a) Esen(zw )+
+(d(41%, - )z—a)(d(4lﬁ—c)z—a)%sen(Zyz'(0§+0n2))

2 2 2
62, =07 +12,

n+l

+2d (412,

+2d(412, —c)(d(41} —c)? -

"+ 0)) (4.15)
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Onde «; e k, sd0 as amplitudes das perturbacGes, o pardmetro b tem o seu valor
associado ao acoplamento, 8 tem modulo 1 e as varidveis 6 e | pertencem ao dominio de
interesse (0, 1). Os parametros a, ¢ e d controlam a posicao dos dois toros robustos em ambos 0s
planos (I3, 81) € (1, 65).

A primeira perturbacdo referente ao primeiro mapa é acompanhada do pré-fator

(d(41" —c)?® —a), quando este pré-fator zerar dois toros robustos aparecerdo nas posigdes:

2dc + 2v/da « :
It :T. O mesmo acontece com a perturbacdo referente ao segundo mapa, dois
. L , 2dct2+da )
toros robustos aparecerdo nas posigdes: | = 8—d . O termo que acopla os dois mapas,

também é acompanhado de um pré-fator polinomial, porém agora, o pré-fator é uma
combinagéo dos dois anteriores: (d (41" —c)® —a)(d(41% —c)? —a). Isso significa dizer que
nas posicdes dos toros robustos tanto no plano (I, 1) quanto no plano (I,, €,), 0 acoplamento

sera desligado. Trabalharemos entdo com um mapa quadri-dimensional que se torna bi-

dimensional na posi¢do dos toros robustos.

(@) (b)

(c) (d)
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(e) ()
@) (h)
0) ()

Figura 4.9 — Iteragdes do mapa acoplado com toros robustos (EM VERMELHO) da

(11,61,15,6,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) séo projetadas nos planos (11,61) e (l,,6) para:

(a) b=1x10°no Plano (I,6;) (b) b=1x10°no Plano (l,,6,) (c) b=9x10°no Plano (1,6,) (d)
b=9x10° no Plano (l,,6,) (e) b=2x10°no Plano (15,6,) (f) b=2x10°no Plano (l,,6,) (g)
b=5x10°no Plano (I5,6,) (h) b=5x10°no Plano (I,,6,) (i) b=8x10%no Plano (1,,6,) ()

b=8x10°no Plano (l,,65)
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As figuras acima mostram o efeito dos toros robustos nos dois planos (l;,0,) e
(15,0;) para diferentes valores do pardmetro de acoplamento b. Como se pode notar, a trajet6ria
iniciada no mesmo local da figura 4.9, na regido estocastica proxima a cadeia secundéria, ndo
consegue escapar para a outra regido estocastica da ressonadncia primaria. Conforme as
trajetorias cadticas se aproximam dos Toros Robustos, elas vao se estabilizando, gracas ao
efeito de estabilidade criada pela barreira robusta, efeito este que foi comentado na secédo
anterior. Os Toros Robustos estdo bloqueando a difusdo de Arnold. Tanto no plano (l,6)
quanto no plano (1I,,6,), a trajetoria fica confinada entre os dois Toros Robustos em vermelho.
Os Toros Robustos bloqueiam a difusdo mesmo em mapas discretos. Imaginava-se no inicio
deste estudo que uma trajetdria discreta conforme iterada pularia a barreira robusta e escaparia
para a outra regido estocastica, ao contrario do fluxo do sistema continuo da Hamiltoniana
(4.14) que sempre ficara presa entre as barreiras. Porém este estudo nos mostrou o contrario, 0s
Toros Robustos bloqueiam qualquer tipo de difusdo, tanto em sistemas continuos (fluxos
Hamiltonianos) quanto em mapeamentos discretos, pois 0s toros robustos estabilizam a

dindmica em seu entorno.

Figura 4.10 — Iteracbes do mapa acoplado com toros robustos (EM VERMELHO) da
equacao (4.15) para x;=0.09, x,=0.005, a=2.1, c=1.9, d=10 com condigdo inicial em
(11,61,1,,0,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) sdo projetadas no plano (I, I,).

Analisando o espago de fases no plano (I;, 1) podemos constatar que a trajetoria
iniciada em (I3, 1,)=(0.5, 0.4) se mantém presa no quadrado delimitado pelos quatro toros
robustos (dois para cada I,,) criados pela adicdo dos pré-fatores nas perturbaces e pelo pré-fator
adicionado no acoplamento, mostrando mais uma vez o bloqueio da difusdo de Arnold no mapa

padrdo acoplado com toros robustos.
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4.5 Aplicacbes de Toros Robustos no Mapa do
Limitador Magnético Ergodico (LME).

A fim de dar uma funcdo mais palpavel para o efeito dos Toros Robustos em sistemas
Hamiltonianos, decidimos incluir estas barreiras em um sistema dinamico relevante para a fisica
de plasmas, com a colaboragdo dos professores Dr. Iberé Luiz Caldas da USP — Séo Paulo e
Dra. Marisa Roberto do ITA — S&o José dos Campos. Decidimos modificar uma Hamiltoniana
criada para demonstrar o efeito de anéis de limitadores magnéticos ergddicos (LME) criando
perturbacdes ressonantes em superficies magnéticas em tokamaks. Primeiramente introduzimos
dois toros robustos na Hamiltoniana do LME a fim de estudar o efeito do aprisionamento de
ressonancias dimerizadas. Logo apo6s, introduzimos um toro robusto proximo da posicdo
referente a parede do tokamak, com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na dindmica
das linhas de campo magnéticas. Por Gltimo, vamos mostrar o estudo do transporte realizado

para 0 mesmo sistema com toro robusto e sem toro robusto.

Os detalhes sobre a obtencdo da Hamiltoniana do LME utilizada aqui, podem ser
encontrados no ANEXO A desta dissertacdo, assim como mais detalhes sobre termos técnicos
utilizados em fisica de plasmas de fusdo.

Muitas técnicas tedricas e experimentais foram desenvolvidas para a producdo de
barreiras de transporte a fim de aumentar o tempo de confinamento para as particulas confinadas
magneticamente em tokamaks [4.27-4.30]. Estas técnicas para se introduzir barreiras de
transporte de fato introduzem curvas invariantes no espaco de fases associado [4.31]. Conceitos
dindmicos tém sido aplicados para interpretar a melhoria do confinamento observado em varios
experimentos [4.32-4.34]. Do ponto de vista experimental, em tokamaks, barreiras de transporte
utilizadas para aumentar o confinamento do plasma podem ser criadas através da geragdo de
cisalhamento magnético negativo, ou em inglés, negative magnetic shear [4.35-4.37].

Propomos nesta se¢do que o transporte radial pode ser bloqueado através da criacdo de
barreiras, chamadas toros robustos (TR) [4.4, 4.12, 4.15], que permanecem intactas sob a acéo
de qualquer perturbacdo genérica. Na verdade, do ponto de vista teorico, esta nova barreira
constitui uma barreira intransponivel. As posi¢des destas barreiras podem ser controladas por

um parametro.

Vamos desenvolver a nossa estratégia de construgdo de um sistema Hamiltoniano quase
integravel que descreve a dinamica local de linhas de campo magnéticas na regido periférica de
um tokamak, a fim de evitar interacfes plasma-parede. A partir desta Hamiltoniana vamos obter
um novo mapa simplético para descrever a dindmica das linhas de campo magnéticas em uma

se¢do poloidal no interior do tokamak.
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Nossa motivagdo vem de wuma abordagem teérica, onde o equilibrio
magnetohidrodindmico do plasma é associado a uma Hamiltoniana integravel e é descrito por
uma solucdo analitica da equacgdo ndo-linear de Grad-Schluter-Shafranov [4.38], valida para
uma aproximacdo para tokamaks de grande razdo de aspecto [4.55]. A parte perturbativa do
sistema vem de uma perturbacdo externa usando anéis de resson&ncia magnética ergddica,
denominados limitadores magnéticos ergodicos (LME) [4.39, 2.15] introduzidos a fim de
quebrar a integrabilidade das linhas de campo no interior do tokamak [4.40-4.42]. Isto é
conseguido através da adigdo na Hamiltoniana ndo perturbada de um conjunto de fungdes delta
de perturbagcdo onde cada delta esta centrado a um anel de LME. Devido a caracteristica
impulsiva desta perturbacéo ¢é possivel descrever a dindmica das linhas de campo através de um

mapa discreto.

Dependendo se o fator de seguranca correspondente, € monotdnico ou ndo-monotodnico
[4.43-4.45], o sistema é classificada como “twist” ou “ndo-twist”, respectivamente [3.1]. No
caso “ndo-twist”, ressonancias isécronas [4.1, 4.14, 3.7] vao surgir no espago de fase associado
e desempenham um papel muito importante sobre as propriedades de transporte classico, pois
sua natureza ndo-KAM ajudard na formacdo de “stickness” (ou aprisionamento de trajetorias)
[4.40], devido a existéncia de curvas que circundam as ressonancias apos a sua reconexao, as ja
mencionadas curvas “meanders” [3.6], abordadas no capitulo 3 desta dissertacao.

Além dessas barreiras “meanders”, para melhorar o confinamento do plasma descrito
por este sistema, nds sugerimos que a reducdo do transporte também pode ser alcangada atraves
da criacdo de uma barreira invariante dentro da coluna de plasma, barreiras invariantes
chamadas Toros Robustos (TR). Estes TR aparecerdo quando as perturbacfes forem
multiplicadas por um fator polinomial com raizes reais de tal maneira que estas perturbacdes sao
algebricamente nulas sobre os valores dessas raizes, independentemente do valor do pardmetro
de perturbacdo. Isto significa que as posi¢Ges do TR sdo teoricamente controladas pelos valores

dessas raizes e todas as perturbacdes, com o mesmo pré-fator se anulam nestes locais.

Em seguida, aplicaremos esta estratégia para 0 mencionado sistema Hamiltoniano quase
integravel (que descrevem a dindmica local de linhas de campo magnéticas proximas a parede
do tokamak) e também obteremos um mapa analitico das equagdes de linhas de campo, tanto

para um modo ressonante quanto para dois modos ressonantes.

A geometria toroidal do tokamak conduz naturalmente & introducdo de varidveis de

angulo e acdo (J,d). E convenientemente decompor a fungdo Hamiltoniana em dois termos,
um chamado Hamiltoniana n&o-perturbada H,(J), e outro chamado Hamiltoniana de
perturbacdo H,(J,?) de tal forma que H(J,d,t)=H,(J)+&H,(J,d,t), com o parametro

de perturbacéo ¢ relacionado com a corrente elétrica aplicada sobre os anéis de LME.
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A dindmica pode ser compreendida olhando para a se¢do de Poincaré (SP), um plano

transversal a direcdo toroidal. Sucessivas interseccdes com a SP permitem introduzir o nimero

de rotagéo, a(J) =dH,(J)/adJ que é o angulo associado a dinamica discreta na SP.

Devido a simetria toroidal, a Hamiltoniana de equilibrio Ho, ndo depende do angulo ¢
toroidal, que escolheremos como o tempo candnico t. Define-se a se¢do de Poincaré em um
valor fixo do angulo ¢. A Hamiltoniana ndo perturbada H, é dada em termos da acgéo can6nica
J, associada com o fluxo toroidal normalizado, e ¢ é o angulo poloidal canonicamente

conjugado com J. Por outro lado, a Hamiltoniana de perturbagdo é uma funcéo de (J,%,t), e

sera representada por meio de uma série de Fourier acompanhada do somatério de uma funcédo
delta.

A fim de introduzir uma aproximacdo quase-integravel para o confinamento do plasma

na presenca de anéis de LME, consideramos a seguinte funcdo Hamiltoniana:

H(AJ,8,t) = H,(A) +H,(AJ,8,t)+7H , (A, B,1) (4.16)

Onde H, (AJ) corresponde a Hamiltoniana néo perturbada, H,(AJ,d,t) corresponde

a perturbacéo que gera o modo ressonante principal e H,(AJ, ?J,t) corresponde a perturbagéo

que gera 0 modo ressonante secundario. Os parametros £ e 5 sdo as amplitudes da primeira e da

segunda perturbacdo respectivamente, e estdo ligados a corrente que atravessa os anéis do LME.

H,(AJ,2.1) = P(A))[cosm ) ] 5(t—2N—”kj 4.17)
e
H, (A1, 8.1) = P(AD)[cos(m +1)5+nt) ] S 5[t—2N—”kj (4.18)

O modo ressonante (n: m) é determinado pela helicidade que se deseja obter ao criar 0s
anéis de LME, colocados em secc¢des poloidais da camara do tokamak, N, é o0 nimero de anéis
de LME espacados igualmente ao redor do toroide. Escolhemos neste estudo por m=3 e n=1, o
que cria uma ressonancia principal (1:3) e uma ressonancia secundaria (1:4), e o nimero de
anéis de EML é Nr=4.

A fungdo P(AJ) é a funcédo que gera os Toros Robustos como ja comentado nas segdes
anteriores. Toros Robustos aparecerdo nas posi¢des em que a fungdo P(AJ) se anula, e neste

estudo vamos utilizar duas funcdes diferentes para estudar dois tipos de situagdes.
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Na verdade, a equagéo (4.17) e (4.18) correspondem a uma aproximagéo local em torno
de uma superficie magnética com acdo J* onde AJ =J—J", pois quando se perturba o
equilibrio de linhas de campo magnéticas com anéis de LME, muitos modos de ressonancia
aparecem, além do modo principal ressonante escolhido (1:3). Essa aproximacdo nos permite
compreender a fisica fundamental que esta ocorrendo, o que pode ser camuflada pelo mar

cadtico se considerarmos muitos outros modos de ressonancia.

4.5.1 Sistema com Um Modo Ressonante e Dois Toros

Robustos

A fim de estudar o efeito de dois toros robustos no aprisionamento de duas ressonancias
dimerizadas, vamos considerar apenas um modo ressonante na Hamiltoniana (4.16). Os
resultados reproduzidos aqui nesta secdo, bem como mais detalhes sobre o estudo foram

publicados por nos na referéncia [4.24].

Para se criar duas cadeias de ressonancias que se reconectem, a Hamiltoniana nao

perturbada precisa ser uma funcdo cubica na acdo [3.1]. Consideraremos entdo a seguinte

fungéo para H, (AJ):
HO(AJ):%A\]Z—%AP (4.19)

onde « é um pardmetro que mede o carater ndo-pendular das ressonancias e ele esta relacionado
com o fator de seguranca em instalacGes experimentais do tokamak TCA-BR localizado na
Universidade Estadual de S&o Paulo (USP). Para os fins deste trabalho, a é um pouco maior do

que o utilizado nos experimentos.

A Hamiltoniana “ndo-twist” com apenas um modo ressonante se torna:

H(AJ, 1) :%AJ2 —%AJ3 +,BP(AJ)[cos(m19)]+i: é‘(t—ZN—”kJ (4.20)

K=—c0

r

Nos consideramos P(AJ) =1 o que recupera a abordagem usual sem TR e também o caso

P(AJ) =(AJ? —a), que cria dois TR no espaco de fases nas posicBes AJ =+Ja. 0
pardmetro a controla a posi¢do dos dois TR. Vamos discretizar o sistema conforme o método
descrito no capitulo 2. Primeiramente retomaremos a dindmica usual sem toros robustos, ou

seja, P(AJ) =1. Entdo o mapa discreto associado se torna
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A, =AJ, +pmsin(md,.,)
2z 4.21
B, =1, +N—(AJk —a AJ})mod(27) (4.21)
r

As figuras 4.11(a-c) abaixo correspondem ao mapa usual sem toros robustos da equagdo
(4.21) e mostram duas cadeias de ilhas isdcronas nédo interagindo em (a), se reconectando em (b)
e dimerizadas em (c) conforme o parametro de controle # é aumentado. Devido ao
comportamento ndo-KAM das ilhas is6cronas, o mar cadtico ndo é visivel na escala das figuras,
embora este mapa seja ndo-integravel. Por outro lado, na figura 4.11(d), uma perturbacdo muito
forte é aplicada a fim de mostrar a mudanga da escala do espaco de fase, podemos observar que

tanto o mar de caos quanto as curvas invariantes ndo sao limitadas por Toros Robustos.

(@) (b)

(© (d)

Figura 4.11 — Mapa sem Toros Robustos da equac&o (4.21). (a) 8 = 2.0 x 10°°: duas
ressonancias isécronas independentes. (b) # = 0.5 x 10°°: o processo de reconex&o é
iniciado. (c) # =1.0 x 10°°: as cadeias de ilhas estdo dimerizadas (d) # =4.0 x 10%: nem

0 caos nem as curvas invariantes estdo limitados por Toros Robustos.
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Agora, vamos considerar a Hamiltoniana da equacdo (4.20) com o pré-fator polinomial

P(AJ) = (AJ? —a), o mapa discreto associado é

Al,,, =AJ, + pmsin(md, )(AI}, —a)
B =0 +2|\l—”(AJk+l —aA},)+2pA,,, cos(md ) mod(27)

r

(4.22)

Considerando o mapa dado pela equacéo (4.22), observamos o nascimento de duas retas
(em vermelho) correspondentes aos Toros Robustos citados anteriormente. Olhando para a

Hamiltoniana da equacdo (4.20), observamos que a perturbacdo é nula algebricamente nos
valores de 4J em que o polinémio P(AJ) =(AJ®—a) zera. Na Figura 4.12(a) abaixo,

observamos também duas cadeias de ilhas isocronas distantes umas das outras, enquanto que na
Figura 4.12(b) elas estdo se reconectando e na Figura 4.12(c) as cadeias estdo dimerizadas e sdo
cortadas pelo TR superior, efeito causado pelas bifurcacdes mostradas na secdo 4.2 desta
dissertagdo. Isto significa que, neste caso com os Toros Robustos, as linhas de campo
magnéticas vao parar na barreira infinita e a parede do tokamak ndo sera atingida. A Figura
4.12(d) corresponde a uma amplitude de perturbagdo muito forte apenas para colocar em
evidéncia o papel dos Toros Robustos no sistema quando o mar caético é mais amplo do que
nas outras figuras de 4.12. Podemos observar que as linhas do campo magnéticas sdo rebatidas
por ambos os Toros Robustos e permanecem confinadas na regido limitada por estes TR. Em
menor escala algumas ilhas pequenas predem as linhas do campo magnéticas, porque na

vizinhanga dessas ilhas existe algum “stickness”. Em todas as figuras de 4.12, foi utilizado

a=8.1x10".

(@ (b)
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(c) (d)

Figura 4.12 — Mapa com Toros Robustos (EM VERMELHO) da equagéo (4.22). (a) f =
3.0 x 10%: duas ressonancias isécronas independentes e dois Toros Robustos. (b) g =
8.4 x 10™%: 0 processo de reconexdo é iniciado. (c) # =4.9 x 10": as cadeias de ilhas
estdo dimerizadas e limitadas pelos Toros Robustos (d) # =20: o caos e as curvas

invariantes estdo limitados por Toros Robustos.

Na abordagem apresentada nesta secdo, o sistema tem apenas um modo de ressonancia
de natureza ndo-KAM. Mesmo que a dindmica das linhas de campo magnéticas, dentro da
camara do tokamak, apresente muitas instabilidades criando dificuldades para a realizagdo
experimental do TR, o conceito que os TR trazem certamente melhora as estratégias tedricas
para o confinamento de plasmas, pois 0 nosso mapa tem todos os ingredientes ndo-lineares da

dindmica dos mapas geralmente utilizados e tem também as barreiras robustas.

Estamos sugerindo um método tedrico para criar barreiras de transporte (Toros
Robustos) para evitar a interacdo plasma-parede e por fim, supomos que 0 nosso mapa descreve
um efeito que pode aumentar significativamente o tempo de confinamento de plasma para a

fusdo termonuclear controlada.

4.5.2 Sistema com Dois Modos Ressonantes e Um Toro
Robusto

Aplicamos agora um toro robusto proximo da posigdo referente a parede do tokamak,
com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na dindmica das linhas de campo
magnéticas. Os resultados e mais detalhes sobre o estudo apresentado nesta secdo podem ser

encontrados na referéncia [4.25]
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Vamos considerar aqui duas Hamiltonianas ndo perturbadas, uma Hamiltoniana que cria

um cenario “twist”:
1,72
H, (Ad)= EAJ (4.23)
E outra que cria um cenério “nado-twist™:
HO(AJ):%AJZ—%AF (4.24)

A fim de entender o efeito das barreiras robustas em ambas as topologias.

Para aumentar o mar de caos no sistema, vamos adicionar outro modo ressonante.
Entdo, teremos 0 modo ressonante principal (1:3) e o modo secundario (1:4). A Hamiltoniana

entdo é descrita por

H(AJ, 0, t)=H, (AJ)+ﬁP(AJ)[cos(mﬂ)]i 5[t—i|—7[kj+

K=—co0

r

(4.25)
+nP(AJ)[cos((m+1)F+nt) 1D 5(t —2N—7[ k]

k=—oo r

A funcdo P(4J) em (4.25), é o polinémio que nos permite introduzir o Toro Robusto.
Para P(4J)=1 retomamos a Hamiltoniana usual, sem RT e para P(4J)=(4J-a), introduzimos um
Toro Robusto na posi¢do AJ=a. Ressaltamos que, para uma funcdo polinomial genérica, é
possivel ter um nimero de Toro Robusto igual ao nimero de raizes reais deste polindémio.
Assim, este procedimento permite-nos construir uma Hamiltoniana para estudar as alteracdes da
topologia das linhas de campo magnéticas na borda do plasma devida & presenca de uma

barreira infinita chamada Toro Robusto, perto da parede do tokamak.

Como a dependéncia temporal das equagdes de Hamilton esta na forma de chutes delta
periodicos, podemos definir varidveis discretizadas e deduzir um mapa discreto. Inicialmente, o

mapa “ndo-twist” sem Toro Robusto é,

Al =AJ, + pmsin(md,,;) +n(m+1)sin[(m+1)J,, +nt,,]

B, =0, Jrlz\l—”(AJk —a AJ2)mod(27) (4.26)
2r
L =t N

Por outro lado, para os fins desta secdo, 0 mapa “nao-twist” com dois modos de ressonancia e

um RT é dado como,
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A, =Ad, +(Ad,, —a){msin(md, )+ (Mm+1)sin[(m+1)d, +nt,,,1}

2

By =8 +— (A, —aAIZ,)+ Bcos(md,) +ncos[(m+1) +nt,,,] mod(27) (4.27)

Para as simulagfes numéricas dos mapas apresentados em (4.26) e (4.27), optamos por
m=3 e n=1, que introduz os modos de ressonancia (1:3) e (1:4). A constante a que aparece na
Hamiltoniana ndo perturbada é a=0 para a dindmica “twist” e «=160.15 para a dindmica “néo-
twist”, valor muito proximo do utilizado experimentalmente no TCA-BR, como ja foi dito

anteriormente.

(@) (b)

Figura 4.13 — Se¢Bes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) com a=0 para: (a)

Mapa “Twist” da equagéo (4.26) sem Toro Robusto com 8 =-5.0x10"* e 17 = 2.3x10™*. (b)
Mapa “Twist” da equacéo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com S =-7.0x107° e

n=3.2x10"°.

Na figura 4.13(a), apresentamos o caso “twist” e podemos vemos a cadeia de ilhas
dominante (1:3) e a ressonancia secundéria (1:4) mergulhadas em linhas de campo magnéticas
cadticas e varias outras ressonancias menores. Nesta configuracdo, as linhas de campo
magnéticas podem escapar em direcdo a parede do tokamak ao longo do mar caético em torno
da cadeia de ilhas quebrada (1:3). Por outro lado, na figura 4.13(b) podemos ver as alteragdes de
estabilizacdo introduzidas na configuracdo das linhas de campo magnéticas pelo Toro Robusto,
cuja posicdo € AJ=a=3, indicado na cor vermelha. Note que o mar cadtico perto do Toro
Robusto, ao redor da ilha (1:3), é suprimido na figura 4.13(b) e o entorno de 4J=3 é mais
estdvel que o da figura 4.13(a). Para 4J=a, a Hamiltoniana perturbada em (4.25) ¢

algebricamente nula, independentemente dos valores de e . N6s também podemos ver que a

primeira equacdo do mapa (4.27), torna-se, AJ,,, =AJ, definindo entdo o Toro Robusto,
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portanto, por uma exigéncia de continuidade, as perturbagdes sdo gradualmente mais fracas na
vizinhanca linear do Toro Robusto do que longe dele.

Ressaltamos que a presenca do Toro Robusto introduz um efeito local, que €é visto
através da regularizacdo da dindmica na sua vizinhanga, e em regides distantes do Toro Robusto
0 mar cadtico continua a existir. Como podemos ver na figura 4.13(b) o Toro Robusto aprisiona
todas as linhas do campo magnéticas no interior da borda do plasma evitando chogques com a

parede do tokamak ao contrario do caso da figura 4.13(a).

(@) (b)

Figura 4.14 — Secdes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para: (a) Mapa
“n&o-twist” da equagéo (4.26) sem Toro Robusto com £ =-1.5x10"* en = 6.9x107°. (b)
Mapa “ndo-twist™ da equacdo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com
B=-5.0x10"e n=2.3x10".

Para o equilibrio “ndo-twist” ha ressonancias isécronas no espaco de fase. Na figura
4.14(a), as duas ressonancias isdcronas (1:3) ja estdo dimerizadas e separadas por uma grande
guantidade de curvas “meanders” [3.1]. Essas curvas invariantes cercam 0s dois conjuntos de
ilhas sobreviventes (1:3) e elas sO existem em mapas “ndo-twist” (para ser mais precisa dentro
da regido shearless, como comentado no capitulo 3 desta dissertagdo). Esta regido aprisiona as

linhas de campo magnéticas por um longo tempo e dificulta a difuséo radial.

Na figura 4.14(b) o Toro Robusto é indicado em vermelho na posi¢cdo 4J=a=3 e as
alteraces introduzidas na configuragdo magnética séo visiveis. Continuamos a ter duas cadeias
de ilhas (1:3) e (1:4), mas agora um rearranjo topologico interessante ocorreu: o mar cadtico
que havia perto da ressonéncia superior (1:4), na figura 4.14(a), foi suprimido pela presenca do
Toro Robusto. As superficies magnéticas proximas ao Toro Robusto permanecem como curvas
invariantes, enquanto do outro lado das curvas “meanders”, h4 uma destruicdo significativa das
superficies magnéticas em torno da ressonéncia inferior (1:4). A rigidez do Toro Robusto e o
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efeito de estabilizacdo local na sua vizinhanga séo os principais resultados que abordamos nesta
secao.

E interessante ressaltar que diferentes mapas Hamiltonianos governam o caso “twist” e
0 caso “ndo-twist”, e entdo, n6s ndo mantemos 0s mesmos pardmetros para ambos 0s casos.
Para o caso “ndo-twist”, vamos fixar as curvas “meanders”, que aparecem na figura 4.14(a) sem
Toro Robusto, como referéncia. Para o caso “twist”, a estratégia foi diferente, pois as curvas
“meanders” ndo existem. Comegamos com a figura 4.13(a), sem Toro Robusto, que mostra o
caos na vizinhanga de ambas as ressonancias (1:3) e (1:4), mas ainda com algumas estruturas
regulares. Em seguida, no caso com Toro Robusto, escolhnemos os parametros a fim de ter um

mar caotico similar em torno da ressonancia (1:4).

(a) (b)

Figura 4.15 — Se¢0es de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para o Mapa ““néo-
twist” da equacéo (4.27) com Toro Robusto, =-5.0x10" e 77 =2.3x10" para (a) 4J=15e
(b) 4J=3.5.

Outra evidéncia do efeito da posicdo do Toro Robusto, determinado pelo pardmetro a, é
mostrado na figura 4.15. Na figura 4.15(a) escolhemos a posi¢do do Toro Robusto, 4J=1,5=a,
perto da cadeia de ilhas dimerizada (1:3), e, na figura 4.15(b) escolhemos a posi¢do do Toro
Robusto, 4J=3,5=a, préximo a cadeia de ilhas superior (1:4) com os mesmos parametros da
figura 4.14(b).

Na figura 4.15(a) as ilhas da ressonancia (1:4) estdo parcialmente destruidas de tal
forma que as linhas do campo magnéticas podem deixar o plasma e atingir a parede do tokamak.
Na figura 4.15(b) as ilhas da ressonancia (1:4) sdo também parcialmente destruidas, mas as
linhas de campo magnéticas ndo podem alcancar a parede tokamak devido a presenca do Toro
Robusto e também devido as curvas estabilizadas em suas proximidades. Comparando essas

configuragdes com a mostrada na figura 4.14(b) vemos que a posi¢do do Toro Robusto em
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AJ=3 também mantém as linhas do campo magnéticas presas em uma regido interior do
tokamak, perto da ressonancia (1:4).

Nesta secdo foi apresentado um mapa simplético que descreve algumas alteracdes das
linhas de campo magnéticas no interior do tokamak, devido a presenca de um Toro Robusto na
borda do plasma. O mapa descreve o equilibrio toroidal de linhas do campo magnéticas

perturbadas por ressonancias criadas por anéis de limitadore magnético ergddico.

Teoricamente, o Toro Robusto mostrou ser uma barreira de transportes eficiente que
impede as linhas de campo magnéticas de alcancar a parede do tokamak, evitando interacdes
plasma-parede. As instabilidades na sua vizinhanca também sdo reduzidas, bem como a
destruicdo de curvas invariantes. Sugerimos que uma possivel implementacdo experimental de
um Toro Robusto em tokamaks requer um controle ativo no interior do tokamak por outro
conjunto de anéis de LME, devido ao fato que um Toro Robusto corresponde a uma superficie
3D ao longo da direcdo toroidal, que permanece intacta no meio de muitas superficies
magnéticas quebradas.

Por exemplo, podemos considerar um conjunto de anéis LME, a fim de criar uma
ressonancia (n:m) na regido periférica do plasma a partir da aplicagdo de um campo magnético
positivo. Em seguida, consideramos outro conjunto de anéis de LME, a fim de criar a mesma
ressonancia (n:m) na mesma posi¢do da primeira, mas a partir da aplicacdo de um campo
magnético negativo. A superposicdo das duas perturbacfes ressonantes idénticas, mas com o
campos magnéticos opostos, pode criar uma superficie invariante magnética, semelhante ao

Toro Robusto.

4.5.3 Efeito de Toro Robusto no Transporte Dinamico

No presente se¢do vamos qualificar a fracdo de trajetorias que chegam a uma regido
especifica do espaco de fase, conforme um parametro de controle é variado usando os dois
mapas simpléticos apresentados anteriormente: um “twist” e outro “ndo-twist”. Os dois mapas
foram estudados com e sem Toro Robusto. NOs comparamos os padrfes obtidos e vamos
identificar o efeito do Toro Robusto sobre o transporte dindmico. Vamos mostramos que 0
efeito das barreiras “meanders”, perde importancia no bloqueio do transporte radial quando o
Toro Robusto estd presente. Mais detalhes sobre este estudo podem ser encontrados na

referéncia [4.46].
Vamos dividir nosso estudo em quatro analises:

(i) caso “néo-twist” sem Toro Robusto, Eg. (4.26) com o = 160,15;
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(ii) caso “nédo-twist” com um Toro Robusto, Eq. (4.27) com o = 160,15;
(iii) caso “twist” sem Toro Robusto, Eq. (4.26) com o = 0;

(iv) caso “twist” com um Toro Robusto, Eq. (4.27) com a = 0.

(a) (b)

Figura 4.16 — Sec6es de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para (a) Mapa
“n&o-twist” da equagéo (4.26) sem Toro Robusto com 8 =-1.3x10"* e 7 =1.15x10", a
linha azul existe apenas para guiar os olhos e ndo é um Toro Robusto. (b) Mapa “néo-twist” da

equac&o (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com S =-4.0x10"° e 7 =9.2x107°.

A figura 4.16(a) corresponde ao caso (i), onde duas ressonancias isocronas (1:3), ja
estdo dimerizadas e separadas por curvas “meanders”. Essas curvas invariantes cercam os dois
conjuntos de ilhas sobreviventes (1:3) e existem apenas nos mapas “ndo-twist”. As curvas
“meanders” estdo localizadas na regido shearless e em abordagens de confinamento de plasma,
esta regido aprisiona as linhas de campo magnéticas por um longo tempo o que dificulta a
difusdo radial, de tal forma que uma barreira de transporte interna (BTI) acontece devido a um
forte efeito de “stickness”. [4.47].

A figura 4.16(b) corresponde ao caso (ii), 0 Toro Robusto €é indicado na cor vermelha
na posi¢do AJ=3=a, e as alteracdes introduzidas na dindmica sdo visiveis. Continuamos a ter as
duas cadeias de ilhas (1:3) e (1:4), mas agora, como ja relatado anteriormente, um rearranjo
topoldgico interessante ocorreu, 0 mar cadtico que se encontrava na vizinhanga da ressonancia
superior (1:4), na figura 4.16(a), foi suprimido, devido a presenc¢a do Toro Robusto. A dindmica
perto do Toro Robusto é mantida integravel e no outro lado da regido de “meanders” ainda ha
uma destruicdo significativa das curvas invariantes em torno da ressonancia inferior (1:4),

mostrando um mar caético.
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(@) (b)

Figura 4.17 — Seces de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) com =0 para (a)
Mapa “Twist” da equagéo (4.26) sem Toro Robusto com 8 =-6.0x10"" e 7=2.99x10™*, a
linha azul existe apenas para guiar os olhos e ndo € um Toro Robusto. (b) Mapa “Twist” da

equac&o (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com S =-7.5x10"° e 7=8.2x107°.

A figura 4.17(a) corresponde ao caso (iii) e observamos a cadeia de ilhas dominante
(1:3) e a ressonadncia secundéria (1:4) mergulhadas em um mar cadtico com varias outras
estruturas menores. Nesta configuracéo, as barreiras sdo de fato as estruturas de ilhas, que serdo
destruidas, conforme os parametros de perturbag¢do sdo aumentados. Por outro lado, na figura
4.17(b), que corresponde ao caso (iv), podemos ver as alteracfes de estabilizacdo introduzidas
pelo Toro Robusto, que ¢ indicado na cor vermelha em 4J=a=3. Note que, para 0s parametros
utilizados para tracar a figura 4.17(b), o mar caético perto do Toro Robusto, ao redor da
ressonancia (1:3), é suprimido e os arredores 4J=3 ficam mais estaveis que os da figura 4.17(a)

oque comprova o efeito de estabilizagdo local do Toro Robusto.

VVamos agora apresentar o transporte de um conjunto de condices iniciais dadas dentro
de pequenas caixas vermelhas nas figuras 4.16 e 4.17, com e sem Toro Robusto, em funcdo do
parametro de perturbacdo B. Iteramos 110 condices iniciais dentro do quadrado vermelho e
variamos o parametro de perturbacdo S, a fim de investigar quantas condi¢des iniciais alcangcam
a posicdo 4J=3 (em azul), ap6s 2500 iteracdes dos mapas das equacgdes (4.26) e (4.27). Esta
pequena quantidade de iteracGes recolhidas ndo leva a qualquer perda de generalidade, porque
temos a intengdo de investigar o efeito de barreiras ou rigidez no transporte, o que poderia ser

negligenciado, se tivéssemos tomado uma grande quantidade de iteragdes.
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(@) (b)

(©) (d)

Figura 4.18 — Porcentagem de condi¢des iniciais que atingem a posicao AJ=3 apos 2500
iteracOes (a) Mapa ““ndo-twist™ da equacéo (4.26) sem Toro Robusto. (b) Mapa ““ndo-twist™ da
equacdo (4.27) com Toro Robusto. (c) Mapa “Twist™ da equacéo (4.26) sem Toro Robusto. (d)

Mapa “Twist™ da equacao (4.27) com Toro Robusto.

Para os casos “ndo-twist”, as curvas “meanders” desempenham o papel de barreiras
parciais e interferem de maneira diferente sobre o transporte em funcéo da presenca do Toro
Robusto. Quando o sistema ndo tem um Toro Robusto, caso (i), as trajetorias chegam a linha de
referéncia (em azul) apés a destruicdo das curvas “meanders”. No entanto, como foi mostrado
em [4.26], este tipo de curva permeia um toro especial chamado toro shearless, e a existéncia
deste toro especial tm um comportamento descontinuo, ele desaparece para alguns valores de
£, mas ele existe em muitos outros valores intercalados de 4. Assim, para o caso (i), sem Toro
Robusto, as flutuacdes observadas na figura 4.18(a) mostram exatamente a sensibilidade das
curvas “meanders” e a existéncia (ou ndo) do toro shearless para diferentes valores da
perturbacdo, enquanto que para o caso (ii) com um Toro Robusto, na figura 4.18(b), as
trajetorias chegam a linha de referéncia, que é de fato o Toro Robusto, somente apos a

destruicdo do modo de ressonancia (1:4). Portanto, neste caso, a destruicdo ou a existéncia de



CAPITULO 4 - Controle de Dinamica Ca6tica com Toros Robustos 64

curvas “meanders” ou toro shearless ndo é uma condicdo suficiente para as érbitas consideradas
alcancarem a posicéao de referéncia. Para o caso “twist”, as pequenas caixas nas figuras 4.17(a) e
4.17(b) estdo acima da ressonancia (1:4), portanto, vamos investigar o efeito do Toro Robusto,
na vizinhanca do modo de ressonancia (1:3). As figuras 4.18(c) e 4.18(d) correspondem aos
casos (iii) e (iv), respectivamente, e observamos um comportamento semelhante nas taxas de
transporte, mas com uma pequena nuance. No caso sem Toro Robusto, figura 4.18(c), como as
estruturas estdo sendo destruidas, o transporte aumenta, mas as trajetorias ainda encontrar
algumas regides com um “stickness” suave. No caso com Toro Robusto, figura 4.18(d), como as
estruturas de ressonancia estdo sendo destruidas, o transporte aumenta abruptamente e

observamos um “stickness” suave somente em torno do Toro Robusto.

Mostramos aqui nesta se¢do o comportamento de duas barreiras de transporte diferentes,
uma formada pelo processo de reconexdo de ressonancias isocronas, as curvas “meanders”
permeando o toro shearless, e outra formada pelo desaparecimento da perturbacdo em uma
determinada regido, através da introducdo de um Toro Robusto. Em nossa abordagem o Toro
Robusto é mais forte que as barreiras “meanders” e que o toro shearless, devido ao efeito
estabilizador que ele induz em sua vizinhanga. O Toro Robusto desempenha uma notavel
influéncia sobre o transporte dindmico, este é o motivo que torna este tipo de barreira robusta
relevante para as abordagens Hamiltonianas de plasma de fusdo.

4.6 Toros Robustos em um Modelo Hamiltoniano de

Duas Ondas

Com a colaboragdo do Dr. Francisco Alberto Marcus aluno da USP — S8o Paulo e do
Dr. Iberé Luiz Caldas, nés realizamos um estudo sobre um sistema Hamiltoniano perturbado por
duas ondas com numeros de onda particulares que podem apresentar Toros Robustos. Quando
existirem Toros Robustos, qualquer trajetéria no espaco de fase que passa perto deles é
blogueada por curvas invariantes emergentes, que impedem o transporte caético. Os resultados
presentes nesta se¢do indicam que a solugdo particula para 0 modelo Hamiltoniano de duas
ondas preserva todos os Toros Robustos do sistema blogueando o transporte radial. Mais

detalhes sobre o estudo podem ser encontrados na referéncia [4.48]

O efeito das barreiras de transporte em sistemas Hamiltonianos € um assunto de
interesse global em diferentes ramos da fisica [4.49, 4.50, 2.2]. W. Horton introduziu um tipo de
modelo Hamiltoniano com duas ondas, relevante para o transporte de particulas em fisica de
plasmas na referéncia [4.51]. A Hamiltoniana descreve ondas de deriva, originadas por derivas

de particulas proporcionais & E A B em plasmas ndo-uniformes, se propagando em um campo
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magnético toroidal e em um campo elétrico radial. O modelo tem sido explorado para descrever
conjuntos de estocasticidade para particulas de testes impulsionadas por essas ondas de deriva
em tokamaks. O modelo tem sido aplicado em varios trabalhos como, por exemplo, investigar a
influéncia do equilibrio de campos elétricos e magnéticos sobre o transporte radial e também

para analisar resultados obtidos em experimentos [4.52, 4.53, 4.54].

Como o intuito desta secdo é apresentar uma solucéo particular que conserva 0s Toros
Robustos no modelo, a obtencdo da Hamiltonian de duas ondas ndo sera amplamente discutida
aqui, porém, podem-se encontrar os detalhes da sua obtencdo assim como mais detalhes sobre

sua aplicacdo em plasmas de fusdo na referéncia [4.54].

Observamos que este modelo pode apresentar infinitos Toros Robustos (RT), que
correspondem a barreiras dindmicas que podem aparecer em sistemas Hamiltonianos [4.12,
4.24, 4.25, 4.26]. Nesta secdo, nos iniciaremos com uma Hamiltoniana com apenas uma onda,
a fim de salientar a abundancia de TR no sistema e depois disso com a adi¢do de outra onda
esses TR se quebram iniciando um transporte radial anémalo no espaco de fases. Nosso objetivo
neste trabalho é apresentar uma solucdo particular para esta Hamiltoniana de duas ondas que
impede a quebra do TR, mesmo se adicionarmos muitas ondas na perturbacdo. Este é um fato
importante, pois a criacdo de barreiras em sistemas Hamiltonianos tem sido considerada um
assunto importante em vérias areas da fisica, especialmente no confinamento de plasmas em
tokamaks [4.50, 4.54, 4.40, 4.55].

Vamos considerar uma Hamiltoniana H que consiste de um termo integravel Hy mais
uma perturbagédo H; na forma: H(q, p,t) =H,(q)+&H,(q, p,t) onde ¢ é o pardmetro de

perturbacdo, q é a posicao das particulas e p é 0 seu momento associado.

No modelo atual, nos identificamos o espago de fases (g, p) como sendo o espaco fisico
(%, y), onde x e y sdo as coordenadas radiais e poloidais respectivamente (usadas geralmente
para tokamaks de grande razdo de aspecto), que descrevem a posicdo das particulas dentro do

plasma [4.51]. Assim, a Hamiltoniana nas variaveis canonicas x’ ey’ é

H(XTY Tt = H,y(x T+ 3 A, sin(k,,x Jeos(k,, y =,1) (4.28)

onde os A, descrevem as amplitudes das ondas, ke, kyn S0 0s nimeros de ondas e w, S&0 as
freqUéncias das ondas.

A fim de criar uma forma adimensional para a Hamiltoniana acima, realizamos uma
transformagdo candnica mediada pela funcdo geradora, F(X,Y',t)=x(y=u,t), onde

- oF(x,yTt) IV oF (x,y,t)

oF (X, y5t) o
== —u t, X
Y Y=l " ot

=—XU,. Assim, o modelo
ox
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oF (x,y',t)

Hamiltoniano adimensional com duas ondas é dado por H (X, y,t)=H(X,y’,t)+ o

e se transforma em

H(x y,t) = Hy(X) —u,x+ A sin(k,,x)cos(k,, y) + A, sin(k,,x)cos(k,, (y—ut)) (4.29)

onde U= (aw,/kK,,)—(@/k,) € a diferenca das velocidades de fase entre as duas ondas,

u, = (@, /k,,) €éavelocidade de fase da primeira onda, A; e A, sdo as amplitudes da primeira e

da segunda onda respectivamente, (kx1, Ky1) 80 0s nimeros de onda para a primeira onda e (kxz,
ky2) sdo os nimeros de onda para a segunda onda. A Hamiltoniana da equagdo (4.29) representa
uma particula sob a acdo de uma onda transversal se propagando na dire¢do y e oscilante na
direcdo x.

Consideramos também a abordagem da referencia [4.51] para a Hamiltoniana ndo

perturbada, nés vamos tom4-la como uma fungdo monotdnica H,(X) = & x. Este perfil para Ho

cria apenas regides “twists” no espaco de fases [4.52]. Este tipo de H, tem sido utilizado para
simular o movimento de uma particula de teste no meio de um plasma com um campo elétrico

constante aplicado cuja variacéo ao longo do eixo x é E, = dH,(x)/dx, e desempenha o papel

de componente radial do campo elétrico.

Inicialmente, tomamos apenas uma onda (A,=0) na Hamiltoniana da equacgéo (4.29) e

obtemos
H(x y,t) = (a—u,)x+ A sin(k,, x) cos(k,, y) (4.30)

Cujas equagdes e movimento sdo

x = Ak, sin(k,x)sin(k,, )

i (4.31)
y =(a-u,)+ Ak, cos(k,,x) cos(kyl y)

Podemos notar que quando sin(k,,x) =0, a perturbacdo na equagao (4.30) é nula, mesmo para

A70 0 que € a condigdo necessaria para ter Toros Robustos. Na equacdo (4.31), observamos
também que o movimento na dire¢do x desaparece e temos x=constante para qualquer tempo

P i nz L
levando a infinitos Toros Robustos nas posi¢cdes X = —, para todos os n inteiros. No entanto,
x1

na direcdo y a dindmica ndo é constante, como é mostrado na figura 4.17, abaixo.
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Figura 4.19 — Espaco de fases para a Hamiltoniana da equacéo (4.30) com apenas uma onda
A,=0 e a=0.76.

Vale a pena salientar que se Cos(kyl y) = 0 a Hamiltoniana perturbada desaparece, mas

0 movimento na direcéo x e y continuam existindo. Os Toros Robustos s irdo aparecer quando
a Hamiltoniana perturbada desaparecer, bem como, pelo menos, uma das equagdes de

movimento.

Na figura 4.19, que mostra o espaco de fase para uma onda, podemos observar que as
ilhas se parecem com células achatadas por linhas retas (em preto). Estas linhas sdo as barreiras
Toros Robustos. Como estamos interessados em analisar o transporte ao longo da direcéo x,
interpretado como o transporte radial [4.53, 4.54], a criagcdo de barreiras robusta em posicdes

onde x=constante ira interferir significativamente no transporte dinamico.

Como a Hamiltoniana da equacdo (4.30) apresenta apenas uma onda, 0 sistema é
globalmente integravel. No entanto, quando acrescentamos outra onda, a integrabilidade do

sistema sera quebrada e o caos sera observado em torno dos pontos fixos hiperboélicos. Por

exemplo, com a mencionada H,(X) = & X, a equagéo (4.29) se torna:
H(x, y,t) = (@ —u)x+ Assin(k, x) cos(k,,y) + A, sin(k,,x) cos(k,, (y —ut)) (4.32)

e podemos observar que, quando sin(k,,x) =0=sin(k,,X), a perturbagdo desaparece. As

novas equacdes de movimento sdo

;< = Ak, sin(k,,x)sin(k,,y) + Ak, sin(k,,x)sin(k,, (y —ut))

. (4.33)
y = (a - ul) + Aikxl Cos(kxlx) Cos(kyly) + Azkxz Cos(kxzx) Cos(kyz (y - Ut))
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Notamos que 0 movimento na direcdo x pode desaparecer se 0s nimeros de onda

obedecerem & condigdo k,, =mXk,,. Se m é um ndmero inteiro, todos os Toros Robustos

aparecerdo como no caso integravel, mas se m é um ndmero nao inteiro, apenas alguns Toros

Robustos sobreviverdo. No primeiro caso, havera linhas com x=constante em todas as posi¢oes

nT n,zw o L
=——=—"— para qualquer n, e n, inteiros e os Toros Robustos continuardo intactos
kxl X2
mesmo com a adicdo da segunda onda 0 que nos permite esperar que o transporte radial seja

blogueado.

(@) (b)

Figura 4.20 — Espaco de fases para a Hamiltoniana com duas ondas da equacéo (4.32) com (a)

k,, #mK,, sem Toros Robustos. (b) k,;, =mK,,, com m inteiro (com Toros Robustos).

Na figura 4.20, as condigdes iniciais foram dadas nos intervalos x € [0.78,0.94] ey €
[0.0, 27], e para cada regido de condi¢Bes iniciais nds atribuimos cores. Apresentamos a seguir

duas situacdes diferentes para o modelo de ondas da equacdo (4.32), o caso conhecido [4.49,

450, 2.2, 451] k,, #mk,, e também o caso que mantém os Toros Robustos intactos

k, =mk,, com m inteiro. A adicdo da segunda onda quebra a integrabilidade do sistema e

entdo o caos pode preencher o espaco de fases. As particulas podem se mover ao longo da
coordenada radial x e poloidal y criando uma teia caotica pelo espaco de fases, como é mostrado
na figura 4.20(a), onde as cores estdo misturadas. Observamos que ndo existem barreiras para o

transporte radial desenvolvido pelas particulas. Por outro lado, a figura 4.20(b) mostra 0 mapa

de Poincaré para o caso especifico apresentado aqui: k,, = mk,, para todo m inteiro. Toros

X
Robustos, as linhas retas (em preto), estdo de novo intactos mesmo apds a adigdo da segunda
onda e ndo ha nenhum escape radial de trajetérias ao longo do espaco de fases, pois as cores se
matem em seus devidos lugares e ndo ha mistura de azul, verde e vermelho. Como ja era

esperado, os Toros Robustos estdo bloqueando a difusdo radial.
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O caos no espaco de fases ocorre quando acrescentamos uma segunda onda e vamos
investigar entdo a taxa do transporte dindmico através do célculo do coeficiente de difusdo

radial local das Orbitas [4.57]. N6s consideramos a equacao abaixo [4.50]:

LSt ® - % 0)] (4834)

D=——
2N &

onde N=1000 é o numero total das condicOes iniciais distribuidas uniformemente através de
uma grade com x:[0.50; 1.25] e y:[0; 2xz] e t=150 é, de fato, 0 nimero de iteracBes para cada
condicdo inicial. Para cada valor do nimero de onda k,, estimamos o coeficiente de difusdo
radial D.

(@) (b)

Figura 4.21 — Comparacdes entre (a) Coeficiente de difusdo radial. (b) Porcentagem de Toros

Robustos restantes apds a adi¢do da segunda onda.

A figura 4.21(a) mostra a dependéncia do coeficiente de difusdo radial com o nimero de
onda k.. Foram utilizados nas simulagBes numéricas os seguintes parametros k,;=20; ky,;=3.
Como podemos ver os valores mais baixos da difusdo ocorrem para ky,=m.k,;=20 para m=1 e
para ke=m.k,=40 para m=2. O coeficiente de difusdo radial vai para zero quando ky,=m.k
para todos m inteiro, porém, ndo é zero, mas pequeno para ko,=m.k, para m ndo-inteiro.
O comportamento do coeficiente de difusdo radial é explicado na figura 4.21(b), que mostra a
porcentagem de Toros Robustos que permanecem intactos ap6s a adicdo da segunda onda no
sistema, considerando um montante inicial de 40 Toros Robustos no espaco de fases. Para 0s

numeros de onda ky,=20 e k,=40 todos os Toros Robustos continuam existindo, porque estes

nimeros de onda satisfazem a solugéo particular apresentada aqui: k,, = m.k,, para todo m

X
inteiro. No entanto, podemos observar que umas parcelas de Toros Robustos também continuam
existindo quando m é um ndo-inteiro. A existéncia de Toros Robustos afeta diretamente a
difusdo das particulas na direcdo radial. Para a solucdo particular aqui introduzida, o coeficiente
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de difusdo radial é zero, pois todos os Toros Robustos sdo preservados no sistema. No entanto,
para alguns valores intermediarios de ky, alguns percentuais de Toros Robustos ainda

permanecem intactos, diminuindo o transporte radial.

Ressaltamos que a solucdo particular para duas ondas pode ser prorrogada para muitas
ondas e a Hamiltoniana ndo perturbada Hy ndo tem influéncia na formagdo dos Toros Robustos
ao longo da diregdo x. Cada sistema descrito pelo modelo Hamiltoniano de ondas dado na

equacdo (4.28), apresenta barreiras Toros Robustos. Se a solucdo particular,

kan = MK, ., Para todo m inteiro esta satisfeita, essas barreiras se mantém intactas sob a
n

adicdo de outras ondas e agem diretamente no transporte radial das particulas.

Estudos anteriores [4.49, 4.50] tém mostrado a importancia de diminuir o transporte
radial induzido por ondas de deriva para melhorar o confinamento de plasmas em tokamaks.
Também ¢é relatado que Hamiltonianas similares a apresentada nesta secdo tém sido utilizadas
para estudar o transporte de particulas, mas poucos trabalhos apenas foram dedicados a
controlar o caos nesses sistemas [4.52, 4.58]. Mesmo que ndo exista uma forma eficaz de
controlar os numeros de onda das ondas de deriva em tokamaks, nem para medir o nimero de
onda radial ks, a nossa contribui¢do mostra uma direcdo para se bloquear o transporte radial

com a solucdo particular apresentada aqui para o0 modelo Hamiltoniano de duas ondas.
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5. Conclusao

Estudamos neste trabalho barreiras dindmicas que dificultam ou bloqueiam o
transporte cadtico no espaco de fases. Primeiramente falamos sobre as curvas
“meanders” que surgem através do processo de reconexdo (ou “overlap”) de cadeias de
ressonancia. Este processo ocorre apenas em mapas “ndo-twist” e em Hamiltonianas
que ndo satisfazem a condicdo de ndo-degenerescéncia. As curvas “meanders” formadas
por este processo jogam o papel de barreiras para o transporte cadtico no espaco de
fases. Introduzimos uma modificacdo do mapa padrdo “ndo-twist” que denominamos
mapa padrdo ““ndo-twist™ labirintico. Esse mapa labirintico proposto por nds apresenta
multiplos processos de reconexdo de cadeias, portanto apresenta maltiplas barreiras de
transporte, sendo de grande importancia para sistemas modelados com caracteristicas

“nao-twist”.

A barreira principal apresentada nesta dissertacdo € a barreira denominada Toro
Robusto, barreira esta formada em sistemas Hamiltonianos, que se mantém intacta a
perturbacdes genéricas, constituindo assim uma eficiente barreira para o transporte
caotico no espacgo de fases. Falamos sobre as barreiras do tipo Toro Robusto, e sobre o
seu efeito em diferentes tipos de Hamiltonianas e mapas discretos. Optamos por
trabalhar com mapas discretos, pois a discretizacdo de sistemas Hamiltonianos € uma
ferramenta poderosa para o estudo de sistemas dindmicos. Trabalhar com mapas

discretos significa diminuir o tempo computacional gasto com integradores numeéricos.

Foram introduzidos Toros Robustos em uma Hamiltoniana Toy Model a fim de
entender o seu efeito no processo de reconexdo (ou “overlap”) de ressonancias
isocronas. Quando os Toros Robustos estdo distantes da regido das ressonancias, o
padrdo obtido é o usual, porém o padrdo topoldgico obtido para a reconexao das
ressonancias com a participacdo dos Toros Robustos € totalmente novo para 0 nosso
conhecimento. O nosso interesse foi também dar uma contribuicdo para a area de fisica
de plasmas, porque este conceito de Toros Robustos pode ser adaptado nas abordagens

Hamiltonianas utilizadas para o confinamento de plasmas em Tokamaks.

Toros Robustos quebrando a reconexdo de cadeias também foram estudados no
mapa padrdo “ndo-twist”, o estudo mostrado aponta o efeito da posi¢do dos Toros
Robustos na dinamica do sistema. Como o0s Toros Robustos causam estabilidade em

suas vizinhancas, cadeias antes dimerizadas, sdo separadas devido a este efeito.
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O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa padrdo acoplado também foi mostrado

nesta dissertacao.

A fim de dar uma funcdo mais palpével para o efeito dos Toros Robustos em
sistemas Hamiltonianos, decidimos incluir estas barreiras em um sistema dinamico
relevante para a fisica de plasmas. Com a colaboragdo dos professores Dr. lberé Luiz
Caldas da USP - S&o Paulo e Dra. Marisa Roberto do ITA — Sdo José dos Campos, que
trabalham com caos em sistemas aplicados a fusdo nuclear em Tokamaks, decidimos
modificar uma Hamiltoniana utilizada para demonstrar o efeito de anéis de limitadores
magnéticos ergodicos (LME) criando perturbacbes ressonantes em superficies
magnéticas em Tokamaks. Primeiramente introduzidos dois toros robustos na
Hamiltoniana do LME a fim de estudar o efeito do aprisionamento de ressonancias
dimerizadas. Logo apds, introduzimos apenas um toro robusto préximo da posicdo
referente a parede do tokamak, com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na
dindmica das linhas de campo magnéticas. Por ultimo, mostramos o estudo do

transporte realizado para 0 mesmo sistema com toro robusto e sem toro robusto.

Com a colaboracéo do Dr. Francisco Alberto Marcus aluno da USP — S&o Paulo
e do Dr. Iberé Luiz Caldas, nos realizamos um estudo sobre um sistema Hamiltoniano
perturbado por duas ondas com numeros de onda particulares que apresentam Toros
Robustos. Os resultados presentes nesta parte do trabalho indicam que a solugdo
particular para o modelo Hamiltoniano de duas ondas preserva todos os Toros Robustos

blogueando o transporte radial.

Uma préxima etapa do trabalho seria a aplicacdo de toros robustos num mapa
dissipativo para entender o efeito que a presenga de toros robustos causa no sistema
quando estruturas dissipativas estdo envolvidas, como por exemplo, atratores pontuais,
repulsores e atratores cadticos, a principio esta estratégia seria aplicada ao mapa padrao
dissipativo. O efeito de toros robustos em sistemas que apresentam crises de fronteira
também pode ser estudado, visto que os toros robustos causam uma estabilidade em sua
vizinhanga linear e quando posicionados préximos ao evento de crise, podem quebrar,

ou atrasar este evento.
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ANEXO A - Funcao Hamiltoniana para o
Limitador Magnético Ergodico (LME)

Funcionamento de um Tokamak:

Um Tokamak usa o principio da superposi¢do de dois tipos basicos de campos
magnéticos: um campo magnético toroidal causado por bobinas montadas em torno do
toro em se¢des poloidais, e 0 campo magnético poloidal causada pela propria corrente
de plasma que é produzida através da acdo de um solendide. A superposi¢do desses

campos basicos produz linhas de campo magnéticas helicoidais.

A forca causada pelo gradiente de pressédo dentro da coluna de plasma causa a
sua expansdo e é equilibrada devido a forga de Lorentz. A figura abaixo ilustra estes

efeitos.

Tokamak
Solendide

_/

Anéis externos gque
geram o campo vertical

Flasia Anéis externos gque

geram o campo toroidal

Cotrente de plasma

Linhas helicoidais
de campo magnético

Figura 1 — Esquema de um Tokamak.
Funcionamento do Limitador Magnético Ergddico (LME):

Para perturbar as superficies em equilibrio dentro da coluna de plasma, sugere-se
usar um Enrolamento Helicoidal Ressonante (EHR). O EHR consiste em um par de
condutores carregando, cada um, uma corrente de perturbacdo em dire¢bes opostas,
enrolados de maneira adequada em torno do Tokamak. Os condutores devem fechar-se
sobre si ap6s realizarem mg voltas toroidais e ny poloidais. Os valores de my € ny séo

referentes a superficie magnética com q = mg/ng em que se deseja produzir uma
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ressonancia perturbativa principal. O valor q acima é o chamado fator de seguranca e
ele esté ligado a média da helicidade das linhas de campo dentro do tokamak.

Enrolamento (1,4): 4
voltas toroidais e 1
volta poloidal.

Figura 2 — Visdo esquematica de um Enrolamento Helicoidal Ressonante com

(ng,mg)=(1,4) em um Tokamak.

Foi proposto por F. Karger [4.41] e W. Engelhardt [4.42], a idéia do limitador
magnético ergddico (LME). O LME consiste em anéis, representando fatias de um
Enrolamento Helicoidal Ressonante (EHR), envolvendo “poloidalmente” o Tokamak.
Sendo assim cada anel deve possuir pares de condutores, orientados na direcéo toroidal
e cada par carregando uma corrente em sentidos opostos. O LME consiste em pedagos
de um enrolamento helicoidal ressonante feito ao redor do tokamak em que a lei de

enrolamento nos da o modo principal (mo,no) que ira ressonar a superficie de equilibrio.

Ergodic Magnetic 1, F-Re_,
Limiter ) | | |
| [’
P e
R S P Il
Y i 7’\—;
o eple F LT . 4 ]
[ i k= _ + b
) --,_."!J"'u! R

-
-
h,

[Srg
%

e

J

Geomelric axis

Figura 3 — Visdo esquematica de um anel de LME em um Tokamak.
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Este dispositivo cria uma regido de linhas de campo magnéticas cadticas na
regido periférica da coluna de plasma e reduz a temperatura do plasma na regido, este

efeito faz padronizar a deposi¢do de energia térmica nas paredes da cdmara [4.41, 4.42].

Derivacdo da funcdo Hamiltoniana que descreve o efeito de anéis de
LME:

Em uma aproximagdo as particulas do plasma seguem as linhas do campo
magnéticas, assim, podemos usar as equacdes de Hamilton para descrever esta dindmica

em uma camara toroidal.

Figura 4 — Visdo esquematica de um Tokamak e suas coordenadas toroidais e
cilindricas.

A configuracdo do campo magnético de equilibrio apresenta simetria espacial
entdo podemos adotar a coordenada @ como o0 tempo “candnico” do sistema, entdo o

formalismo de Hamilton é aplicavel para se estudar as linhas de campo magnéticas.

O campo magnético de equilibrio foi derivado, analiticamente, a partir de uma
funcéo de fluxo poloidal obtida através da resolucdo das equacdes de Grad-Shafranov
usando o sistema de coordenadas polares - toroidais [4.13]. O campo produzido pelos
anéis do Limitador Magnético Ergadico foi obtido por meio de um potencial magnético
escalar representado pelas mesmas coordenadas do campo magnético de equilibrio.
Encontramos esse potencial magnético escalar com a resolucéo de equagdes de Laplace
para a regido sem corrente elétrica [4.55]. A Hamiltoniana de linhas de campo que

descreve o sistema é:

HJ,s,t)=H, (J)+R H, (J, ﬂt)Zé‘[t——kj (1)

k=—c0 r
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O somatério de funcdo delta representa o efeito de cada anel de LME com

comprimento finito I, que normalmente é uma pequena fracéo da circunferéncia toroidal
total 27R,, esse efeito é centrado em cada posicdo de anel. N é 0 nimero de anéis de

LME igualmente espacados ao redor do toroide.

Ainda seguindo a referencia [4.55], considera-se a Hamiltoniana perturbada
como uma fungdo periddica em ambas as varidveis t e J, entdo representa-se a

perturbagdo por meio de uma série de Fourier. O modelo resultante é entéo:

H(,8,0) = Ho(3) + €3 HY (3)cosma—nt) 3 5[t—i|—”kJ @)

Onde H, sdo os coeficientes de Fourier e a amplitude da perturbagdo é expressa da

seguinte forma:

)

Seu valor é muito pequeno porque nos Tokamaks temos | << 2R, e 1, <<, onde I, é

a corrente elétrica que passa atraves de anéis EML e I, é a corrente elétrica da bobina
produzindo o campo toroidal de equilibrio. Os detalhes desta derivacdo podem ser

encontrados na referéncia [4.55].

A fim de estudar o comportamento do sistema nas imedia¢cdes de uma Unica
ressonancia principal, vamos usar uma Hamiltoniano local. Se escolhermos a partir da

série de Fourier o termo responsavel pela ressondncia (mo,no), 0 modelo Hamiltoniano

se torna,
H(3,8,) = Hy(3) + eH o (3) cos(mys—ngt) Y t—il—”kJ @)
k=—c0 r

Apbs expandir a Hamiltoniana de equilibrio Ho(J) em torno da superficie J=J, teremos

dH
H=Hy(J,) +—=2
o)+

d2H,
dJ?

d*H,

E (AI) +

()

Al +l
2

J=J,

1
A +=
(22 41

+eH,;(J,) cos(myzd—nyt) D t—i—”k}

K=—co r
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Onde AJ =J -,

O primeiro termo da equacdo (5) pode ser eliminado, ele ndo faz nenhuma

contribuicdo para as equagdes de Hamilton, pois seu valor é constante.

O proximo passo agora é eliminar a dependéncia explicita temporal da
perturbacdo que gera o primeiro modo ressonante (argumento do cosseno), faremos isso

através de uma transformagdo canbnica usando a seguinte fungdo geratriz:

G(AJ T5,t) = (19— [”—HDAJ .
mO

A relacdo entra as novas e as velhas coordenadas e entre a nova e a velha funcéo

Hamiltoniana é,
Al = Al
n
v= ﬂ—[—ojt (6)

H=H-ToA
mO

Depois de feita a transformacao canonica e apos definindo:

d?H 1d%H .
M= L T2 Qa L, el v
A Hamiltoniana se torna
H TAJ T871) :%AJ “—W?AJ *+K, cos(m,87 D’ 5[t—’2\l—7[kj (8)
k=—c0 r

Depois de dividir as parcelas da equacéo (9) por M, obtemaos,

H(AJ T97t) =%AJ “—%AJ *+Bcos(my3y Y t—zN—sz (9)
k=—c0 r

Onde a=W/M e f=K/M.

Se adicionarmos outro modo ressonante ((me+1), ng) aumentaremos 0 caos no
sistema acima e a Hamiltoniana ent&o se torna:
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H(AJ 785) =% J “—%AJ “+pcos(mys Y. t_lz\l_ﬂk}r

K=—oo r

(10)
+ncos((m, +1)3Fn,t) > 5[t — il_ﬂ kj

K=—oo r

Salientamos que a Hamiltoniana ndo perturbada estd ligada ao perfil de

. . . 1 .
densidade de corrente toroidal. A apresentada acima H,(AJ 7:§AJ “—%AJ *¢ do
tipo “ndo-twist”, quando o parametro o € igual a zero a Hamiltoniana ndo perturbada

H,(AJ 7=%AJ ¥ se torna “twist”,
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ANEXO B — Multiplicacao de Barreiras no Mapa
do Limitador Magnético Ergodico (LME)

Muitas técnicas foram desenvolvidas para a producdo de barreiras de transporte
a fim de aumentar o tempo de confinamento para as particulas confinadas
magneticamente em tokamaks [4.27-4.30]. Estas técnicas para se aplicar barreiras de
transporte introduzem curvas invariantes no espago de fases associado [4.31]. Conceitos
dindmicos tém sido aplicados para interpretar a melhoria do confinamento observado
em Varios experimentos [4.32-4.34]. Do ponto de vista experimental, em tokamaks,
barreiras de transporte utilizadas para aumentar o confinamento do plasma podem ser
criadas através da geragdo de cisalhamento magnético negativo, ou em inglés, “negative
magnetic shear” [4.35-4.37].

Vamos utilizar o sistema quase integravel Hamiltoniano que descreve a
dindmica local de linhas de campo magnéticas na regido periférica de um Tokamak. A
partir desta Hamiltoniana vamos obter um novo mapa simplético para descrever a
dindmica das linhas de campo magnético em uma secdo poloidal no interior do

Tokamak.

Nossa motivacdo vem de uma abordagem teérica, onde o equilibrio
magnetohidrodindmico do plasma, associado a uma Hamiltoniana integréavel, é descrito
por uma solucdo analitica da equagdo de Grad-Schliter-Shafranov nédo-linear [4.55],
valida para a aproximacdo para um Tokamak de grande razdo de aspecto. Uma
perturbacdo externa usando anéis de ressonancia magnética, denominados limitadores
magnéticos ergodicos (LME) [4.41, 4.42], é introduzida a fim de quebrar a
integrabilidade das linhas de campo magnéticas no interior do tokamak [2.11-2.14].
Isto é atingido através da adicdo de um conjunto de funcBes delta de perturbacdo
centrada em cada anel de EML. Devido a caracteristica impulsiva desta perturbacéo é

possivel descrever a dindmica das linhas de campo através de um mapa discreto.

Dependendo se o perfil de freqliéncia da corrente elétrica toroidal € monoténico
ou ndo-monotbnico, o sistema é classificado como “twist” ou “ndo-twist”,
respectivamente [4.55]. No caso de “néo-twist”, ressonancias isdcronas [4.1] véo surgir
no espago de fase associado que desempenha um papel muito importante sobre as

propriedades de transporte classico, pois sua natureza ndo-KAM ajudara na formagédo de
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“stickness” [4.40] quando o sistema é ndo-integravel, devido a existéncia de curvas que

circulam as ressonancias ap0s a sua reconexao, chamadas Curvas “Meandering” [3.6].

Vamos aqui aplicar a estratégia de multiplicacdo de barreiras proposta no
capitulo 3 desta dissertacdo em um mapa que descreve as linhas de campo magnéticas
na regido periférica de um Tokamak sendo perturbadas por quatro anéis de LME, o
mapa que descreve a acdo dos anéis de LME num Tokamak com perfil de freqliéncia de

corrente toroidal ndo-monotonico €é o seguinte,

A, =AJ +xmsin(md,,,)+ ;((m +1) sin[((m+1)&,, +nt, ;]

By =0, + Iz\l—”(AJk —a AJ2)mod(27) (1)
2r
Ly =1 *Nm

O mapa acima foi introduzido na literatura atraves da referencia [4.40] e ele foi
usado para evidenciar a formacdo de uma barreira interna de transporte através do

processo de reconexdo de ressonancias na regido periférica do Tokamak.

O mapa das equacdes (2) € o mapa com a introducdo da nova perturbacdo

discutida no capitulo 3.

Al =AJ +xmsin(md,,,) +pxmsin(mmd,,,) + ;((m +1) sin[((m+1)&,, +nt, ;]

By =0, +|2\l—”(AJk —a AJ2)mod(27) @
2z
b, =1 *Nm

Como podemos ver o mapa acima tem trés perturbacbes, a primeira
caracterizada por sin(md,,,) € a perturbacdo principal criada pelos anéis de EML, a
segunda caracterizada por sin(mmd,,,) € a nova perturbacdo que vai criar 0 novo

cenario mencionado de multiplicacdo de barreiras, podemos ver (teoricamente) esta
nova perturbacdo como um novo conjunto de novos anéis de EML construidos para
perturbar uma ressonancia multipla da principal, entdo teremos dois conjuntos de anéis

de EML trabalhando juntos. A perturbacéo caracterizada por sin[(m+1)d,,, +nt, ;]

existe apenas para aumentar o padréo caético do sistema.
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(@) (b)

Figura 1 - (a) Mapa discreto para as linhas de campo magnéticas em um Tokamak

com anéis de LME mostrando a formacédo de UMA regido de barreira interna de

transporte (EM VERMELHO) da equacéo (1) com x =-9x10"and x = 3.6820x10°°
(b) Mapa discreto para um Tokamak com dois conjuntos de anéis de LME para a

equacéo (2) mostrando a formagdo de DUAS regides de barreiras internas de

transporte (EM VERMELHO) com x =-2x10"and x =1.1506x10~°

Na figura 1(a), temos duas cadeias de ilhas (1:3) dimerizadas e podemos
observar a formacdo de uma regido de barreira interna de transporte indicada na cor
vermelha, esta regido contém curvas “meanders” aninhadas e servem como barreiras
para o transporte cadtico criando “stickness” no espaco de fases [4.40]. Neste caso
temos apenas uma barreira de transporte. Na figura 1(b) observamos o cenério da
multiplicacdo de barreiras, a adicdo de um multiplo da perturbacdo principal cria tantas
barreiras, quanto queiramos. No caso da figura 1(b) consideramos =3 e como
mencionado no capitulo 3, (-1) barreiras de transporte serdo criadas no espaco de fase
associado, ou seja, duas regides com barreiras para o transporte cadtico foram criadas ao

invés de apenas uma.



Referéncias 82

Referéncias Capitulos 1 e 2:

[1.1] Poincaré, Henri, Les Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste (Gauthier-
Villars et fils, Paris, 1892-99). Translated, edited and introduced by Daniel L. Goroff, as
New Methods of Celestial Mechanics, (American Institute of Physics, Woodbury, NY,
1993).

[1.2] FIEDLER-FERRARA, Nelson, PRADO, Carmen P. Cintra. Caos: uma
introducdo. Sao Paulo: Edgard Blicher, 1995.

[2.1] J.D. Meiss, Symplectic maps, variational principles and transport. Rev. Mod.
Phys. 64 (1992), pp. 795-848.

[2.2] AJ. Lichtenberg and M.A. Lieberman, Regular and Chaotic Dynamics (Springer,
New York, 1992).

[2.3] B.V. Chirikov, A Universal Instability of Many-Dimensional Oscillator Systems,
Phys. Reports 52, 265 (1979).

[2.4] M.V. Berry, in Topics in Nonlinear Dynamics (Ed. S. Jornal) Am. Inst. Conf.
Proc 46 (1978) 16.

[2.5]J.P. Keating Physics and Quenn of Mathematics in Physocs World (April, 1990)
46.

[2.6] J.M. Greene, Method for Determining a Stochastic Transition, J. Math. Phys. 20,
1183 (1979).

[2.7] J. Wisdom, The origin of the Kirkwood gaps: a mapping for asteroid motion near
the 3/1 commesurability, Astron. J. 87 (3), 557 (1982).

[2.8] J. Wisdom and M. Holman, Symplectic maps for the n-body problem, Astron. J.
102 (4), 1528 (1991).

[2.9] J.T. Mendon ca, Diffusion of Magnetic-Field Lines in a Toroidal Geometry, Phys.
Fluids B 3, 87 (1991).

[2.10] S.S. Abdullaev and K.H. Finken, Nuclear Fusion, 38, 531-544 (1998)

[2.11] E.C. Da Silva, I.L. Caldas and R.L. Viana, Phys. Plasmas, 8, 2855-2865 (2001)



Referéncias 83

[2.12] E.C. Da Silva, I.L. Caldas and R.L. Viana, IEEE Trans. On Plasma Science, 29,
617-631 (2001)

[2.13] E.C. Da Silva, I.L. Caldas and R.L. Viana, Chaos, Solitons and Fractails, 14,
403-423 (2002)

[2.14] E.C. Da Silva, I.L. Caldas, R.L. Viana and M.A.F. Sanjuan, Phys. Plasmas 9,
4917-4928 (2002)

[2.15] S.S. Abdulaev, Construction of Mappings for Hamiltonian Systems and Their
Applications (Springer, Berlin Heidelberg, 2006).

[2.16] James D. Meiss, “Symplectic Maps”, Comunicacéo interna (2008)
Referéncias Capitulo 3:

[3.1] D. Del-Castillo-Negrete and P. J. Morrison, Phys. Fluids A 5, 948 (1993).

[3.2] R. Balescu, Phys. Rev. E 58, 3781 (1998).

[3.3] M. Davidson, R. Dewar, H. Gardner, and J. Howard, Aust. J. Phys. 48, 871 (1995)
[3.4] Tese do Edurardo Roberto de Lascio (2007)

[3.5] E. Petrisor, Int. J. of Bifur. and Chaos 11, 497 (2001).

[3.6] A. Wurm, A. Apte, K. Fuchss, and P. Morrison, Chaos 15, 023108 (2005)

[3.7] D. del-Castillo-Negrete, J. M. Greene, P. J. Morrison, Physica D 91, 1, (1996)

[3.8] C. Simd, Invariant curves of analytic perturbed nontwist area preserving maps.
Regular and Chaotic Dynamics 3, 180 (1998)

[3.9] A. Wurm, A. Apte, and P.J. Morrison, “On reconnection phenomena in the
standard nontwist map “Brazilian Journal of Physics 34, 1700-1706 (December 2004)

[3.10] Caroline G.L. Martins ; R. Egydio de Carvalho; I. L. Caldas; M. Roberto.
“Labyrinthic Standard Non-Twist Map™, (Artigo em preparacdo) (2010).

Referéncias Capitulo 4:

[4.1] R. Egydio de Carvalho and A.M. Ozdrio de Almeida, 1992 Phys. Lett. A 162 457.



Referéncias 84

[4.2] E. Priest and T. Forbes, 2000 Magnetic Reconnection — MHD Theory and
Applications (Cambridge University Press).

[4.3] B.V. Chirikov, 1979 Phys. Rep. 52 265.

[4.4] G. Voyatzis and S. Ichtiaroglou 1999 Int. J. Bifurcation and Chaos 9(5) 849.
[4.5] G. Stagika and S. Ichtiaroglou, 2000 Cel. Mech. and Dyn. Astron. 78 151.
[4.6] Wesson J 1987 Tokamaks (Oxford University Press).

[4.7] W. Kerner and H. Tasso, 1982 Phys. Rev. Lett. 49 654.

[4.8] J.E. Howard and Hohs S.M. 1984 Phys. Rev. A 29 418

[4.9] J.P. van der Wheele, T.P. Valkering, H.W. Capel and T. Post, 1988 Physica A 153
283.

[4.10] J.P. van der Wheele and T.P. Valkering, 1990 Physica A 169 42.

[4.11] J.E. Howards and J. Humpherys, 1995 Physica D 80 256.

[4.12] R. Egydio de Carvalho and G.M. Favaro, 2005 Physica A 350 173.

[4.13] M. Roberto, E.C. da Silva, I.L. Caldas and R.L. Viana, 2004 Physica A 342 363.
[4.14] R. Egydio de Carvalho, 1993 Nonlinearity 6 973.

[4.15] R. Egydio de Carvalho, Caroline G. L. Martins and G. M. Favaro, Braz. J. Phys.
39(3), 606 (2009).

[4.16] V. I. Arnold, Russian Math. Surveys 18, 85 (1964)

[4.17] Kunihiko Kaneko and R. J. Bagley, Phys. Lett. 110A, 435 (1985).
[4.18] G. Gyorgyi, F. H. Ling, and G. Schmidt, Phys Rev. A 40, 5311 (1989).
[4.19]G. R. Wang and B. Hu (private communication).

[4.20] C. Froeschle, Astron. Astrophys. 16 (1972) 172.

[4.21] C. Froeschle and J. P. Scheidecker, Astron. Astrophys. 22 (1973) 413.
[4.22] C. Froeschle and J. P. Scheidecker, Phys. Rev. A12 (1975) 2137.

[4.23] J. P. Coddacioni, F. Doveil and D. F. Escande. Phys. Rev. Lett. 49 (1982) 1879.



Referéncias 85

[4.24] Caroline G. L. Martins, R. Egydio de Carvalho, I. L. Caldas, M. Roberto, J.Phys.
A 43, (2010) p. 175501.

[4.25] Caroline G. L. Martins, R. Egydio de Carvalho, I. L. Caldas, M. Roberto,

“Plasma Confinement in Tokamaks with Robust Torus” (2010) (submitted).

[4.26] R. Egydio de Carvalho, Caroline G. L. Gameiro, G. M. Favaro, Braz. J. Phys.
39(3), 606 (2009).

[4.27] Horton W 1999 Rev. Mod. Phys. 71 735.
[4.28] Spatschek K H 2008 Plasma Phys. Contr. Fusion 50 124027.

[4.29] Balescu R 2005 Aspects of Anomalous Transport in Plasmas (Bristol: Institute of
Physics).

[4.30] Borgogno D, Grasso D, Pegoraro F and Schep T J 2008 Phys.Plasma 15 102308.

[4.31] Lichtenberg A J and Lieberman M A 1983 Regular and Stochastic Motion (NY:
Springer-Verlag).

[4.32] Hidalgo C et al 2005 Nucl. Fusion 45 S266.

[4.33] Schaffer M J, Menard J E, Aldan M P, Bialek J M, Evans T E and Moyer R A
2008 Nucl. Fusion 48 024004.

[4.34] Finken K H, Evans T E, Reiter D, Spatschek K H and Suttrop W 2008 Nucl.
Fusion 48 02400.

[4.35] Levinton F M et al 1995 Phys. Rev. Lett. 75 4417.

[4.36] Strait E J et al 1995 Phys. Rev. Lett. 75 4421.

[4.37] Mazzucato E et al 1996 Phys. Rev. Lett. 77 3145.

[4.38] Kucinski M Y and Caldas | L 1987 Z. Naturforsch A: Phys. Sci 42 1124.

[4.39] Portela J S E, Caldas | L and Viana R L 2008 Eur. Phys. J. Spec. Topics 165 195.

[4.40] Roberto M, da Silva E C, Caldas I L and Viana R L 2004 Phys. Plasma 11(1)
214.

[4.41] Karger F and Lackner F 1977 Phys. Lett. A 61 385.



Referéncias 86

[4.42] Engelhardt W and Feneberg W 1978 J. Nucl. Mater. 76 518.
[4.43] Kerner W and Tasso H 1982 Phys. Rev. Lett. 49 654.
[4.44] Morrison P J 2000 Phys. Plasma 7 2279.

[4.45] Portela J S E, Caldas I L, Viana R L and Morrison P J 2007 Int. J. Bif. and Chaos
17(5) 1589.

[4.46] Caroline G. L. Martins, R. Egydio de Carvalho, I. L. Caldas, M. Roberto, “Effect
of robust torus on the dynamical transport™, Journal of Physics: Conference Series. To
appear (2010)

[4.47] Szezech J D, Caldas I L, Lima G Z S, Viana R L, Morrison P J 2009 Chaos 19
043108

[4.48] Caroline G. L. Martins, F. Alberto Marcus, I. L. Caldas , R. Egydio de Carvalho,
“Robust Tori in a Double-Waved Hamiltonian Model” (2010) (submitted).

[4.49] P. J. Morrison, Rev. Mod. Phys. 70(2), 5 (1998).
[4.50] D. F. Escande, Phys. Rep. 121, 165 (1985).
[4.51] W. Horton, Plasma Phys. Contr. Fus. 27, 937 (1985).

[4.52] F.A. Marcus, I. L. Caldas, Z. O. Guimardes-Filho, P. J. Morrison, W. Horton,
Yu. K. Kuznetsov, and I. C. Nascimento, Phys. Plasmas 15, 112304 (2008).

[4.53] T. Kroetz , F.A. Marcus, M. Roberto, I.L. Caldas, R.L. Viana, E.C. da Silva,
Comp. Phys. Comm. 180, 642 (2009).

[4.54] Horton, Plasma Phys. 23, 1107 (1981).

[4.55] Elton C. da Silva and et. al., Nucl. Fusion 46, S192 (2006).

[4.56] R.G. Kleva and J.F. Drake, Phys. Fluids 27, 1686 (1984).

[4.57] X. Leoncini and G. M. Zaslavsky, Phys. Rev. E 65, 046216 (2002).

[4.58] C. Ciraolo, C. Chandre, R. Lima, M. Vittot, M. Pettini, C. Figarella, and P.
Ghendrih, J. Phys. A 37, 3589 (2004).



	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	Agradecimentos
	EPÍGRAFE
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	CAPÍTULO 1 - Introdução
	1. Introdução
	1.1 Equações de Hamilton
	1.2 Integrais de movimento
	1.3 Variáveis de Ângulo-Ação e Secção de Poincaré
	1.4 Dinâmica de sistemas não perturbados
	1.5 Dinâmica de sistemas perturbados

	2. Mapeamento discreto para sistemasHamiltonianos
	2.1 Método de discretização de fluxos por funções delta

	3. Reconexão, Curvas “Meanders” e MapaPadrão “Não-Twist” Labiríntico
	3.1 O mapa padrão “não-twist”
	3.2 O mapa padrão “não-twist” labiríntico
	3.3 Reconexão e Curvas “Meanders” no Mapa Padrão“Não-Twist” Labiríntico

	4. Controle de Dinâmica Caótica com TorosRobustos
	4.1 Barreiras do tipo Toro Robusto
	4.2 Interferências de Toros Robustos no processo de“overlap” (ou reconexão) de ressonâncias isócronas
	4.3 Quebrando a reconexão de cadeias com TorosRobustos
	4.4 Bloqueando a difusão de Arnold com TorosRobustos
	4.5 Aplicações de Toros Robustos no Mapa doLimitador Magnético Ergódico (LME).
	4.6 Toros Robustos em um Modelo Hamiltoniano deDuas Ondas

	5. Conclusão
	ANEXOS

