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“Nao ha ninguém compardvel a ti, 6 Senhor; tu és grande, e grande € o poder

do teu nome”.

Jeremias 10:6.

“A vida € um fardo pesado, mas nao vos mostreis tao delicados. Todos nao
passamos de belos jumentos e belas jumentas de carga. Que temos em comum
com o cdlice de rosa que verga sob o peso de uma gota de orvalho? E
verdade: amamos a vida nao porque estejamos habituados a vida, mas
estamos habituados a amar. Ha sempre algo de loucura no amor, mas
também hda sempre algo de razao na loucura. E eu, que estou de bem com a
vida, creio que aqueles que mais entendem de felicidade sao as borboletas e as
bolhas de sabao e tudo o que entre os homens se lhes assemelhe. Ver girar
essas pequenas almas leves, loucas, graciosas e que se movem € o que arranca
de Zaratustra ldgrimas e cangoes. (...) Eu aprendi a andar. Desde entdo,
passei por mim mesmo a correr. Fu aprendi a voar. Desde entao, nao quero
que me empurrem para mudar de lugar. Agora sou leve, agora voo, agora

vejo por baixo de mim mesmo, agora um Deus danca em mim”.

Friedrich Nietzsche - Assim Falou Zaratustra.



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar curvas reduzidas. Associado a elas, Buchweitz e
Greuel definem um ntmero, chamado niimero de Milnor de curvas reduzidas, pois no caso
de curvas planas este coincide com o numero de Milnor definido por Milnor. Este ntimero
¢ obtido através de um importante objeto algébrico: o médulo dual de Grothendieck. Com
o intuito de facilitar a obtencao deste niimero, mostraremos que ele esta relacionado com
outro numero, chamado delta, mais facil de ser calculado. Por fim, mostraremos que, de
maneira analoga, Nuno-Ballesteros e Tomazella definem um ntimero associado a germes
de funcao finita definidos em curvas reduzidas. Este niimero esta relacionado com o grau

deste germe e com o nimero de Milnor da curva reduzida associada.

Palavras Chave: Modulo dual de Grothendiek. Curva reduzida. Numero de Milnor.

Germe de fungao finita.



Abstract

The aim of this work is to study reduced curves. Associate to them, Buchweitz and
Greuel define a number, called Milnor number once that in the case of plane curves, this
number coincides to the Milnor number defined by Milnor. This number is obtained through
an important algebraic object: dual module of Grothendieck. In order to make it easier
to obtain this number, we will prove that it is related to another number, called delta,
easier to be computed. At last, we prove that, in the same way, Nuno-Ballesteros and
Tomagzella define a number associate to finite function germs defined over reduced curves.
This number is related to the degree of this germ and to the Milnor number of the reduced

curve associated to it.

Key Words: Dual module of Grothendiek. Reduced curve. Milnor number. Finite

function germ.
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Introducao

No estudo da topologia dos pontos singulares de uma hipersuperficie complexa, o
trabalho de Milnor aparece com grande relevancia. No caso de germe de hipersuperficie com
singularidade isolada = obtido como imagem inversa de 0 por um germe de fungao holomorfa
f € Ocn -, Milnor introduz, em [27], com uma abordagem topoldgica, um nimero associado

a essa hipersuperficie, o qual, mais tarde, foi chamado nimero de Milnor.

Seja (X, z) um germe de espago complexo tal que Ox , = %. Quando (X, z)
o
¢ uma curva plana, ou seja, Ox, = ZC;” e f € Ocz2y, seu numero de Milnor pode ser
o
calculado algebricamente pela dimensao complexa de ﬁ.
F50 0y

No caso em que (X, z) é uma intersecao completa, ou seja, dim Ox , = n—k, Hamm
obteve resultados semelhantes aos de Milnor e, no caso em que (X, x) possui singularidade
isolada (ICIS), Hamm definiu, assim como Milnor, um nimero associado a (X, z). Em [22],
provou-se que o nimero definido por Hamm coincide, no caso de germes de hipersuperficie,
com o nimero de Milnor introduzido anteriormente.

Semelhante ao caso de curvas planas, Greuel mostrou, em [9], que no caso de ICIS,

podemos calcular o nimero de Milnor algebricamente através da dimensao complexa de

1
QX,w

d0x o
e Greuel utilizam estes objetos para definir um nimero associado a curvas reduzidas e a

, onde os elementos de Q% , sdo germes de 1-formas holomorfas. Em [4], Buchweitz

descricao anterior é o caminho para mostrar que quando a curva reduzida é uma ICIS este
nimero coincide com o de Hamm. Assim, dada uma curva reduzida (X, z) define-se um

nimero a ela associado, denotado por u(X, x), através da dimensao complexa do quociente

WX x
d0x "

Como nosso objetivo é estudar curvas reduzidas e numeros associados a elas, o
trabalho estd distribuido como segue.

No capitulo 1, apresentaremos defini¢oes e resultados de teoria basica necessarios no
decorrer dos proximos capitulos, fixando notagoes e facilitando a compreensao do contetido
deste trabalho.

No capitulo 2, trabalharemos especificamente para definir o médulo dual de Grothen-

dieck wx 5, desenvolvendo as ferramentas algébricas necessarias, como o estudo do grupo

el



exterior, germes de fun¢oes holomorfas, de formas exteriores e de espagos complexos.

No capitulo 3, tendo estudado o moédulo dual de Grothendiek, estaremos aptos
a definir o nimero u(X,x) associado a uma curva reduzida (X, z). Na se¢ao 1, vamos
apresentar em detalhes, via caracterizacao de Greuel, a prova de que esse nimero coincide
com o numero introduzido por Hamm, quando a curva reduzida (X, z) for uma ICIS. Na
segao 2, apresentaremos outro numero interessante associado a uma curva reduzida (X, ),
denotado por §(X, z) ou, simplesmente, §. No caso de curvas planas, Milnor provou em [27]
a seguinte igualdade (X, z) = 20 —r+1, onde r é o niimero de componentes irredutiveis de
(X, z). Mais tarde, Bassein provou, em [3], que a mesma férmula se verifica quando (X, x)
for uma curva reduzida suave. Buchweitz e Greuel provaram, em [4], que essa igualdade
também é vélida para curvas reduzidas e apresentaremos essa demonstracao em detalhes.
Terminaremos a segao 2 relacionando o nimero 0 da curva reduzida (X, x) com os ntimeros
d; associados as suas componentes irredutiveis (X;,z). Além disso, usaremos a férmula
u(X,z) = 20(X,x) —r + 1 para relacionar o nimero de Milnor da curva p(X,z) com os
nimeros de Milnor p(X;,z) das componentes irredutiveis de (X, x).

Na secao final do capitulo 3, trataremos do ntiimero de Milnor de germes de fungao
finita definida sobre uma curva reduzida (X, z). Esse numero, denotado por u(f), foi
introduzido em [26] por D. Mond e D. van Straten e estda intimamente relacionado ao
grau da funcao f, deg(f), e ao nimero de Milnor da curva (X, z), u(X,z). Inicialmente,
estabeleceremos relagoes entre p(f),deg(f) e u(X,z) para o caso em que (X,z) é uma
curva regular. Em seguida, vamos apresentar a generalizacao dessas relagoes, que foram
feitas por Nuno-Ballesteros e Tomazella em [24], de maneira detalhada. Terminaremos o
capitulo, apresentando uma férmula do tipo Lé-Greuel, caracterizando o numero p(f) no

caso em que (X, x) for uma ICIS.

xii



Capitulo

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir defini¢oes e resultados de teoria basica ne-
cessarios no decorrer dos préximos capitulos, fixando notagoes e facilitando a compreensao

do conteudo deste trabalho.

1.1 Algebra Comutativa

1.1.1 Dimensao de Krull

A dimensao de Krull pode ser definida para aneis e médulos. Neste trabalho, estamos
interessados na dimensao de Krull de médulos e espagos vetoriais (médulos sobre corpos).
Desta forma, comecgaremos esta secao definindo um médulo e exemplificando com o principal
médulo utilizado.

As principais referéncias para detalhes sao [25] e [29].

Seja A um anel.

Definicao 1.1.1 Um A-mddulo é um grupo aditivo abeliano M com uma aplicacao
frAXM— M,

tal que para todos a,b € A e todos m,n € M, utilizando a notagdo f(a, m)= am, temos:
1. a(lm+n) =am+an
2. (a+b)m =am+bm
3. a(bm) = (ab)m.

Se A possuir unidade 14, também valerd a propriedade 14m = m, para todo m € M.
Neste caso, M ¢é chamado A- modulo unitdrio.

Se o anel A for um corpo, entao M ¢ chamado A- espaco vetorial.
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Definicao 1.1.2 Sejam M um A- mddulo e N um subconjunto de M. O conjunto N ¢é
chamado A- submddulo de M se para quaisquer x,y € N e quaisquer ai,as € A, temos
a1r + asy € N.

Exemplo 1.1.3 Seja C o corpo dos numeros complexos e considere as indeterminadas
Ty, ..., T, sobre C. O anel de polinémios sobre 1, . .., x,, denotado por Clz| := Clxy, ..., z,],
¢ um anel de integridade com as operagoes de adicao e multiplicacao de polinomios. A par-
tir dele podemos, portanto, construir o seu corpo de fragoes, chamado corpo das séries de
poténcias convergentes, que serd denotado por C{z}. Os aneis Clz] e C{z} sao C-mddulos

e mais ainda, sendo C um corpo, sao C- espacos vetoriais.

Definicao 1.1.4 Sejam [ C A um ideal de A e M um A- mddulo. Define-se o produto
de I por M, denotado por IM, como sendo o A- submaodulo de M dado por

{Z:azlmz,xZ el,m; € M,nEN}.

i=1

A seguir, indicamos, sem demonstracao, dois isomorfismos que serao utilizados no

préximo capitulo.

Teorema 1.1.5 Sejam A um anel e R um A- mddulo e considere o conjunto
Homa(A,R) ={f: A— R;f é homomorfismo}. Entao Homa(A, R) é um A- mddulo e
R~ Homa(A,R).

Demonstragao: A demonstracao pode ser vista em [17, pdgina 203].

Teorema 1.1.6 Sejam A um anel e R um A- mddulo. Entdo R ®4 A ~ R, onde ®,4

denota o produto tensorial em A.
Demonstragao: A demonstragdo pode ser vista em [17, pagina 236].

Definicao 1.1.7 Sejam um anel comutativo A e um A- modulo M. Dizemos que M €é um

A- modulo finitamente gerado se existem elementos xq,...,x, € M tais que, para
qualquer elemento x € M, existem «aq,---,q, € A tais que x = 121 + -+ + QT
Exemplo 1.1.8 Claramente, C{x1,...,x,} é um C- mddulo finitamente gerado pelo con-

gunto {1,z1,...,z,}.

Seguindo, vamos definir cadeias ascendentes e descendentes. Inicialmente, vejamos

o seguinte resultado:
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Proposicao 1.1.9 Seja A um conjunto parcialmente ordenado pela relagio <, isto é:
< € uma relacdo reflexiva, transitiva e anti-simétrica. Sobre A as sequintes condicoes
sao equivalentes:

(1). Para toda sequéncia crescente 1 < x9 < --- em A, existe n € N tal que x,, = x,,
Vr>n+1, isto €, v1 < a9 < --- € estaciondria;

(2).Todo subconjunto nao vazio de A possui um elemento mazimal.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que (2) é falso: existe um subconjunto nao-vazio
T de A que nao possui elemento maximal. Assim, qualquer z1 € T precede algum elemento
xo € T, pois 1 nao é maximal. Da mesma maneira, xo precede algum x3 € T, pois x5 nao
é maximal. Continuando este processo, podemos construir uma sequéncia r; < ro < -+
nao-estaciondria em T, o que contraria (1). Isto nos d4 um absurdo e, portanto, (2) se
verifica.

Reciprocamente, dado um conjunto de elementos de T, {x, }m>1, por (2), este conjunto
possui um elemento maximal, digamos x,,. Entao, se construirmos uma sequéncia crescente

com o conjunto {Z,, }m>1, estd serd estaciondria em z,,. Portanto, (1) se verifica. [

Definicao 1.1.10 Seja M um A- mddulo. Se A € o conjunto de submddulos de M, orde-
nado pela relagao de inclusao C, entao (1) € chamada condi¢do de cadeia ascendente
e (2) € chamada condigcao maximal. Se, nas mesmas condigoes A for ordenado pela
relagao 2O, entao (1) é chamada condi¢cdo de cadeia descendente e (2) é chamada

condi¢cao minimal.

Antes de vermos o exemplo de um mdédulo que satisfaz as condi¢bes de cadeia,

vejamos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.11 Seja M um A- modulo. Entao M satisfaz a condi¢ao de cadeia as-

cendente se, e somente se, todo submodulo de M € finitamente gerado.

Demonstragao: Seja N um submddulo de M e A o conjunto de todos os submédulos de
N finitamente gerados. Visto que o submdédulo nulo é um elemento de A, temos A # ().
Pela Proposicao 1.1.9, se M satisfaz a condicao de cadeia ascendente, todo subconjunto
nao-vazio de M possui um elemento maximal. Entao A possui um elemento maximal,
digamos Ny. Se Ny # N, considere o submédulo Ny + Az, onde x € N e x € Ny. Este é
um submodulo de M, finitamente gerado e Ny C Ny + Ax, o que nos da uma contradicao,
visto que tomamos Ny como elemento maximal. Logo, N = Ny e, assim, N ¢é finitamente
gerado.

Reciprocamente, seja M; € M, C --- uma cadeia ascendente de submoédulos de M.
Entao N = U2 | M, é um submoédulo de M e, pela hipétese, é finitamente gerado. Sejam
Zi,...,T, os seus geradores. Para cada ¢ =1,...,r, temos x; € M,,, para algum n; € N.
Tome n = max{n;,i =1,...,r}, entdo cada x; € M,. Logo, M, = M e, assim, a cadeia é

estacionaria. [}
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Exemplo 1.1.12 O anel Z, como Z- médulo, satisfaz a condi¢do de cadeia ascentente. De
fato, Z. € um dominio de ideais principais, logo seus ideais e, portanto, todos os submddulos
de 7Z sao finitamente gerados. Logo, pela Proposicao 1.1.11, 7 satisfaz a condic¢do de cadeia
ascendente. Por outro lado, 7 nao satisfaz a condicao de cadeia descendente. De fato, seja
a € 7 tal que a # 0. A cadeia

nao € estactondria e, portanto, Z. nao satisfaz a condicao de cadeia descendente.

Definicao 1.1.13 Seja A um anel. O anel A é chamado anel noetheriano se A satisfaz
a condicdo de cadeia ascendente.
Seja M um A- modulo. O A-modulo M é chamado modulo noetheriano se M

satisfaz a condicao de cadeia ascendente.

Exemplo 1.1.14 Todo dominio euclidiano é dominio de ideais principais(Veja [0].) Agora,

se C € corpo, C{x1,...,x,} € um dominio euclidiano e, assim, todos os ideais desse anel
s@o principais e, portanto, finitamente gerados. Logo, C{x1,...,x,} satisfaz a condigdo de
cadeia ascendente, pela Proposi¢ao 1.1.11. Portanto, C{x1,...,x,} € noetheriano.

Os conceitos de anel e modulo noetherianos estao relacionados segundo o préximo

resultado.

Proposicao 1.1.15 Sejam A um anel noetheriano e M um A- modulo finitamente gerado.

Entao M ¢ um maddulo noetheriano.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser vista em [2, pagina 76]. [ |

Para que o préximo conceito que vamos introduzir fique bem definido, precisaremos

do seguinte resultado.

Proposicao 1.1.16 Sejam A um anel de I C A um ideal de A. Se A é um anel noetheri-

ano, entao o anel quociente % é um anel noetheriano.

Demonstragao: Mostremos que todo ideal de ? é finitamente gerado. Seja J um ideal de
%. Entao J = %, onde J é um ideal de A. Como A é anel noetheriano, A satisfaz a condicao
de cadeia ascendente e, assim, pela Proposicao 1.1.11, todo ideal de A é finitamente gerado,

ou seja, J = (x1,...,x,). Logo, J = (T1,...,Ty,), onde T; denota a classe do elemento x;

no quociente %. Portanto, J ¢ finitamente gerado. Como J é um ideal arbitrdrio de 4
concluimos que todo ideal de ? ¢ finitamente gerado. Logo, pela Proposicao 1.1.11,

T
A
T
satisfaz a condicao de cadeia ascendente. Portanto, ? ¢é anel noetheriano. [ |
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Definicao 1.1.17 Seja A um anel noetheriano. A dimensao de Krull de A, denotada
por dim(A), € dada por

dim(A) :=sup{d; AD L, 2 -2 14, I; C A primo}.

Seja M um A- mddulo finitamente gerado. Definimos ainda a dimensao de Krull
de M, denotada por dim(M), como sendo

dim(M) = dim (ﬁ(MQ ,

onde Anna(M) = {x € A;xM =0} é o conjunto anulador de M em A.

Observagao 1.1.18 E facil ver que o conjunto anulador de M em A, Anns(M), é um
ideal de A. Como A € anel noetheriano, pela Proposicao 1.1.16, temos que m €

noetheriano, o que torna bem definido o conceito de dimensao de Krull do A- médulo M.

Exemplo 1.1.19 Se A = Clxy,...,2,] ou A = C{z1,...,2,}, dim(A) = n. Veja [25,
pdgina 35].

As duas préximas proposicoes relaciona a dimensao de Krull de um anel A com a
dimensao de Krull de um anel especial relacionado a A e estes resultados serao tteis no

préximo capitulo.

Proposicao 1.1.20 Sejam A e B aneis noetherianos, tais que A C B. Se todo elemento

de % ¢ raiz de um polindmio monico no corpo de fracoes de %, entao dim(A) = dim(B).
Demonstragao: Pode ser vista em [23, pdgina 31].

Proposicao 1.1.21 Seja A um anel com dimensao de Krull igual a 1 e denote por A o
conjunto das raizes de polinomios em A. Se A for um anel de integridade, entao a dimensao
de Krull de A ¢ igual a 1.

Demonstragao: A demonstragao pode ser vista em [23, pagina 30].

Ao longo deste trabalho, precisaremos da nogao de dimensdo de Krull vista acima
e da dimensao usual de um K- espacgo vetorial V| dada pelo nimero de elementos da base
de V e denotada por dimg (V).

Trabalhando com aplicacoes lineares entre espacos vetoriais de dimensao finita, o
Teorema do Nicleo e da Imagem é um resultado muito conhecido e ¢é utilizado para re-
lacionar a dimensao do dominio da aplicacao linear com as dimensoes do seu ntcleo e da
sua imagem. No caso de espacos vetoriais de dimensao infinita, esse resultado também se

verifica e nos serd muito 1til no Capitulo 3. Vamos enuncia-lo no préximo teorema:
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Teorema 1.1.22 Sejam X e Y K- espacos vetoriais de dimensdo infinita e considere a
aplicacao linear T : X — Y. Entao dimg(X) = dimg(Ker(T)) + dimg(Im(T)).

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser vista em [32, pagina 29]. W

Corolario 1.1.23 Seja R um anel e sejam A, B e C, K- espacos vetoriais. Considere a

sequéncia A 5L B2 C tal que as aplicagoes f e g sao injetoras e lineares. Entdao
dimg(coKer(go [)) = dimx(coKer(f)) + dimg(coKer(g)).

Demonstracao:

Aplicando o Teorema 1.1.24 sobre os quocientes coKer(f) = %}f), coKer(g) = %(g) e

coKer(go f) = m7 obtemos

dimg(B) = dimg(Im(f)) + dimg (%)

dimg (C) = dimg(Im(g)) + dimg (%g)) (1.2)
dme(C') = dme(]m(g 9] f)) + dme (ﬁ) (13)

Somando as Equacoes (1.1) e (1.2), obtemos

dimg (B) + dimg (C) = dimg(Im(f)) + dimg <_]mB(f))

Substituindo a Equacao (1.3) na Equacao (1.4), obtemos

dimg(B) + dimg(Im(g o f)) + dimx (ﬁ) =

Imfi f)) + dimg (Im(g)) + dimg (%@) .

Agora, aplicando o Teorema do Nicleo e da Imagem nas aplicacoes f, g e go f, e

= dimg(Im(f)) + dimx (

lembrando que essas aplicacoes sao injetoras, obtemos
dimg (A) = dimg(Im(f)), dimg(B) = dimg(Im(g)) e dimg(A) = dimg(Im(go f)).
Assim, dimg(Im(f)) = dimg(Im(go f)). Logo,

dimg(Im(f)) + dimg(Im(g)) = dimg(B) + dimg(Im(go f)).

Desta forma,

dimg(B) + dimg(Im(g o f)) + dimx (ﬁ) =
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= dimg(Im(f)) + dimg ( ) + dimg(Im(g)) + dimxg (L) =

e
= dimg(B) + dimg(Im(g o f)) + dimg (%2]?)) + dimg (L> .

Portanto,
, C . B , C
dim (g gy) = e () + i ()

dimg(coKer(go f)) = dimx(coKer(f)) + dimg(coKer(g)).

ou seja,

Outro resultado interessante envolvendo espacos vetoriais de dimensao infinita e que

também sera muito utilizado no Capitulo 3 é o seguinte:

Teorema 1.1.24 Sejam S e V K- espacos vetoriais de dimensao infinita tais que S C V.
Entio dimg(V) = dimg(S) + dimg (%).

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser vista em [29, pagina 93]. W

Para terminar esta secao, veremos dois tipos especiais de aneis, que serao utilizados

no proximo capitulo.

Definicao 1.1.25 Seja (A, m) um anel local noetheriano, ou seja, A € um anel noetheriano

em € o seu tnico ideal marimal. A ¢ regular se dim(A) = dima ().
m

Exemplo 1.1.26 Considere o anel local noetheriano C{x,...,z,} cujo dnico ideal mazi-
mal é M = (x1,...,x,). Temos dim(C{zy,...,x,}) =ne % ={a1x1+- - +a,zn,a; € C},
0 que nos dd que dimc(%) = n, visto que % = C. Portanto, C{xy,...,x,} € requ-

lar. Ver [2, pdgina 124].

Definigao 1.1.27 Um anel A é chamado normal se A nao possui elementos nilpotentes

e se todo elemento de A € raiz de um polinomio monico no corpo de fracoes de A.

Exemplo 1.1.28 Seja K um corpo. EK € um dominio e, portanto, nao possui elementos
nilpotentes. Além disso, K € seu proprio corpo de fragoes. Assim, dado a € K, existe
p(X) = X —a € K[X], tal que p(a) = 0, ou seja, todo elemento de K € raiz de um

polinémo monico em K[X]. Portanto, K é anel normal.

A seguir, indicamos, sem demonstracao, um importante resultado que sera usado no

capitulo seguinte, relacionando os conceitos de normalidade e regularidade de um anel.

Proposicao 1.1.29 Seja A um anel local noetheriano com dimensao de Krull igual 1.

Entao A é normal se, e somente se, A ¢ reqular.

Demonstragao: A demonstracao pode ser vista em [21, pagina 208]



1.1. Algebra Comutativa 8

1.1.2 Funcoes de Hilbert e multiplicidade

O objetivo desta secao é definir e tornar facilitar o calculo da multiplicidade de um
anel. Isso nos sera 1til quando estivermos trabalhando com o grau de uma fungao.

As principais referéncias para detalhes sao [25] e [2].

Definigao 1.1.30 Um anel A é graduado se eziste uma familia {A,,n > 0} de subgrupos
do grupo aditivo A tal que A = ®,° (A, e Ap A, C Ay, myn > 0.

Definicao 1.1.31 Seja A = @2 A, um anel graduado. Um elemento v € A € dito
homogéneo, se v € A;, para algum i. Um ideal I de A é chamado homogéneo, se for

gerado por elementos homogéneos.

Exemplo 1.1.32 Seja K um corpo. O anel A = Kzy,...,x,] dos polindmios sobre K é
um anel graduado. De fato, seja Ag o conjunto dos polinomios homogéneos de grau d, ou

seja,

Ad:<x|a|GK[xl,...,xn];a:(al,...,an)EN,|a|:a1+---+an:d>,

o « (o34
onde zlol = gllgloeal - plonl,

Temos Ad C A, A= K[.’El, e ,l’n] = AO D Al D -- Ad@ e AdlAdz - Ad1+d2~

Portanto, A € um anel graduado.

Definicao 1.1.33 Seja K um corpo. Um anel A é chamado K- dlgebra graduada se A
for um anel graduado, para uma familia {A,,n > 0}, tal que A, é um K- espago vetorial
para todon >0, com Ay =K, e é chamado K- dlgebra noetheriana se cada A, for um

anel noetheriano, com Ag = K.

Proposicao 1.1.34 Sejam A = @,>0A, uma K- dlgebra noetheriana e graduada e

M = ®>oM, um A- mddulo finitamente gerado. Entdo:
1. existe m € Z tal que M, = (0),v > m;

2. dimgM, < oo,V v € Z.

Demonstragao:

1. Por hipétese, M ¢ finitamente gerado. Logo, M = (z1,...,xs) e, para todo m €

M, m=ax1+ -+ asx,.

Seja k; o menor indice tal que x; € My, e defina v = min{k;,1 < i < s}. Entao,
se M =My®dM @ ®M, D - DM@ -+, temos M, = (0),V n > v, ou seja,
M=My®d M &---® M,, como queriamos demonstrar.
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2. Como M é um A- médulo finitamente gerado e A é noetheriano, pela Proposicao
1.1.15, M é um modulo noetheriano, ou seja, M satisfaz a condicao de cadeia as-
cendente. Logo, pela Proposicao 1.1.11, todo submoddulo de M é finitamente gerado.

Entao, cada M; é finitamente gerado. Assim,

My =Y Ap_emi,¥Nm; € M, n €L

i=1

Mas, para todo v > 0, A, é finitamente gerado como Ap- modulo e Ay = K.

Assim, M, é finitamente gerado como K- espaco vetorial. Portanto,
dimgM, < oo,V v € Z.

Definicao 1.1.35 Considerando M nas condi¢oes da proposicao anterior, a fun¢ao
H(M,—-):Z — 7Z dada por

H(M,n) = dimg(M,),n € Z,

onde M,, =0, para n <0, é chamada fungcao de Hilbert de M.

A série de Hilbert-Poincaré HPy; de M € definida como sendo

HPy(t) =Y H(M,v)t".

VEZ

Para a demonstragao do préximo resultado, precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.1.36 Seja K um corpo e A = @vzo A, uma K- dlgebra graduada. Sejam ainda

M um A- mdodulo finitamente gerado, como na Proposicio 1.1.34, d > 0, f € Ag e o

A

homomorfismo ¢ : M(—d) — M dada por m — fm. Entao Ker(y) e coKer(p) sao -

modulos graduados.

Em particular,

H(M,n)— H(M,n—d) = H(coKer(¢),n) — H(Ker(¢),n —d)

HPy(t) — t"HPy(t) = HProkter(o)(t) — t"H Prcer() (1)
Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser vista em [25, pagina 94].
Teorema 1.1.37 Seja A = By>0A, uma K- dlgebra graduada. Suponha que A é gerada

como K- dlgebra por x1,...,x, € A. Entdo, para qualquer A- modulo graduado finitamente

gerado, temos
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M = @,50M, e HPy(t) = %2,
para algum Q(t) € Zl[t].

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao sobre 7.
Ser =0, entao A = Ay = K. Assim, M = ®,>oM, é um K- espago vetorial com
dimensao finita sobre K e, pela Proposicao 1.1.34, existe um ntimero natural n suficiente-

mente grande tal que M, = (0). Entao
M=My®&M®&: & M,.

Desta forma, a fungao H (M, —) possui como imagem um conjunto finito, digamos {dy, ..., d,_1}.

Portanto,

n—1
=0

Suponha agora r > 0 e defina ¢ : M(—1) — M por m + xym. Aplicando o lema

anterior, obtemos

HPy(t) = tHPy(t) = HPooger(p)(t) — tH Prer(p) (1)

Ker(p) e coKer(y) sao &— modulos. Agora,
A~ Aglxy, ...,z =

onde T; = x;(mod(xy)).

Pela hipdtese de inducao temos,

H Pookcer)(t) = iir, Qu(t) € Z[t] e HPxero) (1) = 725, Qs(t) € Z1).

Desta forma,

(1 — t)HPy(t) = HPy(t) — tHPyr(t) = HPooger()(t) — tH Prer(o) (1) =

-1 (1 _ t)rq - (1 _ t)rq - (1 _ t)rq’

Q1 (1) Q2(t)  Qu(t) —tQa(t) Q(t)
t T

onde Q(t) = Qu(t) — Qs
Observacgao 1.1.38 Cancelando os fatores comuns no numerador e denominador de

Q(t)

HPy(t) :W7
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obtemos

onde
d
G(t) = ngt” € Z[t], tal que g4 # 0 e G(1) # 0.
v=0

Definicao 1.1.39 1. O polinémio Q(t) € chamado primeira série de Hilbert de M;
2. O polinomio G(t) € chamado sequnda série de Hilbert de M;

3. Seja d = grau(G(t)) e seja s a ordem do polo de HPy(t) em t = 1. O polinémio
de Hilbert de M ¢ dado por

PM<n>=v2;gv(S‘if7j‘“) € Qln).

Teorema 1.1.40 O polinomio Py possui coeficientes racionais, possui grau s—1 e satisfaz
Py(n) = H(M,n), para n > d. Portanto, existe a, € Z tal que

s—1
s—1
m as—1Mn
Py(n) = av< ) = ——— + termos de menor grau,
=0

(s —1)!
onde as—1 = G(1).

Demonstragao: Sabemos que

Suponhamos G(t) = go + g1t + - - - + gat®.

Substituindo na equacao anterior, temos
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s—1+4+n s—=1+n-1 s—=1+n-d n
s—1 s—1 s—1

Mas, por definicao, H Py (t) = > H(M,n)t". Logo,

d

-1 —

H(M, n) =Zgr(s o ) — Py(n)n—d >0,
r=0

pela definicao 1.1.309.

Assim,
d nS—T’
Py(n) = »———— + termos de menor grau =
() ;9(8_1)!+ g
ns—l
=G(1) + termos de menor grau.
(s —1)!

|
Exemplo 1.1.41 Seja A = K[x,...,x,], onde os x; sao indeterminadas independentes e

A= @ A,. Assim, cada A, € um K- espaco vetorial de dimensao finita sobre K, da forma
v>0

A, = (2 oxlmy +mg + - -+ my = n).

Por inducdo, podemos mostrar que o niumero de geradores de A,, € (S+"_1). Entao,

(s+n—1) _ H(AR)

dZTTLK(An) s—1

Assim,

TTXOED SLIERIES o] (i s

n>0 n>0

Definigao 1.1.42 Sejam I um ideal de um anel A e r(I) = {a € A;a™ € I,n > 0} o

radical de I. Neste caso, dizemos que I € um ideal r(I)- primdrio.

Sejam A um anel e I um ideal de A. Podemos obter o anel graduado associado
ao anel A sobre o anel ? dado por
A T I
GI(A):T@ﬁEB”'@pwl

Similarmente, para um A- médulo M e um ideal I C A,, podemos obter o G;(A)-

modulo graduado associado a M :

M IM "M
G = @ @ @ i O
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Definicao 1.1.43 Sejam A um anel, I C A um ideal de A e M um A- médulo. A fung¢ao
de Hilbert-Samuel de M com respeito a I é dada por

Xhi(n) = ;H (Gr(M), 7) = dimx (%) |

Quando I for o ideal mazximal de A, denotaremos a funcao de Hilbert-Samuel por x .
Além disso, ja que A pode ser visto como A- mddulo, podemos também calcular a funcao

de Hilbert-Samuel de A com respeito a algum ideal de A.

Teorema 1.1.44 Seja (A, . #) um anel local noetheriano e I um ideal .4 - primdrio. Se
M € um A- médulo finitamente gerado com dimensao de Krull igual a d, entdo a fungao

de Hilbert-Samuel x%;(n) é um polinomio sobre Z de grau d da forma

xh(n) = %nd + (termos em n poténcias de ordem < d—1)

Demonstracao: Pelo Teorema 1.1.40, existe ng € N, tal que para n > ny,

HIGH ) n) = S (-1 e ("),

i=0
onde e, € Z.
Seja
no—1 no—1
Cng—l — Z H(GI<M)7J) - Z PGI(M)(j)
7=0 Jj=0

Entao, para n > ny,

7=0
no—1 n
=Y H(G{(M),j)+ Y Po,on (i)
Jj=0 Jj=no
no—1 no—1

= > H(G(M).5) = 3 Peyon(i) + Y Peyon()

= n0—1+ZPG](M)(j)7

Jj=0
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onde, usando a defini¢ao de Pg,(ar), temos

- _ - s—1+] s—1+j—1 s—1+j—d
ZPGI(M)(]):Z<90( P >+91( o )+--~+gd< o =
j=0

J=0

J=0 J=0

s—1+n+1 s—14+n s—1+n—(d—1)
90 . + 0 5 + ot Ga-1 < ;

com grau no maximo d e C,,_; com grau d — 1. Portanto,

" (s—1+7 " (s—1+5—1 " (s—1+j—d
goZ( Pl )Jrng( PERTE R R 27 B S =
j=0

d

I n-+1
n) = Cdi . ,onde eg = C),,.
X (1) ; d < ; ) d 0
Portanto, x4,;(n) é um polinémio de grau d. [ |

Definicao 1.1.45 O inteiro ey acima é chamado multiplicidade de Hilbert-Samuel
de M e serd denotado por e(I,M). Quando M for o ideal maximal, denotaremos e(I, M)

simplesmente por e().

O préximo teorema é o objetivo principal desta secao e ele nos darda uma férmula
que facilitara o calculo da multiplicidade de um ideal especifico. Para demonstra-lo, preci-

saremos de mais alguns conceitos. Uma referéncia para detalhes é [25].

Definicao 1.1.46 Seja M um A- modulo. A sequéncia x1,...,r, € A é uma sequéncia

M - regular se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

1. (xy,...,x0) M # M;

2. x;#0, 1=1,...,n e a multiplicagao por x; é uma aplicacao injetora em ﬁ
Exemplo 1.1.47 Se A = C{x1,...,x,}, entdo x1, ..., x, € uma sequéncia A- regular. De
fato, (x1,...,x,)A # A, pois (x1,...,2,)A nao contém polinomios de grau 1. Além disso,
sea € A,

x;a € <[E1, R ,ZL’i_1>A ~ac <1L'1, ce ,l’i_1>.

Portanto, a multiplicacao por x; € uma aplicagcao injetora em ﬁ

Definicao 1.1.48 Sejam (A, . #) um anel local noetheriano, onde M é seu ideal mazimal.
Dizemos que A é anel de Cohen-Macaulay se, dado um subconjunto {ai,...,a,} de
A, a seguinte implicacdo se verifica: se {ay,...,an} gera um ideal A - primdrio, entao

{ai,...,a,} € uma sequéncia A- reqular.
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Exemplo 1.1.49 O anel A = C{xy,...,x,} € um anel local, cujo ideal mazimal é M =
{f € A f(0) =0} e A& é .- primdrio, pois r(M) = {f € A, f" € M#,n € N} ={f €
A; f*(0) =0,ne N} ={f € A; f(0) =0} = 4. Agora, o conjunto {x1,...,x,} gera A
e, pelo Exemplo 1.1.47, {x1,...,x,} € uma sequéncia A- reqular. Portanto, A € anel de

Cohen-Macaulay.

Exemplo 1.1.50 Se A é um anel que ndo possui elementos nilpotentes tal que dim(A) = 1,
entio A é Cohen-Macaulay. Veja [10).

Definicao 1.1.51 Sejam A um anel, a1,...,a, € A, M um A- modulo e considere [ =
Yo aiA, com IM # M. Dizemos que ai,...,a, ¢ uma sequéncia quase M- regular

se a sequinte condi¢ao se verifica:

Se F(Xy,...,X,) € M[Xy,...,X,] € um elemento homogéneo de grau n e F(a) € "' M,

entdo todos os coeficientes de F' sao elementos de I M.

Para finalizar, daremos o resultado que relaciona dimensao e multiplicidade. Na
demonstracao, estao esquematizados os passos para chegar em tal resultado, fazendo re-

feréncia as afirmagoes que nao provaremos.

Teorema 1.1.52 Seja (A, #') um anel local noetheriano . Se A € anel de Cohen-Macaulay,
entao dimg (?) = e(I), para qualquer ideal A - primdrio I de A.

Demonstragao: Seja I um ideal .Z- primario. Como A é noetheriano e [ é um ideal de A,
entao [ é finitamente gerado (Proposi¢ao 1.1.11). Sejam aq,...,aqs € A os seus geradores.
Como A é anel de Cohen-Macaulay, {ai,...,a4} é uma sequéncia .#Z- regular. Logo, a

sequéncia {ay,...,aq} é quase .#- regular (ver [25, Teorema 16.2, pdgina 125]).

Além disso, G_4(A) ~ K[X1, ..., Xy], como élgebras graduadas, onde K = %, ou seja,

Vias

grau i (ver [25, Teorema 16.2, pagina 125]).

~ A;, onde A; é o conjunto de polinomios em d indeterminadas em K[X7, ..., X | de

i+d—1

A ) (ver

Assim dimg % = dimg(A;). Por indugao, mostra-se que dimg(A;) = (
25, pagina 138]).
Agora, a funcéo de Hilbert-Samuel x4(n) (em .#) é dada por

ZH (G.u(A Zdme (/;f;)

=S () =3 (45 = (1)

7

Dai,

0
Por outro lado, a fungao de Hilbert-Samuel x/(n) (em I) ¢ dada por

x4(n) = dimx (£) xa(n) (ver [25, pagina 138]).
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Logo, x4(n) = dimg (£) ("5%).

Visto que e(I) é o primeiro coeficiente da funcao de Hilbert-Samuel em I, concluimos
que e(I) = dimg (4) . [

1.1.3 Categorias

A principal referéncia para detalhes é [17].

Definicao 1.1.53 Uma categoria é um trio ordenado € = (€, M, o) composto por um
conjunto O, cujos elementos sao chamados de objetos, um conjunto M de aplicagoes entre
objetos de O, chamadas de morfismos e denotadas por f: A — B, onde A, B € O (com
A chamado de dominio da f e denotado por d(f), e B chamado de codominio da [ e
denotado por c(f)) e uma operagao o em M, satisfazendo as sequintes condigdoes: sejam

f, g, h morfismos em M,
1. Condigao de Ligamento: Se fog estd definida, entao d(fog) = d(g) ec(fog) = c(f).

2. Condigdo de Associatividade: Se fog e ho f estio definidas, entio ho (f o g) =
(hof)og.

3. Condicao de Frxisténcia da Identidade: Para cada objeto A, existe um morfismo e tal

que d(e) = A=c(e) e

(a) foe=f, sempre que f oe estd bem definida;

(b) eog =g, sempre que e o g estd bem definida.

Observagao 1.1.54 Considere o conjunto D = {(f,g); f,g € M e d(f) = c¢(g)}. Esse é

um subconjunto do conjunto M, formado pelas composicoes de aplicacoes f o g.

Exemplo 1.1.55 Considere & como sendo o conjunto de todos os grupos abelianos, M
como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de grupos abelianos e o denota a com-
posicao usual de homomorfismos de grupos.

O trio (O, M, o) é uma categoria, chamada categoria de grupos abelianos. De fato:

1. Sejam f,g € M tais que f o g estd definida. Entao existem grupos abelianos A, B, C
tais que A 2 B =iNYel Logo, d(fog) =d(g) ec(fog) = c(f). Portanto, a condi¢do

de ligamento se verifica.

2. Sejam f,g,h € M, tais que f o g e ho f estao definidas. FEntao existem grupos
A, B,C, D tais que A -+ B RNV )} Assim, dado x € A, temos (ho(fog))(x) =
h(f(g(z))) = (ho f)(g(x)) = ((ho f)og)(x). Logo, a condi¢io de associatividade se

verifica.
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3. Seja A um grupo abeliano. Considere a aplicag¢ao identidade id : A — A. Temos:
d(id) = A = c(id). Além disso, dada f € M, temos foid = f eido f = f. Portanto,

a condicao de existéncia da identidade se verifica.
Notacgao: Denotaremos a categoria de grupos abelianos por </b.

Exemplo 1.1.56 Seja R um anel. Considere & como sendo o conjunto de todos os R-
modulos, M como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de R- mddulos e o denota
a composi¢cao usual de homomorfismos de R- mddulos

O trio (O, M, o) € uma categoria, chamada categoria de R- mddulos. De fato:

1. Sejam f,qg € M tais que f o g estd definida. Entao existem R-moddulos A, B,C tais
que A 25 B EiNys) Logo, d(fog) =d(g) ec(fog)=c(f). Portanto, a condi¢ao de

ligamento se verifica.

2. Sejam f,g,h € M, tais que fog e ho f estao definidas. Entdo existem R-mddulos
A,B,C, D tais que A 5 B Jyo0 D Assim, dado x € A, temos (ho(fog))(z) =
h(f(g(x))) = (ho f)(g(z)) = ((ho f)og)(x). Logo, a condicao de associatividade se

verifica.

3. Seja A um R-mddulo. Considere a aplicagao identidade id : A — A. Temos: d(id) =
A = c(id). Além disso, dada f € M, temos foid = f eido f = f. Portanto, a

condicao de existéncia da identidade se verifica.

Definicao 1.1.57 Uma categoria ¢ = (O, M, o) possui o elemento zero se € possui um
elemento 0  tal que, para qualquer objeto X de €, os conjuntos
{f e M;d(f) =0ec(f) = X} e{g € M;d(g) = X e c(g) = 0} possuem apenas um

elemento.

Exemplo 1.1.58 Seja &7b a categoria de grupos abelianos. </b possui elemento zero. De

fato, existe o grupo abeliano {0} tal que

{f e M;d(f) =0ec(f) = X} = {0} = {g € M;d(g) = X e c(g) = 0}.

Notagao: Seja € = (0, M, o) e considere os objetos de &/, A e B. Denotaremos por
% (A, B) o conjunto de morfismos f de M tais que d(f) = A e c(f) = B.

Definicao 1.1.59 Sejam € uma categoria e {A;;i € I} uma familia de objetos de €. Um
produto para a familia {A;;1 € I} € um objeto P de € com uma familia de morfismos
{mi: P — A;;1 € I} tais que, para qualquer objeto B € € e qualquer familia de morfismos
{@i: B — A;;i € 1}, existe um dnico morfismo ¢ : B — P tal que m; o ¢ = ;, para todo
1€ 1.
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Definicao 1.1.60 Seja € = (0, M, o) uma categoria. A categoria € € aditiva se:
1. € possui elemento zero;
2. Quaisquer dois objetos de € possuem produto,

3. Dados objetos A, B de €, os conjuntos de morfismos € (A, B) sao grupos abelianos
tais que a composicio € (A, B) x €(B,C) — €(A,C) ¢ bilinear.

Definicao 1.1.61 Seja € = (0, M, o) uma categoria aditiva. € é abeliana se para cada

morfismo ¢ : A — B entre objetos de €, existe uma sequéncia
K5 A5 1- 5 B-5SK
com as sequintes propriedades:
1. joi=q;
2. K e K sdo, respectivamente, o kernel e o cokernel de ¢;

3. I €éokernel de k e € o cokernel de c.

Exemplo 1.1.62 A categoria de grupos abelianos é uma categoria abeliana. Ver [18,

pdgina 7].

Definigao 1.1.63 Sejam duas categorias € = (O, M,0) e 9 = (0',M',o"). Um funtor
T C€ — P € um par ordenado de aplicagoes (também denotadas por T ) composto por
uma fungao objeto T : € — 0", que associa a cada objeto C' de €, um objeto T (C) de 9,
e por uma func¢io morfismo T : M — M’ que associa a cada morfismo f : C — C de €,

um morfismo T (f) : 7(C) — F(C) de 2.
O funtor 7 € chamado covariante se satisfaz as sequintes condicoes:
1. Se fog estd definida em €, entio T (fog) =T (f)o T(g9), V f,g € M;
2. Para cada A € O, temos T (ida) = idz(a).
O funtor F é chamado contracovariante se satisfaz as sequintes condicoes:

1. Se fog estd definida em €, entio T (foqg)= T (g9)o T(f), V f,g € M;

2. Para cada A € O, temos T (ida) = idz(a).

Exemplo 1.1.64 Considere as categorias de R-mddulos € = (O, M, o) e de grupos abeli-
anos 9 = (0", M', o).
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Dado um R- mddulo A, considere ainda o par de aplicagoes F = (Hompg(A, —), ﬁ(;nR(A, -)),
dadas por: Hompg(A,—) : 0 — O’ que associa a cada R-mddulo B, o grupo abeli-
ano Hompg(A, B); e ﬁo?zR(A,—) : M — M’ que associa a cada homomorfismo de R-
mddulos [ : C'— B, um homomorfismo de grupos abelianos [’TOTHR(A, f): Homg(A,C) —
Hompg(A, B) da sequinte forma: a cada homomorfismo de R-mddulos g € Hompg(A,C)

associa-se o homomorfismo f o g. Mostremos que % é um funtor covariante. De fato:

1. Se fog estd definida em €, entio existem R-mddulos B, C, D tais que B 2 C ENY>)
Temos:
I‘TO?TLR(A,f og): Homgr(A,B) — Hompg(A, D)

dada por h — (fog)oh,¥Y h e Homg(A, B). Mas:
Homp(A, f) : Homp(A, B) — Hompg(A, C)

¢ dada por h — foh e %R(A,g) : Homg(A,C) — Homg(A, D) é dada por
h' w— goh'. Assim, para qualqguer h € Hompg(A, B), foh € Homg(A,C), e podemos
aplicar ﬁo?zR(A,g) sobre esta aplicagao, logo: I?o?nR(A,g)(th) =go(foh). Como

a operacao de composicao de aplicagoes é associativa, temos que

Homp(A, f o g) = Homg(A, f) o Homp(A, g).

2. Para cada A € O, seja ids a aplicacdo identidade sobre o R-mddulo A. Entao,
ﬁo?zR(A,idA) : Homp(A, A) — Hompg(A, A) € dada por f — foidy = f. Logo,
FO?)”LR(A, ida) € a aplicagao identidade sobre Hompg(A, A).

Observagao 1.1.65 O funtor do exzemplo anterior serd bastante til em secoes posteriores
e o denotaremos por (HomgA, —), onde A é um R-mddulo. Vale lembrar que o funtor é
um par de aplicagoes: a aplicagao objeto e a aplicacao morfismo. Costuma-se utilizar
apenas uma notacao para ambas aplicacoes, a fim de simplificar a escrita. Sendo assim,

nos referiremos as aplicacoes objeto e morfismo do funtor em questao através da notacao
(HomRA, —)

Proposicao 1.1.66 Sejam of e B categorias aditivas e T : of — B um funtor entre elas.

As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. T preserva soma de quaisquer dois objetos;
2. T preserva produto de quaisquer dois objetos;
3. Para cada A, A" e of, T : oA (A A") — B(T(A), T(A)).

Definicao 1.1.67 Se um funtor T satisfaz qualquer uma das condi¢oes da proposi¢do an-

terior, dizemos que T" é um funtor aditivo.
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1.2 Formas holomorfas

z

Definicao 1.2.1 Seja p € C*. O espago tangente de C* em p, denotado por (1,C"), é

o conjunto dos vetores aplicados em p.
Note que 7,C" ~ C".

Definigcao 1.2.2 Dado o espago tangente T,C". O espaco dual de T,C", denotado por
(T,C™)*, € o conjunto das fungoes lineares ¢ : C"* — C.

Observagao 1.2.3 Seja f : C" — C uma fungcao complexa e z € C*. Como a aplicacao
d.f € linear, entao d,f € (T,C")*.
O conjunto {d,z;, i = 1,...,n}, onde z; : C* — C € a proje¢ao na i-ésima coordenada

¢ uma base para (T,C")* pois d,z; € (T,C")* e

dpzi(ej) = 5~ =
J

0z; 0 sei#j
1 sei=3j
onde e; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na posigao j.

Definigao 1.2.4 Considere (C")* = C" x C" x ... x C*, k vezes. Uma fungdo ¢ :
(CM)* — C € k-linear se ¢ € linear em cada varidvel. Se o(vi,... Vi V..., V) =
—p(V1, .., U, V., V) paTa algum i, j, dizemos que ¢ € alternada.

Denotaremos o conjunto das aplicacoes k-lineares alternadas por Ak(Tp(C”)*.

Exemplo 1.2.5 Sejam @1, o, ..., @ aplicacoes lineares, podemos obter um elemento o1 A\
©a A ...\ € A¥(T,C™)* definido

(1 A2 Ao A wg) (v, v, ... v,) = det(pi(v;)).

Observagao 1.2.6 Diretamente por propriedade de determinantes, podemos concluir que
de fato p1 NpaA. . . ANy, € k- linear alternada. Em particular d,z;, A...Ndyz;, € A’“(TP(C”)*.

Proposicao 1.2.7 O conjunto {d,zi, \.. . Ndpz;,, i1 <is,... <ir}, ondei; € {1,2,...,n},

forma uma base para A*(T,C™)*.

Demonstragao: Os elementos do conjunto sao linearmente independentes, pois se

Z ai1i2~-~ikdzi1 /\/\lek :0, ij € {1,2,...,7’L},

11 <t <---<ig

¢ aplicado a (ej,,...,¢€;), 1 <---<Jrej€{1,2,...,n}, temos que

ajl"'jk = Z ai1i2...ik (dZZl FARAN dzik)(ejl, cey ij) = 0,
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para todo ji - - - ji pois,

(dziy Ao Ndzi, ) (e, e5,) = det(dzi;(e;)) =

dzi(e1) dzi(ex) -+ dz(ey) 10
dza(e1) dza(ez) -+ dza(en) _ 0 e 1
dzn‘(el) dzy(es) -+ dz,(ey) O O : 1

Vamos mostrar que se f € AF(T,C")*, entao f é uma combinagio linear de

i1 <<,
De fato,
Z fleiy, e )dziy Ao Ndzy, =g
iy <<,
é um elemento de A*(T,C")*. Além disso, g(e,...,e;) = f(€i,-..,¢€,), para todo
Basta fazer f(e;,,...,€;,) = Q... [

Definicao 1.2.8 Uma k- forma exterior em C" (k > 1) é uma aplica¢io w que a cada

p € C" associa w(p) € A*(T,C™)*.
Pela proposicao anterior, w pode ser escrito na forma
w(p) = iy, (D) (dpzi, A+ Ndpz), i € {1,2,.. 0}
onde a;,...;, sao aplicagoes de C" em C.

Definicao 1.2.9 Nas condi¢oes acima, se as fungoes a,..;, forem holomorfas, w é cha-

mada de k- forma holomorfa.

Definicao 1.2.10 Sejam w uma k- forma holomorfa e p uma s- forma holomorfa:

w:ZaIdzl, [:(il,...,’ik>, i1<...<ik,
I

o= bydzs, J=(j1.--,js), 1 <-.. <
J

Definimos a operagao chamada produto exterior ou produto wedge da sequinte

forma:

w/\go:Za]dez[/\dzJ.

1,J
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Se I = J podemos definir a soma:
w+p= Z(a; + by)dzy.
I

Observe que w A ¢ € uma (k + s)-forma holomorfa.

Propriedades:

Se w é uma k-forma holomorfa, ¢ uma s-forma holomorfa e ¢ uma r- forma holomorfa,
temos:

1. (wWA@Q)ANo=wA(pAo);

2. wAp=(—1)*pAw;

3. wA(p+0)=wAp+wAo quando r = s.

Demonstragao: Sejam w = ZaIdZ[, I=(i1,...,i), p = ZdeZJ, J=(j1,---,Js) €
I J

o = ZCLdZL, L= (ll,...JT).

L

1. (wWAp)ANo = <Z arbydzr N dZJ) A ZdzL = Z(a]bJ)CL<dZ] Ndzy) Ndzp, =
L

1,J 1,J,L

= Z CZ](bJCL)dZ[ VAN (dZJ A dZL) = Z amlz; N <Z bJCLdZJ A dZL> =wA (30 N O').
1

1,J,L J,L

2. WAp = ZaIdezil/\dziQ/\~~-/\dz,;k/\dzj1/\dzj2/\~~-/\dzjs

= .= ija](_l)dejl Ndziy Ndzig N -+~ Ndz, | Ndz, Ndzj, N+ Ndz;,.

Repetindo o mesmo raciocinio para dz;,, V j, € J, como J tem s elementos, obtemos

WAp= ZbJal(—l)kdzjl Ndzjy N Ndzg, Ndzgy, Ndzig A Ndz, = (1) Aw.
IJ

3. wA(p+0) = > arzr AN(Q by +cy)dzy)
= ZCL[(bJ‘i‘CJ)dZ[/\dZJ):Z(a]bj+a[CJ)dZ[/\dZJ

I 1,J
= Z(ale)dzl Ndzy + Z(GICJ)dZ] Ndzy=(wWAp)+ (wAo).
1,7 1,J

Notagao: Denotemos por Q%, o conjunto das k-formas holomorfas em C".

Proposicao 1.2.11 QF, ¢ um C-mddulo.
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Demonstragao: Sejam duas k- formas holomorfas wy = > ;ardz;, I = (iy,..., 1),
ih < ... <dpewy =Y ;bidz, I = (iy,...,0), 91 < ... < i} e defina a operacdo de
adicao dada por wy +ws = w = >, (a; @ br)dzr, I = (i1,...,%), 11 < ... < iy, onde &

denota a adicdo usual de fungoes. Assim, pelas propriedades de @ ¢é facil ver que (.., +)
é grupo abeliano. Defina a aplicagio ¢ : C x Q&, — QL. por ¢(k,w;) = >, (k- ar)dzr,
I=(ir,...,0), i1 <...<ig, onde “ -7 denota o produto de uma fungao por um escalar.

13

Pelas propriedades associativa e distributiva de “ - 7, temos que a aplicacao ¢ satisfaz as

condigoes da defini¢io de médulo. Portanto, Q. ¢ C- médulo. |

Observagao 1.2.12 Mostra-se também que QF, é um C{z}- mddulo. Na Proposi¢io
1.2.11, vimos que Q. é grupo abeliano com a operagao de adi¢do de k- formas. Defina a
aplicagdo ¢ : C{x} x Q&, — Q. por o(f,w) = f Aw, definida em 1.2. Pelas propriedades

demonstradas, € facil ver que @ satisfaz as condigoes da defini¢ao de modulo.

1.3 Diferencial de Kahler

A principal referéncia para detalhes é [10].

Definicao 1.3.1 Sejam A um anel comutativo e B e M A- mddulos. Uma A-derivagao

de B em M ¢ uma aplicagdo d : B — M que satisfaz, para todo x,y € B :
1. d(mz +y) = md(x)+d(y), YVm € A, o que significa que d é uma aplicacio A-linear;
2. d(zy) = yd(z) + zd(y).

Exemplo 1.3.2 Considere o corpo das séries de poténcias C{x} := C{zy,...,2,} € Qtn
o conjunto das 1- formas holomorfas sobre C". Jd vimos que C{z} e Qt. sao C- mddulos.
Considere a aplicagao d : C{z} — Q. definida, para cada f € C{x}, por d(f) =
apy

du;

dx;. Pelas regras de derivagao da soma e do produto de funcées, temos, para f,g €
i=1

caf, dlf+g) = YDy 2y gt +Z§9d = d(f) + d(g) e d(fg) =

0 —J
> —é‘i_f)dxi - (2%@) g+ f (;&i d@-) =d(f)g + fd(g).

Desta forma, d é C- deriwagio de C{xy,...,x,} em Qbn.

Observagao 1.3.3 O conjunto Der(B, M) :={d: B — M;d é uma A- deriva¢ao de B em M}
¢ A- mddulo com as operagoes (dy + dg)(b) = dyi(b) + do(b) e (a.d)(b) = a.(d(b)), com
dy,dy € Dery(B,M),a € Aebé€ B.

Deﬁnigéo 1.3.4 Seja f € C{z}. O jacobiano de f, denotado por Jf, é definido por

Z 01:2
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Teorema 1.3.5 Existem um par (B,d), onde B é um C{x}-mddulo finitamente gerado
e uma C-derivagio d : C{z} — B de C{z} em B, tal que, para cada C{z}-mddulo M
finitamente gerado, o morfismo C{x}-linear 0y : Home (B, M) — Derc(C{z}, M), dado

por 0(p) = pod, € um isomorfismo de A-mddulos.

Demonstragao: Seja B o conjunto dos jacobianos de cada aplicacao f € C{z}, isto é,

B := {Z gg(;j)dxl,f € C{x}}

=1

Sobre B, considere a operacao ¢ dada por:

(5:28000) = (52000 ) 2 (Ui, - Bl ) - ST,

i=1 i=1 =1 i=1

onde f,g € C{x} e + denota a operagao de adigdo de aplicagoes. Visto que C{x} é grupo

abeliano com a operagao +, é facil ver que B é grupo abeliano com a operacao @.

"0
Além disso, a multiplicacao por um escalar ¢ € C é dada por ¢ ® ( E g(x)dxz> =
X
i=1

n
dlc.f(x
Zdei, onde f € C{z} e “ denota a multiplicacdo de um escalar ¢ € C por
, L
=1
uma aplicagao.
Com estas operagoes, podemos mostrar que B é um C-mdédulo, pois, para b,c € C e

frg € C{x},

1.
~0f (x) —dy(z) ~d(f +9)(x)
c. (; ax, dx; + 2 oz, dxi> =c. (1:1 —8xi dxi> =
Ae(f+9)) ,  —oefl@)+eg),
el @), | S desto),,
2.
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Além disso, a aplicagdo C{z} x B — B dada por

(f(w)Zagg)dwi) - @)Y

=1 i=1

Jf)d = Zf(x)ag(l’)

faz de B um C{x}-médulo. A verificacao disto é simples, utilizando as operagoes entre

aplicacoes e seguindo o processo feito na enumeragéo acima

Observamos ainda que para c € C, f € C{z} e Z )d € B, temos:

0
% -=cf>zzi, EDY el

i=1

dg(x

~(f0y o, 0 Z
i=1 =

Como B ¢é C-médulo e C{z}-mddulo, temos que B é mddulo sobre a C-algebra C{z}.

Por construcao B = C{z}dx; & --- & C{x}dz,, logo B é um C{z}-mddulo finitamente

gerado.

Considere a aplicacao d : C{zx} — B dada por f +— Jf = Z 5 )da:Z Pelo Exemplo
z;

1.3.2, d é uma C-derivagao de C{z} em B.
Dado M um C{z}-médulo finitamente gerado, resta mostrar que ), é isomorfismo. De

fato, sejam ¢, 1) € Homeg,(B) e h € A, temos:
L Ou(o+9)=(p+v)od=dod+vod=">0yu(¢)+0u(V)e
2. Oy(hogp)=(hop)od=ho(pod)=hoby(p).

Logo, 0, é homomorfismo de A-mddulos.

Agora, se 0(¢) = 0, onde 0 é a aplicagdo nula, temos 6(¢) = ¢ od = 0, e assim,
(pod)(z;) =0,Vi=1,...,n, oque implica: ¢(dz;) = 0. Como {dz1,...,dx,} gera B,
temos que ¢ = 0. Portanto, Ker(#) = {0}. Logo, 0 é injetora.

Para mostrarmos a sobrejetividade, considere 6 € Derc(C{z}, M) e defina ¢ € Home(B, M)
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por ¢(dx;) = 6(z;). Temos, para f € A,

ox; ox; Ox;

1=

9(¢)(f)=¢(df)=¢<‘ gl @dxz-) = > o) = 3 () = a(1).

Assim, 6 é sobrejetora. Concluimos, portanto, que 6 é isomorfismo de C-médulos. W

Definicao 1.3.6 O C{z}-mddulo B que satisfaz o teorema anterior serd denotado por

Oty € 0 par (g, d) € chamado médulo do diferencial de Kihler.

Observagao 1.3.7 No desenvolvimento desta se¢ao, vimos que o modulo diferencial de
Kahler, Q(lc{m}, ¢ finitamente gerado em C{x} e uma base para este médulo é {dx1, ..., dx,}.
Logo, utilizando a Proposi¢ao 1.2.7, temos que Qc{x} = AY(T,C™)*. Com isso, uma 1- forma

holomorfa em C", w € Qt., associa a cada ponto x E (C", uma 1- forma linear alternada

Z?Zlagf)dmi, onde f € C{x}, ou seja, w( Z

8271



Capitulo

Modulo dual de Grothendieck

Neste capitulo, desenvolvemos a teoria necessaria para a definicao do principal objeto
relacionado com a definigao do niimero de Milnor de curvas reduzidas e de fungoes definidas

nelas: o modulo dual de Grothendieck.

2.1 O grupo Exterior

Nesta secao, sejam R um anel e o7 a categoria de R- modulos.

2.1.1 Funtores derivados

Definicao 2.1.1 Uma cadeia complexa ¢ em o/ é uma colegcio de objetos {Cy}nez de
o/ com morfismos 6, : C,, — C,_1 em & que satisfazem 9, o 6,1 = 0. Os morfismos 9,

sao chamados diferenciais ou operadores de fronteira.
~ On On
Notagao: € : -+ — Cpig —3 Cp 2% Cry — -+ ot {Ch,0n}nez.

Exemplo 2.1.2 Sejam R um anel, A, B dois R-mddulos e A @ B a soma direta dos R-

modulos A e B. A sequéncia

vista como € = {Cy,0n}nez, onde Cy = B, C; = A® B, C; = AeC; =0,
Vi#0,1,2 0 =g, 00 =7, 0 =1, €ed; = f,Vj#0,1,2, € uma cadeia compleza,
onde i € a aplicagao inclusao, ™ € a aplicacao projecdao, f € a aplicacao que associa O ao
elemento neutro do seu contradominio e g € a aplicacao nula. E claro queiof =0,m0i =0

e gom = 0. Portanto, a sequéncia acima é uma cadeia complexa.

Definigao 2.1.3 Um morfismo entre cadeias complexas ¢ : € — 2, € = {C,,dp}nez
e 9 = {Dy,0n}nez, € uma colecao de morfismos ¢ = {¢, : C,, = Dy }nez, satisfazendo

27
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©n O dpy1 = Opy1 © Yni1, para todo n € Z. Em outras palavras, esses morfismos formam

diagramas comutativos com as cadeias complexas de € e 9.

dn

dn+1
G- Cois c, Ch
Pn+1 J/S@n J/Sonl
8n+1 Bn
D — Dn+1 Dn Dn—l

Definigao 2.1.4 Sejam € = {C,,dy}nez € D = { Dy, Op}nez cadeias complezas e v, :
€ — 2 dois morfismos entre elas. Uma homotopia h : ¢ — 1 entre p e € uma cole¢ao

de morfismos h, : C, = D, tal que
’(/}n_gpn: n+lohn+hn—lodna VTLEZ,

como no diagrama

cg L Cn+1 dn+1 Cn Cnil
P

On+1

.@ Lo /> Dn+1 Dn anl

Nessas condigoes, os morfismos de cadeias ¢ e v sao ditos homotopicos e serao

denotados por ¢ >~ 1.

Dada uma cadeia complexa € = {C,,, §,, }nez, como 6, 00,1 = 0, temos I'm(d,11) C
Ker(6,), V' n € Z. Assim, fica bem definido o seguinte objeto:

Definicao 2.1.5 O n-ésimo objeto homoldgico da cadeia complexa € = {C\, 6y }nez,
Ker(dy)
Im(dn41)”

denotado por H, (%), € definido como sendo o quociente

Definigao 2.1.6 Uma cocadeia complexa € em &/ é uma colecio de objetos {C"},ez
de o/ com morfismos 6" : C" — C" ! em &/ que satisfazem 6" o 6™ = 0. Os morfismos

0™ sao chamados operadores de cofronteira.

Notagao: ¢ : --- — C"! Mo om M ot i o {C™, 0"} ez

Definicao 2.1.7 Um morfismo entre cocadeias complexas p : ¢ — 9, € =
{C™" d"} ez € D = {D",0"}rez, € uma colecao de morfismos ¢ = {¢™ : C™ — D"},ez,
satisfazendo " o d® = 0" o ", para todo n € Z. Em outras palavras, esses morfismos

formam diagramas comutativos com as cocadeias compleras de € e 9.

L ... cn-1 ar—! cn ar ontl

lwnl J/SOTL iw'rkl»l

|72 pr—1 ot Dn on D+l
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Além disso, ¢ gera uma cadeia complera como seque:
90(%) N gOnfl(cmfl) 8”;; gOn(cm) ﬂ S0n+1(0n+1> ...

Definigao 2.1.8 Sejam € = {C",d"} ez € D = {D",0"}nez cocadeias complexas e v, :
€ — 2 dois morfismos entre elas. Uma homotopia h : ¢ — 1 entre @ e € uma cole¢dao
de morfismos h™ : C™ — D" ! tal que

Yt — " =" oh"+h"od", Vn €Z,
como no diagrama

G ... Cn—1 drt cn ar cntl

| el

D —pr 1 p O o

Nessas condigcoes, os morfismos de cocadeias ¢ e 1) sao ditos homotopicos e serao

denotados por ¢ =~ 1.

Dada uma cocadeia complexa ¢ = {C" 0" },ez, como 6" o 6" = 0, temos
Im(6™) C Ker(6™), ¥V n € Z. Assim, fica bem definido o seguinte objeto:

Definigao 2.1.9 On- ésimo objeto cohomolégico da cocadeia complexa @ = {C™, 6" } ez,
Ker(s™)
Im(én—1)"

denotado por H"(€), € definido como sendo o quociente

Observagao 2.1.10 O n- ésimo objeto cohomoldgico é preservado por morfismos de coca-
deias homotopicas, isto €, dados @, : € — P cocadeias de morfismos tais que p ~, 1,
entdo, para cada n € Z, H"(p(€)) = H"(Y(2)). Ver [28, Proposi¢io 9, pdgina 6].

2.1.2 Resolucao projetiva

Seja € = {Cy, dy, }nez uma cadeia complexa em 7.
Definicao 2.1.11 A cadeia complexa € € positiva se C,, = 0, para todo n < 0.
Notagao: ¢: ---—C,—>Ch_1— - —>C1 — Cy— 0.
Exemplo 2.1.12 A cadeia complexa 0 “dA5AeBS5B%0¢ positiva.

Definicao 2.1.13 Um objeto P em uma categoria é dito ¢ um objeto projetivo se dados
objetos A, B nesta categoria, para cada epimorfismo e : A — B e cada morfismo~y : P — B,
existe um morfismo 3 : P — A tal que yoe = [5.
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Exemplo 2.1.14 Sejam R = Z[\/—5] e & a categoria de R- mddulos. O R- mddulo
I =(3,24++/=5) € projetivo. A demonstragao desta afirmagdo encontra-se em [19, pagina

1] e vamos omiti-la por ser bastante técnica e nao corresponder aos objetivos deste trabalho.

Definicao 2.1.15 Seja € uma cadeia positiva. A cadeia complexa € € dita projetiva se

C,, € um objeto projetivo, para cada n > 0 e € dita aciclica se H,(¢) =0, paran > 1.
Para o proximo resultado, precisaremos ainda da seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.16 Uma sequéncia de homomorfismos de R- modulos
L L R L0 I L= IO

¢ chamada sequéncia exata, se Im(fy) = Ker(fyi1),Vk € Z.

Proposigao 2.1.17 Uma cadeia positiva

dn—l

¢. o Ao Il o by o Dy

¢ aciclica se, e somente se, existem aplicacoes f, g tais que a sequinte sequéncia € exata
dn+l dn dnfl
RO, TS Cp TS B 0 Cy 5 Ho(6) 0.
Demonstragao: Suponha que a cadeia complexa € ¢é aciclica. Entao H, (%) =0,V n > 1.

Dai,
Im(dys1) = Ker(d,),Vn > 1.

Agora, Hy(%) = Ifz((ddlo)) = Imcggll), pois Ker(dy) = Cp, ja que dp é a aplicagao nula.
Sejam f : Cy — Ho(%€) a aplicacdo dada por f(z) = x4+ Im(dy) e g : Hy(¢) — 0 a
aplicagdo nula. Assim, pela construcdo, Im(dy) = Ker(f) e Im(f) = Ho(€¢) = Ker(g).

Portanto, a sequéncia
dn+1 dn dn71 9
SO, S Oy e 01 = Cy — Hy(€) — 0
¢é exata.

Por outro lado, suponha que a sequéncia

dn n dn—
o Ao on A o L Hy(6) - o,

denotada por %7, é exata.
Definindo dy : Cy — 0 como sendo a aplicagao nula, temos dy o d; = 0 e, como %) é
exata, Im(d,.1) = Ker(d,). Assim

dyody1 =0Yn>1e Hy(€) = 2ol — 0 vn >

Im(dn+1)
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Portanto, ¢ é uma cadeia aciclica. |

Definicao 2.1.18 Uma resolugcao projetiva de um objeto A em & é um par, denotado

por (P,1), composto por uma cadeia projetiva aciclica (em <)
L o — Py — - — P — B
com um morfismo 1 : Py — A, que faz a sequinte sequéncia ser exata:
---—>Pn—>Pn_1—>---—>P1—>P0i>A—>O.

Notagao: A sequéncia anterior pode ser vista como uma cadeia complexa, denotada por

Z 4. Por simplicidade, nos referimos a &4 como sendo uma resolucao projetiva de A.

Definicao 2.1.19 Diz-se que uma categoria </ possui projetivos suficientes se para

cada objeto A existem um objeto projetivo Py e um epimorfismo Py — A.

Lema 2.1.20 Seja P um objeto projetivo da categoria <f. Qualquer subconjunto Py de P
¢ um objeto projetivo de < .

Demonstragao: Sejam A e B objetos em /. Considere um epimorfismo ¢ : A — B e
um morfismo 7 : P — B. Defina a aplicagdo ¢ : P — B da seguinte maneira: ¢|p, = v e
¢(x) = yo, V& € P\ Py, onde yp é um elemento fixo de B. Por hipétese, P ¢é projetivo,
portanto existe um morfismo f : P — A tal que f oe = 7. Considere a restricao f|p, :

P, — A. Temos f|p, o€ =|p, = ¢. Portanto, P, é um objeto projetivo. [

Proposicao 2.1.21 Seja &/ uma categoria abeliana com projetivos suficientes. Entdo po-

demos construir uma resolucdao projetiva para qualquer objeto A de < .

Demonstragao: Sejam A um objeto de &7 e n: A — 0 a aplicagdo nula. Como & possui
projetivos suficientes, existe um objeto projetivo Py de &/ e um epimorfismo ¢y : By — A,
o que nos da que Py % A % 0 é uma sequéncia exata, ja que Im(ey) = A = Ker(n).

Seja P, := Ker(ep) e considere a aplicac¢ao inclusao i := ¢; : P, — Fp. Pelo Lema 2.1.20,
temos que P; é um objeto projetivo. Como Im(e;) = Ker(e), a sequéncia P, = Py

A — 0 é exata. Seguindo este procedimento, podemos construir uma sequéncia exata
o> P, Py =P —>PFP—>A—0,

onde os objetos P; sao projetivos.
Como esta sequéncia é exata e os objetos sao projetivos, ela é uma cadeia projetiva, que
denotemos por &. Agora, vejamos que & é aciclica. Usando a Proposicao 2.1.17, temos

de mostrar que

o> P, P, 1 —--—> P = FP— Hy(P)—=0
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¢ exata. Como Hy(Z) = Ker(ey)/Im(e;) = 0, basta mostrar que
o= PP, == P=>F—=0

é exata, o que se verifica pelo modo como construimos esta sequéncia.

Portanto, & é uma resolucao projetiva de A. |

2.2 Funtores derivados a direita

Sejam R um anel, &/ a categoria de R- médulos com projetivos suficientes e %
uma categoria abeliana qualquer. No que segue, as construgoes e demonstragoes serao
feitas admitindo que todo objeto da categoria 7/ possui uma resolucao projetiva e isto é

garantido pela Proposicao 2.1.21.

Proposicao 2.2.1 Seja T : of — P um funtor contravariante. Sejam P4 a resolucao

projetiva de um objeto A de <f, onde
5 51 5o
Pp: oo — P —F—A—0,
e T(P4) a sequéncia
0 — T(A) 2 p(py) T p(p) T
Entao, T(P4) é uma cocadeia complexa de objetos de AB.

Demonstragao: Basta mostrar que 7'(6,,) o T'(d,,—1) = 0, para todo n > 0.
Como #, é uma cadeia complexa, §,,_1 09, =0, n > 0. Sendo T um funtor contrava-

riante entre categorias,

T(6,) 0T (0p—1) =T(0p—100,) =T(0) =0, n=>0.
Portanto, T'(Z24) é uma cocadeia complexa de objetos de . [ |
Notagao: Usaremos a notagio R7AT(A) := H"(T(Z,)), para n > 0.

Proposicao 2.2.2 Sejam A e B objetos da categoria of e P4 e 2p suas resolugoes pro-
jetivas, respectivamente. Entao, a menos de homotopia, existe um unico isomorfismo entre

o conjunto de morfismos entre A e B e o conjunto dos morfismos de cadeias entre &P, e

2p.

Demonstragao: Dado um morfismo o : A — B, devemos mostrar que existe um tnico

morfismo de cadeia complexa ¢ : ¥, — Zp, a menos de homotopia, onde
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32,43 —>P1i>Poi)A—)0 e
Qg — Q1 Qo B—0.

Essa construcao sera feita por inducao. Como &4 e Zp sao cadeias projetivas, entao
elas sao sequéncias exatas com objetos projetivos. Logo, dy e dy sao epimorfismos e P; e Q);
sao objetos projetivos, qualquer que seja i > 0.

Os morfismos « e §y determinam o morfismo o dy : Py — B e, sendo dy : Q9 — B um
epimorfismo e Py um objeto projetivo, existe um morfismo induzido ¢q : Py — o, tal que
dy o pg = v 0 .

Os morfismos ¢q e d1, por sua vez, determinam o morfismo ¢q o d; : P, — QQg. Note que
doo (god1) = (dyog)od; = (wody)od =ao(dgod)=aol=0.

Assim, Im(¢g o 61) C Ker(dy) = Im(dy). Logo, dy : Q1 — Im(dy) é um epimorfismo
e, considerando o morfismo ¢y o d; : Pi — @y, onde P; um objeto projetivo, existe um
morfismo ¢; : P, — Q1 tal que dy o ¢1 = ¢g 0 9;.

Suponha que existam ¢q, ..., ¢,_1 tais que ¢; : P, — (; sao morfismos que satisfazem
dio¢; = ¢i_100;, Vi<n-—1.

Os morfismos ¢,_1 e §,, determinam o morfismo ¢,_1 09, : P, = Q,_1 €

dn—l o (¢n—1 o 671) - (dn—l o qbn—l) o 571 - (¢n—2 o 5n—1) o 677, = ¢n—2 o (671—1 o 671) = ¢n—2 o0 =0.

Assim, Im(¢,—109,) C Ker(d,—1) = Im(d,). Logo, d, : @, — Im(d,) é um epi-
morfismo e considerando o morfismo ¢,,_1 046, : P, — Im(Q,_1), onde P, é um objeto
projetivo, temos que existe um morfismo ¢, : P, — @, tal que d,, o ¢, = ¢,,_1 0 0.

Desta forma, construimos um morfismo entre as cadeias &, e Zp dada pela familia de
morfismos ¢, = {¢n : Py — Qn}tnez.

Sejam agora dois morfismos ¢, 1, entre as cadeias ¥4 e Zp determinados pelo mor-

fismo o : A — B como nos diagramas

Do e ) s A
N
Dy Q" Qo= B
Pyt o PP -2
N
Dy - 0, -0, 2B
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Vamos construir uma homotopia entre eles. Para isso, construiremos morfismos
hy : P, — Q41 tais que ¢, — ¥, = dyy1 0 hyy + hy—1 0 0y, por indugao sobre n.

Inicialmente, note que
do o (¢o — o) =doo o —dyo g =aody—aody=0.

Assim, Im(¢pg — o) C Ker(dy) = Im(dy).
Considerando o epimorfismo d; : Q1 — Im(d;) e o morfismo ¢g — Vg : Py — Im(d,),

onde F, é um objeto projetivo, temos que existe um morfismo hg : Py — @1 tal que

dy o hg = ¢ — to.
Vamos supor que existam hg, hq, ..., h,_1 de modo que
Qbr_wr:dwrlohr—i_h?‘floér; Vr<n-—1.
Note que

dn o (d)n - ¢n - hn—l o 571) = (%—1 - 1/)71—1 - dn o hn—l) o 571 = hn—? o 571—1 o 571 =0.

Portanto, Im(¢, — 1, — h,—1 06,) C Ker(d,) = Im(d,+1).
Assim, considerando o epimorfismo d,.1 : Qi1 — Im(d,y1) e o morfismo
ép — Yy — hp1 06, : P, = @Q,, dado que P, é projetivo, existe um morfismo

hy : Py — Qnyq tal que
dpy10hy = ¢ — Yy — hp_1 09, ou seja, ¢, — Yy = hyp_1 00, + dpiq 0 hy.

Portanto, ¢, >~ ¥q. |

Sejam A e B objetos da categoria o7 ¢ &4 e 2 suas resolugoes projetivas, respec-
tivamente. Considere o : A — B um morfismo entre esses objetos. Pela Proposicao 2.2.2,
existe um morfismo de cadeia ¢, : P4 — ZPp, ¢o = {On : Py = Qnlnez, que nos da um

diagrama comutativo com os morfismos das resolugoes projetivas ¥4 e Zpg:

e@A: P1 d1 P() do A 0
l¢1 ltbo la
D Q= Q= B0

Aplicando o funtor contravariante 1" nas resolucoes projetivas, obtemos:

T(o) T(01)
T(2p): 0——=T(B) —=T(Qo) —=T(Q1) —=+-",
lT(a) T(¢0) iT(m)
T'(do) T(d1)

T(P4): 0—=T(A) —LT(Py) “2LT(P) — -
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onde T determina, sobre os morfismos ao: A — Be ¢, : P, = Q,, ¥V n € N, os morfismos

T(a): T(B) = T(A) eT(¢n) : T(Qn) = T(P,), Vn eN.
Note que,

RZAT(4) = HY(T(2,)) = oer )

= T, ) © L)

Como T é funtor contravariante, temos

T(¢n-1) 0 T(On-1) = T(On-1 0 on-1) = T(bn-2 0 dn-1) = T(dn-1) © T(pn-2).

Assim, T'(¢n—1)(Im(T(0n-1))) C Im(d,—1). Além disso, T'(¢n(Ker(d,))) C Ker(T(d,)),
pois
a € Ker(0,) = T(0n)(a) =0 = T(¢,)(T(0n)(x)) = 0.

Por outro lado,

T(Pn)(T(0n)()) = T(On 0 ¢n)(@) = T(dn-1 0 dn)(@) = (T(dn) © T(¢n-1)) ().

Logo, T(¢n-1(cr)) € Ker(d,,).

Deste modo, T(¢,)(RZA(T(A))) C RZ5(T(B)), pois, se a € Ker(d,),

T(¢n)(a+ Im(T(0,-1))) = T(¢n)(a) + T(¢n)(Im(T (dn-1))).

Notagao: Para cada n, denotemos por H, (T (¢,)) a restrigao da aplicagdo T'(¢,) ao con-
junto RZ2T(B).

Proposicao 2.2.3 Seja T um funtor contravariante da categoria </ e considere as aplicacoes
R,T dada por R,T(A) = RZAT(A),Y A objeto em &, e H, que associa a cada morfismo
¢p:A— Bemd (P4 e 2p resolucies projetivas de A e B, respectivamente), o morfismo
H,(T(¢)) : RZ2T(B) — RZ7AT(A), como na discussio anterior. O par (R,T,H,) é um

funtor covariante, que por simplicidade serd denotado por R,T.

Demonstragao: Claramente R, T é um funtor. Mostremos que ele é covariante. Sejam
A, B e C objetos da categoria & e g: A — B e f: B — C morfismos de &7, tais que fog
esta definida. Sejam P4, Zp e Z¢ as resolucoes projetivas de A, B e C, respectivamente.
O morfismo f determina um morfismo de cadeias complexas ¢ : Z4 — Zp e o morfismo

g determina um morfismo de cadeias complexas ¢, : Zp — Z¢. Mostremos que

H(T(¢y) 0 T(1hg)) = Hu(T(¢5)) 0 Hu(T (¢g))-

Como T é funtor contravariante,

H(T(65) 0 T(w) = Hu(T (0, 0 65)) = 0 bul oy ) = (T(00) © T(W))| gioro
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Visto que T'(,,))

y C RZ5(T(B)), podemos escrever

RYC(T(C)) Hy(T(¢5)) © Ha(T'(tg)).

RIS (T(C
(T(an) o T(Q/}n)) |Rch(C) = T(¢n) |RfBT(B) o T(¢n>

Portanto,

Ho(T(¢y) 0 T (1)) = Hu(T(¢5)) 0 Hu(T (¢g))- (2.1)

Seja a aplicacao identidade sobre o objeto A, idy : A — A. A partir desse morfismo,
podemos construir um morfismo de cadeia complexa ¢;q, = {id, : P, — P,, P, € Pa}.

Como T é um funtor contravariante,

Hn(T(¢z‘dA)) = T(@d,;)

rZaqray = ()T g2a gy = 1,7 (2.2)

De (2.1) e (2.2), temos que R,T é um funtor covariante. [

Proposicao 2.2.4 Seja T : o/ — B um funtor aditivo contravariante. Se P4 e 24 sio
duas resolug¢oes projetivas de um objeto A de <, entdo, para n > 0, RZAT(A) coincide

com RZAT(A).

Demonstragao: O morfismo identidade id 4 sobre A induz, como na construgao obtida na

Proposigao 2.2.2, os morfismos @;q, : Pa — Za € ¢ia, : a4 — 4 como a seguir:

dy do

P, Py A——s0
lwl lwo ld
1 & Qo Iy 0
b T,
Ny - Ly 0

Os morfismos ¢4, € ¢4, pertence ao conjunto imagem do morfismo id 4, segundo o iso-
morfismo da Proposicao 2.2.2. Logo, ¢iq, ~n pid,. Entao, existe uma cadeia de aplicagoes
{hpn}nez tal que ¢, — @, = dyyq © by + hy—q © O,. Dal, como T é contravariante e aditivo,
T(‘bn_‘ﬁn) = T<dn+1 ohn—|-hn,10(9n) = T(¢n) _T((Pn) = T(hn>OT<dn+1)+T(an)OT<hn*1)-
Por propriedade de funtor contravariante, T'(h;) = K/, T(9;) = &' e T(d;) = &’~*. Dali,
T(¢n) — T(pn) = T(hy) o T(dyi1) + T(Dy) 0 T(hy—1) = K"t od® + 9,1 o h™. Logo,
T(¢) ~=n T(p)-

Portanto, pela Observacio 2.1.10, RZ4T(A) = RZAT(A). [ |

Observagao 2.2.5 As duas ultimas proposicoes nos permitem concluir que o funtor R,T
estd bem definido. Na Proposi¢io 2.2.2, vimos que o morfismo H,(T(¢s)) depende apenas
do morfismo « entre objetos da categoria, mas nao do morfismo de cadeia complexa ¢,
visto que todos os candidatos a “¢,” sao homotopicos. Além disso, sequndo a Proposicao
2.2.4, 0s objetos RZAT(A) independem da resolugio projetiva escolhida para o objeto A de

. Logo, o funtor R, T possui objetos e morfismos bem definidos.
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Definicao 2.2.6 Seja T : &/ — A um funtor contravariante. Para n > 0, o funtor

covariante R, T é chamado n-ésimo funtor derivado a direita de T.

Um conceito importante para o desenvolvimento da teoria é um caso particular da

definigao anterior, como segue:

Definicao 2.2.7 Sejam R um anel, € a categoria abeliana dos R-mddulos e B um ob-

jeto de €. O n-ésimo funtor derivado a direita do funtor contravariante Hompg(—, B) é

chamado n-ésimo funtor exterior e é denotado por Ext}h(—, B).

Em outras palavras, Exti(—, B) é um funtor covariante, que associa a cada R-
médulo A, o grupo abeliano Ext’(A, B), chamado grupo exterior de A e B, e a cada
homomorfismo de R-médulos f : A — C, 0 homomorfismo de grupos abelianos Ext, (A, f) :
Ext%(A, B) — Exth(C, B).

Neste contexto, usando as notagoes anteriores, dados dois R-médulos A, B, o grupo

exterior Fxt(A, B) é calculado da seguinte forma: tome uma resolugao projetiva de A

Py o= P =>F—-A—0,

o funtor Hompg(—, B) determina a cocadeia complexa
Hompr(P4,B): 0 — Hompg(A, B) - Homg(Py, B) = Homg(Py,B) — - -,
e Ext}h(A, B) é o n-ésimo objeto cohomolégico R, (Hompg(A, B)) da cadeia
0 — Homg(Py,B) = Homg(P,B) — - --
Proposigao 2.2.8 Sejam R um anel e A e B, R- mddulos. Entio Ext’(A, B) ~ Homg(A, B).
Demonstragao: Seja &2, uma resolugao projetiva de A,
Py : --~—>P1i>P0i>A—>O.

Logo, &4 é uma sequéncia exata. Assim, o funtor Hom(—, B) determina sobre &, a

sequéncia exata

Hom(24, B): 072" Hom(py, B) """ Hom(Py, By — ---.

Por definicao,

Ker(Hom(Z4,61))

Im(Hom(Pa,d)) = Ker(Hom(Z4,01)).

Ext’(A, B) = Ro(Homp(A, B)) =
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Os elementos de Ker(Hom(P4,6;1)) sao morfismos da forma f o dy € Hom(Fy, B) tais
que fodyod =0, onde f € Homg(A, B). Como o §; = 0, qualquer f € Hom(A, B) é
tal que fody € Ker(Hom(Pa,01)). Assim, Ker(Hom(Z4,61)) = Hom(Fy, B).

Defina ¢ : Hom(A, B) — Hom(P,, B) como sendo ¢(f) = f o dy, que é claramente um
isomorfismo. Logo, Ker(Hom(%4,d,)) = Hom(P,, B) ~ Hom(A, B) e, portanto,

Ext’(A, B) ~ Hom(A, B).

2.3 Espacos complexos

A principal referéncia para detalhes é [10].

2.3.1 Germes de aplicacoes e formas holomorfas

Definigao 2.3.1 Seja X um espaco topoldgico. Um feixe % de aneis sobre X, consiste
do sequinte:

1) Para cada aberto U de X, existe um anel # (U) chamado conjunto de se¢oes de F
sobre U.

2) Para cada par de abertos V- C U de X, existe uma aplicagdo, chamada de aplicagdo

de restricao,
r F(U) = F(V), que pode ser denotada por r};(s) = s,

satisfazendo:
i) rf = idzw) para cada aberto U de X ;
iW)rl¥ ory =rll para cada W CV C U abertos de X.

3) Para cada aberto U de X e cada cobertura Ui U; de U por abertos de X tem-se:
i) para quaisquer si, sy € F(U), se 51, = sy, Vi€ I, entdo s = sy;

ii) para cada i € I, tomamos s; € F(U;). Se sy, ., = Sjly oy POTE todo i,j € 1,
g J 7 j

J
entao existe s € F(U) tal que s, = s; para todo i € I.

Quando % satisfaz as condigoes 1 e 2, F é chamado pré-feixe de aneis sobre X.

Definigao 2.3.2 Seja o7 um feixe de aneis sobre o espago topologico X. Um feize F sobre
X € chamado feixze de - mdédulos se, para cada aberto U de X, F(U) é um </ (U)-

mddulo e as aplicagoes restrigoes sao morfismos de </ (U)- mddulos.

Exemplo 2.3.3 Em C”, considerando a topologia usual, definimos o feixe &¢» da seguinte

maneira:
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Dado U C C™ aberto, Ocn(U) := {f : U — C | f holomorfa}. Para V' C U abertos,
consideremos as restri¢ées naturais 1 : Ocn(U) = Ocn(V), com 1y (s) = s,

Vamos verificar que Ocn é um feixe de aneis sobre C". Claramente Ocn (U) é anel com as
operagoes usuais de adicdo e multiplicacdo de fungdes e as restrigoes naturais 1}, satisfazem
24) e 2 4i). Mostremos que valem as propriedades 3 7) e 3 ii).

Sejam U um subconjunto aberto de X e U U; uma cobertura de U por abertos de X.
iel
Sejam f e g segoes sobre U com a propriedade f|y, = g|y,,V i € I. Assim, f(z) =

g(x),¥ x € U;. Seja x € U. Como UU’i é cobertura de U, x € U;, para algum 7 € I. Logo,
icl
f(z) = g(x). Portanto, f = g.
Considere f; € Ocn(U;) uma familia de segoes com a propriedade fi|v,nv, = filv.nu;-
Defina a aplicagao f : UUi — C dada por f(z) = fi(z), se x € U;. Note que f estd bem

el

definida, pois se z € U; N Uj, fi(x) = fi(x).

Sejam .# um feixe de um espago topolégico X e a € X. Considere pares da forma (U, s),
onde U é aberto de X contendo a e s € #(U). Sobre o conjunto dos pares do tipo (U, s),
podemos definir uma relacao ~ da seguinte forma:

(U,s) ~ (V,t) se existe uma vizinhanga aberta W de a tal que a € W C UNV e
slw = t|w ou, equivalentemente, r} (s) = r{¥ (t).

Esta relacao é uma relacao de equivaléncia e suas classes de equivaléncia serao denotadas

por [U, s],, para cada a € X.

Definicao 2.3.4 [U, s|, € chamada germe de # no ponto a. O conjunto de todos os germes

de F , denotado por %,, € chamado stalk de .F em a.

O stalk do feixe Ocn em um ponto z € C" serd denotado por Ocn 4, ou seja, é o

conjunto dos germes de fun¢oes holomorfas de C" em .

Observacao 2.3.5 Note que Ocn, ~ Clay,...,x,}, pois dado um elemento f de Ocn .,
f € um germe de funcao holomorfa em x, o que significa que existe uma série de poténcias

convergente em x que coincide com f em uma vizinhanca de x.
Proposicao 2.3.6 Ocn, ¢ um anel local, ou seja, possui um inico ideal maximal.

Demonstragao: Faremos esta demonstracao para o caso em que x = 0 e 0 caso em que
x # 0 se verifica por translagao de pontos. E f4cil ver que Ocn € anel com as operagoes
usuais de adi¢ao e multiplicacao de funcoes. Agora, seja .# o conjunto dos germes f € Ocn o
tais que f nao é unidade em Ogn . Entao A4 = {f € Ocnp; f(0) = 0}. Verifiquemos essa
igualdade. Se f é unidade em Ogn , existe g € Ocn o tal que f% =1, dali, f(O).(%)(O) =1le
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concluimos que f(0) # 0. Por outro lado, se f(0) # 0, a aplicacao % é holomorfa em torno
de 0 e, assim, + € Ocn g, com f% = 1. Portanto, f é unidade.

Agora, é facil ver que .# é um ideal de Ocno. Mostremos que .# é o tunico ideal
maximal de Ocn. Seja [ ideal de Ocng tal que # C I. Mostremos que .# = I ou
I = Ocn . Se existir g € I tal que g € 4, entao g é uma unidade de Ocny e, com isso,
I = Ocnp. Portanto, # ¢é ideal maximal. Se existir um ideal maximal .#;, ou .#; contém
uma unidade de Ogcn g, e neste caso, #; = Ogng ou #, nao possui unidade de Ocn g e,

neste caso, 41 C # . Logo, Ocn o é um anel local. [ |
Observacao 2.3.7 O anel local Ocn ,, é um anel noetheriano. Ver [11, pdgina 7.

Exemplo 2.3.8 Em C", considerando a topologia usual, podemos definir também um
feixe, denotado por ﬂ%n, da seguinte maneira: para cada aberto U C C", associamos
o C- médulo an(U ) e para V C U C C" abertos, consideremos as restri¢coes naturais
Pl Q. (U) = QE.(V), com pff(w) = wy,.

E facil ver que ﬁgén ¢ um feixe de C- mdédulos.

Notagao: O stalk do feixe gzﬂén em um ponto x € C" serda denotado por Q(’énm ou seja, €

o C- médulo formado pelos germes das k- formas holomorfas de C" em .

Observagao 2.3.9 Pela descricio dos elementos de Q. (ver pdgina 15), temos que os

elementos de QF,  sio da forma

Z iy i () (dpziy N Ndpziy ), 15 € {1, ... n},

tais que a;, _; (x) € um germe de fun¢do holomorfa de C" em .

-----

No caso particular em que k = 1, pela Observagao 1.3.7, os elementos de Qén’x 5G0

germes de 1-formas holomorfas que associam a cada ponto p € C", a 1- forma linear

alternada Z 85;@ dx;, onde f € Ocn ;.
i=1 i

2.3.2 Germes de espaco complexo

A seguir, abordamos conceitos para poder estender Ocn e ,?Qgén sobre um conjunto

especial de C".

Definicao 2.3.10 Sejam &/ um feize de aneis, e F#1 e Fy feives de of - modulos. ¥, €
o - submddulo de %, se, para todo U C X, F(U) é &/ (U)- submédulo de F5(U) e as
aplicacoes restricoes de #1 sao obtidas via restricao usual das aplicacoes restricio de Fs.

Um feixe F de o7 - mddulos é dito feixe de ideais sobre of se F é of - submaodulo
de o .
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Definicao 2.3.11 Seja & um feixe de ideais sobre Ocn. Diz-se que & € do tipo finito
sobre Ocn se, para todo p € C" existem uma vizinhangca U de p e germes de fungoes

holomorfas fi, ..., fr € Ocrwy tais que I (U) = (f1,..., fu)Ocr(U).

Observacao 2.3.12 Note que o stalk #, € o conjunto dos germes de fungoes holomorfas

[ tais que f € (fi, .., fr)

Definigao 2.3.13 Sejam & um ideal do tipo finito sobre Ocn e X = {p € C™; @CTZ”’ # 0}.
Defina Ox como sendo o feize que associa a cada aberto X NU de X o anel quociente

%. O par (X, Ox) é chamado espago complexo e . é chamado ideal associado

a X.

Notagao: O stalk do feixe Ox em x € X serd denotado por Ox .

ﬁ(C"L ,T

Note que Ox, = iy pois

ﬁ(cn(X N U)

ﬁ’x,m:{[UﬂX,f]x;fe SXNnT) ﬁc”(XmU)} (2.3)

}:{[UmXaf]w;fem

> — 23 germes de funcoes

Exemplo 2.3.14 Sejam fi(z,y,z) = 2* —® e fo(x,y,2) = @
holomorfas em Ocs o e considere o feize de ideais & sobre Ocs que associa a cada aberto

U de C? o ideal F(U) = (f1, fo)Ocs(U). O feize & é claramente do tipo finito. Seja
X ={peC gfff’; # 0} = {p € C’ fi(p) = fo(p) = 0}. Portanto,

X ={(z,y,2)€eCa=03y=t*2=1"tc C}.

Sobre X defina o feirze de aneis Ox que associa a cada aberto U N X o anel quociente
%. Pela construgao, (X, Ox) é um espago complezxo.
Proposicao 2.3.15 Seja (X, Ox) um espaco complexo. Entio O, é um anel local.

Demonstragao: Vimos que Ocn, é um anel local (Proposi¢ao 2.3.6). Seja ., o tnico
ﬁCn,as
Iz

maximal de Ox ,. Logo, temos o desejado. [

ideal maximal de O¢n ,. Como Ox , = (Equagao (2.3)), temos que “£= é o tinico ideal

Proposigao 2.3.16 O anel local Ox , € noetheriano.

Demonstragao: Como Oy, = ‘ﬁf;;’z (Equagao (2.3)), os ideais de Oy, sdo da forma %,
onde J é um ideal de Ocn ,. J& que Ogn, é um anel noetheriano (Observagao 2.3.7), J é
um ideal finitamente gerado. Logo, % ¢ um ideal finitamente gerado. Portanto, Ox, ¢

um anel noetheriano. [ |

Sobre X = {p € C"; @CTT;’I’ # 0}, onde .# é um ideal do tipo finito, podemos também
definir o feixe Fqr , que associa a cada aberto U N X de X o C- médulo Ok (UNX).
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Notacao: O stalk do feixe 3‘}21)@( em um ponto z € X serd denotado por Q’)‘}x

Observagao 2.3.17 Como antes, podemos concluir que os elementos de Q’}u sao da forma

tais que a;, ;. (v) € Ox 4.

Assim, no caso particular em que k = 1, os elementos de Q% . sio germes de 1-formas

af(p)
823'2'

d'Th

n
holomorfas, que associam a cada ponto p € X, a 1- forma linear alternada Z
i=1

onde f € Ox 4.
Deste modo, se ¢ € HOmﬁcn’I(ﬁX7x7Q§(’x), entao ¢ € um homomorfismo de Ogcn 4-
modulos que associa a cada germe f € Ox,, uma 1- forma holomorfa o(f) em Q}(x

Portanto, para cadap € X, o(f)(p) = > i a]g;(_p) dx;, para alguma hy € Ox .

Para a definigdo do nimero de Milnor dada por Buchweitz e Greuel em [4], precisa-
remos definir certas aplicacoes entre aneis locais. No que segue, apresentaremos a nocao de

normalizacao de espacos complexos, a qual nos sera 1til na construgao dessas aplicagoes.

s

Definicao 2.3.18 Sejam (X, Ox) um espago complezo e x € X. Diz-se que (X,0Ox) é
normal em um ponto x se o anel Ox , for normal, ou seja, nao possui elementos nilpotentes
e todo elemento de Ox , € raiz de um polinomio no corpo de fragcoes de Ox . Diz-se ainda

que (X, Ox) é normal se (X, Ox) for normal em todos os seus pontos.

Definicao 2.3.19 Seja (X, Ox) um espago complezo. Uma normalizagao de (X, Oy)
¢ o par (X, Ox), (n,n*)) composto por um espago complexo normal (X, Ox) e um par de
aplicacoes (n,m*), onde n : X — X ent : Ox — Ox sdo aplicagoes que satisfazem ds

sequintes condigoes:
1. n € uma aplicagdo entre espacos topologicos continua, finita e sobrejetora;
2. 7Y (NNor(X)) ndo é denso em X; onde NNor(X) = {x € X; Ox . ndo é normal};

3. n: X\n Y (NNor(X)) — X\NNor(X) € biholomorfa, isto é, 1 é holomorfa, bijetora

e a inversa n~t de n € holomorfa.

4. n*: Ox — Ox € tal que, para todo v € X, 1} : Ox, — Ox 5 € um morfismo de aneis
dado por ni(f) = fon, f € Ox,.

Por simplicidade, nos referiremos a normalizacao de (X, &x) como sendo o espago

complexo normal (X, O).
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Observacgao 2.3.20 Sempre existe uma normalizacao de um espago complexo. De fato,

seja (X, Ox) um espago complexo. Entao para cada x € X, existem fi,..., fr € Ox tais

que Ox , = ﬁc;’o, onde I = (f1,..., frx). Uma normalizacdo de (X, Ox) é o espago complezo

Ocng 4 .
, onde % € o fecho integral do

normal (X, Ox) tal que para cada T € X, Oxz = Icno

7
Ocn . . . . . . . ~
0 ou seja, Ox 5 € o fecho integral de Ox .. Além disso, via aplicagdo

anel quociente —
n, os elementos de Ox . podem ser vistos como elementos de Ox . A justificativa destas

afirmagoes serdao omitidas e podem ser encontradas em [10, pdgina 90].

A aplicacdo n : X — X da definicdo de normalizacdo define um feixe de aneis 1,0

sobre X da seguinte maneira: a cada aberto U N X de X associe o anel
nOx(UNX)={f:n"'(UNX)—C;fe Ox}
Notagao: O stalk de 7,05 em x € X serd denotado por 7,0% 5, onde T = n~"(z).

Observagao 2.3.21 Como O € o fecho integral de Ox ., para cada T € X, todo ele-

mento do stalk O% € raiz de um polindmio no seu corpo de fragoes . ([25, pdgina 64]).

Observagao 2.3.22 Veja que
nOxy = {0 NX) fli f € 22000} e o = {[UNK, flai f € G001

Os conguntos UN X en (U N X) sdo abertos que contém T e, por propriedade de
espago topoldgico, existe um aberto W que contém T tal que W C (UN X) Ny~ Y (U N X).
Assim, dada f € %[TX), se tomarmos as classes [UNX, flz e [n7' (U N X), fla, existe
W c(UnX)nyn Y UNX) tal que flynwnx) = flwon-1wnx)-

Portanto, [UNX, fl. ~ [ (UNX), flo ¢, assim, n.0x z = Ox 5.

De maneira semelhante ao que foi feito para definir o feixe de aneis 7,0% em X,
podemos definir o feixe de C- médulos 7,.Zor sobre X. A cada aberto U N X, associe o C-
X
médulo Q% (71 (U N X)). O stalk do feixe 7,.#qr em um ponto z € X sera denotado por

X

U*Qky? onde T = 1~ !(z), e seus objetos sao da forma

Yoai (@) (dpziy Ao Ndpzy )iy € {1, n},

tais que a;,,_;, (7) € 1.0% 5.
Considere, por outro lado, o feixe Q% de C- médulos sobre X que associa a cada
aberto U de X o C- médulo Q%(U) Se T € X, o stalk de QF em T é denotado por Q% _ e

seus elementos sao da forma
Z (17;1,_“71'1c ([E)(de” FANRAN dpzik,), ij € {1, Ce . ,n},

tais que a;, 4, () € ﬁ?,f-
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Observagao 2.3.23 Como n.0%x; = Ox 5, para cada T € X (observagio anterior), con-
cluimos que

U*Qky@ = Q%E, VzeX.
Observagao 2.3.24 Quando (X, Ox) for um espago complexo normal, temos Ox, =
m = Ox5 (Observagao 2.3.20). Entdo, Ql—E = Q}(x e a aplicacao n serd a aplicacao
identidade sobre X . 7

No que segue, estamos interessados no comportamento local de espacos complexos.
Em geral, dados X e Y subespacos topoldgicos de M e x € M, podemos definir a seguinte

relacao, que é uma relagao de equivaléncia:

X ~. Y se, e somente se, existe um aberto W de M, com = € W, tal que

WnNnX=WwnY.

Notagao: A classe de equivaléncia de X com relac¢do a ~, é denotada por (X, ).
Definicao 2.3.25 O germe do espag¢o complexo (X, Ox) em x € o par ((X,x), Ox.z).

Por simplicidade de notacao, escreveremos (X, z) significando ((X, x), Ox ;). O anel
Ox . sera chamado anel local associado a (X,z). O stalk ., do feixe de ideais .&

associado a X é chamado ideal associado a (X, z).

Definicao 2.3.26 Sejam (X, Ox) um espago complexo e x um ponto de X tal que Ox , =

(ﬁﬁcﬁ Se dim(Ox ) =k, o germe de espago complezo (X, x) é chamado interseg¢ao
completa de dimensio k. Se fi,..., fn_r € uma sequéncia Ox .- regular, entio (X, z) é

chamado interse¢cao completa com singularidade isolada (ICIS)

Definicao 2.3.27 Uma curva é um germe de espago complexo (X, x) tal que o anel local
associado Ox , possui dimensao de Krull igual a 1. Uma curva (X, x) € dita reduzida se

Ox , nao contém elementos nilpotentes.

A seguir, faremos uma discussao a respeito da estrutura do anel Oy, e do anel O .
associado a normalizagao de (X, O). Para isso, precisaremos da nogao de regularidade e

irredutibilidade de um germe de espaco complexo.

Definigao 2.3.28 Seja (X, z) um germe de espago complexo. (X, x) € dito reqular se o

anel local associado Ox , for um anel regular.

Definicao 2.3.29 Seja (X, z) um germe de espago complexo. O germe (X, z) é chamado
trredutivel se o anel local Ox , associado for um anel de integridade. Se Ox, nao for

anel de integridade, o germe (X, x) € chamado redutivel.
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Observagao 2.3.30 Se (X, ) for redutivel, existem germes (X1, x), ..., (X,, ) irredutiveis
tais que (X,z) = (X1,2) U (X, 2) U ..U (Xp,2) e Oxy = Ox, 0 ® Ox, 0 & -+ @ Ox,, 4.
(Ver [10, pdgina 61]).

Os germes (X;,x) sao chamado componetes irredutiveis de (X, x).

Proposicao 2.3.31 Seja (X, ) uma curva reduzida e irredutivel. Entdo Oz~ C{t}, Vz €
X, onde T =n""(x).

Demonstragao: Se (X, z) é uma curva reduzida, o anel local associado O, nao possui
elementos nilpotentes. Além disso, pela Observagao 2.3.21, todo elemento do anel 0%, ¢
raiz de um polinémio no seu corpo de fragoes. Portanto, &% ; é um anel normal.

Por outro lado, temos que o anel 0%, ¢ local (Proposigao 2.3.15) e é noetheriano
(Observagao 2.3.16). Além disso, pela Observagao 2.3.21, O é o conjunto das raizes de
polinémios no corpo de fragées de Ox , e, como (X, x) é uma curva irredutivel, Ox , é um
dominio, logo, pelo Teorema 1.1.21, ﬁf,i tem dimensao de Krull igual a 1. Entao, pela
Proposicao 1.1.29, 0% ; ¢ regular, ou seja, dimc (%) = dimOx, = 1, onde A ¢é o ideal
maximal de O% ;. Como A4 = (71, ...,T,), onde T; é a classe da indeterminada z; em Ox ,
entao % ={aT1+- -+ a,T,,a; € C}. Como dimc (%) = 1, temos % = {ayT, ar, € C}.
Denotemos 7y, = t. Entdo 0%, ~ C{t} . |

Corolério 2.3.32 Seja (X, ) uma curva reduzida e irredutivel, entdo Q% _ =~ C{t}dt,
VzeX, ondeT=ntz).

Demonstragao: Pela Observacao 1.3.7, Qlyi é o conjunto de 1- formas do tipo > -, %d:pi,
onde f € Ox,. Pela Proposicao 2.3.31, se (X,z) é uma curva reduzida e irredutivel,
O% - ~ C{t}. Logo, Ql—j é o conjunto de 1- formas do tipo Y, g—{dt, onde f € C{t}.

Logo, Q% _ =~ C{t}dt. |

Com esta caracterizacao de O ., podemos também obter uma expressao interessante

para Ox .. E o que nos mostra a préxima observacao:

Observagao 2.3.33 Seja (X, z) uma curva reduzida. Entao existem fi,..., fr € Ocn,

. _ _Ocre
tais que Ox o = 755

Desde que Ocn, ~ C{ay,...,x,} (Observagio 2.5.5), defina ¢ : Ocn, — Ox, por
V() =I5, onde T; € a classe da indeterminada x; no quociente (fiﬁ?fy;ky

Temos que Ox, C Oxz. Além disso, pela Proposi¢io 2.3.31, O ~ C{t}. Logo,
para cada elemento f € Ox,, existe um polinomio em C{t} correspondente a f. FEntdo
considere a aplicagcdo ¢ : Ox , — C{t} que associa a cada classe T; € Ox . o seu polinomio
correspondente p;(t) em C{t}.

Visto que f; € Ker(y) e p(0) =0, temos

0=go(fi(rr,...,7n)) = @(fi(T1,...,Tn)) = filpr(t),. .., pu(t)),
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para cada 1 < 1 < n. Desta forma, em uma vizinhanca da origem, existe uma parame-

trizagcao para os zeros de fi, ..., fr. Além disso, visto que ¢ é a composi¢ao da inclusao de

Ox. em Ox 4 e o isomorfismo a, temos que ¢ € injetora e, portanto, Ox . ~ ¢(Ox z).
Como Ox , ~ C{Z1,..., T}, entio p(Ox ) = C{p1(t),...,pa(t)} e, portanto,

Ox o~ Ci{pi(t), ..., pa(t)}

Sejam = min{ord(p;(t)),i =1,...,n}. Como (X,z) é uma curva definida em um corpo
de caracteristica zero, podemos obter uma parametrizacao, chamada Parametrizacao de

Newton-Puiseux, dada por

r, = tm
Te = po(t)
T, = pu(t)

Podemos agora obter um exemplo de curva reduzida:

Exemplo 2.3.34 Considere o germe de espago complezo (X,0) vindo do Exemplo 2.5.14.
Mostremos que (X,0) € uma curva reduzida. Para isso, mostraremos que Ox o naGo pos-
sui elementos nilpotentes e que sua dimensdo de Krull é 1. Como C{x,y, z} nao contém
elementos nilpotentes e, pela observacao anterior, Ox o ~ C{t3,t*,°} = C{z,vy, 2z}, entdo
Ox nao possui elementos nilpotentes.

Mostremos que dim(Ox) = 1. Pela observagdio anterior, Ox o ~ C{t*,t* t°}, entdo
basta mostrarmos que dim(C{t>,t*,t°}) = 1.

Considere o quociente () = (C{g:{—g’ﬁ}. Os elementos de Q) sao da forma ag+at+ast?, a; €
C e emiste o polinomio p(X) = X — (ag + ait + ast?) € Q[X] tal que p(ag + art + ast?) =
0. Logo, todo elemento de @ € raiz de um polinémio em Q[X]. Além disso, vimos, no
Ezemplo 1.1.14, que C{t} e C{t?,t*,t°} sao aneis noetherianos. Logo, pela Proposi¢io
1.1.20, dim(C{t3,t*,t5}) = dim(C{t}). Pelo Exemplo 1.1.19, temos que dim(C{t}) = 1.
Entio, dim(C{t3,t*,¢5}) = 1.

Portanto, Ox o nao possui elementos nilpotentes e dim(Ox ) = 1, logo (X,0) € curva

reduzida.
Vamos agora a definicao do médulo dual de Grothendieck:

Definigao 2.3.35 Seja (X, x) um germe de espago complexo. O k-ésimo mddulo dual

de Grothendieck associado a (X, x), denotado por w%w € 0 k-ésimo grupo exterior entre

R+l oo g
Oxx € Q¢n ,, i8t0 €,

k _ k k+1
wX,:C - Extﬁcnyz<ﬁX7$7 Q(C",.’L‘)'
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Analogamente, o k-ésimo mdédulo dual de Grothendieck associado a (X,T),

denotado por w%f, ¢ 0 k-ésimo grupo exterior entre 0%, e Q(’f;l,, isto é,

koo ook k1
wxz = Etg,, (Oxz Qing)

Notagao: n.wk = Extl ;. (Ox 7 1.00%).

Quando k = 0, denotemos w¥ ’;(, e n*wf, simplesmente por wx ., Wy z € MWy z:
respectivamente.
Observagao 2.3.36 Observamos que, dada as igualdades O%, = 77* ﬁyi (Observagio

2.8.22), € W z = .06 5 (Observagdo 2.3.23), obtemos wf = Nyw
Além disso, se (X, Ox) for um espago complexo normal, pela Observagdo 2.3.24, temos

que Wx 7 = Wx,z, para todo x € X.

Observagao 2.3.37 Pela Proposicao 2.2.8, Eazto (ﬁXI, Q}Cn ) =~ Homgen 4 (Ox 4, Q(lcnw),
logo, wx » ~ Homcn o(Ox 2, Qn ) Além disso, da maneira como os stalks ﬁxz e Ql f0—
ram definidos, temos que Ox C Ok € 0L C Ql?z

Assim, Homen o(Ox .2, Vx,) C Hom(cnj(ﬁyj, Qlyi) Logo, wx . C Wy z-



Capitulo

Numero de Milnor associado a curvas

reduzidas

Neste capitulo, vamos estudar um ntumero associado a curvas reduzidas, definido
por Buchweitz e Greuel em [4], que coincide com o nimero de Milnor definido por Hamm
em [13] quando esta curva é de uma intersecdo completa com singularidade isolada. Por
esse motivo, este nimero é chamado niimero de Milnor de curvas reduzidas.

Por outro lado, dada f € O¢n g com singularidade isolada, Milnor define um numero
associado a f, chamado nimero de Milnor de f em 0. Veremos que dada f € Ox ¢ podemos
obter um nimero associado a f em 0 que coincide com o nimero de Milnor de f em 0 quando
X = C" e isso sera feito de maneira analoga ao que vamos desenvolver para o numero de

Milnor de curvas reduzidas.

3.1 Numero de Milnor de curvas reduzidas

Comecaremos descrevendo aplicagdes que serdao necessarias para a definicao do
nuimero de Milnor de curvas reduzidas. Ressaltamos que estas construgoes valem no caso

geral, ou seja, considerando germes de espaco complexo.

Sejam (X, z) um germe de espaco complexo e (X,Z) o germe de espaco complexo
associado & normalizacao do espago complexo associado ao germe (X, x).

Considere a aplicagdo D : Ox, — Qx, dada por D(f) = >°" g—idxi. Esta
aplicacao é chamada derivagao exterior sobre Ox,. Podemos definir também a de-

rivacdo exterior sobre 0% . como sendo a aplicacio D : Ox 7 — Q% _ dada por D(fon) =
n 9
Zi:l <8_a{1 @) T]) dl’z

Observagao 3.1.1 De maneira andloga a C- derivagao de C{xy,...,x,} em Qé{xl )

do Exemplo 1.3.2, obtemos uma C- derivagdo de Ocn, em Q}Cn@. A derivacdo exterior

48
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sobre Ox , € a restrigao, em Ox ., desta C- derivagao de Ocn , em Qtn ,

Vimos, na Observagao 2.3.23, que n.Q% _ = Qi _. Assim, podemos construir

. Ol 1 . i
a:Qy, — QY,E’ como sendo a aplicagao que associa a cada germe

Z Wiy () (dpziy N+ - Ndpz;, ), comi; € {1,2,...,n} e aj..i, € Oxq,

o germe » (@i, © N)(T)(dpziy N+~ Ndpz;,), comi; € {1,2,...,n} e (aj.i,0n) € O% -

Com esses objetos, em [4], Buchweitz e Greuel mostram que existe um isomorfismo
entre dois objetos associados a germes de espaco complexos normais: o médulo dual de
Grothendieck e o conjunto dos germes de 1- formas holomorfas definidas sobre este germe.

E o que sera provado na proxima proposigao.

Proposigdo 3.1.2 Q5 _ ~wyg .

Demonstragao: Por definigao, temos wx 5 = Extoﬁcnvx(ﬁy@, an@). Mas, pela Proposicao
228, Bty (Oxz ;) = Homeg, (Ox 5, Qpa ;). Assim,

Wxz = Homﬁcn,z(ﬁf,fv Q(%Z",E)

Agora, mostremos que Homgg, (O 7 QUn z) = Homge, (Ox 7, ). Os elementos

do conjunto Homg,, ,(Ox 5, Qen ) sdo aplicacoes da forma v : Ox ; — Qgn 5, onde, pela
"0

Observagao 2.3.17, para cada p € X, v(f)(p) = Z 9(p)

— ox;
1=
ou seja, gf : U — C, com U sendo uma vizinhanca de 7 em C". Se considerarmos a

dxi? f € ﬁi,@ gr € ﬁ@"@a

restricdo hy == g¢| % de gy ao conjunto U N X, temos hy € Ux 5, € com isso, a aplicagao

v pode ser vista como um elemento de Homg., (Ox ., Q5 ) através desta restrigao.

Y,f)
Por outro lado, os elementos do conjunto Homg,,  (O% 0L ) sdo aplicacées da forma
\T s X,z

he(
AN Ogz— Qlyj, onde, pela Observagao 2.3.17, para cadap € X, A(f Z a(?frz i,

[ € Oxz, hy € O% 5, ou seja, h; :VNX — C, com V sendo uma v1z1nhan(;a de T em
C". Dado um aberto U de C™ que contém =, por propriedade de espaco topoldgico, existe
um aberto W em C", com T € W, tal que W C (VN X)NU. Logo, ;Lf|w € Ocnz
e, com isso, ﬁf pode ser visto como um elemento de H omﬁcnym(ﬁy@,ﬁlmj). Portanto,

HOmﬁcn,z (ﬁY,i7 Qg ",E) = Hom@cn,m (ﬁY,T QIYE)

Por outro lado, considere a aplicagao

¢ : Ocnz X Homg,, (O, Qlyi) — Homeg, (0% 4, Ql )

)

definida por ¢(h, p) = h.@, onde (h.@) : Ox ; — Q% _ é dada por (h.@)(f) = h A o(f).
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Agora, (h A @(f)) € QL_, de onde conclufimos que, para definir o produto (h.p),
basta termos germes h restritos a X. Conclufmos entdo que H oM (O 7 V)
Home. (O 5z % ).

Assim,
~ Ol
wxz = Homey (0% 5, Q% 2).
QL Y~ (Ol .~ Ol
Mas, pelo Teorema 1.1.5, Homg, (0%, QY,E) ~ b5 . Portanto, wy 7 ~ (1% . |

. . . ~ . . 1 o
Seja 1 o isomorfismo da proposi¢ao anterior, ¥ : Qf’E — Wy
Agora, considere o seguinte diagrama

#
Nz
ﬁX x ﬁX T

)

Dll |

1 a 1
Qx @ QY,E

onde D; e D, sao derivagoes exteriores sobre Ox , e O ., respectivamente, nf, é a aplicacio
entre os aneis locais dada pela normalizacao do espago complexo associado ao germe (X, ),
como na Observacao 2.3.20,

Proposicao 3.1.3 O diagrama anterior é comutativo.

Demonstracao: Seja f € Ox .. Entao

(D20 1)) = Dataf(9) = Dati o) = 3 (L) on)

Por outro lado,

(o D)) = a(Di(f) = (Z L )

; ((am) O") da;.

Portanto, Dy onf, = avo D;. [

(2

Seja 0 € wx 5. Pela Proposigao 3.1.2, o ¢ uma derivagao exterior sobre 0 . Como
o diagrama anterior é comutativo, existe uma derivacao exterior { sobre Ox, tal que
ogont = oo Desta forma, podemos definir a aplicacio ¢ : wxz — wxe dada por
p(0) = ¢, para cada 0 € wx 5.

Assim, obtemos a sequéncia de aplicagoes

Dol ol 9 2
Oxo = Sy, = Qx5 = wxs = Wxe (3.1)

Com isto, podemos definir a aplicagao d : Ox, — wx, dada por d = pooao D,

necessaria para a definicao do niimero de Milnor de curvas reduzidas.
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Observacao 3.1.4 Seja f € Ox,. Entao

d(f) = (po v oao D)(f) = p(w(a(D() = ¢ (w (a <Z (5:) d))) )

(o (5 (2 en) o))

Como ¢ € isomorfismo, podemos considerar

(S () er)on) =3 ((30) )

= 0
Assim, d(f) = ¢ (Z (<8§> o 77) dx,). Pela definicao de o, existe uma derivacao

i=1

 ~( 9y ) —~ ((0f —~ [ dg
exterior ( dx; sobre Ox , tal que ¢ ( (( ) o n) dxi> = ( dx;, g €

i=1 1=1

" /0
Ox . Agora, g (89 ) dx; € uma 1- forma holomorfa, pois associa a cada ponto p de X,
Ty
i=1

a 1- forma alternada E (8g(p)) dz;. Portanto, dOx ., C Q% ,.
X; ’
i=1

Definicao 3.1.5 Seja (X, ) uma curva reduzida. O nimero de Milnor de (X,x) €
definido por (X, ) = dimc <d°j§;’z ) .

No caso em que nao houver duvidas a respeito de qual curva reduzida estamos nos

referindo, denotaremos o nimero de Milnor desta curva simplesmente por pu.

Observagao 3.1.6 Note que dug;,z estd definido para todo germe de espago complexo (X, ),

porém nao necessariamente esse quociente possui dimensao finita sobre C.

- YO ~ (A)XY ’
Quando (X,x) for uma curva reduzida, mostraremos, na prézima se¢do, que dﬁxic €

um C- mdédulo de dimensao finita sobre C, justificando a definicao de nimero de Milnor

neste caso.

No caso de germe de hipersuperficie obtido como imagem inversa de 0 por germe de
fungao holomorfa f : (C",0) — (C,0), ou seja, para germe de espago complexo (X, 0) com
X = 7140}, Milnor (em [27]) mostra que (X,0) tem uma estrutura de fibrado e, quando
(X,0) tem singularidade isolada, introduz um importante nimero, que vamos denotar por
,u,)]‘?, o, associado a esta estrutura de fibrado.

No caso em que (X,0) é uma curva plana, ou seja, quando n = 2, Milnor (em [27])

caracteriza algebricamente este niimero como sendo

. ﬁ((?a:
Mﬂx{o = dimc <<8f ﬂ>> .

Bz oy
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A caminho de generalizar esta definigao, Hamm (em [12]) estuda o caso em que
(X, z) é uma intersegdo completa, mostrando que este tem uma estrutura de fibrado.

No caso em que (X, z) é uma intersegdo completa com singularidade isolada (ICIS),
da descricao via fibrado, Hamm define um numero associado a (X, x), que vamos denotar
por por p¥ .

Prova-se, em [22, pagina 77. item 5.11.b], que esta defini¢ao coincide com a definigao
de Milnor quando a ICIS for definida em C2.

Em [9], Greuel mostrou que, se (X, x) for uma curva de interse¢ao completa com
singularidade isolada, entdo também podemos calcular o nimero de Milnor de (X, z) alge-

bricamente, como no caso de curvas planas, através da férmula

H . Q%(,x
py , = dime i0x. ) (3.2)

Nesta direcao, com o objetivo de obter um ntimero associado a um germe de espago
complexo (X, z) que nos casos particulares abordados coincidam, Buchweitz e Greuel (em
[4]) definiram o nimero associado a (X, z), (X, z), quando (X, z) é uma curva reduzida.
Veremos, via descrigdo de Greuel (Equagao (3.2)), que se (X, z) é uma curva reduzida de
intersecao de completa, entao u(X,z) = p(X,x). Com este objetivo, primeiro vamos

caracterizar o C- médulo Q.. .

Para f; € Ocny, i =1,...,k e {z1,...,2,} um sistema de coordenadas locais (em

x) de C", usaremos a seguinte notagao:

k n
dfi A ... A dfy, ::Z<Z<§f‘>dmm.../\d%>.
J

i=1 \j=1

Proposicao 3.1.7 Seja (X,x) um germe de espago complexo, com Ox, = Lk,

(f1seonfr)?
dri N\ ... Ndz,
dfy AL ANdfy ]

fi € Ocn . Entdo V%, = <

dxi N ... Ndx,
dfy A\ ... N dfy

Fdxy N ... Ndz, +dfi N... Ndfy, onde F' € Ox,.

Demonstragao: Um elemento w de < > Ox . ¢ da forma

Como dxy A ... Ndx, e dfy A ... A dfy sao n- formas holomorfas, w é uma n- forma

holomorfa sobre (X, x). Logo,

dri N ... Ndz, Ou C QN
dfi A .. ANdfy, |57 =X

Analisemos a construgao do conjunto 2% ,. Vimos, na Proposi¢ao 1.2.7 que uma base
para AYT,C")* é {dxy,...,dz,} e uma base para A"(T,C")* é {dxy A ... ANdzx,}. Assim,
AT, C)* = AYT,C)* A ... AAY(T,C™)*, que vamos denotar por (AY(T,C")*).
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Entao, dada ¢ € Q% ,, temos ¢ = p1 A ... Ap,, onde ; € Q%M Agora, via Observagao

2.3.17, dado um ponto p de X, cada p;(p) pode ser vista como derivadas de germes g; de

n  0gi(p)
j=1 Ox;

forma g = h + (fi1,..., fx), onde h € Ocn ., temos que ¢;(p) é da forma

3 (2t ooty + 5 (B2 ) i,

Ox . aplicadas em p, isto é, p;(p) = D" 2) =2 dx;. Visto que um elemento g € Ox , é da

j=1
Assim
e(p) =pi(P) A ... Apn(p) = <H a;(p fl,-.-,fk>>dx1A...Ad:vn
i=1 J
k n
+ 21<Z;<ag—;jm>dx1/\.../\dxn),Vp€X.
r= 1=

n n k n
Logo, ¢ = Z (Ha—xh + (f1,.- .,fk>> dxiA. . ./\dmn+z (Z <§£T>dx1 A dxn> .

r=1 \j=1

1
oh dxy N\ ... Ndx,
H_+ <f17--'7fk>> € ﬁX,I: entao ¥ 6< oL - >ﬁX,x

dfi A ... Adfy

dri N\ ... Ndz, dri A ... Ndz,
C Ox ., tanto, Q% = Ox 5.
—< > X © POTEAIEO S Xie <df1A...Adfk> x

Precisaremos ainda do seguinte lema:

Lema 3.1.8 Seja (X, x) uma curva reduzida de intersecao completa, onde

X={peCfilp) = = far(p) =0} € Oxp = 2.

Entdo a aplicagdo dfy A... Ndfp 1 : wx e — Q% ,, denotada por dfx e definida por df\(w) =

dfy A ... df,_1 Nw, € um isomorfismo.

Demonstragao: Pode ser vista em [22, pdgina 58].

Do lema anterior, por (X,z) ser uma curva de intersecdo completa, existe uma
aplicagao dfy : wx, — %, que é um isomorfismo e, pelo Teorema 1.1.6, existe um

isomorfismo ¢ : ¢, , — Qfw . @, Ox .. Logo, existe um isomorfismo
podf: Wx,z — Qg”,m Qo . ﬁXﬁ' (33)

Notagao: Dfy = ¢ odfa

Observagao 3.1.9 Note que Ql » pode ser imerso em wx . Pela Observagao 2.3.17, se

Y E QXW entio o = Y 1, az dxl, para alguma g € Ox . Considere a derivagdo exterior
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D:0x, — Q}(x sobre Ox . Entao a 1- forma ¢ € tmagem do germe g pela derivacao

exterior D, pois D(g)(p) = >, 85’53’_3) (p)dz; = ¢(p),p € X. Como D € wx,, via derivagio

exterior, podemos ver os elementos de Q% , como elementos de wx ;.
Além disso, os elementos de QlYf também podem ser vistos como elementos de wx . A

Justificativa para este fato pode ser vista em [30, pdgina 68].

Com isso, podemos considerar a restricao da aplicacao D f, ao conjunto Q%M A

aplicacao D f/\|9§{ possui como kernel um conjunto especial, que sera importante na de-
, T

monstracao do préximo teorema. O resultado a seguir exibe esse kernel e calcula a sua

dimensao sobre C.

Lema 3.1.10 O conjunto {w € Q% ,; f Aw =0, para alguma f € Ocn ., [ # 0}, denotado
an’x(@ﬁ)(,z)

DfA(Qk,z) ’

L)

por gﬂﬁw, ¢ o kernel da aplicacao Df/\|Q§(z e dimc(fﬁkw) = dimg¢ <

Demonstragao: A demonstragao de que Ker(Dfalqy ) = T QY pode ser vista em [33,
7 an I®0X,z

W) encontra-se em [9,

pagina 3] e a demonstracao de que dimc (7 Q%M) = dimc <
Proposigao 1.11].

Teorema 3.1.11 Seja (X, x) uma curva reduzida de interse¢cdo completa. Entao

Ok,
w(X, x) = dime dﬁ){",x :

Demonstragao: Do isomorfismo D f,(Equagao (3.3)), podemos definir o homomorfismo

Otn , @ Ox
Df/\ : WXz . Cr,x X,
d0x, Dfr(dOx )

da seguinte maneira: D fx(a+ dOx,) = Dfr(a) + Dfa(dOx ), o € wx .

Claramente, D f, estd bem definida. Mostremos que D f, é isomorfismo. De fato,

1. Como Df, é isomorfismo, Ker(Dfy) = {0}. Além disso, Ker(Df,) = Kzgff”.
Logo Ker(Dfn) = dOx . Portanto, D f, é injetora.

e . . Ofn ,®0x 5 .
2. Mostremos que Df, é sobrejetora. Seja f + Dfa(dOx.) € %, ou seja,
B € Qfn, ® Ox .
Como Df, ¢é isomorfismo, existe o € wy, tal que Df\(a) = (. Logo, existe

a+dOx, € d%fm tal que

D_f/\(Oé + dﬁX,x) = Df/\(Oé) + Df/\(dﬁX,x) = ﬁ + Df/\<dﬁX,x)

Portanto, D f, é sobrejetora.
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Logo, D f, é isomorfismo.

Agora, vamos definir aplicagoes £, ¢ e ¥ de tal forma que a sequéncia

Q_lX,x 3 Q%”,a@ ® ﬁX@ P Qn",x ® ﬁX,x
— — -
dﬁX,x Df/\(dﬁX,x) Df/\(QX’x)

é exata. Para isso, temos de mostrar que ¢ é injetora, Im(p) = Ker(§), Im(§) = Ker(y)

0— Tk, >

e 1 é sobrejetora.

1. Defina ¢ : 7Q% , — g;f’” por ¢(B) = B+ dOx,, B € TN . Mostremos que ¢ é

injetora.

Se f+dOx, = dOx ,, entao f € dOx ,. Logo, = E g—fdxi, para alguma f € Oy ,.
€y
i=1

Como [ € ‘?ka’ existe g # 0, g € Ocn ,, tal que g A B = 0. Entao,

_ - —~of < Of
O—QAB—gA;axidxz—;g.amidmz.

0
Dad, g.af =0,Vi=1,...,ne como g # 0, % =0,Vi=1,...,n Portanto,
‘Z'. K3

K3
of
= ——dx; = 0 e, com isso, ¢ é injetora.
B ; 50,051 ¢ 6 inj

~ QL
2. Pela Observagao 3.1.9, temos Qy, C wx,. Logo, jz= C dwﬁ%. Desta forma,
. - —_— ’. Ql
podemos definir £ como sendo a restrigao do morfismo D fx ao conjunto ﬁ’;z :

Mostremos agora que Im(p) = Ker(§). Pelo Lema 3.1.10, Q% ¢é o kernel da
aplicacio D falgr : Q, — Q% , ® Ox,. Logo,

_ Ker(Dfalor ) 70k,
Ker (Df/\h%(’z) = dﬁX Xo. — dﬁ;’ :Im(g&)

abx .

3. Defina ainda
. Q€n7$ ® ﬁX,m Q%",:E ® ﬁXJ)

=t T
Dfn(dOx.q) Dfa(€% )
por Y(h + DfA(dOx ;) = h+ DfA(Q% ), onde h € Q¢ , ® Ox .

A aplicacao v esta bem definida, pois se hy + D f(dOx ;) = ho + D fr(dOx ), entao
hy — hy € Dfa(dOx ) C Dfa(€2,), pela Observacao 3.1.4. Logo hy + D fA(Q%,) =
ha + DfA( ) e, portanto, ¥ (hy + D fa(dOx o)) = ¥ (hy + D fA(dOx ).

Claramente, 1) é uma aplicacao sobrejetora.
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Mostremos agora que Im(§) = Ker(v). De fato,
Qry z®ﬁ T
Ker(v) = {h+ Df\(dOx,) € &T@:;); h + Df/\<Q§(,ac) = Df/\(Q%(,m)}

an z®ﬁ T
= {h+ Dfa(dOx.) € piiazesih € DA Q%))

Qfn ,Q0x 2
= {h+ Dfa(dOx,) € prtgr5ih = Dfa(w), w € Ok, }

= {Dfa(w) + Dfa(Ox.); w € Qx .} = {Dfa(w+dOxz)} = Im(D fr).
Logo, a sequéncia

Q}X’,x i> Q%nw & ﬁX@ i} QE",% X 1ﬁX7x
d0x.  Di0x.) | DIOk)

0— T, >

é exata.

Note que as aplicagoes &, ¢ e 1 sao claramente lineares. Assim, aplicando o Teorema

1.1.22 em cada uma dessas aplicagoes, obtemos

Ql)(l’ Q%n ®ﬁXz Q%ﬂ ®ﬁXz
di O ,) —di kbt Rk di e R “Che = AT
e (704,) —dim (52 ) dime (7 5 )~ dime ( DIOL)

= dimc(Ker(p)) + dimc(Im(p)) — dimc(Ker(€)) — dimec(Im(§))+

Q%",z ® ﬁX@
Df/\<Q,1X,z)

Como ¢ é injetora, Ker(p) = {0} e, assim, dimc(Ker(y)) = 0. Além disso, como a
sequéncia apresentada é exata, temos Im(p) = Ker(§) e Im(§) = Ker(v), dai dimc(Im(p)) =

dimc(Ker(§)) e dimc(Im(§)) = dime(Ker(¢)). Ainda, como 1 é sobrejetora, Im(y)) =
<QEn 200X &

. . Qfn Q0 &
DI L) ) , logo dime(Im(y)) = dimg (&Tﬂg)) . Portanto,

+dime(Ker(vy)) + dime(Im(v)) — dime (

LY 1 QL @ Oxq W, @ Ox g
. Ql Y ) ; A it il I — | =
dime (7 0x.z) = dime (sz,x ) +aime DfA(dﬁX,x)> e ( D@k )~

Pelo Lema 3.1.10, temos que

Qn , ® Ox
dzm@(gQ}’z) = dim@ (—C i X )

Df/\(Q}(,:c>

Logo,

dim (QIX’x) = dim (—Q%n’x @ ﬁX’x)
© dﬁX,x © Df/\(dﬁX,x) ‘
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Pelo isomorfismo D fx,

Portanto,

3.2 O numero é e o numero de Milnor

Da maneira como foi definido, o nimero de Milnor de uma curva reduzida nao é
facil de ser calculado. Nesta se¢ao, vamos definir um nimero associado a um germe de
espaco complexo, mais simples para ser calculado, e mostraremos que este niimero esta
relacionado ao ntimero de Milnor de curvas reduzidas.

Sejam (X, z) um germe de espaco complexo e (X,Z) o germe de espaco complexo
associado & normalizacdo do espago complexo associado a (X, z). Podemos definir um

X,

7 Este numero
X,z

nimero associado a (X, z) dado pela dimensao sobre C do quociente
serd denotado por §(X, z).
Quando nao houver dividas a respeito de qual germe de espago complexo estamos

nos referindo, §(X, z) serd denotado simplesmente por §.

Observagao 3.2.1 Quando (X,z) for uma curva reduzida, o nimero & € finito. De
fato, pelo Teorema 2.3.31, Ox, ~ C{t}. Além disso, pela Observagio 2.5.33, Ox, =~

m %5 ~ C{t} c{t}
C{t™, pa(t),...,pn(t)}. Logo, ﬁi’m > TP TT Como o0s elementos de OGN

N . L . Ox =
sao polinomios de grau mo mdzrimo m — 1, temos que dimc (%) <m —1. Portanto, 6 é
finito.

Exemplo 3.2.2 Seja (X,0) um germe de espago complexo, onde
X ={(r,y,2) e Co=1"y=t'2=1}

No Ezemplo 2.3.34, mostramos que (X,0) € uma curva reduzida e vimos que Oxpo =~
C{t3,t1,¢5}. Além disso, pela Proposicdo 2.5.31, Ox z ~ C{t}.

Desta forma,

ﬁ?i . C{t}
X,z) = di S )9
(X, z) = dim¢ (ﬁXx) dimc (C{t3,t4,t5})

)

Faremos agora uma comparacao entre as dimensoes de dois C-espacgos vetoriais

através do conceito de pareamento perfeito, o qual, ao lado de outras ferramentas algébricas,
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nos permitira estabelecer uma relagao entre o niimero ¢ e o nimero de Milnor de uma curva

reduzida.

Definicao 3.2.3 Sejam U e V C- espacos vetoriais. Um pareamento entre U eV é uma
aplicagao C- bilinear B : U x V — C.

ﬁ?,i e Wi( , T
ﬁX , T QY,7

Exemplo 3.2.4 Considere os C- espacos vetoriais . Observe que o quociente

WX x
QL
<z

YDeﬁna a aplicacao

esta bem definido, pois QlYE C wx 5, pela Observagao 3.1.9.

ﬁ?* wx
B: = r 5 C
Ox.  OL

Xz
dada por

B([f],[w]) = ) ress(f Aw),

onde [f] = f+ Oxa, com f € Ogy e w] =w+ Q% _, comw € wx, eresz(f Aw) denota o
residuo de f e w, onde f € um representante do germe f e w € um representante do germe

w. (Para detalhes sobre o conceito de residuos, ver [31]).
1 .
Pelo Teorema de Cauchy, temos que E resz(f AN w) = 2—/(f A W)dy, onde vy €
i
N

uma curva retificdvel que nao passa por nenhum dos pontos de T. Pelas propriedades de

integracao, B € uma aplicagao C-bilinear e, portanto, um pareamento.

Observamos que nao entraremos em detalhes sobre o conceito de residuos. Porém
este serd um elo importante entre o niimero ¢ e o nimero de Milnor de curvas reduzidas,

através do seguinte resultado, que omitiremos a demonstracao.
Teorema 3.2.5 wx, ~ wy ,, onde w¥ , = {w € Qlyj; Yoresz(f Aw) =0,Y f € Ox.}.
Demonstragao: A demonstragao desse resultado pode ser vista em [30, ver pagina 68].

Definigao 3.2.6 Um pareamento B : U x V. — C ¢ perfeito se as aplicacoes lineares
induzidas B : U — Home(V,C) e B : V — Homg(U,C), dadas por B(u) = B(u,—), onde
B(u,—) € um homomorfismo B(u,—) : V. — C definido por B(u,—)(v) = B(u,v),v € V
e B(v) = B(—,v), onde B(—,v) é um homomorfismo B(—,v) : U — C definido por

B(—,v)(u) = B(u,v),u € U, sdo isomorfismos.

Definicao 3.2.7 Um pareamento B : U x V. — C ¢é nao-degenerado se as sequintes

condigoes estao satisfeitas:
Bu,v)=0,YveV =u=0¢e¢B(u,v) =0,YuelU=v=0,
ou equivalentemente,

VueUu#0, 3veViv#0]| Bu,v) #0eVoveV,o#0, JueU,u#0| B(u,v) #0.



3.2. O numero § e o nuimero de Milnor 59

Teorema 3.2.8 Sejam U e V C- espacos vetoriais de dimensao finita sobre C. Se
B :UxV — C é um pareamento nao-degenerado, entao os homomorfismos induzidos
B:U — Home(V,C) e B:V — Home(U,C) sio isomorfismos.

Demonstragdo: Mostremos que as aplicacoes B e B sdo injetoras. Seja u € U tal que
B(u) = 0. Entdo o homomorfismo B(u,—) é a aplicacio nula. Logo, B(u,—)(v) =
B(u,v) = 0,¥ v # 0. Como B é um pareamento nao-degenerado, temos que u = 0.
Portanto, B é injetora. Analogamente, mostra-se que Bé injetora.

As aplicacoes induzidas B e B sdo claramente lineares. Aplicando o Teorema 1.1.22

sobre essas aplicagoes, e lembrando que B e B sao injetoras, temos

dime(U) = dime(Im(B)) e dime(V) = dime(Im(B)). (3.4)

Por outro lado, como Im(B) C Homc(V,C) e Im(B) C Homc (U, C), temos

dimc(Im(B)) < dimc(Home(V, C)) e dime(Im(B)) < dime(Home(U, C)). (3.5)
Como, pelo Teorema 1.1.5, Homc¢(V,C) ~V e Homc(U,C) ~ U, temos:
dime (V') = dimc(Home(V,C)) e dime(U) = dimc(Home (U, C)). (3.6)

Pelas Equagoes (3.4), (3.5) e (3.6), temos

dimc(U) = dime(Im(B)) < dime(Home(V, C)) = dime(V) e

dimc (V) = dime(Im(B)) < dime(Home(U,C)) = dime(U).
Portanto, dimc (V) = dimc(U). Com isso, temos que dimc(Home(V,C)) = dimc(U) e
dimc(Homc(U, C)) = dime (V).
Logo, B e B sio aplicagoes lineares injetoras entre espacos de mesma dimensao sobre

C e, com isso, B e B sao isomorfismos. [ |

Em outras palavras, temos:

Corolario 3.2.9 Se B : U x V. — C ¢ um pareamento nao-degenerado de C- espagos

vetoriais de dimensao finita sobre C, entao B é um pareamento perfeito.

Oz _ w P . . .
Exemplo 3.2.10 O pareamento B : ﬁff x gqr= — C € perfeito. Pelo coroldrio anterior,
[ X,z
3 s’ ~ O« = w
para mostrarmos isso, basta mostrar que B ¢é um pareamento nao-degenerado e ﬁi’z e Q{(’z
o Xz

sao espacos vetoriais de dimensao finita sobre C.
Se f € Oxz e w € Qlyi, entdo f e w sao holomorfas e, desta forma,

f Aw € holomorfa. Portanto, > resz(f A w) = 0. Pela contra-positiva desta implicacao,
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se y_resg(f Aw) # 0, entdo f & Ox 5 ouw ¢ Ql?z Seja f+ Ox, #0 em Oxa suponha

Ox.
> resz(f Aw) # 0, entao, w & Qlyi, ou seja, w # 0 em 5=, Portanto,
) X,z

VI+O0xa #0, 3w+ 0% #0| Y ress(f Aw) #0. (3.7)

Por outro lado, pelo Teorema 3.2.5, temos w)}?,r ~ Wy ,, onde

w)]?@ ={w € Qlyj; Zr@sf(f ANw) =0,V f e Ox,}.

Com isso, via contra-positiva, temos que se Y resz(f Nw) # 0, entio f ¢ Ox, ou

W & Wx .

. . Ox -
Seja w # 0 em G e suponha Y resz(f Aw) # 0. Entao f # 0 em ﬁf(’“”. Portanto,
X,z [
Vw+ Q% #0,3f+0xa #0] D ress(f Aw) #0. (3.8)
De (3.7) e (3.8), temos que B é um pareamento nao-degenerado.
. . Ox = . . . -
Além disso, dimc ﬁi”:> = 0 € finito no caso de curvas reduzidas, pela Observacao
3.2.1.
Falta mostrar que gix tem dimensao finita sobre C. Como o pareamento B € nao
X7
. .S O = , . . .
degenerado, a aplicacao B : ;;f“ — Homc¢ (K/f;“ , (C) ¢ uma aplicacao injetora, como vimos
X,z i

na demonstra¢cao do Teorema 3.2.8. Assim, aplicando o Teorema 1.1.22 sobre a aplicacdo

linear B, obtemos dimc (gfz) = dimc(Ker(B)) + dime(Im(B)). Mas B € injetora,
X

entao dimg (sz> = dimc(Im(B)).
X,z

X
Ox

_ . . . O - . 3 .
Agora, como === tem dimensao finita, Homc (é‘(—",@) tem dimensao finita e

. ﬁff . ﬁff
dimg | Home 5 =.C = dimc 5 =] =0.
X,z X,z

Assim, como Im(B) C Home <%,C> , temos dime(Im(B)) < dimd(HomC (%, C)) =

d e visto que dime (gfz> = dimc(Im(B)), concluimos que dimc (gfz) = 4.
X

X,T e WX x
0 QL
Xz X,z

Dessa forma, tém dimensao finita sobre C e, portanto, B é um pareamento

perfeito.

Observagao 3.2.11 Vimos na demonstra¢ao do Teorema 3.2.8 que se B: U xV — C ¢
um pareamento nao-degenerado entre espacos vetoriais de dimensao finita sobre C, entdao

dimc(U) = dime(V). Desta forma, usando o pareamento B do exemplo anterior, temos

. O« = .
que dimgc <ﬁ§*z> = dimg

WX x
QL
X

, T
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Munido dessas ferramentas, podemos provar as seguites igualdades:

Proposigao 3.2.12 Seja (X, z) uma curva reduzida e r o nimero de componentes irre-
dutiveis de (X, x). Entdo

1. pu=20—r+1

2. Se (X,x) € irredutivel, u = 0 se, e somente se, (X, x) € reqular.

Demonstracao:
1. Considere a aplicacdo D : Ox 5 — i, dada por D(f) = >71", g—:fidxi. O kernel de
D, Ker(D) = {f € Ox4 D(f) = 0}, é dado pelo conjunto das fungoes constantes
sobre X.

Mas, sendo (X,T) = (X1,7) U... U (X,,T), temos Ox 5 = C{t1} & --- & C{t, }, pela
Proposigao 2.3.31.

Dessa forma, uma fungao constante em 0% ¢ um elemento f; @ --- & f, tal que
cada f; é fungao constante em C{t;}. Logo, Ker(D) = C@ --- @& C e, com isso,
dimc(Ker(D)) =r.

A aplicacao D é claramente sobrejetora, pela caracterizacao de Qlyi (Observagao

3.1.9).
— . 0L _
Eela Observacao 3.1.4, a aplicacao induzida por D, D : Zﬁz — dﬁ);z’ ¢ dada por
D(f 4+ Oxa) == D(f) + D(Oxz) = D(f) + dOx .
Como D é sobrejetora, D é sobrejetora. Assim, a sequéncia
N ﬁ?i D Ql?f
0 — Ker(D) — — = — 0 (3.9)

Oc.  dOx,

é exata, onde 7 é a aplicacao inclusao.

Claramente i e D sdo aplicacoes lineares, logo, aplicando o Teorema 1.1.22 sobre elas,

obtemos

) - . Oxz . Ql?f
dimc(Ker(D)) — dimc ﬁxzm + dimc dﬁ);x =

QL
= dimc(Ker(i)) +dime(Im(i)) — dime(Ker(D)) — dime(Im(D)) + dime < bt ) :

d0x

Como a Sequéncia (3.9) é exata, temos dimc(Ker(i)) = 0, dime(Im(i)) = dime(Ker(D))
— 1
e dimc(Im(D)) = dimc (dg; ””) . Logo,

X,
X,z

. - . Oxz . QlYE
dimc(Ker(D)) — dime ﬁX:m + dimc¢ dﬁ);,x =0



3.2. O numero § e o nuimero de Milnor 62

Ker(D)

Vamos calcular a dimensdo de Ker(D) sobre C. Note que Ker(D) = Ko (D)

Pelo Teorema 1.1.24,

dime(Ker(D)) = dime(Ox . 0 Ker(D)) + dime ( Ker(D) ) _

Ox.N Ker(D)
= dimc(Ox. N Ker(D)) + dimc(Ker(D)).

Como Ker(D) tem dimensao finita sobre C, Ox,NKer(D) C Ker(D) tem dimensao

finita sobre C, assim

dimc(Ker(D)) = dimc(Ker(D))—dime(Ox ,NKer(D)) = r—dimc(Ox .NKer(D)).

Com isso, para calcular a dimensao de Ker(D) sobre C, basta calcularmos a dimenséo

de Ox . N Ker(D) sobre C.

Para isso, considere aplicagao ¢ : Ox, N Ker(D) — C que associa, a cada germe
de func¢do constante f € Ox,, onde f(z) = 2,V z € X,z fixo em C, o nimero
z € C. Claramente, esta aplicacao estd bem definida e é um isomorfismo. Logo,
dimc(Ox N Ker(D)) = dimc(C) = 1.

Portanto, dim¢(Ker(D)) =r — dimc(Ox . N Ker(D)) =17 — 1.

Desta forma,

. QIYE . ﬁ?i .
dimc dﬁ;;x = dimg¢ ﬁX:x —dimc(Ker(D)) =6 —r+ 1. (3.10)

Agora, pelas Observagoes 3.1.4 e 3.1.9, temos d0x , C wx,. Além disso, pela Ob-

WX,z
dO0x 4

— Xz dada por

servacao 3.1.9, QlYE C wx,g. Defina entao a aplicacao ¢ : of
’ <

(w4 dOx,) = w+ Q.

Esta é uma aplicagao que estd bem definida, pois d0x, C QY , C Q% _, é claramente

0L
. Xz
sobrejetora e Ker(yp) = =,
j (¢) =+ Ox.
Portanto, a sequéncia
Bl i w W
0 St S Qe AN (3.11)

T dox, | dox, L

é exata, onde ¢ denota a aplicacao inclusao.

Além disso, é facil ver que ¢ é uma aplicacao linear. Assim, aplicando o Teorema
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1.1.22 nessa aplicacao, obtemos

0L
. Xz | WXz . WX | _
dimc (dﬁX,x> dimc (dﬁX,x) + dimg (—Qﬁgg)

QL w
= dimc Xz | _ dimc(Ker(p)) — dimc(Im(p)) + dime fz =0
dﬁX,x Q

Pela Observacao 3.2.11, temos que dimc <(“2’{”) = dimc (%) =.
X, T

T

Desta forma,

— di X,z —di X,x di X,x — di X,z N 5.
0 1mc (dﬁx,x> 1mc (dﬁx,z) + divme (Q;x> 1mg (dﬁx,x u+

(3.12)

Substituindo a Equacao (3.10) na Equagao (3.12), temos § —r + 1 —pu+ 06 = 0.
Portanto, =26 —r + 1. |

2. Suponha que a curva reduzida (X, z) é regular. Entao, por defini¢do, Ox , é regular
e, como dim(0Ox ;) = 1, pela Proposi¢ao 1.1.29, Ox , é normal. Logo, Ox, = Ox, =

. 0% %
Ox 5. Portanto, § = dimc¢ <ﬁf{@> = 0.

Desde que (X, ) é irredutivel, temos que r = 1 e, utilizando o item anterior,

u=20+r—1=20+1-1=0.

Por outro lado, se ¢ = 0, usando o item anterior e supondo que a curva (X,z) é

. , . 0% = .
irredutivel, temos § = 0. Logo, dimc ((ﬁj“) = 0 e, assim, Ox, = Ox . Portanto,

Ox . é normal e, como dim(X,z) = 1, pela Proposicao 1.1.29, Ox , é regular. Logo,
(X, z) é regular. [

Também podemos estabelecer uma relagao semelhante a demonstrada na Proposi¢ao
3.2.12 trabalhando com as componentes irredutiveis da curva reduzida (X,z). E o que
faremos na demonstragao do préximo resultado. A partir dele, outras relagdes interessantes

podem ser verificadas e as provaremos nos corolarios a frente.

Primeiro, consideremos a seguinte notagao: dadas (C;,z) curvas reduzidas, onde

ﬁci7x = 0([}[7:,93’7, = 172, (0102) = dlm(c <ﬁcn,z) .

Ih+1>

Teorema 3.2.13 Seja (X,z) uma curva reduzida tal que (X,r) = Uj_, (X', x), com
X'N X7 = {x},i # j. Sendo (X;,x) = Uj_;, (X7, z), considere a notagdo 6; = 6(X*, x).
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Entao

T r—1

0= 0+ (X'.X)).

Demonstragao: Faremos a demonstragao por inducao sobre o nimero de componentes
de (X,z). Comegaremos com o caso r = 2. Entao (X,z) = (X', z) U (X? z) e temos
(X1,7) = (X? x). Precisamos mostrar que § = d; + d, + (X'.X?). Seja I; o ideal associado
a (X', x), entdao I; N Iy é o ideal associado a (X, z). Considere a sequéncia

Ocn . Ocn Ocrny o2 Ocng o3
0o, 220w A1 AR o TRAT 2 TRAT P80 3.13
LN I ® I I + 1, ’ ( )

onde ¢ ¢ a aplicacao identidade, o1 (f+L1NL) = (f+L)B(f+12), o2 (f+1L)EB(9+12)) =
(f —g)+ (I1 + 1) e p3 é a aplicagao nula. As aplicagoes p; e s estdo claramente bem
definidas. Mostremos que esta sequéncia é exata. Para isso, mostremos que ¢; é injetora,

Im(p1) = Ker(ps) e @y é sobrejetora.

1. Vejaque o1 (f+1LNL)=0,se (f+L)D(f+1)=1®1istoé,se f €l efeEl,
ou ainda, f € I} N I5. Logo, Ker(yp1) = I; N I e assim, p; é injetora.

2. Mostremos que Im(p1) = Ker(ps). Vejaque Im(p1) = {(f+1L)®(f+1); f € Ocn .}

Assim, como
e(f+h)@(f+h)=(-f+L+L=1L+1V[€E by,

temos Im(p1) C Ker(ypz).

Seja agora, (f + 1) @ (g + I2) € Ker(ps). Entdo f — g € I) + I, isto é, existem
hy € I e hy € I, tais que
f—9="h1+ha.

Seja h = f — hy. Entao

h+L=f-hm+l=g+h+L=g+1.

Por outro lado,
h+hL=f-h+L=f+1.

Logo,

Portanto, Im(p1) = Ker(ys).
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ﬁC”,z

Tkl existe

3. A aplicagdo ¢y é sobrejetora, pois para qualquer f + (I 4+ Iy) €
(f+1)® (04 1) tal que

P(f+ 1)@ 0+ 12) = (f =0)+ (Ii + Ix) = f+ L, + I,
onde 0 é denota a aplicacao nula.

Logo, a Sequéncia (3.13) é exata.

E facil ver que as aplicacoes 1 e @9 sao lineares. Entao, aplicando o Teorema 1.1.22,

dimc( < >—dim@( e §’>+dzmc<l iv[):
1 2 1 2

obtemos

= dimc(Ker(pr))+dime(Im(pr))—dime(Ker(ps))—dime(Im(ps))+dime ([1@(—::;2) =0,

pois a Sequéncia (3.13) é exata.

Assim,

dimg ( Ot > — dimg (ﬁc""‘) — dimg (ﬁ?’“‘) +(XL.X%) =0. (3.14)

2

Por outro lado, como (X,z) = (X', z) U (X2, 2), temos (X,7) = (X1,7) U (X2,7) e,
pela Observacao 2.3.30, Ox; = Oxi. ® Ox5 .. Agora, pela Observacao 2.3.20, O+ . =

—_— . — — ﬁcn ﬁcn
ﬁXi,x7Z = ]'7 2 L0g07 ﬁfi = ﬁXl@’ @ ﬁx27x = Il’z @ IQ’E‘

T

Pelo Teorema 1.1.24, temos

. ﬁ(C" T ﬁ(C" T . ﬁ(C" T . I =D I =
d ) ) — d ) d 1 2 —
1MNC < A D 2 ) 1Me ( G + armc R —
I1NIy

. ﬁ(C",:c . ﬁy,f . ﬁ@”,a@
= dimc (Il ﬂ[g) + dimc (ﬁX,x> = dimc <I1 L + 9.

) ) . Oen . Ocn, Ocn,
Como ¢ é um nimero, temos dimc <11Cm}2) = dimc ( Ly x) — 0.

i — i i _ 1
dimc ([1 A IQ) dimc ( 7 ) + dim¢ ( 2 ) 0 (3.15)

Ainda pelo Teorema 1.1.24,

Logo,

— Ocn o

dim@( (;’ ) :dzmc< (S_’ )—}—dzm(C I :dzmc( LSl >~|—5Z~ (3.16)

[ [
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Substituindo a Equacao (3.16) na Equacao (3.15), obtemos

) Ocn o . Ocrn o ) Ocn
: = : . 1
dimc (11 a [2) dimgc ( T ) + 01 + dime ( 5 ) + 0y — 0 (3.17)

Substituindo a Equagao (3.17) na Equacao (3.14), obtemos

. Ocr a . Ocr o , Ocr s 1 v2y _
O_dzmc(llﬂb) dzmc< 7, ) dzm(c< 2 >+(X X?) =

Ocn Ocn Ocn
? 7x>+(52—5—dimc ( (I: J)—diﬁhc ( (; ’x)+(X1.X2).

2 1 2

Ocn
= dlm(c ( ? ,x) +51+dim(c (
1

Dai,
61+0— 0+ (XX =0=0=08 46+ (X.X?).

r

Suponha agora que se (Xo, ) = U(Xi,x), entio 0(Xo,z) = S0, 6 + Sy (X0.X5).

=2
r

Mostremos que se (X, z) = (X, 2) U (Xp,7) = U(Xi, x), temos
i=1

r—1
= 6+ (X'X
=1 i=1

Observe que (Xo,z) = (X1,0). J& que (X,z) = (X', z) U (X, z), pelo caso anterior,

temos

§=8(X",2) + 8(Xo, ) + (X'.Xo) = 6(X,2) + Z 5+ Ti(xéxi) 4 (X' X) =

r r—1
=0+ Y 0+ (X'X)+ (X1Xy) Za +Z (XX
=2 =2
|

Corolario 3.2.14 Sejam (X, x) uma curva reduzida e (X', x) suas componentes irredutiveis,

tais que X' N X9 = {z},V i # j. Considere a notagao pu; = u(X*, ). Entdo
1o 1= S 1)+ 2N X,
2. u= i +r—1

Demonstracao:

1. Pela Proposicao 3.2.12, u = 20 — r + 1. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.13,

r r—1
= 6+ (X'X
=1 =1
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Assim,
r r—1 r r—1
=2 (ZéﬂrZ(Xi.Xi)) —r+1=2) 5+2) (X'X)-r+1=
i=1 i=1 i=1 i=1

T r—1
Sp—1=) 25-r+2) (X'X,).
=1 =1

Aplicando a Proposi¢ao 3.2.12 em cada ¢;, 1 <1 < r, obtemos p; = 20; —r; + 1, onde

r; = 1, pois (X%, ) é irredutivel. Assim,

. r—1 r r—1
p=1=3 20 —r+2% (X.X) =D [ =)+ 1 —r+2) (X'X) =
i=1 i=1 =1 =1

— Z(Mi —1)+r—r+ 22(){?&) = Z(Mz‘ -1)+ Qi(X".Xi).

i=1

Portanto,

T r—1
pe1=3 (=1 +2) (XX,
i=1 i=1
2. Pelo item anterior,

r—1 r r r—1
p=1=3 (—1)+2) (X'X)=) m—y 1+2) (X'X)=
i=1 i=1 i=1 i=1

i—1
r r—1
==Y m-r+2> (X'X)+1.
i—1 i—1
Desde que (X*.X;) > 1,Vi=1,...,r, entao

r r—1 r r—1 T
M:ZMi—T+QZ(Xi-Xi)+122/%—(7"—1)4’22122/%4‘7"—1-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Falta mostrar que (X®.X;) > 1. Sendo I} o ideal associado a (X*, x), temos

XX, =X (XM U UX") =di oz .

( ) = dime L+ 1Lan... N1
Entao, para que (X', X;) > 1, basta mostrarmos que Ocn , # (I;+1;11N...N1,). Para
isso, vamos introduzir a seguinte notacao: dado um ideal I = (g1, ..., gs), denotemos
por V(I) o conjunto {p € C", g;(p) = - -+ = gs(p) = 0}.
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ComoL1hNn..NnI,.CLiyyn...NLCL+1LiNn...NI, temos
V(Li+Lian...nL)CcV(Lin...nl) =X #C",

pois X é uma curva.

Dal, V(I; + I;+1 N ... N 1) # C". Portanto, Ocn , # (I; + Liya N ... N 1,). [ |

3.3 Numero de Milnor de germe de funcao em curva

reduzida

Nesta se¢ao trataremos do grau e do niimero de Milnor de um tipo especial de germe
de func¢ao definido sobre uma curva reduzida e os relacionaremos com o nimero de Milnor
destas curvas.

No que segue, (X, z) denota uma curva reduzida, com Oy, = %, fi € Ocn .

Definicao 3.3.1 Um germe de funcao finita sobre (X,x) € um germe f € Ox, tal

que algum representante g de f satisfaz
VzeC, gi(z) é um conjunto finito.

Sejam cx : Q%, — wx,. dada pela composta ¢ o1 o a da Sequéncia (3.1) e f €

Ox, um germe de funcgao finita. Defina a aplicacao ¢y : Ox, — Qkx por ¢s(h) =

n
0 .
Z h. <8f> dx; e considere a composta cx o ¢5 : Ox , — wWx 4, que denotaremos por ;.
° T
=1

Com isso, podemos considerar a seguinte defini¢ao, introduzida em [26] por D. Mond

e D. van Straten:

Definicao 3.3.2 Seja f € Ox, um germe de funcao finita. O nimero de Milnor f é
definido por

u(f) = dime (%) |

WX x
ef(ﬁX,z)

Ox ., mas apenas no caso em que o germe [ € finito esse quociente possui dimensao finita

Observagao 3.3.3 O quociente esta definido para qualquer germe de funcdao f em

sobre C, pois o relacionaremos com o grau da f que, neste caso, existe e € finito.

O préximo passo é definir o grau de um germe de funcao finita sobre (X, x), com-

pletando os objetos necesséarios para o desenvolvimento desta secao.

Proposicao 3.3.4 Se f € Ox, é um germe de func¢dao finita, entdo (f) é um ideal M-

primdrio, onde M, € o ideal maximal de O ;.
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Demonstracao: Se f € Ox,, entao f denota a classe de um germe em Ogn , no quociente
ﬁC",z
I 9

Ocn . Para mostrar que (f) é um ideal .#- primdrio, temos de mostrar que .#Z = r((f)),

digamos f + I, onde I = (¢1,...,9s). Seja A4 = {x1,...,2,} o ideal maximal de

lembrando que
r((f)) = {h € Ocny; " € (f), para algum n > 0}.

O conjunto r({f)) é um ideal de Ocn, e, como .# é o unico ideal maximal de Ox ,
temos que r((f)) C .
Suponha que V x; € A, x; & r((f)). Entao,

Va, € #,Nn € Nal & (f).

Como (f) nao contém nenhuma das fungoes coordenadas z; e f € (f), temos que f é
constante, digamos f(p) = 2,V p € C". Logo, f~'(z) = C", que é um conjunto infinito.
Como f é uma fungao finita, temos um absurdo. Logo, existe algum zj em {z1,...,2,} e
algum nuimero natural ny tal que z* € (f).

Suponha agora que, para i # k, V z; € M, x; ¢ r({f)). Entao,

Va, € M,¥Nn; e Nzl & (f), i # k.

Como f nao é uma funcdo constante, f € (f) e z; é a unica fungdo coordenada
em (f), temos que f = Y as(z}*)*. Entdo, dado z € C, f'(z) = {(p1,...,pn) €
C™ f((p1,---.pn)) = > as(p*)® = z}. A menos da k- ésima entrada, todas as entra-
das do ponto p estao livres em C e assim f~!(z) ¢ um conjunto infinito. Como f é uma
funcao finita, temos um absurdo.

Continuando este raciocinio, vemos que, dado um ponto z € C, f~1(z) s6 podera ser
finita se:

Va, € Ocny,In; € Nzl € (f).

Portanto, {z1,...,z,} € r({f)), ou seja, A4 C r((f)).

Com isso, concluimos que (f) é um ideal .#- primario.

Como Oy, = ﬁc}“m, temos que r((f + 1)) = @ =% = #,. Portanto, r({f +1)) é
um ideal 4— primario. |

Com a proposigao anterior, podemos calcular a multiplicidade do ideal (f), e isso

justifica a proxima defini¢ao.

Definicao 3.3.5 Seja f € Ox, um germe de funcao finita. O grau do germe f ¢
definido por deg(f) := e((f), Ox.), onde e((f), Ox ) € a multiplicidade do ideal (f).

Calcular a multiplicidade de um ideal nao é uma tarefa facil, em geral. Por conta

disso, veremos uma maneira relativamente mais simples para calcular o grau de um germe
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de funcao nestas condi¢oes na préxima proposicao. Esse resultado nos sera indispensavel
quando estivermos relacionando os ntimeros de Milnor destes germes de funcao e das curvas

reduzidas associadas.

Proposicao 3.3.6 Seja f € Ox . um germe de fungao finita. Entio deg(f) = dimc <%> )

Demonstragao: Como (X, x) é uma curva reduzida, o anel local Ox , nao possui elementos
nilpotentes e dim(0x ) = 1. Pelo Exemplo 1.1.50, Ox , é anel de Cohen-Macaulay. Dal,
pelo Teorema 1.1.52,

deg(f) = e((f), Ox.) = dime (%f)) |

[ |
Aplicando essa proposicao, podemos calcular o grau dos germes de funcao finita cuja

derivada ¢ nao nula na origem.

Proposicao 3.3.7 Seja f € Ox, um germe de funcao finita sobre uma curva regular
(X,x). Entao deg(f) = 1 se, e somente se, f é uma funcao regular, isto €, [ possui

derivada nao nula na origem.

Demonstragao: Se (X, z) é uma curva regular, entdo dim(0x,) = 1 e Ox, é um anel
regular. Logo, pela Proposi¢ao 1.1.29, Ox, ¢ um anel normal. Com isso, temos, pela

Proposigao 2.3.31, que Ox . ~ C{t}, onde ¢ é uma indeterminada. Assim,
f = ayt*+ termos de ordem superior, com k > 1 e a;, # 0.

Com essa expressao de f, temos dimgc <%> = k.

Suponha que deg(f) = 1. Entdo, pela Proposigao 3.3.6, dimc (%) = deg(f) = 1.
Entao, f é uma funcao polinomial de grau 1. Logo, f é uma fungao regular.

Reciprocamente, se f é uma fungao regular sobre a curva regular (X, x), entao f € C{t}

e %(to) # 0. Desta forma, f = a;t+ termos de ordem superior.
Portanto, deg(f) = dimc¢ (%) =1. [ |

A primeira relagao que podemos obter entre o nimero de Milnor de germes de fungao
finita sobre curvas reduzidas e o nimero de Milnor destas curvas associadas é para o caso

em que a curva ¢ regular.

Proposicao 3.3.8 Se f € Ox, é um germe de funcao finita e (X, x) € uma curva regular,
entdo deg(f) = p(f) + 1.

Demonstragao: Como vimos na demonstragao da proposicao anterior, podemos ver f

como f(t) = aptf+ termos de ordem superior, para algum k > 1 e a;, # 0 e concluimos que

o -ame () - am (5) -3
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Além disso, sendo (X, z) uma curva regular, temos, pela Proposi¢ao 1.1.29, que (X, z)

B |

é normal. Logo, pelas Observacoes 2.3.24 e 2.3.36, temos que Q% = QL e Wxs = Wxz
Assim, as aplicagoes « : Q}(x — Q;, Y wxr — Wxa correspondem a aplicacao
identidade e, pela Proposicao 3.1.2, temos que ¢ : wx, , — Q4 X, € isomorfismo.

Portanto, 0y = p oY oao gy =10 ¢; e, com isso,

Hf) = dime (%) = aime (7 ggf@,ﬁ) '

Mas, visto que 1 é isomorfismo, temos dimc((¥ © ¢5)(Ox)) = dime(dr(Oxy)) €

dl'm(c(wa) = dzmc(Qﬁ(@), IOgO

Ql
ime <<wo¢f><ﬁx,x) ime | 5 o) ! (3.18)

: . — of
pois Q , ~ C{t}dt (Coroldrio 2.3.32) e, como Z o,

1=

dr; = kagt* '+ termos de ordem

superior, ¢¢(Ox,) ~ ¢r(C{t}) = {Zg (

polinomiais de grau maior ou igual a k — 1. Logo, u(f) =k — 1.
De deg(f) = k e u(f) = k — 1, obtemos que deg(f) = u(f) + 1, no caso de (X, z) ser

uma curva reduzida regular. [ |

) dx;; g € C{t}} ¢ formado por funcoes

Visto a férmula deg(f) = u(f) + 1 para curvas reduzidas regulares, trabalhare-
mos agora para generalizar esta férmula para curvas reduzidas quaisquer. Inicialmente,

provemos o seguinte resultado:

Lema 3.3.9 Sejam (X,z) uma curva reduzida e n: X — X a aplicacdo vinda da norma-
lizagao de (X, x) obtida na Observagdo 2.3.20. Se f € Ox, € um germe de fungdo finita,

entao )

. X,z i
dimc (m) = deg(f) -

onde f = fon er é o nimero de componentes irredutiveis de (X, x).

Demonstragao: Considere (X;, z) as componentes irredutiveis de (X, x). Temos 0%, ; =
O, . (Observagao 2.3.20) e, assim, para cadai € {1,...,r}, 0%,z = C{t;}, pela Proposicao
2.3.31.

Para cada 4, podemos considerar a restricio f; := 7\(@@) de forma que f; € C{t;}, isto

é, fi(t;) = ag,t*+ termos de ordem superior, para algum k; > 1 e ay, # 0.

deg(T;) = dimc (S%}) =k, i=1,...,m

Logo,
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Mostremos que deg(?) kv + ...+ k.
Visto que (X,7) = (X
Observacao 2.3.30.

Com isso,
ﬁfj _ ﬁfl,j@ - ¥ ﬁyr’j _ ﬁzl,f o ﬁzr@
7 ¥ ) )
Logo,
— . o o

= deg(f1) + -+ deg(fr) = k1 + - + Ky

Como, Ox; = Oz, ® - ® Ox 5 ~ C{t;} & --- & C{t, }(Proposigao 2.3.31)
homomorfismo, entao

07(Oxz) = ¢5(C{t}) @ - © ¢5(C{t,}).
Além disso, QlyE ~ C{t 1 }dt, & - - - & C{t, }dt, (Corolario 2.3.32). Assim

D%. C{tydh - oC{t}d,  C{tdy _ C{t}dt,
07(Oxz) — ¢5(C{ti}) @ - @ ¢5(C{t,})  ¢5(C{t1}) ¢7(C{t,})

Logo,

O N O VTR W oA S
e (@(ﬁx,x)>_d C(@(C{tl}))+ e C(@(C{@}))'

¢7(C{t:})

e¢fé

Pela Equagao (3.18) na Proposi¢ao (3.3.8), dimc < Cit Jdt; > k; — 1, para cada i €

{1,...,7}. Logo,
Ql

dimc <¢f(2x )> =k =)+ (k=1 =k +- 4+ k. —r=deg(f) —

Para concluir o resultado agora, basta mostrarmos que deg(f) = deg(f), isto &,

Defina 1) : ﬁx“” — == (f) por ¥(g+ (f)) = gon+ (f), onde g € Ox . Provemos que v é

um 1somorﬁsmo Vejamos que 9 esta bem definida e que é bijetora.

1. 9 esta bem definida, pois , dados g, h € Ox ,, temos

g+H{f)=h+{fi=g-he(f)=9—h=Ffp, p€ Oxa.
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Deste modo,
(g—h)on=(fp)on=gon—hon=(fon).(pon)=[fp, PEc Ok,

Logo, gon—hon € (f), ou seja, gon + (f) =hon+ (f).
Portanto, ¥(g + ﬁyj) =(h+ ﬁ?,f)‘

2. 7 é injetora, pois dados g, h € O ,, temos
Wg+ () =vh+(f) = gon+(f) =hon+(f) = gon—hon= [, g€ Oxs
Assim, (g —h)on=(fon).(pon), p € Ox,. Entao,
(9—h)en=(fp)on=g9g—h=fo

Portanto, g + (f) = h + (f).

3. 1) é sobrejetora, pois, dado g + (f) em %= g€ Ox, temosg=gon, g€ Ox,, e,
) =

, 5 Xm
7 g+{f)

assim, existe g + (f) € ) tal que (g + (f)

Deste modo, deg(f) = deg(f). Portanto,

1

dimg (ﬁ) = deg(f) — r = deg(f) — .

s

V. iz 5 Vi

Agora, vamos ao teorema que busca generalizar a formula vista no caso de germes
. . . . iy , ) .

de fungoes finitas sobre curvas regulares. O resultado utiliza o niimero de Milnor de curvas

para contornar o “problema” de (X, z) nao ser regular e foi provado em [24], por Ballesteros

e Tomazella.

Teorema 3.3.10 Seja f € Ox, um germe de funcao finita. Entao,

u(f) = p(X, z) + deg(f) — 1.

Demonstragao: Seja n: X — X a aplicacdo vinda da normalizacio de (X, z) obtida na

Observacao 2.3.20 e denotemos f = fon. Mostremos que o seguinte diagrama é comutativo.
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onde 7{(9) = 7.9 € Oxa, nh(w) =wonw e Q. d;(9) = >0, g. <%) dz;,g € Ox, e
¢7(9) = 2121 G- (c’?—:}i o n) dx;, com g € Ox .
Para g € O, temos (67 01)(9) = 6(g) = iy 7. (2L ) do o
#
mh(6s(9) = (g- dx@-) on=>Y (gomn). (— o n) dr; =Y 7. ( o n) dz;.
—\" Ox; — Ox; "\ Ou;
Portanto, (¢ 0 7f)(g) = (nf © ¢)(9)-

Considere ainda a aplicacao ¢ : QlYE — wx 4, dada pela composicao das aplicacoes ¢ e

¢ da Sequéncia (3.1), ou seja, ¢ = p 0.

Como o diagrama é comutativo,

coKer(Zonho bf) = eifs = WXz = coKer(co ¢5o ).

]m(EOngO¢f) ]m(EO(ﬁ?ong)

Lembrando que, considerando a aplicacao cx : Qﬁ(m — wyx, dada por ¢ o o da
Sequéncia (3.1), temos 8y = cx 0 ¢y = g opoa o ¢s. Note que a aplicacdo a da Sequéncia

(3.1) é exatamente ng. Dai, potpoaops=porpo ng opf==co 775 o ¢ e, assim,

= dime(coKer(con, o ¢r)) = dime(coKer(co ¢7o 7).

Mostremos que as aplicacoes 77?, ¢7 e ¢ sdo injetoras.

1. Seja g € Ox, tal que 7i(g) = 0 em Oz Entao g € (fi,..., f), ou seja, existem
Gi,. .. 0r € Ox g, tais que g =gifi + -+ + G fr-

Com isso, gon = (gron).(fron)+---+(g-om).(fron) = (g1 i) on+---+(gr-fr) on.
Seja z € X. Como 7 é sobrejetora, existe y € X tal que n(y) = 2. Logo,

gon(y) = (g1-fr)on(y)+ - -+(gr-fr)on(y) = g(2) = (g1-f1)(2)+ - 49, fr)(2),V z € X.

Portanto, g € (g1,...,9,), ou seja, g =0 em Ox ;.

2. Sejag € Ox talque ¢4(g) = 0. Entao )7 | g (g—z o 77> dz; é uma 1- forma holomorfa

nula. Logo, para cada i, §.g—jd3:,; = 0. Como 7 é sobrejetora, dado z € X, existey € X

tal que n(y) = z. Assim,

?g—;:zdxl = 0= (gon)(y). (aa;: o 77) (y) = g(n(y)). (g‘xfz) (n(y)) = g(z)ﬁai (2) =0,

)

Vi=1,...,n. Como f é um germe de funcao finita, f nao é constante. Logo,

g—i(z) # 0, para algum ¢ = 1,...,n e, neste caso, g(z) = 0. Como podemos fazer esse
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mesmo raciocinio em qualquer ponto de X, concluimos que g é o germe da aplicacao

nula e, assim, g = 0. Portanto, ¢7 é injetora.

Portanto, g = 0. Logo, ¢7 € injetora.

3. Para mostrar que a aplicagdo ¢ = ¢ o 1) é injetora, temos de mostrar que 1 : Ql—f —

Wz € ¢ wxy — wxg sao aplicagoes injetoras. Como ¢ € um isomorfismo, ¢ €

injetora. Mostremos que  é injetora. Sejam oy, 09 € wx 4, tais que p(o1) = p(oz) =

¢. Entao ng of =070 nﬁ e ng o =090 77?- Subtraindo uma equagcao da outra, obtemos
010n§—0'2077§ =0= (Ul—ag)ong = 0.
Como 77§ nao é aplicagao nula, temos que o1 = 05. Logo, ¢ é injetora.

Assim, pelo Corolério 1.1.23,

u(f) = dime(coKer(2)) + dime(coKer(¢7)) + dime(coKer(n)) =

e () e 1) e (25)

Como a aplicacao ng pode ser vista como sendo a inclusao de Oy, em O, [ m(n%) =

Ox . Agora, é facil ver que ¢ = ¢ o ¢ é uma aplicacao linear, pois ¢ e ¥ tém como
lei de formacao composicao de morfismos. Assim, aplicando o Teorema 1.1.22 sobre

Q;, — Wy, obtemos dimc(Q%_) = dime(Ker(c)) + dimc(Im(c)). Mas ¢ é uma

aphca(;ao injetora, entao dimc(Qly,) = dimc(Im(c)). Além disso, pelo Teorema 1.1.24,

dime(wx ) = dime(Im(c)) + dime <wx(7f)> e dime(wxa) = dime(Q_) + dime (;f”)
: -
Logo, dimc (;ﬁ%) = dim¢ ( X“) .

Pela Observacao 3.2.11, dim¢ <gf$) = dim¢ <Z§E> = 0. Desta forma,

X,z

p(f) = dimc (;;f(;)) + dimc ( Ql(¢f)) + dimg (%) _

di dime (%5 & dime (222
= armc Ql + dimc (Z%(ﬁxx) + dimc (ﬁX@,) =

=d+deg(f)—r+9,

1

: , oL
pois, pelo Lema 3.3.9, dimc¢ (m) = deg(f) — r. Logo, u(f) = 28 + deg(f) —
Pela Proposi¢ao 3.2.12, temos u(X,x) =20 —r + 1, ou seja, 20 = u(X,x) +r — 1, logo

p(f) =20 +deg(f) —r = p(X,2) +r—1+deg(f) -
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Portanto,

p(f) = pu(X, z) + deg(f) — 1.

Corolario 3.3.11 Seja f € Ox, um germe de fungao finita. Entao:
1. w(f) =0« (X,2) é uma curva reqular e f € uma fungao reqular;
2. u(f) = 2(r—1), onde r é o nimero de componentes irredutiveis de (X, x);
3. u(f) = 2.

Demonstragao:

1. Se u(f) = 0, pelo Teorema 3.3.10, u(X,z) + deg(f) = 1. Entao, u(X,z) = 0 e
deg(f) =1 ou u(X,z) =1 e deg(f) = 0. Mas, pelo Lema 3.3.9,

1

deg(f) = dim. Xz +r>r>1,
) - <¢f(ﬁX,a:)

onde 7 é o nimero de componentes irredutiveis de (X, z). Logo, deg(f) # 0 e assim,
w(X,z) =0 e deg(f) = 1. Como u(X,z) =0, pela Proposigao 3.2.12, (X, z) é uma
curva regular e, como deg(f) = 1, pela Proposigao 3.3.7, f é regular.

Reciprocamente, se f é uma funcdo regular, pela Proposicao 3.3.7, deg(f) = 1 e, se

(X, z) é uma curva regular, pela Proposigao 3.2.12, u(X,z) = 0. Logo, pelo Teorema
3.3.10, u(f) = (X, x) +deg(f) —1=0+1—-1=0.

2. Pelo Corolario 3.2.14,

u(X,a:)ZZm—i—r—er—l.

i=1

1

Além disso, pelo Lema 3.3.9, deg(f) = dimc (¢f(+z>
X,z

3.3.10,

> +1r = r. Logo, pelo Teorema

u(f)=p(X,x2)+deg(f)—1>r—14+r—1=2(r—1).

3. Pela Proposicao 3.2.12, u(X,z) = 20 +r—1. Além disso, deg(f) > r, pelo Lema 3.3.9
e u(f) = p(X,x) + deg(f) — 1, pelo Teorema 3.3.10. Desta forma,

w(f)=p(X,z)+deg(f) —1=20—r+1+deg(f) —1>220 —r+1+7r—1=20.

Portanto, u(f) > 24. |
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Para finalizar, descreveremos o nimero de Milnor de um germe de funcao finita
definido em uma curva reduzida de interesegdo completa com singularidade isolada (ICIS),
com uma caracteriazacao algébrica mais simples. A base para esta caracterizacao sao dois
resultados cujas demonstracoes serao omitidas, pois essas demonstragoes envolvem uma
teoria topoldgica extensa, nao sendo este o objetivo do trabalho. Com isso, o resultado

desejado sai como um corolario.

Proposicao 3.3.12 Se (X,0) € um germe de interse¢ao completa com singularidade iso-

lada e de dimensdo 0, com Ox o = %, entao (X, 0) = dimc < Ten 0 > —1.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser vista em [22, pagina 78].

O préximo resultado é a famosa férmula de Leé-Greuel.

Teorema 3.3.13 Sejam fi,..., fo—1, fn € Ocny € suponha que (Xi,x) e (X, z) sdo in-

tersecoes completas, onde

X={peChlp) == faalp) =0} e
Xi={peC filp) = = far(p) = fulp) = 0}.
Entao,
. ﬁC" T
X,x)+ (X, z :dzm( ’ ),
Iu( ) M( ! ) © <f17"'afnflaj(fla"'afnflafn»

onde J(fi,..., fa_1, fn) denota o ideal gerado pelo determinante da matriz jacobiana de
(f17 s 7fTL—17 f'fl>

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser vista em [22, pagina 77].

Corolario 3.3.14 Seja (X, x) uma curva reduzida de interse¢ao completa, com ideal as-
sociado I = (g1,...,gn-1), onde g; sao germes de fungoes finitas em Ocn . Considere

f € Ox, um germe de funcao finita. Entao

= dim Ocrs
u(f)=d C<@w”ﬂmhﬂ%ﬂ07

onde J(g, ) denota o ideal gerado pelo determinante da matriz jacobiana de (g1, - .., gn-1, f)-

Demonstragao: Se (X, z) é uma curva reduzida de intersegdo completa e f € Ox, é
ﬁcn’x

<glv---7gn717f> )

Pela Proposigao 3.3.12, u(Xq,x) = deg(F) — 1, onde F' = (g1, ..., Gn_1, f). Assim,

finita, entdo o germe (X, ) tem dimensao 0, onde Oy, , =

ﬁC”,x

o ) e () 1)
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Pela Proposicao 3.3.6, dimc (%) = deg(f). Logo, u(X1,x) = deg(f) — 1.
Utilizando a férmula de Lé-Greuel do Teorema 3.3.13,

di < O ) W(X,2) + (X0, ) = p(X, ) + deg(f) — 1 = ()
mc = ; 1, = ; - )
<gl’ <o On—1, J(f7 g))
onde a tultima igualdade se verifica pelo Teorema 3.3.10.
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