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Resumo

Em supersimetria padrão, construimos um superespaço com parâmetros
xµ, θ, θ̄ (anti)comutantes e supercampos que dependem destes, então impo-
mos v́ınculos e após definirmos supercampos quirais e vetorias, que são exem-
plos interessantes, e enfim constrúımos uma lagrangeana supersimétrica.

Vamos aqui colocar condições mais fracas sobre os parâmetros do supe-
respaço: agora tais parâmetros que antes eram anticomutantes vão formar
uma álgebra de Clifford

{θα, θβ} = Cαβ (1)

e seguindo um procedimento análogo, com algumas definições adicionais, ex-
tenderemos nossa lagrangeana para o caso de um superespaço não-anticomutativo.

Palavras Chaves:Álgebra de Clifford, Wess-Zumino, Super-Yang-Mills, não-
comutatividade, termos adicionais com deformação em Cαβ.

Áreas do conhecimento: Teoria Quântica de Campos; Supersimetria; Ge-
ometria Não-Comutativa
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Abstract

In standard supersymmetry, we build a superspace with parameters xµ, θ, θ̄
that (anti)commute and superfields that depend on them, then we impose
constraints and define chiral and vector superfields, which are interesting
examples, from which we build a supersymmetric Lagrangian.

We will now impose a weaker condition on the superspace of the parame-
ters: the ones that were anticommuting will now form a Clifford algebra

{θα, θβ} = Cαβ (2)

and, following an analogous procedure, with additional definitions, we will
generalize our Lagrangian for the case of the non-anticommutative supers-
pace.
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Caṕıtulo 1

Introdução

História da Supersimetria

A supersimetria surgiu da tentativa de “unir”de uma maneira não trivial os
grupos de simetria internos e o grupo de simetria não-compacto do espaço-
tempo em um “grupo mestre”, já que o teorema de Coleman-Mandula per-
mite uma união trivial desses dois grupos.

Em 1971, a supersimetria apareceu em duas abordagens distintas. Em
uma abordagem, introduzida pelos artigos [1] e [2], se observou que uma sime-
tria de gauge anticomutante emerge da teoria de cordas de Neveu-Schwarz-
Ramond, foi escrita a primeira ação supersimétrica, que é a ação super-
simétrica da teoria de supercordas em duas dimensões. Enquanto na outra
abordagem, Gol’fand e Likhtman fizeram, em seu artigo [3], uma extensão
da álgebra de Poincaré, isto é, da álgebra do espaço-tempo, e tal extensão é
denominada a álgebra de super-Poincaré.

A supersimetria foi descoberta de forma independente, respectivamente,
por J. L. Gervais e B. Sakita, em 1971,[4], Yu. A. Gol’fand e E. P. Likht-
man, também em 1971, [3], e D.V. Volkov e V.P. Akulov em 1972, [5]. Com
isso, eles estabeleceram relações entre férmions e bósons, e entre simetrias
internas e simetrias não-compactas do espaço-tempo. Também foram fei-
tas muito cedo aplicações disso a f́ısica de part́ıculas, por Abdus Salam e
seus colegas. Muitas áreas da f́ısica, como f́ısica nuclear, fenômenos cŕıticos,
mecânica quântica e estat́ıstica, fizeram uso da estrutura de superálgebras
de Lie graduadas advinda da supersimetria.

Em 1996, a álgebra de supersimetria, que é Z2-graduada, teve uma ge-
neralização proposta por Viktor Abramov; em seus artigos [6], ele considera
uma álgebra graduada em Z3, denominada álgebra de hipersimetria.
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Howard Georgi, em 1981, foi o primeiro a propor, em seu artigo [7], uma
versão realista do Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (abreviadamente,
MSSM- Minimal Supersymmetric Standard Model), o qual foi criado com
a proposta de resolver o problema de hierarquia. Ele prediz, também, su-
perparceiros com massas entre 100 GeV e 1 TeV. E, apesar de o LHC estar
desde o começo de seu funcionamento produzindo colisões a energias jamais
atingidas antes, até hoje não se viu nenhum sinal a respeito da observação de
superparceiros. No entanto, a impossibilidade de se observar ainda não foi
levada em conta. O LHC, será religado no ińıcio de 2015 e funcionará a 14
TeV, o dobro de sua potência atual-7TeV, talvez na última esperança de se
coletar dados a respeito de superparceiros, caso não encontremos, devemos
caminhar em busca de algo novo além do Modelo Padrão.

Geometria Não-comutativa

A relação que há entre a geometria comutativa e a geometria não-comutativa
é análoga a relação entre há f́ısica clássica, no que diz respeito a suas funções
comutantes e f́ısica quântica, com seus operadores não-comutantes.

Antes que surgissem os processos de renormalização e fossem largamente
aceitos, Heisenberg foi quem primeiro teve a ideia de remover os infinitos
propondo uma extensão não-comutativa das coordenadas. E, somente em
1947 é que Hartland Snyder retomou essa ideia em seu primeiro artigo sobre
o assunto.

A Geometria Não-Comutativa foi desenvolvida, na década de 1980, princi-
palmente por Alain Connes, dentro do formalismo matemático e apresentado
em sua produção [8]. Desenvolveu-se, assim, uma noção mais geral de estru-
tura diferencial, uma descrição de operador algébrico sobre o espaço-tempo
não-comutativo e uma teoria de Yang-Mills sobre o toro não-comutativo.

Snyder foi quem primeiro propôs, em 1947, [9] a ideia de que o espaço-
tempo poderia não-comutar, uma teoria quântica de campos descrita so-
bre um espaço desse tipo é denominada Teoria Quântica de Campos Não-
Comutativa. Mas somente depois que Nathan Seiberg e Edward Witten
publicaram, em 1999, o artigo [11] “String Theory and Noncommutative
Geometry”que o interesse da comunidade de f́ısica de part́ıculas pela não-
comutatividade aumentou. De acordo com este artigo [11], se adicionamos à
ação da folha de mundo da corda bosônica

S =
1

4πα′

∫
∑ gij∂ax

i∂axj (1.1)
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um campo B de Neveu-Schwarz constante

SB = − i
2

∫
∑Bijε

ab∂ax
i∂bx

j

e vinculamos as extremidades a uma p-brana

gij∂nx
j + 2πiα′Bij∂tx

j|∂∑ = 0, (1.2)

então o propagador pode ser calculado sobre os pontos extremos e resulta em

〈xi(τ)xj(τ ′)〉 = −α′Gijlog(τ ′ − τ)2 +
i

2
Θijε(τ ′ − τ), (1.3)

onde Gij e Θij são constantes que dependem do campo B e ε(τ) é a função
degrau, que é igual a −1 se τ é negativo e 1 se τ é positivo. Podemos, assim,
encontrar o comutador

[xi(τ), xj(τ)] = T (xi(τ)xj(τ−)− xi(τ)xj(τ+) = iΘij, (1.4)

onde i, j = 1, · · · , r e nos garante um espaço-tempo não-comutativo. Observa-
se, com isso, que as coordenadas das extremidades da corda aberta que estão
v́ınculados a p-brana com campo B de Neveu-Schwarz satisfazem a álgebra
não-comutativa 1.4. Assim, como resultado do limite da teoria de cordas
abertas para baixas energias, obtemos uma teoria quântica de campos sobre
um espaço-tempo não-comutativo.

Uma segunda motivação para se estudar o espaço-tempo não-comutativo
apareceu, em 1995, no artigo [12]: “The quantum structure of spacetime at
the Planck scale and quantum fields”publicado por Sergio Doplicher, Klaus
Fredenhagen e John E. Roberts, o qual sugere que de forma semelhante ao
prinćıpio da incerteza de Heisenberg, que nos dá um espaço de fase com ”vo-
lume mı́nimo de incerteza”, existe um “volume mı́nimo de incerteza”também
no espaço-tempo devido a produção de um horizonte de eventos quando a
densidade de energia cresce. E, isto nos resulta em uma relação de comutação
entre os operadores coordenadas do espaço-tempo.
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Supersimetria Não-Anticomutativa

As variáveis θ que na supersimetria são grassmanianas, agora são tratadas
como satisfazendo uma álgebra de Clifford, o que foi feito nos artigos pioneiros
[13], [14] e [15] sobre não-anticomutatividade em supersimetria.

Se de forma análoga à subseção acima, e de acordo com o artigo [16],
à Lagrangeana de supercordas tipo II, com supersimetria N = 2 e escolha
conveniente das variáveis

L =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ − qα∂̃θα + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ − q̃α∂θ̃α˜̄dα̇∂
˜̄θ
α̇
)
, (1.5)

adicionamos o campo Fαβ dual do gravifóton

Fαβqαq̃β (1.6)

e substituimos as equações de movimento para os campos q e q̃

∂̃θα = α′Fαβ q̃β

∂θ̃α = −α′Fαβqβ

na Lagrangeana 1.5+1.6, obtemos a Lagrangeana efetiva

Lef =

(
1

α′2

)
αβ

∂θ̃α∂̃θβ. (1.7)

Então, impondo as condições de contorno

θγ(z = z̃) = θ̃γ(z = z̃), ∂θ̃γ(z = z̃) = −∂̃θγ(z = z̃), (1.8)

podemos encontrar o propagador

〈θα(z, z̃)θβ(w, w̃)〉 =
α′2Fαβ

2πi
log

z̃ − w
z − w̃

, (1.9)

e usando argumentos análogos ao caso para corda abertas, da subseção acima,
finalmente temos como resultado

{θα(τ), θβ(τ)} = T
(
θα(τ)θβ(τ−)− θα(τ)θβ(τ+)

)
= α′2Fαβ = Cαβ 6= 0,

(1.10)
ou seja, uma deformação no anticomutador dos θ’s pode ser vista como uma
generalização do caso anterior, onde o comutador não-nulo dos parâmetros do
espaço-tempo é obtido quando pomos uma corda aberta bosônica na presença
do campo B de Neveu-Schwarz constante e vinculada a uma p-brana.
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Para que faça sentido definir campos quirais e antiquirais, usamos yµ =
xµ + iθασµαα̇θ̄

α̇ como variável comutante

[yµ, yν ] = [yµ, θα] = [yµ, θ̄α̇] = 0 (1.11)

e, em particular, como consequência, temos o comutador das coordenadas do
espaço-tempo proporcional a um termo infinitesimal

[xµ, xν ] = θ̄θ̄Cµν . (1.12)

Notamos, com isso, que deformar o anticomutador dos θ’s

{θα, θβ} = Cαβ

é uma extensão para o superespaço do que é feito em teoria quântica de cam-
pos quando o comutador dos parâmetros espaço-temporais são deformados

[xi, xj] = Θij.

Dáı, obtemos uma teoria não-local: algo muito desejado em teoria quântica
da gravidade.

Ooguri e Vafa mostraram em seus artigos [17] e [18] que uma nova es-
trutura não-anticomutativa emerge de uma D-brana supersimétrica com um
campo constante tipo Ramond-Ramond, desta forma há uma relação entre
esta D-brana e o superespaço não-anticomutativo, que apresenta parâmetros
ferminônicos que não mais satisfazem a uma álgebra de Grassmann, mas a
uma álgebra de Clifford. Isto é, a dinâmica de uma corda aberta com as extre-
midades contidas em uma D-brana e sob a infuência de um campo Ramond-
Ramond pode ser descrito apenas pela não-comutatividade do espaço da
D-brana. Isso pode ser obtido pelo ordenamento de Weyl, implementando a
multiplicação produto estrela Moyal. E, como resultado obtemos uma teo-
ria quântica de campos supersimétrica com deformação não-anticomutativa
e supersimetria parcialmente quebrada, por esta razão, denominada supersi-
metria N = 1

2
.

Como foi feito no artigo [17] de Ooguri e Vafa, quando resolvemos a fo-
lha de mundo na teoria de cordas no estado fundamental com field strength
do gravifóton constante obtemos nosso superespaço não-anticomutativo, o
qual iremos estudar no caṕıtulo dois. Assim, na presença do gravifóton
F µν = Cµν , as equações de movimento são deformadas por termos linea-
res e quadráticos em Cµν . E se a esse superespaço deformado pela presença
do gravifóton adicionamos um estado fundamental do gluino, podemos de-
formar a relação de anticomutação entre os espinores sobre a folha de mundo
da D-brana para recuperarmos completamente a supersimetria N = 1, que
foi parcialmente quebrada.
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1.1

Este trabalho está organizado da seguinte forma.
No primeiro caṕıtulo faremos uma breve revisão sobre Supersimetria

[(Anti) Comutativa] assim como é tratada em [19], e usamos também [20]
como uma fonte auxiliar. Mas na primeira seção exporemos, com base nas
referências [21], [22] e [23], primeiro a teoria de gauge abeliana que descreve
o campo eletromagnético, em seguida a teoria de gauge não-abeliana, que
será resolvida para a álgebra de Lie U(1) × SU(2) resultará na teoria de
Yang-Mills, que descreve a força eletrofraca, e então, depois de introduzir o
conceito de superespaço, com base em [19], que é o espaço-tempo acrescido
de parâmetros anticomutantes, na segunda seção, definiremos supercampos,
que são funções sobre este superespaço. Em seguida, vamos impor aos super-
campos alguns v́ınculos para obter campos com propriedades interessantes.
O primeiro que definiremos na terceira seção é o supercampo vetorial, com
o qual escreveremos a lagrangeana para Super-Yang-Mills com N=1, d=4;
e em seguida, o supercampo quiral na quarta seção, que será usado pra es-
crever a lagrangeana supersimétrica de matéria(sem interação). Na quinta
seção, quando ”somarmos”as duas lagrangeanas obtidas nas duas seções an-
teriores: a lagrangeana de Super-Yang-Mills abeliana livre obtida na terceira
seção e a lagrangeana de matéria obtida na seção quatro, e adicionarmos o
termo de acoplamento “matéria-campo de gauge”, obteremos então a lagran-
geana de Super-Yang-Mills Abeliano acoplado com a matéria. E, na sexta e
última seção deste caṕıtulo, encontraremos a lagrangeana para super-Yang-
Mills não-abeliano no superespaço, seguindo o mesmo processo anterior, no
entanto agora com os campos de gauge sendo “matrizes”, isto é, que em ge-
ral não comutam. Em uma subseção escreveremos a lagrangeana pra Super-
Yang-Mills não-abeliano livre e na subseção seguinte adicionaremos a lagran-
geana de matéria com o termo de acoplamento, obtendo a lagrangeana mais
geral para a interação dos campos escalar, spinor e vetor supersimétrica e
renormalizável.

No segundo caṕıtulo faremos uma revisão do artigo [15], onde trataremos
sobre supersimetria não-anticomutativa, algo análogo ao que foi feito em [19],
no entanto, constrúıdo sobre um superespaço não-anticomutativo que satisfaz

{θα, θβ} = Cαβ,

mais geral que o caso anterior, tornando as antigas variáveis grasmannia-
nas (θ, θ̄) agora variáveis que satisfazem a álgebra de Clifford. E, a partir
dáı, obteremos termos adicionais aos resultados da supersimetria ((anti)-
comutativa). Desta forma, na primeira seção introduziremos o conceito de
superespaço não-comutativo, nas seções seguintes fazeremos algo análogo ao
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que foi realizado no caṕıtulo anterior, agora sobre esse superespaço não-
anticomutativo, tal que na segunda seção discorreremos sobre supercampos
quirais, para escrevermos a lagrangeana de matéria e, na terceira seção escre-
veremos a ação de super-Yang-Mills não-anticomutativo, após introduzirmos
o conceito de supercampo vetorial sobre esse superespaço, assim falaremos
acerca de Super-Yang-Mills não-abeliano livre sobre este superespaço.

Algo que pode ainda ser considerado é uma lagrangeana de super-Yang-
Mills com matéria sobre este superespaço não-anticomutativo, ”adicionando”o
termo de acoplamento às lagrangeanas livres, o que foi feito na última seção
deste caṕıtulo com base no artigo [24].

1.2 Convenções

As convenções de ı́ndices neste trabalho serão as seguintes. No primeiro
caṕıtulo, ı́ndices gregos(α, β, · · · , ᾱ, β̄, · · ·) denotarão bi-componentes dos es-
pinores de Weyl; e os ı́ndices latinos (m,n, · · ·) denotarão componentes de
quadrivetores de Lorentz. No segundo caṕıtulo, usaremos as mesmas con-
venções do primeiro caṕıtulo para o caso de ı́ndices espinoriais, e denotaremos
os ı́ndices vetoriais de Lorentz pela letras gregas (µ, ν, · · ·).
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Caṕıtulo 2

Supersimetria (anticomutativa)

2.1 Campos de Yang-Mills

Nesta seção faremos uma revisão embasada nas referências [21], [22] e [23]
das teorias de gauge abelianas e não-abelianas, e em particular a teoria de
Yang-Mills, e poremos no final da seção o exemplo da Lagrangeana de Yang-
Mills.

2.1.1 Teorias de Gauge Abelianas

Esta subseção foi escrita baseada na subseção 1.8.1 da referência [21].
A teoria de gauge abeliana é a primeira com que temos contato, é a que

descreve o eletromagnetismo clássico.
Quando escrevemos as equações de Maxwell

∇ ·B = 0 (2.1)

∂B

∂t
+∇× E = 0 (2.2)

∇ · E = ρ (2.3)

∂E

∂t
−∇× E = −j (2.4)

com os campos elétrico E e magnético B em termos do potencial vetor Aµ =
(φ,A)

E =
∂A

∂t
−∇φ B = ∇× A, (2.5)

e definimos o tensor campo eletromagnético Fµν

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, (2.6)

9



podemos escrever as equações de Maxwell na forma covariante. Das equações
2.1 e 2.2,

∂ν(ε
µνξρFξρ) = 0, (2.7)

que é uma consequência da definição do tensor Fµν , e das outras duas equações
2.3 e 2.4 resulta

∂νF
µν = jµ, (2.8)

que pode ser obtida da Lagrangeana do campo eletromagnético

LEM = −1

4
FµνF

µν + Aµj
µ (2.9)

como equações de movimento de Euler-Lagrange. O primeiro termo é o
campo de radiação livre, o segundo é o termo de interação do campo de
gauge com a matéria.

Se consideramos o espaço sem cargas e correntes, temos a Lagrangeana
para

L0
EM = −1

4
FµνF

µν . (2.10)

O tensor eletromagnético F µν é invariante pela transformação de gauge

Aµ → Aµ + ∂µχ, (2.11)

donde conclúımos que as equações de maxwell, assim como a Lagrangeana
do campo eletromagnético livre 2.10, são invariantes pela transformação de
gauge.

Teorias de gauge abelianas acoplado com campo de matéria

Seja ψ o campo de Dirac com carga elétrica e. A Lagrangeana de Dirac livre

L0 = ψ̄(iγµ∂µ +m)ψ (2.12)

é explicitamente invariante sob a transformação de gauge global

ψ → e−ieαψ ψ̄ → ψ̄e−ieα (2.13)

onde α ∈ R. Se elevarmos esta simetria a uma invariância de gauge local

ψ → e−ieα(x)ψ ψ̄ → ψ̄e−ieα(x), (2.14)

a Lagrangeana 2.12 se transforma sob 2.14 como

ψ̄(iγµ∂µ +m)ψ → ψ̄(iγµ∂µ + eγµ∂µα +m)ψ (2.15)

10



Se “combinamos”a Lagrangeana do campo eletromagnético 2.9 e a La-
grangeana de Dirac 2.12 livre, notamos que esta nova lagrangena

LQED = −1

4
F µνFµν + ψ̄(iγµ∇µ +m)ψ, (2.16)

tal que ∇µ ≡ ∂µ − ieAµ e a corrente jµ = eψ̄γµψ, é invariante sob as
transformações de gauge anteriores

ψ → e−ieαψ ψ̄ → ψ̄e−ieα (2.17)

Aµ → A′µ = Aµ − ∂µα(x) (2.18)

Observemos que quando “somamos”as duas teorias livres: de radiação

Lrad = −1

4
F µνFµν

e de matéria
Lmat = ψ̄(iγµ∂µ +m)ψ,

e colocamos interação, é necessário somente subtituir a derivada comum dos
parâmetros por uma derivada covariante ∇µ ≡ ∂µ − ieAµ.

2.1.2 Teorias de gauge Não-abelianas

Para escrevermos esta subseção usamos como referências a seção 9.2 do livro
[22] e a subseção 1.8.2 do livro [21].

Teorias de gauge Não-abelianas livres

Vamos considerar agora teorias invariantes por um transformaçao de grupo
de gauge não-abeliano.

Seja os elementos T a geradores de um grupo de Lie semi-simples compacto
G com elementos

U(x) = e−igαaT
a

,

por exemplo o grupo de Lie SO(N) ou SU(N), que satisfazem

[Tα, Tβ] = fγαβTγ, (2.19)

onde os números fγαβ são chamados de constante de estrutura de G, e
satisfazem também a identidade de Jacobi. E uma transformação de gauge
agora é dada por

Aµ → A′µ = UAµU † + g−1U∂µU
†. (2.20)
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Como as teorias de gauge não-abelianas são auto-interagentes, podemos
então, seguindo a mesma ideia que quando “somamos”as lagrangenas de
matéria(Dirac) e de radiação livres, “substituindo”no tensor eletromagnético
a derivada usual pela derivada covariante

Dµ = ∂µ + gAµ, Aµ = AαµTα, (2.21)

obtemos o tensor campo de Yang-Mills

Fµν ≡ DµAν −DνAµ (2.22)

= ∂µAν − ∂νAµ + g[Aµ,Aν ], (2.23)

podemos escrever ainda Fµν como um “operador diferencial”

Fµν · =
1

g
[Dµ,Dν ]·, (2.24)

onde · denota que há uma função impĺıcita arbitrária. Então, podemos es-
crever a Lagrangeana de Yang-Mills livre

L0
YM = −1

2
tr (FµνFµν) , (2.25)

que é invariante pela transformação de gauge 2.20.

Teorias de gauge Não-abelianas com matéria

Quando consideramos teorias de gauge não-abelianas com campos de matéria
generalizamos a transformação de campo de matéria para

ψ(x)→ U(x)ψ(x) = e−igαa(x)Taψ(x), (2.26)

onde os elementos T a são geradores de um grupo de Lie semi-simples com-
pacto G com elementos U(x), por exemplo SO(N) ou SU(N), que satisfa-
zem 2.19. Se substituimos a derivada parcial ∂m pela derivada covariante
Dµ = ∂µ + gAaµTa na Lagrangeana de Dirac e adicionamos a lagrangena de
Yang-Mills livre 2.25, obtemos a generalização da Lagrangeana 2.16 para a
interação do campo de gauge de Yang-Mills(não-abeliano) com a matéria

L = −1

2
tr(FµνFµν) + ψ̄(iγµDµ +m)ψ, (2.27)

isto é, a Lagrangeana que descreve o campo de Dirac interagindo com um
campo de gauge vetorial não-abeliano, onde o traço é definido sobre a matriz
do grupo, tal que agora a derivada covariante é definida por Dµ = ∂µ + gAµ,
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Aµ = AαµTα é o campo de gauge de Yang-Mills e o campo tensor de
Yang-Mills Fµν dado por 2.23.

Podemos verificar que esta Lagrangeana 2.27 é invariante pelas trans-
formações de gauge.

ψ → ψ′ = Uψ ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄Ū † (2.28)

Aµ → A′µ = UAµU † + g−1U∂µU
†, (2.29)

pois a derivada covariante Dµψ se transforma covariantemente sob a trans-
formação 2.28 D′µψ′ = UDµψ, de fato

D′µψ′ = (∂′µ + gA′µ)ψ′ = U∂µψ + (∂µU)ψ + gUAµψ + U(∂µU
†)ψ′

= U∂µψ + (∂µU)ψ + gUAµψ + U∂µ(U †ψ′)− UU †∂µψ′

= 2U∂µψ + (∂µU)ψ + gUAµψ − ∂µ(Uψ)

= U(∂µ + gAµ)ψ = UDµψ. (2.30)

A seguir, partindo da definição 2.23 do tensor campo de Yang-Mills, usando
a identidade de Bianchi na última igualdade e o fato de A pertencer a álgebra
de Lie de G

Dµ ∗ Fµν ≡ ∂µ ∗ Fµν + g[A, ∗Fµν ] (2.31)

=
1

2
εµνκλ (∂µFκλ + g[Aµ,Fκλ]) (2.32)

=
1

2
εµνκλ {∂µ(∂κAλ − ∂λAκ + g[Aκ,Aλ])+ (2.33)

+g[Aµ, (∂κAλ − ∂λAκ + g[Aκ,Aλ])]} (2.34)

=
g2

2
εµνκλ[Aµ, [Aκ,Aλ]], (2.35)

obtemos o v́ınculo
Dµ ∗ Fµν = 0 (2.36)

e a partir da Lagrangeana 2.27, podemos facilmente encontrar as equações
de Euler-Lagrange para os campos de férmion e de gauge, dadas por

DµF a
µν = eψ̄γνTaψ (2.37)

(iγµDµ +m)ψ = 0 (2.38)

Regras de Feymann para Teorias de gauge Não-Abelianas

Nesta subsubseção usaremos a seção 10.6 da referência [22] e a primeira
subseção da seção 16.1 da referência [23].
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Quando separamos na Lagrangeana 2.27, a Lagrangeana de campo livre
dos termos de interação, temos

L = L0 + gAaλψ̄γλTaψ − gfabc(∂κAaλ)AκbAλc −
1

4
g2(f eabAaκAbλ)(f ecdAκcAλd),

(2.39)
tal que os termos de interação podem ser escritos em diagramas de Feymann
como:

a, µ

= igγµTa;

c, ρ

→
q
b, ν

→
p

a, µ

←
k

= gfabc[gµν(k − p)ρ + gνρ(p− q)µ + gρµ(q − k)ν ];

b, ν

c, ρ

d, σ

a, µ

= −ig2[fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ) + facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ)
+ fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)].

Estes são todos os diagramas interagentes de uma teoria geral de gauge
não-abeliana.
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2.1.3 Lagrangeana de Yang-Mills

Nesta subseção foi usada como referência a seção 15.2 do livro [23].

Em seu artigo original, Yang e Mills consideraram o dubleto próton-
nêutron

ψ =

(
ψ1(x)
ψ2(x)

)
(2.40)

transformado sob o grupo de spin isotópico, como uma rotação tridimensional
abstrata que age sobre um spinor

ψ → exp

(
i

2
αiσ

i

)
ψ, (2.41)

com isso obtemos uma teoria de gauge sob SU(2), que é um exemplo de
teoria de gauge não-abeliana, descrita na subseção anterior e determinada
pelas relações de comutação

[
σi

2
,
σj

2
] = iεijk

σk

2
, (2.42)

isto é, pelas constantes de estrutura f ijk = iεijk. Assim, a derivada covariante
da teoria eletrofraca, que determina a dinâmica junto com a Lagrangeana
2.27, é dada por

Dµ = i∂µ − g′
1

2
YWBµ − g

1

2
~τL ~Wµ, (2.43)

tal que Bµ é o campo de gauge de U(1); YW é a hipercarga fraca, o gerador
do grupo U(1); Wµ é campo de gauge de SU(2) de três componentes; ~τL são
as matrizes de Pauli- geradores infinitesimais do grupo SU(2). O subescrito
L indica que a transformação de gauge do grupo SU(2) age apenas sobre
os férmions de mão esquerda;e g′ e g são as constantes de acoplamento da
teoria.

2.2 Superespaço

A álgebra de super-Poincaré é a extensão supersimétrica mais simples da
álgebra de Poincaré, cujos geradores são os operadores de boosts Mαβ e
de translação Pα, é obtida a partir desta se adicionarmos os geradores de
supersimetria Qα e Q̄α̇ e impormos as relações de comutação:
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{Qα, Qα̇} = 2σmαα̇P
m (2.44)

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (2.45)

[Pm, Qα] =
[
Pm, Q̄α̇

]
= 0 (2.46)

[Pn, Pm] = 0 (2.47)

Os elementos do grupo gerado por esta algébra podem ser escritos como

G(x, θ, θ̄) = ei{−x
mPm+θQ+θ̄Q̄}. (2.48)

Quando adicionamos ao espaço de parâmetros xµ do grupo de Poincaré,
os parâmetros grassmannianos θα, θ̄α̇, que satisfazem

[xµ, xν ] = [θα, xµ] = [θ̄α̇, xµ] = {θα, θβ} = {θα, θ̄α̇} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = 0,

obtemos o superespaço, que é o espaço de parâmetros do grupo(de Lie) de
super-Poincaré.

De outro modo, seguindo a referência [?], podemos definir o superespaço
Rm|n como um espaço vetorial Z2-graduado gerado por um subespaço real
m-dimensional e um subespaço n-dimensional com direções de Grassmann.
O superespaço sobre o qual é tratada a supersimetria é o superespaço Rd|4N ,
tal que d é número de dimensões espaço-temporais e N é a quantidade de
geradores de supersimetria; trataremos o caso particular em que d = 4 e
N = 1. Um elemento deste superespaço é representado por

(xµ, θ, θ̄); µ = 0, 1, 2, 3, α, α̇ = 1, 2..

2.2.1 Supercampo

Se escrevemos as funções dos elementos z = (x, θ, θ̄) do superespaço, que são
os supercampos, como série de potências em θ e θ̄, temos

F (x, θ, θ̄) = f(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + (2.49)

+θσmθ̄vm(x) + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θψ(x) + θθθ̄θ̄d(x),

onde as funções componentes são os campos “f́ısicos”.
O grupo super-Poincaré, definido na subseção anterior, age sobre os super-

campos. E, uma composição da ação deste grupo pode ser resolvida usando
a formula de Hausdorff eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+··· e que

[ξQ, ξ̄Q̄] = 2ξσmξ̄Pm, [P
m, ξQ] = [Pm, ξ̄Q̄] = 0,
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assim, como os comutadores de altas ordens se anulam,

G(0, ξ, ξ̄)G(xm, θ, θ̄) = exp{i(ξQ+ ξ̄Q̄)}exp{i(−xmPm + θQ+ θ̄Q̄)}
= exp{−i(xm − iξσmθ̄ + iθσmξ̄)Pm + i(ξ + θ)Q

+ i(ξ̄ + θ̄)Q̄}
⇒ G(0, ξ, ξ̄)G(xm, θ, θ̄) = G(xm + iθσmξ̄ − iξσmθ̄, ξ + θ, ξ̄ + θ̄). (2.50)

Sabendo que G(y, 0, 0) é apenas o operador translação e que Pm comuta com
toda a álgebra de supersimetria, obtemos como consequência uma proprie-
dade interessante:

G(0, 0, ξ̄)G(0, ξ, 0)G(xm, θ, θ̄) = G(iξσmξ̄, 0, 0)G(0, ξ, ξ̄)G(xm, θ, θ̄)

G(0, ξ, 0)G(0, 0, ξ̄)G(xm, θ, θ̄) = G(−iξσmξ̄, 0, 0)G(0, ξ, ξ̄)G(xm, θ, θ̄).

Há um movimento no espaço de parãmetros que é induzido pela multi-
plicação 2.50 entre os elementos do grupo de super-Poincaré representado da
seguinte forma

g(ξ, ξ̄) : (xm, θ, θ̄)→ (xm + iθσmξ̄ − iξσmθ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄), (2.51)

e é gerado pelos operadores diferenciais geradores de supersimetria Q e Q̄:

ξQ+ ξQ̄ = ξα
(

∂

∂θα
− iσmαα̇θ̄α̇∂m

)
+ ξ̄α̇

(
∂

∂θ̄α̇
− iθασm

αβ̇
εβ̇α̇∂m

)
, (2.52)

desta forma, os operadores Q, Q̄ atuam sobre os supercampos como opera-
dores diferenciais

Qα =

(
∂

∂θα
− iσmαα̇θ̄α̇∂m

)
(2.53)

Q̄α̇ =

(
− ∂

∂θ̄α̇
+ iθασmαα̇∂m

)
, (2.54)

e assim, encontramos os comutadores

{Qα, Q̄α̇} = 2iσmαα̇∂m (2.55)

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0. (2.56)

Como o produto G(0, ξ1, ξ̄1̇)G(0, ξ2, ξ̄2̇) está relacionado ao movimento
g(ξ2, ξ̄2̇)g(ξ1, ξ̄1̇) com ordem de multiplicação trocada, observamos uma mu-
dança no sinal, Pm = −i∂m ⇒ {Qα, Q̄α̇} = 2σmαα̇(−Pm). Se, de outro modo,
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estudando a multiplicação a direita, obtemos um movimento induzido pro-
duzido pelos operadores D e D̄, definidos como,

Dα =

(
∂

∂θα
+ iσmαα̇θ̄

α̇∂m

)
(2.57)

D̄α̇ =

(
− ∂

∂θ̄α̇
− iθασmαα̇∂m

)
, (2.58)

e que satisfazem as relações de anticomutação

{Dα, D̄α̇} = −2iσmαα̇∂m (2.59)

{Dα, Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0 (2.60)

e, completando a lista de todos os anticomutadores envolvendo D, D̄,Q e Q̄,
temos

{Dα, Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Qβ} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0, (2.61)

isto é, D anticomuta com Q.

2.2.2 Transformação de Supersimetria

Sempre é posśıvel construir um supercampo apartir de uma componente de
multipleto qualquer A, aplicando o operador exp(θQ+ θ̄Q̄). Isto nos fornece
uma função de x, θ, θ̄

F (x, θ, θ̄) = e(θQ+θ̄Q̄) ×A = A+ δθA+ · · · , (2.62)

então obtemos a transformação de simetria de grupo

δξF (x, θ, θ̄) = (ξQ+ ξ̄Q̄)× F, (2.63)

cujos coeficientes representam as componentes do campo transformado

δξF (x, θ, θ̄) = δξf(x) + θδξφ(x) + θ̄δξχ̄(x) + θθδξm(x) + θ̄θ̄δξn(x)(2.64)

+ θσmθ̄δξvm(x) + θθθ̄δξλ̄(x) + θ̄θ̄θδξψ(x) + θθθ̄θ̄δξd(x)

≡ (ξQ+ ξ̄Q̄)F. (2.65)

Podemos eliminar componentes de campos extras impondo v́ınculos covarian-
tes aos supercampos, para obter as trasformações de gauge para os “campos
f́ısicos”.
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2.3 Super-Yang-Mills N=1, d=4

2.3.1 Super Yang-Mills Abeliano

Um supercampo vetorial é definido pelo v́ınculo

V = V +. (2.66)

Em termos de suas componentes, o campo vetorial pode ser escrito como:

V (x, θ, θ̄) = C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄

+
i

2
θθ[M(x) + iN(x)]− i

2
θ̄θ̄[M(x)− iN(x)] (2.67)

− θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄

[
λ̄(x) +

i

2
σ̄m∂mχ(x)

]
− iθ̄θ̄θ

[
λ(x) +

i

2
σm∂mχ̄(x)

]
+

1

2
θθθ̄θ̄

[
D(x) +

1

2
�C(x)

]
,

tal que, para satisfazer 2.66, as componentes C,D,M,N e vm devem assumir
valores reais. O campo vetorial vm é o termo que dá nome ao multipleto
inteiro. Para escrever o supercampo V no gauge 2.67 acima fizemos uma
escolha bem particular dos coeficientes das componentes θθθ̄, θθ̄θ̄ e θθθ̄θ̄ de
V .

Escrevendo os campos quirais Φ e Φ+ em componentes e em torno de xµ,
temos

Φ + Φ+ = A+ A∗ +
√

2(θψ + θ̄ψ̄) + θθF + θ̄θ̄F ∗ (2.68)

+ iθσmθ̄∂m(A− A∗) +
i√
2
θθθ̄σ̄m∂mψ (2.69)

+
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄ +

1

4
θθθ̄θ̄�(A+ A∗). (2.70)

E assim, motivados pelo fato de o gradiente ∂m(A − A∗) ser o coeficiente
da componente θσmθ̄, podemos definir uma transformação de gauge super-
simétrica, como

V → V + Φ + Φ+. (2.71)

Analisando os coeficientes de cada monômio em θ, θ̄ desta transformação,
encontramos as transformações de gauge supersimétricas das componentes
do campo vetorial V :
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coeficiente de 1

C → C + A+ A∗ (2.72)

coeficiente de θ

χ→ χ− i
√

2ψ (2.73)

coeficiente de θθ

M + iN →M + iN − 2iF (2.74)

coeficiente de θσmθ̄

vm → vm − i(A− A∗) (2.75)

coeficiente de iθθθ̄

λ̄+
i

2
σ̄m∂mχ → (λ̄+

i

2
σ̄m∂mχ) +

1√
2
σ̄m∂mψ = λ̄+

i

2
σ̄m∂m(χ− i

√
2ψ)

⇒ χ → χ− i
√

2ψ; λ→ λ (2.76)

coeficiente de 1
2
θθθ̄θ̄

D +
1

2
�C → (D +

1

2
�C) +

1

2
�(A+ A∗) = D +

1

2
�(C + A+ A∗)

⇒ C → C + A+ A∗; D → D. (2.77)

As componentes do supercampo vetorial V , em 2.67, foram escolhidas de
forma a manter a invariância de gauge dos campos λ e D.

Podemos calcular V em um gauge espećıfico, onde C, χ,M e N iguais a
zero, o qual é chamado gauge de Wess-Zumino, fazendo isso

V = −θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θλ+
1

2
θθθ̄θ̄D (2.78)

V 2 = −1

2
θθθ̄θ̄vmv

m (2.79)

V 3 = 0. (2.80)

Note que os coeficientes do supercampo vetorial V são o campo de gauge
vm, o campo do gaugino λ e um campo auxiliar D.

Escolhendo este gauge, ainda temos a transformação de gauge usual vm →
vm + ∂ma como a transformação de sua componente de menor dimensão,
apesar de a supersimetria ser quebrada.

Agora, no intuito de construir um tensor de campo, onde seu campo
componente de ordem mais baixa é invariante de gauge, note que λ e λ̄ são
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as componentes invariantes de gauge do supercampo V de ordem mais baixa.
Desta forma, o campo de força pode ser definido por

Wα = −1

4
D̄D̄DαV (2.81)

W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V. (2.82)

Como resultado estes supercampos W são quirais, pois

D̄β̇Wα = 0 DβW̄α̇ = 0, (2.83)

e também invariantes de gauge, pois do fato que D̄Φ = DΦ+ = 0,temos

Wα → −
1

4
D̄D̄Dα(V + Φ + Φ+) = Wα −

1

4
D̄D̄DαΦ− 1

4
D̄D̄DαΦ+ (2.84)

= Wα −
1

4
D̄{D̄,Dα}Φ = Wα −

1

4
D̄α̇(−2iεαβσ̄

mα̇β∂m)Φ, (2.85)

como [D̄α̇, ∂m] = 0 e Φ é quiral, então Wα → W ′
α = Wα.

Se calculamos o tensor de campo W no gauge Wess-Zumino, isto é, pondo
C = χ = M = N = 0, e o escrevemos em termos de ym = xm + iθσmθ̄, θ e θ̄,
podemos simplificar bastante os cálculos, assim, partindo do campo

V = −θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄λ̄(x)− iθ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x) (2.86)

= −θσmθ̄vm(y) + iθθθ̄λ̄(y)− iθ̄θ̄θλ(y) +
1

2
θθθ̄θ̄[D(y)− i∂mvm(y)],

onde usamos A.23, obtemos o campo invariante de gauge desejado

Wα = −1

4
D̄D̄DαV (2.87)

em termos de y, θ, θ̄ e usamos, desta forma, as derivadas D, D̄ em termos
também destes parâmetros

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσmαα̇θ̄

α̇ ∂

∂ym
(2.88)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
. (2.89)

Dáı, usando 2.86, εα̇β̇
∂
∂θ̄β̇

= − ∂
∂θ̄α̇

e εα̇β̇
∂
∂θ̄α̇

∂
∂θ̄β̇
θ̄θ̄ = 4,

Wα = −1

4
εα̇β̇

∂

∂θ̄α̇

∂

∂θ̄β̇

[
−σmαα̇θ̄α̇vm + 2iθαθ̄λ̄+ iθ̄θ̄λα (2.90)
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+ θαθ̄θ̄(D − i∂mvm) + 2iσmαγ̇ θ̄
γ̇
(
−θσnθ̄∂mvn + iθθθ̄∂mλ̄+ iθ̄θ̄θ∂mλ

)]
= −iλα(y) + θα(D(y)− i∂mvm(y))

+ iσmαα̇(εδηεηρ)ε
α̇β̇σn

δβ̇
θρ∂mvn + σmαγ̇θθ∂mλ̄

γ̇ (2.91)

= −iλα(y) +

{
δβαD(y)− i

2
[(2ηmn + σmσ̄n) + σmσ̄n]βα ∂mvn

}
θβ

+ θθσmαγ̇∂mλ̄
γ̇ (2.92)

Wα = −iλα +

[
δβαD(y)− i

2
(σmσ̄n)βα(∂mvn(y)− ∂nvm(y))

]
θβ

+ θθσmαα̇∂mλ̄
α̇(y) (2.93)

(2.94)

Analogamente, em termos de y+, θ, θ̄,

W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V =

1

4
εαβ

∂

∂θα
∂

∂θβ

(
− ∂

∂θ̄α̇
− 2iθασmαα̇

∂

∂y+m

)
[
−θσnθ̄vn + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θλ+

1

2
θθθ̄θ̄D

]
(2.95)

= −1

4
εαβ

∂

∂θα
∂

∂θβ
[(
−θγσnγα̇vn + iθθλ̄α̇ + 2iθ̄α̇θλ+ θθθ̄α̇D

)
+

(
2iσmαα̇θ

αθσnθ̄∂mvn − 2σmαα̇θ
αθ̄θ̄θ∂mλ

)]
Usando que 1

4
εαβ ∂

∂θα
∂
∂θβ

θθ = 4,

W̄α̇ = iλ̄α̇ +

[
εα̇β̇D(y+) +

i

2
εα̇γ̇(σ̄

mσn)γ̇ β̇(∂mvn(y+)− ∂nvm(y+))

]
θ̄β̇

+ εα̇β̇ θ̄θ̄σ̄
mβ̇α∂mλα(y+). (2.96)

Todas os campos componentes do supercampo W e W̄ são invariantes de
gauge: D,λα e vmn = ∂mvn − ∂nvm. O supercampo W é muito interessante,
pois além de ser invariante de gauge e quiral, ainda satisfaz o v́ınculo

DαWα = −1

4
Dα(D̄D̄DαV ) = −1

4
(DαDαD̄D̄V )

= −1

4
D̄α̇(DDD̄α̇V ) = D̄α̇W̄

α̇

⇒ DαWα = D̄α̇W̄
α̇. (2.97)
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Se escolhemos θ = θ̄ = 0, obtemos desta relação que a componente D do
campo é real, pois das equações 2.96

DαWα|θ=θ̄=0 =

[
4D(y)− i

2
(σmσ̄n)α

α(∂mvn − ∂nvm)

]∣∣∣∣
θ=θ̄=0

= D̄α̇W̄
α̇
∣∣
θ=θ̄=0

⇒ D(y)|θ=θ̄=0 = D(y+)
∣∣
θ=θ̄=0

= D(x) = D∗(x), (2.98)

logo D(x) é real. Se impomos as condições de quiralidade 2.83 e o v́ınculo 2.97
a um supercampo qualquer, obtemos que a equação 2.96 nos dá a solução
mais geral para o problema, que também pode ser obtida atrávez de uma
exponenciação dos campos de componente mais baixa λα e λ̄α̇,

Wα = exp(θQ+ θ̄Q̄)λα, W̄α̇ = exp(θQ+ θ̄Q̄)λ̄α̇ (2.99)

e obtemos, então, que este supercampo W é quiral

D̄β̇Wα = − ∂

∂θ̄β̇
exp(θQ+ θ̄Q̄)λα = −Q̄β̇exp(θQ+ θ̄Q̄)λα

= −Q̄β̇Wα = (−D̄β̇ − 2iθασm
αβ̇
∂m)Wα = 0

⇒ 2

(
− ∂

∂θ̄β̇
+ iθασm

αβ̇
∂m

)
Wα = 0⇒ Q̄β̇Wα = D̄β̇Wα = 0.

De forma análoga,

DβW̄α̇ =
∂

∂θβ
exp

(
θQ+ θ̄Q̄

)
λ̄α̇ = Qβexp(θQ+ θ̄Q̄)λ̄α̇ (2.100)

= QβW̄α̇ = (Dβσ
m
βα̇θ̄

α̇∂m)W̄α̇ = 0, (2.101)

obtemos que o supercampo W̄ é antiquiral. E satisfazem o v́ınculo 2.97.
Buscando uma expressão pra Lagrangeana supersimétrica que contenha

o termo de gauge padrão, usando a equação 2.96 e definindo o campo antis-
simétrico vmn := ∂mvn − ∂nvm, encontramos

WαWα|θθ = −2iλσm∂mλ̄+D2 − i

2
[(σmσ̄n + σmσ̄n)α

α] vmnD(2.102)

− 1

4
(σmσ̄n)αβ(σkσ̄l)α

βvmnv
kl

(
−1

2

)
(2.103)

= −2iλσm∂mλ̄+D2 +
1

2
(σmnσkl)

α
αvmnv

kl, (2.104)

usando A.24, temos

WαWα|θθ = −2iλσm∂mλ̄+D2 − 1

2
vmnv

mn +
i

4
εmnklv

mnvkl. (2.105)
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Podemos denotar WαWα ainda por

WαWα = −1

4

[(
−1

4
D̄D̄DαV

)(
D̄D̄DαV

)]
= −1

4
D̄D̄

[(
−1

4
D̄D̄DαV

)
DαV

]
⇒ WαWα = −1

4
D̄D̄(WαDαV ). (2.106)

Finalmente, notando que a equação 2.105 apresenta o termo de gauge padrão,
podemos escrever uma generalização supersimétrica e invariante de gauge da
Lagrangeana para um campo vetorial,

L =
1

4

(
WαWα|θθ + W̄α̇W̄

α̇
∣∣
θ̄θ̄

)
. (2.107)

Podemos, ainda, escrever a Lagrangeana em termos dos campos “f́ısicos”.
−1

4
D̄D̄(θ̄θ̄) = −1

4
∂
∂θ̄α̇

∂
∂θ̄α̇

θ̄β̇ θ̄
β̇ = 1,então∫

d4xL =

∫
d4x{−iλσm∂mλ̄−

1

4
vmnv

mn +
1

2
D2}. (2.108)

Usando 2.106 e 2.107, a Lagrangeana pode ser também escrita em termos de
componentes de θθθ̄θ̄,∫

d4xL =

∫
d4x

1

4

{
WαDαV + W̄α̇D̄

α̇V
}∣∣
θθθ̄θ̄

, (2.109)

e assim, adicionar a essa Lagrangeana 2.109 o termo de massa m2V 2, que
não é invariante de gauge e nem pode ser calculado no gauge Wess-Zumino.
Partindo da expressão geral 2.67 e usando A.25,

V 2
∣∣
θθθ̄θ̄

= C

(
D +

1

2
�C

)
− χ

(
λ+

i

2
σm∂mχ̄

)
(2.110)

− χ̄

(
λ̄+

i

2
σ̄m∂mχ

)
+

1

2
(M2 +N2)− 1

2
vmv

m.. (2.111)

Este termo m2V 2 adicional a Lagrangeana dá massa ao campo vetorial e,
como requerido ao multipleto massivo, ele acrescenta graus de liberdade adi-
cionais C e ξ. A Lagrangeana

L =

{
1

4

[
WαDαV + W̄α̇D̄

α̇V
]

+m2V 2

}∣∣∣∣
θθθ̄θ̄

, (2.112)
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obtida adicionando 2.108 e 2.110 descreve: um campo vetorial de gauge
vm

− 1

4
vmnv

mn − 1

2
m2vmv

m (2.113)

dois campos de spin(gaugino)λ e χ

− iλσm∂mλ̄−m2χ

(
λ+

i

2
σm∂mχ̄

)
−m2χ̄

(
λ̄+

i

2
σ̄m∂mχ

)
(2.114)

e um campo escalarC = −D

1

2
m2C

(
�− 1−m2

m2

)
C, (2.115)

todos com mesma massa.

2.4 Supercampos Quirais

Seja a Lagrangeana para um campo espinorial e um campo escalar massivos

L =

[
i∂nψ̄σ̄

nψ − 1

2
m(ψψ + ψ̄ψ̄)

]
+ [A∗(�−m2)A]. (2.116)

Introduzindo um campo escalar auxiliar F = −mA∗, podemos escrever esta
Lagrangeana como

L = L0 +mLm, (2.117)

onde o termo cinético é

L0 = i∂nψ̄σ̄
nψ + A∗�A+ F ∗F, (2.118)

e o termo de massa

Lm = AF + A∗F ∗ − 1

2
(ψψ + ψ̄ψ̄). (2.119)

Se determinamos as equações de campo, como equações de Euler-Lagrange,
obtemos

iσ̄n∂nψ +mψ̄ = 0 (2.120)

�A+mF ∗ = 0 (2.121)

F +mA∗ = 0 (2.122)
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Isto nos motiva a escrever a Lagrangeana de matéria em termos de su-
percampos. Definiremos, então, supercampos quirais, que são supercampos
que satisfazem o v́ınculo

D̄α̇Φ = 0 (2.123)

tal que D e D̄ são operadores diferencias(“ortogonais aos geradores Q, Q̄”)
dados por:

Dα =
∂

∂θα
+ iσmαα̇θ̄

α̇∂m (2.124)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασmαα̇∂m.

Podemos verificar que

D̄α̇(xm + iθσmθ̄) = −iθασmαα̇ + iθασmαα̇ = 0 (2.125)

D̄α̇θ = 0. (2.126)

Logo, o supercampo Φ é constante em θ̄, dependendo somente dos parâmetros
ym e θ,

D̄α̇Φ(ym, θ) = 0, (2.127)

pois D̄ escrito em termos de y, θ, θ̄ é D̄α̇ = − ∂
∂θ̄α̇

, tal que ym = xm + iθσmθ̄
e θ, então Φ pode ser escrito como

Φ = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y) (2.128)

e expandindo A(y), ψ(x) e F (x) em termos de x, desprezando ordens superi-
ores a θ3, temos

Φ = A(x) + iθσmθ̄∂mA(x) +
1

2
(iθσmθ̄)(iθσnθ̄)∂m∂nA(x)

+
√

2θψ(x) +
√

2θ(iθσmθ̄)∂mψ + θθF (x),

e usando os resultados A.2.1 resulta

Φ = A(x)+iθσmθ̄∂mA(x)+
1

4
θθθ̄θ̄�A(x)+

√
2θψ(x)− i√

2
θθ∂mψσ

mθ̄+θθF (x).

(2.129)
Se agora escrevemos os operadores 2.124 em termos de ym = xm + iθσmθ̄, θ
e θ̄, pela regra da cadeia, temos

Dα =
∂θβ

∂θα
∂

∂θβ
+
∂yn

∂θα
∂

∂yn
+ iσmαα̇θ̄

α̇

(
∂θβ

∂xm
∂

∂θβ
+
∂yn

∂xm
∂

∂yn

)
(2.130)

=
∂

∂θα
+ 2iσmαα̇θ̄

α̇ ∂

∂ym
, (2.131)

26



de forma análoga

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ iθασmαα̇

∂

∂ym
− iθασmαα̇

∂

∂ym
= − ∂

∂θ̄α̇
. (2.132)

O supercampo anti-quiral Φ+ atende à condição DαΦ+ = 0, que é a
equação 2.123 conjugada. Obviamente, Φ+ é função somente de y+ := xm −
iθσmθ̄ e θ̄, e tem como solução geral:

Φ+ = A∗(y+) +
√

2θ̄ψ̄(y+) + θ̄θ̄F ∗(y+) (2.133)

= A∗(x)− iθσmθ̄∂mA∗(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�A∗(x) +

√
2θ̄ψ̄(x) (2.134)

− i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄ + θ̄θ̄F ∗(x). (2.135)

Denotando em termos de y+, θ e θ̄, os operadoresD e D̄ podem ser escritos
como,

Dα =
∂

∂θα

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− 2iθασmαα̇

∂

∂y+
m

,

Como consequência, o supercampo Φ+ é anti-quiral, pois satisfaz o v́ınculo
DαΦ+ = 0, tal que D é escrito como Dα = ∂

∂θα
. E, como indicado na solução

geral 2.133, Φ+ será uma função de y+m = xm− θσmθ̄ e θ̄, de forma análoga
ao supercampo quiral.

Φ+ = A∗(y+) +
√

2θ̄ψ̄(y+) + θ̄θ̄F ∗(y+). (2.136)

Podemos dizer que os camposA e ψ são parceiros supersimétricos, bosônico
e fermiônico respectivamente e o campo F é um campo auxiliar. Assim com
esses supercampos quirais e anti-quirais podemos escrever Lagrangeanas que
descrevem campos escalares e campos espinoriais. Primeiro precisamos cal-
cular produtos de supercampos quirais, que também são quirais, usando o
resultado A.28,

ΦiΦj = Ai(y)Aj(y) +
√

2θ[ψi(y)Aj(y) + ψj(y)Ai(y)] (2.137)

+ θθ[Ai(y)Fj(y) + Aj(y)Fi(y)− ψi(y)ψj(y)]. (2.138)

E então

ΦiΦjΦk = Ai(y)Aj(y)Ak(y) +
√

2θ[ψiAjAk + ψjAkAi + ψkAiAj] (2.139)

+ θθ[FiAjAk + FjAkAi + FkAiAj − ψiψjAk − ψjψkAi − ψkψiAj].
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Usando 2.129 e 2.133, podemos ver que o produto misto Φ+Φ não é, como
os produtos acima, um supercampo quiral

Φ+
i Φj = A∗i (x)Aj(x) +

√
2ψj(x)A∗i (x) +

√
2θ̄ψ̄i(x)Aj(x)

+ θθA∗i (x)Fj(x) + θ̄θ̄F ∗i (x)Aj(x) (2.140)

+ θαθ̄α̇[−2ψiαψ̄jα̇ + iσmαα̇(A∗i∂mAj − i(∂mA∗i )Aj)]

+ θθθ̄α̇[
i√
2
σmαα̇(A∗i∂mψ

α
j − ∂mA∗iψαj )−

√
2Fjψ̄iα̇]

+ θ̄θ̄θα
[
− i√

2
σmαα̇(ψ̄α̇i ∂mAj − ∂mψ̄α̇i Aj) +

√
2F ∗i ψjα

]
(2.141)

+ θθθ̄θ̄

[
F ∗i Fj +

1

4
A∗i (�Aj) +

1

4
(�A∗i )Aj −

1

2
∂mA

∗
i∂

mAj

+
i

2
∂mψ̄iσ̄

mψj −
i

2
ψ̄iσ̄

m∂mψj

]
,

onde usamos os resultados A.2.1. Em termos de y = x + iθσθ̄, θ e θ̄, os
operadores de carga podem ser escritos como

Qα =
∂

∂θα
e (2.142)

Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ 2iθασm

αβ̇

∂

∂ym
. (2.143)

Agora, note que a componente θθθ̄θ̄ , que é mais alta do produto Φ+Φ,
pela transformação de supersimetria Q, se transforma como uma derivada
do espaço-tempo, isto é,

δξ(Φ
+Φ)|θθθ̄θ̄ = (ξQ+ ξ̄Q̄)(Φ+Φ)|θθθ̄θ̄ = 2iθασm

αβ̇

∂

∂ym
(Φ+Φ)|θθθ̄θ̄ = ∂m(· · ·)

(2.144)
Podemos, agora, de posse dos termos que se transformam pelo operador

de carga como derivadas do espaço-tempo, construir a expressão mais geral
para uma Lagrangeana supersimétrica renormalizável que envolva apenas
campos quirais Φ e antiquirais Φ+, como segue

L = Φ+
i Φi|comp.θθθ̄θ̄ +

[(
λiΦi +

1

2
mijΦiΦj +

1

3
gijkΦiΦjΦk

)∣∣∣∣
comp.θθ

+ h.c.

]
.

(2.145)
Esta Lagrangeana, que é construida somente com supercampos quirais
[Φ ≡ (A, θ, F )], e é utilizada para descrever parceiros supersimétricos bosônicos
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A e fermiônicos ψ, e o campo F , que é apenas um campo auxiliar, pois ele
não possui propagador.

Podemos ainda escrever a Lagrangeana 2.145, por extenso, em termos de
seus campos componentes,

L = i∂mψ̄iσ̄
mψi + A∗i�Ai + F ∗i Fi +

[
mij

(
AiFj −

1

2
ψiψj

)
(2.146)

+ gijk(AiAjFk − ψiψjAk) + λiFi + h.c.] .

Pelas equações de Euler-Lagrange do campo auxiliar F e F ∗:

∂L
∂F ∗k

= Fk + λ∗k +m∗ikA
∗
i + g∗ijkA

∗
iA
∗
j = 0 (2.147)

∂L
∂Fk

= F ∗k + λk +mikAi + gijkAiAj = 0,

os mesmos podem ser determinados, e dáı L pode ser expressa apenas como
função dos campos Ai e ψi:

L = i∂mψ̄iσ̄
mψi + A∗i�Ai + F ∗i Fi

+ [mij

(
−Aiλ∗j −m∗njAiA∗n − g∗nmjAnA∗mA∗j −

1

2
ψiψj

)
+ gijk(−AiAjλ∗k − AiAjm∗nkA∗n − AiAjg∗nmkA∗nA∗m − ψiψjAk)
+ λi(−λ∗i −m∗jiA∗j − g∗kjiA∗kA∗j) + h.c.].

Enfim,

L = i∂mψ̄iσ̄
mψi + A∗i�Ai −

1

2
mijψiψj −

1

2
m∗ijψ̄iψ̄j

− gijkψiψjAk − g∗ijkψ̄iψ̄jA∗k − V(Ai, A
∗
j), (2.148)

tal que

V(Ai, A
∗
j) = [mij(Aiλ

∗
j +m∗njAiA

∗
n + g∗nmjAnA

∗
mA
∗
j) (2.149)

+ gijkAiAj(λ
∗
k +m∗nkA

∗
n + g∗nmkA

∗
nA
∗
m)

+ λi(λ
∗
i +m∗jiA

∗
j + g∗kjiA

∗
kA
∗
j) + h.c.] + F ∗i Fi.

Colocando o potencial V , da equação 2.149, em termos apenas do campo
auxiliar F ,

V(Ai, A
∗
j) = [−(mijAi + gijkAkAi + λj)Fj + h.c.]− F ∗i Fi (2.150)

= (F ∗j Fj + h.c.)− F ∗i Fi = F ∗i Fi > 0. (2.151)
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Conclúımos que os campos quirais

Φ(y) = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y), (2.152)

onde ym = xm + iθσmθ̄, quando escrito na Lagrangeana 2.145, descreve um
campo espinorial de matéria massivo ψ

i∂mψ̄iσ̄
mψi −

1

2
(mijψiψj +m∗ijψ̄iψ̄j)

e um campo superparceiro escalar A sem massa

A∗i�Ai

com interação de Yukawa

−gijkψiψjAk − g∗ijkψ̄iψ̄jA∗k
e um potencial

V(Ai, A
∗
j) = F ∗kFk,

como está expresso explicitamente na Lagrangeana 2.148 em termos das com-
ponentes de campo.

2.5 Super-Yang-Mills Não-Abeliano em Su-

perespaço

Com base no caṕıtulo VII do livro [19] e na seção 3.6 do livro [20], construi-
remos nesta seção a Lagrangeana para super-Yang-Mills em teoria de gauge
não-abeliana sobre o superespaço. Começaremos com o grupo de gauge U(1),
e então generalizaremos para um grupo de gauge não-abeliano.

2.5.1 Yang-Mills Abeliano em Interação com Matéria

Seja uma rotação global U(1) do campo quiral Φl

Φ′l = e−itlλΦl; tl, λ ∈ R, (2.153)

onde tl e λ são constantes reais: as cargas do grupo U(1) e o parâmetro do
grupo U(1), respectivamente. Podemos, com isso, construir uma Lagrange-
ana invariante pela transformação de gauge 2.153 acima,

L = Lk + Lp = Φ+
l Φl

∣∣
θθθ̄θ̄

+

([
1

2
mijΦiΦj +

1

3
gijkΦiΦjΦk

]∣∣∣∣
θθ

+ h.c.

)
,

(2.154)
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para isso devemos impor que mij = 0, quando ti + tj 6= 0 e que gijk = 0,
quando ti + tj + tk 6= 0.

A extensão mais geral que podemos fazer de 2.153, sendo Φl e Φ′l campos
quirais, é obtida quando λ é um multipleto quiral completo Λ.

Φ′l = e−itlΛΦl; D̄α̇Λ = 0 (2.155)

Φ′+l = eitlΛ
+

Φ+
l ; DαΛ+ = 0.

Podemos notar que, apesar de Lp permanecer invariante sob as transformações
2.155, não ocorre o mesmo com Lk:

Φ′+l Φ′l = Φ+
l Φle

itl(Λ
+−Λ). (2.156)

Mas isso não nos proibe de que o façamos também invariante. Se introduzir-
mos um supercampo vetorial V auxiliar que se transforma como

V → V ′ = V + i(Λ− Λ+), (2.157)

então obtemos o que queremos: uma Lagrangeana completa

L =
1

4

(
WαWα|θθ + W̄α̇W̄

α̇
∣∣
θ̄θ̄

)
+ Φ+

l e
tlV Φl

∣∣
θθθ̄θ̄

+

[(
1

2
mijΦiΦj +

1

3
gijkΦiΦjΦk

)
+ h.c.

]
, (2.158)

que é invariante sob a transformação de gauge local do grupo U(1), com um
campo vetorial auxiliar V adicional

Φ′l = e−itlΛΦl; D̄α̇Λ = 0

Φ′+l = eitlΛ
+

Φ+
l ; DαΛ+ = 0

V ′ = V + i(Λ− Λ+).

Se, agora, calculamos o termo de acoplamento do campo Φ com o campo
auxiliar V no gauge de Wess-Zumino, isto é, com V 3 = 0, em termos dos
campos componentes encontramos

Φ+etV Φ
∣∣
θθθ̄θ̄

=

{[
A∗ − iθσmθ̄∂mA∗ +

1

4
θθθ̄θ̄�A∗

+
√

2θ̄ψ̄ +
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄ + θ̄θ̄F ∗

]
(2.159)

exp

(
−tθσmθ̄vm + itθθθ̄λ̄− itθ̄θ̄θλ+

1

2
tθθθ̄θ̄D

)
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·
[
A+ iθσmθ̄∂mA+

1

4
θθθ̄θ̄�A

+
√

2θψ − i√
2
θθ∂mψσ

mθ̄ + θθF

]}∣∣∣∣
θθθ̄θ̄

(2.160)

= FF ∗ + A�A∗ + i∂nψ̄σ̄
nψ (2.161)

+ tvn
(

1

2
ψ̄σ̄nψ +

i

2
A∗∂nA−

i

2
∂nA

∗A

)
(2.162)

− i√
2
t(Aλ̄ψ̄ − A∗λψ) +

1

2

(
tD − 1

2
t2vnv

n

)
A∗A.

Como, neste gauge, esta Lagrangeana não apresenta nenhum termo com
dimensão maior que quatro, então ela é renormalizável.

Agora, podemos construir uma extensão supersimétrica da Lagrangeana
da eletrodinâmica em termos de dois supercampos quirais Φ− e Φ+, sob a
transformação de gauge

Φ′+ = e−ieΛΦ+, Φ′− = eieΛΦ−, (2.163)

que é dada por

LQED =
1

4

(
WW |θθ + W̄W̄

∣∣
θ̄θ̄

)
+
(

Φ+
+e

eV Φ+

∣∣
θθθ̄θ̄

+ Φ+
−e
−eV Φ−

∣∣
θθθ̄θ̄

)
+ m

(
Φ+Φ−|θθ + Φ+

+Φ+
−
∣∣
θ̄θ̄

)
, ,

e pode ser expressa em termos de suas componentes, usando 2.108,2.161 e
2.137, como

LQED =

[
1

2
D2 − 1

4
vmnvmn − iλσm∂mλ̄

]
(2.164)

+
[
F+F

∗
+ + F−F

∗
− + A+�A

∗
+ + A−�A

∗
−

+ i(∂nψ̄+σ̄
nψ+ + ∂nψ̄−σ̄

nψ−)
]

(2.165)

+ evn
(

1

2
ψ̄+σ̄

nψ+ −
1

2
ψ̄−σ̄

nψ− +
i

2
A∗+∂nA+

− i

2
∂nA

∗
+A+ +− i

2
A∗−∂nA− +

i

2
∂nA

∗
−A−

)
(2.166)

− ie√
2

(
A+ψ̄+λ̄− A∗+ψ+λ− A−ψ̄−λ̄+ A∗−ψ−λ

)
+

e

2
D
(
A∗+A+ − A∗−A−

)
(2.167)

− 1

4
e2vnv

n
(
A∗+A+ + A∗−A−

)
(2.168)

+ m
(
A+F− + A−F+ − ψ+ψ− − ψ̄+ψ̄− + A∗+F

∗
− + A∗−F

∗
+

)
.(2.169)
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Observe que o termo 2.164

1

4

(
WW |θθ + W̄W̄

∣∣
θ̄θ̄

)
(2.170)

é o termo cinético do campo de gauge V .
O termo 2.165, que é o primeiro termo de(

Φ+
+e

eV Φ+

∣∣
θθθ̄θ̄

+ Φ+
−e
−eV Φ−

∣∣
θθθ̄θ̄

)
, (2.171)

é o termo cinético do campo quiral de matéria Φ. Os termos 2.166, que são
lineares em e de 2.171, são termos de interação de terceiro grau. Os últimos
termos 2.168 da expressão 2.171 acima, os quais são múltiplos de e2, são
termos de interação de quarto grau. O último termo 2.169

m
(

Φ+Φ−|θθ + Φ+
+Φ+
−
∣∣
θ̄θ̄

)
, (2.172)

é o termo massivo da Lagrangeana de matéria. Se calculamos as equações de
Euler-Lagrange para os campos auxiliares D,F+ e F−, temos

D +
e

2
(A∗1A1 − A∗2A2) = 0 (2.173)

F− +mA∗+ = 0 (2.174)

F+ +mA∗− = 0. (2.175)

Substituindo estes v́ınculos na Lagrangeana 2.16, obtemos a Lagrangeana
somente em termos das componentes de campo “f́ısicos”:

• Supercampo Quiral Φ:

– ψ, o campo de matéria

– e A, seu superparceiro escalar;

• Supercampo Vetorial V :

– vm, o campo de gauge;

– e λ, o campo do gaugino.

2.5.2 Super Yang-Mills Não-Abeliano

Procuraremos agora generalizar a Lagrangeana de gauge abeliano

L =
1

4

(
WW |θθ + W̄W̄

∣∣
θ̄θ̄

)
, (2.176)
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invariante pela transformação de gauge

V → V ′ = V + i(Λ− Λ+), (2.177)

tal que

Wα = −1

4
D̄D̄DαV, (2.178)

para o caso de gauge não-abeliano. Procedendo dessa forma, o supercampo
de gauge Λ sera uma matriz

Λij = T aijΛa, (2.179)

onde as matrizes Ta são os geradores do grupo que atua sobre o campo quiral
Φ. Se usamos a representação adjunta

[T a, T b] = itabcT c, (2.180)

onde as constantes de estrutura tabc são completamente antisśımetricas; os
geradores podem, então, ser normalizados por

Tr T aT b = kδab; k > 0. (2.181)

Extendendo a lei de transformação 2.177 para o caso não-abeliano, encon-
tramos que a Lagrangeana 2.176 é invariante sob a transformação de gauge:

eV
′
= e−iΛ

+

eV eiΛ, (2.182)

onde Λ e V são matrizes:

Λij = T aijΛa, Vij = T aijVa, . (2.183)

Assim, usando a fórmula de Hausdorff para calcular o produto de exponenci-
ais em 2.182, encontramos um exponencial de uma soma de composições de
comutadores, que através da relação de comutação de grupo 2.180, que pode
ser reduzida e expressa como uma exponencial de uma combinação linear dos
geradores do grupo T a. Isso nos permite escrever V ′ como

V ′ = T aV ′a, (2.184)

que nos garante a independência da lei de transformação 2.182 em relação a
uma representação espećıfica dos geradores T a.

É interessante notar que, se expandimos a expressão 2.182 em termos do
campo V ,

V ′ = V + i(Λ− Λ+) + · · · , (2.185)
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encontramos que os primeiros termos da teoria de gauge não-abeliana
corresponde aos termos da teoria abeliana, e além disso, o uso do gauge de
Wess-Zumino, onde V 3 = 0, ainda é permitido.

Usando a formula de Hausdorff, uma transformação de gauge infinitesimal
não-abeliana pode ser encontrada apartir de 2.182

eAeB = eA+£A/2·[B+coth(£A/2)·B]+··· (2.186)

onde a derivada de Lie £() · () é dada por

£A/2 ·B =

[
1

2
A,B

]
(2.187)

e o cotangente hiperbólico, que é uma função ı́mpar, é entendido como

coth(£A/2) ·B = cn(£A/2)n ≡ cn

[A
2
,
[A

2
,
[
· · ·
[A

2︸ ︷︷ ︸
n vezes

, B
]
· · ·
]]]

(2.188)

tal que cn são os coeficientes da expansão em Taylor de coth(£A/2). A equação
2.182 pode ser calculada para transformações de gauge infinitesimais, então
usando 2.186 e que (£V/2 · Λ)+ = −£V/2 · Λ+,

eV
′

= e−iΛ
+

eV eiΛ =
(
eV+£A/2·[iΛ+coth(£V/2)·iΛ]+···

)+

eiΛ

= exp
{
V + i£V/2 ·

[(
Λ+ + Λ

)
− coth

(
£V/2

)
· Λ+

+ coth
(
£V/2

)
· Λ
]

+ · · ·
}
.

Dáı obtemos a lei de transformação

δV = V ′ − V = i£V/2 ·
[(

Λ + Λ+
)

+ coth
(
£V/2

)
·
(
Λ− Λ+

)]
. (2.189)

Finalmente, podemos generalizar o campo de força supersimétrico Wα para
uma teoria de gauge não-abeliano, expresso pela transformação 2.182,

Wα = −1

4
D̄D̄e−VDαe

V . (2.190)

Sabendo que DαΛ+ = 0 e D̄α̇Λ = 0, podemos verificar que o campo super-
simétrico Wα, pela transformação de gauge não abeliana 2.182, se transforma
como

W ′
a = e−iΛWae

iΛ. (2.191)
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Podemos agora extender a Lagrangeana de super Yang-Mills abeliano(ou
Super-Maxwell) para o caso não-abeliano, que é a lagrangena

L =
1

4
Tr
(
WW |θθ + W̄W̄

∣∣
θ̄θ̄

)
, (2.192)

em que o campo Wα é definido por 2.190. Sabendo que Wα se transforma
como 2.191, podemos ver facilmente que esta Lagrangeana é invariante pela
transformação de gauge 2.182.

2.5.3 Super Yang-Mills Não-Abeliano com Matéria

Generalizaremos agora o que foi realizado na seção 2.5.1, para o caso de
supercampos de gauge V não-abelianos.

Quando tratamos em teoria de gauge não-abelianas, os supercampos se
transformam por uma fase local,

Φ′l = e−itlΛΦl (2.193)

e da subseção anterior, o campo vetorial V por essa trasformação de gauge
resulta em

eV
′
= e−iΛ

+

eV eiΛ (2.194)

o campo W é generalizado para o caso não-abeliano, como

Wα = −1

4
D̄D̄e−VDαe

V . (2.195)

Escolhendo o gauge de Wess-Zumino, temos

Wα = −iλα(y) +
[
δβαD(y)− iσµνα

βFµν(y)
]
θβ + θθσµαα̇Dµλ̄α̇(y). (2.196)

Quando somamos as duas lagrangenas anteriores 2.145 e 2.192, cons-
trúıdas somente com supercampos quiral e vetorial, respectivamente, e adi-
cionamos o termo de interação invariante de gauge

Lint = Φ+
l e

tlV Φl|θθθ̄θ̄, (2.197)

obtemos uma Lagrangeana completa que descreve a interação renormalizavel
supersimétrica entre os campos escalar, spinorial e vetorial:

L =
1

16kg2
Tr(WαWα|θθ + W̄α̇W̄ α̇|θ̄θ̄) + Φ+

l e
tlV Φl|θθθ̄θ̄ (2.198)

+

[(
1

2
mijΦiΦj +

1

3
gijkΦiΦjΦk + λiΦi

)∣∣∣∣
θθcomponent

+ h.c

]
,(2.199)
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que em termos das componentes do supercampo quiral de matéria Φ =
[A,ψ, F ] e do supercampo vetorial de gauge V = [vm, λ,D], podemos escrever
a Lagrangeana acima, usando alguns resultados já obtidos anteriormente,

L =

[
−1

4
vamnv

a
mn − iλ̄aσ̄mDmλa +

1

2
DaDa

]
+

[
−DmA+DmA− iψ̄σ̄mDmψ + F+F

+i
√

2g
(
A+T aψλa − λ̄aT aAψ̄

)
− gDaA+T aA

]
+

[
mij

(
AiFj −

1

2
ψiψj

)
+ gijk (AiAjFk − ψiψjAk) + λiFi + h.c.

]
,

se subtituimos as equações de Euler-Lagrange para os campos auxiliares

Fk = −λ∗k −m∗ikA∗i − gijkA∗iA∗j (2.200)

F ∗k = −λk −mikAi − gijkAiAj (2.201)

Da = −g(A+T aA), (2.202)

obtemos a em termos apenas dos “campos f́ısicos”

L =

[
−1

4
vamnv

a
mn − iλ̄aσ̄mDmλa

]
(2.203)

+
[
−DmA+DmA− iψ̄σ̄mDmψ (2.204)

+ i
√

2g
(
A+T aψλa − λ̄aT aAψ̄

)
− 1

2
g2(A+T aA)2

]
(2.205)

+

[
−1

2
mikψiψk −

1

2
m∗ikψ̄iψ̄k

− gijkψiψjAk − g∗ijkψ̄iψ̄jA∗k − F ∗kFk
]
, (2.206)

em que as derivadas covariantes são dadas por

DmA = ∂mA+ igvamT
aA (2.207)

Dmψ = ∂mψ + igvamT
aψ (2.208)

Dmλa = ∂mλ
a − gtabcvbmλc (2.209)

vamn = ∂mv
a
n − ∂nvam − gtabcvbmvcn. (2.210)

Notemos que o termo 2.203 é o termo cinético do campo vetorial, que é campo
de gauge vm mais o campo do gaugino λ, o termo 2.204 é o termo cinético
do campo quiral de matéria, que é o campo fermiônico ψ e de sférmion A,
o termo 2.205 é o termo de interação do campo de gauge com o campo de
matéria e o termo de auto-interação quadrático em g, e finalmente o último
termo 2.206 inclue o termo de massa, o termo de interação de Yukawa entre
os superparceiros escalar A e espinorial ψ de matéria e o termo de potencial
.
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Caṕıtulo 3

Supersimetria

Não-Anticomutativa

Este caṕıtulo é uma generalização do que foi feito no caṕıtulo anterior para
quando os parâmetros θ passam a obedecer uma álgebra de Clifford

{θα, θβ} = Cαβ, (3.1)

e não mais a uma álgebra de Grassmann, como no caṕıtulo anterior, o qual
é baseado no livro [19]. É também uma extensão ao superespaço da não-
comutatividade das variáveis do espaço-tempo da Teoria de Campos Não-
Comutativa, como está bem discutido na introdução deste trabalho. Esta
deformação do anticomutador dos θ’s é obtida se adicionamos à lagrangeana
da folha de mundo da teoria de cordas do tipo II o termo do gravifóton∫

d2zFαβqαq̃β.

As equações de movimento são deformadas e também a função de correlação
sobre a fronteira

〈θα(τ)θβ(τ)〉 =
α′Fαβ

2
sign(τ − τ ′), ,

ou ainda
{θα, θβ} = α′Fαβ = Cαβ 6= 0.

Então, desta deformação da lagrangeana, resulta que a supersimetria
N = 1 é parcialmente quebrada e a simetria não-quebrada restante Q é
denominada supersimetria N = 1

2
.

Neste caṕıtulo, faremos uma revisão do artigo [15] do Nathan Seiberg, in-
titulado “Noncommutative Superspace,N = 1

2
Supersymmetry, Field Theory

and String Theory”.
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3.1 Superespaço Não -Anticomutativo

Se às coordenadas espaço-temporais adicionamos coordenadas fermiônicas
que não anticomutam, mas satisfazem a uma álgebra de Clifford, cujos anti-
comutadores dos parâmetros fermiônicos satisfazem

{θα, θβ} = Cαβ, (3.2)

obtemos o superespaço não-anticomutativo. Por causa disso, funções de θ de-
vem ser ordenadas. Então, convencionaremos o uso do ordenamento de Weyl,
que é através do comutador 1

2
[θα, θβ] = −1

2
εαβθθ, desta forma as funções de

θ devem ser ordenadas como

θαθβ =
1

2

(
[θα, θβ] + {θα, θβ}

)
= −1

2
εαβθθ +

1

2
Cαβ. (3.3)

Isto nos motiva a escrever o produto entre os θ’s munido com este antico-
mutador 3.2 diferente como um produto estrela em geometria não-comutativa
ordinária

f(θ) ∗ g(θ) = f(θ)exp

(
−C

αβ

2

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)
g(θ) (3.4)

= f(θ)

(
1− Cαβ

2

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ
− detC

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ

)
g(θ), (3.5)

tal que as derivadas a esquerda
−→
∂
∂θ

, a direita
←−
∂
∂θ

e de segunda ordem são
definidas por:

−→
∂

∂θβ
θα ≡ δαβ (3.6)

θα
←−
∂

∂θβ
≡ −δαβ (3.7)

∂

∂θθ
≡ 1

4
εαβ

∂

∂θα
∂

∂θβ
(3.8)

Note que a cada dois θ’s multiplicados entre si, além do produto ordenado
da teoria comutativa, aparece um ‘termo linear em C’ adicional, uma con-
sequência da definição da anticomutação entre os θ’s.

Convencionando o sinal σ(f) = +1, f uma função bosônica, e σ(f), se f é
fermiônica; então

f(θ)

←−
∂

∂θβ
= σ(f)

−→
∂

∂θβ
f(θ), (3.9)
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e como as derivadas em θ de segunda ordem são bosônicas, então
←−
∂

∂θθ
=

−→
∂

∂θθ
=

∂

∂θθ
≡ 1

4
εαβ

∂

∂θα
∂

∂θβ
(3.10)

Da definição do produto estrela obtemos termos adicionais ao produto
comutativo, que são potências em C.

θα ∗ θβ = θα

(
1− 1

2
Cγδ

←−
∂

∂θγ

−→
∂

∂θδ

)
θβ = −1

2
εαβθθ +

1

2
Cαβ (3.11)

θα ∗ θθ = θα

(
−1

2
Cγδ

←−
∂

∂θγ

−→
∂

∂θδ

)
θθ = Cαβθβ (3.12)

θθ ∗ θα = −Cαβθβ (3.13)

θθ ∗ θθ = θαθα

(
−C

βγ

2

←−
∂

∂θβ

−→
∂

∂θγ
− detC

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ

)
θδθδ = − detC

. (3.14)

Se acrescentamos variáveis com relações de comutação não-triviais, então a
expressão 3.4 para as funções f e g deste superespaço precisa ser alterada de
forma adequada.

A possibilidade mais simples, então, é considerar θ̄α̇ com as relações
padrão

{θ̄α̇, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θβ} = [θ̄α̇, xµ] = 0, (3.15)

consequentemente
θ̄α̇ 6= (θα)∗, (3.16)

o que seria verdade somente se Cαβ = 0, ou seja, em um espaço sem de-
formações.

Da anticomutatividade entre θ e θ̄, usando A.19 e A.23, segue que

θσµθ̄ ∗ θσν θ̄ = θασµαα̇θ̄
α̇

(
1− 1

2
Cβγ

←
∂β
→
∂γ

)
θδσν

δδ̇
θ̄δ̇

= −σµαα̇σνδδ̇ε
δεθαθεε

α̇ε̇θ̄ε̇θ̄
δ̇ − 1

2
σµαα̇θ̄

α̇Cαδσν
δδ̇
θ̄δ̇

= −σµαα̇σ̄νη̇εθαθεθ̄α̇θ̄η̇ −
1

4
σµαα̇C

αδεδεε
εησν

ηδ̇

1

2
(εα̇δ̇ − εδ̇α̇)θ̄θ̄

= −1

2
ηµνθθθ̄θ̄ − 1

2
θ̄θ̄

[
Cαδεδε

(
1

4
σµαα̇σ̄

να̇ε

)
− Cγδεδε

(
1

4
σν
ηδ̇
σ̄µδ̇βεγβε

εη

)]
= −1

2
ηµνθθθ̄θ̄ − 1

2
Cαδεδεσ

µν ε
α
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⇒ θσµθ̄ ∗ θσν θ̄ = −1

2
ηµνθθθ̄θ̄ − 1

2
θ̄θ̄Cµν , (3.17)

tal que Cµν é dado por

Cµν ≡ Cαβεβγσ
µν γ
α = −tr(εCσµν) = −Cνµ.

Podemos obter Cαβ a partir de Cµν , fazendo uma transformação inversa

1

2
εαγσµν β

γ Cµν =
1

2
εαγσµν β

γ (Cεδεδησ
η
µν ε)

=
1

2
εαγCεδεδη

1

16

(
σµγγ̇σ̄

νγ̇βσµεε̇σ̄
ε̇η
ν − σ

µ
γγ̇σ̄

νγ̇βσνεε̇σ̄
ε̇η
µ

− σνγγ̇σ̄
µγ̇βσµεε̇σ̄

ε̇η
ν + σνγγ̇σ̄

µγ̇βσνεε̇σ̄
ε̇η
µ

)
,

assim usando σµαα̇σ̄
β̇β
µ = −2δβαδ

β̇
α̇, temos

1

2
εαγσµν β

γ Cµν = −1

2
εαγCεδεδη

1

16

[
(−2δηγδ

ε̇
γ̇)(−2δβε δ

γ̇
ε̇ ) + (−2δηγδ

ε̇
γ̇)(−2δβε δ

γ̇
ε̇ )
]

+
1

2
Cεδεδηε

βχ 1

16

[
−σνχα̇σ̄µα̇ασµεε̇σ̄ε̇ην − σ

µ
χα̇σ̄

να̇ασνεε̇σ̄
ε̇η
µ

]
=

1

2
δαδ C

βδ − 1

8

[
Cαδεδηε

βη + 2Cαδεδηε
βη
]

e como Cαβ é simétrico, então

⇒ Cαβ =
1

2
εαγσµν β

α Cµν . (3.18)

Desenvolvendo isso,
2εγαC

αβ = σµν β
γ Cµν , (3.19)

que pode ser usado pra calcular |C|2 ≡ CµνCµν , dáı

|C|2 ≡ CµνCµν = 2εαδεβγC
αβCδγ = 4(C11C22 − C12C21) (3.20)

⇒ |C|2 ≡ CµνCµν = 4 detC (3.21)

Se propuséssemos a possibilidade mais direta: [xµ, xν ] = [xµ, θα] = 0,
isso nos dificultaria na definição dos campos quirais e antiquirais, pois as
derivadas ordinárias D e D̄ não são mais derivadas sobre o superespaço. Por
isso, usaremos

yµ = xµ + iθσµαα̇θ̄
α̇ (3.22)

acompanhado com as relações de comutação restantes

[yµ, yν ] = [yµ, θα] = [yµ, θ̄α̇] = 0. (3.23)
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Com esta escolha, temos os comutadores

[xµ, θα] = [yµ − iθγσµγ γ̇θ̄γ̇, θα] = iσµγγ̇(θ
γθαθ̄γ̇ + θαθγ θ̄γ̇)

⇒ [xµ, θα] = iCαβσµβα̇θ̄
α̇ (3.24)

[xµ, xν ] = [yµ − iθασµαα̇θ̄α̇, yν − iθγσνγγ̇ θ̄γ̇]
= −σµαα̇σνγγ̇(θγθαθ̄γ̇ θ̄α̇ − θαθγ θ̄α̇θ̄γ̇)

= −σµαα̇σνηγ̇Cγαεγ̇β̇ θ̄β̇ θ̄
α̇εγβε

βη

=
1

2
Cαγεγβεβ̇γ̇ θ̄

γ̇ θ̄α̇(σµαα̇σ̄
νβ̇β + σµαα̇ε

β̇δ̇εβδσν
δδ̇

)

=
1

4
Cαγεγβ θ̄θ̄

(
σµ
αβ̇
σ̄νβ̇β − σν

δδ̇
εδ̇α̇(εαεε

εη)σµηα̇ε
βδ
)

=
1

4
Cαγεγβ

(
σµ
αβ̇
σ̄νβ̇β − σν

αβ̇
σ̄µβ̇β

)
θ̄θ̄

⇒ [xµ, xν ] = θ̄θ̄Cµν . (3.25)

Devido as relações de comutação acima, quando expressamos as funções
sobre o superespaço em termos dos parâmetros y, θ, θ̄ e usamos o produto
estrela 3.4, então as derivadas com respeito a θ, neste produto, devem ser
a y e θ̄ fixos, pois todos os (anti)comutadores são zero, exceto {θ, θ}. Com
esta convenção, nossas derivadas ∂

∂θα
( ∂
∂θ̄α̇

) em relação a θ(θ̄) são para y e θ̄(θ)
fixos, então as expressões para a derivada covariante não devem ser alteradas

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσµαα̇θ̄

α̇ ∂

∂yµ
(3.26)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
, (3.27)

isto é, as expressões padrão ainda são válidas. E, os anticomutadores entre
os operadores D, D̄ ainda são como no espaço comutativo, isto é, para C = 0

{Dα, Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0 (3.28)

{D̄α̇, Dα} = −2iσµαα̇
∂

∂yµ
. (3.29)

Da mesma forma, podemos expressar os operadores de supercarga da
teoria comutativa em termos de y, θ e θ̄, e usá-los, sem maiores problemas,
para o nosso caso

Qα =
∂

∂θα
(3.30)

Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ 2iθασµαα̇

∂

∂yµ
, (3.31)
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tal que ∂
∂θα

e ∂
∂θ̄α̇

são derivadas consideradas a y fixo. Posto isso, obtemos
que os operadores derivada D, D̄ e de supercarga Q, Q̄ anticomutam entre si

{Dα, Qβ} = {D̄α̇, Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0, (3.32)

assim como no espaço comutativo (C = 0). E novamente, as seguintes anti-
comutações entre os operadores de Q, Q̄:

{Qα, Qβ} = 0 (3.33)

{Q̄α̇, Qα} = 2iσµαα̇
∂

∂yµ
(3.34)

também são como no espaço comutativo.
De todas as anticomutações acima, envolvendo os operadores derivadas e

de supercarga D, D̄,Q, Q̄, respectivamente:

{D,D} = {D,Q} = {D, Q̄} = 0 (3.35)

{D̄, D̄} = {D̄,Q} = {D̄, Q̄} = 0 (3.36)

{Q,Q} = 0 (3.37)

{Q, Q̄} = −{D, D̄} = 2iσµ
∂

∂yµ
, (3.38)

apenas o anticomutador

{Q̄α̇, Q̄β̇} = −4{θα, θβ}σµαα̇σνββ̇
∂

∂yµ
∂

∂yν
(3.39)

⇒ {Q̄α̇, Q̄β̇} = −4Cαβσµαα̇σ
ν
ββ̇

∂2

∂yµ∂yν
(3.40)

difere da teoria comutativa, pois dentre os operadores D, D̄,Q, Q̄, o operador
Q̄ é único que apresenta o parâmetro θ, sendo assim {Q̄, Q̄} também é o
único comutador que contribue com {θ, θ} = C. Obviamente, devido a essa
dependência que Q̄ tem de θ, o produto estrela não é invariante sob ele, e
por isso Q̄ não é uma simetria sobre o superespaço não-anticomutativo.

Mas como Q ainda é uma simetria do espaço,

Qγ[f(θ) ∗ g(θ)] =
∂

∂θγ
[f(θ) ∗ g(θ)]

=
∂

∂θγ

[
f(θ)

(
1− Cαβ

2

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ
− detC

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ

)
g(θ)

]
⇒ Qγ[f(θ) ∗ g(θ)] = [Qγf(θ)] ∗ g(θ) + σ(f)f(θ) ∗ [Qγg(θ)] ,
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tal que σ(f) é o sinal de f(θ), ou seja, se f é bosônica, σ(f) = 1 e se f é
fermiônica, σ(f) = −1, pois note que o produto estrela 3.4 é invariante sob
Q, então só “metade”da supersimetria N = 1 é quebrada, e denominamos a
simetria Q não quebrada como uma supersimetria N = 1

2
.

Podeŕıamos ainda generalizar o superespaço de forma a não considerar
deformações dos comutadores de θ̄, o que nos diz que os comutadores entre
D, D̄ continuam sendo os padrões, mas em vez disso, considerar as seguintes
deformações dos comutadores 3.23 em y restantes:

[yµ, yν ] = iΘµν [yµ, θα] = Ψµα, (3.41)

tal que Θµν , Ψµα são c-números comutantes e anticomutantes, respectiva-
mente, que independem de y, θ e θ̄. No entanto, não o faremos aqui, mas
consideraremos Θµν = Ψµα = 0.

Observe que Θµν nos fornece uma não-comutatividade padrão [10], como
na teoria de campos sobre o espaço-tempo não-comutativo.

3.2 Supercampos Quirais

Assim como foi feito na teoria comutativa, definiremos supercampos qui-
rais, que serão usados para construir a lagrangeana de matéria.

Os supercampos quirais, definidos pelo v́ınculo D̄α̇Φ = − ∂
∂θ̄α̇

= 0, re-
sultam independentes de θ̄. E como solução geral, temos que Φ escrito em
termos de componentes é dado por

Φ(y, θ) = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y), (3.42)

que é ordenada por Weyl, pois

θθ = θαθα = −θ1θ2 + θ2θ1, . (3.43)

O produto estrela Moyal padrão 3.4 de dois supercampos quirais Φ1(y, θ) e
Φ2(y, θ), usando os resultados 3.11 -3.14, nos dá

Φ1(y, θ) ∗ Φ2(y, θ) =
[
A1 +

√
2θαψα1(y) + θθF1(y)

]
∗
[
A2 +

√
2θβψβ2(y) + θθF2(y)

]
(3.44)

=
{
A1A2 +

√
2θα (A1ψα2 + ψα1A2)

+ θθ

[
A1F2 − 2ψα1

(
−1

2
εαβ
)
ψβ2 + F1A2

]}
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− 2ψα1

(
1

2
Cαβ

)
ψβ2 −

√
2ψα1

(
Cαβθβ

)
F2

+
√

2F1

(
−Cβγθγ

)
ψβ2 + F1 (− detC)F2

⇒ Φ1(y, θ) ∗ Φ2(y, θ) = Φ1(y, θ)Φ2(y, θ)− Cαβψα1(y)ψβ2(y) (3.45)

+
√

2Cαβθβ(ψα1(y)F2(y)− ψα2(y)F1(y))

− detCF1(y)F2(y).

Observamos, então, que o produto estrela de dois campos quirais é o
produto dos mesmos na teoria comutativa mais termos lineares e um termo
quadrático( isto é, det C) em Cαβ.

De forma análoga, supercampos anti-quirais satisfazem DαΦ̄ = 0, o que
significa que ele depende somente dos parâmetros θ̄ e ȳµ = yµ − 2θασµαα̇θ̄

α̇,

Φ̄(ȳ, θ̄) = Ā(ȳ) +
√

2θ̄ψ̄(ȳ) + θ̄θ̄F̄ (ȳ). (3.46)

Usando 3.11- 3.14 para calcularmos o comutador [ȳ, ȳ], obtemos

[ȳµ, ȳν ] =
[
yµ − 2iθασµαα̇θ̄

α̇, yν − 2iθβσν
ββ̇
θ̄β̇
]

= −4σµαα̇σ
ν
ββ̇

(θβθαθ̄β̇ θ̄α̇ − θαθβ θ̄α̇θ̄β̇)

= 4σµαα̇(εβγε
γδ)(εβ̇γ̇ε

γ̇δ̇)σν
δδ̇

(Cαβ)(
1

2
εα̇β̇ θ̄θ̄)

= 4θ̄θ̄Cαβεβγ
1

4

(
σµαα̇σ̄

να̇γ + σµηα̇ε
α̇δ̇εγδσν

δδ̇
(εαεε

εη)
)

= 4θ̄θ̄Cαβεβγ
1

4

(
σµαα̇σ̄

να̇γ − σναα̇σ̄µα̇γ
)

⇒ [ȳµ, ȳν ] = 4θ̄θ̄Cµν , (3.47)

que é ordenado em θ̄. Dáı, os supercampos Φ̄(ȳ, θ̄) também podem ser orde-
nados. Podemos ordená-lo em termos de θ e θ̄, expressando Φ em termos de
y, θ e θ̄, e ordenando por Weyl os θ’s, usando 3.17,

Φ̄(ȳ, θ̄) = Φ̄(y − 2iθσθ̄, θ̄) = Ā(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ(y)

− 2(θσµθ̄) ∗ (θσν θ̄)∂µ∂νĀ(y) (3.48)

+
√

2θ̄α̇

[
ψ̄α̇(y)− 2iθβσµ

ββ̇
θ̄β̇∂µψ̄

α̇(y)
]
θ̄θ̄F̄ (y)

⇒ Φ̄(ȳ, θ̄) = Ā(y) +
√

2θ̄ψ̄(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ(y)

+ θ̄θ̄[F̄ (y) + i
√

2θσµθ̄∂µψ̄(y) + θθ∂2Ā]. (3.49)

Ou ainda, podemos ordenar os ȳ, pondo o supercampo Φ em termos de ȳ e θ̄;
e como ele não depende do parâmetro θ de forma expĺıcita, então podemos
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usar a regra de multiplicação:

Φ̄1(ȳ, θ̄) ∗ Φ̄2(ȳ, θ̄) =
[
Ā1(y) +

√
2θ̄ψ̄1(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ1(y)

+ θ̄θ̄
(
F̄1(y) + i

√
2θσµθ̄∂µψ̄1(y) + θθ∂2Ā1

)]
∗
[
Ā2(y) +

√
2θ̄ψ̄2(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ2(y)

+ θ̄θ̄
(
F̄2(y) + i

√
2θσµθ̄∂µψ̄2(y) + θθ∂2Ā2

)]
= Φ̄1(ȳ, θ̄)Φ̄2(ȳ, θ̄) + 2θ̄θ̄Cµν ∂

∂ȳµ
Ā1(ȳ)

∂

∂ȳν
Ā2(ȳ))

= Φ̄1(ȳ, θ̄)Φ̄2(ȳ, θ̄) + 2θ̄θ̄Cµν ∂

∂ȳµ
Φ̄1(ȳ, θ̄)

∂

∂ȳν
Φ̄2(ȳ, θ̄)

⇒ Φ̄1(ȳ, θ̄) ∗ Φ̄2(ȳ, θ̄) = Φ̄1(ȳ, θ̄) exp

(
2θ̄θ̄Cµν

←−
∂

∂ȳµ

−→
∂

∂ȳν

)
Φ̄2(ȳ, θ̄), , (3.50)

de forma que a derivada ∂
∂ȳ

é atuada a θ̄ fixo, mas não a y fixo como nas
nossas convenções acima.

Desta forma, o anticomutador não-trivial das variáveis θ são implementa-
dos no produto estrela entre supercampo anti-quirais, analogamente ao caso
quiral. E obtemos, como resultado, um supercampo antiquiral.

Uma extensão da lagrangeana de Wess-Zumino sobre esse superespaço
não-anticomutativo pode ser escrita, utilizando esses supercampos quiral e
antiquiral e o produto estrela, em sua forma mais simples como

L =

∫
d4θΦ̄Φ+

∫
d2θ(

1

2
mΦ∗Φ+

1

3
Φ∗Φ∗Φ)+

∫
d2θ̄(

1

2
m̄Φ̄∗Φ̄+

1

3
ḡΦ̄∗Φ̄∗Φ̄).

(3.51)
Resolvendo separadamente cada termo da lagrangeana em termos da te-

oria comutativa, temos∫
d4θΦ̄Φ =

∫
d4θ
(
Ā(y) +

√
2θ̄ψ̄(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ(y)

+ θ̄θ̄[F̄ (y) + i
√

2θσµθ̄∂µψ̄(y) + θθ∂2Ā]
)

∗
[
A(y) +

1

4
Cµν θ̄θ̄∂µ∂νA(y) +

√
2θψ(y) + θθF (y)

]

⇒
∫
d4θΦ̄Φ =

∫
d4θΦ̄Φ(C = 0). (3.52)
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Usando a equação 3.45 e Φ1 = Φ2 = Φ, obtemos o termo seguinte da lagran-
geana acima

Φ(y, θ) ∗ Φ(y, θ) = Φ(y, θ)Φ(y, θ)(C = 0)− detCF (y)F (y)

⇒
∫
d2θΦ(y, θ) ∗ Φ(y, θ) =

∫
d2θΦ(y, θ)Φ(y, θ)(C = 0).

Com este resultado, novamente a equação 3.45 e a expansão f(y) = f(x) +
iθσµθ̄∂µf(x) + 1

4
θθθ̄θ̄�f(x), podemos expressar o último termo em Φ da

lagrangeana como∫
d2θΦ ∗ Φ ∗ Φ =

∫
d2θ
[
Φ(y, θ)Φ(y, θ)− detCF (y)2

]
∗ Φ(y, θ)

=

∫
d2θ
[
Φ(y, θ)Φ(y, θ)Φ(y, θ)− detCF (y)2Φ(y, θ)

]
⇒
∫
d2θΦ ∗ Φ ∗ Φ =

∫
d2θ
[
Φ(y, θ) ∗ Φ(y, θ) ∗ Φ(y, θ)− (detC)F (x)3

]
+ derivadas totais. (3.53)

Dos termos calculados acima, apenas o último termo,
∫
d3θΦ ∗ Φ ∗ Φ, difere

da teoria comutativa. Calcularemos agora os termos com Φ̄. Em termos de
ȳ e θ, usando as equações 3.49 e 3.50, e que Cµν é antissimétrico, ganhamos∫

d2θ̄Φ̄ ∗ Φ̄ =

∫
d2θ

[
Φ̄Φ̄ + 2θ̄θ̄Cµν ∂

∂ȳµ
Ā(ȳ)

∂

∂ȳν
Ā(ȳ)

]
=

∫
d2θ̄Φ̄Φ̄(C = 0).

(3.54)
Com este resultado e tendo em mãos novamente as equações 3.50 e 2.137,
calculamos o último termo∫

d2θ̄Φ̄ ∗ Φ̄ ∗ Φ̄ =

∫
d2θ̄
[
Φ̄Φ̄(C = 0)

]
∗ Φ̄

=

∫
d2θ̄

[
Φ̄Φ̄Φ̄ + 2θ̄θ̄Cµν

(
2Ā

∂

∂ȳµ
Ā

∂

∂ȳν
Ā

)]
⇒
∫
d2θ̄Φ̄ ∗ Φ̄ ∗ Φ̄ =

∫
d2θ̄Φ̄Φ̄Φ̄(C = 0). (3.55)

Tendo em mão todos estes resultados, podemos enfim somá-los e escrever
a lagrangeana de matéria para o superespaço não-anticomutativo em ter-
mos da lagrangeana da teoria comutativa, que é sobre o superespaço usual
(anti)comutativo,

L = L(C = 0)− 1

3
g detCF (x)3 + derivadas totais, (3.56)
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tal que a normalização usada é dada por A.45. A única contribuição à la-
grangeana de Wess-Zumino acima que vem da não-anticomutatividade dos
θ’s vem do termo

∫
d2θΦ ∗ Φ ∗ Φ.

Algo interessante que podemos perceber é que mesmo embora o espaço
deformado não seja invariante de Lorentz

[x′
µ
, x′

ν
] = [Λµ

ρx
ρ,Λν

σx
σ] = (Λµ

ρΛ
ν
σC

ρσ)θ̄θ̄ 6= Cµν θ̄θ̄ = [xµ, xν ], (3.57)

obtemos a lagrangeana 3.51, que é, sim, invariante de Lorentz. A atuação
dos Q e Q̄ sobre os campos 3.42-3.49 não recebe contribuição devido a de-
formação não-anticomutativa do superespaço. Para analisar as simetrias da
lagrangeana 3.51, é necessário examinar apenas as simetrias vindas do termo
detCF (x)3. Assim,

Q(detCF 3) =
∂

∂θα
(detCF 3) = 0, (3.58)

nos diz que Q continua sendo uma simetria, enquanto que, devido a presença
expĺıcita do parâmetro θ no operador Q̄,

Q̄(det CF 3) =

(
− ∂

∂θα
+ 2iθασµαα̇

∂

∂yµ

)
(det CF 3) (3.59)

= 2iθαdetCσµαα̇ · 3F 2 ∂F

∂yµ
6= 0 (3.60)

a simetria de Q̄ é quebrada pela não-anticomutatividade dos θ’s(C não-nulo).

Um caso mais geral

De forma mais geral, podemos analisar o termo que depende de vários campos
quirais Φi e de vários campos antiquirais Φ̄i,∫

d2θW (Φi) +

∫
d2θ̄W̄ (Φ̄i), (3.61)

tal que W e W̄ são polinômios. Sem perda de generalidade, analisaremos os
monômios dados W =

∏
i Φni, W̄ =

∏
i Φ̄ni. A comutatividade dos super-

campos torna a ordem da multiplicação sem importância. Mais geralmente,

Φ1 ∗ Φ2 6= Φ2 ∗ Φ1

Φ̄1 ∗ Φ̄2 6= Φ̄2 ∗ Φ̄1,

que nos dá várias teorias não-comutativas para uma mesma teoria comuta-
tiva. E ocorre algo análogo a tentar escolher o ordenamento de operadores
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mais conveniente para quantizar uma teoria clássica, o que pode ser feito
de várias formas, gerando diversas teorias quânticas com hamiltonianos que
diferem apenas por termos da ordem de ~.

De forma natural, podemos limitar nossa discussão ao produto simetri-
zado, isto é, não levando em conta nenhum termo da ordem de ~, onde apa-
rece novos parâmetros. Analisando primeiro, sem nenhuma perda, o termo si-
metrizado

∫
d2θW̄ (Φ̄i) =

∫
d2θW̄ =

∫
d2θ
∏∗

i Φ̄ni, onde
∏∗ indica o produto

estrela simetrizado, notamos que a equação 3.50 nos diz que toda potência
de C está acompanhado com o fator θ̄θ̄, e como consequência este monômio
é linear em C. Considerando ainda que C é antisimétrico sob a troca de
campos quirais, o monômio considerado se anula quando simetrizado. E,
portanto,

∫
d2θW̄ (Φ̄i) não tem termos adicionais à teoria não-comutativa.

O outro termo
∫
d2θW (Φi) dessa lagrangeana quiral mais geral é um tanto

mais interessante. De forma análoga, considere aqui também, sem nenhuma
perda, o monômio W =

∏∗
i Φni. Em particular, seja

W2 =
∏∗

i
Φni =

1

2
(Φ1 ∗ Φ2 + Φ2 ∗ Φ1), (3.62)

de posse do resultado 3.45,

W2(y, θ) =
1

2
[Φ1(y, θ)Φ2(y, θ) + Φ2(y, θ)Φ1(y, θ)] (3.63)

− detC
1

2
[F1(y)F2(y) + F2(y)F1(y)], (3.64)

seguindo a fórmula de recorrência que conhecemos

S(Φ1 ∗ · · · ∗ Φn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

[
S(Φ1 ∗ · · · ∗ Φ̂i ∗ · · · ∗ Φn+1)

]
∗ Φi, (3.65)

tal que S(Φ1 ∗ · · · ∗ Φn+1) indica a soma simetrizada sobre as todas per-
mutações de Φ1 ∗ · · · ∗ Φn+1.

De outro modo, podemos usar 3.45 para expandir o monômio W em
potências de C,no qual aparecem no máximo duas derivadas ∂

∂θα
agindo sobre

cada Φn. Como para cada derivada ∂
∂θα

há um fator C associado e sabendo
que simetrizando n no fator ∂

∂θα
Φn, devemos antissimetrizar o ı́ndice α, então

há um número par de C’s antissimetrizados. E novamente, obtemos que a
deformação da lagrangeana depende apenas de detC.

Conclúımos que toda a deformação de uma lagrangeana geral arbitrária
depende somente de detC, e apesar de C quebrar a invariância de Lorentz,
a lagrangeana polinomial escrita somente com campos quirais e antiquirais é
invariante de Lorentz.
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3.3 Ação de Super-Yang-Mills

Não-Anticomutativo

3.3.1 Super-Yang-Mills Não-Abeliano sem matéria

em Superespaço Não-Anticomutativo

Construiremos uma lagrangeana para supercampos vetoriais com supersime-
tria não-anticomutativa.

Os campos de gauge são descritos pelo supercampo vetorial V auxiliar
representado como matriz e que se transforma pela simetria de gauge como

eV → eV
′
= e−iΛ̄eV eiΛ, (3.66)

a diferença é que agora a multiplicação entre os supercampos é o produto
estrela (Moyal)(eV significa uma série de potências em V , onde cada termo
é multiplicado usando o produto estrela). E a transformação de gauge infi-
nitesimal pode ser encontrada

δeV = −iΛ̄eV + ieV Λ +O(Λ2, Λ̄2), (3.67)

onde Λ e Λ̄ são os supercampos quiral e antiquiral , respectivamente, que
efetuam a transformação de gauge e representados em termos de matrizes.
Nossa teoria só será consistente se o produto de campos quirais também é
quiral e o produto de campos antiquirais é antiquiral.

As expressões padrões para os supercampos força Wα quiral e W̄α̇ anti-
quiral,

Wα = −1

4
D̄D̄e−VDαe

V (3.68)

W̄α̇ = −1

4
DDeV D̄α̇e

−V , (3.69)

tal que a multiplicação entre os supercampos são com o produto estrela, ainda
podem ser usadas, pois satisfazem D̄α̇Wα = 0 e DαW̄α̇ = 0, respectivamente.
Como na teoria comutativa, a transformação 3.66 resulta

Wα → W ′
α = −1

4
D̄D̄e−V

′
Dαe

V ′ = −1

4
e−iΛ

(
D̄D̄e−V eiΛ̄e−iΛ̄Dαe

V
)
eiΛ

⇒ Wα → e−iΛWαe
iΛ, (3.70)

pois Λ(Λ̄) é (anti)quiral e satisfaz D̄α̇Λ = 0(DαΛ̄ = 0), e analogamente

W̄α̇ → W̄ ′
α = e−iΛ̄W̄α̇e

iΛ̄ (3.71)
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ou ainda, temos a transformação de gauge infinitesimal

δWα = W ′
α −Wα =

[
1− iΛ +O(Λ2)

]
Wα

[
1 + iΛ +O(Λ2)

]
−Wα

= −i[Λ,Wα], (3.72)

da mesma forma
δW̄α̇ = −i

[
Λ̄, W̄α̇

]
. (3.73)

Assim como pomos várias componentes de V iguais a zero no gauge de Wess-
Zumino para C = 0, permitido pela liberdade de gauge, podemos generalizar
esse gauge e fazer o mesmo para a teoria não-comutativa

V (y, θ, θ̄) = −θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θα
(
λα(y) +

1

4
εαβC

αβσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ [D(y)− i∂µAµ(y)]

= V (y, θ, θ̄)(C = 0)− 1

4
iθ̄θ̄θαεαβC

αβσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}. (3.74)

Note que, por razões que ficarão claras mais adiante, o coeficiente de θ̄θ̄θ
difere da teoria comutativa por um termo linear em C.

Usando a escolha de gauge 3.74 e os resultados 3.11-3.14,3.17,

V 2 =

(
−1

2
ηµνθθθ̄θ̄ − 1

2
θ̄θ̄Cµν

)
AµAν − i{θσµθ̄Aµ, θθθ̄λ̄}+ θθθ̄α̇ ∗ θθθ̄β̇λ̄

α̇λ̄β̇

= θθ

[
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν

]
− i
[
−
(

1

2
δβ̇α̇θ̄θ̄

)(
Cβγθγ

)
Aµλ̄

α̇σµ
ββ̇

−
(
−Cβγθγ

)(1

2
δβ̇α̇θ̄θ̄

)
σµ
ββ̇
λ̄α̇Aµ

]
− 1

2
(detC)θ̄θ̄λ̄λ̄

⇒ V 2 = θ̄θ̄

[
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν +

i

2
θαC

αβσβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

]
,

(3.75)
por causa da não-anticomutatividade, V 2 é sua expressão padrão mais uma
deformação por meio de termos lineares e quadráticos em Cαβ.

Do mesmo modo que no gauge de Wess-Zumino, obtemos neste gauge que

V 3 = 0,

pois V 3 tem um fator θ̄3 = 0.
Para que a escolha do gauge seja preservada sob a transformação de si-

metria infinitesimal 3.67 do supercampo vetorial eV , então

δeV = −iΛ̄eV + ieV Λ (3.76)
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deve ter suas componentes que não são múltiplas de θθ̄, as quais não aparecem
no gauge de Wess-Zumino, todas iguais a zero

δeV = −iΛ̄eV + ieV Λ
3.49
= −i

(
Ā(y) +

√
2θ̄ψ̄(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ(y)

+ θ̄θ̄[F̄ (y) + i
√

2θσµθ̄∂µψ̄(y) + θθ∂2Ā]
)
∗
[
1 +

(
−θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄

− iθ̄θ̄θα ·
(
λα(y) +

1

4
εαβC

αβσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ [D(y)− i∂µAµ(y)]

)
+

1

2
θ̄θ̄

(
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν +

i

2
θαC

αβσβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

)]
+ i

[
1 +

(
−θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θα

(
λα(y) +

1

4
εαβC

αβσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ [D(y)− i∂µAµ(y)]

)
+

1

2
θ̄θ̄

(
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν +

i

2
θαC

αβσβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

)]
∗
(
A(y) +

√
2θψ(y) + θθF (y)

)
= 0,

isto é,

1 : −iĀ(y) + iA(y) = 0⇒ Ā(ȳ) = A(ȳ)

θ : i
√

2ψ(y) = 0

θ̄ : −i
√

2ψ̄ = 0

θ̄θ̄ : −i
(
−1

4
CµνAµAν + F̄ (y)

)
+
i

8
|C|2λ̄λ̄− 1

4
CµνAµAν

− 1

8
|C|2λ̄λ̄+ 2

(
−1

2
Cµν

)
∂µĀAν = 0⇒ F̄ (y) = iCµν∂µĀAν

θθ : iF (y) = 0.

O que nos dá a transformação de simetria de gauge infinitesimal determinada
pelos campos quiral e antiquiral, respectivamente:

Λ(y, θ) = −A(y)−
√

2θψ(y)− θθF (y) = −ϕ(y)

Λ̄(ȳ, θ) = −Ā(ȳ)−
√

2θ̄ψ̄(ȳ)− θ̄θ̄F̄ (ȳ)

= −ϕ(ȳ) +− i
2
θ̄θ̄Cµν{∂µϕ(ȳ), Aν(ȳ)}

= −ϕ(y) + 2iθσµθ̄∂µϕ(y)− θθθ̄θ̄∂2ϕ(y) (3.77)

− i

2
θ̄θ̄Cµν{∂µϕ,Aν}.
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Observe que essa transformação só difere da teoria comutativa por um novo
termo em Λ̄ linear em C, o qual é necessário para que o gauge 3.74 seja
preservado. Podemos analisar agora como essa trasformação age sobre os
campos componentes no gauge 3.74, que são as componentes restantes de
δeV . Então, se expandimos

δeV = −iΛ̄eV + ieV Λ (3.78)

δV +
1

2
δ(V 2) = −iΛ̄(1 + V +

V 2

2
) + i(1 + V +

V 2

2
)Λ, (3.79)

em termos das componentes dos campos, resulta

⇒
[
−θσµθ̄δAµ + iθθθ̄δλ̄− iθ̄θ̄θα

(
δλα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇
(
{δλ̄γ̇, Aµ}

+ {λ̄γ̇, δAµ}
))

+
1

2
θθθ̄θ̄ (δD − i∂µδAµ)

]
+

1

2
θ̄θ̄

[(
−1

2
θθηµν − 1

2
Cµν

)
(AµδAν + δAµAν) +

i

2
θαC

αβσµβα̇
(
[δAµ, λ̄

α̇] + [Aµ, δλ̄
α̇]
)

− 1

8
|C|2

(
δλλ̄+ λ̄δλ̄

)]
= −i

(
−ϕ+ 2iθσµθ̄∂µϕ− θθθ̄θ̄∂2ϕ

− i

2
θ̄θ̄Cµν{∂mϕ,Aν}

)
∗
{

1 +
[
−θσµθ̄Āµ+ iθθθ̄λ̄

− iθ̄θ̄θα
(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ (D − i∂µAµ)

]
+

1

2
θ̄θ̄

[
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν +

i

2
θαC

αβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

]}
+ i

{
1 +

[
−θσµθ̄Āµ + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θα

(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ (D − i∂µAµ)

]
+

1

2
θ̄θ̄

[
−1

2
θθAµA

µ − 1

2
CµνAµAν

+
i

2
θαC

αβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

]}
∗ (−ϕ).

Chegamos a seguinte lei de transformação para os campos de gauge Aµ e do
gaugino λ,

θσµθ̄ ⇒ δAµ = −2∂µϕ+ i[ϕ,Aµ] = −2Dµϕ (3.80)

θθθ̄α̇ ⇒ δλ̄α̇ = i[ϕ, λ̄α̇] (3.81)
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A análise da componente θ̄θ̄θα exige o uso da relação

(θσµθ̄) ∗ (θθθ̄α̇)
∣∣
θ̄θ̄θβ

= − Cγδ

2
δαδ σ

µ
αα̇θ̄

α̇(δεδ)θ̄α̇

∣∣∣∣
θ̄θ̄θβ

=
1

2
εδβC

αδσµαα̇,

segue então

θ̄θ̄θα ⇒ −i
[
δλα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇
(
{δλ̄γ̇, Aµ}+ λ̄γ̇, δAµ}

)]
+

i

4
εγαC

γβσµβα̇
(
[δAµ, λ̄

α̇] + [Aµ, δλ̄
α̇]
)

= ϕ

(
λα +

1

4
εαβC

βγ{λ̄γ̇, Aµ} −
1

4
εγαC

γβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]

)
+

(
θσµθ̄ ∗ θθθ̄α̇

)∣∣
θ̄θ̄θα
· 2i∂µϕλ̄α̇ (3.82)

−
(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ} −
1

4
εγαC

γβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]

)
ϕ (3.83)

⇒ − i

{
δλα +

1

2
εαβC

βγσµγγ̇
[
iAµ[ϕ, λ̄γ̇] + (−2∂µϕ+ i[ϕ,Aµ]) λ̄γ̇

]}
=

[
ϕ, λα +

1

4
2εαβC

βγσµγγ̇Aµλ̄
γ̇

]
− iεδαCγδσµγα̇∂µϕλ̄

α̇

⇒ δλα = i[ϕ, λα]. (3.84)

E finalmente, usando a equação 3.17 e o resultado para δAµ, a análise da
componente θθθ̄θ̄ resulta

θθθ̄θ̄ ⇒ 1

2
(δD − i∂µδAµ)− 1

4
ηµν (AµδAν + δAµAν)

=

[
iϕ

(
1

2
D − i

2
∂µA

µ − 1

4
AµA

µ

)
(3.85)

− 2∂µϕAν
(
θσµθ̄ ∗ θσν θ̄

)∣∣
θθθ̄θ̄

+ i∂2ϕ
]

(3.86)

− i

2

[
(D − i∂µAµ)− 1

2
AµA

µ

]
ϕ (3.87)

⇒ 1

2
δD = −1

2
∂µ[ϕ,Aµ]− 1

2
{Aµ, ∂µϕ}

+
i

4
(AµϕAµ − AµAµϕ+ ϕAµA

µ − AµϕAµ) (3.88)

+
i

2
[ϕ,D] +

1

2
[ϕ, ∂µA

µ]− i

4
[ϕ,AµA

µ] + ∂µϕA
µ

⇒ δD = i[ϕ,D]. (3.89)
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Resumindo,

δAµ = −2∂µϕ+ i[ϕ,Aµ] = −2Dµϕ, (3.90)

δλα = i[ϕ, λα], (3.91)

δλ̄α̇ = i[ϕ, λ̄α̇], (3.92)

δD = i[ϕ,D], (3.93)

que são as mesmas trasformações da teoria de gauge padrão.
A intenção de encontrar um gauge que sob uma transformação de simetria

infinitesimal, seus campos componentes se transformassem como em teoria
de gauge padrão, nos levou a definir o gauge análogo ao de Wess-Zumino
como em 3.74, com o termo adicional linear em C no coeficiente de θ̄θ̄θ.

Procuraremos agora calcular no gauge de Wess-Zumino generalizado 3.74
o campo de força Wα. Este gauge V tem um fator θ̄, presente também em
DαV . Com isso em mãos, podemos mostrar que

e−VDαe
V =

(
1− V +

1

2
V 2

)
Dα

(
1 + V +

1

2
V 2

)
= DαV +

1

2
(DαV ∗ V + V ∗DαV )− V DαV +O(V 3)

⇒ e−VDαe
V = DαV +

1

2
[DαV, V ], (3.94)

e por isso que, escolhendo o gauge 3.74,

Wα = −1

4
D̄2(e−VDαe

V )

= −1

4
D̄2

{[
−iθ̄θ̄

(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+ θαθ̄θ̄ (D − i∂µAµ)− σµαα̇θ̄α̇Aµ + 2iθαθ̄λ̄
]

(3.95)

+

[
−2iσµαα̇σ

ν
ββ̇
θ̄α̇θβ θ̄β̇

∂Aν
∂yµ
− 2σµαα̇θ̄

α̇θθθ̄β̇
∂λ̄β̇

∂yµ

]

+
1

2

[
−iθθ

(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+ θαθ̄θ̄ (D − i∂µAµ)− σµαα̇θ̄α̇Aµ + 2iθαθ̄λ̄

− 2iσµαα̇θ̄
α̇

(
σν
ββ̇
θβ θ̄β̇

∂A

∂yµ
− iθθθ̄β̇

∂λ̄β̇

∂yµ

)

, −θσµθ̄Aµ + iθθθ̄λ̄− iθ̄θ̄θα
(
λα +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)
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+
1

2
θθθ̄θ̄ (D − i∂µAµ)

]}
, (3.96)

de forma que a multiplicação realizada nos comutadores acima é o produto
estrela. Assim,

Wα = −iλα −
i

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}+ θα(D − i∂µAµ)

+

(
1

2
εα̇β̇
)

2iσµαα̇

(
σν
ββ̇
θβ
∂Aν
∂yµ

+ iθθεγ̇β̇
∂λ̄γ̇

∂yµ

)
− 1

4
D̄2

(
1

2
[θ̄α̇Aµ, θ

β θ̄β̇Aν ]σ
µ
αα̇σ

ν
ββ̇
− i

2
[θ̄α̇Aµ, θθθ̄λ̄]σµαα̇

− i[θαθ̄β̇λ̄
β̇, θγ θ̄γ̇Aµ]σµγγ̇ − [θαθ̄β̇λ̄

β̇, θθθ̄γ̇λ̄
γ̇]
)
,

usando as identidades anteriores (3.11-3.14)com o produto estrela, podemos
calcular mais facilmente os comutadores acima, cuja multiplicação também
é o produto estrela, então

Wα = −iλα −
i

4
εαβC

βγσµγγ̇{Aµ, λ̄γ̇}+ θα(D − ∂µAµ)

+ iεα̇β̇σµαα̇

(
σν
ββ̇
θβ
∂Aν
∂yµ

+ iθθεγβ
∂λ̄γ̇

∂yµ

)
+

[
1

2

(
−1

2
εα̇β̇θβ[Aµ, Aν ]

)
σµαα̇σ

ν
ββ̇
− i

2

(
−1

2
θθ[Aµ, λ̄

α̇]

)
σµαα̇

− i

(
−1

4
εαβC

βγ{λ̄γ̇, Aµ}+
1

4
θθ[λ̄γ̇, Aµ]δγα

)
σµγγ̇ −

(
θβC

βγεγαλ̄λ̄
)]

. (3.97)

Usando a identidade A.14, isto é, (σµσ̄ν)α
β = −(σν σ̄µ)α

β − 2ηδα
β, enfim

Wα = −iλα +

[
δβαD − iσ

µ
αα̇σ̄

να̇β

(
∂µAν +

i

4
[Aµ, Aν ]

)
+

1

2
σµν β
α Cµνλ̄λ̄− iδβα∂µAµ

]
θβ + θθ

[
σµαα̇

(
∂µAν +

i

4
[Aµ, Aν ]

)]
,

definindo o campo de força Fµν e a derivada covariante Dµ, em uma dada
normalização, por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ +
i

2
[Aµ, Aν ] (3.98)

Dµλ̄α̇ = ∂µλ̄
α̇ +

i

2
[Aµ, λ̄

α̇], (3.99)
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obtemos finalmente

Wα = −iλα(y)+

[
δβαD(y)− σµνα

β

(
Fµν(y) +

i

2
Cµνλ̄λ̄(y)

)]
θβ+θθσµαα̇Dµλ̄α̇(y),

(3.100)
ou ainda, separando a parte da teoria comutativa dos novos termos que apa-
recem,

Wα = Wα(C = 0) +
1

2
σµν β
α Cµνλ̄λ̄θβ, (3.101)

usando 3.97,
Wα = Wα(C = 0) + εαγC

γβθβλ̄λ̄(y). (3.102)

Obtemos então, apartir do resultado 3.80 , que a lei de transformação do
campo de força Fµν é

δFµν = i[ϕ, Fµν ], (3.103)

como em teoria de gauge padrão, que é sobre o espaço comutativo. Uma
convenção mais apropriada para o campo de gauge pode ser feita substituindo
V → −2V .

Usando 3.72, sob a transformação de gauge infinitesimal , Wα se trans-
forma por 3.77 como na teoria de gauge padrão

δWα(y, θ) = −i[Λ,Wα] = i[ϕ(y),Wα(y, θ)]. (3.104)

Campo anti-quiral de força W̄α̇

A fim de calcular W̄α̇, usamos o fato que no gauge 3.74 V 3 = 0, temos

eV D̄α̇e
−V = −D̄α̇V +

1

2
[D̄α̇V, V ] +

1

2
V (D̄α̇V )V, (3.105)

tal que a multiplicação entre os supercampos é o produtos estrela. Apesar
de o último termo não contribuir na teoria comutativa, ele é diferente de
zero para C não nulo. Usando as equações 3.74 e 3.26, separando os termos
adicionais da parte comutativa e levando em conta apenas os termos que
contribuem,

W̄α̇ =
1

4
DDeV D̄α̇e

−V = −1

4
DD

(
D̄α̇V −

1

2
[D̄α̇V, V ]− 1

2
D̄α̇V V

)
= −1

4
εαβ
(

∂

∂θβ
+ 2iσµβγ̇ θ̄

γ̇ ∂

∂yµ

)(
∂

∂θα
+ 2iσν

αβ̇
θ̄β̇

∂

∂yν

)
[(
D̄α̇V (C = 0)− i

2
θ̄α̇θεCσ

ρ{λ̄, Aρ}
)

+

(
−1

2
[D̄α̇V (C = 0), V (C = 0)]

58



− 1

2

[
−θγσργα̇Aρ + iθθλ̄α̇,−

i

4
θ̄θ̄θβεβδC

δεσπεε̇{λ̄ε̇, Aπ}
]

− 1

2

[
− i

2
θ̄α̇θ

αεαγC
γδσρ

δδ̇
{λ̄δ̇, Aρ},−θβσπββ̇ θ̄

β̇Aπ + iθθθ̄λ̄

])
− 1

2
V (C = 0) ∗ D̄α̇V (C = 0) ∗ V (C = 0)

]
,

está claro que o produto nos comutadores acima é o produto estrela ∗, sepa-
rando o termos adicionais a teoria comutativa do comutador de dois termos
que aparecem na mesma,

W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V (C = 0) +

1

4
θ̄θ̄
[
σνγα̇C

γδσρ
δδ̇
∂ν{λ̄δ̇, Aρ}

]
+

1

8
εσδ
(
∂

∂θδ
+ 2iσρ

δδ̇
θ̄δ̇

∂

∂yρ

)(
∂

∂θσ
+ 2iσπσγ̇ θ̄

γ̇ ∂

∂yπ

)
[
[D̄α̇V, V ](C = 0) +

1

2
Cαβσµαα̇σ

ν
ββ̇
θ̄β̇{Aµ, Aν}

− iσµαα̇
(
Cαβθβ

)
θ̄β̇{Aµ, λ̄

β̇}+
i

2
Cαβ θ̄θ̄σµαα̇{Aµ, λβ}

− 1

2
σµαα̇θ̄θ̄(C

αβθβ){Aµ, D − i∂νAν}+ iσν
ββ̇

(Cβγθγ)θ̄
β̇{λ̄α̇, Aν}

− (detC)θ̄β̇{λ̄α̇, λ̄
β̇}+ θ̄θ̄(Cβγθγ)[λ̄α̇, λβ]− i

2
θ̄θ̄(detC)[λ̄α̇, D − i∂νAν ]

+ iCαβσν
ββ̇

(
1

2
δβ̇α̇θ̄θ̄

)
{λα, Aν}+ 2(Cαβθβ)θ̄α̇θ̄β̇[λα, λ̄

β̇]

− (Cβγθγ)σ
ν
ββ̇

(
1

2
δβ̇α̇θ̄θ̄

)
{D − ı∂µA

µ, Aν}

− i(detC)

(
−1

2
εα̇β̇ θ̄θ̄

)
[D − i∂µAµ, λ̄β̇]

]
+

1

8
θ̄θ̄

(
− i

8
σργα̇C

γεσπεε̇(−4)[Aρ, {λ̄ε̇, Aπ}]

+
i

8
Cβγσρ

δδ̇
σπβα̇(−4)[{λ̄δ̇, Aρ}, Aπ]

)
+

1

8
εαβ

∂

∂θβ
∂

∂θα

[(
− i

2
Cβα

)
σµ
ββ̇
σναα̇θ̄

β̇ θ̄γ̇θθAµAνλ̄
γ̇

+ i(Cβδθδ)σ
µ

ββ̇
θ̄β̇θγσργγ̇ θ̄

γ̇Aµλ̄α̇Aρ

− (Cαδθδ)θ̄β̇σ
ν
αα̇σ

ρ
γγ̇θ

γ θ̄γ̇λ̄β̇AνAρ + i(detC)θθθ̄β̇ θ̄γ̇λ̄
β̇λ̄α̇λ̄

γ̇
]
,
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juntando os termos em V , obtemos o campo antiquiral W̄α̇ no espaço comu-
tativo, e observe adiante que os termos restantes, isto é, adicionais a teoria
comutativa, são componente apenas de θ̄θ̄ e são lineares ou quadráticos em
C,

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0) +
1

4
θ̄θ̄

{
(Cαβσναα̇σ

µ

ββ̇
)

[
∂ν{λ̄β̇, Aµ} −

1

2
∂µ{Aν , λ̄β̇}

− 1

2
∂µ{Aν , λ̄β̇}+

i

4

(
2Aνλ̄

β̇Aµ + 2AνAµλ̄
β̇ − 2λ̄β̇AµAν − 2Aµλ̄

β̇Aν

− 2AµAνλ̄
β̇ + 2λ̄β̇AνAµ

)]
+

(
Cβγσνγγ̇σ

µ

ββ̇
εβ̇γ̇
)[1

2
∂ν{λ̄α̇, Aµ}+

1

2
∂ν{λ̄α̇, Aµ} −

i

2
Aµλ̄α̇Aν

]
+ i(detC)λ̄β̇λ̄α̇λ̄β̇

}
,

notando que o termo que multiplica a expressão Cαβσναα̇σ
µ

ββ̇
é antissimétrico

nos ı́ndices µ, ν, podemos separar esta expressão em sua parte simétrica e
antissimétrica, com isto só restará a componente antissimétrica dessa ex-
pressão. Calculando também em termos de suas componentes espinoriais o
termo λ̄β̇λ̄α̇λ̄β̇,

λ̄β̇λ̄1̇λ̄β̇ = λ̄1̇λ̄1̇λ̄1̇+λ̄2̇λ̄1̇λ̄2̇ = −(λ̄1̇λ̄
1̇+λ̄2̇λ̄

2̇)λ̄1̇−λ̄1̇(λ̄1̇λ̄
1̇+λ̄2̇λ̄

2̇) = −{λ̄1̇, λ̄λ̄},

de forma análoga podemos calcular a componente λ̄β̇λ̄2̇λ̄β̇. Usando que

tr(εCσµσ̄ν) = tr[εC(−ηµν + 2σµν)] = −2Cµν

e as definições, já expressas anteriormente,

F µν := ∂µAν − ∂νAµ +
i

2
[Aµ, Aν ] (3.106)

Dµλ̄α̇ := ∂µλ̄α̇ +
i

2
[Aµ, λ̄α̇], (3.107)

encontramos

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0) +
1

4
θ̄θ̄
{
Cµν

[
{F µν , λ̄α̇}+ 2{Aµ,Dνλ̄α̇}

+
i

2

(
Aνλ̄α̇Aµ − Aµλ̄α̇Aν

− 2
(
AµAνλ̄α̇ − Aµλ̄α̇Aν + Aνλ̄α̇Aµ − λ̄α̇AνAµ

))]
− (−2Cµν)

[
{Dνλ̄α̇, Aµ}+

1

2
{λ̄α̇, ∂νAµ − ∂µAν +

i

2
[Aν , Aµ]}

60



− i

4

(
2Aνλ̄α̇Aµ − 2λ̄α̇AνAµ + 2AµAνλ̄α̇

−
(
λ̄α̇AµAν − λ̄α̇AνAµ + AµAνλ̄α̇ − AνAµλ̄α̇

))]
+ i

|C|2

4

(
−{λ̄α̇, λ̄λ̄}

)}
E como Cµν é antissimétrico,

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0)− θ̄θ̄
[
Cµν

(
1

2
{Fµν , λ̄α̇}+ {Aν ,Dµλ̄α̇}

)
+ i

|C|2

16
{λ̄α̇, λ̄λ̄}

]
+
i

8
θ̄θ̄
[
−4Aνλ̄α̇Aµ − 2λ̄α̇AµAν − 2AµAνλ̄α̇

]
e ,então, finalmente encontramos o campo de força antiquiral W̄α̇

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0)− θ̄θ̄
[
Cµν

2
{Fµν , λ̄α̇}+ Cµν{Aν ,Dµλ̄α̇ −

i

4
[Aµ, λ̄α̇]}

+
i

16
|C|2{λ̄λ̄, λ̄α̇}

]
. (3.108)

Calculemos agora a transformação de gauge infinitesimal deste campo
antiquiral W̄α̇, usando δW̄α̇ = −i[Λ̄, W̄α̇], onde a multiplicação é o produto
estrela 3.50, veja também 3.77,

δW̄α̇ = i[ϕ(ȳ), W̄α̇]∗ −
1

2
θ̄θ̄Cµν

[
{∂µϕ,Aν}, W̄α̇

]
= i[ϕ(y), W̄α̇] + θ̄θ̄Cµν

(
2{∂νϕ, ∂µλ̄α̇}+

i

2
[{∂νϕ,Aµ}, λ̄α̇]

)
,

onde nesta expressão: [, ]∗ está denotando que o comutador é com produto
estrela, caso contrário C=0, isto é, da teoria comutativa.

Para encontrar a lagrangeana precisamos dos termos
∫
d2θWW e

∫
d2θW̄W̄ ,

o que passaremos a calcular agora,∫
d2θtrWW =

∫
d2θtr

[
εαβ
(
Wβ(C = 0) + εβγC

γδθδλ̄λ̄
)

(
Wα(C = 0) + εαηC

ηεθελ̄λ̄
)]

=

∫
d2θtrWW (C = 0)

−
∫
d2θtr

[
(−iσµν γ

α Fµν)
1

2
εγβθθC

αβλ̄λ̄

]
− i

∫
d2θtr

[
1

2
Cαβεβγθθλ̄λ̄σ

µν γ
α Fµν

]
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+

∫
d2θθθ

1

2
εβδεαγC

αβCγδtr(λ̄λ̄)2∫
d2θtrWW =

∫
d2θtrWW (C = 0)− iCµνtr(Fµνλ̄λ̄) +

1

4
|C|2tr(λ̄λ̄)2,

da mesma forma, separando a parte comutativa de seus termos adicionais,
podemos calcular o termo com o campo anti quiral W̄α̇,∫
d2θtrW̄ W̄ =

∫
d2θ
{
W̄α̇(C = 0)

− θ̄θ̄Cµν

[
1

2
{Fµν , λ̄α̇}+ {Aν ,Dµλ̄α̇ −

i

4
[Aµ, λ̄α̇]}+

i

16
Cµν{λ̄λ̄, λ̄α̇}

]}
εα̇β̇
{
W̄β̇(C = 0)− θ̄θ̄Cρπ

[
1

2
{Fρπ, λ̄β̇}+ {Aπ,Dρλ̄β̇ −

i

4
[Aρ, λ̄β̇]

}
+

i

16
Cρπ{λ̄λ̄, λ̄β̇}

]}
=

∫
d2θtr(W̄W̄ (C = 0))− iCµνtr[{F µν , λ̄λ̄}+ {Aν , 2λ̄α̇(∂µλ̄

α̇)}

+ [λ̄α̇, {Aν ,
i

4
[Aµ, λ̄

α̇]}] +
i

8
Cµν{λ̄λ̄, λ̄λ̄}

)
=

∫
d2θtrWW (C = 0)− iCµνtr

[
(∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ]) λ̄λ̄

+
i

4
Cµν(λ̄λ̄)2 + iλ̄α̇Aµλ̄

α̇Aν

]
+ derivadas totais,

mas como λ̄α̇Aµ e λ̄α̇Aν são campos fermiônicos,

tr[Cµν(λ̄α̇Aµ)(λ̄α̇Aν)] = tr[(Cµν(λ̄α̇Aν)(λ̄
α̇Aµ)] = −tr[Cµν(λ̄α̇Aµ)(λ̄α̇Aν)] = 0.

(3.109)
Logo∫

d2θ̄trW̄ W̄ =

∫
d2θ̄trW̄ W̄ (C = 0)− iCµνtrFµνλ̄λ̄+

1

4
|C|2tr(λ̄λ̄)2

+ derivadas totais,

onde
Cµν ≡ Cαβεβγσ

µν
α
γ.

E finalmente, encontramos a lagrangeana deformada para o supercampo ve-
torial no gauge de Wess-Zumino.

L = iτ

∫
d2θtrWW − iτ̄

∫
d2θ̄trW̄ W̄ (3.110)
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= iτ

∫
d2θtrWW (C = 0)− iτ̄

∫
d2θ̄trW̄ W̄ (C = 0) (3.111)

+ (iτ − iτ̄)

(
−iCµνtrFµνλ̄λ̄+

|C|2

4
tr(λ̄λ̄)2

)
(3.112)

+ derivadas totais. (3.113)

O fato de as deformações de
∫
d2θtrWW e de

∫
d2θ̄trW̄ W̄ diferirem apenas

por derivadas totais, nos diz que a lagrangeana é deformada apenas por um
termo dependente de Imτ = 4π

g2
. Ou seja, a derivada total restante tem um

fator Re τ = θ
2π

. Estes valores da parte real e imaginária de τ vem da análise
da parte clássica da lagrangeana acima,(
iτ

∫
WW − iτ̄

∫
W̄W̄

)∣∣∣∣
class

= (iτ − iτ̄)

(∫
WW +

∫
W̄W̄

)
|class

+ (iτ + iτ̄)

(∫
WW −

∫
W̄W̄

)
|class

= −(iτ + iτ̄)

∫
F µνFµν

− (iτ − iτ̄)

∫
εµνπηF

µνF πη

= −4π

g2

∫
F µνFµν −

θ

2π

∫
εµνπηF

µνF πη.

Como a supersimetria não-quebrada Qα = ∂
∂θα

se comporta como uma
derivada ( com y fixo), então podemos calcular como os campos componentes
de Wα se transformam pelos geradores de supersimetria N = 1

2

δWα = εβQβWα (3.114)

= −iδλα +

[
δβαδD − iσµνα

β

(
δFµν +

i

2
Cµν

(
δλ̄α̇λ̄

α̇ + λ̄α̇δλ̄α̇
))]

θβ

+ θθσµαα̇Dµδλ̄α̇

= εγ{[δβαD − iσµν β
α (Fµν +

i

2
Cµνλ̄λ̄)]εβγ + 2θγσ

µ
αα̇Dµλ̄α̇}

= [εαD − iσµν β
α εβ(Fµν +

i

2
Cµνλ̄λ̄)]− εθ(σµσ̄ν + σν σ̄µ)α

βσνβα̇Dµλ̄α̇,

então componente a componente, temos

δλα = iεαD + σµνα
βεβ(Fµν +

i

2
Cµνλ̄λ̄) (3.115)

δβαδD − iσµνα
βδFµν = εβ(σµσ̄ν + σν σ̄µ)γασ

ν
γα̇Dµλ̄α̇ (3.116)

δλ̄α̇ = 0. (3.117)
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Dáı, como σµν α
α = 0, e usando A.20 e A.21, com os ı́ndices espinoriais

subentendidos, onde εα é o espinor infinitesimal da transformação de super-
simetria,

δD =
1

2
ε(σµσ̄ν + σν σ̄µ)σνDµλ̄ = −εσµDµλ̄.

Consequentemente,

iσµν β
α δFµν = −εγσµγγ̇Dµλ̄γ̇δβα − εβ(−2ηµνδα

γ)σνγα̇Dµλ̄α̇,

temos que(
iσπρβ

ασµν β
α

)
δFµν = −(εσµDµλ̄)

(
δβασπρβ

α
)

+ 2εβσµαα̇Dµλ̄α̇σπρβα

=
1

2
ε(σπσ̄ρ − σρσ̄π)σµDµλ̄,

usando A.24,[
− i

2

(
δµπδ

ν
ρ − δνπδµρ

)
+

1

2
εµνπρ

]
δFµν = ε

[
σρDπλ̄− σπDρλ̄+ iεµνπρσνDµλ̄

]
⇒ −iδFπρ + δF̃πρ = ε (σρDπ − σπDρ) λ̄

− i

2
εµνπρ (σµDν − σνDµ) λ̄,

onde o tensor F̃ é o dual do campo eletromagnético

F̃πρ =
1

2
εµνπρFµν .

Logo,

δFµν = iε (σνDµ − σµDν) λ̄. (3.118)

Com este resultado, podemos ainda obter a lei de transformação para o
campo de gauge A,

δFµν = ∂µδAν − ∂νδAµ +
i

2
[δAµ, Aν ] +

i

2
[Aµ, δAν ]

= ∂µ(iεσνλ̄)− ∂ν(iεσµλ̄) +
i

2
[Aµ, iεσνλ̄] +

i

2
[iεσνλ̄, Aν ],

logo

δAµ = −iλ̄σ̄ε (3.119)
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Juntando todos os resultados obtidos acima, vemos que os campos se trans-
formam como

δλ = iεD + σµνε(Fµν +
i

2
Cµνλ̄λ̄) (3.120)

δAµ = −iλ̄σ̄ε (3.121)

δFµν = iε(σνDµ − σµDν)λ̄ (3.122)

δD = −εσµDµλ̄α̇ (3.123)

δλ̄ = 0. (3.124)

Das transformações de gauge acima o único efeito vindo da não-comutatividade
está expresso no termo linear em C da transformação δλ.

3.3.2 Super-Yang-Mills Não-Abeliano com matéria

em Superespaço Não-Anticomutativo

Se “adicionamos”as duas lagrangeanas anteriores: a lagrangeana de matéria
que envolve somente componentes do campo quiral Φ ≡ (A,ψ, F ) e a la-
grangeana de gauge envolvendo apenas componentes do campo vetorial V ≡
(Aµ, λ,D), necessitamos adicionar o termo de interação, analogamente ao
que é feito sobre o espaço comutativo, neste caso surgem termos adicionais
devido a esta deformação do superespaço feita com o anticomutador dos θ’s.
Assim, faremos algo análogo ao que foi no artigo [24], no entanto de forma
indepedente.

Desta forma, o termo de interação deve ser calculado da mesma forma
que os outros termos,

Φ̄eV Φ|θθθ̄θ̄ =
[
Ā(ȳ) +

√
2θ̄ψ̄ + θ̄θ̄F̃ (ȳ)

]
∗ exp

[
−θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄(y)

− iθ̄θ̄θα
(
λα(y) +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ [D(y)− i∂µAµ(y)]

]
∗
[
A(y) +

√
2θψ(y) + θθF (y)

]∣∣∣
θθθ̄θ̄

,

escrevendo Φ̄ em termos y = ȳ + 2iθσθ̄ e multiplicando com exp(V ) através
do produto estrela

Φ̄eV Φ|θθθ̄θ̄ =
[
Ā(y) +

√
2θ̄ψ̄(y)− 2iθσµθ̄∂µĀ(y)

+ θ̄θ̄
(
F̃ (y) + i

√
2θσµ∂µψ̄(y) + θθ∂2Ā(y)

)]
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∗
{

1 +

[
−θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄(y)

− iθ̄θ̄θα
(
λα(y) +

1

4
εαβC

βγσµγγ̇{λ̄γ̇, Aµ}
)

+
1

2
θθθ̄θ̄ (D(y)− i∂µAµ(y))

]
+

1

2
θ̄θ̄

[
−1

2
θθAνA

ν − 1

2
CµνAµAν

+
i

2
θδC

δβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

]}
∗
[
A(y) +

√
2θψ(y) + θθF (y)

]∣∣∣
θθθ̄θ̄

,

se escolhemos

F̃ (ȳ) = F̄ (ȳ) + iCµν∂µ(ĀAν)(ȳ)− 1

4
CµνĀAµAν(ȳ),

então obtemos o produto obtido na teoria comutativa mais termos adicionais
lineares e quadráticos em C, como segue

Φ̄eV Φ|θθθ̄θ̄ =

[
Φ̄eV (C = 0)− i

4
θ̄θ̄θδεδβC

βγσµγγ̇Ā{λ̄γ̇, Aµ}

+ iCµν∂µ(ĀAν)−
1

4
CµνĀAµAν

− iθ̄θ̄Cµν∂µĀAν + 2Cαβθβ∂µĀθ̄λ̄θ̄
α̇σµαα̇

+
1

2
Ā

(
−1

2
CµνAµAν +

i

2
θδC

δβσµβα̇[Aµ, λ̄
α̇]− 1

8
|C|2λ̄λ̄

)
θ̄θ̄

]
∗
[
A(y) +

√
2θψ(y) + θθF (y)

]∣∣∣
θθθ̄θ̄

,

onde o primeiro termo acima é um resultado obtido na teoria comutativa,
C = 0,

Φ̄eV (C = 0) = Ā+
√

2θ̄ψ̄ + θσµθ̄
(
−2i∂µĀ− ĀAν

)
+ θ̄θ̄θα

(√
2σµαα̇

1

2
δγ̇
α̇ψ̄γ̇Aν − iĀλα + i

√
2σµαα̇∂µψ̄

α̇

)
+ θθ

(
−1

2
ĀAνA

ν

)
+ θ̄θ̄F̄ + θθθ̄α̇

(
iĀλ̄α̇ −

√
2

2
ψ̄α̇AνA

ν

)

+ θθθ̄θ̄

[
1

2
Ā (D − i∂νAν)−

√
2

2
iεδ̇γ̇ψ̄

γ̇λ̄δ̇ − iηµν∂µĀAν

− 1

2
F̄AνA

ν + ∂2Ā

]
,
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separando novamente o resultado em que C = 0 de seus termos adicionais, e
notando que

Φ̄eV (C = 0) ∗ Φ(C = 0) = Φ̄eV Φ(C = 0) + 0,

finalmente obtemos

Φ̄eV Φ
∣∣
θθθ̄θ̄

= Φ̄eV Φ(C = 0) + i

√
2

8
Cβγσµγγ̇Ā{λ̄γ̇, Aµ}ψβ

+ iCµν∂µ(ĀAν)F −
1

4
CµνĀAµAνF

+

(
−iCµν∂µĀAνF −

1√
2
Cαβεβγσ

µ
αα̇∂µĀλ̄

α̇ψγ
)

+
1

2

(
−1

2
CµνĀAµAνF +

i
√

2

4
Cαβσµβα̇Ā[Aµ, λ̄

α̇]ψα+

− 1

8
|C|2Āλ̄λ̄F

)
, (3.125)

onde a multiplicação entre os supercampos foi feita com o produto estrela
3.4. Rearranjando os termos, e escrevendo-os de forma covariante

Φ̄eV Φ|θθθ̄θ̄ = Φ̄eV Φ(C = 0) + iCµν∂µĀAνF

+ iCµνĀ

(
∂µAν +

i

2
AµAν

)
F

+ i

√
2

8
Cαβσµαα̇Ā

(
λ̄α̇Aµ + Aµλ̄

α̇ + Aµλ̄
α̇ − λ̄α̇Aµ

)
ψβ

− iCµν∂µĀAνF +

√
2

2
Cαβσµαα̇

(
−∂µĀλ̄α̇ψβ

)
− 1

16
|C|2Āλ̄λ̄F

= Φ̄eV Φ(C = 0) +
i

2
CµνĀFµνF −

1

16
|C|2Āλ̄λ̄F

−
√

2

2
Cαβσµαα̇

(
DµĀ

)
λ̄α̇ψβ,

onde DµĀ = ∂µĀ − i
2
ĀAµ, o que nos dá novos vértices sobre o superespaço

não-comutativo: vértices cúbicos, lineares em C,

+
i

2
CµνĀFµνF (3.126)

−
√

2

2
Cαβσµαα̇

(
DµĀ

)
λ̄α̇ψβ (3.127)
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e um vértice quártico, quadrático em C,

− 1

16
|C|2Āλ̄λ̄F. (3.128)

Podemos agora escrever uma lagrangeana geral do campo de matéria com
acoplamento mı́nimo com o campo de gauge

L =
1

4
tr(iτWαWα|θθ − iτ̄ W̄α̇W̄ α̇|θ̄θ̄) + Φ+eV Φ|θθθ̄θ̄ (3.129)

onde a multiplicação é o produto estrela. Obtemos então que esta lagrange-
ana sobre o superespaço não-anticomutativo é lagrangeana supersimétrica so-
bre o espaço comutativo, mais alguns termos adicionais lineares e quadráticos
em C, devido a deformação do superespaço feita com comutador {θα, θβ} =
Cαβ,

L = L(C = 0) + (iτ − iτ̄)

(
−iCµνtrFµνλ̄λ̄+

|C|2

4
tr(λ̄λ̄)2

)
+

i

2
CµνĀFµνF −

1

16
|C|2Āλ̄λ̄F −

√
2

2
Cαβσµαα̇

(
DµĀ

)
λ̄α̇ψβ,

onde o primeiro termo é conhecido

L(C = 0) = (iτ − iτ̄)tr

(
−1

2
F µνFµν − 2iλ̄σ̄µDµλ+D2

)
+ −DµĀDµA− iψ̄σ̄µDµψ + F̄F

+
1

2
ĀDA+

i√
2

(
Āλψ − ψ̄λ̄A

)
.

Como consta no artigo [24], esta Lagrangeana tem a supercarga Qα conser-
vada, enquanto que a supersimetria vinda de Q̄ é quebrada, o que nos diz
que, como esperavamos, a Lagrangeana tem supersimetria N = 1

2
.
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Caṕıtulo 4

Conclusões

Depois de fazermos uma revisão sobre supersimetria, ou seja, sobre um
superespaço em que as variáveis adicionais ao espaço-tempo obedece a uma
álgebra de grasmann no primeiro caṕıtulo, no segundo caṕıtulo introduzi-
mos um superespaço não-comutativo, em que, agora, os parâmetros θ e θ̄
obedecem uma álgebra de Clifford, e escrevemos sobre este superespaço mais
geral uma lagrangeana de matéria acoplada a um campo de super-Yang-Mills
não-abeliano.

Iniciamos o primeiro caṕıtulo com uma revisão sobre Yang-Mills, primeiro
falando sobre teoria de gauge abeliana sob a qual a lagrangeana de maxwell
do eletromagnetismo clássico é invariante. Depois de expormos uma teoria
de gauge não-abeliana mais geral, escrevemos a lagrangeana de Yang-Mills
que descreve a força eletrofraca. Na segunda seção deste caṕıtulo, passamos
a descrever o superespaço, quando adicionamos parâmetros grassmannianos
ao espaço-tempo e, assim, constrúımos funções sobre este ”espaço”, as quais
chamamos de supercampos. Obtemos supercampos interessantes quando im-
pomos v́ınculos a eles, em particular, para N = 1, obtemos os supercampos
quirais e vetoriais; com os quais escrevemos as lagrangeanas de matéria e de
gauge, respectivamente. Sendo que o supercampo quiral possui três campos
componentes: o campo de matéria(férmion) ψ, o campo sférmion superpar-
ceiro A e um campo F auxiliar. O supercampo vetorial também possui três
campos componentes: o campo de gauge(bóson) Aµ, o campo de gaugino su-
perparceiro λ e um outro campo auxiliar D. Impondo as equações de Euler
para os campos auxiliares, encontramos as lagrangeanas em termos apenas
dos campos de matéria, de gauge e de seus respectivos superparceiros. Pode-
mos desta forma, usando estes dois supercampos escrever uma lagrangeana
que descreva a matéria acoplada com um campo de gauge.

No segundo caṕıtulo, constrúımos algo análogo ao que foi feito no caṕıtulo
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anterior, no entanto sobre um superespaço não-anticomutativo, onde dada as
constantes Cαβ, os parâmetros θ, θ̄ já não obedecem uma álgebra de grass-
mann, mas a uma álgebra de Clifford

{θα, θβ} = Cαβ, (4.1)

este comutador nos diz que os θ’s devem ser ordenados como

1

2
[θα, θβ] = −1

2
εαβθθ,

o que pode ser feito implementando o produto estrela 3.4. Disso, constrúımos
as lagrangeanas de forma análoga ao que foi feito na teoria comutativa, no
entanto usando o produto estrela como multiplicação, e assim encontrando
termos adicionais que dependem dessa constante C. Para isso, aqui também
vinculamos os supercampos, obtendo os supercampos quirais e vetorial; tal
que para estes, generalizamos o gauge de Wess-Zumino para o caso não-
anticomutativo de tal forma que as leis de transformação ainda são as trans-
formações de gauge padrão e, como consequência, neste gauge V 3 ainda se
anula como no caso anterior, onde C = 0. Enfim, assim como quando C = 0,
com os supercampos quiral Φ e vetorial V , escrevemos as lagrangeanas de
matéria e de gauge, que apresentam termos lineares e quadráticos adicionais
às respectivas lagrangeanas do caṕıtulo anterior, quando C = 0. Assim, à la-
grangeana de matéria, encontramos o termo adicional −1

3
g det CF 3, a única

correção da não-comutatividade e que surge de
∫
d2θΦ ∗ Φ ∗ Φ, que mantém

a lagrangena invariante de Lorentz, mesmo que o superespaço deixe de ser.
Observamos também que a supersimetria do operador Q ainda é preservada,
mas a simetria do operador Q̄ é quebrada pela não-comutatividade, devido
a esse termo adicional à lagrangeana de matéria; por esta razão chamamos a
esta quebra de metade da supersimetria N = 1, se referindo a supersimetria
não-quebrada do operador Q como uma supersimetria N = 1

2
.

Já da teoria de gauge do segundo caṕıtulo, vimos que o campo quiral de
força Wα recebe um termo adicional a teoria (anti)comutativa que é linear
em Cαβ

εαγC
γβθβλ̄λ̄(y),

que mantém a transformação de gauge infinitesimal padrão. No entanto,
o campo antiquiral W̄α̇ tem como termos adicionais apenas termos em θ̄θ̄
que são lineares e quadráticos em C, o que corrige sua transformação de
gauge infinitesimal por um termo linear em θ̄θ̄Cµν . Escrevendo a lagrange-
ana do campo de gauge, encontramos que ela é deformada através da não-

70



comutatividade pelo termo adicional

(iτ − iτ̄)

(
−iCµνtrFµνλ̄λ̄+

|C|2

4
tr(λ̄λ̄)2

)
+ derivadas totais.

E, finalmente, independentemente, acoplamos os campos de matéria e de
gauge; para isso “adicionamos”, como no caṕıtulo anterior, as duas lagran-
geanas e a estas o termo de acoplamento

Φ̄etV Φ,

no entanto, considerando, como acima, a multiplicação como o produto es-
trela, que devido a não-comutatividade também nos fornece termos adicio-
nais, que são vértices cúbicos lineares em Caβ:

+
i

2
CµνĀFµνF −

√
2

2
Cαβσµαα̇

(
DµĀ

)
λ̄α̇ψβ,

e um termo quártico quadráticos em C:

− 1

16
|C|2Āλ̄λ̄F.

Pespectivas

Um resultado muito interessante que também poderia ser tratado a posteriori
seria um trabalho de Ooguri e Vafa [17]. Nesse trabalho, é considerado o
supercampo do gluino

Wα = ψα + · · · (4.2)

e o campo auto-dual do gravifóton

Fαβ =
1

2α′2
{θα, θβ}. (4.3)

Por ora, levando em conta somente a presença do gravifóton, é encontrada
uma função de correlação que satisfaz a álgebra de Clifford sobre a fronteira

: θα(τ + ε)θβ(τ) + θβ(τ)θα(τ − ε) := {θα, θβ} = 2α′Fαβ, (4.4)

que quebra parcialmente a supersimetria, mas recuperamos a supersimetria
N = 1 se modificamos a teoria por uma c-deformação, que é c-deformação
ao campo ψ do gluino

{ψα, ψβ} = 2Fαβ. (4.5)
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Ou seja, pode ser mostrado que a c-deformação do campo do gluino compensa
o efeito do campo do gravifóton sobre as funções de correlação dos θ’s sobre
a fronteira, e assim, restaura a anticomutatividade dos mesmos. Isto elimina
o termo dependente de Fαβ e recupera a álgebra de supersimetria padrão.

Todos os estudos recentes da teoria de campos supersimétrica não-antico-
mutativa depois dos artigos pioneiros [13], [14] e [15] estavam limitados su-
persimetria ŕıgida, isto é, sem gravidade. Algo que pode ser estudado é efeito
do campo de gravifóton sobre a supergravidade.

Algo muito interessante, que poderia ser explorado, seria considerar que as
coordenadas fermiônicas θ, θ̄ satisfariam uma álgebra graduada em Z3, como
abordada no artigo hep-th/9607143v1 (1996), isto é, em vez de θ2 = θ̄2 = 0,
teriamos a igualdade θ3 = θ̄3 = 0, e dáı a álgebra denominada álgebra de
hipersimetria.

Então, analogamente ao que foi feito no artigo hep-th/0305248v1

{θα, θβ} = Cαβ,

consideraŕıamos θ3 = const 6= 0, assim, funções de θ seriam deformadas por
termos dependentes desta constante.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Supersimetria

A.1.1 Notação

Usaremos as mesmas notações de [19], que estão em seu apêndice A e B. Um
espinor de duas componentes com ı́ndices superiores com ponto e sem ponto
se transformam sob uma transformação M ∈ SL(2, C), como

ψ′α = Mα
βψβ ψ̄′α̇ = M∗

α̇
β̇ψ̄β̇ (A.1)

ψ′α = M−1
β

α
ψβ ψ̄′

α̇
= (M∗)−1

β̇
α̇
ψ̄β̇ (A.2)

Espinores são indexados por ı́ndices gregos. Os ı́ndices sem ponto se trans-
formam sob a representação (1

2
, 0) do grupo de Lorentz, enquanto os ı́ndices

sem ponto se transformam sob representação conjugada (0, 1
2
).

A conexão entre SL(2, C) e o grupo de Lorentz é estabelecida através das
matrizes σ’s

σ0 =

(
−1 0
0 −1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, (A.3)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.4)

em completa analogia a relação entre SU(2) e o grupo de rotações.
Um espinor de Dirac ΨD, que tem quatro componentes, pode ser escrito

em termos de dois espinores de Weyl ψα e ξ̄α̇, cada um com duas componentes

ΨD = ΨL + ΨR, (A.5)
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tal que

ΨL =

(
ψα
0

)
α = 1, 2 (A.6)

ΨR =

(
0
ξ̄α̇

)
α̇ = 1̇, 2̇. (A.7)

E as matrizes γµ na representação de Weyl é escrita como

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
µ = 0, 1, 2, 3 (A.8)

Das equações acima vemos que as matrizes σm, expressas nas equações A.3,
tem estrutura de ı́ndices

σµαα̇. (A.9)

Com estas convenções,

ψψ ≡ ψαψα ψ̄ψ̄ ≡ ψ̄α̇ψ̄
α̇ ψσmψ̄ ≡ ψασmαα̇ψ̄ (A.10)

são todos os escalares de Lorentz.
Espinores com ı́ndices superiores e inferiores podem ser baixados ou le-

vantados através da “métrica antissimétrica”ε:

ψα = εαβψβ, ψα = εαβψ
β, (A.11)

tal que ε é dado por:

εαβ = ε̄α̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
εαβ = ε̄α̇β̇ =

(
0 −1
1 0

)
. (A.12)

O tensor ε pode ser usado também para levantar os ı́ndices das matrizes σ’s

σ̄µαα̇ = εα̇β̇εαβσµ
ββ̇
. (A.13)

Das definições das matrizes σ’s, encontramos

(σµσ̄ν + σν σ̄µ)α
β = −2ηµνδα

β (A.14)

(σ̄µσν + σ̄νσµ)α̇β̇ = −2ηµνδα̇β̇, (A.15)

assim como as relações de completeza

Trσµσ̄ν = −2ηµν (A.16)

σµαα̇σ̄
β̇β
µ = −2δα

βδα̇
β̇, (A.17)
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que podem ser usadas para transformar um vetor em um biespinor e vice-
versa:

vαα̇ = σµαα̇vm, vµ = −1

2
σ̄µαα̇vαα̇. (A.18)

Os geradores do grupo de Lorentz na representação de espinores são dados
por

σµνα
β =

1

4
(σναα̇σ̄

µα̇β − σµαα̇σ̄να̇β) (A.19)

σ̄µνα̇
β̇

=
1

4
(σ̄να̇ασµ

αβ̇
− σ̄µα̇ασν

αβ̇
).

Outras relações úteis envolvendo as matrizes σ são

σ̄µσν σ̄ρ − σ̄ρσν σ̄µ = −2iεµνρπσ̄π (A.20)

σµσ̄νσρ − σρσ̄νσµ = 2iεµνρπσπ,

onde ε0123 = −1, também

σµσ̄νσρ + σρσ̄νσµ = (ηµρσν − ηνρσµ − ηµνση) (A.21)

σ̄µσν σ̄ρ + σ̄ρσν σ̄µ = 2(ηµρσ̄ν − ηνρσ̄µ − ηµν σ̄η).

(θφ)(θψ) = −1

2
(φψ)(θθ) (θ̄φ̄)(θ̄ψ̄) = −1

2
(φ̄ψ̄)(θ̄θ̄) (A.22)

θσmθ̄θσnθ̄ = −1

2
θθθ̄θ̄ηmn (A.23)

Trσmnσkl = −1

2
(ηmkηnl − ηmlηnk)− i

2
εmnkl (A.24)

σ̄nσm + σ̄mσn = −2ηmn · 1

A.2 Importantes:

A.2.1 Alguns resultados usados no Caṕıtulo 1

(−θσmθ̄)(−iθσnθ̄∂nvm) = −iθαθγ θ̄α̇θ̄γ̇σmαα̇σnγγ̇∂nvm (A.25)

=
i

4
θθθ̄θ̄σmαα̇σ̄

αα̇n∂nvm (A.26)

= − i
2
θθθ̄θ̄∂mvm(y), (A.27)

(
√

2θαψα)(
√

2θβψ′β) = −2θαθβψαψ
′
β = θθεαβψαψ

′
β = −θθψψ′ (A.28)
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•

(iθσmθ̄)(iθσnθ̄)∂m∂nA(x) = −θασmαα̇θ̄α̇θβσmββ̇ θ̄
β̇∂m∂nA(x) (A.29)

=
1

2
θαθβ θ̄α̇θ̄β̇{σmαα̇, σmββ̇}∂m∂nA(x)

=
1

2
θαθβ θ̄α̇θ̄β̇εαβεα̇β̇δ

mn∂m∂nA(x)

=
1

2
θθθ̄θ̄�A(x) (A.30)

•

i
√

2θ(θσmθ̄)∂mψ = i
√

2θαθβσm
ββ̇
θ̄β̇∂mψα (A.31)

= − i√
2
θθ∂mψσ

mθ̄, (A.32)

Alguns Cálculos sobre Supercampos Quirais

1

(−iθσmθ̄∂mA∗)(
√

2θψ) =
√

2iθαθβ θ̄α̇σmαα̇∂mA
∗ψβ (A.33)

= − i√
2
θθθ̄α̇σmαα̇∂mA

∗ψα (A.34)

=
i√
2
θθψσmθ̄∂mA

∗ (A.35)

2

(
√

2θ̄ψ̄)(iθσmθ̄∂mA) = −
√

2iθ̄β̇ θ̄
α̇θασmαα̇ψ̄

β̇∂mA (A.36)

= − i
2
θ̄θ̄θασmαα̇ψ̄

α̇∂mA (A.37)

3

(−iθσmθ̄∂mA∗i )(iθσnθ̄∂nAj) = (θασmαα̇θ̄
α̇∂mA

∗
i )(θ

γσmγγ̇ θ̄
γ̇∂nA

∗
j)

=
1

4
θθθ̄θ̄εαγεα̇γ̇σmαα̇σ

n
γγ̇∂mA

∗
i∂nAj

= −1

2
θθθ̄θ̄∂mA

∗
i∂

mAj (A.38)
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4

(
√

2θ̄ψ̄)

(
− i√

2
θθ∂mψjσ

mθ̄

)
= −iθθθ̄γ̇ θ̄α̇ψ̄γ̇i σmαα̇∂mψαj (A.39)

=
i

2
θθθ̄θ̄∂mψ

α
j σ

m
αα̇ψ̄

α̇
i (A.40)

= − i
2
θθθ̄θ̄ψ̄iσ̄

m∂mψj (A.41)

5 (
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄i

)
(
√

2θψj) = iθ̄θ̄θαθβψβjσ
m
αα̇∂mψ̄

α̇
i (A.42)

=
i

2
θθθ̄θ̄∂mψ̄iσ̄

mψj (A.43)

.

A.2.2 Alguns resultados usados no caṕıtulo 2

Se definimos os elementos de volume do superespaço por

d2θ = −1

4
dθαθβεαβ

d2θ̄ = −1

4
dθ̄α̇dθ̄β̇ε

α̇β̇ (A.44)

d4θ = d2d2θ̄,

encontramos a normalização∫
θθd2θ = 1

∫
θ̄θ̄d2θ̄ = 1 (A.45)
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