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Resumo

Em supersimetria padrao, construimos um superespaco com parametros
2", 6,0 (anti)comutantes e supercampos que dependem destes, entdo impo-
mos vinculos e apds definirmos supercampos quirais e vetorias, que sao exem-
plos interessantes, e enfim construimos uma lagrangeana supersimétrica.

Vamos aqui colocar condigoes mais fracas sobre os parametros do supe-
respaco: agora tais parametros que antes eram anticomutantes vao formar
uma algebra de Clifford

{0°,0°y = O (1)

e seguindo um procedimento analogo, com algumas defini¢oes adicionais, ex-
tenderemos nossa lagrangeana para o caso de um superespaco nao-anticomutativo.

Palavras Chaves:Algebra de Clifford, Wess-Zumino, Super-Yang-Mills, nao-
comutatividade, termos adicionais com deformacao em C¥.

Areas do conhecimento: Teoria Quantica de Campos; Supersimetria; Ge-
ometria Nao-Comutativa
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Abstract

In standard supersymmetry, we build a superspace with parameters z*, 6, 6
that (anti)commute and superfields that depend on them, then we impose
constraints and define chiral and vector superfields, which are interesting
examples, from which we build a supersymmetric Lagrangian.

We will now impose a weaker condition on the superspace of the parame-
ters: the ones that were anticommuting will now form a Clifford algebra

{6°,0%) = ¢ 2)

and, following an analogous procedure, with additional definitions, we will
generalize our Lagrangian for the case of the non-anticommutative supers-
pace.
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Capitulo 1

Introducao

Histoéria da Supersimetria

A supersimetria surgiu da tentativa de “unir”’de uma maneira nao trivial os
grupos de simetria internos e o grupo de simetria nao-compacto do espaco-
tempo em um “grupo mestre”, ja que o teorema de Coleman-Mandula per-
mite uma uniao trivial desses dois grupos.

Em 1971, a supersimetria apareceu em duas abordagens distintas. Em
uma abordagem, introduzida pelos artigos [I] e [2], se observou que uma sime-
tria de gauge anticomutante emerge da teoria de cordas de Neveu-Schwarz-
Ramond, foi escrita a primeira agao supersimétrica, que é a acao super-
simétrica da teoria de supercordas em duas dimensoes. Enquanto na outra
abordagem, Gol’fand e Likhtman fizeram, em seu artigo [3], uma extensao
da algebra de Poincaré, isto é, da algebra do espago-tempo, e tal extensao é
denominada a algebra de super-Poincaré.

A supersimetria foi descoberta de forma independente, respectivamente,
por J. L. Gervais e B. Sakita, em 1971,[4], Yu. A. Gol'fand e E. P. Likht-
man, também em 1971, [3], e D.V. Volkov e V.P. Akulov em 1972, [5]. Com
isso, eles estabeleceram relagoes entre férmions e bdsons, e entre simetrias
internas e simetrias nao-compactas do espaco-tempo. Também foram fei-
tas muito cedo aplicacoes disso a fisica de particulas, por Abdus Salam e
seus colegas. Muitas areas da fisica, como fisica nuclear, fenémenos criticos,
mecanica quantica e estatistica, fizeram uso da estrutura de superdlgebras
de Lie graduadas advinda da supersimetria.

Em 1996, a algebra de supersimetria, que é Zs-graduada, teve uma ge-
neralizagao proposta por Viktor Abramov; em seus artigos [6], ele considera
uma algebra graduada em Z3, denominada algebra de hipersimetria.



Howard Georgi, em 1981, foi o primeiro a propor, em seu artigo [7], uma
versao realista do Modelo Padrao Supersimétrico Minimo (abreviadamente,
MSSM- Minimal Supersymmetric Standard Model), o qual foi criado com
a proposta de resolver o problema de hierarquia. Ele prediz, também, su-
perparceiros com massas entre 100 GeV e 1 TeV. E, apesar de o LHC estar
desde o comeco de seu funcionamento produzindo colisoes a energias jamais
atingidas antes, até hoje nao se viu nenhum sinal a respeito da observagao de
superparceiros. No entanto, a impossibilidade de se observar ainda nao foi
levada em conta. O LHC, sera religado no inicio de 2015 e funcionaréd a 14
TeV, o dobro de sua poténcia atual-7TeV, talvez na tltima esperanca de se
coletar dados a respeito de superparceiros, caso nao encontremos, devemos
caminhar em busca de algo novo além do Modelo Padrao.

Geometria Nao-comutativa

A relagao que ha entre a geometria comutativa e a geometria nao-comutativa
é analoga a relacao entre ha fisica classica, no que diz respeito a suas funcoes
comutantes e fisica quantica, com seus operadores nao-comutantes.

Antes que surgissem os processos de renormalizacao e fossem largamente
aceitos, Heisenberg foi quem primeiro teve a ideia de remover os infinitos
propondo uma extensao nao-comutativa das coordenadas. E, somente em
1947 é que Hartland Snyder retomou essa ideia em seu primeiro artigo sobre
0 assunto.

A Geometria Nao-Comutativa foi desenvolvida, na década de 1980, princi-
palmente por Alain Connes, dentro do formalismo matematico e apresentado
em sua produgao [§]. Desenvolveu-se, assim, uma nogao mais geral de estru-
tura diferencial, uma descri¢ao de operador algébrico sobre o espago-tempo
nao-comutativo e uma teoria de Yang-Mills sobre o toro nao-comutativo.

Snyder foi quem primeiro propos, em 1947, [9] a ideia de que o espago-
tempo poderia nao-comutar, uma teoria quantica de campos descrita so-
bre um espaco desse tipo é denominada Teoria Quantica de Campos Nao-
Comutativa. Mas somente depois que Nathan Seiberg e Edward Witten
publicaram, em 1999, o artigo [II] “String Theory and Noncommutative
Geometry” que o interesse da comunidade de fisica de particulas pela nao-
comutatividade aumentou. De acordo com este artigo [I1], se adicionamos a
acao da folha de mundo da corda bosonica
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um campo B de Neveu-Schwarz constante
i ab i J
SB = —§ BijG 8ax 8;,1:
=
e vinculamos as extremidades a uma p-brana

gijé?nxj + QWiOélBijatl’j‘aZ = O, (12)

entao o propagador pode ser calculado sobre os pontos extremos e resulta em
(' ()7 (7)) = =/ GUlog(r' = 1) + SOe(r' — 7), (1.3)

onde G e ©Y sao constantes que dependem do campo B e ¢(7) é a fungao
degrau, que é igual a —1 se 7 é negativo e 1 se 7 ¢ positivo. Podemos, assim,
encontrar o comutador

[2'(7), 27 (7)) = T(2" (1) (77) — 2'(7)2? (1) = i0Y, (1.4)

onde,7 = 1,---,r enos garante um espago-tempo nao-comutativo. Observa-
se, com isso, que as coordenadas das extremidades da corda aberta que estao
vinculados a p-brana com campo B de Neveu-Schwarz satisfazem a algebra
nao-comutativa [[.4, Assim, como resultado do limite da teoria de cordas
abertas para baixas energias, obtemos uma teoria quantica de campos sobre
um espaco-tempo nao-comutativo.

Uma segunda motivacao para se estudar o espago-tempo nao-comutativo
apareceu, em 1995, no artigo [12]: “The quantum structure of spacetime at
the Planck scale and quantum fields” publicado por Sergio Doplicher, Klaus
Fredenhagen e John E. Roberts, o qual sugere que de forma semelhante ao
principio da incerteza de Heisenberg, que nos da um espaco de fase com ”vo-
lume minimo de incerteza”, existe um “volume minimo de incerteza”’ também
no espacgo-tempo devido a producao de um horizonte de eventos quando a
densidade de energia cresce. E, isto nos resulta em uma relagao de comutacao
entre os operadores coordenadas do espago-tempo.



Supersimetria Nao-Anticomutativa

As varidveis 6 que na supersimetria sao grassmanianas, agora sao tratadas
como satisfazendo uma algebra de Clifford, o que foi feito nos artigos pioneiros
[13], [14] e [15] sobre nao-anticomutatividade em supersimetria.

Se de forma andloga a subsec¢do acima, e de acordo com o artigo [16],
a Lagrangeana de supercordas tipo II, com supersimetria N = 2 e escolha
conveniente das varidveis

1 1 5 ~ . ~ ~ ~&
L= g (ﬁﬁy”ayu — 00 4 d;00% — §,00%d;,00 ) ) (1‘5)

adicionamos o campo F*? dual do graviféton
F*? 4,45 (1.6)
e substituimos as equagoes de movimento para os campos q e ¢

59(1 = O/Faﬁqﬂ
00 = —a/F*Pqq

na Lagrangeana [1.5 obtemos a Lagrangeana efetiva

Lo — (%) 06°96°. (1.7)
af

o
Entao, impondo as condicoes de contorno
0(z=2)=0"(z=%), 00 (z = 2) = =00 (2 = %), (1.8)

podemos encontrar o propagador

2o Z—w
log
Z J—

(0%(2,2)0° (w, ) = (1.9)

2me w’

e usando argumentos analogos ao caso para corda abertas, da subsecao acima,
finalmente temos como resultado

{6%(7),0°(1)} =T (6*(1)0°(77) — 6%(1)0° (1)) = o’ F*F = C*¥ #£ 0,
(1.10)
ou seja, uma deformacao no anticomutador dos 6’s pode ser vista como uma
generalizagao do caso anterior, onde o comutador nao-nulo dos parametros do
espago-tempo ¢é obtido quando pomos uma corda aberta bosonica na presenca
do campo B de Neveu-Schwarz constante e vinculada a uma p-brana.
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Para que faca sentido definir campos quirais e antiquirais, usamos y* =
z' 4+ i0%ch 0% como varidvel comutante

"y =[y".0°] = [y",0°] =0 (1.11)

e, em particular, como consequéncia, temos o comutador das coordenadas do
espago-tempo proporcional a um termo infinitesimal

[2", V] = 06CH . (1.12)
Notamos, com isso, que deformar o anticomutador dos 0’s
{6, 6° } = cs

é uma extensao para o superespaco do que é feito em teoria quantica de cam-
pos quando o comutador dos parametros espaco-temporais sao deformados

(2", 27] = @Y,

Dai, obtemos uma teoria nao-local: algo muito desejado em teoria quantica
da gravidade.

Ooguri e Vafa mostraram em seus artigos [17] e [I8] que uma nova es-
trutura nao-anticomutativa emerge de uma D-brana supersimétrica com um
campo constante tipo Ramond-Ramond, desta forma ha uma relacao entre
esta D-brana e o superespaco nao-anticomutativo, que apresenta parametros
ferminonicos que nao mais satisfazem a uma algebra de Grassmann, mas a
uma algebra de Clifford. Isto é, a dinamica de uma corda aberta com as extre-
midades contidas em uma D-brana e sob a infuéncia de um campo Ramond-
Ramond pode ser descrito apenas pela nao-comutatividade do espaco da
D-brana. Isso pode ser obtido pelo ordenamento de Weyl, implementando a
multiplicagao produto estrela Moyal. E, como resultado obtemos uma teo-
ria quantica de campos supersimétrica com deformacao nao-anticomutativa
e supersimetria parcialmente quebrada, por esta razao, denominada supersi-
metria A" = 1.

Como foi feito no artigo [I7] de Ooguri e Vafa, quando resolvemos a fo-
lha de mundo na teoria de cordas no estado fundamental com field strength
do graviféton constante obtemos nosso superespago nao-anticomutativo, o
qual iremos estudar no capitulo dois. Assim, na presenca do graviféton
= CM  as equacoes de movimento sao deformadas por termos linea-
res e quadraticos em C* . E se a esse superespaco deformado pela presenca
do graviféton adicionamos um estado fundamental do gluino, podemos de-
formar a relacao de anticomutacao entre os espinores sobre a folha de mundo
da D-brana para recuperarmos completamente a supersimetria N = 1, que
foi parcialmente quebrada.



1.1

Este trabalho esta organizado da seguinte forma.

No primeiro capitulo faremos uma breve revisao sobre Supersimetria
[(Anti) Comutativa] assim como é tratada em [19], e usamos também [20]
como uma fonte auxiliar. Mas na primeira se¢ao exporemos, com base nas
referéncias [21], [22] e [23], primeiro a teoria de gauge abeliana que descreve
o campo eletromagnético, em seguida a teoria de gauge nao-abeliana, que
serd resolvida para a dlgebra de Lie U(1) x SU(2) resultard na teoria de
Yang-Mills, que descreve a forca eletrofraca, e entao, depois de introduzir o
conceito de superespago, com base em [19], que é o espago-tempo acrescido
de parametros anticomutantes, na segunda se¢ao, definiremos supercampos,
que sao fungoes sobre este superespaco. Em seguida, vamos impor aos super-
campos alguns vinculos para obter campos com propriedades interessantes.
O primeiro que definiremos na terceira secao é o supercampo vetorial, com
o qual escreveremos a lagrangeana para Super-Yang-Mills com N=1, d=4;
e em seguida, o supercampo quiral na quarta se¢ao, que serd usado pra es-
crever a lagrangeana supersimétrica de matéria(sem interagao). Na quinta
secao, quando “somarmos”as duas lagrangeanas obtidas nas duas segoes an-
teriores: a lagrangeana de Super-Yang-Mills abeliana livre obtida na terceira
secao e a lagrangeana de matéria obtida na secao quatro, e adicionarmos o
termo de acoplamento “matéria-campo de gauge”, obteremos entao a lagran-
geana de Super-Yang-Mills Abeliano acoplado com a matéria. E, na sexta e
ultima secao deste capitulo, encontraremos a lagrangeana para super-Yang-
Mills nao-abeliano no superespaco, seguindo o mesmo processo anterior, no
entanto agora com os campos de gauge sendo “matrizes”, isto é, que em ge-
ral nao comutam. Em uma subsecao escreveremos a lagrangeana pra Super-
Yang-Mills nao-abeliano livre e na subse¢ao seguinte adicionaremos a lagran-
geana de matéria com o termo de acoplamento, obtendo a lagrangeana mais
geral para a interacao dos campos escalar, spinor e vetor supersimétrica e
renormalizavel.

No segundo capitulo faremos uma revisao do artigo [15], onde trataremos
sobre supersimetria ndo-anticomutativa, algo andlogo ao que foi feito em [19],
no entanto, construido sobre um superespago nao-anticomutativo que satisfaz

{6%,0°} = C*P,

mais geral que o caso anterior, tornando as antigas varidveis grasmannia-
nas (6,0) agora varidveis que satisfazem a algebra de Clifford. E, a partir
dai, obteremos termos adicionais aos resultados da supersimetria ((anti)-
comutativa). Desta forma, na primeira se¢ao introduziremos o conceito de
superespago nao-comutativo, nas segoes seguintes fazeremos algo analogo ao



que foi realizado no capitulo anterior, agora sobre esse superespaco nao-
anticomutativo, tal que na segunda secao discorreremos sobre supercampos
quirais, para escrevermos a lagrangeana de matéria e, na terceira secao escre-
veremos a acao de super-Yang-Mills nao-anticomutativo, apés introduzirmos
o conceito de supercampo vetorial sobre esse superespaco, assim falaremos
acerca de Super-Yang-Mills nao-abeliano livre sobre este superespago.

Algo que pode ainda ser considerado é uma lagrangeana de super-Yang-
Mills com matéria sobre este superespaco nao-anticomutativo, ”adicionando” o
termo de acoplamento as lagrangeanas livres, o que foi feito na ultima secao
deste capitulo com base no artigo [24].

1.2 Convencoes

As convencoes de indices neste trabalho serao as seguintes. No primeiro
capitulo, indices gregos(c, 3, -+, @, 3, - -) denotarao bi-componentes dos es-
pinores de Weyl; e os indices latinos (m,n,---) denotardo componentes de
quadrivetores de Lorentz. No segundo capitulo, usaremos as mesmas con-
vencgoes do primeiro capitulo para o caso de indices espinoriais, e denotaremos
os Indices vetoriais de Lorentz pela letras gregas (u, v, - - ).






Capitulo 2

Supersimetria (anticomutativa)

2.1 Campos de Yang-Mills

Nesta se¢ao faremos uma revisao embasada nas referéncias [21], [22] e [23]
das teorias de gauge abelianas e nao-abelianas, e em particular a teoria de
Yang-Mills, e poremos no final da secao o exemplo da Lagrangeana de Yang-
Mills.

2.1.1 Teorias de Gauge Abelianas

Esta subsecao foi escrita baseada na subsecao 1.8.1 da referéncia [21].

A teoria de gauge abeliana é a primeira com que temos contato, é a que
descreve o eletromagnetismo cléssico.

Quando escrevemos as equacoes de Maxwell

V-B = 0 (2.1)
0B
E +VXxE = 0 (2.2)
V-E = p (2.3)
OE .
E —VxE = —J (24)

com os campos elétrico E e magnético B em termos do potencial vetor A, =

(9, 4)

0A
e definimos o tensor campo eletromagnético F),,
F, =0,A, —0,A,, (2.6)

9



podemos escrever as equacoes de Maxwell na forma covariante. Das equagoes

RIeR.2
0, ("’ F,) = 0, (2.7)

que ¢ uma consequéencia da defini¢ao do tensor F),,, e das outras duas equagoes

2.3 e P4 resulta
0, F" = . (2.8)

que pode ser obtida da Lagrangeana do campo eletromagnético
1 4
EEM = _ZLF;UJFW/ + AMJM (29)

como equagoes de movimento de Euler-Lagrange. O primeiro termo é o
campo de radiacao livre, o segundo é o termo de interagao do campo de
gauge com a matéria.

Se consideramos o espaco sem cargas e correntes, temos a Lagrangeana

para

1 v
o —ZFWF“ : (2.10)

O tensor eletromagnético F*” ¢é invariante pela transformacao de gauge
Ay — Ay + 0,0, (2.11)

donde concluimos que as equacoes de maxwell, assim como a Lagrangeana
do campo eletromagnético livre [2.10, sao invariantes pela transformacao de
gauge.

Teorias de gauge abelianas acoplado com campo de matéria

Seja 1 o campo de Dirac com carga elétrica e. A Lagrangeana de Dirac livre

Lo = D7, + m)e (2.12)

é explicitamente invariante sob a transformagao de gauge global

Y= e e (2.13)
onde o € R. Se elevarmos esta simetria a uma invariancia de gauge local
Y — ey g gheiel®), (2.14)
a Lagrangeana se transforma sob como
V(i 0, + m)y — Y(iy"0, + ey O, + m)ip (2.15)

10



Se “combinamos”a Lagrangeana do campo eletromagnético [2.9| e a La-
grangeana de Dirac livre, notamos que esta nova lagrangena

1 g
EQED = _ZFHVF;W + ?P(Z’Y“Vu + m)wv (216)

tal que V, = 9, —ieA, e a corrente j* = ely"1h, é invariante sob as
transformacoes de gauge anteriores

P — e W — ape e 2.17)

Ay — A=A, —0,a(r) (2.18)

Observemos que quando “somamos”as duas teorias livres: de radiacao

1 v
'Cra,d - _ZF“ F/.Ll/

e de matéria

Lmat = w(zf}/‘uaﬂ + m)%

e colocamos interacao, é necessario somente subtituir a derivada comum dos
parametros por uma derivada covariante V, = 0, — ieA,,.

2.1.2 Teorias de gauge Nao-abelianas

Para escrevermos esta subsecao usamos como referéncias a secao 9.2 do livro
[22] e a subsegao 1.8.2 do livro [21].

Teorias de gauge Nao-abelianas livres

Vamos considerar agora teorias invariantes por um transformagao de grupo
de gauge nao-abeliano.

Seja os elementos T geradores de um grupo de Lie semi-simples compacto
G com elementos

Ulx) = e 9%aT"
por exemplo o grupo de Lie SO(N) ou SU(N), que satisfazem
[TavTﬁ] = f;lﬂT'yu (2.19)

onde os numeros f;’B sao chamados de constante de estrutura de G, e
satisfazem também a identidade de Jacobi. E uma transformagao de gauge
agora ¢ dada por

Ay — A, =UAU + g 'U0,U". (2.20)

11



Como as teorias de gauge nao-abelianas sao auto-interagentes, podemos
entao, seguindo a mesma ideia que quando “somamos’as lagrangenas de
matéria(Dirac) e de radiagao livres, “substituindo”no tensor eletromagnético
a derivada usual pela derivada covariante

D, =0,+gA,, A, = AT, (2.21)
obtemos o tensor campo de Yang-Mills

Fw = DA —DA, (2.22)
= 0,4, — O, A, + glA,, A, (2.23)

podemos escrever ainda F* como um “operador diferencial”

1
Fu = E[DW D, ], (2.24)

onde - denota que ha uma funcao implicita arbitraria. Entao, podemos es-
crever a Lagrangeana de Yang-Mills livre
0 1 Nz

que é invariante pela transformacao de gauge [2.20]

Teorias de gauge Nao-abelianas com matéria

Quando consideramos teorias de gauge nao-abelianas com campos de matéria
generalizamos a transformacao de campo de matéria para

P(x) = Ux)(x) = e 90O (z), (2.26)

onde os elementos T'* sao geradores de um grupo de Lie semi-simples com-
pacto G com elementos U(x), por exemplo SO(N) ou SU(N), que satisfa-
zem [2.19] Se substituimos a derivada parcial d,, pela derivada covariante
D, = 0, + gAjT, na Lagrangeana de Dirac e adicionamos a lagrangena de
Yang-Mills livre 2.25 obtemos a generalizacao da Lagrangeana [2.16] para a
interacao do campo de gauge de Yang-Mills(nao-abeliano) com a matéria

1 Y =
L= —5257"(.7:“ Fuw) + Vv Dy +m)p, (2.27)
isto é, a Lagrangeana que descreve o campo de Dirac interagindo com um
campo de gauge vetorial nao-abeliano, onde o trago é definido sobre a matriz

do grupo, tal que agora a derivada covariante ¢ definida por D,, = 0, + gA,,
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A, = AT, é o campo de gauge de Yang-Mills e o campo tensor de
Yang-Mills F,,, dado por [2.23]

Podemos verificar que esta Lagrangeana ¢ invariante pelas trans-
formacoes de gauge.

v =Uy = =0T (2.28)
Ay = A, =UAU + g7'U9,U", (2.29)

pois a derivada covariante D, se transforma covariantemente sob a trans-

formacao D))" = UD,, de fato

Dy = (0,4 gA W =Ud 0+ (0.U)¢ + gUA + U U
= U9+ (0,00 + gUA + U (UW') — UUT 9,4
= 200, + (auU)¢ + gUA D — au(Uw)
= U0+ gAY =UD,p. (2.30)

A seguir, partindo da defini¢ao do tensor campo de Yang-Mills, usando
a identidade de Bianchi na ultima igualdade e o fato de A pertencer a dlgebra
de Lie de G

D, F" = 0, F" + g[A,«F,)] (2.31)
= 3 OuFun+ 9l Ay F) 232
= D0~ A+ A A (2.38)
ol 0Ar — A gACAD] (23)
= LA A Al 255)
obtemos o vinculo
D, « F" =0 (2.36)

e a partir da Lagrangeana podemos facilmente encontrar as equacoes
de Euler-Lagrange para os campos de férmion e de gauge, dadas por

D'ES, = ey T, (2.37)
(i7" D, + m)h = 0 (2.38)

Regras de Feymann para Teorias de gauge Nao-Abelianas

Nesta subsubsecao usaremos a segdo 10.6 da referéncia [22] e a primeira
subsegao da se¢ao 16.1 da referéncia [23].
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Quando separamos na Lagrangeana [2.27] a Lagrangeana de campo livre
dos termos de interacao, temos

- 1
L = Lo+ g A7 Tuth — gF (0 A A A = 2 g (f200 ML) (FLAAM)
(2.39)

tal que os termos de interacao podem ser escritos em diagramas de Feymann
como:

a,

= 19y Ty,

= gf"[g" (k = p)* + 9" (p — Q)" + g™ (¢ — k)"];

e a1

— _292 [fabefcde (gupgua o guagup) + facefbde (guugpa o guagup)
+ fzzdefbce (g,uugpa o g,u,pguoﬂ'

Estes sao todos os diagramas interagentes de uma teoria geral de gauge
nao-abeliana.
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2.1.3 Lagrangeana de Yang-Mills

Nesta subsegao foi usada como referéncia a segao 15.2 do livro [23].
Em seu artigo original, Yang e Mills consideraram o dubleto préton-

néutron
)= ( Z;g% ) (2.40)

transformado sob o grupo de spin isotépico, como uma rotacao tridimensional
abstrata que age sobre um spinor

v — exp (%aiai> 1, (2.41)

com isso obtemos uma teoria de gauge sob SU(2), que é um exemplo de
teoria de gauge nao-abeliana, descrita na subsecao anterior e determinada
pelas relacoes de comutacao

o )
ot ol O
[—, =] = i€ —, (2.42)
272 2
isto é, pelas constantes de estrutura f“* = i€*. Assim, a derivada covariante
da teoria eletrofraca, que determina a dinamica junto com a Lagrangeana

¢é dada por
1 1

D, =0, — g 5YwB, — gﬁf'ﬂ/f/m (2.43)

tal que B, é o campo de gauge de U(1); Yy é a hipercarga fraca, o gerador
do grupo U(1); W, é campo de gauge de SU(2) de trés componentes; 77, sdo
as matrizes de Pauli- geradores infinitesimais do grupo SU(2). O subescrito
L indica que a transformacao de gauge do grupo SU(2) age apenas sobre
os férmions de mao esquerdase ¢’ e g sao as constantes de acoplamento da
teoria.

2.2 Superespaco

A algebra de super-Poincaré é a extensao supersimétrica mais simples da
dlgebra de Poincaré, cujos geradores siao os operadores de boosts M° e
de translacao P, é obtida a partir desta se adicionarmos os geradores de
supersimetria Q. e Q4 e impormos as relacdes de comutacao:
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{Qa, Qa} = 200 P™ (2.44)

{Qa: Qs} = {Qa, @3} = 0 (2.45)
[P, Qal = [Py Qa] =0 (2.46)
[P, Pn] =0 (2.47)

Os elementos do grupo gerado por esta algébra podem ser escritos como

G(,0,0) = 2" Pnt0Q+0Q} (2.48)

Quando adicionamos ao espaco de parametros z* do grupo de Poincaré,
os parametros grassmannianos 6%, 0%, que satisfazem

[, 2¥] = [0, 2#] = [0%, 2¥] = {6°, 0%} = {6°,6°} = {6°,6°} =0,

obtemos o superespago, que é o espaco de parametros do grupo(de Lie) de
super-Poincaré.

De outro modo, seguindo a referéncia [?], podemos definir o superespago
R™"™ como um espaco vetorial Z,-graduado gerado por um subespaco real
m-dimensional e um subespaco n-dimensional com direcoes de Grassmann.
O superespaco sobre o qual é tratada a supersimetria é o superespaco R4V,
tal que d é ntiimero de dimensoes espaco-temporais e N é a quantidade de
geradores de supersimetria; trataremos o caso particular em que d = 4 e
N = 1. Um elemento deste superespaco é representado por

(z*,0,0); n=0,1,2.3 «oa=1,2.

2.2.1 Supercampo

Se escrevemos as fungoes dos elementos z = (x, 6, §) do superespaco, que sao
0s supercampos, como série de poténcias em 6 e 6, temos

F(x,0,0) = f(z) + 06(z) + 0x(x) + 00m(x) + 00n(z) + (2.49)
+05™ v, () + 000X (x) + 000+ (x) + 0000d(z),
onde as fungoes componentes sao os campos “fisicos”.
O grupo super-Poincaré, definido na subsegao anterior, age sobre os super-

campos. E, uma composi¢ao da acao deste grupo pode ser resolvida usando
1 e
a formula de Hausdorff e?e? = eA+B+3ABl+ ¢ que

[£Q. Q] = 260™E P, [P™,6Q) = [P™,£Q] = 0,
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assim, como os comutadores de altas ordens se anulam,

G(0,£6)G(2™.0,0) = expl{i(€Q +£Q)}exp{i(—2™ Py +0Q +0Q)}
= exp{—i(a™ —i&o™0 +i00c"E) P, + i (€ +0)Q
+ i€ +0)Q}
= G(0,£,6)G(x™,0,0) = G(a™ +i00™E —ifa™0, &+ 0,£+0).  (2.50)

Sabendo que G(y, 0,0) é apenas o operador translagao e que P, comuta com
toda a algebra de supersimetria, obtemos como consequéncia uma proprie-
dade interessante:

G(0,0,6)G(0,£,0)G(2™,0,0) = G(i€a™E,0,0)G(0,€,6)G (2™, 0,0)
G(0,£,0)G(0,0,5)G(x™,0,0) = G(—ic™E,0,0)G(0,&, )G (2™, 0,0).
H&4 um movimento no espago de parametros que é induzido pela multi-

plicacao [2.50| entre os elementos do grupo de super-Poincaré representado da
seguinte forma

g(&,6) : (™,0,0) — (2™ +i00™E —ilo™0,0 + €,0 +§), (2.51)

e é gerado pelos operadores diferenciais geradores de supersimetria @) e Q):

- 0 _ _ 0 .
—fgal _—  _ a5MpHe | L pasm B
EQ+EQ =¢ (89‘3‘ ol 8m) + & (86’5! 10 o 8m) ,  (2.52)

desta forma, os operadores (7, () atuam sobre os supercampos como opera-
dores diferenciais

Qo = (a% - w&”ﬁ%) (2.53)
) a o _m
Qd = (—87 + 16 Uadam) R (254)

e assim, encontramos os comutadores

{Qa,Qa} = 2i0040m (2.55)
{Qou Q,B} = {Qda Q[j} = 0. (256)

Como o produto G(0,&1,&)G(0, &, &) estd relacionado ao movimento
g(&2, &) g(€1, &) com ordem de multiplicacdo trocada, observamos uma mu-

danca no sinal, P,, = —i0,, = {Qa, Qa} = 20™,(—PF,,). Se, de outro modo,
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estudando a multiplicagao a direita, obtemos um movimento induzido pro-
duzido pelos operadores D e D, definidos como,

o _.
D,=|—=— 4100 2.
o ( 5 T 10040 am) (2.57)
Dy = (=2 _igeom g (2.58)
a agd aaym ) .

e que satisfazem as relacoes de anticomutagao

(Do, Dg} = —2i0™.0, (2.59)
{Da; Ds} = {Ds, Dy} =0 (2.60)

e, completando a lista de todos os anticomutadores envolvendo D, D, Q e Q,
temos

{DomQﬁ} = {Daa Qﬁ} = {DdaQﬁ} = {DO'HQB} = 07 (261)

isto é, D anticomuta com ).

2.2.2 Transformacgao de Supersimetria
Sempre ¢ possivel construir um supercampo apartir de uma componente de
multipleto qualquer A, aplicando o operador exp(6Q + 0Q)). Isto nos fornece
uma funcao de z, 6,6

F(2,0,0) = %999 5 A= A4 §pA+---, (2.62)
entao obtemos a transformacao de simetria de grupo

0eF(2,0,0) = (£Q + £Q) X F, (2.63)

cujos coeficientes representam as componentes do campo transformado

6¢F(x,0,0) Sef(x) + 00:p(z) + 05ex(x) + 005em(z) + 005en(2]2.64)

(EQ+EQ)F. (2.65)

+

Podemos eliminar componentes de campos extras impondo vinculos covarian-
tes aos supercampos, para obter as trasformagoes de gauge para os “campos
fisicos”.
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2.3 Super-Yang-Mills N=1, d=4

2.3.1 Super Yang-Mills Abeliano

Um supercampo vetorial é definido pelo vinculo
V=V". (2.66)

Em termos de suas componentes, o campo vetorial pode ser escrito como:

V(z,0,0) = C'(x) + iy (x) — i0x

+ %HH[M(QJ)JMN( )] — LO0IM () — iN(2)] (2.67)

— ™G, (z )+1990{ (a:2)+ 50" Omx (@ )}
— 000 {A(m) + %am m>‘<<x)} + 5999’9’ {D(x) + %DC (x)] ,

tal que, para satisfazer [2.66| as componentes C, D, M, N e v,, devem assumir
valores reais. O campo vetorial v,, é o termo que da nome ao multipleto
inteiro. Para escrever o supercampo V no gauge acima fizemos uma
escolha bem particular dos coeficientes das componentes 066, 066 ¢ 0660 de
V.

Escrevendo os campos quirais ® e ®* em componentes e em torno de z*,
temos

O+ = A+ A+ V200 +00) + 00F + 00F* (2.68)
+ i00™00,, (A — AF) + %995&’” ) (2.69)
+ 50000 Ol + {00BIT(A + A, (2.70)

E assim, motivados pelo fato de o gradiente J,,(A — A*) ser o coeficiente
da componente o6, podemos definir uma transformacao de gauge super-
simétrica, como

VoV+04+ 0", (2.71)

Analisando os coeficientes de cada monomio em 6,6 desta transformacao,
encontramos as transformacoes de gauge supersimétricas das componentes
do campo vetorial V:
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coeficiente de 1

C—-C+A+ A" (2.72)
coeficiente de 0
X = X — V20 (2.73)
coeficiente de 60
M+ IN — M +iN — 2iF (2.74)
coeficiente de 0™
Uy = Uy — 1(A — A) (2.75)

coeficiente de 660

- i . | .
A+ =m0y — ()\+§O' mX)+\/§U mw—)\—i-QJ O (X Z\/§Q/})
=X = x—iV2, A=A (2.76)

[\

coeficiente de %9950_

1 1 1 1
D+§DC — (D+§D(J)+§D(A+A*):D+§D(C+A+A*)
=C — C+A+ A% D — D. (2.77)

As componentes do supercampo vetorial V', em foram escolhidas de
forma a manter a invariancia de gauge dos campos A e D.

Podemos calcular V' em um gauge especifico, onde C, y, M e N iguais a
zero, o qual é chamado gauge de Wess-Zumino, fazendo isso

_ __ __ 1 __

Vo= —Qamé’vm(x)+i686)\—i900)\+§0099D (2.78)
1 __

Vo= —50006v,0™ (2.79)

VE o= 0. (2.80)

Note que os coeficientes do supercampo vetorial V' sao o campo de gauge
Um, 0 campo do gaugino A e um campo auxiliar D.

Escolhendo este gauge, ainda temos a transformagao de gauge usual v,,, —
Um + Oma como a transformacao de sua componente de menor dimensao,
apesar de a supersimetria ser quebrada.

Agora, no intuito de construir um tensor de campo, onde seu campo
componente de ordem mais baixa é invariante de gauge, note que A e \ sdo
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as componentes invariantes de gauge do supercampo V' de ordem mais baixa.
Desta forma, o campo de forca pode ser definido por

W, = —iDDDaV (2.81)
Wy = —iDDDdV. (2.82)
Como resultado estes supercampos W sao quirais, pois
DBWQ =0 DW= 0, (2.83)
e também invariantes de gauge, pois do fato que D® = D®* = 0,temos
W, - -im‘ma(v L) =T, — }lDDDacb - %DDDaqﬁ (2.84)
W, - ;lD{D, D}® = W, — iDd(—Qieoﬁ&mdﬂam)(I), (2.85)
como [Dg, 0,,] = 0 e @ é quiral, entdao W, — W/, = W,,.
Se calculamos o tensor de campo W no gauge Wess-Zumino, isto é, pondo

C=x=M=N =0, e o escrevemos em termos de y™ = 2™ +i0c™0,60 e 0,
podemos simplificar bastante os calculos, assim, partindo do campo

Vo= —90m§vm(x)+i000_5\(:c)—i9_0_0>\(x)+%909_9_D(1:) (2.86)
~ - o 1
= 00" Buyuly) + i0OBAy) — 09BN (y) + S060BD(y) — 0" (1),

onde usamos obtemos o campo invariante de gauge desejado
1.
Wa = ~7DDD.V (2.87)

em termos de y, 0,60 e usamos, desta forma, as derivadas D, D em termos
também destes parametros

0 _. 0
D, = — +2i0.0%"—— 2.88
g 2ol (2.8%)
_ 0
Dd - T = 289
554 (2.89)
, o 0 .0 0 ppn __
]:)al7 usando 286, 6@55@; = ~ 0% (§ €aﬂ5§;5§;9¢9 = 4,
S I
Wa —ZEQBa—édaTO—B [—aaoﬂ Uy + 226a9>\ + 190)\0( (290)
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+  0,00(D — i0,,0"™) + 2i00. 07 (—05"00,,v, + 10600, 1 + i0000,,)\) |
= —Aa(y) +0a(D(y) — i0nv™ (y))
+ iagld(e‘;"enp)edﬁagﬁﬂp@mvn + oggeeamﬁ (2.91)

= —ida(y) + {5§D(y) - % [(2n™ +o™a") + a’”&"]ﬁ amvn} 05

+ 00070\ (2.92)

Wa = =+ [D0) = 265" Oments) — im0 0
+ 00070, N (y) (2.93)
2.94)

Analogamente, em termos de y*, 6,6,

_ 1 o 0 B 0
. = — af _ a_m
Wa PPV 46 aeaaeﬂ( g~ 20 0aig +m)

06 0u, + 000 — 000 + %«999‘@}

(2.95)
= Lees OO 1 guon - i003s + 20,0 + 007, D)
"1 067 00° "
+ (2i070%00"00,,0, — 207070000, \)]

Usando que e/ 22 90 — 4,

4 00« 805

Sy G 4 —m __n\9 0

W, = i\*+ GaBD(y+)+§€c‘w(‘7 ") 5(0mvn(y™) — Onvim(y™)) 68
+ €005 0N (yT). (2.96)
Todas os campos componentes do supercampo W e W sdo invariantes de

gauge: D, )\, € Uyp = Oy — Opvy,. O supercampo W é muito interessante,
pois além de ser invariante de gauge e quiral, ainda satisfaz o vinculo

1 1 _
D*W, = ZD (DDD,V) = Z(DC“DQDDV)
1_ _ . - .
= —Da (DDD*V) = D;W*¢
= D*W, = DW*% (2.97)
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Se escolhemos @ = A = 0, obtemos desta relacdo que a componente D do
campo ¢ real, pois das equacoes

i a
D*Welg—g—g = |4D(y) — 5(07”6")& (Omvn, — 8nvm)]

= D(Y)|y_gy = D(y+)]9:é:0 = D(x) = D*(x), (2.98)

logo D(z) é real. Seimpomos as condigoes de quiralidade e 0 Vinculom
a um supercampo qualquer, obtemos que a equacao [2.96] nos da a solucao
mais geral para o problema, que também pode ser obtida atravez de uma
exponenciacao dos campos de componente mais baixa A, € A4,

W, = exp(0Q + 0Q) Ny, Wy = exp(0Q + 0Q) N4 (2.99)
e obtemos, entao, que este supercampo W ¢é quiral
_ ) . _ .
DyW, = —ﬁew(GQ +0Q)Aa = —Qpexp(0Q + Q) Ao
= —QyWo=(-Dy— 2i00‘0;”6~8m)Wa =0

a s __m ) N
= 9 (—ﬁﬂe aaﬂﬁm> Wy = 0= Q;Wo = D;W, =0.

De forma anéloga,

_ 0 - __
DgW, = 595 7P (6Q + 0Q) A = Qpeap(6Q + 0Q)As  (2.100)
= QWi = (Dsoj00)Ws = 0, (2.101)

obtemos que o supercampo W é antiquiral. E satisfazem o vinculo m
Buscando uma expressao pra Lagrangeana supersimétrica que contenha
o termo de gauge padrao, usando a equacao [2.96| e definindo o campo antis-

SIMEtTico vy, = Oy — OpUp, encontramos
WoWalyy = —2iA0™Omh + D? — % (0™ + 0™5™) 0] U [2.102)
= Lomamye (50) Fopmitt (= (2.103)

4 B\YEkCL) o Umn 9 .

. 1

= —2iAd" O\ + D? + §(amngkl)gvmnv’“, (2.104)
usando [A.24] temos
_ 1 )

WWalgy = 270" 9 + D? = Zvpo™ + iemnkwm%“. (2.105)

23



Podemos denotar W*W,, ainda por

1 1. _
WeW, = —ZK—ZDDD‘”V) (DDDaV)]
_ Yopl(-tpppev) DLy
4 4 @
1_
= WeWw, = ZDD(WQD V). (2.106)

Finalmente, notando que a equagao|[2.105(apresenta o termo de gauge padrao,
podemos escrever uma generalizagao supersimétrica e invariante de gauge da
Lagrangeana para um campo vetorial,

1 o
L= 1 (WWalge + WalW|5) - (2.107)

Podemos, ainda, escrever a Lagrangeana em termos dos campos “fisicos”.

iDD(Qé) = —}155—5-—0 6% = 1,entao

1D?}. (2.108)

- 1
/d493£ = /d4x{—i)\am8m/\ - vanvm" + 5

Usando [2.100] e [2.107, a Lagrangeana pode ser também escrita em termos de
componentes de 6060,

1, S
/d4x£ = /d‘*:cZ {WeDV + WDV} oo, (2.109)

e assim, adicionar a essa Lagrangeana [2.109| o termo de massa m2V?2, que
nao ¢ invariante de gauge e nem pode ser calculado no gauge Wess-Zumino.
Partindo da expressao geral e usando [A.25)]

' .
V0 = C (D + 550) —x ()\ + %amamg> (2.110)

- 9 1 1
- )‘((A+%&m8mx)+§(M2+N2)—§vmvm.. (2.111)

Este termo m?2V? adicional a Lagrangeana d4 massa ao campo vetorial e,
como requerido ao multipleto massivo, ele acrescenta graus de liberdade adi-
cionais C' e £&. A Lagrangeana

, (2.112)

1 .
L= {— (WD, V + WD*V] + m2v2}
4 6600
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obtida adicionando [2.108] e [2.110| descreve: um campo vetorial de gauge

Um
1 1
— vanvm” - §m2vmvm (2.113)

dois campos de spin(gaugino)\ e x

— AT O\ — MY <>\ 4 Lgm mx> —m?Y (A + famamx) (2.114)

2 2
e um campo escalarC = —D
Lo (o= 127 ¢ (2.115)
-m — )
2 m?2 ’

todos com mesma massa.

2.4 Supercampos Quirais

Seja a Lagrangeana para um campo espinorial e um campo escalar massivos

_ 1 _

L= |idpc™) — §m(ww + )| + [A%(O - m?) Al (2.116)
Introduzindo um campo escalar auxiliar FF = —mA*, podemos escrever esta
Lagrangeana como

L=Ly+mLy,, (2.117)
onde o termo cinético é
Lo = i0,05™) + A*OA + F*F, (2.118)
e o termo de massa
1 _
L, =AF +A"F* — §(¢¢+¢@/})- (2.119)

Se determinamos as equagoes de campo, como equacgoes de Euler-Lagrange,
obtemos

i0" 0 +myp = 0 (2.120)
OA+mF* = 0 (2.121)
F+mA* = 0 (2.122)
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Isto nos motiva a escrever a Lagrangeana de matéria em termos de su-
percampos. Definiremos, entao, supercampos quirais, que sao supercampos
que satisfazem o vinculo

Da® =0 (2.123)

tal que D e D sao operadores diferencias(“ortogonais aos geradores @, Q")
dados por:

0 _.
D, = 500 +10.%.0%0,, (2.124)
_ 0
Dd = —% - z’@o‘agnd@m.
Podemos verificar que
Dy(z™ +1i00™0) = —if*c", +i0%c", =0 (2.125)
Dsf = 0. (2.126)

Logo, o supercampo ® é constante em , dependendo somente dos parametros
y"ed, B
Dy®(y™,0) =0, (2.127)

9

pois D escrito em termos de y, 0,0 é D, = — 554, tal que y™ = 2™ + 0ol

e 0, entao ® pode ser escrito como
® = A(y) + V200(y) + 06F (y) (2.128)

e expandindo A(y), ¥ (z) e F(z) em termos de z, desprezando ordens superi-
ores a 03, temos

O = A(z)+i00™80, A(x) + %(i@amé) (i00™8)0,00, A(x)
+ V200(x) + V20(i00™0) Dt + 0OF (),
e usando os resultados [A.2.1] resulta

—éeeamwamewezf(x).
(2.129)

Se agora escrevemos os operadores [2.124] em termos de y™ = 2™ + i0o™0, 0
e 0, pela regra da cadeia, temos
0% 0 ay™ 0

D, = o
965 008 9% oy 7o (

o = A(:U)+i90m98mA(:r;)+EHGGGDA(:U%Lﬁﬁw(ar)

00° 9 oy" 9
07 007 D ay") (2.130)

(2.131)
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de forma analoga

Pa= -2 4 im0 —igegm 0 O

= ; - —Fas 2.132
0% aaaym aaaym 0% ( )

O supercampo anti-quiral ®* atende a condicao D,®T = 0, que é a
equacao [2.123| conjugada. Obviamente, ®* é fungao somente de y* := 2™ —

ilo™ e , e tem como solucio geral:
T = A(y") + V200(yt) + 00F* (yT) (2.133)
= A*(z) —i00™00,,A* (z) + }1998_9_514*(@ + V200 (x) (2.134)
K
V2

Denotando em termos de y*, 6 e 0, os operadores D e D podem ser escritos
como,

0000™ 0,00 + 00F* (z). (2.135)

)
D, = —
0o
_ )
Dy = —— —2ig°gm
aga <7 Tadgy

Como consequéncia, o supercampo &1 é anti-quiral, pois satisfaz o vinculo
D,®T =0, tal que D é escrito como D, = ao%' E, como indicado na solucao
geral , d* serd uma funcio de y™™ = 2™ — o™ e 0, de forma andloga
ao supercampo quiral.

O = A*(yt) + V200 (yT) + 00F* (). (2.136)

Podemos dizer que os campos A e 1) sao parceiros supersimétricos, bosonico
e fermionico respectivamente e o campo F é um campo auxiliar. Assim com
esses supercampos quirais e anti-quirais podemos escrever Lagrangeanas que
descrevem campos escalares e campos espinoriais. Primeiro precisamos cal-
cular produtos de supercampos quirais, que também sao quirais, usando o

resultado [A.28]

O,0; = A(y)A;(y) + V20[hi(y)Ai(y) + () Aily)]  (2.137)
+ 00[Ai(y) F(y) + A;(v) Ei(y) — ¥i(y)d;(y)]- (2.138)

E entao

Q,0,0, = A(v)A;(v)Ac(y) + ﬁ@[@biAjAk + V0 AgA + YA Al (2.139)
+ 00[FA;j AL + FjAA + FLA A — i A — b Ay — i Ajl.
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Usando [2.129| e [2.133] podemos ver que o produto misto ®*® nao ¢, como
os produtos acima, um supercampo quiral

OFd; = Al(x)A;(x) + V2U;(x) Af () + V200i(x) A ()
00 A; (z)Fj(z) + 00F; (2)Aj(z) (2.140)
0°0° [~ 20iaja + 10 (A; O Ay — 1O AT Ay)]
eeéd%azgmzamw — O ATUS) — V2Fj)

== 2 m 7 T ye' *
000 | =5 7aa (Vi Ond; = Onti A7) + V2E

+ o+ 4

+

(2.141)

T 1 1 1
+ 60000 |F'F; + ZA;‘(DAJ-) + Z(DA;‘)Aj — éamA;*@mAj
iy T m -
+§3m¢z‘0 Y; — 5%0 |

onde usamos os resultados [A.2.1l Em termos de y = x + 000,60 e 6, os

operadores de carga podem ser escritos como

0
Qa = 750 € (2.142)
_ 0 0
L = 1 2i0%™ —— 2.14
Qa 69d + 210 Uaﬁ aym ( 3)

Agora, note que a componente #0600 , que é mais alta do produto &P,
pela transformacao de supersimetria (), se transforma como uma derivada
do espacgo-tempo, isto é,

0¢ (7 ®)|gggs = (£Q + EQ) (DT P)|gpgp = 2@0%%%(@@)@999 = Om( ")
(2.144)
Podemos, agora, de posse dos termos que se transformam pelo operador
de carga como derivadas do espaco-tempo, construir a expressao mais geral
para uma Lagrangeana supersimétrica renormalizavel que envolva apenas
campos quirais ® e antiquirais ®*, como segue

+ h.c.

comp.06

L = OF O oy 0086 + 9 3

1 1
<)\,-<I>i + zmy PP + —gz‘jkq’z’@jq)k)

(2.145)
Esta Lagrangeana, que ¢ construida somente com supercampos quirais
[® = (A, 0, F)], e éutilizada para descrever parceiros supersimétricos bosonicos
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A e fermionicos 1, e o campo F', que é apenas um campo auxiliar, pois ele
nao possui propagador.

Podemos ainda escrever a Lagrangeana por extenso, em termos de
seus campos componentes,

7 1
L = i0uh0™ i+ AJDA + FFy + {mij (Az-Fj - 5%@) (2.146)
+  Giji(AiA;Fr — b Ay) + NE; + heel .

Pelas equagoes de Euler-Lagrange do campo auxiliar F' e F™*:

oL

- = P+ N+ maA] + g ATAT =0 (2.147)
OF;
oL
0 = Fy M+ maAi + g AiAy = 0,
OFy

os mesmos podem ser determinados, e dai £ pode ser expressa apenas como
funcao dos campos A; e ¥;:

* * * * * * 1
T Gin(—AAN, — AiAyme AL — A A0 An A, — i Ar)
+ A=A = my AT — g1 ARAT) + heel.
Enfim,
. 7o=m * 1 1 * 77
L = i0p¥i0"; + AJOA; — §mij¢i%’ - §m¢j¢i"¢j
- Gijpbivj Ay — g;‘kjk@i&jflz — V(A A;), (2.148)
tal que

+ g A (N + mop A+ g A AL)
+ NN+ my AT+ g1 ARAT) + hee] + FTE;.

Je g

Colocando o potencial V, da equacao [2.149 em termos apenas do campo
auxiliar F,

V(A“ A;) = [—(mUAZ + gijkAkAi + )\J)F’] + hC] — FZ*F, (2.150)
= (FiFj+hc)—F'F,=F/F; > 0. (2.151)
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Concluimos que os campos quirais
Oy) = A(y) + V200(y) + 00F (y), (2.152)

onde y™ = x™ + i#c™f, quando escrito na Lagrangeana [2.145 descreve um
campo espinorial de matéria massivo 1

1O 0™ — %(mzj%%‘ + mihi;)
e um campo superparceiro escalar A sem massa
ATOA;
com interacao de Yukawa
—gijkith; Ak — g5 itd; A,

e um potencial

V(Ai, A7) = Fi Fy,

como esta expresso explicitamente na Lagrangeana|2.148/em termos das com-
ponentes de campo.

2.5 Super-Yang-Mills Nao-Abeliano em Su-
perespaco

Com base no capitulo VII do livro [19] e na sec¢@o 3.6 do livro [20], construi-
remos nesta secao a Lagrangeana para super-Yang-Mills em teoria de gauge
nao-abeliana sobre o superespaco. Comegaremos com o grupo de gauge U(1),
e entao generalizaremos para um grupo de gauge nao-abeliano.

2.5.1 Yang-Mills Abeliano em Interagao com Matéria
Seja uma rotacao global U(1) do campo quiral &,
) = e P tAER, (2.153)

onde t; e X\ sdo constantes reais: as cargas do grupo U(1) e o parametro do
grupo U(1), respectivamente. Podemos, com isso, construir uma Lagrange-
ana invariante pela transformacao de gauge [2.153| acima,

1 1
L=Lp+L,= O+ ( bmz‘j@i@j + ggz‘jk@z‘q’j@k]

+ h.c.) ,
00
(2.154)
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para isso devemos impor que m;; = 0, quando t; +t; # 0 e que g;jx = 0,
quando t; +t; +t # 0.

A extensao mais geral que podemos fazer de m, sendo ®; e ®; campos
quirais, é obtida quando A é um multipleto quiral completo A.

b = e D DgA =0 (2.155)
ot = N DAY =0.

Podemos notar que, apesar de £, permanecer invariante sob as transformacoes
[2.155] nao ocorre o mesmo com Lg:

O P = Of et N, (2.156)

Mas isso nao nos proibe de que o facamos também invariante. Se introduzir-
mos um supercampo vetorial V' auxiliar que se transforma como

V=V =V4+i(A—AY), (2.157)
entao obtemos o que queremos: uma Lagrangeana completa

1
4

1 1

L (WoWalgg + WalW®|55) + @ Py s

2 3

que é invariante sob a transformagao de gauge local do grupo U(1), com um
campo vetorial auxiliar V' adicional

b = el DyA =0
(I)EJF _ eitzAJr(I)l—i-; DQAJF -0
V' = V+i(A—AT).
Se, agora, calculamos o termo de acoplamento do campo ¢ com o campo

auxiliar V no gauge de Wess-Zumino, isto é, com V3 = 0, em termos dos
campos componentes encontramos

~ 1
\%4 * :n _m * *
oV, = {[A — 00" 00 A" + 7009901
v V200 + ——G000™0,,0 + GOF* 2.159
V2

exp <—t90m9vm 005 — G0N + %t6999D>
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. [A 0000, A+ }leeéém

b V200 — —000,00™ + QQF} } (2.160)
\/§ B 0060
= FF* 4 AOA" +i0,00™) (2.161)
o . .
T <§¢aw n %A*anA — %@LA*A) (2.162)

i - - . 1 1o o\ 4s
\/it(AAw A" \Y) + 5 (tD 2t Vpv )A A.
Como, neste gauge, esta Lagrangeana nao apresenta nenhum termo com
dimensao maior que quatro, entao ela é renormalizavel.
Agora, podemos construir uma extensao supersimétrica da Lagrangeana
da eletrodinamica em termos de dois supercampos quirais ®_ e ¢, sob a
transformacao de gauge

P =e o, P =D, (2.163)
que é dada por
1 111, e
+ m (PP [y + (I)iq)tléé) x

e pode ser expressa em termos de suas componentes, usando [2.108)2.161| e
[2.137 como

o008 re Vo |999‘§)

1 1 _

Lopp = {EDQ — va"vmn — z’)\omam)\] (2.164)
+ [FLFf+F F*+ A,0A + A_OA*

+ (O 0"y + Optp_0"Y_))] (2.165)

1. . ;
+ oen <§¢+a—"w+ - SPoap + %AjanA+

- %anAi,au + —%A*&nA_ + %anA*A_) (2.166)
— % (A — A A — A A+ A"y ))

i gD (ATA, —A"A) (2.167)
— %ezvnv" (ALAL + AT AL) (2.168)

+ m(AyFo+ A_F — . — o + AL F 4 AT F(2.169)
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Observe que o termo
1 _
7 (WWg + WW |5 (2.170)

é o termo cinético do campo de gauge V.
O termo [2.165] que é o primeiro termo de

(@LeV |0+ Pre VO |, ), (2.171)

é o termo cinético do campo quiral de matéria ®. Os termos [2.166] que sdo
lineares em e de [2.I71] sdo termos de interacao de terceiro grau. Os ultimos
termos da expressao acima, os quais sao multiplos de €2, sao
termos de interacao de quarto grau. O tltimo termo [2.169

m (P, + OLTOT| ), (2.172)

é o termo massivo da Lagrangeana de matéria. Se calculamos as equacoes de
Euler-Lagrange para os campos auxiliares D, F'y e F_, temos

D+ g(A;Al —AZA) = 0 (2.173)
F_+mA* = 0 (2.174)
F, +mA* = 0. (2.175)

Substituindo estes vinculos na Lagrangeana [2.16] obtemos a Lagrangeana
somente em termos das componentes de campo “fisicos”:

e Supercampo Quiral o:

— 1), o campo de matéria

— e A, seu superparceiro escalar;
e Supercampo Vetorial V:
— U, 0 campo de gauge;

— e A, o campo do gaugino.

2.5.2 Super Yang-Mills Nao-Abeliano

Procuraremos agora generalizar a Lagrangeana de gauge abeliano

L=—=(WWly+ WW|,,) . (2.176)

|
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invariante pela transformacao de gauge
V=V =V 4+i(A-A"), (2.177)
tal que
1. _
W, = —ZDDDQV, (2.178)

para o caso de gauge nao-abeliano. Procedendo dessa forma, o supercampo
de gauge A sera uma matriz

Aij = T8A,, (2.179)

onde as matrizes T, sao os geradores do grupo que atua sobre o campo quiral
®. Se usamos a representacao adjunta

[T, T = it™°Te, (2.180)

onde as constantes de estrutura t*¢ sdo completamente antissimetricas; os
geradores podem, entao, ser normalizados por

Tr T°T* = k5",  k>0. (2.181)

Extendendo a lei de transformagcao para o caso nao-abeliano, encon-
tramos que a Lagrangeana [2.176| é invariante sob a transformagao de gauge:

oV = e—iA+€V€iA7 (2.182)
onde A e V sdo matrizes:
Ay =Tihe, Vi =T5V,,. (2.183)

Assim, usando a féormula de Hausdorff para calcular o produto de exponenci-
ais em [2.182] encontramos um exponencial de uma soma de composicoes de
comutadores, que através da relacao de comutacao de grupo que pode
ser reduzida e expressa como uma exponencial de uma combinacao linear dos
geradores do grupo 7. Isso nos permite escrever V' como

V' =TV, (2.184)

que nos garante a independéncia da lei de transformacao [2.182] em relagao a
uma representacao especifica dos geradores 7.
E interessante notar que, se expandimos a expressao em termos do
campo V',
V=V +i(A=A")+---, (2.185)
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encontramos que os primeiros termos da teoria de gauge nao-abeliana
corresponde aos termos da teoria abeliana, e além disso, o uso do gauge de
Wess-Zumino, onde V? = 0, ainda ¢ permitido.

Usando a formula de Hausdorff, uma transformagao de gauge infinitesimal
nao-abeliana pode ser encontrada apartir de [2.182]

eAeB — 6A+£A/2-[B+coth(£A/2)~B]+~~ (2.186)

onde a derivada de Lie £ - () é dada por

£ap-B= BA,B] (2.187)

e o cotangente hiperbdlico, que é uma funcao impar, é entendido como

coth(£45) - B = ol £a2)" = s [g [g [ . [é B} . m (2.188)

~
n vezes

tal que ¢, sdo os coeficientes da expansao em Taylor de coth(£ 4/2). A equacao
2.182] pode ser calculada para transformacoes de gauge infinitesimais, entao

usando 2.186[ e que (£Lyo - A)T = =Ly o - AT,
VI i VA <ev+,€A/2.[iAJrcoth(,eV/z).iA]Jr__>+ A

€ = € (&

= eap{V +ifyp- [(AT+A) —coth (£v)2) - AT
+ coth (£yp) - A] +---}.

Dai obtemos a lei de transformacao
SV =V'=V=ifys-[(A+AT) +coth(£yp)- (A—AT)]. (2.189)

Finalmente, podemos generalizar o campo de forca supersimétrico W, para
uma teoria de gauge nao-abeliano, expresso pela transformacao [2.182

1_
W, = —ZDDe_VDaeV. (2.190)
Sabendo que D,AT = 0e DsyA = 0, podemos verificar que o campo super-

simétrico W, pela transformacao de gauge nao abeliana|2.182] se transforma
como

W', = e " W,e™. (2.191)
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Podemos agora extender a Lagrangeana de super Yang-Mills abeliano(ou
Super-Maxwell) para o caso nao-abeliano, que é a lagrangena

L= iTT (WWpg + WW|,,) . (2.192)

em que o campo W é definido por [2.190L Sabendo que W, se transforma
como [2.191], podemos ver facilmente que esta Lagrangeana é invariante pela

transformacao de gauge [2.182]

2.5.3 Super Yang-Mills Nao-Abeliano com Matéria

Generalizaremos agora o que foi realizado na secao para o caso de
supercampos de gauge V' nao-abelianos.

Quando tratamos em teoria de gauge nao-abelianas, os supercampos se
transformam por uma fase local,

') = e MAY, (2.193)

e da subsecao anterior, o campo vetorial V por essa trasformacao de gauge

resulta em . '
eV =M Vet (2.194)

o campo W é generalizado para o caso nao-abeliano, como
1 - _
W, = —ZDDe’VDaeV. (2.195)

Escolhendo o gauge de Wess-Zumino, temos

Wa = —ida(y) + [05D(y) — i0 P F,,(y)] 05 + 000", D2 (y).  (2.196)

Quando somamos as duas lagrangenas anteriores [2.145| e [2.192] cons-
truidas somente com supercampos quiral e vetorial, respectivamente, e adi-
cionamos o termo de interacao invariante de gauge

Lint = q);retlv‘blbeééa (2.197)

obtemos uma Lagrangeana completa que descreve a interagao renormalizavel
supersimétrica entre os campos escalar, spinorial e vetorial:

1 I
- 16]€g2 TT(WO‘WQ|99 + Wawa|§§> + Cbl—i_etlvq)l’%gg (2198)
1 1
T 5Mi@i®; + 2 gijpPi®; p + A + h.c| (2.199)

2 3

60component

36



que em termos das componentes do supercampo quiral de matéria & =
[A, 1, F| e do supercampo vetorial de gauge V' = [v,,,, A, D], podemos escrever
a Lagrangeana acima, usando alguns resultados ja obtidos anteriormente,

1 - 1
;C = [—vamvfnn — i)\aa'mDmAa + §DaDa:|

+ [-D,ATD, A~ i¢" D) + FTF
+iv/2g (ATTPA" — NT" A — gDaA+TaA]

1
+ [mij (AzFJ - 5%%’) + Giji (AiA; Fy — Vi Ag) + N EF + h.c.] ,

se subtituimos as equagoes de Euler-Lagrange para os campos auxiliares

F]: = _)\k — 7’I’melZ — gz‘jkAiAj (2201)
D* = —g(ATT*A), (2.202)
obtemos a em termos apenas dos “campos fisicos”
1 _
L = {—vamvfjm — AT Dy A (2.203)
+ [-D"A'D,A— iyc" Dy (2.204)

+ V29 (ATTA — N T AY) — %gQ(A+TaA)2 (2.205)

1 1,
+ [—§m¢k¢i¢k - Emik¢i¢k

Gijk Vi Ap — gfjk@i@j/lz - F;;ka} ; (2.206)

em que as derivadas covariantes sao dadas por

DA = 0,A+igu, T A (2.207)
Dot = Oth + igue. T (2.208)
DpA" = A" — gt™u), X (2.209)

Ve = Opu® — Ot — gt vt (2.210)

Notemos que o termo [2.203[¢ o termo cinético do campo vetorial, que é campo
de gauge v, mais o campo do gaugino A, o termo [2.204] é o termo cinético
do campo quiral de matéria, que é o campo fermionico ) e de sférmion A,
o termo [2.205| é o termo de interacao do campo de gauge com o campo de
matéria e o termo de auto-interacao quadratico em g, e finalmente o tltimo
termo inclue o termo de massa, o termo de interacao de Yukawa entre
os superparceiros escalar A e espinorial ¢ de matéria e o termo de potencial
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Capitulo 3

Supersimetria

Nao-Anticomutativa

Este capitulo é uma generalizacao do que foi feito no capitulo anterior para
quando os parametros # passam a obedecer uma algebra de Clifford

{6°,6%} = 7, (3.1)

e nao mais a uma algebra de Grassmann, como no capitulo anterior, o qual
é baseado no livro [19]. E também uma extensio ao superespaco da nao-
comutatividade das variaveis do espaco-tempo da Teoria de Campos Nao-
Comutativa, como estd bem discutido na introducao deste trabalho. Esta
deformagao do anticomutador dos #’s é obtida se adicionamos a lagrangeana
da folha de mundo da teoria de cordas do tipo II o termo do graviféton

/ d*2F*? 4o s

As equacoes de movimento sao deformadas e também a funcao de correlagao
sobre a fronteira

o/ [P

sign(t —1'),,

(0°(r)0° (7)) =

ou ainda
{6%,0°} = o/ FP = C*P £ 0.

Entao, desta deformacao da lagrangeana, resulta que a supersimetria
N = 1 é parcialmente quebrada e a simetria nao-quebrada restante @ ¢é
denominada supersimetria N = %

Neste capitulo, faremos uma revisao do artigo [I5] do Nathan Seiberg, in-
titulado “Noncommutative Superspace, N = % Supersymmetry, Field Theory
and String Theory”.
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3.1 Superespaco Nao -Anticomutativo

Se as coordenadas espaco-temporais adicionamos coordenadas fermionicas
que nao anticomutam, mas satisfazem a uma &algebra de Clifford, cujos anti-
comutadores dos parametros fermionicos satisfazem

{0°,0°} = C7, (3.2)

obtemos o superespaco nao-anticomutativo. Por causa disso, funcoes de 6 de-
vem ser ordenadas. Entao, convencionaremos o uso do ordenamento de Weyl,
que é através do comutador %[Qa, 0% = —%eaﬂ%, desta forma as funcoes de
0 devem ser ordenadas como

1 1 1
0°0° = 5 (100" +{0%,0"}) = =500 + SO (3.3)

Isto nos motiva a escrever o produto entre os #’s munido com este antico-
mutador [3.2]diferente como um produto estrela em geometria nao-comutativa
ordindria

(s — —
765 9(6) = FO)eap (— - 8%%) 9(0) (34)
9 o 9 0

— —

tal que as derivadas a esquerda 2, a direita 2 e de segunda ordem séo
definidas por:

—

0 « «
F
1
0 _ las 0 0 (3.8)

200 — 4° 96° 067
Note que a cada dois 6’s multiplicados entre si, além do produto ordenado
da teoria comutativa, aparece um ‘termo linear em C” adicional, uma con-
sequéncia da definicao da anticomutacao entre os 6’s.
Convencionando o sinal o(f) = +1, f uma func¢ao bosonica, e o(f), se f é
fermionica; entao

F(0) s = o) £(6), (39
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e como as derivadas em 6 de segunda ordem sao bosonicas, entao

A aﬁ )
900 — 060 960  1° 96”067 (3.10)

Da definicao do produto estrela obtemos termos adicionais ao produto
comutativo, que sao poténcias em C.

%0 = ¢~ (1—%0758‘278‘26) 95:—26a599+ Leos (3.11)
0% % 00 = 9@( 2075 627 8‘;) 00 = C*0, (3.12)
006" = —C*"04 (3.13)
e (€0 000 ey
00 %00 = 99a< 507 567 dtCa%a%)H@g det C
(3.14)

Se acrescentamos variaveis com relagoes de comutacao nao-triviais, entao a
expressao para as funcoes f e g deste superespago precisa ser alterada de
forma adequada. -
A possibilidade mais simples, entdo, é considerar ¢ com as relacoes
padrao .
(6,67} = {6%,6°} = [6%,2"] = 0, (3.15)
consequentemente ~
0% # (07)", (3.16)
o que seria verdade somente se C*® = 0, ou seja, em um espaco sem de-

formacoes.
Da anticomutatividade entre 0 e 6, usando eA.23| segue que

0018 % 00 = 60§ (1 - %cﬁv 5[@) oo 7

s —p 1 _. s
_ dena é ) mw nievad _vonod
= 00,4055 070:€70:0° — 5‘70@9 C*o5s0

. . _ 1 1 .. f.
= —0h.,0"0%0.0%0, — ZO‘“~CQ5€5€ o 55(66“5 — 900

1 1
= 50000 - —99 {Ca%& < 1 a—W)
1 .
_ 076656 (10'71;56'/‘556,756577)}
1 ooz 1
= —on"0000 — SCVescaly ¢
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_ _ 1 1
= 00”0 x 00”0 = —577“”9999 — 5990"”, (3.17)
tal que C'* ¢é dado por
CcH = CQBEB,YO'ZV T = —tr(eCo?) = —C"".

Podemos obter C®? a partir de C*, fazendo uma transformacao inversa

1 1
§€avo.$u BCMV _ §€o<’yo.’/;u 5(06566770'21/ 6)
1 . . . .
— 56‘”06565,7% (08,6700 — 016" P 0,0
_ Oi{/&awﬂaueéain + 017/4/5WB UVEE,5;77) 7
assim usando agd(fﬁﬁ — —20767 temos
1a'y,u1/,3 ]'a'yeé 1 n S€ B 5y n §€ B 57
7€, Cn = —5€ C €n g (—207265)(=20.6]) + (—20705)(—20.67)
1 1 . : . .
+ 5066657765XE [—Uzdﬁ“waméﬁfﬂ — a;‘dﬁ”aaayeé(?;ﬂ
1 1
= 555‘055 ~3 [Ca‘se(gneﬁn + 200‘565,765’7]

e como C°? é simétrico, entdo
1
= C = 5&%5“ 5C,,. (3.18)
Desenvolvendo isso,
26,,C =t PC, (3.19)
que pode ser usado pra calcular |C|? = C*C,,, dai
C)P=Cc"C, = 26a56570aﬁC‘H =4(CHC*? - o?Cc*)  (3.20)
= |C]*=C"C,, =4detC (3.21)

Se propuséssemos a possibilidade mais direta: [z#,2"] = [z#,0%] = 0,
isso nos dificultaria na definicao dos campos quirais e antiquirais, pois as
derivadas ordinarias D e D nao sao mais derivadas sobre o superespaco. Por
iSso, usaremos

Y = 2t +ifok 0% (3.22)

acompanhado com as relagoes de comutacao restantes
", y"] =", 0% = [y",0°] = 0. (3.23)
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Com esta escolha, temos os comutadores

[##,0°] = [y* —i070h407,0% = io). (076°07 + 6°676")

= [o#,0%] =iC*0h,0° (3.24)
[z, "] = [ﬂ—'ea VAR LN

= —oh,0l (070°076% — 6°076°0")

= —aanmC’WeW@ 0%, 5"

1 & v 5 B8 v
= §C' Teygen 070%(ohy Uﬁﬁ—i-a“ 838 o)

1 - )
= ZC‘”er@ (Jzﬁﬁl’ﬂﬁ — 05z€ 50‘(%5”)0%6“)
1 : N
= 0¥y (04,07 — 0% 55497 0
= [z*,2"] = 60CH . (3.25)

Devido as relagoes de comutagao acima, quando expressamos as fungoes
sobre o superespaco em termos dos parametros y, 6,0 e usamos o produto
estrela [3.4] entao as derivadas com respeito a #, neste produto, devem ser
a y e 0 fixos, pois todos os (anti)comutadores sido zero, exceto {f,0}. Com
esta convengao, nossas derivadas 59 (525) em relagio a 6(6) sdo para y e 0(6)
fixos, entao as expressoes para a derivada covariante nao devem ser alteradas

0 u A O
Da = %+2’LU 9 a " (326)
- 0
Dy = —— 3.27
55 (3.27)

isto é, as expressoes padrao ainda sao validas. E, os anticomutadores entre
os operadores D, D ainda sao como no espago comutativo, isto é, para C' =0

{D* , Dsg} = {DQ,DB} =0 (3.28)
_ 0
{Dg4, Dy} = 2waaa (3.29)
Da mesma forma, podemos expressar os operadores de supercarga da
teoria comutativa em termos de y,0 e 6, e usa-los, sem maiores problemas,
para o nosso caso

0
. 0 wn O
Qe = ~ 5% + 2i0% Tas (3.31)

43



tal que aa% e % sao derivadas consideradas a y fixo. Posto isso, obtemos

que os operadores derivada D, D e de supercarga @, Q) anticomutam entre si

{DouQﬂ} = {Do'u Qﬁ} = {Dm@/j’} = {DO'HQB} =0, (332)

assim como no espago comutativo (C' = 0). E novamente, as seguintes anti-
comutagoes entre os operadores de @, Q:

{Qa, Qs = 0 (3.33)

{Qa, Qu} = 2waaay (3.34)

também sao como no espago comutativo.
De todas as anticomutacoes acima, envolvendo os operadores derivadas e
de supercarga D, D, @), ), respectivamente:

{D.D} = {D.Q}={D.Q}=0

(3.35)
{D,D} = {D,Q}={D,Q}=0 (3.36)
{Q.Q} = 0 (3.37)

S - 0
{Q.Q} = —{D.D}=2io o (3.38)

apenas o anticomutador

~ A o o 0

{Qa. Q) = —4{0°,0"}0l;07 T g By (3.39)
82

= {QQ,QB}_—4CaﬁO’aa WM (340)

difere da teoria comutativa, pois dentre os operadores D, D, Q, Q, o operador

() é tnico que apresenta o parametro 6, sendo assim {Q Q} também é o

tnico comutador que contribue com {6, 9} = C. Obviamente, devido a essa

dependéncia que ) tem de #, o produto estrela ndo é invariante sob ele, e

por isso () ndo é uma simetria sobre o superespaco nao-anticomutativo.
Mas como () ainda é uma simetria do espaco,

Q[f(0) xg(0)] = —=[f(6) *g(0)]

) c g 9 o 0
= % [f(@) (1 — 2 %W - d tC%%> (9)]
= Qy[f(0) x g(0)] = [Q,f(0)] + g(0) + o(f) f(0) * [Q,9(0)],
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tal que o(f) é o sinal de f(f), ou seja, se f é bosonica, o(f) = 1 ese fé
fermionica, o(f) = —1, pois note que o produto estrela ¢ invariante sob
Q, entao s6 “metade”da supersimetria A" = 1 é quebrada, e denominamos a
simetria () nao quebrada como uma supersimetria N = %

Poderiamos ainda generalizar o superespaco de forma a nao considerar
deformacoes dos comutadores de 6, o que nos diz que os comutadores entre
D, D continuam sendo os padroes, mas em vez disso, considerar as seguintes
deformagoes dos comutadores [3.23] em y restantes:

"',y ] =0 [yt 0% = ur, (3.41)

tal que ©", UF* sao c-nimeros comutantes e anticomutantes, respectiva-
mente, que independem de y,6 e 6. No entanto, ndo o faremos aqui, mas
consideraremos O* = UH* = ().

Observe que ©" nos fornece uma nao-comutatividade padrao [10], como
na teoria de campos sobre o espago-tempo nao-comutativo.

3.2 Supercampos Quirais

Assim como foi feito na teoria comutativa, definiremos supercampos qui-

rais, que serao usados para construir a lagrangeana de matéria.

Os supercampos quirais, definidos pelo vinculo Dy® = _a%i = 0, re-

sultam independentes de 8. E como solucdo geral, temos que ® escrito em
termos de componentes é dado por

O(y,0) = A(y) + V200 (y) + 00F (y), (3.42)
que ¢é ordenada por Weyl, pois
06 = 0°0, = —6'0* + 620", . (3.43)

O produto estrela Moyal padrao de dois supercampos quirais ®;(y, ) e

Dy (y, 0), usando os resultados , nos d4

1y, 0) x a(y,0) = A1+ V20 Gun(y) + 0OF(v)]
A3+ V20 0a(y) + 09 Fa(y)| (3.44)
= {AlAZ +V20% (A1as + Va1 As)

*

1
+ 99 |:A1F2 — Qwal (—§€aﬁ) wﬁg + F1A2:| }
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- 2¢a1 <%CQ6) ¢52 - \/iwal (Caﬂeﬁ) FZ

+ V2F (=C70,) ¢gs + Fi (— det C) F
= O1(y, 0) * ©a(y,0) = P1(y,0)P2(y,0) — CPvar(y)¥sa(y)  (3.45)

+ V2C05(¢ar () Fa(y) — Ya2(y) F1 (1))
— detCF(y)Fs(y).

Observamos, entao, que o produto estrela de dois campos quirais é o
produto dos mesmos na teoria comutativa mais termos lineares e um termo
quadrético( isto ¢é, det C) em C,

De forma andloga, supercampos anti-quirais satisfazem D,® = 0, o que
significa que ele depende somente dos parametros 0 e g = y* — 26%c* . 6%,

(7, 0) = A(y) + V200(y) + 00F (3). (3.46)
Usando para calcularmos o comutador [7, 3], obtemos
7.7 = [y“ — 2i0%0%,0% y" — 2i0°0", 39‘5}
= —dol,0b,(0°0°0°0% — 0°0°6%0°)
s |
_ é . O\ v « apB
= dol,(e5,€ )(Gme7 )055(0 ’8)(56 00)
__ 1 . L :
= 4(996”56&0L (Ugéﬁ”o” + Uf;dea‘sewagg(e%ee”»
__ 1 . .
= 4900“56571 (ohya®T — ol s"Y)
= [y*, y"] = 400C*", (3.47)

que é ordenado em f. Dai, os supercampos ®(7,6) também podem ser orde-

nados. Podemos ordend-lo em termos de 6 e 0, expressando ® em termos de
y,0 e 6, e ordenando por Weyl os 6’s, usando ,

®(y,0) = P(y—2i000,0) = A(y) — 2i05"00,A(y)
2(05"8) * (0570)0,0, A(y) (3.48)
V0 |04 (0) — 20070070, ) | 007 ()
= &(7,0) = Aly) + V200(y) — 2i05"00, A(y)
+ B0[F(y) +iV200"00,3(y) + 05> A). (3.49)

Ou ainda, podemos ordenar os ¢, pondo o supercampo ® em termos de 7 e 0;
e como ele nao depende do parametro 6 de forma explicita, entao podemos
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usar a regra de multiplicacio:
B1(7,0) * Bo(7.0) = | Ai(y) + V2001 (y) — 20000, A, ()

+ a0 (F( ) + iv/200"80,1 (y )+0932A1):
x| Ay(y) + V20 (y) — 2i00"00, As(y)
Lo (F( ) + iv/200"80,05(y) + 0602 )

— (g 0)Ba(g.6) + 2000 A (5) 5 Aal)

o 0 LA
= 1 ny _ 7
O, (77, 0)D4(7, 0) + 266C o o, (7,0) ayv

)

N

Y

= q)l(ga ‘9) * (I)Q(Q, 6) = él(ga 0_) €xp (2090“” ai ai > (I)2< 0)7 ) (350)

de forma que a derivada a% é atuada a @ fixo, mas nio a y fixo como nas
nossas convengoes acima.

Desta forma, o anticomutador nao-trivial das varidveis # sao implementa-
dos no produto estrela entre supercampo anti-quirais, analogamente ao caso
quiral. E obtemos, como resultado, um supercampo antiquiral.

Uma extensao da lagrangeana de Wess-Zumino sobre esse superespaco
nao-anticomutativo pode ser escrita, utilizando esses supercampos quiral e

antiquiral e o produto estrela, em sua forma mais simples como

_ 1 _ - - - —
L= /d49<I><I>+/dQG(%mCI)*(I)—I—§<I>*®*<I>)+/d29(%m<1>*<b+%g<1>*<b*<b).
(3.51)

Resolvendo separadamente cada termo da lagrangeana em termos da te-
oria comutativa, temos

/ 10D = / d*0 ( (y) + V200 (y) — 2i00"00,A(y)

b AR (y) + V260490, 0(y) + 060" A))

*

{ )+ %10“”56_8#&,/4(3/) + V20 (y) + 99F(y)}

= /d49c1>c1> = /d49<1><1>(0 =0). (3.52)
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Usando a equacao [3.45| e ®; = 5 = &, obtemos o termo seguinte da lagran-
geana acima

Dy, 0) « 2(y,0) = O(y,0)P(y,0)(C =0) —det CF(y)F(y)
= /d29c1>(y,9) * ®(y,0) = /d29<1>(y,9)q>(y,0)(0 =0).

Com este resultado, novamente a equagao e a expansao f(y) = f(x) +
05100, f (x) + 100000 f(x), podemos expressar o dltimo termo em ¢ da
lagrangeana como

/d29<l> xPxd = /d29 [©(y,0)D(y,0) — detCF(y)?] = ®(y,0)
= /d29 [CD(y, 0)®(y,0)P(y,0) — detCF (y)*®(y, 0)}
N /d29<1> fDrd = /d20 [@(y,0) * B(y, 0) * By, 0) — (det C)F(x)°]
+ derivadas totais. (3.53)

Dos termos calculados acima, apenas o dltimo termo, [ d3€(I> x @ x @, difere
da teoria comutativa. Calcularemos agora os termos com ®. Em termos de
y e 0, usando as equagoes e[3.50, e que C* é antissimétrico, ganhamos

0
oy”

/ 205+ & — / 020 [é@zééaw%ﬁ(y) A(m] _ / P20BH(C = 0).
Y

(3.54)

Com este resultado e tendo em maos novamente as equagoes e

calculamos o tltimo termo

/d%*@*@ - /d2é[q><czo>]*<p
25 (566 1 ogrcm (24,2 1.2 1
oyt Oy”
N / PO+ DD — / 2BTH(C = 0). (3.55)

Tendo em mao todos estes resultados, podemos enfim soma-los e escrever
a lagrangeana de matéria para o superespag¢o nao-anticomutativo em ter-
mos da lagrangeana da teoria comutativa, que é sobre o superespaco usual
(anti)comutativo,

1
L=L(C=0)— 38 det CF(z)® + derivadas totais, (3.56)
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tal que a normalizacao usada é dada por [A.45] A tnica contribuigéo a la-
grangeana de Wess-Zumino acima que vem da nao-anticomutatividade dos
6’s vem do termo [ d?0® x ® « P.

Algo interessante que podemos perceber é que mesmo embora o espago
deformado nao seja invariante de Lorentz

2", 2] = [A,2?, A 2] = (A", AY,CP7)G8 £ ™80 = [, 2],  (3.57)

obtemos a lagrangeana [3.51] que ¢, sim, invariante de Lorentz. A atuagao
dos Q e Q sobre os campos nao recebe contribuigao devido a de-
formagao nao-anticomutativa do superespaco. Para analisar as simetrias da
lagrangeana [3.51], é necessario examinar apenas as simetrias vindas do termo

detCF (). Assim,

Q(det CF?) = %(detoﬁ) =0, (3.58)

nos diz que () continua sendo uma simetria, enquanto que, devido a presenca
explicita do parametro 6 no operador @,

_ 0 0
3 _ _ QK 3
O(det CF?) = < o+ 2if ”aa_ayu> (det CF?)  (3.59)

F
— 2i0°detCo™, - 3F2§—y“ £0 (3.60)

a simetria de @ é quebrada pela nao-anticomutatividade dos #’s(C nao-nulo).

Um caso mais geral

De forma mais geral, podemos analisar o termo que depende de véarios campos
quirais ®; e de varios campos antiquirais ®;,

/d29W(<I>Z-) +/d20_W(<I>Z-), (3.61)

tal que W e W sao polinémios. Sem perda de generalidade, analisaremos os
monomios dados W = [[, ®,;, W = [[, ®ni. A comutatividade dos super-
campos torna a ordem da multiplicacao sem importancia. Mais geralmente,

q)l * q)z 7é (I)Q * (I)l

@1*¢27é®2*q)1,
que nos d& varias teorias nao-comutativas para uma mesma teoria comuta-
tiva. E ocorre algo analogo a tentar escolher o ordenamento de operadores
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mais conveniente para quantizar uma teoria classica, o que pode ser feito
de varias formas, gerando diversas teorias quanticas com hamiltonianos que
diferem apenas por termos da ordem de h.

De forma natural, podemos limitar nossa discussao ao produto simetri-
zado, isto é, nao levando em conta nenhum termo da ordem de A, onde apa-
rece novos parémetros. Analisando primeiro, sem nenhuma perda, o termo si-
metrizado [ d*0W (®;) = [ d?0W = [d?0]; ®,i, onde [[" indica o produto
estrela simetrizado, notamos que a equacao |3.50| nos diz que toda poténcia
de C estd acompanhado com o fator #f, e como consequéncia este mondmio
¢ linear em C. Considerando ainda que C' é antisimétrico sob a troca de
campos quirais, o monomio considerado se anula quando simetrizado. E,
portanto, [ d>0W (®;) ndo tem termos adicionais & teoria nao-comutativa.

O outro termo [ d*0W (®;) dessa lagrangeana quiral mais geral é um tanto
mais interessante. De forma analoga, considere aqui também, sem nenhuma
perda, o monémio W = []7 ®,;. Em particular, seja

qum: () % Dy + Dy % D)), (3.62)

de posse do resultado

Waly,0) = %[cbl(y,e)%(y,m+q>2<y,e><bl<y,en (3.69)
— detCS[R)R) + B R ) (369

seguindo a férmula de recorréncia que conhecemos

n+1

1 A
3(@1*...*¢M):nHZ[S(qa*...*q)i*...*q)nﬂ) £ ®;, (3.65)
i=1

tal que S(P; * - -+ % &) indica a soma simetrizada sobre as todas per-
mutacoes de @ -+ x D4y,

De outro modo, podemos usar para expandir o monémio W em
poténcias de C,no qual aparecem no maximo duas derivadas -5= aea agindo sobre
cada ®,,. Como para cada derlvada a(ga ha um fator C' associado e sabendo
que simetrizando n no fator 55z -9_&, . devemos antissimetrizar o indice «, entdo
h&d um ntmero par de C’s antissimetrizados. E novamente, obtemos que a
deformacgao da lagrangeana depende apenas de det C'.

Concluimos que toda a deformacao de uma lagrangeana geral arbitraria
depende somente de detC, e apesar de C' quebrar a invariancia de Lorentz,
a lagrangeana polinomial escrita somente com campos quirais e antiquirais ¢é
invariante de Lorentz.
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3.3 Acao de Super-Yang-Mills

Nao-Anticomutativo

3.3.1 Super-Yang-Mills Nao-Abeliano sem matéria
em Superespaco Nao-Anticomutativo

Construiremos uma lagrangeana para supercampos vetoriais com supersime-
tria nao-anticomutativa.

Os campos de gauge sao descritos pelo supercampo vetorial V' auxiliar
representado como matriz e que se transforma pela simetria de gauge como

, .
eV = eV = eV e (3.66)

a diferenca é que agora a multiplicacao entre os supercampos é o produto
estrela (Moyal)(e" significa uma série de poténcias em V', onde cada termo
¢ multiplicado usando o produto estrela). E a transformagao de gauge infi-
nitesimal pode ser encontrada

§e¥ = —ihe¥ +ieV A+ O(A? A?), (3.67)

onde A e A sdio os supercampos quiral e antiquiral , respectivamente, que
efetuam a transformacao de gauge e representados em termos de matrizes.
Nossa teoria so serd consistente se o produto de campos quirais também é
quiral e o produto de campos antiquirais é antiquiral.

As expressoes padroes para os supercampos forca W, quiral e Wy anti-
quiral,

1 - _
W, = —ZDDe_VDaeV (3.68)

1 _
W, = —ZDDeVDde’V, (3.69)

tal que a multiplicagao entre os supercampos sao com o produto estrela, ainda
podem ser usadas, pois satisfazem D;W, = 0 e D,Wy4 = 0, respectivamente.
Como na teoria comutativa, a transformacao |3.66| resulta

1_ - y y 1 . _ = )
W, =W, = —ZDDe_V D¢V = —Ze_’A <DD6_V6ZA6_’ADaeV> e
= W, = e " Woe, (3.70)

pois A(A) é (anti)quiral e satisfaz DgA = 0(D,A = 0), e analogamente

Wd — W(; = €_MWd€M (371)
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ou ainda, temos a transformacao de gauge infinitesimal

Wa = W'y W = [1— i+ O] W [1 i + O(AD] — Wi
= _Z[Aa Wa]a (372)

da mesma forma ) o
SWs = —i [N, Ws]. (3.73)
Assim como pomos varias componentes de V' iguais a zero no gauge de Wess-

Zumino para C' = 0, permitido pela liberdade de gauge, podemos generalizar
esse gauge e fazer o mesmo para a teoria nao-comutativa

_ _ . 1 .
V(y,0,0) = —05"0A,(y) +i000) — i000° ()\a(y) + Z—leaﬁcaﬁa%{m,Au})
1 __
+ 59990 [D(y) —i0,A"(y)]
_ J N .
= V(y,0,0)(C =0)— 71000%€asC Poll ANV, AL}, (3.74)

Note que, por razoes que ficarao claras mais adiante, o coeficiente de 666
difere da teoria comutativa por um termo linear em C.

Usando a escolha de gauge [3.74] e os resultados [3.11}{3.14)3.17]
D P -
Vo= (—577’“’9999 — 5996’““) Ay A, — i{00"GA,, 000X} + 060, * 000,1° N
1 A AL luVAA ' L san P19 ) A Noot
= 00 —59«9 JA — 50 WAL —i |- 5%99 (C™0,) A T4
L\ 1 I
— (~=C"9,) (§5§ee> ol AH} — 5 (det C)OOAN

1 1 : SV
= V2 =00 {—56«914“14“ - 5O AA, + %eaoa%ﬁduu, X9 — §]C|2)\)\] ,

(3.75)
~ . . . 2 s ~ ~ .
por causa da nao-anticomutatividade, V= é sua expressao padrao mais uma
deformacao por meio de termos lineares e quadraticos em CP.
Do mesmo modo que no gauge de Wess-Zumino, obtemos neste gauge que

V3 =0,

pois V3 tem um fator 63 = 0.
Para que a escolha do gauge seja preservada sob a transformacao de si-
metria infinitesimal do supercampo vetorial ", entao

se¥ = —ihe¥ +ieVA (3.76)
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deve ter suas componentes que nao sao multiplas de 06, as quais nao aparecem
no gauge de Wess-Zumino, todas iguais a zero

oeV =

+

*

isto é,

—iRe” +ie" AEL (A(y) + V20 (y) — 2i60"00, A(y)

DI (y) + i3/20000,(y) + 093P A]) = [L + (~00*0A, () + 10003

__ 1 _. 1

i009° - (Aa(y) + Zea/gcaﬁag{m,/xu}) + 50668 [D(y) - i@uA“(y)])
Yo (~Loga,ar — Lemwa,a, + Lo.c%0 A, 30 — Liopan

2 9 2 piy g tat Bl 8

j {1 i (—Qa“e_Au(y) 0005 — i006° (Aa@) oo 3, AH})

30000 1D() ~ 10,4°)] )

1 1 1 7 - 1 -
- _ - B v Z af &l _ 2
209( QHHAMA 20 ANAV—i— 29aC' UBQ[AM,)\ ] 8|C| )\/\)}

(Aw) + V200(y) + 09F () = 0.

1 —iA(y) +iA(y) = 0= A(y) = A()

0 iV2¢(y) = 0

0 —iV21p =0

g i (—}lC””AMA,, 4 F(y)) +SICP - iC‘“’AﬂAy
1 —= 1 - _ _

- SIOPAN+2 (—acw) 0,44, = 0= F(y) =iC"™0,AA,

00 iF(y)=0.

O que nos da a transformagao de simetria de gauge infinitesimal determinada
pelos campos quiral e antiquiral, respectivamente:

Ay, 0) = —Aly) = V20u(y) — 00F (y) = —o(y)
Ag.0) = —A@G) = V204(y) — 60F (7)
= —o(5) + 5000 {9,0(5). A, (7))

(9)
= —p(y) + 2i05"00,p(y) — 00000 (y) (3.77)
00C" {0,p, A, }.

N | .
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Observe que essa transformagao s6 difere da teoria comutativa por um novo
termo em A linear em C, o qual é necessario para que o gauge seja
preservado. Podemos analisar agora como essa trasformacao age sobre os
campos componentes no gauge que sao as componentes restantes de
de¥. Entdo, se expandimos

sV = —ile¥ +ie"A (3.78)
2 2

1
oV + 55(V2) = —iAN1+V+ V?) +i(1+V + V?)A, (3.79)
em termos das componentes dos campos, resulta
_ _ __ 1 .
= | —00"00A, + 0000\ — 1000* ((5>\a + Z—lﬁaﬁcﬂ’ya,;;,;/ ({(5)\7, A}
_ 1 , 1. 1 1
+ {NL0ALY)) + 50000 (0D — i0,0A") | + 566 | ( — 00" — SO
(A5A, +6A,A,) + % 0aC %0t (54, X% + [A,, 67%])
— Lop M)} i (—p + 2i60"00, — 00600
RO {0, AV}> o {1+ <0094, + 0973
Az (a1 - 1 .
— 1000 ()\ + ZeaﬁCﬁvg%{X/’ AM}> + 59@@9 (D — ,L@MAM):|
+ Yaa|-Logaar — Lewaa, + Lo.conon 14, 39— Liopaa
2 R e A e L 8
Ty {1 n [—90“9%—1# + 005 — id00° ()\0‘ +degsomat (3, Au})
1 , 11 1
+ 56«999 (D — zauA“)} + 599 {—50014“14” — 50’“’/1“/1,,
i a Yo 1 NGy
5000k A, X - §|C|2>\)\} } % (— ).

Chegamos a seguinte lei de transformacao para os campos de gauge A, e do
gaugino A,
00 = A, =—20,p+i[p, A =—2D,p (3.80)
088_‘5‘ = (55\@ = Z[QO, /_\c'x] (381)
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A andlise da componente #00* exige o uso da relacio

(05) + (000,

segue entao

C’“"s

|ééeﬁ -

— 50

ha 0" (95)0s

goes 2

__ 1 _.
000" = —i [M + JeasC?al ({017, ,L}+>\”,5AM})}

+ ZEWC’WJgd ([6A4,, A% + [A,, 6X%))

1 — 1 _.
= ¢ (0t e CP A} - 60 [4,,3)

+ (90“§ * 99%)

|é§9a

- 200, A"

1 1 .
- (hr a5 e, 1)

= — i{éx\a %GQECMU [iAul, A1)+ (— 28@0—1—2’[@,%@]))3’}}

1 .
= {g@, Ao + ZQGOZBC'BA’J%AMW — iesaCP00" 0\

= 0\,

= i[p, Aa)-

1
— _E(wcvaé o

a?

(3.82)

(3.83)

(3.84)

E finalmente, usando a equagao e o resultado para dA,, a andlise da
componente #6000 resulta

0000

=

1
% (6D — i0,0A,) = 71" (AuA, +54,A,)

{w (lp - %8MA“ - %AMA“)

2

20,0A, (90“@ * 90”@)

l
2

’99@9’ + 26290}

- [(D — 0, A") — %AHA“} 0

1 1
_éau[(pa AM] - 5{"4#7 a,ugp}

i (APpA, — AP Ao+ A A" — A pAr)

2

0D =i[p, D].
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l 1 l
2, DI+ 5[0, 0,4%] = Slp, AuA¥] + Dy A”

(3.85)
(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)



Resumindo,

0A, = —20,p+i[p, Al = 2D, (3.90)
Ao = ilp, Al (3.91)
Sha = [0, Aal, (3.92)
5D = iy, D], (3.93)

que sao as mesmas trasformacoes da teoria de gauge padrao.

A intencao de encontrar um gauge que sob uma transformacao de simetria
infinitesimal, seus campos componentes se transformassem como em teoria
de gauge padrao, nos levou a definir o gauge andlogo ao de Wess-Zumino
como em [3.74] com o termo adicional linear em C no coeficiente de 668.

Procuraremos agora calcular no gauge de Wess-Zumino generalizado
o campo de forca W,. Este gauge V tem um fator @, presente também em
D,V. Com isso em maos, podemos mostrar que

1 1
e VD,V = (1 —V+ 5‘/2) D, <1 +V 4+ §V2)
1
= D,V + 3 (DV*V +V % D,V)— VD,V + O(V?)

1
= eV Dye¥ = D,V + 5[Dav, V], (3.94)

e por isso que, escolhendo o gauge |3.74],

W, = —%lDQ(e_VDaeV)

12 . 1 —
= [ (ne+ L 30)
+ 0,00 (D —i0,A") — ok 0% A" + 2i0,0)] (3.95)

0A, ON?
apBps Y # !

+ [ wwaﬁﬁé’ 6”0 g — 20%.0 69%@]
+ %{—we (A +—ea50ﬂva {X*,AM})
+ 0,00 (D —id,A") — o" 0% A, + 2i0,0)

_. > 0A ON?
_ S L RaYet v nBpB 1"
2ic" .0 <%59 O — 060, 5 )

. —00"0A, + 000X — 006 <)\ +—6a50570 N M})
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+ %999‘9‘ (D — i@uA“)} } , (3.96)

de forma que a multiplicacao realizada nos comutadores acima é o produto
estrela. Assim,

Wy = —ila— ieagcﬂva“. (N, AL} + 0a(D — i0,4,)

1 .5 0A, ONY
ap ; BV
+ (56 ) QZO'gd ( 0 ay +1 99675 ay )

1

— —DQ( [0%A,,,6°0° A,)o" [eaA 000N o"

4 Tpp—

— [0, N 0707 A Wob — 0.0, N, 000 )ﬂ])
usando as identidades anteriores (3.1143.14))com o produto estrela, podemos

calcular mais facilmente os comutadores acima, cuja multiplicacao também
é o produto estrela, entao

W, = —ma—iwoﬁvo—”.{Aﬂ,mw (D — 9,A")
v
+ el <ag eﬁg‘; +zeeew? )
4 1/ aﬁeﬁ[A A a” ! —109[14 Y ) o
2\ 2 Taa755 2\ 2 "
— (—ieaﬂoﬁw{v,Aﬂ} + ieew,A ]m) (e)ﬁcﬂwewM)}

(3.97)
Usando a identidade isto &, (645")a” = —(6¥6")a” — 210.”, enfim
Wy = —idg+ {551} —ioh P (a A, + 4[A A ])
1
+ 205” BCLLAN— 620 A“} 95—1—99{ (8A + — [A A])}

definindo o campo de forca F),, e a derivada covariante D,, em uma dada
normalizagao, por

Fo = 0,A, —0,A, + [A A (3.98)
DS = 8MXQ+%[AH,AQ], (3.99)
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obtemos finalmente

W = 0o+ [#2D0) — 0877 (Fuly) + 5CANw) ) | 05+080,D,3%(0).
(3.100)

ou ainda, separando a parte da teoria comutativa dos novos termos que apa-
recem,

1 __
Wa = Wa(C' =0) + S0l 5CLL AN, (3.101)

usando (3.9 -
Wo = Wo(C = 0) + €0y C"P05 0\ (v). (3.102)

Obtemos entao, apartir do resultado , que a lei de transformacao do
campo de forca F),, ¢
§F = il, Fu), (3.103)

como em teoria de gauge padrao, que é sobre o espaco comutativo. Uma
convenc¢ao mais apropriada para o campo de gauge pode ser feita substituindo
V= =2V.

Usando [3.72], sob a transformagao de gauge infinitesimal , W, se trans-
forma por [3.77] como na teoria de gauge padrao

Waly,0) = —ilA, Wa] = i[p(y), Waly, 0)]. (3.104)

Campo anti-quiral de forca Wj

A fim de calcular W, usamos o fato que no gauge V3 =0, temos

e"Dae™V = =DV + %[de, V] + %V(DQV)V, (3.105)
tal que a multiplicacao entre os supercampos é o produtos estrela. Apesar
de o ultimo termo nao contribuir na teoria comutativa, ele é diferente de
zero para C' nao nulo. Usando as equacoes e [3.26] separando os termos
adicionais da parte comutativa e levando em conta apenas os termos que
contribuem,

1 _ 1 _ 1 - 1-
W, = ZDDeVDde_V = —ZDD (DO,V — —[DaV, V] — §dev>

\)

1 ) 9 0 9
_ = af 2 N. A 2 v 1]
1€ (_895 + 2i0g.0 _8y“) <_890‘ + 2io, 0 8y”>
{(dec —0)— L8:6eCa" (5 AP}) i (—%[dec _0),V(C =

o8

0)]



[_mo—gdAp + 0%, — 0087y T A,r}l

{—ﬁede €an 00 {00 AL}, 000707 Ay + weex} )

V(C=0)xD,V(C=0)«V(C= O)} :

N = = N

esta claro que o produto nos comutadores acima é o produto estrela *, sepa-
rando o termos adicionais a teoria comutativa do comutador de dois termos
que aparecem na mesma,

_ 1 _ 1~
Wo = —3DDD:V(C =0)+ 106 [o— .C"%0 "8{XS p}]
1 ad 8 o pé 8 a g™, 07 8
+ 3¢ (895+2w 0’ — 3y 997 + 2i0 g0 Ay~

(DAVVIC =0+ 5Cala,07 (4, 4)

— 044 (Caﬁeﬁ) éB{Am 5‘6} + _Caﬂééaga{flw As}

%o—gd%(caﬂeﬁ)mu,p i0,A} + i0%,(CM0,)07{Aa, A}

— (detC)B{ A, N} + 08(C70,) Nas As] — §§§(det(])[5\d, D — i, A"]

+ iCay; (55599) {Xa, A} +2(C05)0605[ A, X]

1 4
— (C70,)a%, (Eagee) {D —10,A" A}
. 1 . <
— i(detC) (—56(-1399) [D — Z@MA“,)\B]:|
1 € T Y€
+ g0 (—gagam T (—4)[A,, {3, A}]
+ Letigh o ([N, 4,}, A ])
8 56 Ba ) P U
o 0 i
af_~ _ 2 (Ba 080
+ Se 507 90 K 5C )a 50 070,004, AN
+ z(cﬁéeé)a“.eﬁmap.ém AaA,
(C™05)8,0%40% 070N A, A, + i(detC)060, éyxﬁ'mﬁ] ,
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juntando os termos em V', obtemos o campo antiquiral W, no espago comu-
tativo, e observe adiante que os termos restantes, isto é, adicionais a teoria
comutativa, sao componente apenas de 66 e sao lineares ou quadraticos em

C,

_ _ 1_-_ . 1 .
Wa = Wa(C =0)+ 700 {(C”‘Bagdagﬁ-) [aV{AB, Ay = 50,04, M)
1 A L B
— 50 A N} + i <2A,,)\BAM + 24, AN — 2304, A, — 24,0°4,
- 24,40 +2¥4,4,)]
+ (CBWO'V-O'“fB;Y) 18 % A }—1—18 s, A }—EA e A
7Y 84 21/ y Sy 21/047/1 2/J,au
- B3,
+i(detC)A /\d/\ﬁ},

notando que o termo que multiplica a expressao C*? Jgda’g 5 ¢é antissimétrico
nos indices u,v, podemos separar esta expressao em sua parte simétrica e
antissimétrica, com isto s6 restarda a componente antissimétrica dessa ex-

pressao. Calculando também em termos de suas componentes espinoriais o
termo )\ﬂ)\d)\g,
MAA; = MR = — (MR A8) %~ A (A A,A8) = — (X, M}
de forma analoga podemos calcular a componente Y /_\25\3. Usando que
tr(eCotc”) = tr[eC(—n"" + 20"")] = —2C*

e as definicoes, ja expressas anteriormente,

P = 0,4~ A+ 5[4 A (3.106)
D = da+ 214 Aa), (3.107)
encontramos
Wa = Wa(C = 0) + 300 {C" [{F" 3.} +2{A, DA}
L (Adad— ASA,
2 (A AN — AN AL + AN A, — NaALAL) )]
— (=2C") |{D, s, A} + %{)\d, A, — 0,A, + %[Au, A}
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(2,4”}@,4 — 20 AL A, + 24, A0
Ny = NaAy A, + Ay AN — AyAN))]
!

(-0 2|

_/\"J;IS

+
E como C* ¢ antissimétrico,
Wy — Wa(C=0)—00 [cw( { W,A-}+{AV,DMAQ})
Ll |2{)\a,)\)\}}+ L0 [—4A, M Ay — 20 Ay Ay — 24, AN]

e ,entao, finalmente encontramos o campo de forga antiquiral W,

T

Wy = WalC=0)—00 |—{F. A} +C"{A, DAs — %[Au,f\d]}

+ IOPOW, /\d}] . (3.108)

Calculemos agora a transformagao de gauge infinitesimal deste campo
antiquiral W, usando 0W, = —i[A, W], onde a multiplicagao é o produto
estrela [3.50} veja também [3.77),

_ 1__ _
Wa = ilp(s). Wil = 3090 ({90, AL} i)

= i[p(y), W] + 00CH (2{8,,@,8 Aat+ = [{&,(p, AL Py ])
onde nesta expressao: |[,]. estd denotando que o comutador é com produto
estrela, caso contrario C=0, isto é, da teoria comutativa.

Para encontrar a lagrangeana precisamos dos termos [ d?0WW e [ d?0WW,
0 que passaremos a calcular agora,

/ dotrww = / d*0tr [e*7 (W5(C = 0) + €5,C7°05AN)
(Wal(C = 0) + €ayC"0AN) |
_ / OBV (C = 0)

1 L
/ d0tr {(—iag” TFl) éeweeoaﬁxx}
— / d0tr Bc&ﬁ%eewgf VF,W}
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1 L
+ /d2990§eﬁ(gemCo‘ﬁC”‘str()\/\)?
/dQHtTWW = /d20trWW(C =0) — iC*"tr(F,A\) + }1\0]2257“()\)\)2,

da mesma forma, separando a parte comutativa de seus termos adicionais,
podemos calcular o termo com o campo anti quiral W,

/ PO = / @20 {4 (C = 0)
— 00 [LFunAab + (A0 DA~ A A} + 5Ol
e {WB(C —0) — gac B{FM, Ao} + {An D, — %[Ap, xg]}
b Lo /\B}} }
= / d*0tr(WW (C = 0)) — iC*™tr[{F"™ A} + {A,, 204(9,2%)}

b Do L 140 X + 5OV AR

- / LOtrWW (C = 0) —iC™tr [(9,A, — 0, A, + i[Ay, A) AN

+ iC’W(XS\)Q + i)\dAu)\é‘Ay] + derivadas totais,
mas como A\g A, e A*4, sdo campos fermionicos,

tr[C" (AaA) (A AL)] = tr[(C*™ (AaA) (A AL)] = —tr[C* (AaAL) (A A,)] = 0.
(3.109)
Logo
/ PoTT = / POrWIV(C = 0) —iC¥trEFu A+ T |CP (AP
+ derivadas totais,

onde
oW = C’O‘BEBWJZ’”.

E finalmente, encontramos a lagrangeana deformada para o supercampo ve-
torial no gauge de Wess-Zumino.

L = ir / d*0trWW — it / d*0trWw (3.110)
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= if/dzetrWW(C’ =0) —z'T/dQQtrWV_V(C =0) (3.111)
+ (it —i7) (—iOﬂ”trFWXX + %tr(j\/_\f) (3.112)
+ derivadas totais. (3.113)
O fato de as deformagdes de [ d*0trWW e de [ d?0trWW diferirem apenas

por derivadas totais, nos diz que a lagrangeana é deformada apenas por um
termo dependente de Imt = ‘;—’5. Ou seja, a derivada total restante tem um

fator Re 7 = %. Estes valores da parte real e imaginaria de 7 vem da andlise
da parte cléssica da lagrangeana acima,

(iT/WW—ﬁ/V_VW) o = (it —47) (/ WW+/WW) |ctass
+ (it +i7) (/ WW — /WW) |class

= —(iT +1i7) / FMYFE,,

— (it —i7) /€W,W]F“VF7”7

47 0
= — | F"F,, — — [ € F*"F™.
g 1 o pvm
Como a supersimetria nao-quebrada ), = % se comporta como uma
derivada ( com y fixo), entdo podemos calcular como os campos componentes

de W, se transformam pelos geradores de supersimetria N' = %

W, = °QsW, (3.114)
= —idho + léﬁjw — ighP (5FW + %CW (6AAY + de))] 05
+ 000" .D,\"
= D —iok H(Fpu+ LN esy + 20,08, DA
— [eaD — 0™ Pey(Fo + %CWM)] (0" + "0} 0" DA
entao componente a componente, temos
0o = igaD + 0" Peg(F,, + %CMVXX) (3.115)

026D —io"PSF,, = &°(o"a" + 0¥5") ) o" DA (3.116)

a” o

SAY = 0. (3.117)
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Dal, como ¢*” “ = 0, e usando e [A.21] com os indices espinoriais
subentendidos, onde ¢, ¢é o espinor infinitesimal da transformacao de super-
simetria,

1 - _
0D = 56(0“5” +0"5")0, D\ = —ed" D\

Consequentemente,
ok P5F,, = —6’70’7‘#@#5\""55 — 6’8(—20“V5a7)afy’d2?u5\d,
temos que
(i0rps®c P)O6F,, = —(e0"DuA) (0007p5") + 26 0% DA 05
= §e(a7r6p — 0,0,)0"D,\,
usando [A.24]

i v v 1 v 3\ 3\ - v \
—5 (57’f5p — (5743/‘;) + §eﬁp 0F,, = €[o,DeX—0:DyA+ ze’;pa,,DM)\}
= —i0F, +0F,, = ¢(0,Dr—0:D,)\

i, -
— 56#/7 (0,D, —0,D,) A,

onde o tensor F é o dual do campo eletromagnético

~ 1 Y
pr = EEﬁpFw,.
Logo,
6F,, =ie(0,D, —0,D,) \. (3.118)

Com este resultado, podemos ainda obter a lei de transformacao para o
campo de gauge A,

0F,, = 0,04, — 0,64, + %[Mu, A+ %[Au, A,
- o R

= 0O(iea,\) — 0, (iea, \) + §[A“’ ieo, | + i liea,\, A,

logo
§A, = —ilge (3.119)
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Juntando todos os resultados obtidos acima, vemos que os campos se trans-
formam como

SN = ¢5D+awg(FW+%CWXX) (3.120)
§A, = —iloe (3.121)
§F,, = ig(0,D,—0,D,)\ (3.122)
6D = —eo"D,\* (3.123)
SA = 0. (3.124)

Das transformacoes de gauge acima o tnico efeito vindo da nao-comutatividade
estd expresso no termo linear em C' da transformagao .

3.3.2 Super-Yang-Mills Nao-Abeliano com matéria
em Superespaco Nao-Anticomutativo

Se “adicionamos”as duas lagrangeanas anteriores: a lagrangeana de matéria
que envolve somente componentes do campo quiral ® = (A9, F) e a la-
grangeana de gauge envolvendo apenas componentes do campo vetorial V =
(A,, A, D), necessitamos adicionar o termo de interacdo, analogamente ao
que ¢é feito sobre o espaco comutativo, neste caso surgem termos adicionais
devido a esta deformacao do superespaco feita com o anticomutador dos 6’s.
Assim, faremos algo andlogo ao que foi no artigo [24], no entanto de forma
indepedente.

Desta forma, o termo de interagao deve ser calculado da mesma forma
que os outros termos,

eV Py = [/_1@) + V200 + ééﬁ(ﬂ)} x exp [—00"0A,(y) + 1000)(y)
A 1 s
— 16000 ()\a(y) + ZLGQ’BC/B’YU%{)"Y’ AM})

+ 50000 D) — 0,4 )]

*

[Aw) + V20u(y) + 097 )| .

escrevendo ® em termos y = 3 + 2ifcf e multiplicando com exp(V) através
do produto estrela

B Dlygg = |Aly) + V200 (y) - 2i60"00,Aly)
+ 06 (F(y) +iV200"0,1(y) + eeaQA(y))}
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*

{1 + [—Ha“éAu(y) 060N (y)
— 1 =
— 090 (Aa(y)+Zeaﬁcﬁvagﬁ{m,/xu}>
1 ‘ 1T 1 1
+ 0000 (D(y) - ZGMA“(y))} + 00 {—éeeAyA” — SO A,

i U T
- 59505%5@[/1“,A ] — gycmAH

*

Aly) + V200 (y) + 00F ()| .

0606

se escolhemos

F() = F(g) +iC"0,(A4,)(5) — 0™ AA,A,(5),

entao obtemos o produto obtido na teoria comutativa mais termos adicionais
lineares e quadraticos em C', como segue

_ _ i .
eV ®|ppss = {CbeV(C =0) — 1—1999565/30”870%14{)\7, A}

_ 1 _
+ 0" 0,(AA,) — O AALA,
— i00CH9,AA, + 20°%050,A0NG ",
1
2
(AW +V200) + 00F )|

0066

/1 ; _. 1 N
A (—50‘“’14“141, + %egcwagdm#, N4 — g\c\m) 99}

onde o primeiro termo acima é um resultado obtido na teoria comutativa,

C =0,
" (C'=0) = A+V20¢ +00"0 (—2i0,A — AA,)
—_ 1. .. _ —.
+ 006 (ﬁaﬁdﬁéﬁw”/ly — ANy +iV20h, Mw)

1 077+ opg. (v _ V274
+ 60 (—§AA,,A”> + 00F + 000, (z‘AA“ - \/T_w“AuA”)

+ 0600 §A (D —1i0,A") — 7265,%1707)\5 —im"0,AA,
1 .
— SPAA+ A,
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separando novamente o resultado em que C' = 0 de seus termos adicionais, e

notando que

PV (C =0)* ®(C =0) = ®c"®(C = 0) + 0,

finalmente obtemos

(i)evq)‘eeéé

= D" ®(C =0) +i-g-CMol AN, A,

Y

+ iC"™9,(AA,)F — %(JWAAMAVF

. v 1 1 « A&
+ (—@C“ 9, AAF — E(J Peg,0tt 0, AN w)

1 1, Z\/§ o n Y&
+ 3 (—50’“‘ AAAF + TC BUZaA[Aw)‘ [at

onde a multiplicacao entre os supercampos foi feita com o produto estrela
.4l Rearranjando os termos, e escrevendo-os de forma covariante

e’ Dgp5 =

_'_

eV ®(C =0) +iC"9,AAF

i A (@LA,, + %AHA,,) F
2 _ . —. —. —.
z%ca%gdA (A*Au + ALY + A% — XA, Y
. . V2 s 3 1oy
ICH O, AAF + -0l (~0,AN ) — 1| CPANF

_ ) _ 1 ___
BV B(C = 0) + %C’“”AFWF ~ SGICPARAF

2 .
gcaﬂagd (D, A) X¥4hg,

1 o 1 1 A 7 7 .
onde D,A = 9, A — 5AA,, o que nos dd novos vértices sobre o superespago
nao-comutativo: vértices ctbicos, lineares em C,

i v

+ SO AFLF (3.126)
\/§ « A\ Y&

- 5C ot (DuA) X (3.127)
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e um vértice quartico, quadratico em C,
1 o
- 1—6|C|2A)\)\F. (3.128)

Podemos agora escrever uma lagrangeana geral do campo de matéria com
acoplamento minimo com o campo de gauge

1 I
L = Ztr(@'TW“Wabg—ﬁWdWa a9) + @7 eV ®|ppss (3.129)

onde a multiplicacao é o produto estrela. Obtemos entao que esta lagrange-
ana sobre o superespago nao-anticomutativo é lagrangeana supersimétrica so-
bre o espaco comutativo, mais alguns termos adicionais lineares e quadraticos

em C, devido a deformagao do superespaco feita com comutador {6%, 67} =
CoB,

2
L = L(C=0)+ (it —iT) (—iC’“’trFW)\)\ + lCTtr(A/\)2>
V2

+ SOWARF = | CPAME = S2C*0li, (D, A) N0

onde o primeiro termo é conhecido

1 _
L(C=0) = (it —aiT)tr (—§F’“’FW — 2ING* D\ + D2)
~D,AD"A — ia" D) + FF
1 T, = —=
—ADA+ — (AN — YAA) .
Como consta no artigo [24], esta Lagrangeana tem a supercarga ), conser-

vada, enquanto que a supersimetria vinda de ) é quebrada, o que nos diz
que, como esperavamos, a Lagrangeana tem supersimetria N =

N |+
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Capitulo 4

Conclusoes

Depois de fazermos uma revisao sobre supersimetria, ou seja, sobre um
superespaco em que as variaveis adicionais ao espaco-tempo obedece a uma
algebra de grasmann no primeiro capitulo, no segundo capitulo introduzi-
mos UM superespaco nao-comutativo, em que, agora, os parametros 0 e 6
obedecem uma &lgebra de Clifford, e escrevemos sobre este superespaco mais
geral uma lagrangeana de matéria acoplada a um campo de super-Yang-Mills
nao-abeliano.

Iniciamos o primeiro capitulo com uma revisao sobre Yang-Mills, primeiro
falando sobre teoria de gauge abeliana sob a qual a lagrangeana de maxwell
do eletromagnetismo classico é invariante. Depois de expormos uma teoria
de gauge nao-abeliana mais geral, escrevemos a lagrangeana de Yang-Mills
que descreve a forga eletrofraca. Na segunda secao deste capitulo, passamos
a descrever o superespaco, quando adicionamos parametros grassmannianos
a0 espaco-tempo e, assim, construimos funcgoes sobre este "espaco”, as quais
chamamos de supercampos. Obtemos supercampos interessantes quando im-
pomos vinculos a eles, em particular, para N' = 1, obtemos os supercampos
quirais e vetoriais; com os quais escrevemos as lagrangeanas de matéria e de
gauge, respectivamente. Sendo que o supercampo quiral possui trés campos
componentes: o campo de matéria(férmion) 1, o campo sférmion superpar-
ceiro A e um campo F auxiliar. O supercampo vetorial também possui trés
campos componentes: o campo de gauge(bdson) A, o campo de gaugino su-
perparceiro A e um outro campo auxiliar . Impondo as equagoes de Euler
para os campos auxiliares, encontramos as lagrangeanas em termos apenas
dos campos de matéria, de gauge e de seus respectivos superparceiros. Pode-
mos desta forma, usando estes dois supercampos escrever uma lagrangeana
que descreva a matéria acoplada com um campo de gauge.

No segundo capitulo, construimos algo analogo ao que foi feito no capitulo
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anterior, no entanto sobre um superespaco nao-anticomutativo, onde dada as
constantes C*?, os parametros 6,6 ja ndo obedecem uma &lgebra de grass-
mann, mas a uma algebra de Clifford

{0°,07} = C*7, (4.1)

este comutador nos diz que os 6’s devem ser ordenados como

1[9“,95] = —160‘56’9,
2 2
o que pode ser feito implementando o produto estrela 3.4, Disso, construimos
as lagrangeanas de forma andloga ao que foi feito na teoria comutativa, no
entanto usando o produto estrela como multiplicacao, e assim encontrando
termos adicionais que dependem dessa constante C'. Para isso, aqui também
vinculamos os supercampos, obtendo os supercampos quirais e vetorial; tal
que para estes, generalizamos o gauge de Wess-Zumino para o caso nao-
anticomutativo de tal forma que as leis de transformagao ainda sao as trans-
formacoes de gauge padrio e, como consequéncia, neste gauge V? ainda se
anula como no caso anterior, onde C' = 0. Enfim, assim como quando C' = 0,
com os supercampos quiral ¢ e vetorial V', escrevemos as lagrangeanas de
matéria e de gauge, que apresentam termos lineares e quadréticos adicionais
as respectivas lagrangeanas do capitulo anterior, quando C' = 0. Assim, a la-
grangeana de matéria, encontramos o termo adicional —% g det CF?3, atinica
corre¢ao da nao-comutatividade e que surge de [ d?0® * ® x ¢, que mantém
a lagrangena invariante de Lorentz, mesmo que o superespago deixe de ser.
Observamos também que a supersimetria do operador () ainda é preservada,
mas a simetria do operador () é quebrada pela nao-comutatividade, devido
a esse termo adicional a lagrangeana de matéria; por esta razao chamamos a
esta quebra de metade da supersimetria N’ = 1, se referindo a supersimetria
nao-quebrada do operador @@ como uma supersimetria N = %

Ja da teoria de gauge do segundo capitulo, vimos que o campo quiral de
forca W, recebe um termo adicional a teoria (anti)comutativa que é linear
em C

can CP05A(y),

que mantém a transformacao de gauge infinitesimal padrao. No entanto,
o campo antiquiral W, tem como termos adicionais apenas termos em 66
que sao lineares e quadraticos em C', o que corrige sua transformacao de
gauge infinitesimal por um termo linear em #9C**. Escrevendo a lagrange-
ana do campo de gauge, encontramos que ela é deformada através da nao-
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comutatividade pelo termo adicional

| 2

(it —iT) <—iOW757"F,w5\5\ + CTtr(/_\f\f) + derivadas totais.

E, finalmente, independentemente, acoplamos os campos de matéria e de
gauge; para isso “adicionamos”, como no capitulo anterior, as duas lagran-
geanas e a estas o termo de acoplamento

PetV D,

no entanto, considerando, como acima, a multiplicagao como o produto es-
trela, que devido a nao-comutatividade também nos fornece termos adicio-
nais, que sao vértices ctibicos lineares em C%:

V2

+5C AR F = *2CP gk, (DuA) Xoups,

e um termo quartico quadraticos em C"
Lo
16 ‘

Pespectivas

Um resultado muito interessante que também poderia ser tratado a posteriori
seria um trabalho de Ooguri e Vafa [I7]. Nesse trabalho, é considerado o
supercampo do gluino

Wa =t + - (42)
e o campo auto-dual do graviféton

1

af _
F - 202

{0°,0°}. (4.3)

Por ora, levando em conta somente a presenca do graviféton, é encontrada
uma funcgao de correlacao que satisfaz a algebra de Clifford sobre a fronteira

L0M(T + €)% (1) + 0P (1) (T — €)= {0%,0°} = 2d/ P, (4.4)

que quebra parcialmente a supersimetria, mas recuperamos a supersimetria
N = 1 se modificamos a teoria por uma c-deformacao, que é c-deformacao
ao campo 1 do gluino

{Va, s} = 2Fp. (4.5)
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Ou seja, pode ser mostrado que a c-deformagao do campo do gluino compensa
o efeito do campo do graviféton sobre as fungoes de correlacao dos 0’s sobre
a fronteira, e assim, restaura a anticomutatividade dos mesmos. Isto elimina
o termo dependente de F*? e recupera a dlgebra de supersimetria padrao.

Todos os estudos recentes da teoria de campos supersimétrica nao-antico-
mutativa depois dos artigos pioneiros [13], [14] e [15] estavam limitados su-
persimetria rigida, isto é, sem gravidade. Algo que pode ser estudado ¢ efeito
do campo de graviféton sobre a supergravidade.

Algo muito interessante, que poderia ser explorado, seria considerar que as
coordenadas fermibnicas 6, § satisfariam uma &algebra graduada em Z3, como
abordada no artigo hep-th/9607143v1 (1996), isto é, em vez de 62 = 62 = 0,
teriamos a igualdade 6% = 6% = 0, e daf a algebra denominada dlgebra de
hipersimetria.

Entao, analogamente ao que foi feito no artigo hep-th/0305248v1

{0°,0°} = C°%,

considerariamos 03 = const # 0, assim, funcoes de 6 seriam deformadas por
termos dependentes desta constante.
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Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Supersimetria

A.1.1 Notagao

Usaremos as mesmas notagoes de [19], que estao em seu apéndice A e B. Um
espinor de duas componentes com indices superiores com ponto e sem ponto
se transformam sob uma transformacao M € SL(2,C'), como

W= Myl = M (A1)
Y= MGt = (M) P (A.2)
Espinores sao indexados por indices gregos. Os indices sem ponto se trans-

formam sob a representacao (%, 0) do grupo de Lorentz, enquanto os indices

sem ponto se transformam sob representagao conjugada (0, 3).

A conexao entre SL(2,C) e o grupo de Lorentz é estabelecida através das

matrizes o’s
o (-1 0 1 (01
o = ( o 1) 2={ 10 ) (A.3)

02:<?_0i>, 03:(3_01) (A4)

em completa analogia a relacao entre SU(2) e o grupo de rotagoes.
Um espinor de Dirac Vp, que tem quatro componentes, pode ser escrito
em termos de dois espinores de Weyl v, e €%, cada um com duas componentes

Up =W+ Vg, (A.5)
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tal que

\11L2<1/6a) a=1,2 (A.6)
0 N
Up= ( g ) a=1,2. (A.7)
E as matrizes v* na representacao de Weyl é escrita como
0 o#
/J/ = pu—

Das equagoes acima vemos que as matrizes o™, expressas nas equagoes [A.3]
tem estrutura de indices

al.. (A.9)

ax

Com estas convencoes,
VP =9e Y =gadt o™ = Poned (A.10)

sao todos os escalares de Lorentz.
Espinores com indices superiores e inferiores podem ser baixados ou le-
vantados através da “métrica antissimétrica’e:

77Z)Ot - eaﬂwﬂu ¢a = €a6¢67 (Al].)

tal que € é dado por:

Y 0 1 0 —1
af —& = . A
€ = € B = ( _1 0 ) Eaﬂ = 60'4,3 = ( 1 0 ) . ( 12)

O tensor € pode ser usado também para levantar os indices das matrizes o’s

—pad _ 6B _aB
gHt = oy, (A.13)

Das defini¢oes das matrizes o’s, encontramos
(6"5" + 0¥5M).” = —205,° (A.14)
(610" +0"a")" y = 20" 6%, (A.15)

assim como as relagoes de completeza

Trote” = —2n" (A.16)
o 50 = ~26,95,7 (A.17)
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que podem ser usadas para transformar um vetor em um biespinor e vice-

versa:
1

_ M _ — [y
Vag = OhsUms vt = —50“ Vs

(A.18)

Os geradores do grupo de Lorentz na representagao de espinores sao dados

por
w B _ L, =pap r =vaf
0" a = Z(O-ado- — 04507"")
_/'u/d — 1(—1/(54040_#. o 5,,udao,l/ )
e 4 aB ap/”
Outras relagoes tteis envolvendo as matrizes o sao
otove? — gPo¥at = —2ie"PTo,
ota’of — oot = 2ie"P"o,,
onde €y123 = —1, também
oh5'of + a5lot = (ne” —nPot — n o)
ata’c? + afovat = 2(n*Pa” —n"Pot —nta").

(&) (69)

N —

(00)(00) = —5 (60)(06)  (BO)(BT) = -

b0 800" — —%eeeenmn

1 .
TTO'mnO'kl — _i(nmknnl o nmlnnk) o %emnkl

A.2 Importantes:

A.2.1 Alguns resultados usados no Capitulo 1
(—00™0)(—i00"00,v,,) = —z‘@“méé‘ma%a%@nvm

- ieeééa;ﬁdaadnaﬂvm

= —%Qﬁﬁ_éﬁmvm(y),

(V20° ) (V207) = —20°0%) 1)y = 005ty = — 00/
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
(A.26)

(A.27)

(A.28)



(i00™8)(i00"0) 9,0 A(x)

iV20(00™0)0p1)

—0°0 10507070, 0, A() (A.29)
%eaeﬁe‘déﬂ {o™

ad?

010,00 Alz)
%90‘Qﬁﬁé‘@ﬁeagedﬁ-émnﬁm@nfl(x)
%%H_éﬂfl(ac) (A.30)

iV20°0°077,0° 0,10
)

V2

(A.31)

060,,1)5™8, (A.32)

Alguns Calculos sobre Supercampos Quirais

1

(=000, A*)(V/26%))
2

(V204) (i65™60,, A)
3

(—i00™00,, A7) (10000, A;)

V2i0°0°0%6" 0, Ay (A.33)
— L 908%0™ 0, A" (A.34)

V2

i _

— 0000, A* A.35
Noaaad (A.35)
—V2i056°0°0 P9, A (A.36)
—%ééeaagd@z}damA (A.37)

(00700 A7) (0707070, A%)
1 .
Z99906(176&70'21@0'2&8”114:6”14]‘

1 Ya) * Qm
506000, A;0™ A, (A.38)



(/200 (—%eeamwme) 000,675 07 0 (A30)
i nn a_m o
= 200000, UTTE (AA0)

- —%eee‘e‘&i&m (A4

(éééeam mq@) (V300 = i000°0% 05,0 O (AA2)

- %eeééam@zia%j (A.43)

A.2.2 Alguns resultados usados no capitulo 2

Se definimos os elementos de volume do superespaco por
2 1 apnB
-0 = —ZdQ 0%€ap
_ 1 -
d*0 = —Zdeddeﬁ-eaﬁ (A.44)
d*0 = d*d*0,

encontramos a normalizacao

/ 00d*0 = 1 / 00d°0 =1 (A.45)
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