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ARAUJO, R. A. N. Encontros préximos: captura gravitacional temporaria e
esfera de influéncia. 2007. 112f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Faculdade de
Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista,
Guaratinguetd, 2007.

RESUMO

Neste trabalho € feito o estudo do fendmeno da captura gravitacional tempordria e do
conceito de esfera de influéncia, considerando o papel da velocidade relativa. Este
estudo foi feito através de simula¢des numéricas do problema circular restrito de trés
corpos e através do monitoramento da energia do problema de dois corpos. No caso
da captura gravitacional tempordria ndés acompanhamos a variagdo de energia do
problema de dois corpos (particula-corpo secundério), de uma particula que sofre um
encontro préximo com um corpo massivo (um planeta, por exemplo). A evolucdo
dessa energia mostra se a particula foi capturada, ou ndo, para algumas condi¢des
iniciais especificas. Este procedimento resultou na obtencdo de fun¢des matemadticas
que permitem o cdlculo do chamado raio de captura em funcao da velocidade relativa.
No estudo numérico da esfera de influencia, a variacdo da energia do problema de dois
corpos no tempo também foi acompanhada, mas desta vez nds acompanhamos a
energia do problema particula-corpo central, para uma particula que sofre um encontro
proximo com o corpo secunddrio. A evolugdo desta energia mostra se a particula foi
afetada significativamente, ou nao, pela influéncia gravitacional do corpo secundario,
para condig¢des iniciais especificas. Este procedimento resulta na obtencao de fungdes
matemaéticas que permitem o cdlculo do raio da esfera de influéncia em fungdo da
velocidade relativa. Finalmente, a manobra de swing-by foi aplicada no estudo do caso
dos asterdides Vesta e Magnya com o objetivo de explicar sua distante localizacao
orbital em relacdo aos demais membros da familia do aster6ide Vesta. Este estudo
mostrou que uma mudanga na orbita do Magnya nao seria proporcionada apenas pelo
swing-by, e que ele deveria sofrer a acdo de outros mecanismos para causar tal

mudanca.

PALAVRAS-CHAVE: Encontros préximos, captura gravitacional tempordria, esfera

de influéncia, swing-by.



ARAUIJO, R. A. N. Close encounters: temporary gravitational capture and sphere
of influence. 2007. 112f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2007.

ABSTRACT

This work studies the phenomenom of the temporary gravitational capture and the
concept of sphere of influence, taking into account the relative velocity. It has been
done through numerical simulations of the restricted three-body problem, and through
the analysis of the two-body energy. In the case of the temporary gravitational capture
we followed the temporal variation of the two-body energy (particle-secondary body)
of a particle that suffers a close enconter with a massive body (a planet, for instance).
The evolution of such energy shows if the particle was captured or not, for some
specific initial conditions. This procedure results in mathematical functions to
calculate the so called capture radius as a function of the relative velocity. In the
numerical study of the sphere of influence, we also followed the temporal variation of
the two-body energy but, at this time, we followed the energy particle-central body of
a particle that suffers a close encounter with a massive body (called secondary body).
The evolution of such energy shows if the particle was significantly affected by the
gravitational influence of the secondary body or not, for some specific initial
conditions. This procedure results in mathematical functions to calculate the sphere of
influence as a function of the relative velocity. Finally, the swing-by maneuver was
applied in the study of the case of the asteroids Vesta and Magnya, in order to explain
its distant orbital localization relative to the localization of the others members of the
Vesta’s family. This study showed that a change in the orbit of Magnya would not be
proporcioned only by the swing-by, and that the asteroid Magnya should suffer the

action of others mechanisms to cause it.

KEYWORDS: close encounters, temporary gravitational capture, sphere  of

influence, swing-by.
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CAPITULO 1 INTRODUCAO

No sistema solar, o Sol possui uma massa muito superior aos demais corpos que
o compde, sendo, portanto, em termos gravitacionais, o corpo dominante. Assim
sendo, 0 movimento de um corpo com massa muito pequena (como um cometa ou
uma nave espacial) dentro do Sistema Solar € descrito pela equacdo do movimento
Kepleriano deste corpo em torno do Sol, tratando os demais corpos como elementos
perturbadores.

A situacdo muda se, durante a sua evolucdo orbital, este corpo se aproxima
muito de um outro corpo de massa nao desprezivel (um planeta, por exemplo). Quando
isto ocorre, a influéncia gravitacional deste corpo sobre a particula passa
temporariamente a predominar sobre a influéncia gravitacional do Sol.

Em tais problemas que envolvem a delimitacao da influéncia gravitacional de
dois corpos sobre um terceiro corpo, a determinagdo de suas esferas de influéncia se
faz importante.

A esfera de influéncia pode ser definida como a regido onde a atracdo
gravitacional de um corpo sobre um outro corpo € predominante em relacdo a atracao
gravitacional de outros corpos. Nos modelos comumente adotados, as esferas de
influéncia sdo determinadas em funcdo da razdo de massa (Corpo central — Corpo
secundario), e da distancia entre eles, resultando assim em uma esfera de tamanho
fixo. Sdo exemplos disto a esfera de Laplace e o raio de Hill (Apéndice B).

O efeito final na Orbita da particula, uma vez que esta entre na esfera de
influéncia de um corpo, ird depender das condi¢des iniciais com as quais 0 encontro
ocorreu.

Com a passagem, a particula pode sofrer uma variacdo de energia suficiente
para resultar na mudanca de sua 6rbita. Tal fendmeno € a base da técnica da manobra
assistida por gravidade (também conhecida como manobra de swing-by) usada em um
grande nimero de missdes espaciais.

Um exemplo € o das missOes Voyager, que voaram para os planetas exteriores
do sistema solar, ganhando energia com o uso de swing-bys sucessivos nos planetas

visitados (Kohlhase e Penzo, 1977), ou ainda, em uma viagem da Terra para Marte
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fazendo uso do planeta Vénus (Szebehely, 1965; Hollister e Prussing, 1966; Striepe e
Braun, 1991).

O mecanismo completo do swing-by foi entendido por Laplace, e
posteriormente algumas equagOes analiticas para os efeitos do swing-by foram
derivadas, produzindo resultados numéricos neste topico, especialmente no problema
de escape e captura de cometas por Jupiter (Broucke, 1988; Broucke e Prado, 1993).

A particula pode ainda, com a passagem, ter sua velocidade relativa reduzida a
tal ponto, que ela € temporariamente capturada pelo planeta. Este € o mecanismo da
captura gravitacional tempordria, que possui diversas aplicacdes na mecanica celeste.

Ele foi usado por exemplo, para justificar a existéncia dos satélites irregulares
nos planetas gigantes (Peale, 1999), sendo que, posteriormente, mostrou-se que neste
problema, o acréscimo de massa de Jupiter seria um dos possiveis responsdveis em
fazer com que esta captura se tornasse permanente (satélites). (Vieira Neto, Winter e
Yokoyama, 2004).

A captura gravitacional tempordria também possui uma importante aplicacdo
em técnicas de manobras com veiculos espaciais, com o propdsito de realizar
transferéncias orbitais fazendo uso da interacdo gravitacional, resultando na reducio
do consumo de combustivel, e conseqiientemente na diminui¢do do custo da missdo
(Belbruno (1987, 1990, 1992), Krish (1991), Krish et al. (1992), Miller e Belbruno
(1991), Belbruno e Miller (1990,1993), Yamakawa et al. (1992,1993)).

O interesse nestes tipos de manobras se justifica pela economia de combustivel
proporcionada por elas, e conseqiientemente na redugdo dos custos financeiros de uma
missdo espacial.

Sendo assim, este trabalho € apresentado com o objetivo de aprimorar o
entendimento a respeito destes mecanismos que fundamentalmente envolvem
encontros proximos (esfera de influéncia, captura gravitacional tempordria e a
manobra assistida por gravidade).

Nele € apresentado um estudo numérico da captura gravitacional temporaria e
da esfera de influéncia, no qual foi feita uma andlise da influéncia do valor da

velocidade relativa em tais mecanismos.
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Este estudo numérico consiste em integracdes numéricas do problema circular
restrito de trés corpos € no monitoramento da energia do problema de dois corpos.
Desta forma, € possivel dizer se particulas com condicdes iniciais previamente fixadas
serdo influenciadas (isto €, se sofrem uma variacdo significativa de energia) ou se
serdo capturadas, e como a velocidade relativa influencia neste resultado.

Como resultados destas simulacdes sdo obtidas equagdes para o cdlculo do raio
da esfera de influéncia e do chamado raio de captura em func¢do desta velocidade, para
diferentes razoes de massas.

A organizagdo do trabalho € a seguinte:

No capitulo 2 € apresentado o estudo numérico da captura gravitacional
tempordria, onde foi definido o chamado raio de captura, dado em fun¢do da
velocidade relativa.

No capitulo 3 € apresentado o estudo numérico da esfera de influéncia, onde o
raio da esfera de influéncia também foi definido em fun¢do da velocidade relativa.

No capitulo 4 € apresentado um estudo mais especifico, onde foi feita a
aplicacdo da técnica do swing-by no estudo do caso dos asterdides Vesta e Magnya.

Por fim, no capitulo 5 € apresentada a conclusdo do trabalho.
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CAPITULO 2 A CAPTURA GRAVITACIONAL TEMPORARIA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo € apresentado um estudo numérico da captura gravitacional
temporéaria, em que foi analisado o papel da velocidade relativa neste mecanismo.

Através de integragdes numéricas do problema circular restrito de trés corpos,
foi feito um acompanhamento da energia do problema de dois corpos, que permitiu
dizer se particulas com condi¢des iniciais previamente fixadas sdo capturadas, e como
a velocidade relativa influenciou neste resultado.

Ap6s um nimero significativo de tais integracoes, foi mostrado como se dé essa
relacdo, o raio de captura foi definido, e foram obtidas equagdes para o célculo deste
raio, as quais permitem a delimitacdo de uma regido de captura em funcdo da

velocidade relativa para sistemas com diferentes razdes de massa.

2.2 O MECANISMO DE CAPTURA GRAVITACIONAL TEMPORARIA.

Pode-se encontrar na mecanica celeste diversos problemas que envolvem o
fendmeno da captura gravitacional. Quando estes problemas sdao resolvidos pelo
problema circular restrito de trés corpos (Apéndice A), este fendmeno ¢
necessariamente tempordario (Fesenkov, 1946), sendo por este motivo chamado de
captura gravitacional tempordria.

Uma definicdo para a captura gravitacional temporaria pode ser obtida
relacionando este fendmeno com a energia do problema de dois corpos, jd que hd uma
relacdo entre o sinal desta energia e o tipo de secdo cOnica que representa o
movimento de um corpo.

Assim sendo, se a energia do problema de dois corpos de uma particula relativa
a um corpo celeste € inicialmente positiva (movimento hiperbdlico) e depois passa a
ser negativa (movimento eliptico) pode-se considerar que houve uma captura

(Yamakawa 1992).
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Outra definicdo pode ser encontrada em Heppenheimer (1975) que associa o
caso de captura com a passagem da particula pelo ponto Lagrangiano interior (L;).

Como o mecanismo de captura gravitacional temporéria possui aplicacdoes em
diversos ramos da mecanica celeste, € em especial, por sua importante aplicacdo em
técnicas de manobras com veiculos espaciais com o propdsito de realizar
transferéncias orbitais fazendo wuso da interagdo gravitacional, (Belbruno
(1987,1990,1992), Krish et al. (1992), Miller e Belbruno (1991), Belbruno e Miller
(1990,1993), Yamakawa et al. (1992,1993)), justifica-se o interesse em um
entendimento cada vez maior deste fendmeno. Diante disto, o presente estudo é

apresentado.

2.3 ESTUDO NUMERICO DA CAPTURA GRAVITACIONAL TEMPORARIA.

A seguir é apresentado o estudo numérico da captura gravitacional tempordria,
feito através de integracdes numéricas do problema circular restrito de trés corpos,
com o objetivo de analisar a influéncia da variacdo do valor da velocidade relativa
neste mecanismo, € em delimitar as regides de captura em fungdo desta velocidade

para sistemas com diferentes razoes de massa.

2.3.1 Metodologia

2.3.1.1 Condigdes iniciais

Considera-se um sistema formado por trés corpos, My, M, e M3, sendo, M, o
corpo mais massivo, que aqui serd chamado de corpo central, M, um corpo menos
massivo que M;, que serd chamado de corpo secundério, € M3 uma particula (P) cuja
massa € desprezivel em relacao as outras duas massas e que assim como M, orbita ao
redor de M, sendo que M, possui uma orbita circular.

A figura (2.1) ilustra o sistema considerado.
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O instante inicial (t = 0) é aquele no qual M;, M, e M; estdo alinhados. Neste

instante os eixos dos sistemas inercial (1) e girante (X,Y) coincidem, e d (chamado

de parametro de aproximacdo) € distancia na qual a particula com velocidade Vp

(dada no sistema inercial) passa do corpo secundério.

Y=n
N
U, K, Vi
A A
vie \é o -
Y. s M_/ W=t
#¥y*  Baricentro do M 3 PM;) 7
M - 2
1 sistema

Figura 2.1 - Condi¢do Inicial

Como no instante inicial a particula esta no eixo X, sua posicao inicial ndo terad

componente em Y. Assim, a posi¢ao inicial da particula no sistema girante € dada por:

X=p, +d Y =0 2.1)

A relagcdo da velocidade da particula no sistema girante com a velocidade no

sistema inercial € dada pela equagdo (A.6) do Apéndice A, de modo que:

& = (X —nY)cos(nt)— (Y +nX)sen(nt)

' _ (2.2)
N =(X-nY)sen(nt)+ (Y +nX) cos(nt)
Quando t =0, as equagdes (2.2) tornam-se:
& =X-nY
(2.3)

N=Y +nX
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Masem t=0, 1=V, e £E=X=0e Y =0, entdo:

X=0
. (2.4)
Y =V, —nX

Das equacoes (2.1) e (2.4), tem-se que as condi¢des iniciais da particula no

sistema girante serdao entdo, dadas por:

X=u,+d X=0
_ (2.5)

Sabe-se que a velocidade relativa particula-corpo secundario (Vps) € a diferenca

entre a velocidade da particula (Vp) e a velocidade do corpo secundério (Vy), isto €:

Mas, a velocidade linear do corpo secundério é dada por:

Vg =or

onde, em termos orbitais: m=n, e r € a distdncia que o corpo se encontra do ponto de

rotacdo, sendo portanto r=p; e n=1 para o corpo considerado, de modo que:
Vs =1

Substituindo esses valores em 2.6 e reescrevendo para Vp:

Vp = Vpg +1 (2.7)

Finalmente, as condic¢des iniciais da particula no sistema girante dadas em (2.5)

tornam-se, para n=1 :
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X=u,+d X=0
_ (2.8)

2.3.1.2 Calculo da energia do problema de dois corpos.

Como dito anteriormente, uma definicdo para a captura gravitacional temporaria
diz que se a energia do problema de dois corpos de uma particula relativa a um corpo
celeste € inicialmente positiva (movimento hiperbdlico) e depois passa a ser negativa
(movimento eliptico) pode-se considerar que houve uma captura (Yamakawa 1992).

Neste trabalho esta defini¢do serd adotada, sendo portanto para isso necessirio o
célculo da energia do problema de dois corpos.

A energia do problema particula-corpo secundério serd entao:

1
Epg =~ Vi — 2 (2.9)

onde:

Vps: € a velocidade da particula em relacdo ao corpo secundario.
r,: € a distancia da particula ao corpo secunddrio.

W, : € arazdo de massa do corpo secundario

A velocidade da particula em relagdo ao corpo secundédrio (Vps) em termo de

suas componentes por:

Vp =y (E—E¢)? + (- Tig)° (2.10)

As componentes (¢,7) sdo calculadas através da equagdo (2.2). Para o cdlculo
das componentes (Eg,1g) sdo feitas as seguintes consideragdes:

No sistema girante, o corpo secundario permanece parado, ja que este sistema
de referéncia foi definido de modo a acompanhar o movimento dos dois corpos
principais. Assim sendo, neste sistema o corpo secunddrio terd as seguintes

coordenadas: Xg=pu, e Yg=0, e as componentes de sua velocidade neste
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sistema(XgeYg) serdo nulas. Usando estas condigdes em (2.2) obtém-se as

componentes da velocidade do corpo secundério no sistema de referéncia inercial:

és = —u,sen(nt)
(2.11)

ﬁs =, cos(nt)

Com o célculo dessas componentes da velocidade através de (2.2) e (2.11), é
possivel obter a velocidade da particula em relagdo ao corpo secundério (Vps), €
conseqiientemente a energia do problema de dois corpos (Eps) através da equacdo
(2.9).

O mesmo procedimento aplicado ao corpo central leva a energia de dois corpos
particula-corpo central, sendo:

Epe :%Vﬁc K 2.12)
h

onde:
Vpc: € a velocidade da particula em relaciao ao corpo central.
1, : € a distancia da particula ao corpo central.

W, : € a massa especifica do corpo central.

Neste caso, a velocidade da particula em relagdo ao corpo central (Vpc) € dada

em termos de suas componentes por:

Voe =y(E—E0)> + (-1’ (2.13)

onde novamente, as componentes (&) sdo dadas por (2.2) e o cdlculo das
componentes (§q,Mc) € similar ao feito para a obtenc¢do das equacdes (2.11). Mas

lembrando que para o corpo central, X =—p,:

éc = W,sen(nt)
(2.14)

ﬁc =—, cos(nt)
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2.3.1.3 O método

Inicialmente, para a aplicacdo do método fez-se necessaria a introdu¢cdao de um
novo sistema de referéncia fixo centrado no corpo secundario, chamado de sistema de
referéncia planetocéntrico. A figura (2.2) € uma ilustracdo deste sistema, € mostra
como ele se relaciona com o sistema de referéncia centrado no baricentro de um
sistema de massa, usado na descricdo do problema circular restrito de trés corpos

(Apéndice A).

T] '
n
Mpan Particula
M
Ms 2 — 3
;part
—L :
aricentro g
do sistema

Figura 2.2 — Sistema de referéncia planetocéntrico

As coordenadas da particula neste novo sistema relacionam-se com as

coordenadas do sistema (§,m) da seguinte forma:

&;)art = E-»_ gS
| (2.15)
npart =N-Mg

Com estas condi¢cdes bem definidas, o proximo passo € aplicar o método, que
consiste em:
¢ Fixar a razdo de massa do sistema.
¢ Fixar a velocidade relativa (particula-corpo secundério).

e Variar o paridmetro de aproximacgao (d).
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e Para cada valor de d analisar graficamente, através da variacdo da energia do
problema de dois corpos e da trajetéria da particula no sistema planetocéntrico, se
houve captura (no sistema planetocéntrico, a captura € caracterizada pela trajetéria da
particula. Se ela estd capturada, o que se vé neste sistema € a particula dando voltas ao
redor do corpo secundario).

® O menor valor de d para o qual a particula ndo estd mais capturada €

considerado o raio de captura para particulas com a velocidade fixada anteriormente.

2.3.1.4 Integracdoes Numéricas

Utilizando a linguagem de programacdo FORTRAN e o integrador Gauss-
Radau (Everhart, 1985), foi redigida uma rotina para realizar integracdes numéricas
que fornecam o valor da energia do problema de dois corpos, em uma dindmica de trés
corpos ao longo do periodo de integracao.

Neste programa entra-se com as condi¢des iniciais dadas pela equagdo (2.8),
com a razdo de massa do sistema, com a velocidade da particula em relacdo ao corpo
secundario (Vps), € com valor do parametro de aproximacao d.

Os valores numéricos das grandezas que entram nas integracoes, como o
parametro de aproximacdo, a velocidade relativa, as razOes de massa e o tempo de
integracdo, sdo dados em um sistema de unidades adimensionais, definido de forma
que a distancia entre o corpo primdrio e secunddrio seja igual a 1, e de que o sistema
gire com periodo 2.

Desta forma, G(M;+M,)=1, e n =1 (terceira lei de Kepler).

Assim sendo, o sistema de unidades usado neste trabalho € composto por:

a) Unidade de distancia: é a distancia entre os corpos M; e M, (tomada como uma
unidade de distancia).

b) Unidade de massa: € a soma da massa do sistema, isto €, p=p, +, =1

¢) Unidade de tempo: definida de modo que a velocidade angular do sistema seja

unitaria (n=1), e que o periodo do movimento dos dois corpos seja 27w.
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¢ Teste das integrac6es numéricas.

Com o objetivo de verificar se as integragdes numéricas estdo de acordo com a
definicdo da captura gravitacional temporaria (Yamakawa 1992), e se a trajetoria no
sistema planetocéntrico corresponde ao esperado, foram realizados alguns testes. Um
deles € mostrado a seguir.

Foi considerada uma particula com velocidade relativa ao corpo

secundario Vpg=0,0050. O pardmetro de aproximacdo foi d=0,00287, em um sistema

com uma razdo de massa de 107, e o tempo de integracio t =11 periodos orbitais do
corpo secunddrio. Neste exemplo constatou-se que para estas condi¢des, a particula

inicialmente estd capturada, mas que em t=10,25 acontece o escape, como pode ser

constatado nas figuras: (2.3), que mostra a variacdo da energia do problema de dois
corpos (particula-corpo secundério), (2.4) que mostra a trajetéria da particula no
sistema planetocéntrico e (2.5), que mostra o grafico da energia do problema de dois
corpos da particula em relagdo ao corpo central.

Na figura 2.3 o que se vé é que para a velocidade relativa (Vps) € para o
parametro de aproximagdo (d) dados, a particula estd inicialmente capturada pelo

corpo secunddrio (energia negativa), e assim permanece até que em t=10,25 a

energia torna-se positiva, indicando que ela escapou da influéncia gravitacional.

0,00012
0,00010 —-
0,00008—-
0,00006—-
0,00004—-

0,00002
t=10,25

0,00000
-0,00002

-0,00004

Energia (particula-corpo secundario)

-0,00006 +—————————1———————————— 11—

empo
Figura 2.3 — Energia do problema de dois corpos partl’cula-coFr)po secunddrio, em um sistema com razdo de
massa 107, para uma particula com Vpg=0,0050 e d=0,00287 . A linha azul demarca a energia igual a zero e a

linha vermelha o instante a partir do qual o sinal da energia muda.
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Na figura 2.4 estd o grafico com a trajetéria da particula no sistema
planetocéntrico. Percebe-se que ela estdi de acordo com a informagdo obtida
anteriormente através do grafico da energia, j4 que inicialmente ela permanece em
orbita do corpo secundario, localizado na origem do sistema, estando portanto
capturada, mas depois ela se afasta, indicando que escapou.

O gréfico da figura 2.5 mostra um comportamento interessante da energia do
problema de dois corpos (particula-corpo central), que vem concordar com o que foi
dito acima.

Nele, vé-se que enquanto a particula permaneceu capturada a energia variou
bastante, devido ao movimento de aproximagdo e afastamento da particula com o
corpo secundério neste periodo. Um pouco depois do momento que foi demarcado
como o ponto que a particula escapou, a energia torna-se constante, indicando que de
fato o corpo secundério deixou de influenciar a particula e o problema tornou-se

essencialmente um problema de dois corpos (particula-corpo central).

0,005
0,000
t=10,25
=
-0,005
-0,010
T T T T T T T T T T 1
-0,006 -0,004 -0,002 0,000 0,002 0,004

&l
Figura 2.4 — Trajetéria da particula no sistema planetocéntrico. O ponto azul representa a localizacdo do planeta.

O Ponto vermelho demarca o ponto a partir do qual a particula escapa, de acordo com a energia do problema de
dois corpos (figura (2.3))
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-0,48 -

-0,49 t=10,25

-0,50

-0,51

Energia (particula-corpo central)

-0,52

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Tempo
Figura 2.5 - Energia do problema de dois corpos (particula-corpo central). O tempo de integracdo foi
aumentado para t =20 periodos orbitais do corpo secunddrio, com o objetivo de mostrar que a energia torna-se
constante pouco tempo depois do escape da particula (a linha vermelha demarca este instante).

Neste exemplo, percebe-se que a integracdo revela comportamentos que estao
de acordo com o esperado teoricamente, indicando que ela pode ser aplicada ao

método proposto.

2.3.2 Obtencao dos dados

Como explicado no item (2.3.1.3), o método consiste em fixar a razdo de massa
e a velocidade relativa, e em variar o parametro de aproximacao (d). Entdo, para cada
valor de d € analisado graficamente através da trajetoria da particula em um sistema
planetocéntrico, se nestas condi¢des a particula estd capturada.

O critério adotado consiste em considerar a particula capturada, se ela der no
minimo uma volta ao redor do corpo secundario. Conforme o valor do pardmetro de
aproximacdo d é aumentado, este comportamento ndo € mais observado. O que se vé
no sistema planetocéntrico € a particula “passando” pelo corpo, e entdo é considerado

que ela ndo esté capturada.
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O exemplo a seguir feito para uma particula com Vpg=0,0050 e para um

sistema com razdo de massa 107, ajuda a entender melhor estas consideracdes e como
se d4 a obtencdo dos dados. Nele o tempo de integracdo é t=35 periodos orbitais do
corpo secunddrio.

O problema comega com um valor de d que resulta em uma particula

inicialmente capturada, como mostrado na figura (2.6), onde d=0,00287 .

0,005 0,000000

=}
o
S
S
S
S
@
1

0,004
-0,000010
0,003
-0,000015
0,002
-0,000020

(particula-corpo secundario)

= 0,001+
e -0,000025
0,000 -0,000030
-0,001 ' 0,000035 1
<
-0,002 A & -0,000040 1
[im|
T T T T T 1 -0,000045
-0,002 -0,001 0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0.000 ('J 1' é 5 "1 é
'
§ Tempo
(a) (b)

Figura 2.6 — (a) grifico da trajetéria da particula no sistema planetocéntrico. O ponto azul representa a
localizagdo do planeta neste sistema. (b) variacdo da energia do problema de dois corpos (particula-corpo

secunddrio). Feitos para a velocidade relativa Vpg=0,0050 , para o pardmetro de aproximagdo d =0,00287 e
para um sistema com razio de massa 107,

Toma-se entdo valores cada vez maiores para d, até que € encontrado um valor
com o qual a particula ndo estd mais capturada, como mostra a figura (2.7), feita para

d =0,00288 .

0,0014 -
0,005
S 0,0012
0,000 - ° &
2 00010
-0,005 S 0,00101
(5]
&
-0,010 & 10,0008 1
Q.
S
_ 00151 8 0.0006
= °
00201 30,0004 1
=
-0,025 5}
£ 0,0002 A
r 4 @
0,030 =
0,035 2 00000
20, S
T T T T T T T T T -0,0002 T T T T T T
0,035 -0,030 -0,025 -0,020 -0,015 -0,010 -0,005 0,000 0,005 0 1 2 3 4 5
'
é Tempo
(a) (b)

Figura 2.7 — (a) grifico da trajetéria da particula no sistema planetocéntrico. O ponto azul representa a
localizacdo do planeta neste sistema. (b) variagdo da energia do problema de dois corpos (particula-corpo
secunddrio). Feitos para a velocidade relativa Vpg=0,0050 , para o pardmetro de aproximacdo d =0,00287 e

para um sistema com razio de massa 107
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O valor de d no qual ocorre a transi¢do, de captura para nao captura, passa a ser
chamado de raio de captura (Rc) para particulas com a velocidade relativa fixada.
Deste exemplo conclui-se que, o raio de captura para particulas com velocidade

relativa ao corpo secunddrio igual a Vpg=0,0050 , em um sistema cuja razdo de

massa é 107, serd R= 0,00288.

2.3.3 Resultados

O procedimento descrito em detalhes no item (2.3.2) pode em principio ser
aplicado para um numero indeterminado de condigdes iniciais (diferentes razoes de
massa, velocidades relativas e d ).

Neste trabalho foram adotados dois limitantes: na velocidade e no valor de d,
de modo que os resultados que serdo apresentados a seguir sdo validos para
velocidades relativas sempre positivas, para d maiores que 0,5 raio de Hill, e para o
tempo de integracao igual a 5 periodos orbitais do corpo secundério.

Foram feitas simulacdes para doze razdes de massa (107 a 10™%), valores estes
que abrangem as razdes de massas que podem ser encontradas no Sistema Solar, como
no sistema Plutio-Caronte em que a razdo de massa é da ordem de 10™', passando pelas
razdes de massa Sol-Planetas, e indo até razdes de massa extremamente pequenas, da
ordem de 102, como as que podem ser encontradas no sistema formado entre Saturno
e seus satélites menores.

Para cada uma dessas razdes de massa, apds um grande numero de simulagdes,
obteve-se uma curva como a exemplificada na figura (2.8) feita para a razdo de massa
10°. Cada ponto deste grafico foi obtido seguindo os passos apresentados nos itens
2.3.1.3e2.3.2.

Um ajuste linear nesta curva (linha vermelha), permite a obtencdo do raio de
captura (R¢) em funcao velocidade relativa (equagao 2.16), o qual € dado em raios de
Hill. Os respectivos valores de raio de Hill para as doze razdes de massa foram

calculados, e encontram-se na tabela B.2 no Apéndice B.
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~ -6 2
Para a razdo de massa 10, R¢ € dado por:

R (Vpg) = 1,208 —29,847 (Vi ) (2.16)

o
3
1

Raio de Captura (Raios de Hill)
T e
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-0,002 0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010 0,012
Velocidade Relativa (particula-corpo-secundario)

Figura 2.8 - Raio de captura em funcdo da velocidade relativa (planeta-particula), feito para razio de massa 107,

As curvas para todas as razdes de massa sao mostradas nas figuras (2.9) e
(2.10).
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Figura 2.9 - Raio de Captura em funcdo da velocidade relativa, feito para razdes de massa de 10" a 10,
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Figura 2.10 - Raio de Captura em funcio da velocidade relativa, feito para razdes de massa de 107 a 1072,
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Cada uma dessas curvas fornece através de um ajuste linear, uma equagao do
tipo:

R (Vpg) = A—B(Vps) (2.17)

com os seus respectivos coeficientes A e B dados na tabela (2.1).

Tabela 2.1 - Coeficientes da equacdo (2.17)
para as diferentes razdes de massa

Razao de A B
Massa
107 1,301 0,897
10~ 1,282 1,573
107 1,232 3,099
107 1,216 6,572
107 1,209 14,042
10° 1,208 29,847
107 1,199 63,638
108 1,195 136,532
10”7 1,201 295,063
10°1° 1,190 630,978
10" 1,195 1363,655
1072 1,201 2042.123

Com os resultados apresentados nesta tabela, € obtida uma tnica func¢do, que
permite calcular o raio de captura dado ndo s6 em funcdo da velocidade relativa (Vps),
mas também da razdo de massa do sistema (L), que € o objetivo deste estudo.

Isto € feito, primeiramente, observando-se nesta tabela que o coeficiente A varia
muito pouco em funcdo da razio de massa, sendo portanto aproximadamente
constante, em torno do valor 1,2.

Nesta mesma tabela, percebe-se que o coeficiente B varia consideravelmente,
praticamente dobrando, conforme a razdo de massa diminui . Sendo assim, torna-se
necessdrio expressar este coeficiente em fun¢do da razao de massa, para que o objetivo

seja atingido.
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Para isso foi considerado o grafico mostrado na figura 2.11, feito com os dados
das colunas 1 e 3 da tabela 2.1, onde foi adotada uma escala logaritmica nos dois
eixos, resultando em uma reta. Tal comportamento da curva sugere uma relacdo do

tipo:

B(w) =ap” (2.18)

Os coeficientes a e b sdo obtidos através de um ajuste linear (linha vermelha)

nesta curva, sendo eles:

Tabela 2.2 — Coeficientes a e b da equagdo (2.18)

Coeficientes Valores
0,353160332
b -0,324585816

Assim sendo, o coeficiente B dado em func¢do da razdo de massa WL (equagdo
(2.18)) sera:

B(n) =~ 0,352 (2.19)

10000 4
1000
100

10 3

Coeficiente B

0’1 N ERALL ELALLL BRALLL AL B AL LR BLRLLL L B AL Bl R R ERLLL R Bl |

1E-15 1E-13 1E-11 1E-9 1E-7 1E-5 1E-3 0,1 10
Razao de massa (p)

Figura 2.11 — Gréfico do coeficiente B em func¢do da razdo de massa W, dados em uma escala logaritmica.
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O gréfico da figura 2.12 permite que uma comparacdo entre os valores obtidos
para o coeficiente (apresentados na tabela 2.1) com os valores obtidos analiticamente

através da equacdo 2.19 seja feita.

; Valores calculados (equacéao 2.19)
30004 o ® Valores obtidos (tabela 2.1)

2500 +

2000 +

1500

1000

Coeficiente B
o

500

04 @ ® ® ® =8 &8 ®

1E-13 1E-11 1E-9 1E-7 1E-5 1E-3 0,1
Razao de massa (u)

Figura 2.12 — Gréfico comparativo entre os valores do coeficiente B em fun¢do da razdo de massa LL, obtidos
numericamente e analiticamente.

Percebe-se que os valores para os coeficientes B, calculados através da equacao
(2.19), sdo bastante proximos dos valores obtidos numericamente, e que portanto esta
equacao representa bem o comportamento do sistema.

Feitas estas consideragdes, € finalmente obtida a funcdo matemdtica que
exprime o raio de captura em fun¢ao da razdo de massa e da velocidade relativa, que

serd entdo aproximadamente dado por:

R (Vpg) =1,2—0,351™ %% (Vpy) (2.20)
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2.3.4 Dependéncia angular do raio de captura

Aqui é apresentado um teste, que foi realizado com o propdsito de verificar se
existe uma dependéncia angular do raio de captura. Isto foi feito considerando que a
particula, como anteriormente, se encontra inicialmente a uma distancia d do corpo
secunddrio, no entanto, agora com uma posicao angular 6 em relagdo a linha que une

os corpos de massa M| e M,.

2.3.4.1 Condigdes iniciais.

A figura 2.13 mostra a nova configuragdo considerada.

LY

:.("
L | ‘
v Baricentro do

M, sistema

Figura 2.13 — Condicdo inicial considerando a posi¢do angular da particula.
Nesta figura, o0 =90°—0.

A posicao da particula no sistema girante, em funcao do angulo 0 sera:

X =W, +dcosO Y =dsen (2.21)

e as componentes da velocidade no sistema inercial serdo:

E=-Vpc0os(90°-0) — E=-Vysend
(2.22)
N = Vpsen (90°-0) — N =VpcosO



de modo que:

\7P = Eﬁ + 1'13 — \7P = (—Vpsen O)f + (Vp cos 9)3
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(2.23)

Através das equagdes (2.4), e substituindo X e Y dados pelas equagdes (2.21),

obtém-se que:

X =-VpsenO+dsen0 e Y=Vpcos0—p,—dcosh
Sabendo que:

onde:

Vg = (Vpgsen 0)i + (Vpg cos 0) ]

Vs = (0)i+ (1))]

entdo, de (2.25) tém-se que:

Vo = Vps + Vs
onde substituindo por (2.26) e (2.27):
\7P = (Vpssenﬁ)f + (Vpg cos 0+ 1, )j
Comparando (2.29) com (2.23), obtém-se que:

—Vpsen 6 = Vpgsen 0 Vp cosO = VpgcosO+1,
Substituindo esses valores em (2.24), chega-se em:

X = Vpgsen® + dsend e Y = Vpg cos@+p, —dcosO—p,

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)
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Assim, as condic¢des iniciais da particula no sistema girante, considerando a sua

posicdo angular seré:

X =W, +dcosO X = (Vp, +d)send
_ (2.32)
Y =dsenb Y = (Vpg—d)cos6

2.3.4.2 Resultados

Foram escolhidas duas particulas com  velocidades Vpg=0,0070 e
Vpg =0,0090, em um sistema com razdo de massa 10”7. O tempo de integracio foi

t =35 periodos orbitais do corpo secundério, e o angulo foi variado de 0° a 360° em
intervalos de 45°.

Para estas condi¢des, o0 método apresentado na secao 2.3.1.3 foi aplicado, e os
dados foram obtidos como exemplificado na sec@o 2.3.2. Com isso, o raio de captura
foi obtido, para diferentes posi¢cdes angulares da particula. Os resultados sdo

mostrados nas tabelas 2.3 € 2.4.

Tabela 2.3 — Raio de captura Rc em funcio do dngulo 0.
Foi considerada uma particula com Vpg =0,0070 em um sistema com razio de massa 107

. Raio de captura
0 Raio captura (raios de Ip{ill)
0° 0,00243 0,7594
45° 0,00233 0,7281
90° 0,00192 0,6000
135° 0,00199 0,6219
180° 0,00243 0,7594
225° 0,00233 0,7281
270° 0,00192 0,6000
315° 0,00199 0,6219
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Tabela 2.4 — Raio de captura Rc em funcio do 4ngulo 0.
Foi considerada uma particula com Vpg =0,0090 em um sistema com razio de massa 107

0 Raio captura Raio de captura
(raios de Hill)
0° 0,00196 0,7594
45° 0,00146 0,7281
90° 0,00145 0,6000
135° 0,00157 0,6219
180° 0,00196 0,7594
225° 0,00146 0,7281
270° 0,00145 0,6000
315° 0,00157 0,6219

Percebe-se que hd uma dependéncia angular no raio de captura, sendo que seus
valores méximos ocorrem quando 0 =0° e 6=180°, e seus valores minimos ocorrem
para 6=90°e 0=270°.

Assim sendo, o raio de captura obtido na sec¢io 2.3.3, que € dado em func¢do da
velocidade relativa e da razdo de massa do sistema, que foi feito para 6 =0°, o qual é
calculado através da equacao (2.20), pode ser entendido como um limitante superior de

captura, enquanto que os valores para 6 =90° e 6 =270° seriam limitantes inferiores.

2.3.5 Comentarios

Percebe-se que de fato a velocidade relativa entre os corpos € um fator
importante a ser considerado no mecanismo da captura gravitacional temporaria.

Foi mostrado que para um sistema com uma determinada razdo de massa, pode-
se delimitar uma regido em fung¢ao da velocidade na qual a particula se aproxima do
corpo secunddrio, que resulta em sua captura.

Neste trabalho foram obtidas as fungdes matematicas para o célculo do chamado
raio de captura, dado em fun¢do da velocidade relativa, e definido de modo a delimitar
a distancia a partir da qual uma particula com determinada velocidade relativa, estd ou

ndo capturada.
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A partir destas fungdes, foi obtida uma udnica func¢do para o cédlculo do raio de
captura em funcdo da velocidade relativa e também da razdo de massa do sistema.

Este raio de captura diminui conforme a velocidade aumenta, isto €, quanto maior
a velocidade, mais préxima do corpo secundério a particula tem que estar para estar
capturada. E ainda, vé-se que este raio diminui conforme a razdo de massa diminui,
isto porque, quanto menor for a massa do corpo secundério, mais proxima a particula
com uma dada velocidade relativa tem que estar deste corpo para estar capturada, e
vice-versa.

Foi mostrado através de um teste, que este raio depende da posi¢do angular da
particula em relacdo a linha que une os dois corpos principais, sendo que os valores
maximos para este raio ocorrem quando a particula estd exatamente sobre esta linha

(6=0°0ou 6=180°), e os valores minimos ocorrem quando ela estd em uma posi¢ao
perpendicular a esta linha 6=90° ou 8=270°. Assim sendo, o raio de captura

calculado através da equagdo (2.20) corresponde a um limitante superior de captura

dado em funcdo da velocidade relativa e da razdo de massa do sistema.
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CAPITULO 3 A ESFERA DE INFLUENCIA

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, os efeitos ocasionados pelo encontro entre dois corpos sao
levados em considera¢cdo na determinagdo da esfera de influéncia gravitacional. Isso é
feito considerando as velocidades relativas entre os corpos envolvidos, e através do
monitoramento da energia do problema de dois corpos (particula-corpo central).

Neste estudo é mostrado que a influéncia gravitacional de um corpo sobre um
outro corpo estd relacionada com a velocidade relativa entre estes corpos. Assim
sendo, foi possivel obter uma formulacdo matemdtica para o cdlculo do raio da esfera
de influéncia em funcdo desta velocidade.

Este método resulta em uma esfera de influéncia de tamanho varidvel para um
sistema com razdo de massa fixa, sendo essa variacdo determinada pela velocidade
relativa. Este modelo se opde as esferas de influéncia normalmente usadas que sdo de
tamanhos fixos (Apéndice B).

Para que este objetivo fosse atingido, dois diferentes métodos foram adotados
para o estudo do problema proposto. Um destes métodos (apresentado no Apéndice C)
se mostrou ineficaz, ndo correspondendo ao resultado esperado. Diante disto, foi
desenvolvido um outro, que serd apresentado neste capitulo.

A idéia inicial era aplicd-lo para doze sistemas, com razdes de massa de 10" a
102, No entanto, como é mostrado no item 3.3.4, para razdes de massa maiores que
10 apareceram alguns efeitos que inviabilizaram a aplicacdo do método adotado.
Além disso, para razdes de massa menores que 10”, a particula precisa se aproximar
muito do planeta, estando a uma distdncia menor que 0,5 raio de Hill, valor este
adotado como sendo a minima aproximacdo permitida entre a particula e o corpo
secundario.

Diante disso, o método adotado, explicado no item 3.2, foi aplicado para trés

razdes de massa (10'6,10'7 e 10'8). Estes resultados sdo apresentados no item 3.3.
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3.2 METODOLOGIA

3.2.1 Condicoes iniciais e a energia do problema de dois corpos.

As condicdes iniciais consideradas neste problema sdo idénticas as do estudo da
captura gravitacional tempordria, tendo sua obtencdo sido explicada em detalhes no
capitulo 2 (item 2.3.1.1).

Sabe-se que a passagem de uma particula pela esfera de influéncia de um corpo
pode causar variacdo de energia suficiente para resultar na mudanca de sua 6rbita em
relagdo ao corpo central. Do mesmo modo, se a particula ndo passa pela esfera de
influéncia, tem-se essencialmente um problema de dois corpos (particula-corpo
central), com a energia de sua Orbita em relagdo a este corpo permanecendo constante.

Diante disto, neste problema é monitorada a energia do problema de dois corpos
particula-corpo central. No item 2.3.1.2. € mostrado com se faz o cdlculo dessa

energia.

3.2.2 Integracoes numéricas

Fez-se o uso da mesma rotina utilizada para realizar as integra¢cdes numéricas
no estudo apresentado no capitulo 2 (comentado no item 2.3.1.4).

Similar ao feito anteriormente, neste programa entra-se com as condig¢des
iniciais dadas pelas equacgdes (2.8) e com a razdo de massa do sistema. A velocidade
da particula em relac@o ao planeta € fixada, e o parametro de aproximacao d € variado.

Apds a integracdo € criado um arquivo que mostra como as varidveis
envolvidas, bem como as energias do problema de dois corpos (particula-corpo
central, e particula-corpo secundario), variam no tempo.

O ponto chave neste estudo € a determinacdo das condi¢des para as quais
considera-se que a particula passou, e quando deixou a esfera de influéncia, baseado
na informacdo da variacdo de energia do problema de dois corpos (particula-corpo

central).
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Na tentativa de encontrar esse limitante, duas abordagens foram desenvolvidas.
A primeira delas se mostrou ineficaz. Os detalhes desta abordagem, os resultados
obtidos através dela, e a justificativa para ela ter sido abandonada encontram-se no

Apéndice C. A segunda abordagem € apresentada a seguir.

3.2.3 Analise da variacao percentual da energia do problema de dois corpos

(particula-corpo central)

Aqui a velocidade da particula em relacdo ao corpo secundario e o tempo de
integracdo sao fixados, e o parametro de aproximagao d € variado. Para cada valor de
d, a variacdo percentual da energia proporcionada pelo encontro € calculada. Essa

variacdo percentual consiste na diferenca entre as energias inicial da particula (para

t=0) e a energia final da particula (t =t; ), sendo AE% = (E,icia1/Efina )100% .

inicial

O parametro de aproximac¢do € tomado desde valores que resultam em
significativas variagdes de energia (particula mais proxima do planeta), até valores
para os quais a energia € praticamente constante (particula mais distante do planeta).

Foram estipulados dois valores para os quais considera-se que a particula entrou
na esfera de influéncia. Se a variacdo de energia proporcionada pelo encontro for
maior que 1% num primeiro caso, ou maior que 0,5% em outro, considera-se que a
particula passou pela esfera de influéncia. Se a variacdo for menor, considera-se que a
particula ndo entrou na esfera de influéncia do corpo secundario.

O valor de parametro de aproximacdo que delimita esta condi¢do (isto é, o valor
exato do parametro para o qual essa variagdo é exatamente 1% ou 0,5%) passa a ser
considerado o raio da esfera de influéncia para a particula com a velocidade
previamente fixada.

A seguir estd um exemplo que mostra como os dados sdo obtidos através do

método descrito acima.
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3.2.3.1 Escolha dos casos

No capitulo 2 foi introduzido o conceito de raio de captura, onde ele foi
determinado em fung¢do da velocidade relativa para sistemas com diferentes razdes de
massa. Nele foi mostrado que para uma particula com uma determinada velocidade,
existe uma certa distancia limite da qual ela pode se aproximar do planeta sem ser
capturada. Assim sendo, a variacdo percentual de energia para este valor de d (raio de
captura) serd a maxima variacdo de energia possivel proporcionada pelo encontro com
o corpo secundario, ji que valores menores de d resultam em captura, e valores
maiores proporcionam menores variacoes de energia.

A tabela (3.1) mostra essa relagdo entre a velocidade relativa, o raio de captura
e a maxima variagdo de energia em um sistema com razio de massa 10”. Ela também

tras uma classificacdo do movimento (retrégrado ou progrado). O tempo de integragao

foi t=2 periodos orbitais do corpo secundario.

Tabela 3.1 — Méxima variacio de energia possivel em um sistema com razio de massa 10~

Veloci Raio de Variacio . Raio de Variacio
elocu‘iade captura percentu.al ‘ Velocu‘iade captura percentu.al ‘
l‘f(!l\i]ltl;’a (Raios de de energia Movimento re(l:tl)va (Raios de de energia Movimento

P Hill) (AE%) ps Hill) (AE%)

0,0000 1,16 0,87 retrégrado 0,0055 0,87 0,63 progrado
0,0005 1,14 0,76 retrogrado 0,0060 0,84 0,78 progrado
0,0010 1,12 0,57 retrogrado 0,0065 0,80 0,92 prégrado
0,0015 1,09 0,44 retrogrado 0,0070 0,77 1,08 progrado
0,0020 1,07 0,37 retrogrado 0,0075 0,73 1,22 progrado
0,0025 1,05 0,24 retrogrado 0,0080 0,70 1,38 progrado
0,0030 1,03 0,13 retrogrado 0,0085 0,66 1,54 progrado
0,0035 1,00 0,01 retrogrado 0,0090 0,62 1,71 progrado
0,0040 0,97 0,19 prégrado 0,0095 0,58 1,85 progrado
0,0045 0,94 0,34 progrado 0,0100 0,55 2,00 progrado
0,0050 0,91 0,47 progrado

Analisando os dados desta tabela, conclui-se que para velocidades relativas ao

corpo secunddrio (Vps) menores ou igual a 0,0050, considerando apenas os casos de

movimento prégrado, a variagdo de energia percentual nunca serd maior que 0,5%, e
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que portanto, para estes valores o método ndo pode ser aplicado quando toma-se o

critério de AE% =0,5% . Ele entdo sé serd aplicado para V. >0,0050. Da mesma
forma, percebe-se que apenas para V,, >0,0070 a variagdo de 1% € possivel, e

portanto, que somente a partir desta velocidade o método poderd ser aplicado
(tomando o critério de AE% =1,0% ). Aqui foi apresentada a andlise para a razdo de
massa 107, mas o mesmo tipo de anélise foi feito para outras razdes de massas antes

do método ser aplicado, e encontram-se nas tabelas do Apéndice D.

3.2.3.2 Obtengdo dos dados

No exemplo apresentado a seguir, foi considerada uma particula com

velocidade relativa ao corpo secundario Vpg=0,0080, em um sistema com razdo de

massa 10”7. O primeiro valor para o parimetro de aproximacdo considerado é o
primeiro valor que nao resulta na captura da particula com esta velocidade (ver tabela
3.1). A partir dai, o valor de d € aumentado. Para cada um destes valores de d, o
sistema foi integrado no tempo (t =2 periodos orbitais do corpo secundério ).

O gréfico da figura (3.1) mostra a variacdo de energia que a particula sofreu
para os diferentes valores de d assumidos. Percebe-se que, para os valores menores de
d, a variagdo de energia é maior. Conforme d vai aumentando, a variacdo vai se
tornando cada vez menor, até que se torna praticamente constante, indicando que a

particula deixou a esfera de influéncia do corpo secundario.



46

d=0,00640 (2,00 R,,,)

-0,486

= 0,487 ] d=0,00480 (1,50 R,,,)

= -0,488

C 4

8 0489

o |

Q. 0,490 - d=0,00320 (1,00 R,,,)

o .

z -0,491 d=0,00288 (0,90 R,

3 0492

NS ] d=0,00256 (0,80 R,,,)

@ -0,493 -

o |

«© -0,494

qc') -0,495

T 0406 d=0,00224 (0,70 R,,)

-0,497 T T T T T T T T T T 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Tempo

Figura 3.1 - Variacdo da energia da particula em relacdo ao corpo central em fung¢do do tempo. Feito para
diferentes pardmetros de aproximacdo d. Valores menores para d resultam em captura.

O proximo passo, de acordo com o método adotado, é calcular a variagdao
percentual de energia para cada um destes valores de d, o que é apresentado na tabela

3.2

Tabela 3.2 — Variacdo percentual de energia para diferentes valores do parmetro de aproximacdo d
(0,70 <d <1,00) raios de Hill. Em azul estdo destacados os valores que aparecem no grafico da figura 3.1 neste
intervalo

d d (Rg) | AE(%) d d Ryy) | AE (%)
0,00224 | 0,70 1,38 | 0,00275 | 0,86 0,44
0,00230 | 0,72 1,04 | 0,00282 | 0,88 0,40
0,00237 | 0,74 0,88 | 0,00288 | 0,90 0,36
0,00243 | 0,76 0,77 | 0,00294 | 0,92 0,33
0,00250 | 0,78 0,67 | 0,00301 | 094 0,30
0,00256 | 0,80 0,60 | 0,00307 | 0,96 0,28
0,00262 | 0,82 0,54 | 0,00314 | 0,98 0,25
0,00269 | 0,84 0,49 | 0,00320 | 1,00 0,23

Com os dados da tabela 3.2 obtém-se um gréafico como o mostrado na figura 3.2.
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Figura 3.2 — Variagdo percentual da energia (particula-corpo central) em funcido do pardmetro de aproximagio d
para uma particula com Vpg=0,0080 . As linhas vermelhas indicam quando a variagdo € de 1% € 0,5%.

A partir deste gréfico, € possivel obter os valores de d para os quais a variacao
de energia foram as anteriormente adotadas para delimitar as regides de influéncia (1%
e 0,5%).

Deste exemplo, chega-se a conclusdo de que em um sistema com razdo de

massa 107, uma particula com velocidade relativa ao corpo secundario - Vpg=0,0080,
serd influenciada se passar a uma distancia d=0,73 Ry, (considerando o critério de
AE% =1%), ou se d=0,84 Ry, (considerando o critério de AE% =0,5% ). Estes

valores de d passam a ser considerado o raio da esfera de influéncia dentro dos
critérios para a variagao percentual de energia adotado.

O passo seguinte entdo € aplicar este método a um grande nimero de condicdes
iniciais (razOes de massa, velocidades e d), de modo que o objetivo, que é de delimitar

a regido de influéncia em func¢do da velocidade, seja atingido.

3.3 RESULTADOS

O método foi aplicado seguindo os seguintes critérios:

e Foram considerados apenas os casos de movimento prégrados.
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e O parametro de aproximacao sempre serd maior que 0,5 raio de Hill.
A seguir sdo apresentados os resultados para trés razdes de massa (10, 107,
10°), onde se obteve a funcdo matemdtica que permite o célculo do raio da esfera de

influéncia em fun¢do da velocidade relativa.

3.3.1 Sistema com razio de massa 10°%.

e Critério AE% =0,5%

O grafico da figura 3.3 mostra como o raio da esfera de influéncia varia com a
velocidade da particula em relagdo ao corpo secundério.

Cada ponto deste grafico € obtido da forma exemplificada no item 3.2.3.2

Um ajuste linear nesta curva (linha em vermelho) fornece o raio da esfera de

influéncia dado em fung¢do da velocidade relativa, e € dado por:

R(Vpg) =0,01193-0,01167(Vps) (3.1)

_Massa=10" variagéo 0,5%

Raio de influéncia (Raios de Hill)

T T T T T T T T T T T T T T '
0,0035  0,0040 0,0045 0,0050 0,0055 0,0060  0,0065
Velocidade relativa (planeta-particula)

Figura 3.3 — Gréfico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa (particula-corpo secundario),
considerando o critério AE% =0,5%
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e Critério AE% =1,0%

A tabela D.2 no Apéndice D, € similar a tabela 3.1. Nela percebe-se que em um
sistema com razio de massa 10°, variacdes iguais ou maiores que 1% s6 serdo
possiveis quando d <0,46 raios de Hill.

De acordo com o método adotado, d deve se sempre maior que 0,5 raio de Hill.
Por essa razao nao foi possivel obter a funcdo para o célculo do raio da esfera de
influéncia em funcdo da velocidade relativa, usando como critério a variagdo de
energia percentual igual a 1%, para a razdo de massa 10,

As tabelas do Apéndice D mostram que o mesmo acontece para as razdes de
massa menores (de 10 a 10™'%), ndo sendo portanto possivel aplicar o método mesmo

quando considera-se o critério de AE% =0,5% .

3.3.2 Sistema com razio de massa 107,

e Critério AE% =0,5%

O gréfico da figura 3.4 foi feito considerando um sistema com razao de massa

107 e o critério da variacdo percentual de energia igual a 0,5%.
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Figura 3.4 — Gréfico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa (particula-corpo secundario),
considerando o critério AE% =0,5%

Raio de influéncia (Raios de Hill)

e Critério AE% =1,0%

O grafico da figura 3.5 foi feito considerando um sistema com razdo de massa

107 e o critério da variacdo percentual de energia igual a 1,0%.

Massa=10"  Variagdo=1%
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T 0754
o |
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g |
oC 0,454
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T
0,006 0,007 0,008 0,009 0,010 0011 0,012 0,013 0014 0,015
Velocidade Relativa (planeta-particula)

Figura 3.5 — Grafico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa (particula-corpo secunddrio),
considerando o critério AE% =1,0%
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Através de um ajuste linear nestas curvas (linhas em vermelho), obtém-se o raio
da esfera dado em funcao da velocidade relativa ao corpo secundério, para um sistema

~ -7 ~
com razdo de massa 10", sendo dado em uma fungao da forma:

R (Vps) = A +B(Vpg) (3.2)

com os respectivos coeficientes A e B dados na tabela 3.2.

Tabela 3.3 — Coeficientes A e B da equacio (3.2)

Critério A B
AE% =0,5% 0,9894 -19,6013
AE% =1,0% 1,0158 -36,9246

3.3.3 Sistema com razio de massa 10,
e Critério AE% =1,0%

O grafico da figura 3.6 foi feito considerando um sistema com razdo de massa

10 e o critério da variacdo percentual de energia igual a 1,0%.
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Figura 3.6 — Grafico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa (particula-corpo secunddrio),
considerando o critério AE% =1,0%

Através de um ajuste linear nesta curva (linha em vermelho), obtém-se o raio da

esfera dado em funcdo da velocidade relativa ao corpo secundario, dado por:

R(Vpg) =0,9781—7,2441(Vps) (3.3)

e Critério AE% =0,5%

Para que a variacdo seja de 0,5% a particula tem que estar mais distante do
corpo secunddrio do que para variar 1%.

Percebeu-se que para esta razao de massa, a partir de certas distancias comecam
a aparecer alguns efeitos que comprometem a aplicagdo do método.

O mesmo problema é encontrado para razdes de massas maiores (de 10”a 10™).

O problema encontrado, bem como as discussdes a seu respeito sao

apresentadas a seguir.
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3.3.4 Consideracoes para sistemas com razoes de massa maiores que 10°°,

Como descrito no item 3.2, o método adotado consiste no monitoramento da
energia do problema de dois corpos (particula-corpo central).

Neste estudo, o que determina se a particula passou pela esfera de influéncia do
corpo secunddrio € a variagdo de energia, isto é, € considerado que a particula passou
pela esfera de influéncia se a variacdo de energia proporcionada pelo encontro for uma
porcentagem pré-estabelecida. Para que o cdlculo dessa porcentagem seja vélido, é
essencial que a energia apds O encontro permaneca constante, o que pode ser
observado no gréfico da figura 3.7.

Neste gréfico, a velocidade da particula em relacdo ao corpo secundério €

Vps=0,015, o pardmetro de aproximag¢do d=0,00105 (0,70 raios de Hill) , e a razdo

de massa do sistema é 10, e o tempo de integracdo é t=5 periodos orbitais do corpo

L.
secundario.
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Figura 3.7- (a) Energia do problema de dois corpos (particula-corpo central). (b) Trajetéria da particula no
sistema planetocéntrico. O ponto azul representa a localizacdo do corpo secunddrio neste sistema. Feitos para
Vpg= 0,015, d=0,00105 (0,70 raios de Hill) e para a razdo de massa 108,

Observa-se que inicialmente a energia do problema de dois corpos esta
variando, indicando a presenga do corpo secunddrio (isto €, a particula estd dentro da
esfera de influéncia deste corpo), mas que apds um determinado tempo a energia

torna-se praticamente constante, indicando que o corpo secunddrio ndo exerce mais
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influéncia significativa sobre a particula, e tém-se entdao essencialmente um problema
de dois corpos (particula-corpo central).

Os resultados apresentados nos itens (3.3.1), (3.3.2) e (3.3.3) obedecem este
comportamento, no entanto, para razdes de massa maiores que 10 foi percebido que
nao é possivel atingir esta condicao.

O grifico da figura 3.8 ajuda a entender o problema. Ele foi feito para
Vps=0,370 , d=0,104 (0,70 raios de Hill), para a razao de massa 107, e t=20 periodos
orbitais do corpo secunddrio. O tempo de integra¢do foi aumentado para mostrar que

de fato a energia do problema de dois corpos ndo se torna constante.

0,05—. i
o,oo—.
-0,05—-
-0,10—.
-0,15—.
-0,20—.
-0,25-
-0,30—-

-0,35

(a) (b)

Figura 3.8- (a) Energia do problema de dois corpos (particula-corpo central). (b) Trajetéria da particula no

sistema planetocéntrico. O ponto azul representa a localizag@o do corpo secunddrio. Feito para a velocidade
Vps= 0,370, d=0,104 (0,70 raios de Hill) e para a razdo de massa 107,

Percebe-se que a energia do problema de dois corpos permanece variando ao
longo do periodo de integracdo, mesmo quando a particula estd bastante distante do
corpo secundario, como pode ser visto no grifico (b) da figura 3.8 que mostra a
trajetéria da particula no sistema planetocéntrico.

Tal comportamento pode ser justificado se for lembrado que apesar de no
trabalho ser feito um monitoramento da energia do problema de dois corpos, na

verdade t€ém-se um problema circular restrito de trés corpos.
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No problema de dois corpos € feita a aproximagao de que ndo existem forcas
externas atuantes, e sim, somente a for¢a gravitacional de um corpo sobre o outro.

J4 no problema circular restrito de trés corpos, composto por trés corpos de
massas M; (corpo central), M, (corpo secundério) e Mj (particula), esta aproximacao
s serd valida se M;>>M, (sendo entdo considerado um problema de dois corpos
particula-corpo central). Nesta condicdo, a energia do problema de dois corpos
(particula-corpo central) serd constante, s6 sofrendo variacio quando o corpo
secunddrio estiver perturbando o sistema, o que sO ird ocorrer se a particula estiver
proxima dele.

No entanto, conforme a razdo de massa cresce, também aumenta a perturbacdo
do corpo secunddrio, de modo que ele passa a perturbar tanto o movimento da
particula quanto o movimento do corpo central. Assim sendo, a aproximacdo do
problema de dois corpos (particula- corpo central), ndo pode ser considerada, mesmo
quando M; estd distante de M,, de modo que a energia da particula em relacdo ao
corpo central permanece variando, mesmo quando a particula estd distante do corpo
secunddrio. Isto leva a conclusdo de que a partir de um certo valor de razdo de massa o
problema deverd ser sempre considerado um problema de trés corpos.

Como discutido no Apéndice B, o conceito de esfera de influéncia consiste em
considerar que a influéncia gravitacional de um corpo é dominante em relacdo a
atracdo gravitacional de outros corpos, € que enquanto hd esse dominio, t€ém-se
essencialmente um problema de dois corpos entre 0o corpo dominante € o corpo que
sofre a influéncia.

No entanto, como dito anteriormente, constatou-se que a partir de um certo
valor de razao de massa ndao é possivel atingir essa aproximacdo do problema ser
puramente de dois corpos, e que o problema deve ser considerado um problema de trés
corpos. Sendo assim, o conceito de esfera de influéncia deixa de existir.

Por esta razdo, neste trabalho, o método foi aplicado somente para razdes de

massa menores que 10~
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3.4 REGIOES DE CAPTURA E DE INFLUENCIA.

No capitulo 2, o raio de captura foi definido como sendo uma espécie de
fronteira a partir da qual uma particula com uma dada velocidade relativa estd
capturada ou ndo. Também foram obtidas as fun¢des matematicas para o célculo
destes raios em funcao da velocidade relativa (particula-corpo secundario).

Neste capitulo a mesma idé€ia foi aplicada com o intuito de obter esta delimitacdo
para regides de influéncia. Isto foi feito para trés razdes de massa (10°,107 e 10™)
seguindo dois critérios, onde foi considerado que a particula foi influenciada pelo
corpo secunddrio se ela sofresse uma variacdo de energia de 1% em um primeiro
critério, e de 0,5% em outro. Para as demais razdes de massa o método nao pode ser
aplicado, como justificado nos itens (3.3.1) e (3.3.4).

Se os resultados obtidos nestes dois capitulos forem unificados, torna-se possivel
o mapeamento de regides de captura e de influéncia (de acordo com os critérios
adotados) dados em funcdo da velocidade relativa. Isto foi feito, e o resultado desta
unido é mostrado nas figuras (3.9), (3.10) e (3.11).

A figura 3.9 mostra a delimitagcdo das regides de captura e de influéncia para um
sistema com razdo de massa 107. Os limites destas regides sdo as curvas mostradas
nas figuras 3.4 ¢ 3.5 e a curva para 107 da figura 2.10 (para captura), e podem ser
aproximadamente calculados através das equagdes (3.2) e (2.17) com o auxilio das

tabelas 3.2 e 2.1.
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——— Limite de 0,5%
Limite de 1,0%
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Figura 3.9 — Regido de influéncia e de captura em fun¢@o da velocidade relativa para um sistema com razdo de
massa 107,

O mesmo procedimento pode ser aplicado as razdes de massa 10° e 10®. Para

1078 tem-se:

—— Limite 0,5%
0,75 — Limite para captura
0,70
%‘ Fora da esfera de influéncia
(0]
T 065
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©
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0,55
0,50
0,0035 0,0040 0,0045 0,0050 0,0055 0,0060

Velocidade relativa (planeta-particula)

Figura 3.10 — Regido de influéncia e de captura em funcio da velocidade relativa para um sistema com razdo de
massa 10°®.,

Os limites destas regides sdo, a curva mostrada na figura 3.3, ¢ a curva para 10
da figura 2.10 (para captura), e podem ser aproximadamente calculados através das
equagdo (3.1), e da equacdo (2.17) com o auxilio da tabela 2.1. Para esta razdo de

massa, usando o critério AE% =1,0% , o limite de influéncia nao pode ser obtido, como
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explicado no item (3.3.1).

Para a razio de massa 10

1,1

Limite 1%

— Limite para captura
1,0

0,9

Fora da esfera de influéncia

Raio (raios de Hill)

' . ' . ' . ' . h
0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
Velocidade relativa (particula-corpo secundario)

Figura 3.11 — Regido de influéncia e de captura em funcdo da velocidade relativa para um sistema com razdo de
massa 107,

Sendo que para esta razdo de massa, usando o critério AE% =0,5% , o limite de
influéncia ndo pode ser obtido, como explicado no item (3.3.4). Novamente, os limites
destas regides sdo, a curva mostrada na figura 3.6, e a curva para 10° da figura 2.9

(para captura), e podem ser aproximadamente calculados através da equacdo (3.3) e da

equagdo (2.17) com o auxilio da tabela 2.1

3.5 COMENTARIOS

O objetivo do trabalho apresentado neste capitulo era a obtengcao de uma fungao
matemadtica para o cdlculo do raio de uma esfera de influéncia dado em fun¢do da
velocidade relativa (particula-corpo secundério) e da razdo de massa do sistema.

Para que esse objetivo fosse atingido, foi adotado como método o
monitoramento da energia do problema de dois corpos. Com o desenvolvimento do

trabalho, este critério se mostrou bastante complicado, tendo sido necessdria a ado¢ao
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de duas diferentes abordagens para resolver o problema.

A primeira abordagem (apresentada no Apéndice C) ndo se adequou ao objetivo
proposto e por isso foi abandonada, € uma nova abordagem teve de ser adotada (item
3.2.3).

Esta nova abordagem funcionou bem para determinadas razdes de massa (107,
107, 10°®), tendo o objetivo sido atingido para estes casos.

Para razdes de massa menores, a particula teria de se aproximar demais do corpo
secunddrio (indo além de 0,5 raio de Hill, valor estipulado como limite de
aproximacao entre estes dois corpos), e portanto, o método nao foi aplicado para estes
casos. Para razdes de massa maiores surgiram alguns efeitos que inviabilizaram sua
aplicacao, e portanto, o resultado esperado ndo pode ser obtido.

Os resultados dos capitulos 2 e 3 foram unidos e resultaram em uma delimitag¢do
de regides de influéncia e captura para sistemas com razdes de massa 10°®, 107, 10

dada em funcdo da velocidade relativa.
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CAPITULO 4 A MANOBRA ASSISTIDA POR GRAVIDADE E O CASO
DOS ASTEROIDES VESTA E MAGNYA

4.1 INTRODUCAO

Este trabalho envolve fundamentalmente o estudo a respeito de mecanismos que
envolvem encontros proximos entre corpos celestes.

Com este objetivo, nos capitulos 2 e 3 foram feitos estudos numéricos mais
gerais, que tratam da captura gravitacional tempordria e do conceito de esfera de
influéncia.

Neste capitulo € apresentado um estudo de um problema mais especifico, onde
o conceito da manobra assistida por gravidade (ou manobra de swing-by) foi aplicado.

Foi verificado que o aster6ide Magnya (1459) tem caracteristicas fisico-
quimicas similares aos corpos da familia do asterdide Vesta (4) (Lazzaro et al. 2000),
porém, ocupando uma localizacdo orbital (semi-eixo maior, excentricidade,
inclinag@o) muito distante em comparag¢do com os outros membros desta familia.

Neste trabalho é assumido que Magnya (1459) originou-se de Vesta (4), e os
efeitos de uma possivel aproximacdo do aster6ide Magnya (1459) com o asterdide
Vesta (4) é levado em consideracdo para justificar a sua distante localizagao orbital em
relacdo aos demais membros desta familia.

A metodologia abordada envolveu uma abordagem numérica considerando a
técnica da manobra assistida por gravidade (manobra de swing-by), que consiste no
fendmeno da mudanca da d6rbita de um corpo ocasionada por sua passagem por um
outro corpo mais massivo (encontro préximo).

Neste capitulo € feita uma introducdo a técnica da manobra assistida por
gravidade. Depois o caso dos asterdides Vesta (4) e Magnya (1459) é discutido, e

entdo o estudo proposto € apresentado.
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4.2 A MANOBRA ASSISTIDA POR GRAVIDADE (MANOBRA DE SWING-BY).

A seguir, serd mostrada toda a parte matemdtica, bem como os parametros
envolvidos na manobra de swing-by. Serd adotado o mesmo procedimento de Prado

(2001).

4.2.1 Descricao Matematica do Swing-by

E considerado um sistema formado por trés corpos, sendo eles: M;, um corpo
massivo no centro de um sistema cartesiano; M,, um corpo menor em uma Orbita
Kepleriana em torno de M;. e M3, um corpo com massa infinitesimal ou uma particula,
que estd viajando em uma Orbita ao redor de M,

Durante sua evolu¢do orbital M; realiza um encontro com M, alterando assim a
sua orbita inicial. Esse fendmeno da mudanga de 6rbita proporcionado pela passagem
por um corpo massivo, € chamado de manobra de swing-by.

A figura 4.1 ilustra essa configuracdo e algumas das varidveis envolvidas na

manobra:

Rumo a M,

A

Figura 4.1 - Descri¢do geométrica da técnica swing-by e algumas de suas variaveis.
Prado (2001)
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Onde:

V, - velocidade do corpo M, em relago ao corpo M.

V_,V! - vetores velocidade do corpo M; relativa a M,, antes e depois do encontro,
respectivamente

V..V, - vetores velocidade do corpo Mj relativa a M, antes e depois do encontro,
respectivamente.

& - metade do Angulo de curvatura (o Angulo entre V_ e V)

r,= a distdncia de mdxima aproximagado durante o encontro entre M, e Mj;

¥ = o0 angulo entre a linha do periapse e a linha M, e M,.

O método aproximado conhecido na literatura como “patched conics” (método
da aproximagdo por conicas conjugadas) tem entdo as seguintes etapas para uma
manobra de swing-by completa:

i) Na primeira etapa, o efeito gravitacional de M, é desconsiderado, e o
movimento de M3 em torno de M, € tomado como sendo uma 6rbita Kepleriana;

ii) Na segunda etapa supOe-se que Mj entra na esfera de influéncia de M,. A
velocidade V_ é:
V.=V.-V, 4.1)

A velocidade V'  que é a velocidade de M3 no instante que ele cruza a esfera

de influéncia de M, e a abandona para retornar a uma 6rbita em torno de M;, é dada
por:
Vi=V,-V, 4.2)
iii) O swing-by estd completo quando o corpo M3 atinge uma nova Orbita ao
redor de M,.
Esta nova Orbita apresenta diferencas em relacdo a sua orbita anterior.

A primeira delas € a variacdo de velocidade proporcionada (que representa as

diferencas entre as velocidades antes e depois do swing-by), dada por:

A partir de um diagrama de vetores de velocidades envolvidas no swing-by, é

possivel demonstrar que tal variacao € dada por (Broucke, 1988):
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AV = ‘A\?‘ = 2‘\700‘sen (8)=2V_sen(d) 4.4)

e que AV faz um angulo ¥ +180° com a linha que une M, e M, (figura 4.2)

A

Figura 4.2 - Vetores velocidade envolvidos no swing-by.

As componentes para o incremento de velocidades podem ser obtidas a partir
dessa geometria; sdo elas:

AX =-2V_sen(8)cos () 4.5)

AY =-2V_ sen (8)sen (¥) (4.6)

A segunda quantidade a ser obtida € a variacdo do momento angular C. Partindo
de sua definicdo, é possivel obter a expressio C=XY-YX. Combinando esse

resultado com a expressdo de AY tém-se:

®AC =-2V,V,_sen(d)sen(¥) 4.7)

A terceira e dltima quantidade derivada € a variacdo de energia, o que pode ser

feito subtraindo-se a energia apds e antes do encontro, sendo:
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E, :%[(mef_(mmz}

(4.8)
12 <2
E_= E(X +Y?)
Realizando a subtragdo, tem-se:
AE=E, —E_=2V,_sen(8)[V..sen(8) — (X cos(¥) - Ysen(¥))] (4.9)

Simplificando a equagdo acima, obtém-se a funcdo para o calculo da variacao

final de energia, que € dada por (Broucke, 1988):
AE =-2V,V_sen(d)sen(¥) (4.10)

Observando a equacdo para a variacdo da energia, chega-se a algumas

conclusdes importantes. Os parametros ‘Vm‘e ‘\72‘ sdo magnitudes de vetores e

portanto sdo quantidades positivas. Da mesma forma, sen(8) também € positivo, isto
porque 0°<d<90°. Assim, o sinal de AE s6 serd afetado por sen(V).

Entdo, para valores de Wentre 0°e 180°, a variacdo de energia € negativa
(decresce em energia) e, para valores de W entre 180° e 360°, a variacao de energia €
positiva (aumenta em energia). Sendo assim:

e Para 0°<W¥<180° (o swing-by ocorre na frente de M,), ha um decréscimo na
energia de M; com uma perda maxima quando ¥ for igual a 90° (AV oposto a V,).
e Para 180°<W¥ <360° (o swing-by ocorre atrds de M,), hd um aumento na energia

de M3, com um ganho méximo quando ¥ for igual a 270°( AV na dire¢do de V, ).

4.2.2 Mudanca de orbita devido ao swing-by.

Como dito anteriormente, 0 swing-by € uma manobra que acontece quando um

corpo Mj; (veiculo espacial, asterdide, etc...) passa préximo a um corpo de massa maior
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M, (planeta, por exemplo), o qual orbita o corpo principal M, (ex: Sol), e tem assim
sua trajetdria alterada em relagdo a este corpo.

O objetivo aqui serd o de calcular a nova trajetdria, a partir da 6rbita anterior e
dos parametros que descrevem o swing-by. A figura 4.3 mostra as Orbitas dos corpos

envolvidos, assim como os possiveis pontos de encontro.

Orbita de M,

Orbita de M;
A

Figura 4.3 - Orbitas envolvidas na manobra e os possiveis pontos de encontro A e B.

Serd suposto que o encontro ocorre no ponto A, que a distancia r, pode ser
controlada, mas que os parametros ¥ e ‘\700‘ sdo obtidos a partir da orbita inicial e da

orbita do planeta (tomada como circular).
Para estudar a mudanca de orbita devido ao swing-by € necessirio que se

conheca os parametros que descrevem a manobra. Para isso, deve-se seguir os passos

mostrados a seguir.

4.2.2.1 Calculo da magnitude da velocidade de M3 com relagdo a M, (V).

Nesse instante, a distancia entre M3 e M, é aproximadamente a distancia entre o
M, e M, (tomada como constante). Assim, desconsiderando o efeito gravitacional de

M,, tém-se:

V= us(g-lj @.11)

r a

onde r € a distancia entre M; e M,, a € 0 semi-eixo maior, [ € a massa especifica de

M,



66

4.2.2.2 Calculo da anomalia verdadeira de M5 no instante do encontro.

Para calcular a anomalia verdadeira de M;, utiliza-se a expressao:

" l+ecos®

entao:

c T

2
050=l(a(1_e )—1J (4.12)

r é a distincia entre M, e M, e € a excentricidade e a é o semi-eixo maior.
Essa expressdo fornece duas possiveis solugdes (valor positivo e negativo), 1SS0

por que o encontro pode acontecer tanto no ponto A quanto no ponto B da figura 4.3.

4.2.2.3 Caélculo do angulo entre a velocidade inercial de M; antes do encontro com M,

e a velocidade M, (7).

Como foi suposto que a orbita de M, € circular, esse angulo corresponde ao
chamado flight path angle, que é dado por:

tany :ﬂ (4.13)
1+e cosO

Esse angulo Y pode assumir dois valores defasados de 180°, isto por que a

orbita pode ser tanto hordria quanto anti-horaria.

4.2.2.4 Calculo da magnitude da velocidade de M; em relacdo a M, (V)

A figura 4.4 ajuda a entender a soma vetorial envolvida. Conhecendo-se a

velocidade de M, (V;) e a magnitude de Vi

, pode-se aplicar a lei dos cossenos para

obter a grandeza procurada.

Assim :
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vZ|= JVE +VZ=2V,V, cosy (4.14)

Figura 4.4 - Soma vetorial envolvida na manobra de swing-by

4.2.2.5 Calculo do angulo entre a velocidade inercial de M3 e a velocidade de M, ()

Aplicando a lei dos cossenos com os lados V, e V_, a partir da figura 4.4, o

angulo procurado € obtido.

2 2 -t -

entao:

cosfp=—— — 4.15)

Existem duas possibilidades para o sinal de S. Essas possibilidades estdao

relacionadas com a posicio relativa entre V, e V, (encontro ocorrido no ponto A ou B
da figura 4.3).

4.2.2.6 Calculo do angulo de deflexdo (d)

Esse valor representa metade da rotacdo do vetor velocidade devido ao swing-

by e isso faz com que ele esteja limitado ao primeiro quadrante (a maxima rotacado € de
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180°) e ndo serd necessdria a andlise dos quadrantes para esse valor. Porém, essa
rotacdo pode ser horaria ou anti-hordria. O angulo de deflexado ¢ dado por:

1

%)

sen ()=
1+

(4.16)

4.2.2.7 Calculo do angulo de aproximagdo (¥)

O angulo de aproximagdo ¢ o 4ngulo entre os vetores V, e V,, no caso de uma
rotacdo anti-hordria, e entre o vetor V, e o vetor —Vp, no caso de uma rotagdo horéaria
(onde \7p ¢ a velocidade no perigeu, e a rotagdo é sempre medida no sentido anti-
horério a partir de V, ).

Os possiveis valores para o 4ngulo de aproximacgdo sdo ¥, =180"+B+35 €

P, =360"+B—5.

4.2.2.8 Obtencdo das variagOes de energia, momento angular e velocidade.

Para o cdlculo da variagdo de energia AE, do momento angular AC, e de

velocidade AV, sdo utilizadas as seguintes equacdes, ja citadas anteriormente:

AE =-2V,V_sen(d)sen(¥)

ac=2E 4.17)
0]
AV =2V_send

O célculo dessas grandezas fica imediato, com as equacdes obtidas acima.
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4.3 O CASO VESTA-MAGNYA

No Sistema Solar, existe uma grande concentracdo de asterdides, localizada
entre as Orbitas dos planetas Marte e Jupiter, a qual é conhecida como cinturdo de
asteroides.

Acredita-se que as diversas colisdes entre esses asterdides geram as familias de
asterdides, assim chamadas por apresentarem elementos orbitais préprios similares,
assim como perfis espectrais muito préximos entre si, reforcando a idéia de que a
formac¢do de uma familia ocorre por disrup¢ao de um corpo maior.

O asterdide Vesta (4), € o Unico asterdide no cinturdo principal de asterdides a
apresentar uma superficie de rocha basdltica (McCord et al. 1970), originaria de
antigas erupgdes vulcanicas. Estudos feitos através da andlise de imagens feitas pelo
telescopio espacial Hubble indicam a presenca de célcio, magnésio e olivina (Binzel
et al., 1997). Ha também uma gigantesca bacia de impacto, o qual provavelmente
gerou todos os pequenos corpos que compoe a chamada familia de Vesta (Williams,
1989), (Thomas, et al., 1997).

Recentemente foi verificado que o aster6ide Magnya (1459) tem caracteristicas
similares aos corpos da familia do aster6ide Vesta (4) (Lazzaro et al. 2000), isto €, ele
também possui formagao baséltica, o que deixa a possibilidade dele também ter se
originado a partir deste asterdide.

No entanto, o que se verificou é que o asteréide Magnya (1459) possui uma
localizagdo orbital (semi-eixo maior, excentricidade, inclinacdo) muito distante em
comparagdo com os outros membros que compde a chamada familia de Vesta (4).
Diante disso, acredita-se que ele deve ter sofrido a a¢do de algum mecanismo que o
retirou de sua Orbita inicialmente proxima a de Vesta (4).

Na tabela 4.1 estdo alguns dados fisicos e orbitais do asteréide Vesta (4) e
também do aster6ide Magnya (1459).
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Tabela 4.1 - Dados fisicos e orbitais dos asteréides Vesta e Magnya

Asterdide Vesta Magnya
a(U.A) 2,36 3,14
e 0,0904 0,237
I 7,13° 17,0°
Diametro (km) 501 30
Massa (Kg) 2,71x1020 —

Neste trabalho € proposto considerar os efeitos de uma grande aproximacgao
entre esses asterdides, para justificar a sua localizacdo orbital. Para isso, a técnica da

manobra assistida por gravidade serd utilizada.

4.4 METODOLOGIA

Neste estudo o corpo central € o Sol, M, € Vesta e M; € Magnya.

O método usado neste estudo consiste primeiramente em calcular a energia da
orbita do Magnya antes e depois do suposto encontro, e em calcular qual a variacdo de
energia necessaria para ocasionar a mudanca de orbita.

Isto € feito usando os dados apresentados na tabela (4.1). Para o cdlculo da
energia inicial consideramos que o Magnya possui elementos orbitais proximos ao do
Vesta, e para o cdlculo da energia final usamos os dados atuais do Magnya.

O calculo desta energia € feito através de:

E=_He (4.18)
2a

onde p. =GM_, sendo G a constante Gravitacional e M, a massa do corpo central, e a

¢ 0 semi eix0 maior.
Utilizando as equacgdes que descrevem o swing-by (item 4.2.2) e varrendo uma

regido proxima a Vesta, isto €, assumindo possiveis valores para os elementos orbitais
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iniciais do Magnya préximos aos de Vesta, verificamos se tal variacdo de energia
poderia ser provocada por um encontro proximo entre os dois asterdides.

Para estas simulacdes foi desenvolvido um programa no software
MATHEMATICA que permitiu o cdlculo dos parimetros que descrevem o swing-by,

bem como da médxima variacdo de energia obtida através dessa manobra.

4.5 RESULTADOS

4.5.1 Calculo da energia por unidade de massa antes do suposto encontro

(Einicial)

A 6rbita do Magnya deve ser muito proxima a 6rbita do Vesta antes do
encontro, por isso foi assumido em uma primeira aproximacdo, que o asterdide
Magnya possui o mesmo valor de semi-eixo maior que Vesta. Utilizando esse valor na
equagdo (4.18), obtém-se que:

E ~188,3 Km>/s? (4.19)

inicial —

4.5.2 Calculo da energia por unidade de massa apés o suposto encontro (Eg,,;)

ApO6s o encontro com Vesta, o0 Magnya passou para uma orbita final cujo semi-
eixo maior € igual a 3,14 U.A ou 4,69x10° km (tabela 4.1). Usando esse valor na

equacdo (4.18):

E;,, =—141,8Km” /s’ (4.20)
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4.5.3 Calculo da variacao de energia por unidade de massa.

AE =Eg,, —E

inicial
(4.21)
AE = 46,5Km? /s>

Esta seria a variacdo de energia necessdria para retirar o Magnya de uma 6rbita
proxima de Vesta e colocé-lo na orbita atual.
O préximo passo € calcular a variacdo de energia devido ao swing-by e verificar

se tal variacdo seria possivel através desta manobra.

4.5.4 Calculo da variacao de energia através da técnica do swing-by.

Por pertencer a familia de Vesta, os elementos orbitais do Magnya (semi-eixo
maior, excentricidade, inclinacdo) antes do encontro t€m que ser tomados de tal forma
que ele esteja na vizinhanca de Vesta.

Por isso as simulagdes foram feitas para cinco valores de semi-eixo e
excentricidade, e assumindo quatro diferentes valores para r,, tomado o mais proximo
de Vesta possivel e depois aumentadq. Estes valores sdo apresentados na tabela 4.2 e
foram escolhidos de modo a potencializar a obten¢do da mixima variagcdo de energia.

Para cada uma dessas aproximagdes foram calculadas as possiveis variacdes que

teriam ocorrido na eventualidade de um encontro proéximo através da equacao (4.10).

Tabela 4.2 — Valores de elementos orbitais para o asteréide
Magnya tomados na vizinhanga de Vesta

r, (raios de Vesta) | 1.1 1.5 2,0 3,0 4,0
e 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
a (km) 3,59.10° | 3,74.10° | 3,89.10° | 4,04.10°
a (U.A) 2,4 2,5 2,6 2,7
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Os resultados das simulagdes feitas supondo um encontro entre os dois asteréides
estdo nas tabelas do Apéndice E.

Nelas percebe-se que nas melhores combinacbes de semi-eixo maior,
excentricidade, e r,, a variagdo de energia por unidade de massa proporcionada pelo
swing-by ndo seria maior em médulo que 5,0 km%s>. (Conforme discutido
anteriormente o sinal da variacio de energia ird depender do angulo de
aproximacao ¥ ).

O gréfico da figura 4.5 ajuda a entender os resultados obtidos. Ele mostra a variagao
de energia em funcdo da velocidade do Magnya em relacio a Vesta.
Neste gréfico, foi levado em consideracdo que na melhor das possibilidades
¥ =90° e portanto sen(¥)=1. Assim, de (4.10) e (4.16):
AE=-2V,V_ ! .
r. V.

1+-2
Uy

onde V,= 18,1 km/s € a velocidade de Vesta em relagdo ao Sol e r, € a distancia que
ocorreu o swing-by, que foi adotado como sendo r,=251 km (aproximadamente o

raio de Vesta, que é 250,5 km).

Velocidade do Magnya em relacdo ao Sol (km/s)

2 4 10

o -1
£
E -2
o
2
3 -3
8
& -4
b=
>

-5

Figura 4.5 - Grifico da variacio de energia (AE ) em funcio da velocidade do Magnya em relagdo ao Vesta

(Vo).
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Este gréfico leva a conclusdao de que, para grandes velocidades, a variacdo de
energia tende a zero, e que os maiores valores para a variagdo de energia sao obtidos
quando a velocidade esta proxima de 1km/s, mas mesmo assim, comparando com a

variacdo que seria necessdria (= 47Km’/s”) calculada anteriormente, ainda sdo muito

pequenos.

4.6 COMENTARIOS

Observando os valores obtidos para a variacdo de energia da 6rbita do Magnya,
utilizando a técnica do swing-by, encontrados nas tabelas do Apéndice E, percebe-se
que elas sdo muito pequenas comparadas a variacdo que aconteceria se tivesse
ocorrido um encontro proximo.

O grafico da figura (4.5) confirma os resultados encontrados. Nele € possivel
constatar que a maxima variacdo da energia da 6rbita do Magnya devido ao swing-by
estaria entre 4,0 km?/s’ e 5,0 km?/s>.

Esses resultados levam a conclusdo de que uma possivel mudanca de orbita
ocorrida com o Magnya, que o levaria a uma posi¢ao orbital muito distante dos demais
asterdides da familia de Vesta, ndo seria ocasionada por uma passagem muito proxima
com Vesta. Ou seja, essa mudanca de Orbita ndo seria ocasionada apenas pelo swing-
by, e, portanto o Magnya teria de sofrer outras influéncias que proporcionariam tal
variacdo de energia. Uma dessas possibilidades seria a realizacdo de multiplos swing-

bys com o asterdide Vesta, a qual podera ser objeto de estudo em um trabalho futuro.
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CAPITULO 5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudados mecanismos que fundamentalmente envolvem
encontros proximos entre corpos celestes (captura gravitacional temporéria, esfera de
influéncia e a manobra assistida por gravidade (swing-by)).

Este estudo foi focado na andlise da influéncia da variagdo das condigdes
iniciais em tais mecanismos, em especial na andlise do papel da velocidade relativa e
da distancia com a qual o encontro ocorre.

Com este objetivo, foram realizadas integracdes numéricas do problema circular
restrito de trés corpos, e foi feito o monitoramento da energia do problema de dois
corpos durante um processo de passagem proxima de uma particula por um corpo mais
massivo.

Essa metodologia foi aplicada no estudo do mecanismo de captura gravitacional
temporaria e do conceito de esfera de influéncia, € com isso foi mostrado que a
dependéncia destes com a velocidade relativa ndo s6 existe, como também pode ser
considerado um fator importante em suas defini¢des.

O estudo foi dividido em capitulos.

No capitulo 2 foi estudado o mecanismo da captura gravitacional temporaria.
Nele foi efetuado um estudo numérico que resultou na definicio do chamado raio de
captura, determinado em fun¢do da velocidade relativa para sistemas com doze razdes
de massas. Este estudo resultou em uma equacdo geral para o célculo do raio de
captura dado em fung¢ao dessa velocidade relativa e da razao de massa.

Este raio de captura foi definido de modo a delimitar a distincia a partir da qual
uma particula com determinada velocidade relativa estd capturada, ou ndo. Foi
mostrado que este raio diminui conforme a velocidade relativa aumenta, e que diminui
conforme a razdo de massa diminui, € vice-versa.

Além disso, foi mostrado que existe uma dependéncia angular deste raio, sendo
que os valores maximos ocorrem quando a particula esti exatamente a

0 =0° ou 6 =180° em relagdo a linha que une os corpos M| e M,, e os valores minimos
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ocorrem quando ela estdi em wuma posi¢do perpendicular a esta linha
(6=90° ou B=270°).

Os resultados obtidos neste estudo véem contribuir para o melhor entendimento
da captura gravitacional tempordria e, conseqiientemente, no aprimoramento de suas
aplicacoes.

Um trabalho futuro pode ser feito aplicando este mesmo método na
determinagdo da variacdo de energia pelo tempo de captura em fun¢do da velocidade
relativa, que auxiliaria no planejamento de uma missao espacial visando a diminuicao
do consumo de combustivel.

No capitulo 3 foi feito o estudo do conceito de esfera de influéncia.

A mesma metodologia adotada no estudo do problema da captura gravitacional
tempordria foi aplicada, agora com o objetivo de determinar o raio da esfera de
influéncia em fun¢do da velocidade relativa e das razoes de massa.

Este estudo apresentou uma grande dificuldade, que € a delimitacdo de quando
¢ considerado que a particula estd sobre a influéncia de um corpo e a partir de que
momento € considerado que ela deixou essa regido, baseados na informacao da energia
do problema de dois corpos,

Diante desta dificuldade foi necessaria a ado¢do de duas abordagens, ja que a
primeira se mostrou ineficaz (Apéndice C).

Com a aplicacdo da segunda abordagem o resultado desejado foi obtido para
determinadas razdoes de massa (menores que 10"6). Para razdes de massa maiores, o
resultado ndo pode ser obtido, conforme discutido na se¢do 3.3.4.

Foram obtidas as funcdes matematicas para o cdlculo do raio da esfera de
influéncia em fungdo das velocidades relativas para as razdes de massa nas quais o
método se aplicou.

Com os resultados dos capitulos 2 e 3, foram obtidas as delimita¢des das
chamadas regides de captura e influéncia (dentro dos critérios adotados), determinadas
pelas velocidades relativas para sistemas com razdes de massa 10°,107 e 10™.

Por fim, no capitulo 4 foi feito um estudo da técnica da manobra assistida por

gravidade, com a sua aplicacdo no estudo do caso dos asterdides Vesta e Magnya.
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Foi mostrado que a hipdtese da mudanca de O6rbita sofrida pelo asterdide
Magnya ser causada por uma passagem proxima pelo asteréide Vesta ndo se confirma
e que, portanto, o problema permanece sem solugao.

Pode ser considerada a possibilidade da realiza¢ao de multiplos swing-bys entre
Vesta e Magnya ter gerado tal mudanca de Orbita. Tal possibilidade serd objeto de

estudo para um trabalho futuro.
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APENDICE A

O PROBLEMA CIRCULAR RESTRITO DE TRES CORPOS.

No problema circular restrito de trés corpos, € estudado o movimento de uma
particula M3 de massa desprezivel, que sofre a acdo gravitacional de dois outros corpos
M1 € Mz.

Como Mj; possui massa muito pequena em relacdo aos outros dois corpos,
podemos dizer que ela ndo perturba o movimento destes, € por isso o problema ¢é

chamado de restrito.

A.1 AS EQUACOES DO MOVIMENTO.

A descrigdo a seguir € baseada em Murray & Dermott (1999).

Considera-se um sistema de referéncia inercial de coordenadas (&,m) centrado
no centro de massa do sistema (ponto O), como mostra a figura A.1.

O eixo & é o eixo ao longo da linha que une M; a M, no tempot=0 , com o
eixo M perpendicular a eles e ao plano orbital das duas massas. As coordenadas de M,
e M, neste sistema de referéncia sdo (§,n,) e (&,n,), respectivamente.

Como M, estd em Orbita circular ao redor de M; é conveniente introduzir um
sistema de unidades de medida de forma que a distancia de separagdo entre eles, que é
constante, seja igual a 1, e que as unidades de tempo e massa sejam escolhidas de
forma que u=G(M1+M2)=1. Nesse sistema de unidades a terceira Lei de Kepler leva a
n=1.

Como M, >M,, serd definido que:

M,
M,+M,

o= (A.D)

de forma que:
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=GM, =1-f e 1L, = GM, (A.2)

Il
=

logo:
H=H+H, =1

M,

Figura A.1 - Esquema do problema de trés corpos onde os sistemas de referéncia inercial (&,m) e girante (X,Y)

estdo relacionados. A origem O estd localizada no centro de massa dos corpos M, e M,

As equacdes do movimento da particula, no sistema inercial sdo:

£ =u & _3§3 L, & _3§%
4] 5]
(A3)
=i, il —3713 L, b —3713
] n
onde: =& -&)* +(m -ny)’ e 1 = (&, —&;)* +(M, —n3)

e (§;m5) s@o as coordenadas da particula no sistema inercial.

Como as massas principais estdo se movendo em Orbitas circulares ao redor do

centro de massa, a distancia entre elas é constante. Isto significa que elas se movem
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com velocidade angular também constante. Portanto, o movimento da particula pode
ser considerado em um sistema de referéncia que gira junto com as massas principais.

Este € o sistema de coordenadas girantes (X,Y) com origem no centro de massa.
Nele, a direcdo do eixo X é escolhida de forma que os corpos principais estejam
sempre situados nesse eixo. O eixo Y € perpendicular ao eixo X, como é mostrado na
figura A.1.

As coordenadas de M; e M, neste sistema sdo(X;,Y;)=(-u,,0) e

(X,,Y,) =(y,,0), de modo que:

I = (X)) +Y?
(A.4)
1y = (X-p) 2 +Y?

Onde (X,Y) sdo as coordenadas da particula no sistema girante.
Estas coordenadas relacionam-se com as coordenadas do sistema inercial

através de uma rotacao simples, dada pela seguinte matriz de rotagdo:

€ cosnt -sennt 0)(X
n|=|sennt cosnt O] Y (A.5)
c 0 0o 1)z

Diferenciando cada componente dessa matriz duas vezes:

S cosnt —sennt O X-nY
1l=|sennt cosnt 0| Y+nX (A.6)
n
- 0 0 1 y4
G
& X-2nY-n2X
cosnt —sennt O
n|=|sennt cosnt 0 Y +2n X-n’Y (A.7)
. 0 0 1 y4
G
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que leva a:
(X-2nY -n*X)=p, X+3”2 1, X‘3“1 (A.8)
| 1)
(Y+2nX—n2Y):—{u—3l+u—32]Y (A.9)
L
que sdo as equagdes do movimento da particula no sistema de referéncia girante.
As equacoes (A.8) e (A.9) podem ser reescritas na forma:
%-omy=2Y e Yromx =Y (A.10)
X oY
com:
2
U= eyt e (A.11)
2 ORI 0N

sendo U chamado de “pseudopotencial”.
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APENDICE B

ESFERA DE INFLUENCIA

Em um sistema em que a massa do corpo central € muito maior que as massas
dos demais corpos que o compde (como no Sistema Solar), pode-se considerar, em um
modelo simplificado, que uma particula dentro deste sistema estard se movendo
essencialmente numa secdo conica Kepleriana governada pelo corpo central. Trata-se,
portanto, de um problema de dois corpos (particula-corpo central) fracamente
modificado pelos demais corpos distantes que serdo tratados como elementos
perturbadores.

No entanto, a influéncia destes corpos distantes passa a ser significativa durante
um encontro préximo (close approach). Neste caso, para pequenas distancias dentro
da chamada “esfera de influéncia”, o corpo secundério é dominante, de modo que a
orbita da particula pode novamente ser descrita, essencialmente, pelo problema de dois
corpos (particula-corpo secundario).

A esfera de influéncia pode entdo ser pensada como uma superficie esférica
centrada no corpo com o qual a particula realiza um encontro préximo, sendo que sua
influéncia gravitacional passa a ser predominante em relacdo a do corpo central dentro
desta esfera.

A transicdo de um regime para outro, isto €, a delimitacio da esfera de
influéncia, nao é bem definida, podendo ser encontrados na literatura alguns modelos
como 0 Raio de Hill e a Esfera de Laplace, que podem ser usados como parametros
para esta delimitagdo.

A seguir € feita uma discussdo sobre estes dois modelos, onde cada um é

apresentado separadamente e depois comparado.
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B.1 RAIO DE HILL

Se no problema circular restrito de trés corpos a massa M, € muito maior
que a massa do corpo M, (M, >>M,), o movimento do corpo M; é descrito pelo
problema circular restrito de trés corpos apenas quando ele se aproxima de M,. A
maior parte do movimento de M; é um movimento Kepleriano ao redor do corpo
primario M, . Assim, as equacdes do problema circular restrito de trés corpos podem
ser utilizadas apenas quando M, estd na vizinhanca de M, .

Devido a este fato, algumas simplificagdes podem ser feitas nas equagdes do
movimento de M;. Este sistema foi originalmente deduzido por Hill (1878) em sua

teoria lunar.

B.1.1 Equacoes do movimento

A descricdo a seguir € baseada em Murray & Dermott (1999).

Se no problema circular restrito de trés corpos, M, <<M,, 0 movimento de M,
na proximidade de M, pode ser simplificado transferindo a origem do sistema para

M, e assumindo:

=l e p=0

As equacoes (A.8) e (A.9) do Apéndice A, tornam-se:

oo -1

(=2 —X) ==~y ——— (B.1)
L 1)

(F+2%—y)=—S—p1, % (B.2)
h b}

Transferindo a origem do sistema para M,, como mostra a figura B.I,

mantendo o eixo Oy inalterado, tem-se que:
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y
>
Il
ol

Figura B.1 - Mudanca da origem do sistema de coordenadas
de M, para M,

Substituindo x,x%,% nas equagdes (B.1) e (B.2), e excluindo a barra em X,

obtém-se:
B ) 1+x
(k-2y-1-n =X X (B.3)
L 1Y)
G+2x-y) =—Z -, % (B4)
h 1)
com:
r=x+D)’+y’ e =(x-1)"+y’ (B.5)

Chamando r,=A e considerando que o movimento estd ocorrendo nas
2
proximidades de M,, pode-se assumir que x,y, e A sdo pequenas quantidades. Assim,

reescrevendo a equacgdo (B.5) para r; e expandindo em série:



88

n=>0+ 2X)%
rl_1 =]1-x (B.6)
rl_3 =1-3x

onde os termos da ordem 2 forma desprezados, ja que X, y s30 muito pequenos.

As equacoes (B.3) e (B.4) podem ser entdo reescritas levando a:

. u u

x—2y=3x——§x=(3——23jx (B.7)
A A

42K =3Xy-py g = -y (B.8)

A A

onde (3xy)—0, pois como dito anteriormente, x € y sdo quantidades muito pequenas.

Desta maneira as equagdes (B.7) e (B.8) ficardo da seguinte forma:

x-zy:( —“—gjanH (B.9)
A 0x
e y 09Uy
onde:
32 W
Uy =—x"+—= B.11
H 2X A ( )

sendo Uy conhecido como potencial de Hill, com:

A? =x? +y2

As equacdes (B.9) e (B.10) sd@o chamadas de Equacées de Hill e foram
deduzidas pela primeira vez na Teoria Lunar de Hill (Hill, 1878).
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A constante de Jacobi no caso da aproximacao de Hill (Cy) é entdo obtida a
partir de:

BUHd_X_i_aUHﬂ_dUH
ox dt dy dt dt

XX+yy=

integrando a equacdo acima obteremos:

entio: Cy =2Uy—%x" -y

Substituindo U,, em C,, teremos:

Cy = 3x2+2%—x2—y2 (B.12)

Analisando a equacdo (B.9) verifica-se que a parcela de for¢a na direcao radial

do movimento de M, e M, anula-se para:

Ky
F_3

Esta expressao leva a definicdo da esfera de Hill como a esfera de raio:
)5
Ay = ( ! j (B.13)

3

isto é, r,=A, representa o ponto a partir do qual M, passa a influenciar o movimento

de M3, com o seu movimento passando a ser descrito pelo problema circular restrito de

trés corpos.
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B.2 ESFERA DE LAPLACE

A descrigdo a seguir € baseada em Roy (1988).

Considera-se a situacdo apresentada na figura B.2.

Figura B.2 — Sistema considerado na determinacdo da
esfera de Laplace

As equagdes do movimento de Mj (terceiro corpo), em relagdo a M; e a M, sdo

dadas por:
- M, +M L, T
fl3+c{1—33]f13 =—GM, (%M%ZJ (B.14)
I3 Ly Iy
= M, +M, | 1 T
I3 L3 I

A definicdo para esfera de influéncia aqui adotada diz que ela depende das
razdes entre as forgcas perturbativas e as atragdes gravitacionais referentes a cada uma
das equacdes de movimento do terceiro corpo, ou seja, a esfera de influéncia é a
superficie ao longo da qual a razdo entre a perturbacdo devido a M, e a aceleracdo

devido a M, € igual a razdo da perturbacdo de M, pela aceleragcdo devido a My, isto é:

=1l (B.16)
A A
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sendo que as razdes ‘131‘/‘/12‘ e ‘132‘/‘/11‘ fornecem a ordem de magnitude da

perturbacdo sofrida pelo corpo devido a M, (sistema de referéncia solar) e a razdo da
perturbacdo de M, (sistema de referéncia do planeta), respectivamente

De uma maneira mais simplificada, as forcas podem ser escritas de maneira

mais compacta, sendo A, e A, as aceleracdes gravitacionais devidoa M, ea M, e, P,

e P, as perturbagdes devido a M, e a M. Considerando M;<<M, e M,>>M,, a razdo

entre a perturbacdo de M, e a aceleracdo gravitacional devido a M, € dada por:

1
- = = =\
by | Ly hsy  Tjp
= (B.17)

Al M,
r123

onde foi introduzido que:

A,=GM, (rl—;} (B.18)
L3
I3
- T, T
. =-GM, {1—3—%} (B.20)
L3 T
P, =-GM (fz—3+fl—2J (B.21)
2 2 3 3 .
Ly Iy

A razdo entre a perturbacdo de M, e a aceleragdo gravitacional devido a M, € dada por:



1

== = = \|2
AR R E
p Wl 373 || .37 3
1 hiz Tip ) \Ii3 Tpp

2
I3
Usando a trigonometria na figura B.2 t€m-se

2 2 2
T3 =Tjp + 153 = 215317, COS §

reescrevendo:

1
2 |2
r r r
13 = 1—2ﬁcos§+(£]
I I I

Da mesma figura tém-se também que:

L, T
cosp =—2 -2 cosE
Lz Iz

Substituindo as equacdes (B.24) e (B.25) em (B.17) e (B.22) obtém-se:

= 2
‘132‘ M, (113/1'12 j 1+2(r2—3j(1—r1—300$§)+(r—
‘Al‘ M, \ 53/, P P}
p 2 2
;Lﬂ(rﬁj 12 (rﬁj cosé+ (rﬁj + 1-2(
‘Az‘ M, { 1, Iy p) I

Neste caso tem-se:

N | —
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(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)



1+2(TZ3J(1-
L P

I3

I

2 4

4 2 4 1—2(1.2%j COS§+(I.23]
-l s

cos&J+(r

13
I

J

N =

93

(B.28)

Resolvendo a equacdo (B.28) para ry; /1, considerando M;<<M, e M,>>M,, o

que implica em r,; <<1;; € I3 <<1, , Tisserand mostrou que a superficie € circular

(Roy, 1988) e de raio:

que € por defini¢ao o raio da esfera de Laplace.

B.3 O RAIO DE HILL E A ESFERA DE LAPLACE

(B.29)

Tanto a dedugdo da equagdo (B.13) para o raio de Hill, quanto a da equacao

(B.29) para a esfera de Laplace foram feitas considerando o caso em que M;>>M,.

No caso do raio de Hill, a deducao leva a definicdo de uma superficie esférica

ao redor da massa secunddria, cujo raio € dado pela equagdo (B.13), a qual representa

o equilibrio entre as forcas devido aos dois corpos principais.

Para a esfera de Laplace, percebe-se que a equacdo (B.29), ndo define uma

superficie de equilibrio, e sim uma fronteira entre regides onde um corpo é mais

predominante que outro corpo (Williams, 2003).

Na tabela B.1 sdao apresentados os raios das esferas de influéncia calculados

para alguns planetas em relacdo ao Sol através das definicdes de Hill e Laplace .
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Na tabela B.2 sdo apresentados os raios de Hill calculados para doze razodes de

massa (de 10" a 10™'%), calculados através de B.13

Tabela B.1 —Raios das esferas de influéncia de alguns planetas em relacéo ao Sol.

Massa Distancia Rpap Ry
Planeta (massas Sol-Planeta (Raios do (Raios do
solares) (UA) planeta) planeta)
Mercurio 1,660.10” 0,387 45 89
Vénus 2,448.10° 0,723 100 164
Terra 3,003.10° 1,000 145 236
Marte 3,228.10” 1,524 170 323
Jupiter 9,545.10" 5,203 675 746
Saturno 2,858.10™ 9,539 903 1078
Urano 4,365.10” 19,182 2197 2975
Netuno 5,150.10° 30,058 3882 5198

Tabela B.2- Valores calculados do raio de Hill para doze razdes de massa.

Razao de Massa Raio de Hill* Razao de Massa Raio de Hill*
10! 0,32183 107 0,00322
102 0,14938 10°® 0,00149
107 0,06933 10” 0,00069
10" 0,03218 107" 0,00032
10° 0,01494 10" 0,00015
10°¢ 0,00693 10 0,00007

* a unidade de comprimento do raio da esfera de influéncia € a distancia entre os dois
primarios.
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APENDICE C

FIXANDO A VARIACAO PERCENTUAL DA ENERGIA
DO PROBLEMA DE DOIS CORPOS (PARTICULA-CORPO CENTRAL)

Neste método entra-se com as condi¢des iniciais dadas pela equacgado (2.8), com
a velocidade da particula em relagdo ao corpo secundario (Vps) € com o pardmetro de
aproximacdo d .

O método consiste em fixar a velocidade relativa Vpg e variar d até um valor
para o qual a energia varie uma porcentagem pré-estabelecida. Quando isso acontecer,
¢ possivel obter através dos dados gerados na integracdo, o instante em que a energia
deixou de variar, ficando dai em diante praticamente constante (dentro do critério
adotado).

E possivel também obter a distincia r, e a velocidade da particula exatamente
nesse instante em que a energia varia menos do que o valor pré-estabelecido. Como
esse valor de r, corresponde exatamente ao ponto em que a particula deixa de sentir a
influéncia do planeta, assume-se que ele corresponde ao limite do raio de influéncia do

corpo secunddrio, como mostra a figura C.1.

Limite da regido de
influéncia

orbita da
particula

Figura C.1 — Limite do raio de influéncia. No ponto A a particula estd a uma distancia r, do planeta. A partir
desse ponto a sua energia passa a ser constante. Por isso esse valor de r, passa a ser considerado o limite do raio
de influéncia do planeta
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Foram estabelecidos dois parametros que determinam se a particula estd ou nao
sob a influéncia do corpo secunddrio.

Consideramos que a particula estd sob a influéncia do corpo secunddario se a
variac¢ao de sua energia for de 1% e em outro caso se a variacao for de 10%

Quando a variagdo se torna menor que estes valores estipulados, assume-se que
a particula deixou de sentir a presenca do corpo secundario.

Construindo um grafico com vérios valores desse raio da esfera de influéncia
em func¢do da velocidade relativa nesse ponto, € possivel observar o seu
comportamento, possibilitando a posterior formulacdo matemadtica desejada, que

fornecera o raio de influéncia em func¢do da velocidade da particula.

C.1 OBTENCAO DOS DADOS

Na Tabela (C.1) € demonstrado como os dados sdo organizados apds a
integracdo, como € feita a selecdo de r, e da velocidade correspondente para esse
ponto.

Nele foi considerada uma particula com a velocidade Vpg=0,130 em relagdo ao

corpo secundério em um sistema com razdo de massa 10°.

O pardametro de aproximacdo d foi variado até que se atingisse uma variacao na
energia de 1% em relacdo a energia inicial. O resultado da integracio para esse d e
para essa velocidade estd na tabela C.1.

Nesta tabela, o€ a razdo entre a energia inicial e final, isto é:

Einicial

o=
Efinal

Ficou definida uma precisdo para a variagdo de trés casas decimais.
Acompanhando na tabela C.1 a coluna ‘“variacdo” é possivel perceber quando a
precisdo passou a ser menor do que a estipulada (linha em vermelho). Nesse ponto
assume-se que a particula deixou de sentir a presenca do planeta, e obt€ém-se na mesma
linha de dados o valor r, para o qual isso aconteceu e qual a velocidade que a particula
possuia nesse momento. Esses sdo os valores que serdo usados nos graficos que apds o

ajuste da curva ird fornecer o raio da esfera de influéncia em fungdo da velocidade.
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Tabela C.1: Para razdo de massa 10°, Vp = 0,130, d=0, 00236, e variagdo de energia proporcionada pelo
encontro de 1,000%

Velocidad
Tempo e (Vos) ) c

0 0,1300000 | 0,0023600 | 1,0000000
0,010000 | 0,1295913 | 0,0026980 | 0,9987212
0,050000 | 0,1278461 | 0,0069310 | 0,9933037
1,200000 | 0,3001125 | 0,1660451 | 0,9901018
1,250000 | 0,3166506 | 0,1768340 | 0,9901002
1,260000 | 0,3199964 | 0,1790776 | 0,9900998
1,300000 | 0,3334918 | 0,1883474 | 0,9900990
4,950000 | 1,1345297 | 2,2764814 | 0,9900997
5,000000 | 1,1355257 | 2,3007734 | 0,9900996

E importante perceber também nesta tabela que apés esse ponto, a energia da

particula em relacdo ao corpo central permaneceu constante (dentro do limite de trés

casas de precisdo), o que também pode ser percebido nos graficos da figura (C.2)

indicando que de fato a particula saiu da esfera de influéncia do planeta

-0,3560 —
-0,3565 -.
-0,3570 -.
-0,3575 -.
-0,3580 -.

-0,3585

-0,3560
-0,3565 -
-0,3570 -.
-0,3575 -.
-0,3580 -.
-0,3585 -.

-0,3590

-0,3590
-0,3595 —

1 t=1,26
-0,3600

-0,3605 . . T | : T

-0,3595 -
1 E:O, 1790
-0,3600 -

Energia (particula-corpocentral)
Energia (particula-corpo central)

. . T . T . -0,3605 . | T T

Tempo r

(a) (b)

Figura C.2 — (a) Variacdo da energia da particula em relagdo ao corpo central em fungdo do tempo. A partir de
t =1,26 essa energia passa a ser constante dentro da precisdo considerada, o que indica que o corpo secunddrio nio
mais exerce influéncia significativa. (b) - Variacdo da energia da particula em relacdo ao corpo central pela distancia
da particula ao planeta. Apés o ponto I, = 0,1790 no instante t =1,26 (gréfico 1) a energia passa a ser constante ao

longo da orbita da particula, indicando que o corpo secunddrio deixou de influencid-la significativamente.
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C.2 RESULTADOS

Utilizando o procedimento descrito acima, foram feitas simulagdes com o
objetivo de analisar como particulas com diferentes velocidades podem influenciar na
determinagdo da esfera de influéncia. Essas simulacoes foram feitas, considerando trés
diferentes razdes de massa e para variacoes da energia da particula em relacdo ao
corpo central da ordem de 1% e 10 %.

Os resultados dessas simulagdes se encontram nos graficos das figuras
(C.3),(C4)e(C)S).

Razdo de massa igual a 10°°

0,26 - .
0,24 - 060 =
| 0,55 -]
0,22 ]
| 0,50
0,20 ] .
] 0,45
0,18 1
| 0,40
0,16 o 035
0,14 © 0,30
0,121 o 025]
0,10 © 0,20
0,08 0,15
0,06 0,10_-
0,04 0,05_-
0,02 0,00
— T 1 1 - 1 1 1 1 T 1T 1 — 1T 1 1 71 1T 1T 71 1T 71 71
000 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0,50 00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
velocidade relativa velocidade relativa
(a) (b)

Figura C.3 - Gréfico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa da particula em um sistema com
razdo de massa 10 (a) para variacdo de 1% (b) para variacdo de 10%.
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Razdo de massa igual a 107
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Figura C.4 - Grifico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa da particula em um sistema com
razio de massa 107 (a) para variacio de 1% (b) para variacdo de 10%.
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Figura C.5 - Grifico do raio da esfera de influéncia pela velocidade relativa da particula em um sistema com
razdo de massa 10 (a) para variacio de 1% (b) para variacio de 10%.

C.3 COMENTARIOS

Os gréficos das figuras (C.3), (C.4), (C.5) mostram que o raio da esfera de
influéncia estd sendo diretamente proporcional a velocidade, isto €, quanto maior a
velocidade, maior o raio.
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Este resultado € o oposto do esperado, jd que intuitivamente temos que
particulas com grandes velocidades teriam que passar mais proximas do corpo
secunddrio para sofrerem a mesma influéncia que uma particula com velocidade baixa.

O problema deste método estd em se fixar a variacdo de energia desejada.
Fazendo isso, forca-se a esfera de influéncia a aumentar com a velocidade, pois quanto
maior a velocidade, mais distante o corpo secunddrio tem que comecar a influenciar a
particula para resultar na mesma variacdo de energia proporcionada para uma particula
com velocidade menor.

Diante deste resultado ndo satisfatorio, foi adotado o método descrito no

capitulo 3.



TABELAS COM A MAXIMA VARIACAO DE ENERGIA EM FUNCAO DA

APENDICE D

VELOCIDADE E DO RAIO DE CAPTURA.

D.1 RAZAO DE MASSA 10°.

Tabela D.1 — Méxima varia¢io percentual de energia. Razdo de massa 10

Variacao
V(e;l)giit(il;:llg-rce(:::)i(‘)’ ) Raio de Captura [(;zreczzl:uia: Movimento
secundério) (Raios de Hill) (AE ¢7f)
0,0000 1,16 2,07 retrégrado
0,0010 1,15 1,98 retrégrado
0,0020 1,13 1,80 retrégrado
0,0030 1,10 1,20 retrégrado
0,0040 1,09 1,18 retrégrado
0,0050 1,06 0,69 retrégrado
0,0060 1,04 0,62 retrégrado
0,0070 1,01 0,27 retrégrado
0,0080 0,99 0,08 prégrado
0,0090 0,96 0,40 prégrado
0,0100 0,93 0,71 préogrado
0,0110 0,90 0,99 progrado
0,0120 0,87 1,26 progrado
0,0130 0,84 1,51 progrado
0,0140 0,80 2,03 progrado
0,0150 0,77 2,24 préogrado
0,0160 0,74 2,43 prégrado
0,0170 0,70 2,97 prégrado
0,0180 0,67 3,13 prégrado
0,0190 0,64 3,28 prégrado
0,0200 0,59 3,32 prégrado
0,0210 0,57 343 prégrado
0,0220 0,53 3,54 progrado
0,0230 0,50 3,83 progrado
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D.2 RAZAO DE MASSA 10®

Tabela D.2 — Méxima variagio percentual de energia. Razdo de massa 10

Variacao
Vfrl)gf'it(ilslillgie(:::)i;’ ) Raio de Captura [(;zrecszl:uia: Movimento
secundério) (Raios de Hill) (AE ¢7f)

0,0000 1,15 0,45 retrégrado
0,00025 1,13 0,39 retrégrado
0,00050 1,11 0,24 retrégrado
0,00075 1,09 0,24 retrégrado

0,0010 1,06 0,16 retrégrado
0,00125 1,03 0,09 retrégrado
0,00150 1,01 0,04 retrégrado
0,00175 0,97 0,05 retrégrado
0,00200 0,94 0,13 prégrado
0,00225 0,91 0,20 progrado
0,00250 0,87 0,26 progrado
0,00275 0,84 0,32 prégrado
0,00300 0,80 0,41 prégrado
0,00325 0,76 0,49 prégrado
0,00350 0,72 0,57 progrado
0,00375 0,68 0,65 progrado
0,00400 0,64 0,69 prégrado
0,00425 0,60 0,77 prégrado
0,00450 0,56 0,86 prégrado
0,00475 0,53 0,91 progrado
0,00500 0,50 0,96 progrado
0,00525 0,46 1,03 prégrado
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D.3 RAZAO DE MASSA 10”

Tabela D.3 — Méxima variacio percentual de energia. Razdo de massa 10

Variacao
V(e;l)giit(il;:llg-rce(:::)i(‘)’ ) Raio de Captura [(;zreczzl:uia: Movimento

secundirio) (Raios de Hill) (AE ¢7f)
0,0000 1,15 0,22 retrégrado
0,0005 1,06 0,08 retrégrado
0,0010 0,93 0,06 retrégrado
0,0015 0,77 0,21 progrado
0,0020 0,59 0,37 prégrado
0,0025 0,44 0,48 prégrado
0,0026 0,30 0,84 prégrado
0,0030 0,26 0,99 prégrado
0,0031 0,23 1,01 prégrado

D.4 RAZAO DE MASSA 107

Tabela D.4 — Maxima variacio percentual de energia. Razdo de massa 10™°

Variacao
V(e;l)gf'it(ilfliil:lie;i;i; ) Raio de Captura gzrgzg:u:: Movimento

secundirio) (Raios de Hill) (AE %:‘f)
0,0000 1,15 0,078 retrégrado
0,0001 1,11 0,063 retrégrado
0,0002 1,06 0,030 retrégrado
0,0003 1,01 0,0086 retrégrado
0,0004 0,96 0,017 préogrado
0,0005 0,90 0,045 progrado
0,0006 0,83 0,076 prégrado
0,0007 0,75 0,106 prégrado
0,0008 0,68 0,134 progrado
0,0009 0,61 0,167 progrado
0,0010 0,54 0,195 progrado
0,0011 0,47 0,233 prégrado
0,0015 0,29 0,308 prégrado
0,0016 0,25 0,319 progrado
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0,0017 0,23 0,323 prégrado
0,0018 0,20 0,343 progrado
0,0019 0,15 0,555 progrado
0,0020 0,13 0,572 préogrado
0,0025 0,09 0657 prégrado
0,0035 0,05 0,769 prégrado
0,0045 0,03 1,0234 préogrado

D.5 RAZAO DE MASSA 10!

Tabela D.5 — Maxima variacio percentual de energia. Razdo de massa 10"

Variacao
Vfrl)gf'it(ilslillgie(:::)i;’ ) Raio de Captura [(;zrecszl:uia: Movimento
secundério) (Raios de Hill) (AE ¢7f)
0,000 1,15 0,030 retrégrado
0,0001 1,06 0,016 retrégrado
0,0002 0,94 0,013 retrégrado
0,0003 0,80 0,040 progrado
0,0004 0,64 0,068 progrado
0,0005 0,50 0,095 progrado
0,0010 0,12 0,263 progrado
0,0015 0,060 0,305 prégrado
0,0020 0,027 0,561 prégrado
0,0030 0,013 0,726 prégrado
0,0040 0,0087 0,755 prégrado
0,0050 0,0053 1,031 prégrado
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D.6 RAZAO DE MASSA 1072

Tabela D.6 — Maxima variacio percentual de energia. Razio de massa 107"

Variacao
V(e;l)gf'it(il;:llg-rce(:ilt)i(‘)’ ) Raio de Captura [(;zreczzl:uia: Movimento
secundério) (Raios de Hill) (AE <7f)
0,00000 1,16 0,0224 retrégrado
0,00005 1,06 0,0079 retrégrado
0,00010 0,93 0,0064 retrégrado
0,00015 0,77 0,0211 progrado
0,00020 0,59 0,0369 prégrado
0,00023 0,52 0,0421 prégrado
0,00024 0,50 0,0432 prégrado
0,00030 0,33 0,0580 prégrado
0,00040 0,16 0,1059 prégrado
0,00050 0,12 0,1096 prégrado
0,0010 0,029 0,2072 progrado
0,0015 0,0130 0,2992 progrado
0,0020 0,0072 0,4103 progrado
0,0025 0,0046 0,5117 préogrado
0,0040 0,0019 0,7496 progrado
0,0050 0,0012 1,0220 progrado

D.7 COMENTARIOS

A tabela correspondente a razio de massa 107 pode ser encontrada no capitulo
3 (pégina 45). Ela foi usada para exemplificar a aplicacio do método adotado e por

1sso ndo foi posta neste apéndice.



APENDICE E

TABELAS COM AS SIMULACOES DO CASO VESTA-MAGNYA

Variacao da energia para rp = 275,6 km (1,1 raios de Vesta)

Tabela E.1 - Variacdo da energia parar, = 275,6 km (1,1 raios de Vesta) e a = 3,59)(108 km

106

a Vi V2 /4 V. Jii o) Y| W2 AE 1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) c (rad) (km/s) | (rad) (rad) | (rad) | (rad) | (km?s?%) (km?/s%)
3,59x10° 17,9 18,6 0,01 0,00782 0,700 0,980 0,155 4,23 7,38 3,56 -3,56

0,02 0,0155 0,742 0,384 0,102 3,64 6,79 1,36 -1,36
0,03 0,0232 0,806 0,541 0,0895 3,80 6,94 1,65 -1,65
0,04 0,0307 0,886 0,670 | 0,0750 3,92 7,07 1,75 -1,75
0,05 | 0,0382 0,977 | 0,774 | 0,0628 | 4,03 | 7,17 1,77 -1,77
Tabela E.2 - Variacdo da energia para r, = 275,6 km (1,1 raios de Vesta) e a = 3,74x10° km
Vi V2 /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
a (km) (knvs) | (kmys) | € (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (kms®) | (km?s’)
3,74x10° 18,3 18,6 0,01 | 0,00782 0,311 0,479 0,386 3,74 | 6,88 2,44 -2,44
0,02 0,0155 0,398 0,798 0,284 4,06 | 7,20 3,33 -3,33
0,03 0,0232 0,509 0,987 0,190 425 | 7,39 3,20 -3,20
0,04 0,0307 0,630 1,103 0,138 4,36 | 7,50 3,02 -3,02
0,05 0,0382 0,756 1,179 | 0,0995 | 4,44 | 7,58 2,70 -2,70
Tabela E.3 - Variacdo da energia para r, = 275,6 km (1,1 raios de Vesta )e a= ?>,89x108 km
Vi \% /4 V. Jii o Y| ¥ AE 1 AE 2
d (km) (km/s) | (kmss) | € (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s®) | (km’/s’)
3,89x10° 18,7 18,6 0,01 | 0,00782 0,171 2,146 0,731 5,41 8,55 3,24 -3,24
0,02 0,0155 0,312 1,89 0,419 442 | 7,41 4,24 -4,24
0,03 0,0232 0,442 1,78 0,248 5,04 | 8,18 3,81 -3,81
0,04 0,0307 0,580 1,72 0,164 498 | 8,12 3,40 -3,40
0,05 0,0382 0,717 1,68 0,112 4,94 | 8,08 2,92 -2,92




Tabela E.4 - Variac¢do da energia para r,= 275,6 km (1,1 raios de Vesta) e a = 4,04)(108 km
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Vi \'%) /4 V. B o Y1 | ¥2 AE 1 AE 2
d (km) (km/s) | (km/s) c (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (kms®) | (km’/s’)
4,04x10° 19,0 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0456 | 2,81 | 0264 | 6,07 | 921 0,952 0,952
0,02 | 00155 0,522 | 2,53 | 0,208 | 580 | 8,94 1,86 -1,86
0,03 | 00232 0614 | 234 | 0,159 | 560 | 8,74 2,27 227
0,04 | 00307 0,721 | 220 | 0,115 | 546 | 8,60 2,26 2,26
0,05 | 00382 0,838 | 2,00 | 0,0871 | 535 | 8,50 2,17 2,17
0,06 | 0,456 0,953 | 1,98 | 0,0671 | 5,19 | 8,20 2,23 223
Variacao da energia para rp = 375,8 km (1,5 raios de Vesta)
Tabela E.5 - Variacdo da energia para r, = 375,8 km (1,5 raios de Vesta) e a= 3,59x10%km
q Vi V2 e /4 V. B 0 Y1 | ¥ AE 1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad)y | (ad) | (rad) | (rad) | (km®s?) | (km%s®)
3,59x10° 17,9 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0,700 | 0,201 | 0,0874 | 3.43 | 6,57 0,641 -0,641
0,02 | 0,0155 0,742 | 0,384 | 0,0771 | 3,62 | 6,75 0,954 0,954
0,03 | 00232 0,806 | 0,541 | 0,0670 | 3,77 | 6,91 1,18 -1,18
0,04 | 0,0307 0,886 | 0,670 | 0562 | 3,90 | 7,04 1,21 -121
0,05 | 00382 0,977 | 0,774 | 0,0469 | 4,01 | 7,15 1,25 -1,25
Tabela E.6 - Variacdo da energia para r, = 375,8 km (1,5 raios de Vesta ) e a = 3,74x10%km
q Vi V2 e /4 V. Jii S ¥Yi| ¥2 AE 1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s) | (km’/s®)
3,74x10° 18,3 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0311 | 0479 | 0312 | 3,71 | 6,85 1,90 -1,90
0,02 | 0,0155 0,398 | 0,798 | 0225 | 4,03 | 7,17 2,57 2,57
0,03 | 00232 0,509 | 0,987 | 0,147 | 4,22 | 7,36 2,45 2,45
0,04 | 0,0307 0,630 1,10 | 0,105 | 433 | 7.48 2,29 2,29
0,05 | 00382 0,756 1,17 | 00752 | 441 | 7.55 2,03 2,03




Tabela E.7 - Variagdo da energia para r, = 375,8 km (1,5 raios de Vesta ) e a = 3,89x108km
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Vi V2 /4 V. B 0 Y1 | ¥ AE 1 AE 2
a (km) knvs) | (knvs) | € (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s’) | (km?s’)
3,89x10° 18,7 18,6 0,01 | 0,00782 0,174 | 2,15 | 0,640 53 8,52 2,97 2,97
0,02 | 0,0155 0,305 1,88 | 0340 | 5,11 | 8,25 3,55 -3,55
0,03 | 0,0232 0,442 1,78 | 0,193 | 5,01 | 8,15 3,00 -3,00
0,04 | 0,0307 0,580 1,72 | 0,126 | 4,95 | 8,09 2,64 -2,64
0,05 | 0,0382 0,720 1,69 | 0,0852 | 4,94 | 8,08 2,22 2,22
Tabela E.8 - Variacdo da energia para r,= 375,8 km (1,5 raios de Vesta) e a = 4,04x10° km
m) Vi V2 e 14 V. B o Y1 | ¥ AE 1 AE 2
(km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) (rad) (rad) | (rad) | (km%s? (km?/s%)
4,04x10° 19,0 18,6 0,01 | 0,00782 0,174 | 2,15 | 0,208 | 5,38 | 8,52 1,03 -1,03
0,02 | 0,0155 0,522 | 2,54 | 0,162 | 5777 | 891 1,54 -1,54
0,03 | 0,0232 0,613 234 | 0,122 | 557 | 8,71 1,81 -1,81
0,04 | 0,0307 0,721 2,20 | 0,0874 | 543 | 8,57 1,76 -1,76
0,05 | 0,0382 0,837 2,09 | 0,0654 | 532 | 847 1,67 -1,67
Variacao da energia para r,=501,0 km (2 raios de Vesta)
Tabela E.9 - Variacdo da energia para r, = 501,0 km (2 raios de Vesta ) e a = 3,59x10%km
q Vi V2 . /4 V. Jii o Y1 | W2 | AE1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km/s®) | (km?/s’)

3,59x10° 17,9 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0,700 | 0,201 | 0,0670 | 3,41 | 6,55 0,460 -0,460

0,02 | 0,0155 0,742 | 0,384 | 0,0590 | 3,59 | 6,73 0,701 -0,701

0,03 | 00232 | 0,806 | 0,541 | 0,0511 | 3,75 | 6,89 0,878 -0,878

0,04 | 0,0307 | 0,886 | 0,670 | 0,0428 | 3,88 | 7,02 0,952 -0,952

0,05 | 00382 | 0977 | 0,774 | 0,0356 | 3,98 | 7,12 0,963 -0,963




Tabela E.10 - Variagdo da energia para r,= 501,0 km (2 raios de Vesta ) e a = 3,74x10°km
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q Vi V2 . /4 V. B 0 Y1 | ¥ AE 1 AE?
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km%s>) | (km’/s?)
3,74x10° 18,3 18,6 0,01 | 0,00782 0,311 0,479 0,251 3,69 | 6,83 1,49 -1,49
0,02 0,0155 0,398 0,798 0,178 4,01 7,15 2,01 -2,01
0,03 0,0232 0,509 0,987 0,114 420 | 7,34 1,88 -1,88
0,04 0,0307 0,630 1,10 0,0813 | 4,31 7,46 1,76 -1,76
0,05 0,0382 0,756 1,18 0,0574 | 439 | 7,53 1,54 -1,54
Tabela E.11 - Variagdo da energia para r, = 501,0 km (2 raios de Vesta ) e a = 3,89x10%km
Vi V2 . /4 V. B o) Y| ¥ AE 1 AE 2
a (km) (km/s) (km/s) (rad) (km/s) | (rad) (rad) (rad) | (rad) | (km%s?) (km?/s%)
3,89x10° 18,7 18,6 0,01 | 0,00782 0,174 2,15 0,544 5,36 | 8,49 2,63 -2,63
0,02 0,0155 0,305 1,88 0,277 5,09 | 8,23 2,93 -2,93
0,03 0,0232 0,442 1,78 0,152 4,99 | 8,13 2,38 -2,38
0,04 0,0307 0,508 1,72 | 0,0972 | 4,93 8,07 1,80 -1,80
0,05 0,0382 0,717 1,68 | 0,0652 | 490 | 8,04 1,71 -1,71
Tabela E.12 - Variacdo da energia para r, = 501,0 km (2 raios de Vesta) e a = 4,04x10*km
a Vi V2 . /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s") | (km’/s®)
4,04x10° 19,0 18,6 0,01 | 0,00782 0,434 2,15 0,164 6,03 | 8,88 1,35 -1,35
0,02 | 0,0155 0,502 2,54 0,127 5,53 | 8,49 1,90 -1,90
0,03 | 0,0232 0,593 2,34 | 0,0942 | 5,17 | 8,22 1,92 -1,92
0,04 | 0,0307 0,711 2,20 | 0,0668 | 5,34 | 8,55 1,35 -1,35
0,05 | 0,0382 0,837 2,09 | 0,0499 | 5,30 | 844 1,25 -1,25




Variacao da energia para r,= 751,5 km. (3 raios de Vesta)

Tabela E.13 - Variagdo da energia para r, = 751,5 km (3 raios de Vesta ) e a = 3,59x10%km
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q Vi V2 . /4 V. B o Y1 | ¥W2| AE1 AE?2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km%s®) | (km’s’)
3,59x10° 17,9 18,6 0,01 | 0,00782 | 0,700 | 0,201 | 0,0456 | 3,39 | 6,53 0,291 -0,291
0,02 | 0,0155 0,742 | 0,385 | 0,0400 | 3,57 | 6,71 0,456 -0,456
0,03 | 0,0232 0,806 | 0,541 | 0,0346 | 3,73 | 6,87 0,577 -0,577
0,04 | 0,0307 0,886 | 0,670 | 0,0288 | 3,86 | 6,70 0,386 -0,386
0,05 | 0,0382 0,977 | 0,774 | 0,0239 | 3,96 | 7,10 0,635 -0,635
Tabela E.14 - Variacdo da energia parar, = 751,5 km (3 raios de Vesta ) e a = 3,74)(108 km
q Vi V2 . /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km%s®) | (km’/s’)
3,74x10° 18,3 18,6 0,01 | 0,00782 | 0,311 | 0,479 | 0,182 | 3,67 | 6,81 1,05 -1,05
0,02 | 0,0155 0,397 | 0,798 | 0,126 | 3,99 | 7,13 1,40 -1,40
0,03 | 0,0232 0,509 | 0,987 | 0,0791 | 4,18 | 7,32 1,29 -1,29
0,04 | 0,0307 0,603 1,10 | 0,0555 | 4,29 | 743 1,13 -1,13
0,05 | 0,0382 0,756 1,18 | 0,0389 | 4,37 | 7,51 1,04 -1,04
Tabela E.15 - Variacdo da energia para r,=751,5 km (3 raios de Vesta) e a = 3,74x10%km
Vi V2 . /4 V. B o) Y| ¥ AE 1 AE 2
a (km) (km/s) (km/s) (rad) (km/s) (rad) (rad) (rad) | (rad) (ka/ sz) (ka/ sz)
3,89x10° 18,7 18,6 0,01 | 0,00782 0,174 2,15 0,440 5,33 | 8,48 2,18 2,18
0,02 0,0155 0,305 1,88 0,202 5,07 | 8,21 2,17 2,17
0,03 0,0232 0,442 1,78 0,106 496 | 8,11 1,68 -1,68
0,04 0,0307 0,580 1,72 | 0,0668 | 4,91 | 8,05 1,41 -1,41
0,05 0,0382 0,717 1,68 | 0,0443 | 4,87 | 8,01 1,17 -1,17




Tabela E.16 - Variacdo da energia para 1, = 751,5 km (3 raios de Vesta) e a = 4,04x10*km
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a Vi V2 . /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s") | (km’/s®)
4,04x10° | 19,0 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0456 | 2,81 | 0,116 | 6,00 | 9,14 | 0,551 | -0,551
0,02 | 00155 | 0,522 | 2,54 | 0,0880 | 5,73 | 8,87 | 0,896 | -0,896
0,03 | 00232 | 0614 | 2,34 [ 0,0648 | 553 | 8,67 1,01 | -1,01
0,04 | 00307 | 0,721 | 2,20 [ 0,0456 | 538 | 853 | 0952 [-0952
0,05 | 00382 | 0,837 | 2,08 [ 00337 | 52 [ 841 | 0884 [-0884
Variacao da energia para r, = 1002,0 km (4 raios de Vesta)
Tabela E.17 - Variacdo da energia para r, = 1002,0 km (4 raios de Vesta ) e a = 3,59x10%km
a Vi V2 . /4 V. B o Y1 |W¥Y2| AE1 AE2
(km) | (kmss) | (km/s) (tad) | (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km?/s>) | (km?/s?)
3,59x10° | 17,9 | 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0,700 | 0,201 | 0,0346 | 3,38 | 6,52 | 0,211 -0,211
0,02 | 0,0155 | 0,742 | 0,385 | 0,0304 | 3,56 | 6,70 | 0339 | -0,339
0,03 | 0,0232 | 0,806 | 0,541 | 0,0262 [ 3,72 | 6,86 | 0,430 | -0,430
0,04 | 0,0307 | 0,886 | 0,670 | 0,0218 | 3,85 | 6,99 | 0460 | -0,460
0,05 ] 0,0382 | 0977 0,774 | 0,0182 3,95 | 7,09 | 0479 | -0,479
Tabela E.18 - Variacdo da energia para r, = 1002,0 km (4 raios de Vesta)e a= 3,59x10%km
q Vi V2 e /4 V. B o) Y| W2 AE 1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’s®) | (km’/s’)
3,74X10° 18,3 18,6 | 0,01 | 0,00782 | 0311 | 0479 | 0,143 | 3,66 | 6,79 0,798 -0,798
0,02 | 00155 | 0398 | 0,798 | 0,0972 | 3,98 | 7,12 1,07 -1,07
0,03 | 00232 | 0509 | 0,987 | 0,0607 | 4,16 | 7,31 0,985 -0,985
0,04 | 00307 | 0630 | 1,06 | 00422 [ 428 | 7,42 0,897 -0,897
0,05 | 00382 | 0756 | 1,15 | 0,0295 [ 4,36 | 7,50 0,782 -0,782




Tabela E.19 - Variagdo da energia para r, = 1002,0 km (4 raios de Vesta)e a=3,89x10°km

112

a Vi V2 e /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
(km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km’/s%) | (km’/s’)

3,89X10° 18,7 18,6 0,01 | 0,00782 0,174 2,15 0,367 5,32 | 8,46 1,87 -1,87

0,02 0,0155 0,305 1,88 0,159 5,06 | 8,20 1,72 -1,72

0,03 0,0232 0,442 1,77 | 0,0820 | 4,95 | 8,10 1,30 -1,30

0,04 0,0307 0,580 1,72 | 0,0510 | 4,90 | 8,04 1,08 -1,08

0,05 0,0382 0,717 1,68 | 0,0337 | 4,86 | 8,00 0,893 -0,893

Tabela E.20 - Variacdo da energia para r, = 1002,0 km (4 raios de Vesta)e a= 4,04x10°km

Vi \'%) e /4 V. B o Y1 | W2 | AE1 AE 2
a (km) (km/s) | (km/s) (rad) (km/s) | (rad) | (rad) | (rad) | (rad) | (km%/s%) | (km®/s’)

4,04X10* 19,0 18,6 0,01 | 0,00782 0,456 2,81 | 0,0892 | 5,99 | 9,13 0,443 -0,443

0,02 | 0,0155 0,521 2,54 | 0,0674 | 5,72 | 8,86 0,697 -0,697

0,03 0,0232 0,614 2,34 | 0,0494 | 5,52 | 8,66 0,776 -0,776

0,04 | 0,0307 0,721 2,20 | 0,0346 | 5,37 | 8,52 0,729 -0,729

0,05 0,0382 0,838 2,09 | 0,0255 | 5,27 | 841 0,677 -0,677
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