AVA
AVAVAV

unesp

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

PROGRAMA DE
POS-GRADUACAO
EM FiSICA

AREA DE FiSICA APLIGADA

Dindmica de uma Vela Solar em Condi¢des
Ressonantes com Perturbagao da Pressao de
Radiacao Solar. Caso de Mercurio e Terra.

Jodo Pedro Fagionato Agostinho

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ECIENCIAS EXATAS
RIO CLARO - SP

2023



Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita Filho"

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas Campus de Rio Claro

Joao Pedro Fagionato Agostinho

DINAMICA DE UMA VELA SOLAR EM CONDICOES
RESSONANTES COM PERTURBACAO DA PRESSAO
DE RADIACAO SOLAR. CASO DE MERCURIO E
TERRA

Rio Claro

2023



Joao Pedro Fagionato Agostinho

DINAMICA DE UMA VELA SOLAR EM CONDICOES
RESSONANTES COM PERTURBACAO DA PRESSAO

DE RADIACAO SOLAR. CASO DE MERCURIO E
TERRA

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
do Campus de Rio Claro, da Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Tadashi Yokoyama

Rio Claro

2023



Agostinho, Jodo Pedro Fagionato

Dindmica de uma vela solar em condic@es ressonantes com
perturbacdo da pressédo de radiacao solar. Caso de Mercurio e Terra. /
Jodo Pedro Fagionato Agostinho. -- Rio Claro, 2024

78 p.

A275d

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro
Orientador: Prof. Dr. Tadashi Yokoyama

1. Astronomia. 2. Mecénica Celeste. 3. Pressdo de Radia¢do Solar.
4. Achatamento Planetario. 5. Ressonancia. I. Titulo.

Sistema de geracédo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




DINAMICA DE UMA VELA SOLAR EM CONDICOES
RESSONANTES COM PERTURBACAO DA PRESSAO
DE RADIACAO SOLAR. CASO DE MERCURIO E
TERRA

Dissertagao de Mestrado apresentada ao Ins-
tituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas do
Campus de Rio Claro, da Universidade Es-
tadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Mestre em Fisica.

Data de defesa: 08 de novembro de 2023

Comissao Julgadora:

Prof. Dr. Tadashi Yokoyama
IGCE/UNESP/Rio Claro (SP)

Maria Helena Moreira Morais
IGCE/UNESP/Rio Claro (SP)

Rodolpho Vilhena de Moraes
FEG/UNESP /Guaratingueta (SP)

Conceito: aprovado.

Rio Claro

2023



AGRADECIMENTOS

A minha familia, por todo apoio e carinho.

Ao professor Tadashi Yokoyama, pelo empenho e dedicacao em fazer este trabalho

acontecer.
A minha namorada Thais, por todo apoio e paciéncia.

Aos meus amigos de Rio Claro: Pistola, Bioca, Jodo, Japa, Divd, Minimim, Eddie,

Pedro, Gugui e Pendrive. Por todos esses anos de amizade.
A todos os meus amigos de Piracicaba, do Anglo e do Piracicabano.
Ao meu querido amigo Allan Tomazella (em meméria).
Aos meus avés, Dinho, Cynira e Ede (em memoria).
Aos meus animais de estimacao: Mimi, Jimi, Nero, Nina, Sansdo e Aninha.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



RESUMO

Este trabalho aborda o estudo da dinamica de sondas orbitando planetas internos rochosos,
como Mercirio e a Terra. Ele enfoca as influéncias significativas da Pressao de Radiacao
Solar (PRS), da perturbagao gravitacional solar e da perturbacao devido ao achatamento
do planeta hospedeiro na trajetéria das sondas. O ponto central é a investigacao da dupla
ressonancia envolvendo termos da PRS, onde dois dngulos ressonantes independentes
podem ocorrer. Para examinar essas ressonancias, a fungao perturbadora foi expressa em
termos de elementos médios, o que significa que ela foi calculada tomando a média dessa
fungdo apenas em relagdo a anomalia média da sonda. Foi desenvolvido também o sistema

exato (cartesiano) a fim de validar o sistema médio via comparagoes com o mesmo.

Palavras-chave: Mercurio, Terra, Pressao de Radiagdao Solar (PRS), perturbagao gra-
vitacional solar, achatamento do planeta, dupla ressonancia, elementos médios, sistema

exato.



ABSTRACT

This work addresses the study of the dynamics of probes orbiting rocky inner planets,
such as Mercury and Earth. It focuses on the significant influences of Solar Radiation
Pressure (SRP), solar gravitational disturbance, and disturbance due to the flattening of
the host planet on the trajectory of the probes. The central point is the investigation of
the double resonance involving SRP terms, where two independent resonant angles can
occur. To examine these resonances, the disturbing function was expressed in terms of
mean elements, which means that it was calculated by taking the average of this function
only in relation to the probe’s mean anomaly. The exact (Cartesian) system was also

developed in order to validate the mean system through comparisons with it.

Keywords: Mercury, Earth, Solar Radiation Pressure (SRP), solar gravitational distur-

bance, planet flattening, double resonance, mean elements, exact system.
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1 INTRODUCAO

Investimentos e pesquisas na area de missoes cientificas para planetas, luas e
asteroides tem crescido significativamente nestes ltimos anos. Novos paises, novos grupos
internacionais de pequisa, tem investido em estudos relacionados ao envio de sondas e
satélites orbitadores para diferentes objetos do sistema solar. Dependendo do corpo a ser
visitado, o planejamento e a dindmica envolvida, obviamente, apresentam caracteristicas
muito diversas. Neste trabalho focamos a dinamica que envolve um orbitador de um
planeta interno, do tipo rochoso, como Merctrio ou Terra. Para estes, devido a proximidade
com o Sol, a forga da Pressao de Radiagao Solar (PRS) e também a perturbagao solar
gravitacional sdo ingredientes que afetam claramente a dindmica de uma sonda. Tanto a
Terra como também Mercurio sao suficientemente achatados, o que em principio poderiam
ser responsaveis por perturbagoes importantes nao s6 devido aos termos zonais como
também devido aos chamados tesserais ((TRESACO et al., 2018),(TRESACO; ELIPE;
CARVALHO, 2016)) tidos, a principio, como nao despreziveis. A importéncia dos termos
tesserais (em especial Coy, Sao) tem sido bastante comentada também em outros problemas
como orbitadores da Lua, asteroides, etc ((SAEDELEER, 2006), (TZIRTI; TSIGANIS;
VARVOGLIS, 2009), etc). Dada a diversidade de casos especificos, torna-se importante

um estudo localizado do efeito destas perturbagoes de cada problema.

Tratamos o problema de uma sonda em torno de Mercirio ou da Terra, onde
incluimos os principais harmonicos do campo gravitacional achatado do planeta e também
a perturbacao que decorre da PRS. Nesse caso, interessa-nos também, um caso de dupla
ressonancia que decorre dos termos da PRS. Por dupla ressonancia entendemos uma
situacao onde podemos ter dois angulos ressonantes independentes. Mostramos que a dupla
ressonancia ocorre no caso de uma sonda da Terra, porém no caso de Merctrio, apesar do
efeito isolado da PRS ser mais forte do que no caso terrestre, a frequéncia do movimento
médio de Mercirio é muito mais alta do que as frequéncias do nodo ou do pericentro
de uma sonda que o orbita. Assim, dupla ressonancia de primeira ordem nao é possivel
no caso de Merctrio. Como tais ressonancias sao comensurabilidades seculares, a funcao
perturbadora foi escrita em elementos médios, ou seja, foi obtida a média desta fungao,
apenas na anomalia média da sonda, preservando assim a anomalia média do planeta.
Também foi montado o sistema exato, em coordenadas cartesianas, para comparar com o

sistema médio.
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2 POTENCIAL DEVIDO A NAO ESFERICIDADE DO PLANETA

Neste capitulo, assim como nos préximos dois, faremos uma breve descri¢cao das
forcas perturbadoras que atuam num satélite que orbita um planeta do tipo terrestre
(Terra ou Mercurio). Esta descrigdo tratard de maneira bastante resumida ja que tais
forcas sao bem conhecidas, havendo bastante bibliografia que auxiliam e complementam o
que sera descrito aqui. Assim, esta expansao visa principalmente justificar alguns detalhes
particulares quando o planeta hospedeiro considerado é Mercurio ou Terra. Fosse, por
exemplo, Jupiter ou outro planeta gasoso gigante, as forcas perturbadoras seriam bastante

distintas das que tomaremos neste trabalho.

Iniciamos entao com o classico problema de dois corpos, onde a perturbagao que

aparentemente ¢ a mais saliente, vem do achatamento do priméario hospedeiro.

2.1 Problema de dois corpos

Considerando um sistema de coordenadas inercial OXY Z e duas massas pontuais
m e M (Figura 1), segundo a Gravitacao Universal de Newton podemos escrever a forga

que M sofre devido a m e vice-versa como

r, —r
m M
r, —r
m M

Figura 1 — Duas massas pontuais em um sistema de coordenadas inercial OXY Z.

Entretanto, podemos escrever r = r,, — r); e, usando a segunda lei de Newton

podemos reescrever as Eqs. (2.1) e (2.2) da seguinte forma
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. r

mi, = —GMm%, (2.4)
onde G ¢ a constante da Gravitagdo Universal e r = |r|.
Simplificando as massas e subtraindo (2.4) de (2.3)
= —G(M+ m)r% (2.5)
que ¢ a equacao do movimento relativo entre as duas massas.

Por conta de r ser uma fungao em (x,y, z), a eq. (2.5) se trata de um sistema
trés equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, e que ao resolvé-las obtemos o

movimento da massa m em relacao a massa M.

Tomando como exemplo um satélite orbitando um planeta, temos que M >>m
e, portanto, é valido considerar G(M + m) ~ GM. Na Mecanica Celeste, este produto é

chamado de pardmetro gravitacional do corpo em questao (u).

Podemos reescrever (2.5)

. r
r= _,uﬁa (26)

que também pode ser expresso pelo gradiente do potencial U

r=VU, (2.7)
em que U é dado por
]
=, 2.
v=*~ (2.8)

2.2 Desenvolvimento do Potencial de um corpo rigido

O formalismo estudado na secdo anterior se baseia no fato de todas as massas
serem pontuais, mas na realidade, ao estudarmos o movimento de satélites artificiais
orbitando planetas como a Terra e Merctrio (sistemas que serao foco neste trabalho),
devemos considerar a forma e a distribuicdo de massa desses planetas. Ao introduzir esses
fatores na modelagem do problema, teremos um modelo mais realista a ser abordado.
Portanto, nesta secao focaremos na modelagem do potencial de um planeta devido a sua

nao esfericidade e sua distribuicao de massa nao uniforme seguindo as ideias presentes em

(MONTENBRUCK; GILL, 2002).
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Considerando um elemento de massa dm a uma distancia s da origem, entao a
soma da contribuicao de todos esses elementos de massa resultara na forga total sobre
o satélite. Essa soma pode ser expressa através da integracao sobre todo o volume do

planeta dado por

U:G///‘f(_s)S'dSs (2.9)

em que dm = p(s)d®s é a densidade em um certo ponto a uma distancia s do centro que,
necessariamente, precisa estar no interior do planeta. |r — s| é a distancia desse ponto ao

satélite, podendo ser visualizado na fig.(2).

Figura 2 — Contribui¢do de um elemento de massa dm para o potencial.
Podemos desenvolver |r — s| da seguinte forma
v —s| = (r? + 5% — 2rs)"/? = (12 4 5% — 2rscos y)'/?, (2.10)
onde 7 ¢é o angulo entre r e s. Logo, 1/|r — s|

N G

Como em geral 1 >> 2, podemos expandir em série de Taylor a expressao (2.11)

1 1 2r 1 3 513 )
Ty = {1 + ; cosy + (i) {—2 + 5 cos® 7} + <i> [—2 cos 7y + 5 cos® y| +..(2.12)

Lembrando da definigao de polindmios de Legendre temos: Py(cos~y) = 1, Py(cosy) =
cosy e Py(cosy) = —1/2 + 3/2cos? v. Assim, observamos

S i (i)n P,(cos7), (2.13)

|I'—S’ _Tnzo
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sendo
1 d°

onp! dun

P (u) = (u? —1)" (2.14)

em que n é o grau do polinémio.

Portanto, substituindo (2.13) em (2.9) teremos U expresso nas variaveis correntes
do problema, desde que M tenha simetria axial com relacao ao eixo polar z. Assim, para
esta classe de planetas (gigantes e gasosos), podemos escrever o potencial gravitacional do

achatamento numa forma muito simples:

U:“{l— 3 JTR (s1n¢)} (2.15)

r n=2
onde ¢ ¢ a latitude do satélite referida ao equador de M e J,, sao coeficientes do achatamento

(zonais) do planeta.

Porém, para planetas terrestres (pequenos e rochosos) nao existe esta simetria
como temos nos planetas gigantes. O procedimento é mais elaborado. Notemos entao que
até agora no tratamento de U nao se levou em conta que o elemento de massa dm esta
rotacionando, pois ele é elemento de M, que em relacao ao referencial inercial, esta em
rotacdo em torno do eixo vertical z. Entao para isso vamos definir coordenadas esféricas

x,y, z) para o satélite e as respectivas (2',v/, 2') para dm.
Y Yy

x=rcospcos\ x = scos@ cos\
y=rcospsin\ y = scosq sin\ (2.16)

z=rsing 2 = ssing’.

Pelo teorema da adi¢ao dos Polindmios de Legendre podemos afirmar que,

P,(cosy) = iO(Q - 50m)Man(sm &) P (sin @) cos(m(A — X)) (2.17)

com P,,, chamado de Polinémios Associados de Legendre

dm
du—mPn(u) (2.18)

em que n é o grau e m a ordem do polinémio. A tabela 1 mostra os Polinémios Associados

Pom(u) = (1 — uz)m/Q

de Legendre que utilizaremos neste trabalho.

O potencial devido ao achatamento do planeta serd dado entao por (MONTEN-
BRUCK; GILL, 2002)

G7M i Zn:O < ) im (S0 @) (Crm cOS(MA) + Sy sin(mA)) (2.19)

n=0
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n|m P, m(sin(¢))

010 1

10 sin(¢)

210 (381:(1 (p) —1)

310 %(5 sin®(¢) — 3sin(¢))

410 £ (35sin?(¢) — 30sin’(¢) + 3)

5] 0 | £(63sin°(¢) — 70sin®(¢) + 15sin(¢))
2| 2 3 cos® ¢

311 2(5sin*(¢) — 1) cos(¢)

Tabela 1 — Polindmios Associados de Legendre utilizados neste trabalho.

e os coeficientes C),,,, € Spm

Crm = 2= 50m n I_Z /// 7 P (sin @) cos(mX)p(s)d®s (2.20)
Spm = 2= 50m Z%_—m /// 7 P (sin @) sin(mX)p(s)d®s (2.21)

em que dg,, € o Delta de Kronecker e é igual a 1 quando m = 0 e igual a 0 se m # 0.

Estes coeficientes dependem da distribuicao de massa do planeta, sao constantes
e determinados a partir de medicoes precisas da gravidade do planeta, realizadas por
satélites. Essas medigoes sao usadas para criar um modelo da distribuicao de massa do
objeto. A medida que mais dados sdo coletados, mais precisos se tornam os modelos, os
coeficientes sao constantemente refinados e atualizados. Para m < n temos a contribuicao

tesseral do potencial, e para m = n temos os coeficientes setoriais.

Na literatura, em geral, nao utilizamos 2.20 e 2.21, pois os harmonicos sao encon-
trados na forma normalizada, ou seja, C,,, € Snm,. Estes coeficientes normalizados sao

relacionados com os desnormalizados através da seguinte forma

Com | _ (n+m)! Co
{5nm} B \l (2 = bom)(2n + 1)(n — m)! {Snm.} (2.22)

Portanto, a aceleragao sofrida pelo satélite devido a nao esfericidade e distribuicao

de massa do planeta

i = VU (2.23)
em que U é o potencial dado pela eq. (2.19).

No caso da Terra, os coeficientes do potencial de achatamento sdao bem conhecidos.
A primeira medicao precisa foi feita pelo satélite Sputnik 1 em 1957, que determinou o

valor de J, (coeficiente do potencial zonal). Desde entdo, diversas missoes foram executadas
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e diversos satélites foram enviados para orbitar a Terra a fim de obter coeficientes de
ordem e precisdo cada vez maiores (MONTENBRUCK; GILL, 2002).

Para Merciirio, os coeficientes do potencial de achatamento sao menos conhecidos
que os da Terra. A Mariner 10 foi langada em 3 de novembro de 1973 e foi a primeira missao
espacial a orbitar Merctrio. Esta missao possibilitou a medigao da constante da gravitacao
de Merctirio (GM) bem como os coeficientes harménicos J; e Coy. Posteriormente, a missao
MESSENGER foi a proxima a orbitar Merctrio em 2013 e ajudou a estabelecer uma base
de dados detalhada sobre o planeta, que tem sido amplamente utilizada em pesquisas
subsequentes sobre o planeta (MAZARICO et al., 2014), (VERMA; MARGOT, 2016) e
(KONOPLIV; PARK; ERMAKOV, 2020).

2.3 Andlise de alguns coeficientes de baixa ordem

Podemos verificar as expressoes do potencial (2.19) simplesmente substituindo n e

m. Comecando com n =0 e m = 0, temos

U= Giwpoo(sm ¢)(Coo), (2.24)

onde FPyy = 1 e Cyy pode ser facilmente calculado

Coo = ]\14 /// p(s)d®s = 1. (2.25)

A integral da densidade pelo volume do planeta resulta simplesmente na prépria massa e,

portanto, o resultado é 1. E o potencial (2.19) se reduz ao potencial de dois corpos

U= —. (2.26)

r

Podemos escolher o centro de coordenadas tal qual coincida com o centro de massa

do planeta

g1

= j\l/[/sp(s)d?’s. (2.27)

=]
Il
N Q)

E, portanto, os coeficientes Cyg, C1; e Si; sdo dados por (MONTENBRUCK; GILL, 2002)

(2.28)

(2.29)
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St = % (2.30)

Logo, estes trés coeficientes se anulam. Como os casos estudados terao suas respectivas
origens do sistema de coordenadas coincidindo com o centro de massa de Merctrio e
posteriormente ao centro de massa da Terra, apenas os indices n > 2 serdo tratados neste
trabalho.

Tendo em vista (2.28), (2.29) e (2.30) vamos escrever o potencial da equagao (2.23)

numa forma mais pratica para nosso proposito

o= G GV {i (5) CooProfsins))
n=2 (2.31)
+ Z Z < ) Crim €08(MAR) 4 S SIN(MAR) ) Py (sin(¢)),

n=2m=1
onde \g é a longitude medida no Equador entre o meridiano de referéncia (Greenwich no
caso da Terra) e o meridiano do satélite. Em outras palavras A\g = A — vt, em que v é a

velocidade angular de rotagdo do planeta.

2.4 Perturbacao causada pela parte zonal do potencial

Observemos que a segunda parcela da expressdo (2.31) corresponde aos termos
zonais do potencial. Para quaisquer indices m = 0 todos os S, zeram, pois sin(0\) = 0
sobrando apenas os C, e, consequentemente, ndao ha dependéncia da longitude A. E,

portanto, isoladamente a perturbacao zonal é representa por

e i ( )n no(sin @)Cy, (2.32)

a qual representa o potencial zonal, ou seja, o potencial que nao depende da longitude. Por
convencao, ¢ utilizado a notacao J, para representar os coeficientes zonais do potencial. A

relacao entre J, e C,,,0 ¢ dada por: J, = —C), .

Nos sistemas estudados neste trabalho, os coeficientes zonais mais fortes representam
principalmente a diferenca entre o diametro polar e o diametro equatorial dos planetas, ou
seja, o quanto o planeta é achatado nos polos e avantajado no equador. Tanto no caso
da Terra quanto no caso de Merctrio, ambos os didmetros equatoriais sao maiores em
relacao aos diametros polares. Portanto, os efeitos dessas deformidades nos planetas afetam

diretamente o satélite que o orbita e devem ser considerados.

2.5 Perturbacao causada pelos harmonicos tesserais

Nesta secao apresentaremos as dedugoes dos tesserais Cos, So9, C31 € S31 em termos

dos elementos orbitais do satélite. Para isto, consideremos a terceira parcela de (2.31), a
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qual representa a parte tesseral do potencial. Isoladamente, podemos escrevé-la da seguinte

forma,

vy =M s 5 (R)npnm(sm 3)(Coum OS(MAE) + Sy sin(mAZ)). (2.33)

Substituindo os indices n = 2 e m = 2 no potencial acima obtemos
GM /R\?
R22 = T <7’) PQQ(SiH ¢)<022 COS(Q)\E) + 822 Sll’l(2)\E)>, (234)

em que Py é o polindmio associado de Legendre de grau 2 e ordem 2 dado anteriormente
na tabela (1)

Pyy = 3cos® ¢. (2.35)

O objetivo desta sessao ¢é escrever a expressao de Rgo acima em funcao dos elementos
orbitais. Analisaremos a geometria do problema e, a partir disso, faremos uma série de
manipulacoes algébricas a fim de obter expressoes para cos 2Ag e cos 2\ contidas em

(2.34) em termos dos elementos orbitais do satélite.

Podemos analisar a geometria do problema na Fig. 3. Devido a rotagdao do planeta,
devemos definir a direcao de rotagao em relacao sistema de coordenadas inercial XY Z. A
rotacao instantanea do planeta é definido como vt, e é medida do eixo X até a linha Md,
que é o meridiano de Greenwich do planeta (no caso da Terra). A longitude do satélite,
descrito na Figura 3 como Ag é medido a partir do meridiano de Greenwich do planeta
até o meridiano do satélite. A longitude do nodo ascendente é definido como de costume,

do eixo X até o nodo ascendente. Dessas informacoes podemos deduzir que

Ae=z+y, ==8Q-—ut (2.36)

Através das relagoes de triangulos esféricos podemos escrever

cos(f + w) = cosy cos ¢ + sin ¢ sin y cos 90° (2.37)

cos ¢ = cos(f + w)cosy + sin(f + w) siny cos [ (2.38)

De (2.37) obtemos direto

cos(f +w) = cosy cos ¢ (2.39)
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Y

o

Md \

Figura 3 — Geometria do problema (CARVALHO; YOKOYAMA; MOURAO, 2022)

que podemos substituir em (2.38) e obter

sin(f + w) cos I = siny cos ¢. (2.40)

Dado que os termos cos2Ag e sin2Ap estao presentes na eq. (2.34) podemos

escrever,

cos 2\ = cos(2x 4 2y) = cos 2z cos 2y — sin 2x sin 2y, (2.41)

sin 2\ = sin(2x 4 2y) = sin 2z cos 2y + sin 2y cos 2. (2.42)

Usando as classicas relagoes da trigonometria de seno da soma e cosseno da soma

de dois angulos, podemos escrever

5 cos*(f + w) — sin?(f + w) cos? I

cos 2y = cos’y — sin®y = o5 : (2.43)
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sin 2y = 2sinycosy = 2 (

sin(f +w)cosT\ (cos(f+ w)
coS @ ) ( cos @ )
sin(2f + 2w) cos [
N cos? ¢ ’

(2.44)

que podem ser aplicadas em (2.41) e (2.42)

2 L 2 NP ;
€082\ p — 08 21 <COS (f +w) — sin®*(f + w) cos )_SQO (sm( [+ 2w) cos )

cos? ¢ cos? ¢
(2.45)

2 _ ain2 2 .
sin 2\ = sin 2z (COS (f +w) —sin®*(f + w) cos I> tcos2z <81n(2f—|—2w) cos]>‘

cos? ¢ cos? ¢
(2.46)
Finalmente, podemos substituir (2.45) e (2.46) em (2.33) e obter
R*GM .
Ry =3 = [Caa(cos 2(Q — vt)(cos?(f + w) — sin®(f + w) cos® )
—sin2(Q — vt)sin(2f + 2w) cos I) (2.47)

+ Soo(sin 2(2 — vt) ((3082(f +w) — sin?(f + w) cos® I)
+ cos2(2 — vt) (sin(2f + 2w) cos I))].

A expressao acima descreve a perturbacao causada pelos harmonicos Cyy € Sy em
funcao dos elementos orbitais do satélite e da taxa de rotacdo do planeta. Como veremos
no decorrer do trabalho, para Mercurio o harmonico Sss acaba sendo irrelevante quando
comparado ao Coy e 0s outros zonais, portanto iremos desconsidera-lo (tabela 2). J4 para

a Terra, tanto o Cy quanto o Say serdao relevantes e deverao ser considerados.

Para o sistema Terra-Sonda-Sol utilizaremos outros dois tesserais: C'3; e S31. Subs-

tituindo os indices n =3 e m = 1 em 2.33, obtemos
GM [R\* _ :

Ry == (r) Py1(sin 6)(Csp cos(Ag) + Ss sin(Ag)) (2.48)
em que P3; é dado na tabela 1.

O processo de deducao deste tesseral é mais simples por conta de que sin A\ =
sin(z + y) e cos \g = cos(x + y) conforme a equagao (2.36). Logo, basta desenvolvermos

sin(z + y) e cos(z + y) em

cos A\g = cos(x + y) = cosx cosy — sinxsiny (2.49)
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sin \g = sin(x + y) = sinx cosy + cos zsiny (2.50)

A partir daqui o mesmo processo para dedugao de Cyy € Sy € aplicado e obtemos

3 (GMR?
-3
+ sin(f + w) cos(1)Ss31) + sin(x)(cos(f + w)Ss; — sin(f + w) cos(1)Cs1)).

5 ) (5sin”(f + w) sin®(I) — 1)(cos(x)(cos(f + w)Cs; (2.51)

Reiteramos que C,,,, e Sy, sdo constantes numéricas fornecidas por missoes espaciais
especificas. E com base nestes valores que fazemos o truncamento da expansdo em séries.
Por outro lado, ao contrario dos termos zonais, vemos que para os tesserais, sempre teremos
o termo vt, onde v é a velocidade angular de rotacao do planeta. Assim, para o estudo de
satélites geossincronos sempre teremos que considerar os termos tesserais. O sistema de

equacoes do movimento passa a ser nao autonomo.
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3 PERTURBACAO CAUSADA POR UM TERCEIRO CORPO

Para desenvolvermos a perturbagao causada pelo Sol ao satélite seguiremos a
metodologia presente em (MURRAY; DERMOTT, 1999). A influéncia gravitacional do Sol
é um dos importantes fatores que afetam o movimento orbital de satélites em torno de um
planeta. A principio chamaremos o planeta hospedeiro, o Sol e o satélite respectivamente
por m., m; e m; com as respectivas posicoes em relacao a uma origem arbitraria O sendo

R., R; ¢ R;. Definindo os vetores r; e r; como sendo os vetores posicao das massas m; e

;| = (7 +y; +2)"% vl = (v +yi + 2) P (3.1)

e, portanto

(3.2)

Figura 4 — Sistema m.,m; e m; com seus respectivos vetores posigao em relagao a origem

O e também as outras massas (MURRAY; DERMOTT, 1999).

Devido a atracao gravitacional entre as massas, aplicaremos a segunda Lei de

Newton com a Lei da Gravitacao Universal para R., R; e R;

m.R, = Gmcmir—; + Gmcmjr—g (3.3)
r; ’I"]-
i rj — i
ijj == —ijmcr—é — Gmlm]L_rz)s (35)
"j rj — il

Considerando o movimento de m; e m; em relacao a m., obtemos



26

i; =R, — R, (3.6)

r, = Rj - Rc, (37)

e substituindo nas expressoes (3.4) e (3.5) e simplificando as massas

(I‘j — I'Z‘) r; r; I'j
(r; —r;) r; r
= —Gmc— —Gmi———5 — Gm;— — Gm;— (3.9)
Tj |r]~ — I‘Z-| T; T’j
Reagrupando alguns termos podemos escrever
(rj — 1) T
rz+G(mc+mZ) =Gmj | ——3— 5|, (3.10)
r® v, —r|” 1y
i+ Gme +my) L = -G (rj—rs) | 1 (3.11)
T me+m;)—= =—-Gm; | ——5 + — | . .
! Vg oy =

As aceleragbes acima podem ser escritas como o gradiente de duas funcgoes escalares

UeR

a N a N 8 A
= v'L(Z/{z + RJ = (ale + ayi‘] + azzk> (UZ + Rz), (3.12)
. 0 0 0
rj:Vj(?/lj+Rj): (a 1+8ny+82k> (uj+Rj)7 (313)
J J

onde U; e U; sao partes do potencial central e sao dados por

r; Tj

Os termos R; e R; sao as fungoes de perturbacoes geradas pelas massas secunddrias.

Como r; nao depende r; e vice-versa, podemos escrever a fungao perturbadora como

ij _ Gm'ri - r;
rj — i ’ r}

,R,i:

(3.15)

Gm; T,
- Gmi—3—

r; — r]’ T

Rj:

(3.16)
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Como trataremos de um satélite orbitando Merciirio e, posteriormente, a Terra,
sobre o efeito de perturbagao do Sol e também da Pressao de Radiacao Solar, podemos
aproveitar a teoria desenvolvida acima, porém substituindo as massas pelas de Merctrio,
Satélite e Sol a principio. Considerando Mercurio como corpo central m, agora referenciado
como M, a massa m; sera a massa do Sol e serd chamada de M e, por fim, a massa do

satélite serd m antes chamada m;.

7’ m
M
r-r)

0] Ma

Figura 5 — Sistema Mercirio-Sonda-Sol, onde M é Mercurio, My é o Sol e m a sonda.

Portanto, de acordo com a eq. (3.11)

i+ G(M + m)i = —Gmg (W + r@> (3.17)

e considerando apenas a contribuicao do Sol, a aceleracao sofrida pelo satélite devido ao

mesimo

= —Gmg (W, + r?) (3.18)

com a funcdo perturbadora devido a presenga do Sol dada

Gme G2 (3.19)

_‘F—I'@‘_ Lo}

R
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4 PRESSAO DE RADIACAO

A pressao de radiagao solar (PRS) é a forca exercida pelos f6tons solares sobre uma
superficie refletora, como uma vela solar, desempenhando papel fundamental na propulsao
das velas solares. Essa pressao pode ser descrita tanto pela mecanica quantica quanto pela

eletromagnética e estd diretamente relacionada ao angulo de incidéncia e a forma da vela
(MCINNES, 2004).

4.1 Natureza da Radiacao

No contexto da mecanica quantica, a luz é vista como um pacote de particulas
chamadas fotons, que possuem uma quantidade de movimento associada. Quando um féton
é absorvido ou refletido por um objeto, ele transfere essa quantidade de movimento para o
objeto, resultando em uma forca. Esse processo é responsavel por uma variedade de efeitos
fisicos, incluindo a pressao de radiagao solar, sendo a forca exercida pela luz solar em
objetos no espaco, como as velas solares. Por outro lado, no contexto do eletromagnetismo,
a luz ¢ vista como uma onda eletromagnética que gera um campo elétrico e um campo
magnético quando incide sobre um objeto. Esses campos interagem com os elétrons do
objeto, produzindo uma forca resultante (MCINNES, 2004). Neste capitulo trataremos

brevemente apenas da descricao Quantica da pressao de radiacao.

4.2 Descricao Quantica da Radiacao

Pela conhecida lei de Planck, um féton com frequéncia v possui energia E dada

pela relacao

E = hv, (4.1)
em que h é a constante de Planck.

Através da equivaléncia massa-energia da relatividade especial, podemos escrever a

energia total £ de um corpo em movimento da seguinte forma

E? = (moc*)? + (pe)?, (4.2)
onde my ¢ a massa de repouso do corpo, p ¢ o momentum e ¢ a velocidade da luz.

Tratando-se de um féton, o primeiro termo da equagao se anula, pois fotons nao

possuem massa. Logo,

E = pec. (4.3)
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Podemos igualar as eqs. (4.1) e (4.3) e obter

hv

que ¢ o momentum de um féton com frequéncia v.

Para calcularmos a pressao exercida em um corpo, o momentum transportado por
um fluxo de fétons precisa ser adicionado ao problema. Podemos calcular o fluxo de energia

W a uma distancia r5 do Sol em termos da luminosidade por unidade de area dada por

_ Lo
4’

(4.5)

Pela definicao de fluxo, podemos escrever a energia AFE transportado através de

uma area A normal com os fétons incidentes

AE = WAAL, (4.6)

e, portanto

_ WAAt AE

C C

Ap (4.7)

Como a pressao ¢é definida como a forca aplicada em uma area e forga é a variagao

do momentum, entao

F 1 [Ap

e, finalmente

P= VZ (4.9)

é a expressao que calcula a pressao em uma superficie devido a transferéncia de momentum

do féton.

4.3 Forca devido a Pressdao de Radiacao em uma Vela Solar perfeitamente reflexiva

Um satélite equipado com uma vela solar sofre a acao da pressao de radiagao devido
a transferéncia de momentum dos fotons emitidos pelo Sol para a superficie refletora da
vela. Essa transferéncia de momento causa uma pequena forca empurrando o satélite
na direcao oposta a do Sol, o que pode ser usado para impulsionar e controlar a érbita
do satélite. A pressao de radiagao é muito fraca e é mais eficaz em ambientes de baixa

gravidade, como no vacuo do espago.
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Para uma vela solar de area A, a forca exercida na mesma pelos fétons incidentes

sera

onde A(Q; - n) é a drea projetada na diregao ;. Da mesma maneira os fétons refletidos

irdo exercer a mesma forca, porém na direcao 1,

F, = —PAQ,cosa = —PA(Q; - n)4,. (4.11)
Vela
ur
n
[0
ui.

Figura 6 — Incidéncia e reflexao dos fétons em uma Vela Solar.

A forga total exercido pelos fotons incidentes e refletidos serd a soma de (4.10) e
(4.11)

Ftotal - PA(ﬁZ . ﬁ)ﬁl - PA(ﬁZ . fl)ﬁr, (412)

Ftotal = PA<ﬁz : ﬁ)(ﬁz - ﬁ'r); (413)

orém, podemos escrever (; — 0, ) = 2A(4; - n)n e entao
b

Fiota = 2PA(1; - 1)*h (4.14)

e substituindo a pressao e o fluxo desenvolvidos anteriormente, podemos escrever a

aceleragao

L, A
© (&, -n)n, (4.15)

2rrdem

TPRS =

sendo m a massa do satélite. Podemos expressar a equacao acima como

Fprs = Buo(Q; - )*A, (4.16)
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em que 3 é um parametro que indica a efetividade da vela e é dado por

- 4.17
=7 (1.17)
onde o* e o sdo dados
Lg m
* - 4.18
7 2T e ©77 (4.18)

Assumiremos que a vela estard sempre orientada perpendicularmente aos raios
solares (1; || n) e, portanto, o produto escalar ;- = 1. Como 1 estd orientado na dire¢ao

do sol, podemos escrevé-lo como

N r—r
n= ©

’ 4.19
Ir—rol (4.19)

onde |[r — rg| é a distancia satélite-Sol assim como foi definido no capitulo anterior. A

expressao da aceleragao sofrida pelo satélite devido a pressao de radiagao solar, se torna

r—rg

Fprs = Bl | (4.20)

r—rel®

Vale ressaltar neste momento que nao iremos considerar o efeito sombra, isto é, o
efeito que ocorre quando parte do satélite fica oculto por outro objeto, como um planeta
ou outro satélite, bloqueando a luz solar direta que incide na superficie da vela. Isso
faz com que a pressao de radiagao solar seja reduzida na regiao sombreada do satélite,
afetando sua trajetoria e, portanto, seu movimento. Incluir o efeito sombra no calculo do
movimento de um satélite sob efeito de pressdo de radiacdo pode ser dificil por varias
razoes. Uma delas é que a posicao e a orientacao do satélite em relacdo ao objeto que causa
a sombra podem mudar rapidamente, devido a rotagao do planeta e a érbita dos objetos
envolvidos. Essa variacdo constante torna a previsao do efeito sombra mais complicada,
pois é complexo saber quando e por quanto tempo um satélite estara sob a sombra de
outro objeto. Além disso, o efeito sombra pode ser dificil de modelar, pois depende de
muitos fatores, como a forma e tamanho dos objetos envolvidos, a intensidade e direcao

da luz solar e a composigao éptica da superficie do satélite (MCINNES, 2004).

Uma outra tarefa extremamente complicada quando a PRS é estudada, é o desafio
de modelar e prever com precisao os ciclos solares e suas flutuagoes. Durante periodos de
tempestades solares intensas, este efeito pode ser muito mais significativo em comparacao
com outras perturbagoes, dependendo da altitude da espagonave. No entanto, em épocas de
baixa atividade solar, esse efeito pode ser considerado até mesmo insignificante (VALLADO,
2013).
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5 SISTEMA MERCURIO-SONDA-SOL

Estudaremos o caso de uma Sonda orbitando Merctrio. Tratando-se de um satélite
artificial orbitando um planeta, as principais componentes da perturbacao que afetardo a
dindmica da Sonda serao devidas a nao esfericidade de Merctrio e a atragao gravitacional
do Sol. Pelo fato da Sonda estar equipada com uma Vela Solar e também de Mercurio ser
o planeta mais préximo ao Sol, a Pressdo de Radiacao Solar (PRS) serd considerada neste

problema.

Vamos considerar uma Sonda orbitando Merctrio sobre influéncia da gravitagao do
mesmo, do Sol e sobre efeito da PRS. O centro de coordenadas do sistema Oxyz coincide
com o centro de massa de Mercturio. Portanto, a equagao que descrevera a dinamica da

sonda sera

I =1y + I3p + Fprs (5.1)

onde, ¥3p ¢ a aceleragao devido a atracgao gravitacional do terceiro corpo (Sol), ¥prs a
Pressao de Radiacao Solar que a Vela ira sofrer e ¥y; a contribuicao da nao esfericidade de

Merctrio.

Figura 7 — Sistema Mercturio-Sonda-Sol. (TRESACO; ELIPE; CARVALHO, 2016).

Os vetores r, rp € p = r —rg representam as diregoes Merciirio-Sonda, Mercirio-Sol
e Sol-Sonda, respectivamente. As coordenadas desses vetores sao dadas por r = (x,y, z),

ro = (X0,¥0,%20) € p= (X —Xe,¥Y — Yo, 2 — Zg), conforme ilustrado na Figura 7.

5.1 Perturbacao devido a nao esfericidade de Mercurio.

A aceleragao sofrida pelo satélite devido a Mercurio é dada por

i = — VU (r), (5.2)
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sendo Uys o potencial de Merctrio.

Assim como desenvolvido no capitulo 1, o potencial de Mercurio devido a sua
nao esfericidade é dado em func¢ao da distribuicao de massa do planeta, da latidude ¢ e

longitude A

/;i i < ) P (sin @)(Chyp cos(mA) + Sy sin(mA)), (5.3)

onde u é o pardmetro gravitacional de Merctrio, r = |r| , Ry o raio interno de Merctrio
e P,,, os Polindmios Associados de Legendre de grau n e ordem m. C,,, € Sy, sdo os

coeficientes apresentados no capitulo 1.

Para a sonda em Mercurio iremos trabalhar com os cinco harmonicos zonais
Jo, J3, Jys, J5 mais o harmonico tesseral Cyy, pois 0 mesmo é da mesma ordem de grandeza
que o termo zonal principal Jy neste caso (TRESACO et al., 2018). Relembrando, o

potencial levando em consideracao os zonais e os tesserais

Uy = %+% > (R;W) CroPro(sing) + > > < ) P (5in @) (Cyp cos(mA) + Spm sm(m)\))]
n>2 n=2m=1
(5.4)
Escrevendo a parte do zonal de (5.4) até ordem 5 utilizando a notagao Cyo = —J,,
temos
5 R n )
Ron = =250 (52) g Pufsin(9)), (5.5)
Fpz2 N T
Ry’ :
_ % l( J2P2 (sin(¢)) + (T{V[) J3Ps(sin(¢))
PN (5.6)
+( TM) JiPy(sin(@)) + <7fw) J5P5(sin((b))1
e a parte tesseral,
Ry \? , :
Ry = <7“> Pyy(sin ¢)(Cag cos(2X) + Sag sin(2X)). (5.7)

Porém, como ja mencionando anteriormente, para o caso de Mercirio, o coeficiente
harmonicos Sy ¢ da ordem de 107% enquanto que o Coy é da ordem 107° (tabela 2). Por
conta disso, nao iremos considerar a segunda parte da perturbacao Rge, mantendo apenas

Css. Logo,

Rap — <R7f4)2 Pa(sin )(Chs cos(21)). (5.8)
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Os polindmios de Legendre P (sin ¢), Pso(sin ¢), Pyo(sin ¢), Pso(sin @) e Pao(sin ¢)

sao dados na tabela 1.

5.2 Sistema Exato (Cartesiano)

Considerando que os harmonicos zonais dependem exclusivamente da latitude,

podemos escrevé-los em coordendas cartesianas utilizando a seguinte relagao

z

sing = — (5.9)
r
e, portanto, as perturbagoes da parte zonal se tornam
1 LR (z>2
Ry =—- 31—-) —1 5.10
1 3R, 1 (z)3 z
Ry =—- 5(—) —3- 5.11
I3 2 rd r r)’ (5.11)
1.J R4 4 2
Ryy = —= 240kt (o5 <Z) 30 <Z) +3), (5.12)
8 1rd r r

1 5 5 3
Ryy = —2 Bt (63 <Z) — 70 (z> +15 (Z) . (5.13)
8 rb r r r

Para escrevermos Rs; em coordendas cartesianas devemos usar a substituicao
cos A = cos(A — vt) para representar a rotagdo de Mercirio e apds desenvolver o cosseno

podemos escrever

3uR3,

Ry = — Con((2* — y?) cos 2ut + 2xy sin 2ut). (5.14)
,

A expressao da aceleracao causada pelo Sol, assim como foi deduzida no Capitulo

3, é dada por

. r—reg 1¥0)
Fap = — L + ) , (5.15)
N <Hr—r@||3 rell®

sendo, ue o parametro gravitacional do Sol, r o vetor Mercurio-Sonda e r, o vetor
Sol-Sonda.

Assumindo que a Vela Solar estara sempre orientada perpendicularmente em relagao
aos raios solares, a expressao para a Pressao de Radiagao Solar sofrida pela vela foi deduzida

no capitulo 3

" r—r
rprs = 5M®m- (5.16)
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Com todas as aceleracoes que afetam o satélite definidas, a equagao que descreve a
dindmica considerando a nao esfericidade de Mercurio, a perturbacao do Sol e a pressao

de radiagao sera dada por

.. I‘—I‘® I'@ r—I'@
¥ =VUy — o ( + > + Bor——, (5.17)
v —rol®  [rol? [ Yo
e em coordendas cartesianas
d2X X X — X X — X 8RJ2 8RJ3 GRM 8RJ5 aRQQ
dtz__”rs_“@(ur HB+@>+5”®H “olFTox T ox ox o ox ox

(5.18)

d*y y y—Yo Yo y—Yo ORjp ORj3 ORj ORys 8R22
dt?““r?’_“@<||r ) T T ey Tay Tay Tay oy
(5.19)

d2Z V4 Z — Zo Zo Z — Zo (9RJ2 8RJ3 GRM 8RJ5 aRQQ
dﬁ_”rs_“@<|yr olF * ®>+5’“‘®|y “tolF 5z 0z 0z | 6z @ 8z
(5.20)

5.3 Sistema Médio

Agora, escreveremos a funcao de perturbacgao da sonda que orbita Merctrio em
fungao dos elementos 6rbitais da sonda e do terceiro corpo (Sol). Sao eles: a o semieixo
maior da sonda, e a excentricidade da sonda, I a inclinagao da érbita da sonda em relagao
ao plano equatorial de Mercirio, €2 ascensao reta do nodo ascendente, w argumento do
periastro, f a anomalia verdadeira, [ a anomalia média e n o movimento médio. Os

elementos orbitais correspondentes ao Sol serdao denotados pelo subindice ©.

De acordo com a Figura (8), através da lei dos senos, podemos escrever

sin(o) _ sin(f + w)
sin([I) sin(w/2)

(5.21)

portanto,

sin(¢) = sin(f +w)sin(I), (5.22)
e substituindo em 5.6 podemos reescrever as perturbacoes causadas pelos harmonicos

zonais de Merctrio

3
5 a’n?

Ry = JQR —(3sin 2(I)sin®*(w + f) — 1), (5.23)
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Figura 8 — Tridangulo esférico que relaciona o plano orbital do satélite com o plano de

referéncia
1 a*n?
Ry3 = —§J3R}D’Wﬁ;(5 sin®(I) sin®(w + f) — 3sin(I) sin(w + f)), (5.24)
1 adn®, L 20Ty 2
Ry, = — gJ4RMg§(35sln (I)sin*(w + f) — 30sin({) sin”(w + f) + 3), (5.25)
1 5 a6n2 . 5 . 5 .3 . 3 . .
Ry = — gJMRMT?E((iSSIH (I)sin®(w + f) — 70sin’ (1) sin”(w + f) + 15sin(]) sin(w + f)).

(5.26)

E para Merctrio, a expressao da perturbacao Rss é a mesma que foi desenvolvida

no capitulo 2, porém sem Spo

R2
Ry :37”—3/”6022 [cos(292 — vt)(cos®(f + w) — sin®(f 4+ w) cos® I)

(5.27)
—sin(2Q — vt) sin(2f + 2w) cos I].
Relembrando, a expressao da perturbacao Sol
Usy = ! Lo (5.28)
=l T ) |

porém, como |ro| >> |r|, podemos escrever a primeira parcela que estd dentro do parenteses

em uma expansao de Taylor em funcao dos polinomios de Legendre até segunda ordem

Hr—1r@|| = :@ (1 + T;COS<9) + (7;>2 <2 cos(f) — ;)) 5 (5.29)
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onde 6 é o angulo entre r e r e os Polinomios de Legendre sao Py(cos(#)) = 1, Pi(cos(d)) =
cos(f) e Pa(cos(f)) = (3cos(d) — 1)/2. Aplicando (5.29) em (5.28), teremos

Usp, = pie (:@ (1 + 7; cos(6) + (72))2 (2 cos(0) — ;)) — r;g@) ' (5.30)

Entretanto, como r - ro = 776 cos(f), podemos escrever

Usy = i (7”2 (1 + 7; cos(f) + <7;>2 (; cos(f) — ;)) — TTQ:QSW)) : (5.31)

e simplificando o P;(cosf) com o ltimo termo, obtemos

zng—ﬁz(1—(2)2<2m§w)—;)). (5.32)

A expressao do potencial devido a PRS é dada por

1

v — ol

Uprs = —Blo (5.33)

De forma analoga ao caso do Sol, podemos reescrever o potencial da PRS expandindo

|lr — ro || em fungao dos polindmios de Legendre até segunda ordem

r
Upgrs = —ﬁ 1+/L@TZCOS(9+M®<

o o \Toe

2
4 ) (3cos® 6 — 1)] : (5.34)
Contudo, conforme mencionado anteriormente, € ¢ o dngulo entre r e ry. Logo,

cos(f) = rré@ (5.35)

sendo que

. cos(Q) cos(w + f) — sin(Q) sin(w + f) cos(I)
o= sin(Q) cos(w + f) + cos(Q2) sin(w + f) cos(I) |, (5.36)
sin(w + f)sin(7)

cos(Qp) cos(we + fo) — sin(Qe) sin(we + fo) cos(Is)
— = | sin(Qg) cos(we + fo) + cos(Qg) sin(we + fo) cos(le) | - (5.37)
sin(we + fo) sin(lo)
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Para confirmar as férmulas apresentadas em (TRESACO et al., 2018), tomaremos wg = 0.
Efetuando a multiplicagao de (5.36) e (5.37) e fatorando sin(f) e cos(f), podemos reescrever
(5.38) como

cos(6) = accos(f) + vsin(f) (5.38)

onde « e 7y sao

a = cos(w) cos(£2 — 2s) cos(fy) + sin(I)sin(ly) sin(w) sin(fy) + cos(w) cos(Iy) sin(§2 — ) sin(fs)
— sin(w) cos(I) sin(§2 — £2) cos(f) + sin(w) cos(I)cos(1y) cos(§2 — ) sin(f) ,

v = — sin(w) cos(£2 — £2s) cos(fs) + sin(1)sin(1y) cos(w) sin(fs) — sin(w) cos(1y) sin(2 — £2) sin(f)
— cos(w) cos(I) sin(£2 — £2s) cos(fs) + cos(w) cos(I)cos(1y) cos(£2 — ) sin(f) -

Dado que as ressonancias procuradas envolvem a anomalia média do Sol (Is) e os

elementos de longo periodo do satélite, faremos uma substituicdo em que f; sera escrito
em uma série em termos de I, (BROUWER; CLEMENCE;, 1961)

esd  Ben?  107es"\ .
fo=1s+ (26® - —Z + 92 + 460;) ) sin(ly)
56@2 116@4 176@6 .
— 21
* ( 4 TN Rt
136@3 436@5 956@7 .
— l
—i—( 15 YRNST sin(3l) +
103e0t 451600
— 4]
* ( 96 iso ) snldb)+
1097e0®  5957es7) |
— Y/
* ( 960 1608 ) SnBl)
1223¢:°% sin(615) n 47273 5" sin(71)
960 32256

Fazendo uso de (5.38) podemos reescrever o potencial do terceiro corpo e o da PRS

como

o

Uy = —1© (1 1 <T> 3(ccos(f) + ysin(f))? — 1)) , (5.39)

Upns =~ (H;(MOS(f) Fvsin() + 5 () Blacosts) + s - 1)) .
(5.40)



39

5.3.1 Médias

Iremos agora eliminar os termos de curto perido das equagoes desenvolvidas acima
a fim de obter expressdes mais simples e que necessitarao de menos custo computacional
para serem integradas. Além disso, sem os termos de curto periodo, poderemos visualizar
os cossenos contendo os angulos ressonantes mais facilmente. A média serd efetuada em
relagdo a anomalia média do satélite ({). Considerando uma fungao genérica F', a média é

definida como

1 2
(Fy = — [ Fal.

:27r0

Como queremos a média sobre a anomalia média, precisamos olhar para os termos
que variam com [, que sao: a anomalia verdadeira (f), a distdncia (r) e a anomalia

excéntrica (E).

Como as expressoes das perturbagoes (5.23), (5.24), (5.25), (5.47) e (5.27) possuem
termos em f e em 7, usaremos as seguintes relagoes de (BROUWER; CLEMENCE, 1961)

para efetuar a média

1 m\? a 1+ecos(f)
dl:<)d, -—=
Vi) ¥ =2
Iniciando com R j,, temos

(Ryp) = —;JZR?\/[nQ <3sin2(I) <OL3 sin®(w + f)> — <a3>> :

r3

portanto os termos que iremos mediar aqui serao:
3
a’ . 1
— sin” (w + =
<r3 ( f)> 2(1 — e2)3/2

()= e

Substituindo em (R )

(Ry2) = —i%(%m?u) —2). (5.42)

De forma andloga, para (Ry3), (Rja), (Rys) e (Rag)

(Rys) = —;JgRﬁ/[T:@sin:g([) <sm3(w + f)fj> _ 3sin(I) <sm(w + f);”j>), (5.43)
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<sm (w+ f) a4> 3esin(w — %
€2+ 5
<3m w+ f) a4>: esin(w -
—e2 + 1 5
3 R3 I)esi —
(Rys) = 3R3,m?sin(I) esin( )(55(sm (1)) —4) (5.44)
8a(—e2+1)2
. a 4
ﬁ 7”4>)7
(5.45)

(Rys) = =< J1Ry—5 (35sin (1) <sm4(w + f)iz>—305m (I) <sm (w+ f) 5>+3<

3 (2e% cos(2w) — 3e? — 2)
7 s

a®
s )
16 (—62—|— 1)2
<sm (w + f)az> 362 cos(2w) — 667 — 4’
8(—e2+1)2
<a4> _ 3242
rf 2= )

(70 sin (I) cos(2w) €* — 105 sin* (1) €
(5.46)

3J4le\4n2
—e2 + 1)
— 60sin? (1) cos(2w) e* — 70sin* (1) + 120sin” (1) €

() = 128a? (

+80 (sin® (1)) — 24¢” — 16)
(63 sin’(I) <sm (w+ f)az> — 70sin®(1) <sm (w+ f) 6>

(Rys) = — 8J5Rg’4“2 ”j
+ 15sin([]) <sin(w + f)rz>.
(5.47)
s a®\  be(e*sin(3w) — 6sin(w) e* — 8sin(w
<sm (w+ f)7n6> = - ;2 e j_ 1))3 ( )), (5.48)
e (e*sin(3w) — 9sin(w) e* — 12sin(w))
8(—e? + 1)% (549)
(5.50)

<sin3(w + f)i:>
sin(w) e (3% + 4)

2 (—e2+1)?

(sin(w+ %)
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5J5 Ryym’ 2 2 4 2 2 2
(Rys) = 5 | 252 cos” (w) e sin([)* — 224 cos” (w) e sin ()
925643 (—e? + 1)7
— 441 sin(1)* + 560e? sin(I)? — 504 sin(1)* — 144e* + 672sin(I)* — 192) sin(w) sin(1)e.
(5.51)
E para R22
R2 3 CL3
(Ra2) 3—022[008(29 21/t)(< cos®(f + w)> <r3 sin®(f + w)> cos® I)
3 (5.52)
— 8in(29Q — vt) <a3 sin(2f + 2w)> cos I],
r
3
1
<a3 cos®(f + w)> =—, (5.53)
r 2 (—62 + 1) 2
a3
<7"3 sin(2f + 2w)> =0, (5.54)
e a segunda média ja foi feita anteriormente em (R j5). Logo,
3cos(2Q — vt) (cos® (I —1 R*n?C
<R22> — ( )( ( ) ) 22 (5.55)

2(—e2+1)?

Vamos mediar agora Us, e Upgg utilizando as relagbes da anomalia excéntrica (F)

dl = (1 —ecos(F))dE, g =1—ecos(F)

, _ V1—e?sin(E) _ cos(E) —e
sin(f) = 1—ecos(E) cos(f) = 1 —ecos(E)

Notamos que em (TRESACO; ELIPE; CARVALHO, 2016) na pégina 4 h& um erro de
sinal na expressao de cos(f), o qual ocasiona em um erro de sinal na média do primeiro
termo da PRS. Por conta disso, a tltima parcela da expressdo (27) da mesma pégina,
possui o sinal trocado. A principio, para valores baixos de 3, este erro nao deve afetar
drasticamente a dindmica do satélite, mas pode se tornar significativo a medida que a

intensidade da PRS aumenta.

As médias de Uz, e Upgrg serao dadas através das operacoes

(Us) ’;fs (1 _ 2:@ <3a <<Zcosf)2> +3,yz<<28mf>2>
+6a’y<<2>28infcosf> _ <(2)2>

(5.56)
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a

(Uprs) = — 5“—6 <1 + (oz <rcos(f)> +

om0
+ 2(3042 <2<2 cos f)2> + 392 <E2smf)2> (5.57)
+6ory<(:;> sinfcosf> - <<2) >>>

Efetuando todas as operacgoes, as expressoes médias sao dadas por

(Rayp) = 3a1”é (ij)g (44 4920 - ) - (5+¢)) (5.58)

o L3a*nd [ag S ) ) ) 2 5\ 2aerg
(Rpps) = —3=2 <r®> <a (14 4¢?) +72(1 — &) — <3+e ) - a). (5.59)

Com todas as perturbagoes ja mediadas, o potencial perturbativo médio total serd

(R) = (Rjy2) + (Rys) + (Rya) + (Rys) + (Raa) + (Rap) + (Rprs) - (5.60)
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6 SISTEMA TERRA-SONDA-SOL

De forma similiar ao que foi feito no capitulo anterior, estudaremos agora a
dindmica de um satélite orbitando a Terra sobre o efeito da nao esfericidade da mesma,

da perturbagao do Sol e também da pressao de radiagao Solar.

6.1 Geopotencial

Devido a sua rotacao, a Terra nao é uma esfera perfeita, mas uma esfera achatada
com diametro equatorial aproximadamente 20 km maior do que o diametro polar. Por
conta disso, um satélite que esta orbitando acima ou abaixo do equador sofrerd uma forga
diferente do que se estivesse orbitando o equador, na verdade o satélite sofrera uma forga
de alinhamento com o equador (MONTENBRUCK; GILL, 2002). A ordem de magnitude
dessa forca gerada pela nio esfericidade da Terra é da ordem de 1073 da forca central,

ou seja, para a construcao de um modelo realista, nao podemos desconsiderar esse efeito
(MONTENBRUCK; GILL, 2002).

O potencial desenvolvido no primeiro capitulo aplicado para a Terra é chamado de
Geopotencial. O conhecimento do Geopotencial é fundamental na geodésia e em outras
areas de estudo relacionadas a Terra, permitindo o calculo do campo gravitacional em
qualquer ponto da superficie terrestre e a determinacao da érbita de satélites, estudos da

dindmica da Terra e outras aplica¢des importantes.

Analogamente ao sistema de Mercirio, consideraremos que a origem do sistema
de coordenadas estd localizada no centro do planeta Terra. Portanto, podemos escrever o

Geopotencial como

i ([i@)” CroPro(sin ¢)

n=2

e u@[

(6.1)
NS (B;@) P (5101 0) (Cla cOS(mA) + Sy sin(mA))

n=2m=1

onde Rg e g sdo respectivamente o raio e o parametro gravitacional da Terra. Para a

Terra consideraremos os harmonicos Jo, J3, Jy, Coa, Soo, Cs1, S31.

A parte zonal (com simetria axial) do potencial da Terra serd dada por
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Roo = =2 (He) mpnion + (%2) sapiton(o)

+ (}ff@)4 J4P4(sin(gb))] . (6.2)

em que ¢ € a latitude do satélite.

A outra contribuigao do potencial da Terra é a parte tesseral (sem simetria axial)

Us=3 3 (f?)npnm(sm 3)(Cram €0S(A) + S s (MA)), (6.3)

n=2m=1

as quais sao descritas pelas expressoes

Roog = (%)2 Py (sin ¢)(Cag cos(2X) + Sazsin(24)). (6.4)
Ryre = (i@) Pyr (sin &) (Ca1 cos(A) + Saq sin(A). (6.5)

6.2 Sistema Exato

As equagoes exatas das perturbagdes devido a nao esfericidade da Terra sao

desenvolvidas da mesma forma que foi para Mercurio. A parte zonal é dada por

1 JoR? 2\ 2
Rpsp = =52 rf“@ (3 <r) - 1) , (6.6)
1 JsR3 2\% .z
Rysp = —52ok® (5 (T> _ 3r> , (6.7)
1J R4 4 2
Ryt = =5 7?59“@ (35 (i) — 30 (i) + 3) . (6.8)

E a parte tesseral

BM@Ré
7«5

<022(($2 — %) cos(2vt) + 2zy sin(2vt)) + Sas (wa cos(2vt) — (xQ - y2> sin(2yt))) ,
(6.9)

RZQEB =
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R3 |15 2 15 2
R31g = 'uejn?) — 5031§ (i) cos(vt) + 5031% (i) sin(vt)
15 y /2\? 15 x /2\? .
82 (2 A e t
+ 9 5317“ (7“) COS(Vt) 9 8317“ (7“) SID(V )
3 3 3 3
- 5031% cos(vt) — 5031% sin(vt) — 55’31% cos(vt) + 5331§ sin(vt)|.
(6.10)
O potencial devido ao achatamento da Terra sera
U@ = RJ2@+RJ3@+RJ4@+RQQ@+R31@. (6.11)
Logo, a aceleracao total sofrida pelo satélite sera dada por
.. r—rg ro r—rp
I'=VUs — pe ( + ) + Brot—3 (6.12)
v —rol]® ol [ —rol®
e em coordendas cartesianas
d2X X X —Xp X X —Xp 8RJ2@ 8RJ3@ 8RJ4@ (3R22@ 8R31@
e~ HepTHe <||r ool T )T e P T o T ax  ox T ox | ox

(6.13)

d2y y Y —Yo Yo Y —Yo ORj2e ORj3g ORjue ORxng ORzig

dﬂ‘_“@ﬂ_“@<ur—r@u3+r@ T oy oy oy oy ooy
(6.14)

d2Z VA Z — Zp V/0) Z — Zp aRn@ 8RJ3@ 8RJ4@ 8R22@ 8R31@

dt2__”@73_“@<||r—r®||3+r@>+ﬁ“@y|r—r@u3 3z ' 8z | 6z | 0z | 9z

(6.15)

6.3 Sistema Médio

As mesmas notagoes para os elementos orbitais do satélite apresentados no sistema
médio de Mercurio, serao usadas no sistema da Terra também. Portanto, a é o semieixo
maior da sonda, e a excentricidade da sonda, I a inclinacao da érbita da sonda em relagao
ao equador da Terra, €2 ascensao reta do nodo ascendente, w argumento do periastro, f a
anomalia verdadeira, [ a anomalia média e n o movimento médio. Os elementos orbitais

correspondentes ao Sol serao denotados pelo subindice ®.
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O desenvolvimento das equagoes médias para o sistema da Terra é analogo ao de
Merctrio. Logo, podemos reaproveitar as equagoes desenvolvidas no capitulo anterior. Para

0s zonais, temos

1 JQR%”Q . 9 .
(Ryo) = —zm(i’)sm (1) —2). (6.16)
(Rys) = _3J3Rgén2 sin(/) e sin(w) (55(81112 (1)) — 4). (6.17)
8a (—e?+1)2
(Rya) = 3JuRgn” = (70 sin (I) cos(2w) e? — 105 sin* (1) €?
128a2 (—e2 + 1)?
— 60sin” (1) cos(2w) e* — 70sin* (1) + 120sin” (1) e (6.18)
+80 (sin” (1)) — 24¢” — 16).
E para os tesserais
(Ras) =3Re’n” Cag cos(—242 + 2ut) (_ cos” (1) 5 T 1 3)
2(—e2+1)2  2(—e2+1)2
2 (6.19)
+ Soo (— sin(—242 4 2vt) (— cos” (/) = + ! y ))
2(—e2+1)2  2(—e2+1)2
3n® Rie
Ry)) =—————% _ (—15Cy; cos(I) sin(w) (sin® (I)) sin(z
(Ra) 8a(_e2+1)2( 15Cs1 cos(I) sin(w) (sin® (1)) sin(x)
+ 15 cos(x) cos(I) sin(w) (sin2 ([)) Ss1
+ 5C3; cos(x) (sin2 (I)) cos(w)
+5 (sin2 ([)) cos(w) sin(x) Ss; (6.20)

+ 4Cj3; cos(!) sin(w) sin(x)
— 4 cos(z) cos(I) sin(w) Sy,

— 4C3; cos(x) cos(w)

— 4 cos(w) sin(x) Ss; )

As expressoes médias da perturbacao do Sol e da PRS sao iguais as de Merciirio

(Rap) = ?’a?é <a@>3 (a2(1 +4e?) 4731 — e?) — (g + e2)> (6.21)

o

2,,2 3
(Rprs) = _63(1471@ (ig) (a2(1 +4€?) + v*(1 — ) — (g + 62) — 2a2r®> (6.22)
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Portanto, a perturbacao total média sobre o satélite no sistema Terra sera

(R) = (Rjee) + (Rpsa) + (Rus) + (Ra2a) + (Ra1e) + (Rap) + (Rpgs) - (6.23)
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7 RESULTADOS PARA O SISTEMA MERCURIO-SONDA-SOL

Para analisarmos como a Sonda se comporta sobre todos os efeitos perturbativos
estudados nos capitulos anterior, integraremos as Equacoes Planetarias de Lagrange. Por
conta das perturbacoes estarem mediadas em relacdo a anomalia média do satélite, o

semieixo maior do satélite é constante.

As Equacgoes Planetarias de Lagrange deduzidas em (BROUWER,; CLEMENCE;,
1961) sao

de  VT=@9(R)

dat nale Ow ' (7.1)

ar 1 d(R) 0(R)

At na2y/1— eZsinl cos ! ow o |’ (7:2)
dw V1-€9(R)  cotl OI(R) (7.3)
dt  na2e Oe na2yv/1 —e2 oI '’ ’

a0 _ 1 O(R) -

At na2/1—e2sinl Ol
7.1 Comparacao Sistema Médio e Exato. Caso Mercirio

Nesta secao faremos uso dos dois sistemas deduzidos anteriormente, o médio e
exato. Resumidamente, os sistemas médios sao modelos perturbativos em que todas as
oscilagoes de curto periodo sao cuidadosamente eliminadas seguindo operagoes muito bem
consolidadas da Mecanica Celeste. Em geral, em astronomia, efeitos oscilatérios rapidos
de pequena amplitude sao despreziveis. Desta forma, uma vez eliminados tais termos, o
integrador numério assume passos de longo periodo, reduzindo drasticamente o tempo de
simulacao. Assim, trabalhando com o sistema médio, podemos estudar toda a dindmica do
problema num intervalo de tempo, muito mais extenso, com um tempo de processamento

insignificante se comparado ao sistema original.

Os valores dos harmonicos utilizados neste trabalho (tabela 2) sdo os mesmos de
(TRESACO et al., 2018), porém agora utilizaremos os coeficientes C,, € Sy, corretos,
isto é, aqueles desnormalizados. Além disso, como as equagoes do achatamento planetario
foram desenvolvidas utilizando a notacao J,, para representar os zonais, devemos ainda
colocar um sinal negativo nos harmonicos zonais Cy, Cso, Cyg, Cso da tabela acima, pois

Jp = —Cho (MONTENBRUCK; GILL, 2002).
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Coeficiente Normalizado Desnormalizado
Cao —2,25100 x 107 —5,03339 x 107
Cso —4,71444 x 107 —1,24732 x 107°
Cio —5,89291 x 107¢  —1,76787 x 1077
Cso 2,98686 x 1077 9,90629 x 10~7
Coy —1,61527 x 1078  —2,08530 x 1078
So1 —1,36488 x 1078  —1,76205 x 1078
O 1,24973 x 1075 8,066972 x 106
Soo —2,09078 x 1078  —1,349592 x 108

Tabela 2 — Harmonicos do campo gravitacional de Merctrio normalizados e desnormaliza-
dos.

O método que utilizamos para a comparacao do sistema médio e exato se baseia
em testes considerando diferentes valores da constante 3, pois para todas as simulagoes
que fizemos, variando todos os parametros, mas utilizando § = 0, o sistema médio
e exato concordaram muito bem. Portanto, apds diversas integracoes para diferentes
valores de (3, observamos que para 3 < 1 x 10~ ainda obtivemos uma concordancia
excelente entre os dois sistemas, enquanto que para valores de 8 > 1 x 107° a discordancia
aumenta. Para ilustrar tais resultados, tomamos casos, ji bem conhecidos (CARVALHO;
YOKOYAMA; MOURAO, 2022), onde w libra em 270° para dois semieixos distintos
a = 2900 km, a = 4500 km e integramos os dois sistemas durante um longo periodo (1000
anos). Nas figuras (9(a) - 9(d)) é possivel visualizar a concordancia citada anteriormente
pela comparagio do sistema exato (preto) e médio (vermelho) para 3 =1 x 1075 onde
ambas as integracoes quase coincidem entre si. Na Figura (10(a) - 10(d)) para as mesmas
condicoes, mas para 3 =9 x 107°, vemos a discordancia entre os dois sistemas aumentar
significativamente quando as curvas das duas integragoes ja estao quase completamente
separadas. Entretanto, para ambos os casos (3 =1x 107° e 8 =9 x 107°), w continua a

librar.

E claro que valores altos de § causam maiores perturbacdes independente do
sistema (médio ou exato) e, portanto, podem ocasionar até mesmo em colisoes do satélite
com o planeta hospedeiro. Também ¢é 6bvio que isto deva ocorrer com maior frequéncia, ou
antes, no sistema exato do que no médio, pois neste as rapidas oscilagoes, independemente
das amplitudes grandes ou pequenas, nao existem pois foram eliminadas no processo de
média.

Comparacoes iniciais, com 3 < 1 x 107° mostraram boas concordancias, no entanto
um item fundamental para haver concordancia razodavel, é que as orbitas nao colidam ou
que o periastro seja suficientemente maior do que o raio equatorial. Esta constatagao veio
de simulagoes numéricas, mas aparentemente o valor numérico de 3 é outro fator relevante.

A nao colisao, seria uma condi¢ao necessaria, e vamos brevemente abordar esta questao nas
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Figura 9 — Comparacao do sistema exato (preto) e médio (vermelho) para diferentes
semieixos e inclinagoes usando 3 =1 x 107 para todos os graficos. Condicoes
iniciais: e = 0,01, w = 270° e 2 = 90°. Harmonicos utilizados: Js, J3, Jy, J5 €

Ca.

figuras seguintes. No entanto apenas isso nao ¢ suficiente, pois o sistema médio exige que
a funcao potencial do terceiro corpo seja também expandida em polinomios de Legendre.
Isto se torna necessario para se realizar as médias da func¢ao perturbadora. Usualmente,
na grande maioria dos casos, expande-se a funcao perturbadora devida ao Sol s6 até o
termo de segundo grau (TRESACO et al., 2018),(CARVALHO; YOKOYAMA; MOURAO,
2022). Este truncamento na segunda ordem, certamente deve ficar insuficiente para montar
o sistema médio, em especial se a razao % nao for suficientemente pequena, (sondas
com grande altitude e muito excéntricas). Em alguns casos a questao fica mais complexa,
pois quanto maior é a altitude da sonda, maior a perturbacao na sua excentricidade,
devida a perturbacao solar. Isto causa um % significativo que compromete a convergéncia
da serie em polinomios de Legendre . Mesmo assim, em principio conseguimos alguns
casos onde qualitativamente o acordo foi bastante aceitavel principalmente quando nao
ocorre a questao da quase colisdo. Obviamente, casos de colisao nao fazem sentido de
serem simulados pois violam exatamente a questao fundamentel da divergéncia da série de
Polinomios de Legendre, em que % > 1. Por outro lado, devemos dizer que a montagem do

sistema médio requer uma enorme quantidade de calculos. Evidentemente usamos recursos
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Figura 10 — Comparacao do sistema exato (preto) e médio (vermelho) para diferentes
semieixos e inclinacoes usando 8 = 9 x 107°. Condicoes iniciais: e = 0,01,
w = 270° e = 90°. Harmonicos utilizados: Jo, J3, Jy, J5 € Coo.

do Maple, sendo que estes calculos foram repetidos em até trés vezes. Nos nossos testes,
nosso sistema médio aparenta ser ligeiramente superior aquele sugerido por (TRESACO et

al., 2018) (melhor concordancia com o sistema exato, feito em coordenadas cartesianas).

7.2 Satélite proximo a inclinacao critica e a importancia do harmoénico J;

Vimos no caso acima que o efeito da pressao de radiacao, apesar de fraco, pode
afetar diretamenta a dinamica do satélite, mudando principalmente sua excentricidade e
pericentro. Utilizando agora o sistema médio como base para as integragoes, estudaremos
os efeitos da pressao de radiacao para um satélite préoximo a inclinacao critica. Estes casos,
em especificos, sao interessantes de serem estudados, pois como veremos, os efeitos da PRS

sao perceptiveis.

Podemos observar as consequéncias de usarmos 3 mais elevados nas Figuras 11 e 12,
onde comparamos situagdes em que nao ha [ e situagoes em que (3 estd incluso num periodo
de 200 mil dias de integragdo. Em ambos os gréaficos escolhemos posicionar o satélite
préximo a inclinagao critica I = 63,2°. A principio, podemos notar que a excentricidade e

o pericentro sao os elementos mais afetados. Como tomamos uma condicao inicial, proximo
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a inclinagao critica (=~ 63,4°), ocorre a libragdo de w que é claramente vista quando
B = 0 tanto na Figura 11 quanto na 12. Entretanto, quando incluimos a pressao de
radiacao, as libracoes de w de ambos os graficos sao quase destruidas. Em relacao aos
outros elementos orbitais, podemos verificar que para a excentricidade houve um aumento
na amplitude, e para I e €2 nao houve de fato mudancas significativas quando comparadas

as da excentricidade e pericentro.

0.3 ; . . 63.6
4 : 2 3
g et 3 3
] :
0.2 g’é
33
[} P
g X3
0.1
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360 - - —
270 A 270
a B ‘ @
= =
\g;b 180 E" 180 |
3 o]
90 : 90 L
Y ; !
A ".-.fj;' -~ e H ‘[ i1 H
0 g L.t Tl 0 i i [RERNRINISRININIE
0 50000 100000 150000 200000 0 50000 100000 150000 200000
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Figura 11 — Efeitos da pressao de radiacao na dinamica do satélite. Em preto utilizamos
B = 0 e em vermelho 8 = 1 x 1073, Condicoes iniciais: a = 4392,0 km,
e=0,05,7=063,2° w = 90° e {2 = 30°. Harmonicos utilizados: J5, J3, Jy, J5
e 022.

Quando posicionamos satélites préximo a inclinacao critica, devemos tomar cuidado
com uma regidao de risco (i &~ 66° a i ~ 68°), onde verificamos que satélites posicionados
nesta regiao apresentam aumentos drasticos na excentricidade a ponto de colidir com o
planeta. Estas situagoes podem acorrer para diferentes altitudes. Podemos observar estes
casos nas figuras (13(a) - 13(f)), onde em cada Figura foram simulados 6 6rbitas com
I =65°al =70° com Al = 1° para as mesmas condigoes iniciais. Em todos os casos
podemos notar que 6érbitas localizadas em I = 66°,1 = 67° e [ = 68° sempre ultrapassam
a linha tracejada, a qual representa o limite para impacto e, portanto, satélites nestas
regides sempre irao colidir com o planeta. Em (13(f)) podemos observar que todas as
curvas ultrapassaram o limite para impacto e, isto se deve as perturbacgdes da PRS e do
Sol se tornarem mais intensas a medida que o satélite se distancia de Mercurio. Apesar de
tudo, estas érbitas sao apenas ficticias, visto que uma das condigoes para validacao das

simulagoes no sistema médio ¢ a nao colisao do satélite.

Para casos proximos a inclinacao critica, onde ocorre libracao de w = 90°, é possivel
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Figura 12 — Efeitos da PRS na dindmica do satélite proximo a inclinagao critica. Em
preto nao ha presenga da PRS (6 = 0) e em vermelho ha pressao de radiagao
(B =9 x 107%). Condigoes iniciais: a = 3500,0 km, e = 0,01, i = 63,2°,
w = 90° e = 0°. Harmonicos utilizados: Jy, J3, Jy, J5 € Cos.

observar outros dois tipos de comportamento: libragao de w em 270° e outro caso em
que w se comporta de forma mais cadtica e passa a librar em dois centros diferentes, em
90° e em 270° e em outros momentos passa a circular. Em algumas destas simulacoes,
observamos que o harmonico J5, apesar de ser menos relevante quando comparado aos

outros, passa a ter certa importancia.

Um exemplo é o caso da Figura 14 onde podemos ver as principais mudancas
ocorrerem quando retiramos J5 do sistema. Nas Figura da esquerda, e é estavel variando
de 0,01 a 0, 28 aproximadamente enquanto que w libra em torno de 90° durante toda a
integracao. Entretanto, quando retiramos J; (graficos da direita) e cresce mais (0,01 a 0,35
aproximadamente) e w apresenta um comportamento mais irregular, passando a librar na
maior parte do tempo em w = 270° e circular em outros momentos. Ou seja, apesar de
ser considerado menos relevante, a perturbacao de J; pode apresentar comportamentos
relevantes em situacoes como esta. As razoes para tal comportamento nao estao muito
claras ainda, acreditamos que a explicagao requer uma anélise detalhada da estabilidade

dos pontos de equilibrio.
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Figura 13 — Algumas orbitas de satélites proximo a inclinagao critica para diferentes
altitudes. A linha preta tracejada representa o limite de e para impacto.
Condicgoes iniciais: e = 0,01, w = 90° Q = 0° e I = 65°...70° com Al = 1°.
Harmonicos utilizados: Js, J3, Jy, J5 € Cos.

7.3 Ressonancias Caso Mercurio

Inicialmente, o objetivo primordial deste estudo consistia na identificacao de res-
sonancias para o satélite em 6rbita ao redor de Mercurio, considerando os efeitos das
perturbagdes previamente mencionadas. As ressonancias buscadas envolvem os elementos
seculares do satélite (w, 2) e o movimento médio do Sol, ou seja, combinagoes do tipo
tw+Q+l; =0e xtw=Ely =0. Essas combinagdes ressonantes sdo encontradas quando

a expansao da perturbacao devido a PRS é truncada até a primeira ordem e assumindo
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Figura 14 — Satélite préximo a inclinagao critica. Condigoes iniciais: a = 4392,0 km,
e=20,01,7=063,2°, w =90° e 2 = 30°. A esquerda os harmonicos utilizados
foram: JQ, Jg, J4, J5 (§ 022. A direita: J27 Jg, J4 € 022.

es = 0 implicando em f; = l5. Entretanto, como serda mostrado nesta se¢ao, nao sera

possivel achar ressonancias desse tipo para o caso de Mercurio e o motivo sera explicado.

Relembrando, a expressao da perturbacao devido a PRS é

Upprs = —Bro <1> : (7.5)

r—ro|
Como discutido varias vezes anteriormente, podemos expandir o termo entre parenteses
em polindmios de Legendre, pois 7o >> r. Entretanto, como queremos mostrar os termos

mais fortes neste momento, iremos até a primeira ordem. Portanto,

UPRS:—% [1+:(acosf+7sinf)1 . (7.6)
©

Executando a média sobre a anomalia média do satélite da mesma forma que foi

feita nos capitulos 5 e 6, temos

3fucea

5— ((cos I +1)(cosIg + 1) cos (I —w — £2)
8%

Uprrs =

+ (cos I — 1) (cos Iy — 1) cos (I — w + Q)

— (cosI — 1) (cos Iy + 1) cos (lp +w — Q) (7.7)
+ 2sin I sin I cos (—w + 1)

— (cos T+ 1) (cos Iz — 1) cos (Io + w + Q)

—2sin [ sin I cos (w + 1)) .
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Podemos observar em (7.7) as possiveis combinagoes de angulos ressonantes para o
satélite ditas no inicio desta secdo. A fim de avaliarmos numericamente estas ressonancias,
consideraremos a perturbacao mais relevante sofrida pelo satélite levando em consideragao
que o0 mesmo estd préximo ao planeta hospedeiro, portanto, R . Logo as eqs. (7.3) e (7.4)

se tornam

3(5cos?’ I —1)nR3,J,

T Gt eye (7:8)
: 3nR%,Jycos I

Portanto, neste caso as frequéncias dependem apenas de e, I e a. Logo, podemos
fixar dois desses valores, como por exemplo e e a e resolver para I. Entretanto, apds
diversas tentativas fixando valores para a excentricidade e semieixo maior, excentricidade
e inclinacao e etc, nao foi possivel encontrar ressonancia em nenhum dos casos presentes
em 7.7. O motivo é o fato de que tanto o w quanto €2 possuirem frequéncias muito mais
lentas que lo que possui um periodo de = 88 dias. Por conta disso, ressonancias duplas que

poderiam afetar significamente a dindmica do satélite neste sistema nao serdao possiveis.

E possivel visualizar as frequéncias do satélite na Figura 15, onde foi tomado 4
casos com a = 3000km, e = 0,1, w = 0 e Q = 0 com diferentes inclinacoes. As diferencas
entre as frequéncias citadas anteriormente estao claramente perceptiveis nestas figuras.
Tomando a Figura 15(a) como exemplo, podemos ver claramente que [, é muitas vezes
mais rapido que w e ). Quando tomamos inclina¢des maiores, como I = 70° na Figura
15(¢c) w quase nao varia num periodo de 8000 dias. Resumindo, nao existe cendrios onde
ressonancias do tipo £w £ 2 + [, = 0 possam ocorrer para o satélite que orbita Merctrio.
E importante salientar que, embora tenhamos apresentado apenas quatro simulagdes para
ilustrar a impossibilidade de ressonéancias, este cenario é constante em todas as simulagoes

que realizamos.

Entretanto, embora as ressonancias mencionadas acima nao sejam possiveis de
ocorrer, ressonancias do tipo Kozai-Lidov para este sistema usando condigoes iniciais
especificas sao possiveis (CARVALHO; YOKOYAMA; MOURAO, 2022). As ressonancias
do tipo Kozai-Lidov sao ressonancias seculares caracterizadas pela libragao do argumento
do pericentro o que, por sua vez leva a variagoes na excentricidade e inclinacao do satélite
(CARVALHO; MORAES, 2020). Trabalhos recentes (TRESACO et al., 2018)(TRESACO;
ELIPE; CARVALHO, 2016) mostram que para satélites posicionados em w = 90° ou
w = 270° é possivel encontrar ressonancias do tipo Kozai-Lidov. No primeiro caso (w = 90°),
ressonancias s6 foram obtidas para excentricidades bastante altas, o que, por sua vez leva a
colisao com Mercirio. Por outro lado, para w = 270° é possivel obter diversas ressonancias

para valores baixos de e, portanto, valores seguros para o satélite nao colidir com o planeta.
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Figura 15 — Frequéncias de w, €2 e [, de satélites orbitando Mercurio para diferentes
inclinacoes.

Em (CARVALHO; YOKOYAMA; MOURAO, 2022) os autores apresentam na
Figura 15 familias de érbitas considerando as perturbagoes de achatamento de Merctrio
(J2, Js, Ju, J5, Jg € Cag) e da perturbacao do Sol, ndo considerando a PRS. Nesta figura, é
mostrado que é possivel encontrar diversas ressonancias Kozai-Lidov para satélites com
baixa excentricidade. Para satélites com excentricidades maiores nao ocorrem ressonancias

e w passa a circular.

A titulo de comparacao, a Figura 16 representa uma familia de 6rbitas para um
satélite a uma altitude de a = 3240km para valores de e = 0,05 até e = 0.3 com Ae = 0.05.
E possivel distinguir claramente dois tipos movimento: libratério e circulatério. Para baixas
excentricidades ocorre formagoes de ilhas (ressondncias Kozai-Lidov) e o argumento do
pericentro do satélite libra em torno de 270°. Conforme a excentricidade aumenta, w
passa de libratério para circulatério. Os resultados apresentados neste grafico sao muito
similares ao grafico da figura 15 do artigo (CARVALHO; YOKOYAMA; MOURAO, 2022).
A diferenca esta no fato de que neste sistema consideramos apenas os harmonicos Js, J3,
Ji, Js5 e Oy e incluimos a PRS utilizando o valor de 8 = 1 x 1077 utilizado anteriormente.
Assim como previsto na secao 7.1, quando aumentamos a PRS para valores maiores que
B=1x10"°a curva de w x e tende a se expandir devido ao aumento em e e a desordem

em w.
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Estudos mostram que satélites posicionados no centro de ressonancias Kozai-Lidov,
permanecam estaciondrios ou com varia¢oes minimas em e e w (TRESACO et al., 2018).
Esse tipo de orbita é chamada de 6rbita congelada e, a principio, possui aplicagoes
praticas interessantes, principalmente para economia de combustivel, visto que se o satélite

permanece ‘estacionario’, gastos com manobras seriam reduzidos.

03

0.25

w (graus)

Figura 16 — Familia de érbitas para I = 90°, w = 0...360° com Aw = 10°, = 90° e
e =0.05...0.3 com Ae = 0.05. 8 =1 x 107°. Harmonicos utilizados: J,, J3, Ju,
J5 (§ 022.
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8 RESULTADOS PARA O SISTEMA TERRA-SONDA-SOL

A mudanca para o Sistema Terra-Sonda-Sol, foi uma alternativa pensada para
encontrar as ressonancias duplas que nao foram possiveis de serem encontradas no sistema
Merctrio-Sonda-Sol. Isto porque o periodo orbital da Terra em torno do Sol é mais longo
que o de Mercurio em torno do Sol, implicando em comparagoes comensuraveis entre as
frequéncias w, ) e l5. De fato, como sera mostrado neste capitulo, foi possivel encontrar
diversas ressonancias duplas para este sistema, as quais afetarao drasticamente a dinamica

do satélite.

Os valores dos harmonicos utilizados (com excegao de Cy; e So1) para as integracoes
foram aproveitados de (VALLADO, 2013) e sdao dados por:

Coeficiente Normalizado Desnormalizado
Cay -4,84165x10~*  —1,08263 x10~°
Cso 9,57161 x10~7 2,53241 x10°¢
Cho 5,39966 x10~7 1,61990 x106
Co —2.06615 x10710  —2.66739 x10~1°
So1 1.38441 x107° 1.78727 x107°
Cos 2,43938 x1076 1,57462 x107
Sa9 —1,40027 x10=¢ —9,03873 x10~"7
Cs 2,03046 x10~¢ 2,19315 x107¢
S31 2,48200 x10~7 2,68087 x 1077

Tabela 3 — Harmonicos do campo gravitacional da Terra normalizados e desnormalizados.

Da mesma forma como foi abordado para o caso Mercurio, utilizaremos os coefici-

entes desnormalizados e para os zonais serd adicionado um sinal negativo, pois J,, = —Cj.

8.1 Ressonancias Duplas

Como mencionado no inicio deste capitulo, ressonancias sao possiveis para o caso
da Terra devido as frequéncia de [ serem de mesma ordem que as frequéncias de w e Q.
Podemos facilmente achar as condigoes que satisfacam as condigoes de ressonancias da
equagao (7.7), porém antes mostraremos alguns casos comparando as frequéncias de w, €2
e [l com o intuito de reiterar a possibilidade de existéncia de ressonancias duplas assim
como feito para o caso de Mercurio. Em todas as simulagoes feitas nesta secao utilizamos

o sistema médio.

Nas figuras (17(a) - 17(d)) podemos ver as frequéncias de quatro casos que satisfazem
as condigoes de ressonancia da equagao (7.7). Para facilitar a comparagao, fixamos no eixo
x marcagoes de tempo multiplas do periodo orbital da Terra (=~ 365 dias). Em todos estes

casos utilizamos 8 =5 x 107 e como condicao inicial e = 0.1 e a = 9567km ~ 1,5R4 e
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resolvendo as equagbes para cada combinagao de angulos diferentes obtemos: em 17(a)
I =178,4898°,17(b) I = 53,1191°,17(c) I = 64,3672° ¢ 17(d) I = 94,7333°.
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Figura 17 — Frequéncias de w, ) e [l de satélites orbitando a Terra para diferentes
inclinacoes utilizando 3 = 5 x 107°. Condicoes iniciais: e = 0.1, a = 9567 km,
w = 0° e = 0°. Harmonicos utilizados: Jo, J3, Js, Caa, Saa, C31 € S31.

Estes foram apenas alguns exemplos em que os satélites foram posicionados em
condigoes de ressonancia simples (apenas um angulo ressonante librando). Ressonéancias
duplas ocorrerao quando duas combinagoes distintas de angulos ressonantes da expressao
(7.7) forem satisfeitas simultaneamente para uma mesma condigdo inicial. Verificaremos,
que as ressonancias sozinhas (simples) possuem libracao estével dos d&ngulos ressonantes e
nao afetam significativamente a dindmica do satélite. Entretanto quando duas ressonancias
ocorrem simultaneamente ambas as libragoes sao destruidas e a dinamica do satélite é

drasticamente afetada.

Utilizando as equagoes (7.8) e (7.9), podemos encontrar ressonancias duplas de
trés formas distintas: fixando a e resolvendo para e e I, fixando e e resolvendo para a e [
ou fixando I e resolvendo para e e a. Ao todo temos seis dngulos ressonantes presentes
em (7.7) e combinando-os de dois em dois resulta 15 possibilidades distintas. Com intuito
de organizar todas estas combinacoes iremos nomear os angulos ressonantes da seguinte

forma:
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e Ri=u+Q—1ly=0;
« Ro=w—Q—ly=0;
e Ry=1w—Q+1y=0;
e Ry=w+Q+1s=0;
e Ry=w+1ls=0;
e Rg=w— Iy =0
onde R, Ry e Rg sao respectivamente o primeiro, segundo e quarto cossenos ressonantes

que aparecem em (7.7), porém com o sinal trocado. Nao ha problema em realizar esta

operagao, pois cos(x) = cos(—x).

Dado o leque de possibilidades de combingoes distintas, utilizamos o software Maple
para resolver estes sistemas. Ao todo, encontramos 7 ressonancias duplas. Verificamos que
cada combinagao esta sempre localizada préxima a uma mesma inclinacao, ou seja, para
diferentes excentricidades ou semieixos maiores que fixamos ao resolver o mesmo sistema,
sempre obtemos a mesma inclinacao caso exista solucao. A seguir estudaremos todas as
ressonancias encontradas. Tomamos um tempo padrao de integracao de um milhao de dias

para todas as simulacoes.

8.1.1 Ressonancia Ry =w+Q —ng =0e Ry =1 —Q+ngy =0

O sistema que devemos resolver para encontrar as condi¢des que satisfacam estas

duas ressonancias é:

C Ri=i Q- ng =0

e Ry—i— Q4o =0

Aplicando (7.8) e (7.9) nas duas equagoes acima, obtemos

~ 3(5cos’ I —1)nR%J, 3R%Jyncosl

R, = - —ne =0
' 4(—1+e2)*a? 2(1 — e?)2a? "o
3(bcos* I —1)nR%J, 3R2.Joncosl
Rs = = = =0. 8.1
’ 4(—1+e2)’a? 2(1 — e2)2a? +no (8.1)

Entretanto, antes de analisarmos as condigoes em que estas duas equagoes sao
satisfeita simultaneamente, devemos estudar os efeitos que cada ressonancia isolada provoca
ao satélite. Desta forma, podemos comparar futuramente com os efeitos que as ressonancias

duplas provocam.
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Tomando 1,6R4 e e = 0, 1, para que R, seja satisfeita encontramos [ = 117,6398°
e para R3, I = 113,4559°. Na Figura 18 podemos ver os principais elementos orbitais
afetados pela ressonancia e os angulos ressonantes, para R; e R3 respectivamente. Em 18(a)
observamos um satélite muito bem comportado durante toda a integracao. A excentricidade
e inclinagdo permanecem estaveis enquanto que os angulos ressonantes libram durante toda
a simulagdo. Em 18(b), temos o mesmo comportamento. Em ambos os casos nao ocorrem
mudancas drasticas em e, na verdade, todas as ressonancias simples encontradas para o caso
Terra-Sonda-Sol sdo desta mesma natureza, nenhuma apresenta mudangas significativas

na variacao dos elementos orbitais. Em ambas as integracoes usamos 3 =5 x 107°.
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(a) Ry = w+ Q —lg = 0. Condigoes iniciais:(b) R3 = w — Q2 4+l = 0. Condig¢des iniciais:
I =117,7884°, w = 180° e Q = 0°. I =112,9655°, w = 0° e Q = 0°.

Figura 18 — Ressonancia R; e R3 agindo separadamente.

Agora, estudaremos o cenario onde estas duas ressonancias ocorrem simultane-
amente. Esta ressondncia dupla ocorre sempre proximo a I = 116,5650°. A principio
podemos fixar a e resolver o sistema 8.1. Usando este método encontramos ressonancias
numa faixa de 1,54Rs a 1,71 Rg. A titulo de comparacao com as ressondncias anteriores,
tomaremos o mesmo semieixo maior do caso anterior (1,6Rg), e resolvendo o sistema
obtemos como condicao: e = 0, 2560 e I = 116, 5650°. Integrando a partir destas condigoes,
utilizando 3 =5 x 107%, w = 180° e Q = 0° obtemos os resultados presente na Figura (19).

Neste caso podemos observar o quanto o satélite é afetado quando posicionado em
condicao de ressonancia dupla. Comparando com a Figura 18, neste exemplo temos um
satélite bastante instavel. Os elementos orbitais que antes permaneciam estaveis durante
toda a simulacao passam a ficar completamente imprevisiveis. Os dngulos ressonantes R; e
R3 que antes libravam de forma muito claro, passam a apresentar comportamento caotico,

librando e circulando de forma irregular durante todo o periodo de integragao.
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Figura 19 — Satélite em ressonéancia dupla em a = 1,6Rgs, e = 0,2560 e I = 116.5650°.
A esquerda elementos orbitais mais relevantes do satélite e a direita as duas
combinagoes ressonantes.
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8.1.2 Ressondncia Ry =1 —Q—ng=0e Ry=w+Q+ng =0

Para esta ressonancia devemos resolver o seguinte sistema

« Rp=w—Q—ng=0

e« Ri=uw+Q+ny =0.

Substituindo (7.8) e (7.9) nas equagbes acima, teremos

_ 3(5cos®I —1)nRZJ, 3R3Jyncosl

Ry = g =0
2 4(—1+e2)? a2 2(1 — e2)2q2 No
3(5cos®I —1)nR%J; 3R%Joncosl
_ _ —0. 2
s 4(=1+e2)’a? 21— e?)2az | 'O 0 (82)

Primeiramente, analisemos as ressonancias separadamente. Tomando a = 1,6Rg e
e = 0,1 e substituindo no sistema (8.2) obtemos para Ry duas solugoes I = 62,3601° e
I =149, 7586° e, para Ry, I = 66,5440° e I = 89,8878°. Integramos utilizando 3 = 5x107°

e os resultados podem ser vistos na Figura 20.

Agora, quando Ry e R, agem simultaneamente o satélite deve sofrer uma perturba-
¢do maior. Podemos encontrar esta ressondncia numa faixa que varia de a = 1,54 R4 a
a = 1,71 Rg sendo que todas ocorrem préximo a I = 63,434°. Fixando a = 1,54 R, obte-
mos como solucdo e = 0,02987 e I = 63, 4340. Integrando o satélite usando 8 =5 x 107>
para estas condigoes iniciais obtemos os resultados da Figura 21). Assim como na resso-
nancia dupla anterior, ocorre o esperado, e, I e w ficam instaveis e os angulos ressonantes

Ry e R4 que antes libravam, passam a apresentar comportamento cadtico.
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com 3 =5x107% w = 180° e Q = 0°. A esquerda elementos orbitais mais

relevantes do satélite e a direita

as duas combinagoes ressonantes.

8.1.3 Ressondncia Rs = —Q +ne =0¢ Ry =+ ng =0

O sistema que devemos resolver para

« Ry=1w—Q+ny=0

L] Rg,:w—{—n@:()

Substituindo (7.8) e

obter esta ressonancia é

(7.9) nas equagoes acima

R = 3(5cos’I —1)nR%J; 3R%Joncosl h — 0
o 4(—1+e2)’a? 2(1 — e?)2a? ©
3(bcos? I —1)nR%J,
R; = 11 a2@ +ne = 0. (8.3)
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Resolvendo cada equagado separadamente fixando a = 1,6Rg e e = 0, 15, obtemos
93,7419°. Integrando o sistema utilizando

para Rs [

= 114,2286° e, para R5, [ =

B =5 x 1075 obtemos os resultados presentes em 22.

S VUVUYVV VUV UV VUV U Y
0 /\/\/\Ar\r\/\nn/\n/\/\r\r\r\r\nn/\/\/\nnnr\nn

(a) Rs3. Condigdes iniciais: [ = 114, 2286°,

Tempo ( d1as)

w=180°e 2 =0°

Figura 22 — Ressonancia R3 e R5 agindo separadamente.

Resolvendo o sistema (8.3) encontramos solugoes fixando ¢ num intervalo de
a=1,59Rg a 1,80Rs para uma mesma inclinacao I = 90°. Tomando a = 1,64 obtemos

como resultado e = 0,10919 e I = 90°. Integrando o sistema utilizando 8 = 5 x 107°
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obtemos os resultados presentes na Figura 23.
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Figura 23 — Satélite em ressonancia dupla em a = 1,6Rg, e = 0,10919 [
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= 90° com

B=5x107% w=90°e¢ Q = 0°. A esquerda elementos orbitais mais relevantes
do satélite e a direita as duas combinagoes ressonantes.

8.1.4 Ressonancia R3 :u’)—Q—i—n@ =0eRg=w—np=0

O sistema que devemos resolver para obter esta ressonancia é

. Ry

. Ry

:w—n@zo
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Substituindo (7.8) e (7.9) nas equagoes acima, temos

3(5cos’I —1)nR2%J, 3RZJoncosl B
s = 4(—1+e2)*a? 2(1 — e2)2a? e =0
3(5cos’ I —1)nR2J.
Ry — 2508 Infiele o (8.4)
4(—1+e2)* a?

Resolvendo cada equacao separadamente fixando a = 1,4Rg e e = 0, 2, obtemos
para Rs I = 81,4402° e para R5 I = 55,6540°. Integrando o sistema utilizando 3 = 5x107°
obtemos os resultados presentes na Figura 24.
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Figura 24 — Ressonancia R3 e Rg agindo separadamente.

Esta ressonancia dupla pode ser encontrada no intervalor de 1,35Rg a 1,41 Rg
sempre proxima a [ = 123,9353°. Tomando a = 1,4R4, obtemos como resultado da
solucao do sistema (8.4) e = 0,2596 e I = 123,9353°. Integrando o satélite utilizando
B =5 x 10° obtemos os grafico presentes na Figura 25. O limite de impacto para este

satélite é de e =~ 0, 2857, logo em aproximadamente 380 mil dias o satélite deve colidir com
a Terra.
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Figura 25 — Satélite em ressonancia dupla R3 e Rg em a = 1,4Rs, e = 0,2596 I =
123,9353° com 8 =5x 1075, w = 90° e = 0°. A esquerda elementos orbitais
mais relevantes do satélite e a direita as duas combinagoes ressonantes.

8.1.5 Outras ressonancias duplas

Apébs uma andlise abrangente de todas as ressonédncias isoladamente, na qual
demonstramos que todas exibem estabilidade e libracao clara dos angulos ressonantes ao
longo do periodo das simulac¢oes, podemos agora prosseguir sem a necessidade de mais
comparagoes, avancando diretamente para as ressonancias duplas. Ainda ndao mostramos

trés delas: Ry com Ry, Ry com Rs e R3 com Rjy.

A ressonéncia Ry e R5 ocorre sempre préximo a [ = 110.9932°. Esta ressonancia
pode ser encontrada num intervalo proximo a a = 1,19Rs e a = 1,20Rs. Resolvendo o
sistema para a = 1.20Rg obtemos e = 0.1468 e I = 110.9932°. Os resultados podem ser

observados na Figura 26
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Figura 26 — Satélite em ressondncia dupla R; e R; em a = 1,2Rg, e = 0.1468 I =
110.9932° com 3 =5x107° w = 180° ¢ Q = 0°. A esquerda elementos orbitais
mais relevantes do satélite e a direita as duas combinagoes ressonantes.

A ressonéncia Ry com Ry ocorre proxima a I = 69° e, assim como na ressonancia

Ry e Rs5, pode ser encontrada proxima a faixa de a = 1,19R4 e a = 1,20Rg. Tomando
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a = 1,19Rg, obtemos como condicao e = 0.0844 e I = 69.0067°. Integramos utilizando
B =15 x 1075 e obtemos os dados presentes na Figura 27.
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Figura 27 — Satélite em ressonancia dupla Ry e Rs em a = 1,19Rs, e = 0.0844 [ =

69.0067° com 3 =5 x 107, w = 180° e 2 = 0°. A esquerda elementos orbitais
mais relevantes do satélite e a direita as duas combinagoes ressonantes.

A ressonancia R3 com R4 ocorre proximo a I = 90°, e pode ser encontrada em
1,59Rs a 1,80Rg. Tomando a = 1.59 R4, obtemos como solucao e = 0.03196 e I = 90°.

Integrando usando 3 = 5 x 10~® obtemos os resultados mostrados na Figura 28.
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Figura 28 — Satélite em ressonancia dupla R3 e Ry em a = 1,59Rs, e = 0,03196 I = 90, 0°

com B=5x10"% w=120° e Q = 90°. A esquerda elementos orbitais mais
relevantes do satélite e a direita as duas combinacoes ressonantes.
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8.1.6 Conclusao acerca das Ressonancias Duplas

Ao longo desta secao pudemos verificar o quanto as ressonéncias duplas podem
afetar a dindmica de um satélite no sistema Terra-Sonda-Sol. Confirmamos que quando
as ressonancias agem separadamente, o satélite permanece estavel, sem irregularidades
nas variagoes dos elementos orbitais e com o angulo ressonante librando de forma clara

durante toda a integracao. Entretanto, quando ocorre o cenédrio onde duas ressonancias
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agem simultaneamente (ressonancia dupla), a dindmica do satélite é drasticamente afe-
tada, seus elementos orbitais passam a apresentar comportamentos irregulares e os dois
angulos ressonantes, que antes libravam quando agiam sozinhos, passam a apresentar
comportamentos cadticos. Podemos afirmar, com certa propriedade, que se um satélite
real se deparar com uma situacao dessa natureza, estara irremediavelmente perdido. Nesse

cenario, perderiamos completamente o controle sobre ele.

As informagoes organizadas com todas as combinacoes dos dngulos ressonantes
e a faixa onde as ressonancias ocorrem estao na Tabela 4. Ressaltamos que todas as
ressonancia duplas estudadas nesta se¢ao ocorrem também no sistema exato, validando

todo o estudo até entio.

Ressonancias a
R Rs 1,54 — 1,71 Rg
RyRy 1,54 — 1,71 Rg
R3R5 1,59 — 1,80 Rg
R3Rg 1,35 — 1,41 Rg
R R5 1,19 — 1,20Rg
RyRs 1,19 — 1,20Rg
R3Ry 1,59 — 1,80 R

Tabela 4 — Localizagao de todas as ressonancias duplas.

8.2 Ressonancias duplas para valores altos de (5

Na ultima sessao, vimos que as ressonancias duplas afetam drasticamente a dinamica
do satélite. Entretanto, para todos os casos estudados, utilizamos 8 =5 x 107 que, de
certa forma é um valor relativamente baixo para a PRS. Para todas as ressonancias duplas,
quando aumentamos 3 o sistema passa a ficar ainda mais instavel, apresentando um risco
ainda maior ao satélite. Em especial, para duas ressonancias duplas R R3 e RoR,, por
estarem localizadas na inclinacao critica, alguns valores altos e especificos de 3, podem

resultar em estabilidade para o satélite assim como veremos a seguir.

Tomemos primeiramente a ressonancia [y R3 nas mesmas condi¢oes tomadas na
Figura 19, porém com w = 90°. Quando utilizamos 3 = 8 x 10~* (Figura 29), e analisarmos
o periodo inicial da integragao, percebemos que o satélite apresenta um comportamento,
de certa forma, um pouco mais regular quando comparado com os casos de ressonancias
duplas anteriores, com w librando em torno de 90° nesse periodo. Contudo, ndo podemos
dizer que o satélite de fato é estavel durante toda a simulacao, pois apds esse periodo
inicial ele passa a apresentar o comportamento comum de satélites em condigoes de dupla

ressonancia.

Quando utilizamos 3 = 9 x 107*, o satélite passa a apresentar o mesmo comporta-

mento inicial do caso anterior, porém durante toda a simulagao. Os elementos orbitais
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ficam mais estéveis quando comparados ao caso de B = 8 x 107° e w passa a librar em
torno de 90° durante toda a simulagao. O motivo para isto acontecer é de que, quando
aumentamos [ suficientemente, o satélite sai da regiao de ressonancia dupla e entra em
uma ressonancia de inclinacao critica, a qual é menos intensa que a anterior e, por isso, o
satélite se comporta de forma estavel. Apesar de e atingir valores maiores nestes casos,

nao ocorre colisio.
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Figura 29 — Satélites em ressonancia dupla Ry e R3 em a = 1,6Rg, e = 0,2560, I =
116, 5650°, w = 90° e 2 = 0°. A esquerda utilizamos 3 = 8 x 10~ ¢ a direita
B=9x10"%

Situagdes em que w libra em torno de 90° na ressonancia dupla R;Rj3 fixando
a = 1,6Rg ocorrem para um intervalo que varia de =9 x 107% a 3 = 2 x 1073, Para
B> 2x 1073, a PRS se torna muito intensa, destruindo completamente a dindmica do

satélite e ocasionando a colisdao com o planeta.

Em relacao a ressonancia dupla Ry Ry, é possivel observar um cenario semelhante
ao discutido anteriormente. Ao fixar a = 1,6Rg, obtemos e = 0,2560 e [ = 63,434° como
solucdo do sistema 8.2. Durante as simulagoes do satélite (Figura 30), notamos que, ao
utilizar 8 = 3 x 1072, o comportamento do satélite permanece cadtico, como esperado de
uma ressonancia dupla. No entanto, ao ajustar 3 = 4 x 1073, o comportamento do satélite

se regulariza, com w oscilando em torno de 90° durante toda a simulagao.

Novamente, temos um caso em que o satélite, com o aumento de 3, deixa a regiao
de ressonancia dupla e entra em uma ressonancia de inclinagao critica. Este cenario, para
a = 1,6Rg, ocorre no intervalo de 8 =4 x 102 a 8 =1x 1072 Para 8 > 1 x 1072 a

dindmica é completamente destruida.

Nesta secao, observamos que para satélites sujeitos as condigoes das duplas res-
sonancias R1R3 e RyRy, é possivel, mediante a ajustes no valor de [, escapar dessas
ressonancias e entrar em uma ressonancia de inclinagao critica. Neste estado, w passa a
librar em torno de 90°, resultando em um estado de maior estabilidade para o satélite

em comparagao quando o mesmo estava em condigoes de ressonancia dupla. Isso ocorre
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Figura 30 — Satélites em ressonancia dupla Ry e Ryema = 1,6Rg, e = 0,2560, I = 63.434°,
w = 90° e Q = —16,2220°. A esquerda utilizamos 5 = 3 x 1072 e a direita

B=4x1073

porque a ressonancia dupla é significativamente mais intensa do que uma ressonancia
de inclinacao critica. No entanto, se continuarmos a aumentar [, eventualmente a PRS

atingira um patamar significativo que ocasionara em colisao.
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9 CONSIDERACOES FINAIS A RESPEITO DO SISTEMA MEDIO

Ao longo deste trabalho desenvolvemos e utilizamos dois sistemas de equagoes:
o médio e o exato. Ao compara-los, concluimos que o sistema médio é confidvel por
desempenhar resultados proximos aos resultados do exato. Entretanto, se observarmos
novamente as comparacoes realizadas neste trabalho, percebemos que os resultados obtidos
através do sistema médio nem sempre representam de fato a média, no sentido literal da
palavra, dos resultados do sistema exato. Ou seja, tomando as Figuras 9(a) - 9(d) e 10(a) -
10(d) por exemplo, as curvas em vermelho (médio) apesar de muito proximas as curvas
pretas (exato), para verdadeiramente representar uma média, deveriam se situar dentro

dos limites estabelecidos pelos resultados exatos.

O motivo disto ocorrer é simples: as condigoes iniciais ndo podem ser as mesmas em
ambos os sistemas. Para as equacoes exatas utilizamos como condicao inicial coordenadas
osculadoras (instantdneas), mas para as equagoes médias, ndo podemos usar as mesmas
condi¢Oes iniciais e esperar que o resultado seja de fato uma média do sistema exato.
Para resolver isto, devemos integrar o sistema médio utilizando coordenadas médias, as
quais sao obtidas observando os resultados iniciais do sistema exato. Assim, neste capitulo,
apresentaremos alguns resultados comparativos e discutiremos como realizar as correcoes

necessarias para se obter resultados satisfatorios utilizando o sistema médio.

Para comecar, analisemos um caso mais simples onde apenas o harmoénico zonal
Jo atua como perturbagao em um satélite terrestre. Este caso é trivial, pois se tomarmos
apenas Jo, a variagdo de e é nula segundo a equagao (7.1) e, portanto, na integracao
no sistema médio e serd constante. Na Figura 31 podemos ver a comparagao dos dois
sistemas, exato (preto) e médio (vermelho) tomando apenas a perturbacao Jo. A principio
integramos apenas o sistema exato, e em aproximadamente ¢ = 48 dias, onde e atinge seu
valor méaximo de e =~ 0, 03038, guardamos as coordenadas (osculadoras) do satélite deste
instante e as utilizamos para integrar o sistema médio. Neste caso, apesar da variagao de
e ser pequena no sistema exato, nao ha concordancia alguma na comparagao, e o motivo

esta no fato de utilizarmos as coordenadas osculadoras para o sistema médio.

Agora, vamos expandir nossa analise para o mesmo satélite, mas considerando
os harmonicos zonais Js, J3 e Jy como elementos perturbadores. Utilizando as mesmas
condigbes iniciais para ambos os sistemas obtemos o resultado presente na Figura 32. No
grafico da esquerda, a excentricidade do sistema médio (vermelho), em toda a simulagao,
estd sempre na parte superior dos dados da integracao do sistema exato (preto). Entretanto,
observando o grafico da direita, observamos que a concordancia ainda ¢ satisfatéria. Mas o
objetivo é obter resultados que representam de fato uma média em relacao ao sistema exato

e, para isso, devemos fazer ajustes nas condig¢oes iniciais para integrar as equacoes médias,
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Figura 31 — Comparagao sistema exato (preto) e médio (vermelho) usando apenas o
harmonico J, como perturbador. Condigoes iniciais: @ = 7000km, e = 0, 03038,
I =140°, w = 40° e 2 = 0°.

sendo que estes ajustes serao feitos observando regides estratégicas, como as destacadas

em quadro verde na Figura 32.
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Figura 32 — Comparagao sistema exato (preto) e médio (vermelho) usando apenas os
harmonicos Jo, J3 e Jy como perturbadores. As regides dos quadros verdes
sao regioes estratégias para se fazer o ajuste nas condicoes iniciais. Condigoes
iniciais: a = 7000km, e = 0,03, I = 140°, w = 40° e Q2 = 0°.

Para obter as coordenadas médias vamos observar os dados da Figura 32(b). Na
regiao do quadro verde numerado como "1", podemos ver como a curva vermelha passa
bem pela borda externa da curva preta. Logo, um bom ajuste seria aproximar a curva
vermelha ao centro da curva preta. Dito isto, tomaremos e = 0,290 e w = 0° como ajustes
nas condigoes iniciais no sistema médio. A comparacao do sistema exato, médio e do
sistema médio com as coordenadas iniciais ajustadas pode ser vista na Figura 33, onde
podemos ver claramente um resultado muito mais satisfatério ap6s as corregoes. Em 33(b),
vemos claramente a curva vermelha mais no centro da preta. Portanto, podemos afirmar
que o sistema médio com as condig¢oes inicias médias desempenha de fato uma média do

sistema exato.
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Figura 33 — Comparacao sistema exato (preto), médio (vermelho) e médio ajustado (azul)
usando apenas os harmonicos Js, J3 e Jy como perturbadores. Condigoes
iniciais osculadoras: a = 7000km, e = 0,03, I = 140°, w = 40° e Q = 0°.
Condigoes iniciais médias: a = 7000km, e = 0,029, I = 140°, w = 0° e = 0°.

Ao longo deste capitulo executamos mais algumas comparagoes entre os dois
sistemas de equacoes desenvolvidas neste trabalho. A principio, os resultados esperados do
sistema médio eram de que fossem extremamente préximos ou até iguais ao do sistema
exato. Entretanto, os dados mostram que isso nao é possivel. Os resultados corretos, que
devemos esperar, é de que o sistema médio atue como uma média do sistema exato, mas
ao longo de diversas comparagoes, percebemos que o mesmo nao se comportava desta
maneira. O motivo para isto ocorrer é de que, rigorosamente, nao devemos utilizar as
mesmas condigoes (osculadoras) iniciais que utilizamos no sistema exato no sistema médio.
Para resolver este problema, as condigoes inicias para integrar o sistema médio devem ser
condigoes iniciais médias, as quais sao obtidas observando os resultados do sistema exato,

como discutido neste capitulo.

As consideragoes finais a respeito do sistema médio é de que, apesar de ser muito
mais vantajoso utilizd-lo quando consideramos os custos computacionais, devemos nos
atentar a forma correta de usa-lo. Pois, se integrarmos as equacoes médias com as mesmas
coordenadas do sistema exato, os resultados gerados podem nao representar dados corretos,
assim como na Figura 31. Ressaltamos também, que apesar de termos utilizado as mesmas
coordenadas para ambos os sistemas ao longo do trabalho, sempre acompanhamos os
resultados obtidos pelo sistema médio via comparagoes com o exato, verificando e validando

os dados obtidos.
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10 CONCLUSAO

Para o estudo da dindmica de uma sonda (vela solar) orbitando Mercirio ou a
Terra, tomamos as perturbagoes: achatamento do planeta hospedeiro, Sol e a Pressao
de Radiagao Solar (PRS). Consideramos os principais harmoénicos do achatamento do
planeta, incluindo nao s6 os zonais mas também os tesserais. Estes dois planetas, por
serem rochosos, é flagrante a nao existéncia de uma simetria axial em relacdo ao eixo
polar do planeta. Devido a isso, alguns autores, levantaram a hipotese de que tais termos

tesserais poderiam ser relevantes, em especial no caso de Merciirio.

O efeito da PRS é importante devido a proximidade do Sol. A modelagem desta
forca ¢ feita de maneira classica admitindo que a vela estd sempre iluminada pelo Sol,
e, além disso, é admitido que a normal a superficie da vela esta sempre dirigida ao Sol.
Nestas condigoes, é possivel escrever a forca da PRS como gradiente de uma funcao escalar

que é uma parcela () da prépria perturbagao gravitacional solar.

Mostramos que a parte da PRS pode gerar ressondncias simultaneas, ou seja,
duas combinagoes de angulos independentes. Estas ocorrem com os angulos de longo
periodo, argumento do pericentro, longitude do nodo ascendente da vela e anomalia média
do Sol. Para este estudo foi necessaria a representacao de toda a fungao perturbadora
em termos dos elementos orbitais e obter sua média na anomalia média da sonda. As
simulagoes mostram o claro efeito de duas ressonancias. O efeito simultaneo produz uma
dindmica extremamente irregular, ao contrario do caso quando elas ocorrem isoladamente.
E importante observar que situacoes de dupla ressonincia sé ocorrem para sondas da
Terra, uma vez que no caso de Mercurio o movimento médio do Sol é muito mais rapido
que as frequéncias do nodo ascendente e argumento do pericentro da sonda. Muitas outras
simulacoes também mostraram que para valores de 3 ligeiramente maiores do que 1 x 1075,
o movimento de uma sonda, em especial no caso de Merctrio, pode se tornar bastante
irregular com o tempo. No entanto, para missoes limitadas a alguns anos, tais variagoes
poderiam ser toleradas, pois nao levam a escape ou colisao com o planeta, para tempos

limitados (em geral, menos que dez anos).

Apesar do sistema médio desenvolvido neste trabalho gerar resultados bastantes
satisfatorios quando comparados aos do sistema exato, ele nao representava de fato
uma média do sistema de exato. Para o uso correto do sistema médio, ndao podemos
utilizar as mesmas coordenadas (osculadoras) que utilizivamos para o sistema exato. A
solucao encontrada foi de utilizar coordenadas iniciais médias para integrar as equagoes
médias. Estas condigOes iniciais sao obtidas através de observagoes dos resultados das
equagoes exatas. Em (NIE; GURFIL, 2018), para a utilizagao do sistema médio, os autores

desenvolvem uma transformacao inversa da operagao de média (no caso media de Von
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Zeipel), o que permite obter as condigoes iniciais para integrar um sistema médio.
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