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Resumo

Nesta dissertacao calculamos a forma simplética que representa o espago de fase
para uma onda nao-linear da corda cldssica no espago Anti-de Sitter (AdS). Re-
visamos alguns conceitos de geometria diferencial, como variedades diferenciaveis,
campos tensoriais, transformagcao dual dada pela estrela de Hodge % e a integracao de
formas sobre variedades. Estudamos algumas das aplicacoes destas ferramentas na
mecanica classica como por exemplo a construcao de uma variedade simplética, sua
relacao com o espaco de fase e a algebra de Poisson. Citamos alguns exemplos para
compreender melhor a teoria proposta, como o caso da particula nao-relativistica,
o campo escalar livre, e a corda bosonica dada pela acao de Polyakov. Como mo-
tivagao para os estudos da correspondéncia AdS/CFT apresentamos a solugao para
uma perturbacao da corda cldssica no espago AdS, que é dada por uma onda nao-
linear na folha de mundo. Ao calcular a energia desta onda demostramos que ela
coincide com energia radiada por uma carga acelerada na eletrodinamica cléssica.
E finalmente, a partir da solugao encontrada, construimos o espaco de fase que

descreve a corda cléssica sobre o espaco AdSs.

Palavras Chaves: Geometria simplética; ondas no lineais no espago AdS.

areas do conhecimento: Geometria diferencial; teoria classica de cordas.
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Abstract

In this master thesis we calculate the sympletic form that represents the phase
space for a classical nonlinear string in the Anti-de Sitter space (AdS). We review
some concepts of differential geometry, such as differential manifolds, tensor fields,
dual transformation given by the Hodge star operator x and the integration of dif-
ferential forms on manifolds. We study some applications of these tools in classical
mechanics such as the construction of a sympletic manifold, its relation with the
phase space, and the Poisson algebra. We show some examples to better unders-
tand the theory, such as the case of the nonrelativistic particle, the free scalar field,
and the bosonic string given by the Polyakov action. As a motivation for the study
of the AdS/CFT correspondece we present the solution for a disturbance of the clas-
sical string on the AdS space, which is given by a nonlinear wave on the worldsheet.
By calculating the energy of this wave we show that it coincides with the energy
radiated by an accelerated charge in the Classical Electrodynamics. Finally, from
the found solution, we construct the phase space that describes the classical string
on the AdSs.
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Capitulo 1
Introducao

Durante os dois ultimos séculos a mecanica analitica ocupou um lugar de desta-
que na fisica. Atualmente varias ferramentas matematicas passaram a ser utilizadas
de forma a dar uma descricao mais formal de seus conceitos, como geometria di-
ferencial e algebras de Lie por exemplo. Nos tltimos quarenta anos o estudo de
estruturas geométricas que formam a base da mecanica melhoraram seu entendi-
mento mediante o uso de ferramentas como a estrutura simplética e estrutura de
Poisson][1].

Na primeira parte desta dissertacao apresentamos uma breve introducao a alguns
conceitos bésicos de geometria diferencial, tomando como referéncia os livros [2],[3].
Destacamos a acao do operador dual, %, devido a sua importancia na criacao de
estruturas simpléticas, as quais descrevem o espago de fase de um sistema fisico[1],[4].

Na mecanica cléssica o espacgo de fase é construido a partir da variedade que de-
fine o espaco de configuracao. Definimos a estrutura simplética sobre o fibrado cotan-
gente da variedade. Com esta ferramenta podemos formular os teoremas da mecanica
hamiltoniana, descritos pelo parénteses de Poisson. Para provar a veracidade dos te-
oremas citamos alguns exemplos como o caso da particula nao-relativistica, o campo
escalar livre e a corda bosonica descrita pela acao de Polyakov.

A teoria de cordas é um modelo fundamental que assume que as particulas da
natureza sao descritas como um estado vibracional de um objeto estendido, que
basicamente é representado por uma corda.

Em 1974 Joel Scherk e John Schwarz publicaram um artigo onde demostraram
que tal teoria podia descrever a forca da gravidade. A principio a teoria nao tinha

chamado tanto a atencao da comunidade cientifica Mas nesse momento a teoria nao



chamou muito a atencao. Hoje em dia a teoria tem ganhado bastante forca, pois
0 seus avances parecem promissorios. Gostariamos de destacar entre os avancos o
principio hologréfico, que é uma hipdtese proposta por Gerard 't Hooft nos anos
noventa e aperfeicoada através da teoria de cordas por Leonard Susskind, a hipotese
afirma que a informacao contida num volume do espaco pode ser representada pela
informacao que reside na fronteira daquela regiao. Nesta dissertacao nos focamos
nos aspectos classicos da teoria de cordas.

Como um exemplo da hipétese de 't Hooft e Susskind citamos a correspondéncia
AdS/CFT, proposta originalmente por Juan Martin Maldacena. Esta conjectura
propoe uma equivaléncia entre uma teoria de cordas, ou uma teoria da super-
gravidade, definida num certo espago Anti-de Sitter (AdS) e uma teoria conforme
de campos num espago de menor dimensao que o espago AdS. O espaco AdS cor-
responde a solugao das equagoes de Einsten com constante cosmoldgica negativa, e
é uma teoria classica da gravidade, enquanto que a teoria conforme é uma teoria
quanticos quantica de campos invariante sobre transformagoes do grupo conforme. A
correspondéncia estabelece que a teoria de campos conforme corresponde a fronteira
do espaco Anti-de Sitter.

Na dissertacao apresentamos a solugao para uma corda no espago AdSs [5], que
¢ dada por uma solucao nao-linear. Também provamos que a energia e o mo-
mento dados por uma perturbacao na corda descrita no espaco AdSs correspondem
a energia e o momento de uma carga acelerada pelo potencial de Liénard-Wiechert,
sendo este um resultado relevante para uma melhor compreensao da correspondéncia
AdS/CFT. Com solugao que descreve a onda, e seguindo os passos realizados na pri-
meira parte da dissertacao, construimos a estrutura simplética que descreve a corda

no espago AdSs.



Capitulo 2

Preliminares de Geometria

Diferencial

Muitos conceitos matematicos como variedades diferencidveis, geometria simplética
e parénteses de Poisson sao usados para dar uma descricao mais formal para a
mecanica classica. Uma breve introducao a alguns dos conceitos bésicos de geome-
tria diferencial e de calculo sobre variedades sao apresentadas neste capitulo, sendo
a construgao do espago de fase o objetivo principal para uso dessas ferramentas.

Este capitulo é basado nas referéncias [2],[3].

2.1 Variedades

Variedades sao generalizacoes das idéias intuitivas sobre as curvas e superficies
em objetos de dimensoes arbitrarios de qualquer dimensao e corpo (ndo necessa-
riamente reais ou complexos). Por exemplo: uma curva é parametrizada com um
parametro Uinico enquanto sao necessarios dois parametros para descrever uma su-
perficie, pelo nimero de parametros a curva e a superficie sao homeomorficas a um
espaco monodimensional e bidimensional respetivamente. O ntimero de parametros
forma um conjunto de n valores chamados de coordenadas. A transicao de um sis-
tema de coordenadas para outro tem que ser suave, isto é, infinitamente diferencidvel
(C*), permitindo o uso do célculo usual sobre a variedade.

M é uma variedade diferenciavel de dimensao m, (m-dim), se:

1. M é um espaco topoldgico;



R™ R™
Ui

@ Vij = @io g5 OU;

Figura 2.1: O homeomorfismo ¢; que mapeia de U; para o subconjunto aberto U’;
de R™, dando coordenadas a cada ponto p € ¢;. Se U; UU; # 0 a transi¢ao de um
sistema coordenado para o outro é suave.

2. M é dado por uma familia de pares {U;, ¢;}, onde {U;} é uma familia de
conjuntos abertos que cobrem M, isto é, U;U; = M, e ¢; ¢ um homeomorfismo

de U; sobre um subconjunto aberto U’; de R™ [Figura 2.1];

3. Dados U; e U; tais que U; NU; # (), o mapa ¢;; = ¢; o<pj’1 de ¢;(U; UU;) para
©;(U; UU;) é infinitamente diferencidvel.

O par (U;, ;) é chamado de carta (Chart) enquanto a familia completa de cartas
¢ chamada de atlas. O subconjunto U; é chamado de vizinhanca de coordenadas,
enquanto que @; é uma funcao de coordenadas, ou simplesmente a coordenada. O
homeomorfismo ¢; é representado por m fungoes {z'(p), ..., z™(p)}, ou simplesmente
{#l'}, que é chamado coordenada, onde p é um ponto tal que p € M, e que existe
independentemente das suas coordenadas. Em cada vizinhanca U; € M aparece um
subconjunto aberto de R™ cujos elementos sao {z?, ..., 2™}.

Na intersec¢ao de dois conjuntos abertos U; e U; dois sistemas de coordenadas
estao atribuidos a um mesmo ponto p em U; U U;. A transicao de um sistema para
o outro deve ser suave.

O mapa (Apéndice A.1) ¢; no ponto p assinala m valores de coordenada isto é,

x* com (1 < p < m), enquanto que ¢; assinala ao mesmo ponto y”(1 < v < m).



A fungao de transformagao de coordenadas de y para x, z* = x#(y), é explicita no
mapa 1;; = ; 0 ¢; . Deste modo, a diferenciabilidade é definida como no célculo:
a transformagao de coordenadas e diferenciavel se cada fungao x*(y) é diferencidvel
respeito a cada y”, desde que a transformacao de coordenadas seja infinitamente
diferenciavel.

Se a uniao de dois atlas, {(U;, ¢;)} e {(U;, ¢;)}, é novamente um atlas dizemos
que estes atlas sao compativeis. A compatibilidade é uma relacao de equivaléncia,

a qual é conhecida como estrutura diferenciavel.

2.2 Calculo sobre variedades

A importancia em se ter variedades diferenciaveis esta no fato de que podemos
usar o célculo usual em R. A suavidade da transformacao de coordenadas garante
a independéncia das coordenadas escolhidas.

Seja f : M — N um mapa de uma variedade m — dim para uma n — dim
respetivamente. Um ponto p € M é mapeado a um ponto f(p) € N mediante
f :p — f(p). Escolhamos uma carta (U,p) em M e uma (V,1) em N, com
peUe f(p) € V. O mapa f é visto como uma transformagao de coordenadas e é

apresentado como:

wofogp_l :R™ — R™. (2.1)

Se escrevemos p(p) = {z"} e ¥(f(p)) = {y*}, y = Yo f oy !(x) é justamente
a ”fungao vetorial de valores” (vector-valued funtion) para m varidveis. A notacao
y = f(z) ouy® = f*(z") de fato é um abuso de notagao quando sabemos que quais
sistemas de coordenadas estao sendo usados em M e N. Se y = o f o !(z), ou
simplesmente y* = f*(z#), é continuamente diferenciavel com respeito de cada z*,
dizemos que f é diferencidvel em p, ou z = ¢(p).

Seja f : M — N um homeomorfismo e 1 e ¢ as mesmas func¢oes previamente
descritas. Se o mapa 1 o f o p~! é inversivel, entdo z = po f~1 o~ (y). Ambas
fungoes, y = o fop l(x) e = po frorh~!(y), sao continuamente diferencidveis,

logo f é chamado de difeomorfismo e M e N sao difeomérficos, M = N [Figura 2.2].



Figura 2.2: O mapa f: M — N, cuja representacao desde as coordenadas é ¢ o f o
ot R™ — R", que indica que o uso de calculo é independente das coordenadas
escolhidas.

2.3 Vetor Tangente

Para definir o vetor tangente precisamos de um mapa ¢ que descreve uma curva
aberta na variedade M, ¢ : (a,b) — M, e uma funcao f: M — R, onde (a,b) é um
intervalo aberto, parametrizado por uma varidavel t. Assumimos também que ¢ nao
intersepta consigo mesma, e assumimos também que os valores a e b variam de —oo
a +00, com a < 0 < b. A cada ponto da curva c(t) associamos um vetor tangente
[Figura 2.3]. Definimos vetor tangente sobre ponto ¢(0) como a derivada direcional

de uma fungao f(c(t)) ao longo da curva ¢(t) em ¢t = 0, isto é:

dt |,_, ’ '
que em termos de coordenadas locais é escrito como:
O(f o™ H(z)) da*(c(t))| _ Of da*(c(t)) (2.3)
Qah a |_, Oz dt |_, '

Usando esta equacao definimos o operador X atuando sobre f como



Figura 2.3: Uma curva c e uma funcao f define um vetor tangente ao longo da curva
em termos da derivada direcional.

i 0 B dz*(c(t))
X[fl=X (8:}0“) f, onde X* = — .

Entao o operador X = X#9/0x* define o vetor tangente a M no ponto p = ¢(0)

(2.4)

ao longo da curva dada por c(t).

Se em t = 0 duas curvas ¢(t) e c3(t) satisfazem

1. ¢1(0) = 2(0) = p,

9 dzt(c(t) ’ _ dzt(ca(t)) ‘
’ dt =0 dt =0

elas produzem o mesmo operador X em p, logo sao definidas como ¢ (t) ~ c(t),
onde ~ é uma relacao de classe de equivaléncia. Identificamos o vetor tangente X
como a classe de equivaléncia entre as curvas.

Todas as classes de equivaléncia de curvas em p € M que sao chamadas de
vetores tangentes formam um espago vetorial chamado de espaco tangente de M

em p, escrito® como T, M. A base vetorial para esse espaco evidentemente é {e,} =

*Fisicamente associado ao espago de momento



{0/0z"}, ou seja, um objeto que pode atuar sobre alguma fungdo. A dimensao
de (T,M) é a mesma que a de M, isto é, dim(T,M) = dim(M). Logo um vetor
V' € T, M é escrito como V' = V*e,, onde V# sao as componentes e {e, } representa a
base coordenada. Em geral o vetor X existe sem identificar nenhum tipo de sistema
de coordenadas. A independéncia das coordenadas permite definir a transformagao
entre elas. Seja o ponto p € U; NU;. As coordenadas © = ¢;(p) e y = ¢;(p) definem
duas expressoes para o mesmo vetor tangente X € T,M, dado por
0 ~ 0

X = Xt = XV 2.5
axu ayy7 ( )

ozt
oyv”

onde as componentes sao vinculadas por X* = XV Logo dizemos que as

componentes se transformam de forma contravariante.

2.4 1-Formas

Demostramos no apéndice A.3 que para cada espaco vetorial temos associado
um espago dual. O espago dual a T, M ¢ conhecido como espago cotangente, T M.
Um elemento w : T,M — R de TyM é chamado de vetor dual, vetor cotangente
ou no cotexto de formas diferencias, uma 1-forma. Um exemplo simples de uma
1-forma é o diferencial df de uma fungao f € F(M). Um vetor V atuando em f é
V[f] = V*of/0x" € R. Podemos definir a acao de df € Ty M sobre V € T, M como

(df,vy=VI[f] = V“a—f € R. (2.6)
oxH

Sendo {dz*} uma base para o espaco cotangente T M, df é expresso em termos
da coordenada x = ¢(p) da seguinte forma df = (0f/0x")dz". Esta base é definida
de forma que

(dz", 52#) =0, (2.7)

Em geral representamos uma 1-forma é escrita como

w = wydx". (2.8)

A 1-forma transforma como w, = (I}V%. Definimos o produto interno (,) :

TxM x T,M — R entre um vetor V' = V#9/dx" e uma 1-forma w = w,dr" como



0 ) = w, V¥ (2.9)

(w, V) = w,V"(dz", B

2.5 Tensores

Um tensor do tipo (¢, 7) ¢ um objeto multilinear que mapeia g elementos de T,y M

e r elementos de T, M para um numero real. O conjunto de tensores do tipo (g, )

¢é denotado por 7;‘77p(M ) com p € M. Um tensor T deste tipo pode ser escrito em
termos das bases {dz”} e {32} como

T= T“l"'“qyl_..u,.ailf e aigdx”l e datr. (2.10)

Logo o tensor T' ¢ uma funcao linear de ®TyM ®@" T,M — R. A agao de T' em

um vetor V; = V-2

555 € uma forma w; = w;,dr?, com (1 <i<r)e (1 <j5<q)leva

para o nimero
. — 1% 1%
T (Wi ooy Wi Vi, ooy Vi) = THE w0y gy - W VI - VI (2.11)

Nesta expressao representamos o produto interno (w, X)) como w(X).

2.6 Campos Tensoriais

Um campo vetorial sobre M é definido por um conjunto de vetores, onde cada
vetor esta associado a um ponto da variedade. Em outras palavras, V' corresponde
a um campo vetorial se V[f] € F(M) para cada f € F(M), onde cada componente
do vetor mapeia de M — R e é de tipo C*°. O conjunto dos campos vetoriais é
denotado por X[M]. Um campo vetorial X em p € M denotado por X |, e é um
elemento € T,M. Similarmente definimos um campo tensorial do tipo (g,r) por
elementos do conjunto 7% (M) para cada ponto p € M. Note que T3, (M) = F(M).

2.7 Pullback e mapas induzidos

Um mapa suave f : M — N induz um mapa f, : T,M — Ty, N chamado de
mapa diferencial [Figura 2.4]. A forma explicita de f, é obtida pela definigdo do

vetor tangente como uma derivada direcional ao logo de uma curva ¢(t). Seja g uma



i S

Figura 2.4: O mapa f : M — N induz o mapa diferencial f, : T,M — T N.

funcao g € F(N). Logo go f € F(M). O resultado da acao de um vetor V € T,M

agindo em go f nos da um nimero Vg o f], que definimos como f.V € Ty, N, isto
é

(fV)lgl =Vlige [l (2.12)

Em termos de cartas, (U, ¢) em M e (V,9) em N, com x = ¢(p) e y = ¥(f(p)),

esta expressao é reescrita como

(fW)gov ™ (y)] = Vigo fop (z)]. (2.13)

Seja V = V“a% e f,V= W”a%,. Logo a equacao anterior é dada por

W5y ov W) = Vi lgo fop™ (o)l (2.14)

E tomando ¢ = y” obtemos uma relagao entre os vetores V e W

0
= V“%y”(x), (2.15)

onde Jy” /0x* representa o Jacobiano do mapa f. Este mapa também induz um

Wl/

mapa
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que é chamado de pullback. Note que que f* vai na direcao contraria a f,, que
por sua vez vai no mesmo sentido que f. Se tomamos V € T,M e w € TiN, o

pullback f* sobre w é definido como

(frw,V) = (w, £.V). (2.17)

2.8 Produto wedge, derivada exterior e produto

interior

Um tensor totalmente antissimétrico do tipo (0,r) define uma forma de ordem
r. O produto wedge A pode ser entendido como uma antissimetrizacao do produto

tensorial. Como exemplo podemos citar o caso das 2-formas

dzt N\ dz¥ = dz ® dx” — dx” @ da. (2.18)

O caso de r 1-formas ¢é definido como

dz"' A .. Ndatm =Y sgn(P)da'* M @ .. @ datr ") (2.19)

Pes,
onde P é o operador de simetrizacao e S, representa todas as permutacoes do
grupo simétrico de ordem r. Os elementos do espaco vetorial das r-formas no ponto
p € M sao elementos de T
r-formas. A equacao anterior representa uma base para estes elementos, e, em geral

(M). Definimos (M) como o espago vetorial das

uma 7r-forma é escrita como

1
W= =Wy AT N A d (2.20)
7!

Note que a dimensao do espaco vetorial definido por uma r-forma também de-

pende da dimensao de p;, isto é se y; for de (1,...,m), por exemplo, a dimensao do

m!
(m—r)lr!”

espago vetorial (27 (M) é dada por
O produto exterior entre duas formas, representado pelo simbolo A, é uma
operagao tal que A : (M) x QI(M) — Q+(M). A derivada exterior é definida
como d, : Q7 (M) — Q1 (M), isto ¢,
1 0

= Al N 229
rlozv r
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Duas derivadas exteriores aplicadas numa mesma forma fornece como resultado
dyi1d, = 0 ou d?> = 0. Da mesma maneira podemos definir o produto interior por
ix @ (M) x QYM) — Q~'(M), onde X pertence ao grupo de fungoes, isto ¢,
X € X(M). Para w sendo uma r-forma e X = X“% o produto interior de w com

respeito a X sera

Ixw = X Wy dt® A\ N ATt A dat A LN datT (2.22)

(r—1)!
A derivada de Liel de uma forma pode ser escrita em termos do produto interior

e da derivada exterior

2.9 A estrela de Hodge *

Para definir o elemento de volume em uma variedade m-dimensional considere
uma m-forma nao-nula. Se M é dotado de uma métrica g existe um elemento natural
de volume que é invariante sob transformagcoes de coordenadas. Este elemento é

definido por

Qur = y/Igldx’ A .. Ada™, (2.24)

onde g = det g, e x" representa as coordenadas. Em uma variedade m-
dimensional Q"(M) e Q™ "(M) sao isomérficos, entdo podemos definir um iso-
morfismo entre eles chamado de estrela de Hodge, representado pelo simbolo .
Este operador mapeia de forma linear qualquer r-forma para uma (m — r)-forma:
Q"(M) — Q" (M). A agao de % sobre um vetor de base em Q" (M) é definida por

elisofhr

*(dx!" NN datT) = /g A N (2.25)

(m—r)!
Na equacao anterior podemos identificar o tensor antissimétrico de Levi-Civita
ghtrkm que toma valores diferentes de zero se seus indices sao diferentes (p; # ... #

). O tensor de Levi-Civita transforma como

T Apéndice A.3.1
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1
Eviyvm — §€u17~~,um' (226)

A estrela de Hodge pode ser usada para definir o mesmo elemento de volume *1:

8#1,~~~7um — gull/lgmw . gumvm

*(1) = |g|‘E*“T"ni""’“"dx“1 A oA dahm (2.27)

De fato, qualquer r-forma pode ser representada como

1

o= —oy, et A e (2.28)
r

cuja forma adjunta é dada pela equagao

— & 8#17"'1#7‘

= ),aul,...,ur o TN A dTt™ (2.29)
ri(m —r)!

Vr41yeess

Seja a e [ duas r-formas. Podemos usar a forma adjunta e definir o produto

interno entre essas duas formas como

Note que o produto interno possui a seguinte simetria a A x5 = xa A .

2.10 Integracao de formas sobre uma variedade

Em esta secao descrevemos a integracao de k-formas. O campo de integracao
esta dado por uma construcao de bloques, estendida sobre uma variedade n-dim,
que é conhecida como k-cadeia, ” k-chains”.

O k-cubo padrao em RF é simplesmente o subconjunto dado por

I" = 10,11 = {(zy,....,21) e RF0 < 2; < 1,i =1,..., k}. (2.31)

Um k-cubo singular em uma variedade M de dimensao R" é dado por um mapa
suave o de R*¥ para R". Como exemplos de k-cubos consideremos o caso I° =
[0,1]° = {0} que representa um ponto em M e I' = [0,1] = (0,1) que representa
uma curva em M.

Uma k-cadeia c de M é dada por uma combinacao linear de k-cubos o; singulares
e finitos, ou seja, ¢ = a0y + ... + a0, com o; € Re i =1,...,7. Denotamos C*(M)

como o conjunto de todas as k-cadeias em M.
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O contorno de cadeias corresponde ao operador de fronteira 9 : C*(M) —
C*=1(M), por exemplo para k = 1 temos 0 : [0,1] = {1} — {0}. Para cada k-
cadeia c é satisfeito que 9(dc) = 0. Uma k-cadeia ¢ é chamada de ciclo se dc =0 e
de fronteira ou contorno se existe uma (k + 1)-cadeia tal que v = Oc.

A integral para uma k-forma w = fdx' A ... A dz¥ em M sobre uma k-cadeia
[0,1]* em M é dada por

= dxt...dz". 2.32
/[o,mw [m]kf oo (2:32)

Se ¢ é um k-cubo singular em M a integral de w em o serd

= *0. 2.33
/Uw /[0,1]’“ o*w ( )

No caso especial de k& = 0, a integral é calculada somente em um ponto da

variedade, isto é

/Uw — w(a(0)). (2.34)

A integral de w sobre a k-cadeia ¢ = Y, a;0; serd

/Cw:zi:ai/aiw, (2.35)

onde o; sao k-cubos em M.
O teorema de Stokes diz que se w é uma (k — 1)-forma em um conjunto aberto

de M e ¢ é uma k-cadeia em M, entao

/acw = /de. (2.36)

Note que o resultado nao depende da parametrizacao escolhida [[w = [, w,
sempre que c*'w = w.
Com este resultado podemos dizer que para qualquer k-forma fechada w, isto é,

dw = 0, a integral sobre qualquer (k 4 1)-cadeia ¢ é igual a 0:

/&wz/cdwzo. (2.37)

Como w é uma forma fechada em M, ela pode ser escrita como w = df de modo

que [ w = f(x), onde a integral é calculada ao longo do caminho ou k-cadeia
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c. Novamente este resultado é independente da parametrizacao ou da escolha do
caminho na integral. Se ¢ € M é outro caminho que leva desde xg ate x, a k-cadeia

¢ —  representa uma parte da fronteira definida pela k + 1-cadeia o € M:

/w—/w:/ w= w:/dw:O, (2.38)
c c c—c! ox b

onde Oc e O representam as fronteiras de um volume Y. Isto é valido para
qualquer escolha de superficie [6].
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Capitulo 3
Mecanica Hamiltoniana diferencial

Neste capitulo definimos a nocao de variedade simplética seguindo as referencias
[1] e [4]. Na mecanica cldssica o espago de fase é construido a partir do espago de
configuracao, que é o espago de todas as posigoes representado por uma variedade. O
espago de fase é um fibrado tangente ao espaco de configuragao do sistema mecanico.
Esse fibrado tangente pode ser dotado de uma estrutura simplética que permite
formular os teoremas da mecanica hamiltoniana. Associando qualquer hamiltoniano
a um campo vetorial, as curvas integrais sao solugoes do conjunto de equagoes de
Hamilton. Os campos vetoriais formam uma &algebra de Lie e a operagao desta

algebra é chamada de parénteses de Poisson.

3.1 Estrutura simplética e variedade simplética

Sobre uma variedade M considere uma 2-forma diferencial w, fechada e nao dege-
nerada. Uma forma que satisfaz essas propriedades é chamada de forma simplética.

A forma simplética é uma forma bilinear (Apéndice B), isto é:

1. dw = 0 ¢é fechado;

2. Dizemos que w é nao degenerada se V x € M, 3 & € T,M, de modo que
w(&,n) =0,V neT,M,implicando que £ = 0.

A variedade equipada com a forma w é chamada de variedade simplética, deno-

tada pelo par (M,w). Por definigdo a variedade simplética M tem dimensao par.
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3.2 Espaco de fase

O fibrado cotangente associado a uma variedade simplética é conhecido também
como espaco de fase. Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional. O conjunto
de todos os vetores cotangentes em x denota um espaco cotangente que é dual a
T.M, onde uma 1-forma em TFM (espaco cotangente em x) representa um vetor
cotangente no ponto x. A uniao dos espagos cotangentes de todos os pontos de M
¢ chamado de fibrado cotangente T*(M) = U,ecar T (M), e este espago possui 2n
coordenadas. Seja (qi, ..., ¢,) as coordenadas locais de M e (py, ..., pn) as coordenadas
do fibrado, representamos as coordenadas locais de T*M como (g, p). A fim de obter
uma expressao para w considere uma 1-forma 6 € T*M. Seja f : T*M — M uma
projegao e seja & € T,(T*M) um vetor tangente ao fibrado cotangente no ponto
p € T*M, a derivada estd definida pelo mapa f, : T,(T*M) — Ty M (secdo 2.7),
que leva £ para f.(&), que por sua vez é tangente ao ponto z = f(p) em M, dados
por

~ 0 ) "
§= ;ai% + bi%’ f(§) = Zbl% (3.1)

Definimos a 1-forma 6 em T*M pela relacao 6(&) = p(f.(£)), cujas componentes
p(f.(&)) = X, p'b;, onde b; representa a forma dual de 9/9q", o que por sua vez

resulta em
0=> pdg. (3.2)
i=1

Assim definimos o co-vetor como w = df que representa o espaco de fase, onde a

2-forma age como w : R™ x R™ — R. A 2-forma w pode ser expressa pela estrutura
w=dpANdq=dp Ndqg + ... + dp, N dq,. (3.3)

J_o.

Considere dois vetores tangentes &/ = (& iy +1) a%) com j = 1,2, de forma que,

ao calcular w(&h, %) obtemos

w(€h, &%) = ni& —ni&. (3.4)
=1
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Considere a variedade simplética (M,w), e os vetores tangentes n,§ € T, M.
Existe uma forma linear w’(,-), ou simplesmente w’(§), em T M, tal que w’(€, ) :
n — w(&,n). Esta forma linear é definida como w’ : T,M — T M, por & — w(€, ).
Como w ¢é bilinear, w” é linear e é bem definida, exigimos que w seja nao degenerada
se w” é injetiva. De fato, supondo que w’(¢) = 0, entdo (W’(£),n) = w(é,n) =0
para qualquer n € T, M. Na estrutura simplética o espaco tangente é isomoérfico
ao espago cotangente sempre que 1, M e T'M tenham as mesmas dimensoes. Este

elemento w’, que define um isomorfismo, é representado por

W(€) = —tew. (3.5)
Note que para a 2-forma (3.3) o mapa w’ satisfaz wb(aip) = —dq' e wb(a%_) = dp'.
Similarmente definimos o isomorfismo inverso por A\* : T*M — T, M, de modo que

ele satisfaz as relagoes para § € T*"M e & € T, M dadas por

ugw = —f, w(p,€) = (6,€). (3.6)

Por simplicidade usamos a notacio (A\*)3 = 3 e para a equagao(3.5) escrevemos

= —lyWw.

3.3 Campos vetoriais hamiltonianos

Um campo vetorial X; € T, M numa variedade simplética (M,w) se chama
de localmente hamiltoniano se a estrutura simplética w e se seu fluxo (Apéndice
A.3.1) satisfaz que qﬁ’}*w = w para cada t € R, ou seja, o fluxo preserva a estrutura
simplética %(qﬁ’})*w = 0. Este fluxo é chamado de fluxo hamiltoniano.

O fato de preservar a estrutura simplética é equivalente a calcular a derivada de
Lie de w ao longo de X e obter zero. Para provar esto derivamos o fluxo atuando

sobre a 2-forma

L@w = SO g (3.7
= SO o (39
= () Lx,w. (3.9)

Usando as propriedades da derivada de Lie e o fato de que w é uma forma fechada

obtemos
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£Xfw = (’ixfd—i-din)w (310)
= 0—d(df)) = 0. (3.11)

Logo %( tXf)*w = 0. O campo vetorial X se chama de globalmente hamiltoniano
se a l-forma be = —ux,w ¢ exata. Logo cada fungao diferencidvel f : M — R

satisfaz —tx, = df, ou equivalente Hf = X

3.4 Parénteses de Poisson

No contexto da mecanica hamiltoniana os parénteses de Poisson surgem natu-
ralmente como uma equagao que rege o movimento de qualquer varidvel dinamica
(evolugao temporal) [4], [7].

Seja F(M,R) o espago de fungoes reais e diferencidveis na variedade simplética
(M,w). Definimos a estrutura de Poisson como uma operagao antissimétrica R-
bilinear, F(M,R) x F(M,R) — F(M,R) denotado por (f,g) — {f,g} (parénteses

de Poisson) no espago de fungoes diferencidveis reais sobre M, tal que
{f,9} =*df -9 = —*dg - [ = w(*df, dg). (3.12)

Esta estrutura satisfaz a identidade de Jacobi {{f, ¢}, h}+{{g, h}, f}+{{h, [}, g}
0 e a identidade de Leibniz {f,gh} = {f,g}h + g{f,h}. Logo quando F(M,R) é
equipado com esta estrutura seus elementos formam uma dlgebra de Lie. Uma varie-
dade equipada com os parénteses de Poisson {, } é chamada de variedade de Poisson.
Uma variedade simplética de fato pode ser uma variedade de Poisson mas nem toda
variedade de Poisson pode ser uma variedade simplética.

Seja IT um elemento tensorial do espaco Ty (T,.M). Este espago é o produto
exterior antissimétrico de g-copias do espaco tangente T, M *. Escolhendo ¢ = 2

podemos representar II como um campo bi-vetorial que atua na forma df A dg com

fig € F(M,R), tal que

{f,9} =11(f,9) = (IL,df A dg) (3.13)

*Se {x1, ..., T, } representa um sistema local de coordenadas, 7y (T, M) admite uma base linear

constituida por elementos 52— A ... A 52—
Tiq Tig
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Se {f,g} é uma estrutura de Poisson (isto é, ser antissimétrico e satisfazer a

condigao de Leibniz), chamamos II de tensor de Poisson.

3.4.1 Sistema de coordenadas locais

Seja (M,w) uma variedade simplética numa carta de dominio U. Considere um
sistema de coordenadas locais (21, ..., 22,), € f, g duas fungoes diferencidveis em M.

O tensor de Poisson é dado por

1 2n 0
Hl 9 .14
JZI J 8 aZj (3 )

onde IL;; = (II, dz; A dz;) = {#;, z;}. Usando (3.13) e a equagao anterior encon-
tramos

0 af dg
82] P | 02; 02

Foh=G X = s

1,j=1

——dz Ndz;), (3.15)

e com a notacao das equacgoes acima obtemos uma expressao local para os

parénteses de Poisson, isto é

2n a a
{f.9} = Z{zi,zj}aiai- (3.16)

1,j=1

Com a equacgdo (3.6) encontramos que o isomorfismo inverso de uma forma é

dado por

0

2n a 2n
4 iz | = iy ZitQ;— = IL.a;,—. 3.17
(Zz:la Z) %:{Z ) z]}aj 0z, sz: i aj 0z, ( )

Ressaltamos o fato de que dada a condi¢ao de Jacobi ném todo campo bi-vetorial

pode ser sempre um tensor de Poisson.

3.5 Sistemas hamiltonianos

Considere que a variedade simplética (M,w), com M = T*N cotangente & varie-

dade N, é equipada com a forma fundamental (3.3), denotada por w = 3> | dp‘ Adg;.

As coordenadas locais de T*N sao denotadas por (z!,...,2", p', ..., p"). Usando as
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equacoes (3.6) e (3.5), encontramos que *(dg;) = ap e *(dp;) =
b o _ o _
o —dg; e ﬁa*qi = dp;.

Seja H uma fungao suave em (M, R) de forma que sua expressao local para o

campo Hamiltoniano *dH ¢é dada por

0
"dH = § : — Hy 3.18
< pi aq qi 6p1> ’ ( )
onde % =H,, % = H,,. Estes termos sao vinculados as equagoes diferenciais
qi v Pi v
de hamilton, isto é,

dp; dg;
=-H, = H,,. 3.19
dt i dt 2 ( )

dessa forma os parénteses de Poisson entre duas fungoes suaves (M, R) sdo dados

por

af g Of dg
fg) = Z( oo U W). (3.20)
3.6 Forma simplética

No cotexto da mecanica classica os estados de um sistema formam uma variedade
simplética (M,w)!. A estrutura da variedade surge da expressao da acdo, que é
definida pela integral de uma expressao simples chamada de densidade lagrangiana,
que caracteriza a dinamica do sistema. O teorema de Noether estabelece que, a
cada simetria da agao temos uma corrente associada, que, quando integrada sobre
as coordenadas espaciais, nos da como resultado uma carga que é conservada no
tempo.

Em uma teoria de campos classicos o espago-tempo define uma variedade M. Os
campos pertencem ao espago de funges sobre a variedade F (M), ou simplesmente
denotado por F. Uma densidade Lagrangiana L ¢ uma densidade sobre M para cada
ponto de F. A densidade Lagrangiana determina as equagoes de Euler-Lagrange,
ou equacoes de movimento, que se reduzem ao espaco dos extremos de M C F. A
forma simplética pode ser calculada diretamente da acao, e, para isto, suponha uma

acao

t Agora definiremos a variedade simplética por outra letra, pois M serd sendo usada para repre-
sentar a variedade do espago-tempo.
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S = /L(¢). (3.21)

Normalmente a integral da agao ¢ definida numa regiao em M. Calculadas
as equacoes de movimento da equacgao anterior, encontramos uma solucao classica
denotada por @uussica, & variacao de @gqssica define uma 1-forma d¢, e esta variagao
d apresenta uma deformacao diferencial no espaco F[8]. Segundo o principio da
minima acdo, para qualquer d¢ a 1-forma 05 em F deve ser nula. Isto fornece as
equacoes de Euler Lagrange mais alguns termos de superficie, 45 = [, v, onde 7y
representa uma 1-forma no espaco J, sendo C' um contorno sobre M. Se a variacao é
uma solucao dgqssica, €NCONtraremos que 0.5 representa uma 1-forma sobre o espaco
de fase do sistema. O espaco de fase é dado pela 2-forma w = [ d7, onde 6y é uma
2-forma com respeito a variacdo d e ambiguamente também é uma n-forma em M?.
Notemos que w é fechada com relagao ao operador d, e em geral w nao deve depender

das coordenadas (nao confundir d com §) [9].

3.7 Acao para uma particula classica nao-relativistica

Dadas as condicoes de contorno e condigoes inciais do sistema, a solucao para
as equacoes diferenciais que descrevem o sistema representam seu comportamento.
Para encontrar a equagao de movimento a mecanica classica postula que a trajetéria
seguida por um sistema fisico corresponde a aquela que minimiza a agdo. A agao de
um sistema é definida por a integral de um funcional conhecido como Lagrangiano,
e segundo o principio de Hamilton as equacoes de movimento do sistema podem ser
achadas minimizando o valor da integral de a¢ao, esto corresponde com um problema
variacional de optimizacao. As equagdes obtidas no processo de optimizacao do
funcional de acao se conhecem como equagoes de Euler-Lagrange.

Seja M = R"™ um espago Euclidiano onde a evolucao da particula classica de
massa m é dada pelo mapa z : (t € R) — M, A densidade Lagrangiana é dada pela

1-forma

YO valor de n depende do numero de parametros sobre o qual esta definida a ¢ em M, pode ser
desde 1 parametro (tempo), ou vérios parametros espaciais.
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L= (Tg|x|2 - U(x)) dt, (3.22)
onde [%|* representa o produto interno entre (%, %) A integral de L define a
acao
31
S = / (2% - U(x)) dt, (3.23)
to

cuja equacao de movimento ou equacao de Euler-Lagrange é

mx = —-VU(z). (3.24)
Se deformamos x por uma quantidade dx a variacao do funcional Lagrangiano é
dada por
5L = <m5< 0% — U(x)é)() dt (3.25)
0x
= — (m}"c + Ua(x)> -0x dt +d (mx - 6x) . (3.26)
X

Assim consideramos toda deformacao 0 como um diferencial no espago da tra-
jetérias F, e d como o diferencial em R.

Integrando a equagao anterior obtemos

t1
0SS = — m5'(+M COx dt + [mx - 6x]™ . 3.27
0 to
to

X

Como condigao de minimizagao da acao, 65 deve ser nulo sob deformacgoes de

x no espa¢o F nos limites (fo,t1). Isto nos leva as equagoes de Euler-Lagrange

(3.24). Consideremos a varidvel p = mx como o momento canonicamente conjugado
L

(p = g—x). Assim o termo de fronteira, em cada instante de tempo, corresponde a

1-forma

0(t) = p(t) - 0x(t) (3.28)
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no espaco F de todas as trajetérias de x. Deduzimos que no espaco M das
evolucgoes classicas a variagao da acgao corresponde a uma fungao cujo diferencial é
0S = 60(t1) — 60(to). A 2-forma simplética que representa o espaco de fase em M é
dada por

w(t) = d0(t) (3.29)
= 5p(t) A Sx(t). (3.30)

A 2-forma, em geral, ndo depende de nenhum parametro (tempo). Derivando

parcialmente (3.30) com relagdo ao tempo temos

Owe = Odx(t) Ndp(t) + dx(t) A O,dp(t) (3.31)
— dp(t) Adp(t) + dx(t) A d( U(x) (3.32)
= —dx(t) Adx(t)V*U(z) = 0. (3.33)

3.8 Acao para um campo escalar classico

O exemplo anterior é extensivel para os sistemas simples da mecanica classica,
que sao dados por um numero finito de graus de liberdade, ou pelo menos sistemas
de graus contaveis como os gases classicos. Em geral, podemos generalizar estes
conceitos para sistemas de graus de liberdade continuos e infinitos, como por exemplo
os campos classicos como a gravidade ou a electrodinamica. Para este exemplo
escolhemos o caso mais simples, o campo escalar livre. Apresentaremos a construcao
do espaco de fase para o campo escalar livre.

Seja a variedade M"™™' um espago com métrica g, e com coordenadas {z'}.

\/E

um campo escalar livre é dado por

Ressaltemos que xdx* = el L dx A Adz [2]. O lagrangiano que descreve

_ ;dgb(x) A xd(x) — U(¢)dz® A .. A da™, (3.34)

onde o diferencial de campo é do(z) = 0,¢(x)dx*. O produto interno também

pode ser representado em termos de formas diferencias 9,09, ¢g" dx® A ... A da™ =
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do(x ) A *d¢( ). Aqui o diferencial de volume é identificado pela (n + 1)-forma
v = =/|g|dz® A ... A dz™, logo o lagrangiano define a acao

§= [ (20u6@)0,0()g — U(6(x)))dV. (3.35)

Minimizando a agao

S = / (8M¢(x)ay5¢(x)g“” - mggb)&b) \/deo Ao Ndx” (3.36)
= /8,(\@9’“’ ng(:zc)&b(m))dxo A ..o ANdz"

1
——0,(¢(x)g" D, 5p\/|glda® A .. Ada™ (3.37
J( 200 + T sol (3.37)

encontramos a equacao de movimento para o campo bosonico

1 8U(¢)
— g o,o(x)) = ,
9| 0¢

onde segundo termo da equagao (3.37) é o termo de fronteira, que contribui &

(3.38)

corrente conservada

V(@) loy = / (\/79’“'3,@ )0g(x ))?“O """ “;’dx“o/\ A dxt (3.39)

onde p; = {0,...,n} Vi = 0...n. Usando o teorema de Stokes a integral anterior

pode ser reescrita como

€ 050y n 1 n
(@) o= [ 30(@)0,6(@)g[lg| et A ndate, (3.40)

ou em forma mais compacta, y(z) |, = /Céqb(z) *x d¢p(x), onde C representa o
contorno de integracao.

Assim para o campo escalar podemos propor uma 2-forma escrita como w =
/ 05 (¢) Nd(xd@), similar ao caso da particula nao-relativistica. Onde w nao depende

do contorno. Para mostrar isto basta saber que a forma é fechada, dw = 0, isto é

do = / L (d3(6) N 3(xdg) + 5(6) A d(xd)) (3.41)
do = / (3(d6) A *3(dg) + 0(0) A 3d(xd)) . (3.42)
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Na equagao (3.42) usamos a defini¢do do produto escalar a« A %5 = - 5(*1), e a
equagao de movimento (3.37) no termo d(xd¢) = ﬁﬁﬂ(\/—gg‘“’ L0).
Substituindo na equacao anterior e usando o fato de que produto escalar é nulo

pela simetria da variagao encontramos que

t = [ (500 ns0060+ 50 n5-"0N) e
do = [ 56)no(6) (-5(%(2@) (3.44)
do = 0. (3.45)

Segundo o teorema de Stokes, como dw = 0, a escolha do contorno da integral é

arbitraria (2.38), logo podemos parametrizar a integral por diferentes caminhos.

3.9 Acao de Polyakov para a corda classica

Como tltimo exemplo de construcao de espacos de fases estudaremos a acao
de Polyakov. Nossa intencao nesta secao é apresentar conceitos basicos relativos a
teoria de cordas usando geometria diferencial. Na acao de Polyakov temos campos
escalares x* acoplados a um campo gravitacional representado pelo tensor métrico
Yab, onde cada campo escalar corresponde a coordenada da corda [10]. A agao desta

teoria é descrita por

Sp = / d* o/ =7 0ux" 0o X" Gyuv- (3.46)

Se fizermos a variacao com relacao a coordenada da corda dx* obtemos a equacao

de Euler-Lagrange

oL,
0(0ax?)

A semelhanga da ag¢do com o caso do campo escalar classico [14] permite igual-

Oa = 0 (/=770 x") = 0. (3.47)

mente, como no caso anterior, definir uma 2-forma w para o campo da corda

w= / 5(x) A S(xdy). (3.48)



26

Para provar que a forma nao depende das coordenadas, isto é, é fechada com

respeito a d temos que mostrar que dw = 0, logo

dv = / d5(x) A S(xdx) + [ 5(x) A dé(xdy) (3.49)
- / 5(dx) A*3(dx) + [ 8(x) A 8(d(xdy)). (3.50)

A equacao acima é uma 2-forma tanto no espaco M como em F, logo o primeiro
termo da equacao anterior é nulo pois corresponde ao produto de um termo simétrico

com um antissimétrico, similar a (3.43). Usando a equacdo de Euler-Lagrange para
a corda d(xdx") = \/%—vaa(\/—’y’y“baaxu)(*l) = 0, obtemos

1
d :/5 A 8 (—me8, (V—Fh3,") (x1)) = 0, 3.51
w (x) Ao e ( X")(+1)) (3.51)
logo, como dw = 0, o interior da integral da forma simplética encontrada nao

depende diretamente das coordenadas. Se fizermos a variacdo com respeito a ¢

encontraremos que dw = 0 também, pois §% = 0.
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Capitulo 4

Corda bosonica livre

A teoria de cordas considera que, a nivel fundamental, a matéria nao é constituida
por particulas pontuais. Além disso ela considera que a particula é representada por
um modo de vibragao de uma pequena corda. A abordagem do cépitulo que segue

foi escrita baseando-se em [11] e [10].

4.1 Da particula pontual a teoria de cordas

Para escrever o lagrangiano que descreve uma corda consideremos um caso sim-
ples, a particula pontual de masa m num campo gravitacional que é descrito pelo

tensor métrico g, (z)*. A agao da teoria é dado por

S = —m/ds com ds® = —g,,(v)dz"dz". (4.1)

Se a trajetéria classica é descrita por z*(7), sendo um 7 um parametro a longo

da trajetéria ou linha de mundo, a equacao anterior é reescrita como

9 dzt dz”

S — _m/\/_;‘ﬁ, com o= _g;u/(‘r)? dr

(4.2)

Note que agao (4.1) é invariante sob reparametrizacao. A agao da particula pon-
tual pode ser generalizada para casos mas gerais, como cordas ou branas (objetos

de altas dimensoes). O movimento da particula é descrito pelas coordenadas X*(7),

*Usamos unidades naturais h = c =1
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que descrevem uma trajetoria no espaco-tempo conhecido como linha de mundo,
neste caso parametrizada pelo parametro 7. No caso de uma corda no espaco-tempo
precisamos além do parametro 7 um parametro espacial o, logo as coordenadas da
corda serao descritas pelo campo X*(7,0), que descreve uma superficie bidimen-
sional chamado de folha de mundo. Em geral representamos as coordenadas da
folha de mundo por ¢* = {7,0}, com a = 1,2 respetivamente. Assim como na
dinamica do caso da particula pontual a agao é proporcional a longitude da linha
de mundo, a generalizacao 6bvia para a corda sera que ela seja proporcional a folha
de mundo, ou seja, proporcional a area da mesma. A folha do mundo nao é mais
do que uma superficie imersa no espago-tempo. Tomaremos como acao para esta
teoria a area desta superficie. Para encontrar a area em termos das coordenadas
definimos uma métrica sobre a superficie G, onde a,b = {0, 1}, que é relacionada

com as coordenadas X através

oX"oX"
doa b I
O tensor g, representa a métrica do espaco-tempo. Se assumimos que o espago-

Gup = (4.3)

tempo da folha de mundo é um espaco de Minkowski, encontramos que

X2 XX
Gab = [XX, X,2 ] ) (44>
e a acao é dada por
S = —T/d20 —G, com G =det Gy, = \/(XX’)2 — X2X72, (4.5)

Esta é a acao de Nambu-Goto que descreve a corda relativistica. A interpretacao
fisica da constante de proporcionalidade 1" corresponde a tensao da corda, que possui
unidades de masa por unidade de area.

Com o objetivo de eliminar o radical da agao da Nabu-Goto procuramos uma
acao equivalente. Esta acao foi encontrada por Polyakov (3.46), que introduz um
campo auxiliar que é a métrica induzida na folha de mundo v,5(7, o).

A equacao de movimento para este campo pode ser obtida pela variacao 9.5, em
(3.46)

1
5S, = /de/—fy (—2576dfycd(’y“b8ax“8bx”) + 570dacx“8dx”> G- (4.6)
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Logo como a variacao da agao deve ser zero encontramos

v 1 C 12
aX" X" G = 5 VabY YOeX"OaX" Gy = 0 (4.7)
1
Gab - §7abVCdch = U. (48)

Esta equacao estabelece que a métrica v, € proporcional a métrica G, além de
um fator f(o?%) = %WCdGCd, isto é, Y = f(0%)*Gap. Logo calculando o determinante
v = f*G temos V-G = /=7 f? = %\/—_VVCdGCd. Portanto a agao de Polyakov e
Nambu-Goto sao equivalentes, sempre que a variacao da acao com respeito a 07,
for nula.

A agao de Polyakov apresenta 3 tipos de simetrias locais que sao:

1. Invariancia sob transformacoes de Poincaré X* — AX XY + c#;
2. Invaridncia sob reparametrizacio X*(0) — X*(0) = X*(5), 9ap(0) = Gap(d) =

5
325 325 gpé(U);

3. Invariancia de Weyl que leva as transformagoes X* (o) — X'"(0), e a métrica

se transforma como gu.g(0) — Q*(0)gas (o).

4.2 Expansao em modos de Fourier

Se o tensor 7,4 ¢ simétrico as simetrias locais apresentadas anteriormente podem
ser usadas para escolher os trés parametros independentes de v,5. O ideal seria
tomar, por simplicidade, a métrica de Minkowski

1 0
= Dy = . 49
Vo = Tos {O _1] (4.9)

Para isto a reparametrizacao nos permite mudar duas das variaveis independen-
tes usando duas transformagoes de coordenadas. Fazemos vi9 = 0 e 90 = —11,
portanto encontramos que a métrica ¢ dada por algo do tipo Yas = 2214, € usando

a invariancia de Weyl removemos a fungao Q2. Logo a métrica 7,5 pode ser trocada

por 77045-

Com esta escolha a equagao (3.46) se torna S = —% [ dP?on®P0,X - 95X, cuja

~ . ;. ~ . 52 o2
equagao de movimento é simplesmente a equagao de onda livre, (% — %) Xt =0.
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O parametro o é escolhido de modo que ele varie entre [0, 7], onde os valores
0,7 correspondem aos terminais da corda (pontas da corda) no caso de uma corda
aberta. Também podemos escolher o parametro o de forma que ele seja periddico,
o' = o(Mod m) para o caso da corda fechada. Devemos levar em conta que sob
variagoes do tipo X’ — X + 06X no caso da corda aberta na acao (3.46) temos que
anular o termo de superficie, isto é, =T [dr[6 X" X|] |,_. — [0X"X]] |,_, = 0, para
garantir a invariancia sob estas transformacoes, ou, em outras palavras, devemos
impor que as condigoes de fronteira sejam de Dirichlet, Neumann ou mistas (onde
cada ponta da corda tem uma condi¢ao de Dirichlet ou de Neumann).

No caso Dirichlet temos que 6 X* = 0 em o = 0,7, ou seja, as pontas da corda

estao fixas no espago. Para o caso de Neumann impomos 07 X* | = 0, onde

o=0,7
cada ponta é livre de forcas. A solugao para a equacao de onda livre mais geral é
uma funcao do tipo
1
x”:§[F“(T+U)+F”(T—U)]. (4.10)
As solugoes podem ser entendidas como expansoes de Fourier que sao funcoes
com a forma F(u) = ag + aju + Y22 (a,e™ + b,e” ™). Com isto a solugao geral

para a corda fechada é representada como

1 1 .
X = 5 (x“ + Ppt (1t — o) + il > naﬁem”“")) , (4.11)
n#0
i 1 I 2, . 1 ~u,—2in(t+0)
XL:§ x —|-lp(7’+0’)+2lzﬁan€ : (4.12)
n#0

Como exigéncia para que X7 e Xp sejam funcoes reais precisamos de que o,
seja o adjunto de (a#)*, e similarmente para &, isto é, o, = (af)* e &2, = (a)*.

Similarmente a solugao para o caso da corda aberta com condi¢oes de Neumann é

1 )
Xt =gt 4+ Pphr +il Y —ale " cos(no), (4.13)
n#0 n

onde o = a#. Nas solugoes anteriores usamos | = 1/v/T'w. Definimos o mo-
5L

. . SXH
Polyakov é P* = TX" = X*/ml%. Para o caso da corda fechada o momento é

mento canoénico a partir de P*(r,0) = logo 0 momento dado pela a agao de

representado por
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n;éO

1z 1 p# ,u —2in(r+0)
n;éO

e para o caso de corda aberta as equagoes serao

]_ 1
Ph=3 (p Z abie=2in(r=o ) , (4.14)

P* = \/ Z ake™7 cos(no). (4.16)

™ n;éO
Ja temos as ferramentas necessarias para definir os parénteses de Poisson de
nossa teoria. Fazemos isso de forma que, para um mesmo 7, sejam satisfeitas as

relagoes

{P(0), X"(0")} = d(0 — o)™, (4.17)
{X*(0),X" (")} =0, (4.18)
{P"(0), P"(o")} = 0. (4.19)

Substituindo as solugoes (4.13), (4.11) e (4.12) no grupo acima, encontramos que

os modos de Fourier satisfazem

{ag, a5} =0, (4.20)
{ah, o, } = imdm, —nn™, (4.21)
{ah, ap,} = imdm,nn™, (4.22)
{p", 2"} = 0. (4.23)

Logo os modos de Fourier o, a# representam fungoes harmonicas. Estas equacgoes
sao validas inclusive para n = m = 0, onde o) = af) = 1lp“. A equacgao (4.23) nos
diz que o momento e a posicao do centro de massa sao variaveis canonicamente
conjugadas.

O nosso objetivo é construir a forma que representa o espaco de fase para as

cordas. Para tanto precisamos do diferencial do campo X pois este representara
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junto com o operador x o momento conjugado. No caso da corda aberta essa forma

é

H T
Tdx" =Y ar + 1/ > alie™[cos(no)dT — sin(no)do]. (4.24)
T
n;éO

A 2-forma é dada pela equacao (3.48). Se substituirmos a nossa solugao no caso

da corda aberta obtemos

w —/ (% + 77’ + z\/_ Z € - cos(na)) A (4.25)

n7$0

1

5 | Ldo + \/ Z at e="™7 (cos(mo)do — sin(ma)dr) | .
T m;é()

Um contorno simples para entender o comportamento deste espaco é escolhido

de forma o tempo seja fixo 7 = 79, e deixar o € [0, 7. Isto nos leva a uma equagao

mais simples para a 2-forma

ul do

w :/ oz, A 5p — (4.26)
0
—i(m+n)T
—I—/ Z —— oy, A dalky, cos(no) cos(mo)do.
m,n#0

Apés a integragao sobre a variavel o no intervalo [0, 7], a contribuigao da integral
anterior proveniente da parte que contém o cosseno é dada por duas deltas %(5 (m—
n)+o0(m+n)). O termo que acompanha a §(m—n) no caso m—n = 0 é eliminado pois
temos um produto simétrico de formas, isto é, da,, Adak = 0. De fato encontramos

a forma que representa o espaco de fase para a corda aberta, que é dada por

i 1
w = dx, A opt + 3 > g&x,m Adak,, (4.27)
n#0
onde as fungoes exponenciais sao eliminadas automaticamente ao considerar m+
n = 0. Chamamos a atenc¢ao para o fato de nao haver dependéncia da 2-forma com

relagao as coordenadas.
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Definimos o diferencial de uma fungéo f como uma expansao na base {dx*, op*, dat }
mediante df = 3¢ OF doxt + aéfﬂ dop* + a

cotangente para a funcao f é dado por Xf = tdf, isto é

of o of 0 "‘Z 0
Doxk Oopr  DdpH OogH 8504“ d0a”

Com isto definimos os parénteses de Poisson entre duas fun(;oes mediante a

X;=— (4.28)

relagao { f, g} = ix,ix,w como

W9k = (0519# doqr — 9dq, 85p“> o (a(saw oat ~ Do a(;ag) . (4.29)

Para o calculo do espaco de fase da corda fechada seguimos os mesmos passos
para o caso da corda aberta. Inicialmente precisamos do diferencial do campo X =
Xi+ XF que é

1
Tax" = ar + Z ale 2T (dr — do) + ate 2 (dr + do), (4.30)
T
n;éO

que substituindo na 2-forma w (3.48) nos d4

— p —2in(t—0) L. —2in(t+0)
w= at + g § albe + —ale A (4.31
/ ( 2v T (4.31)

n;éO 1L

i
p _
§ | —dr + Z ol €72 (dg — dr) 4 &k e ™) (do 4 dr) | .
s
m;éO

Assim como na conta feita para o caso da corda fechada o produto A levara
em conta somente aquelas variaveis que anti-comutam, por isso destacamos que
day, N day, serd sempre nulo. Escolhendo o mesmo contorno de integracao do caso

da corda aberta, encontramos que a 2-forma é dada por

w =0z, \op" + / Z —ay, Ao, do+ — Z —ay, A QY do. (4.32)
n 2m n
n;é[) n#£0
Neste caso foram eliminadas as fungoes exponenciais como no caso anterior, que
sao eliminadas ao se fazer m +n = 0. Agora, integrando sobre o intervalo [0, 7,

obtemos a forma que define o espacgo de fase para a corda fechada, que é dada por



34

i 1 - -
w =0z, Nop" + = ;(a/m Aok, 4y AN GE ). (4.33)
n#0
O diferencial de uma funcao f é dado por uma expansao na base de variaveis
da corda fechada, {dz*, dpH, o &, &}, por df = a?a{u doxt + %dcﬁ?" + 8?5:” doot +
a?é“ déat. Sabemos que o vetor definido a partir do espago cotangente para a funcao

f ¢é dado por X; = #df, isto 6,

_of 0 of 0 tin af 0 tin aof 0
DoxH Oopr  DdpH DogH ddal, D6, ddadk 9dat,,’

X, = (4.34)

Encontramos os parénteses de Poisson entre duas fungoes através da relacao

{f, 9} =ix,ix,w, que para o caso de corda fechada é escrito como

of 89 of 89\ ([ of g  of g
_ — . 4.
{19} <65p# dogr  Bdq, Dopt T doay,_p, Odaln Doy, 050, (4.35)
Lin of dg  Of 9y
00, D0k D0a,, D0G", )
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Capitulo 5

Corda no espaco anti-de Sitter

O principio holografico estabelece que o comportamento de um sistema num
certo volume pode ser representada pela descricao da fronteira do mesmo. A teoria
de cordas é matematicamente equivalente a uma teoria de campos conforme num
espago-tempo definido. Estes campos de fato sao interpretados como uma fronteira
do espaco das cordas, que para este caso serd o espago AdS. Nos ultimos anos
a teoria de cordas ganhou um interesse maior por parte dos cientistas, devido a
correspondéncia AdS/CFT, ja que esta correspondéncia estabelece uma equivaléncia
entre a uma teoria da gravidade em (d + 1)-dimensoes descrita num espago anti-de

Sitter e uma teoria de campos conformes em d-dimensoes[12]. *.

5.1 Espaco anti-de Sitter

Ate agora estudamos a teoria de cordas num espaco plano. Vejamos o que acon-
tece quando estamos tratando de um espaco curvo, especificamente AdS. O espaco
anti-de Sitter é um espaco lorentziano (++ — —...), com constante de curvatura ne-
gativa. Em cinco dimensoes o espaco anti-de Sitter, AdSs, é descrito pela superficie

de um hiperboléide em R?*** dimensdes dado por

X2+ X2 -X2-X2-X2-X?=1. (5.1)

A superficie do AdSs é composta por todos os vetores X € R?™ que satisfazem

* Ambas teorias precisam necessariamente ter o mesmo grupo de simetria, SO(2, d). Nos estamos
) )
interessados no caso d = 4
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X - X =1. O espaco AdS5 é embutido dentro deste hiperboldide. A métrica sobre

a superficie é dada por

3
ds* = dX?, + (—dX§ + Y dX}?) — dX;. (5.2)

i=1
Esta métrica é invariante sob transformagoes do grupo isométrico SO(2,4). Esta
métrica pode ser escrita em diferentes sistemas coordenados, logo escolhemos as

coordenadas de Poincaré que sao dadas por

X == (X717X07X27X37X4) (53>
1—ztz, +h* 20 20 1+ 20z, — B2

= - - — ] 5.4

< 2h "h'h’ 2h ( )

Este grupo de coordenadas nao cobre completamente o hiperboléide’, logo a
folha de mundo que vamos descrever sé estara estara definida sobre a metade do
hiperboldide. Imaginemos que um plano que corta o hiperboldide transversalmente
em dois. O parametro h é definido para ir desde 0 até +o0. Isto define uma das
metades do hiperboloide. Para cobrir a outra metade basta tomar h — —h, o que
equivale a fazer uma reflexao da metade com h positivo. A métrica em coordenadas

de Poincaré é escrita como

dztdz, — dh?

2 __
ds® = 2

(5.5)

5.2 Pequenas flutuacoes na corda

O estudo de pequenas oscilacgoes serd feito substituindo a métrica de Poincaré na
acao de Nambu-Goto e eliminando-se os termos de alta ordem, como sera explicado
posteriormente. Esta aproximacao leva a métrica de Nambu-Goto para a métrica de
Polyakov (5.2). Para nossa folha de mundo escolhemos como parametros da corda
as variaveis 0 = (2%, h), com z sendo uma coordenada, onde z* = 2#(2° h).

0

Definimos as derivadas dos vetores X com respeito a z° com um ponto como em

X, e as derivadas com respeito a h com prima como em X'. Derivando X temos

"Uma escolha para que o hiperboloide seja parametrizado totalmente é o grupo de coordenadas
locais p,t,nq, com X_; +iXo = €' coshp e X, = ng sinh p para a = 1,2,3,4, onde 37, n2 = 1.

i=1""a
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. Mz, zZH ZHZ
X = (_ h#, E? h#) ) (56)
h? — 22tz 'h+ ztz, —1 2t 2 —h2 4 2k 'h— 2Py, — 1
X/ — 13 H - - as K 57
< oh2 Tt oh2 (5.7)

Ressaltamos o fato de que Zp = 1 e z); = 0. Fazendo o quadrado destes dois

vetores encontramos o grupo de equacoes

e 2hZ, 1 2
= e T e (5:8)
;!
. Mz 1 1 2y
s e T TR e (5.9)
) ot iy
XX = Zh'z# :_zhzl. (5.10)

E substituindo as formulas anteriores na acao de Nambu-Goto obtemos

S = —T/d%\/ (XX)2 - X2X7 (5.11)
0

S = -T / dz dh JE () = (2, (2, — 1) (5.12)
0

S = -T / dz dh V@) = (272,) (2 2) + (22,)(72).  (5.13)

Para o estudo de pequenas oscilagoes é razoavel fazer uma aproximacao de forma

que podemos desprezar os termos O(z%). Isto nos da

s = -1/ dz dh\/1 T2 (B2 + (B () (5.14)

Q

—T/ dZOdh \/1 + 22 — 215 + O(24) (5.15)
_T/ dzodh ( ! (z i — 2 zz>> : (5.16)

A acao de Polyakov é de fato equivalente a acao anterior sempre que pudermos

reescrever a métrica induzida v*# como a métrica plana de Minkowski. Usando as

relagdes (5.10) na acao de Polyakov encontramos



38

T
s = -3 / d2°dhn/ =770, X .0 X 1™ (5.17)
T (d%dh /s o
= 5| ((x)? = (x7)?) (5.18)
— —g/dzodh (1= 22) + (14 2"2) (5.19)
T d2"dh i
= -3 2 (2 25+ 2 z) (5.20)

E de esperar que as acoes sejam equivalentes no contexto linear pois existe uma
relacao direta entre acao de Nambu-Goto e a acao de Polyakov.

Para obter a respectiva equacao de movimento basta calcular a variagao da acao

55 =T / dz dh )(62) — (")(52)) (5.21)

Usando integracao por partes na equagao anterior obtemos

ddh [, a0 2 .
_ s 2 b 22
55 [ S (=" 22 o (5.22)
+ T g0 ED0a) an E0%
AV (z0) h? oV (h) v (h) h? BV (20)

Nesta equacao os dois iltimos termos correspondem as condigoes de fronteira e

condigbes iniciais da solu¢ao da equagao de movimento, para z;(2o, h), que se segue

gy Ezz/ =0. (5.23)

Estes dois termos tém que ser anulados para que seja satisfeito o principio de
minima acao.

A solucao geral é dada por uma equacao da seguinte forma

2'(2° h) = ¢'(2°, h) — hong'(2°, h), (5.24)

onde ¢*(2°, h) é solucao da equagao de onda G*(2°, h) — qi//(zo, h) = 0. Em geral, a

solucao para este tipo de equacao é definido por funcoes arbitrarias cujo argumento
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Figura 5.1: Propagacao de uma pequena perturbacao

as define como fungoes viajantes, que sao definidas como aquelas que se propagam
para esquerda ¢, (2 + h) e direita ¢_(2° — h). A solucdo representada por estas

ondas é

(2° = h) + ¢ (z° + h) — h(g"_ (z° = h) + ¢, (z° + ) (5.25)

(2% h) = 2" —
(2% =h)+ ¢ (2° + h) + h(§-(2° — h) — ¢’.(z° + h)).

i
q_
i
q_
A forma destas ondas viajantes é dada pelas condicbes de fronteira e condigoes

inciais. Na [Figura 5.1 plotamos um grafico que representa o comportamento das

funcoes anteriores apds perturbacgoes suaves sobre a fronteira h = 0.

5.2.1 Energia da onda

Um dos resultados mais importantes de [5] é o cdlculo da energia e momento
nas coordenadas de Poincaré para a perturbacao na corda no espaco AdS. A solucao
encontrada para a corda em AdSs é valida para trajetorias arbitrarias sobre o cone de
luz. A funcao ¢'(2°,0) corresponde a um dos extremos da corda (fungao que descreve
a fronteira). Isto é visivel ao se tomar limite h — oo em que 2°(2°,0) = ¢*(2°,0).
Logo, segundo a conjectura a correspondéncia AdS/CFT interpretamos que a ponta

da corda no espago AdS representa a trajetoria de uma particula (Quark).
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A solucao obtida para descrever o comportamento da corda é solugao também do
caso nao linearizado, como serd mostrado na se¢ao (5.4). Logo esta solugao satisfaz
a agao descrita por (5.14). Usemos a coordenada sobre o cone de luz 7 = z° — h em

(5.26), logo a solugao é escrita como

q'(1) ‘

2(r,h) =q¢' (1) +h (5.26)
dr
Em geral a solugao ¢é valida para o valor = 0. Se tomamos a funcao
m
(r.h) = () + B L) (5.27)
dr
bastaria fazer com que ¢°(7) = 7 e q(;(:) = 1 para recuperarmos a transformagao

de coordenadas z° = 7 4 h. A varidvel T correspondem a um caso particular, que
¢ a parametrizacao da solucao pelo tempo préprio. Gostariamos de analisar o que
acontece com um observador mais geral, e para isso propomos um novo sistema de
coordenadas. Na equacao anterior note que se a fronteira da corda corresponde ao
limite h — 0 a equagao z#(1,0) = ¢*(7) corresponde & trajetéria de uma particula.
Em geral as fungdes ¢*(7) sao arbitrérias, isto é, validas para qualquer tipo de
trajetoria.

Definimos uma nova variavel ¢ (temporal) que esta vinculada com 7 de maneira

que dt = dr/v/1 —v2 ¥, onde v? = viv; e vi(t) = dq;gt), com ¢*(t) = ¢*(7(t)). Logo

se T corresponde ao tempo préprio entao t corresponde ao tempo de um observador

viajando com velocidade v.
A coordenada 2° serd parte de nosso novo sistema coordenado mas para nao

0

confundir os dois sistemas coordenados usaremos z°. z° est4 relacionado com z, por

it g

— . 2
dr dt (5.28)

Fazendo ¢°(t) = t, encontramos z° = ¢ + h~, e colocando em evidéncia a coorde-
nada o temos que vh = (2°—t). Agora podemos definir um novo sistema coordenado

(2°,t). Como interpretacao destes dois sistemas de coordenadas podemos dizer que

==
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o comportamento da corda num certo ponto de ¢, 2° é determinado pelo comporta-
mento do extremo da corda num tempo retardado ¢ obtido mediante a projecao que
volta para a fronteira ao longo da linha determinada por h = (z° —t) /7.

A solugao (5.24) em termos das varidveis (2o, t) é escrita como

dq"(t)

M) =)+ (2 - )=

(5.29)

Voltando para a agao de Nambu-Goto (5.13) as derivadas em termos do novo

sistema coordenado sao representadas por

d dtd  dz°d d dt d dz° d

o dhdt T AR 4o dod T adde (5:30)

A partir de agora denotamos a derivada de segunda ordem em ¢* com respeito

a t como a*, onde as derivadas sdao dadas por®

dt V1 — vty

— = . ‘ 5.31
dh 1 —vi; + (20 —t)(via;)’ (5:31)
dz°
— =0 5.32
dh Y ( )
dz°
— =1 5.33
dt 1 — vy,
— = , —. 5.34
dz0 1 —vi; + (20 —t)(via;) (5:34)
Assim encontramos que as derivadas de (5.24) sao reescritas como
dz’ 20— V1 —0?
S EotVI=e (5.35)
dh 1 =02+ (29 —t)(via;)
dz' : (2% —1)(1 —v?) ,
_ : g 5.36
a7 1—v2+(20—t)(1ﬂai)a’ (5:36)
A agado é acompanhada pelo diferencial de volume d};ldjo, que, com a troca de

variaveis, € reescrito como

Para encontrar as derivadas (5.36) resulta ttil derivar a definicio h = (2° —t) /v com respeito

de 4b — ( _;73)\/1——111‘%—(20%);7@7%3” =0edr = L /T yiy;—(20—t) & %:C:;a‘ =1
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dhdz _ dondt 1—v?+ (2" = t)(v'ay)
2 T TS Em (0 — 1)

(5.37)

Sabemos que o momento da onda ¢ definido pela variacao da lagrangiana

onde o radical é dado por

NP il i il 1 i N2 (1—1}2)(3/2)
V“—@Zﬂ+4zz»+«zaxzz»+«za>-—1_U2+cﬁ_¢xw%y

Derivando a densidade lagrangiana da equacao anterior com respeito a * obtemos

2 +( il CEALH
h2 V1= (B5) + (272 + (3i2) (2V2) + (22)2

P = (5.40)

e assim usando a transformada de Legendre com a densidade lagrangiana, obte-

mos a expressao da energia dada por

14 (2%
I T/ 2 + (2V2) ‘
W21 — (ziz) + (2720) + (312) (277 20) + (232))2

(5.41)

Substituindo (2], ;) nas duas equagdes anteriores obtemos as equagoes classicas

de radiacdo por uma carga acelerada [15], onde a energia é dada por

)=1f” at 1fff)+T<a—w;%—w>

O segundo termo da equacao anterior corresponde a uma derivada total e re-

t=2p

(5.42)

t——o00

presenta a energia intrinseca da particula no tempo Z, [13]. O primeiro termo que
esta sendo integrado sobre t recolhe toda a energia perdida pela particula em cada

momento antes do tempo Z,. Similarmente para o momento encontramos
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t=2zo

Pi(z) = T/ldt‘wvi 4T < = U;;ZZO — t>> (5.43)

t——o00

E muito interessante termos encontrado estas duas equagoes ja que elas estabe-
lecem uma equivaléncia entre a energia da propagacao de uma onda sobre a corda

no espaco AdS e a energia de radiacao para uma carga acelerada.

5.3 Construcao do espaco de fase para o caso li-

nearizado

Para construir o espaco de fase no caso linearizado ¢ 1til trabalhar com uma das
solugoes em (5.26). Para esta segdao continuamos com a parametrizagao 7 = 2%+ h
e 0 = 1/h, e escolhemos aquela que representa o movimento de uma oscilagao da
corda para a direita 7 = 20 — h.

O seguinte grupo de equacoes define a troca de variaveis para as coordenadas

(1,0), isto é,

1 1
dh = —;da, d2? = dr — ;da, (5.44)
O = —020,—0-, .0 =0;. (5.45)
A partir de agora a derivada com respeito a 7 também podera ser representada

pelo ponto acima da varidvel. Usamos este grupo de equagoes e rescrevemos o

lagrangiano definido pela 2-forma L = T (27z; — 2/2]) 224dh como
T ay i 29 i
L=3 (0052052 + 20°0:2'0,2;) dr A do, (5.46)
cuja variagao ¢ dada por
0L = T((0"0,5'0502 + 0°0,02'0p2; + 0,2'0,02) dr A do (5.47)

5L = 0, (T048(,zi5zi + a2aTzi5,z,-) dr Ado +T0. (Taza,ziézi) dr A do
~T(E.L)"0zdr A do, (5.48)
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que nos leva as equacao de movimento

(E.L) = 0,(6"0,2'(1,0) + 00,2 (1,0)) + 0, (00,2 (1,0)) =0 (5.49)
0,(0%0,2") + 20%0,0,2" + 200,0,2" = 0. (5.50)
A solugao para esta equacao ja foi obtida previamente, z;(7,0) = ¢;(7) —|—%8qu-(7).

Para a construgao da 2—forma (3.48) precisamos ter as formas diferenciais escritas

nas variaveis (7,0). Logo, fazendo a troca de varidveis a 1-forma dz; é escrita como

dZZ‘ = 820 (ZZ)dZO + (()h(zz)dh (551)
dzi = 0y(z)dr — 0,(2)do/o* + ,(2;)do + 0. (2;)do /o
dz; = 0Oy(z)dt + 0,(2;)do. (5.52)

O respectivo isomorfismo do dz;, definido pela operacao , é dado por

*dZi = 820 (Zl>dh + (‘3h(zl-)dz0 (553)
xdz; = —0;(z)do/o? — 0-(z)dr + 0,(2)do — 0,(z)o?dT + 0,(2)do /o
xdz; = 0Oy(2z)do — 0,(z)dT — O0,(2;)0%dr. (5.54)

Com estas definigbes encontramos que a lagrangiana (5.46) é representanda pela
2-forma L = %azdzi A xdz;. A variacao da lagrangiana anterior é simplesmente

0L = To?ddz* A xdz;, que pode ser reescrita como

OL = d(To*62" « dz;) — Toz'd(0* x dz;), (5.55)

onde o primeiro termo contribui como um termo de fronteira que é associado a
uma corrente conservada, e o segundo termo corresponde a equacao de movimento
5.50, de maneira andloga aos casos das segoes (3.7) e (3.8). Se a variacao da agao é

definida como 65 = [, 6L podemos identificar o termo de fronteira como

Y(@) |5y = /avTUZéZi * dz;. (5.56)
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5.4 Espaco de fase para a corda em AdS no caso

linearizado

Definimos o espaco de fase para nosso sistema a partir da 1-forma que representa

as correntes conservadas mediante wy;, = 0, isto é

Wrin = /CT025zi A *xddz; (5.57)
= / To?52" N (0y0zdo — (0,02 + 020,62;)dt). (5.58)
c

Na equagao acima C' representa um contorno de integracao. Lembre-se que
pode depender da escolha do contorno de integracao mas w nao, como foi visto na
se¢ao (3.8). Substituindo a nossa solugao dz; = 6¢;(7) + 26¢;() na equagao anterior

obtemos

win = [ T (@60 + Z84() A Sy 0iu(r)do — dii(r)dr)o? (559)
= /CT (5q’i(7) A 8qi(T)do + 66" (T) A 6¢;(T)dT + 06§ () A (5q¢(7')d7'>
- / T (86°(7) A dai(r)do + 8 (7) A 8Gi(r)dr + 00, (6 (r) A bgy(7))dr) .

As variaveis ¢ e 7T estao vinculadas pela escolha do contorno, de fato é possivel
parametrizar uma coordenada em termos da outra (7). Entao podemos fazer uma
troca de variaveis do = j—jdﬂ e assim o ultimo termo e o primeiro podem ser

reagrupados em uma derivada temporal, logo, a equagao anterior é reescrita como

Wrin = /CT (5@7(7) A 5%(7')(;(77_0[7' + 8G' (1) A 6¢i(T)dT + 00 (6¢°(T) A 5qi(7))d7>

= [ 0:To(2)q' () noagi(m))dr + [ T (5(r) A 8di(7)dr)
= (To(r)¢'(r) Adgi(r)) | + / T (8(r) A dd(r)dr) (5.60)
= Wy t+ wq, (561)

onde o primeiro termo da equacao anterior wy corresponde a um termo de su-

perficie. I

YPossivelmente a contribuicdo para a algebra dos parénteses de Poisson dada pelo termo wy
pode ser nula sobre a fronteira ¢ — 00, pois se w;; toma valores muito grandes eles ndo dao

g g _ -1
contribuicao, ja que II;; = w;;".
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A contribuicao dada por

wi = / TS{() A 3Gy (7 (5.62)

apresenta invariancia sob transformagoes do grupo SL(2, C). Uma forma de pro-

at+b

var isto ¢ através da transformagao de Mobius, 7/ = 27 vl

onde ad — bc =1, e cuja

inversa ¢ dada por 7 = _dCTT/,;ba Em (5.62) as derivadas se transformam como
ad — be (et +d)?
o, =0.10; = (o = a)QaT = 0-. (5.63)

Para manter a invariancia de (5.62)a funcao ¢(7') deve se transformar como
uma como uma fung¢ao modular mq(ﬂ, com k = 2. Substituindo em (5.62)

encontramos

_ 2 2 0qi(7) 0qi(7)
w = /CT(CT +d)°0, <(CT + d)“0- ((c¢+d)2>> A O <(C7_+d)2> dr
- / T8 () A dii(r)dr. (5.64)

5.5 Solucao completa para a corda em AdS

A solucao encontrada para a pequena flutuacao é usada para construir a solucao
sobre todo o espaco AdS. Esta solucao deve corresponder a uma superficie minima,
isto é, aquela solucao que minimiza a agao de Nambu-Goto, ou seja, a solucao deve
minimizar a area definida pela acao.

Sabemos que espaco AdSs é descrito por um hiperboldide em R?**, com vetores
XM e R?* que satisfazem gyny XM XY =1, com gyn{++————}.

De fato a solugao obtida para o caso linearizado mediante perturbacoes da corda

no espago AdSs corresponde a uma solugao mais geral dada por

XM = g™ (1) £ 0.1 (7). (5.65)

Note que a equacao anterior corresponde a solucao da corda no espaco AdSs. A
fronteira de R?** ¢ definida por vetores do tipo luz. Escolhemos [ como uma série

de vetores do tipo luz, isto ¢ (M (7)ly(7) = 0, e para satisfazer gy y XM XV =1
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tomamos uma parametrizacao para 7 de modo que 0.1 (7)9.1y;(7) = 1. Note que
M(7)0, 1y () = 0. Basta substituir (5.65) na acdo de Nambu-Goto e ver que o
termo dentro da raiz quadrada é uma constante. Logo a superficie definida por esta
acao é uma superficie minima pois sua variacao é nula.

Substituindo a solugdo z# = ¢* + (0,¢")/0c = ¢" + ¢"/o nas coordenadas de

Poincaré e comparando com (5.65) encontramos que [ é dado por

1—g# 1 H
lM == < 2qq/ﬁ7qp’ +2q q,u)v (566)

onde ¢*¢, = 1. A métrica da folha de mundo é dada por

ds% = gundXMadx¥ (5.67)
= (IMly + 0®)dr? — 2dodr, (5.68)

logo nossa agao em formas diferencias é dada por

T
S=5 /dXM A*dX s, (5.69)

A variedade simplética e facilmente calculada como na sec¢ao (3.9), e é dada por

w="T / SXM A §(xdXay). (5.70)

Da métrica induzida sobre a folha de mundo determinamos os diferenciais xdr =
—dr e do = —(INly+02)dr —do. Substituindo XM = o™ (7)+0,1™ (1) na equacio

(5.70) obtemos exatamente

W o= / _0:(To(r)3 (r) A bl (7)) dr + / T (3(r) A bl (7)dr)
+ /CT(U(T)MM(T) + 5iM(T)) A 5(Z.N(T)z.N(T)lM(T))dT (5.71)
— Wt / ()3 (7) + 8l (1) A S (D (i (M)dr. (5.72)

Chamamos os dois primeiros termos de (5.71) como w’ por enquanto. Note

que a primeira parte da forma simplética acima, w’, é muito parecida com a forma
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encontrada para o caso linearizado wr;, (5.61). O ultimo termo pode ser simplificado
levando em consideracido que os vetores sao do tipo luz. Da variacao de My, = 0
obtemos §1M1,; = 0, logo, no tltimo termo de (5.71) podemos anular o termo adl™

O que nos permite reescrever w como

w o= W+ / Toins A (N inlr)dr. (5.73)
C

Usando (5.66) encontramos que Ny = ¢"q,, e também que §l* = dgrq, =
—17. Logo, em wy, sdo anulados os termos que contém as coordenadas 61! e §1%,

ja que

SIM A Slyy = 6171 A SI + 817 A 6L, — 1% A SI* = 51" A 6L, = 8¢ A dq,,
SIM A Slpy = 8171 A SIY 4 61" A 8L, — 61* A §T* = 61 A 81, = 56" A 4.

Portanto w’ é equivalente a (5.61), w’ = wp;,. Podemos simplificar ainda mais

termos usando as relagoes dadas pelos produtos dos vetores sobre a superficie do
AdS, isto é

oMy = 6¢"q 4ol — S14? (5.74)
= 0gtq, + ol (5.75)
= 6¢"q, — 64" q, — 94" 4, (5.76)
= 6", (5.77)

Substituindo os resultados das equagoes acima em (5.71) obtemos a forma simplética

W= wpg+ / (0 A Sl () + 60 A S G)) AT (5.78)
Wi+ / T (54" A 6q.(i",) + 6™ A 8(iG) ) dr (5.79)
= Wein —/ (06" N 6Gu(G"Gy) + 06" N 6(G"Gy)qy) dr. (5.80)

E importante ressaltar que dw = 0. Note que a forma simplética w que descreve
a corda classica no espaco AdS, é escrita em termos das funcgoes sobre a fronteira
o = 0, que sao g,, e lembramos que elas podem corresponder a trajetéria de uma

particula num espaco de menor dimensao.

IClaramente I=1 + 14 =1
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Capitulo 6
Conclusoes

Apds uma revisao da origem de alguns dos conceitos bésicos da geometria di-
ferencial, em especial as estruturas simpléticas, estudamos algumas das aplicagoes
desses conceitos como a construcao de uma variedade simplética para os casos da
particula nao-relativistica, o campo escalar livre e a corda bosonica dada pela acao
de Polyakov. Neste 1ltimo caso calculamos explicitamente para a solucao em modos
de Fourier a estrutura simplética e a sua relacao com a algebra de Poisson. Mo-
tivados pelo principio holografico e pelos resultados da correspondéncia AdS/CFT
apresentamos a solucao para uma perturbacgao da corda cléssica no espago AdS no
caso linearizado, que é dada por uma onda nao-linear na folha de mundo. Ao cal-
cular a energia desta onda demostramos que ela coincide com energia irradiada por
uma carga acelerada que é encontrada usando o potencial de Liénard Wiechert na
eletrodinamica classica. Este resultado é interessante pois ele estabelece uma equi-
valéncia entre a fronteira da folha de mundo e os pontos terminais da corda, que
representam a trajetéria da carga acelerada. Propomos uma solugao para a agao
de Nambu-Goto no espaco AdS baseado no caso linearizado de modo que esta agao
seja minimizada, em outras palavras de modo que a solugao corresponda a uma
superficie minima. A partir da solucao proposta construimos o espaco de fase que
descreve a corda classica sobre o espaco AdS;. A forma simplética que descreve este
espaco de fase é descrita em termos das funcoes sobre a fronteira, que sao funcoes

que representam trajetoria da particula no espaco de Minkowski.
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Apeéndice A

Conceitos Basicos de Geometria

A.1 Mapa

Seja X e Y dois conjuntos. Um mapa f é uma funcao pela qual atribuimos a

cada y € Y um x € X. Isto é representado por

f: X =Y (A.1)

Se f é expressado por alguma féormula explicita ela pode ser escrita como

frxz— f(x). (A.2)

Um subconjunto de X cujos elementos sao mapeados para y € Y com a acao

de f é chamado a imagem inversa de y, e é dado por f~1(y) = {x € X|f(x) = y}.

O conjunto X é chamado de dominio do mapa enquanto que Y é chamado de

contradominio do mapa. A imagem do mapa é f(X) = {y € Y| y = f(z) para
qualquer x € X} C Y, se denota com I'm f.

A.2 Vetores e espaco vetorial

Os vetores sao objetos com norma e orientacao. Um espago vetorial é uma estru-
tura algébrica definida a partir dos elementos de um conjunto nao vazio (os vetores),
que satisfazem uma operacao interna, a soma, e uma externa, o produto por escala-
res. Nao é necessario que os vetores tenham uma interpretacao geométrica, podendo
ser quaisquer objetos, como polindmios ou grupos de matrizes, que satisfazem aos

seguintes axiomas:
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l. v+v=rv+wo,

2. (v+v)+tw=v+ (v+v),
3. d0tal quev+0=v,

4. (v +v) =cv+ cv,

5. (c+d)v = cv +dv,

6. (cd)v = c(dv),

7.1 - v=v.

Ondev,v,w €V, ¢,d € K (corpo) e 1 é a unidade de K. Seja {v;} um conjunto

de k-vetores, se a equacao

T+ oy =0 (A.3)

tem solucao nao-trivial, x; # 0 para qualquer 7, o conjunto é chamado de linear-
mente independente. Se a solucao é dada sé pela solugao trivial x; = 0 o conjunto
{v;} e chamado de linearmente independente. Nenhum dos vetores da equagao (A.3)
pode ser o vetor 0 pois de ser nulo os vetores seriam linearmente dependentes.

O conjunto de vetores linearmente independentes {e;} sdo chamados de base

para V. Qualquer elemento v € V' pode ser escrito como combinagao de {e;}, isto é

v=vle + - +U%,. (A.4)

Os ntimeros ' € K sdo chamados de componentes de v com respeito da base {e;}.
Se a base tem n elementos se diz que a dimensao de V' é dim V = n. Usualmente o

espacio vetorial n—dimensional definido sobre um corpo K é escrito como V' (n, K).

A.2.1 Mapa linear, imagem e kernel.

Dados dois espacgos vetoriais V e W, um mapa f : V — W é chamado de mapa
linear se satisfaz f(av + bv) = af(v) + bf(v) para qualquer a,b € K e v,v € V|,
ou seja, preserva a suma de vetores e o produto escalar entre eles.

A imagem de f é f(V) C W se denota como I'm f. O Kernel de f é {v €
V|f(v) = 0}, onde 0 representa o vetor nulo W, e é denotado como Ker f. Se
f:V — W é um mapa linear, entdao dim V = dim(Ker f)+ dim(Im f).
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A.3 Espaco vetorial dual

Para cada espaco vetorial podemos definir um correspondente espago vetorial
dual. Definimos f : V' — K como uma funcao linear no espaco vetorial V' (n, K)
sobre o corpo K, e {e;} uma base para o vetor v = v'e;+- - -+v"e,. Pela linearidade
de f temos que f(v) =v'f(e;)+---+v"f(e,). Logo, se nos conhecemos os valores
de f(e;) para cada i, é possivel conhecer sempre o resultado de f aplicado a qualquer
vetor. Isto é muito util para definir o espaco dual.

O espago vetorial dual para V' (n, K) é denotado como V*(n, K'), ou simplesmente
V*. Se dim V é finita entao dim V' = dim V*. O espaco dual tem como base vetorial

{e*'} e é uma fungao linear definida pelo produto

et e; =4 (A.5)

Qualquer funcao linear f é chamada de dual se pode ser expandida em termos
de V*, isto é

f= fie”. (A.6)

A acao de f no campo vetorial v é interpretada como um produto interno entre

vetores filas e colunas

fv) = fie"(Vie;) = firlee; = fu. (A.7)

Como f é um mapa linear que leva elementos do espago vetorial V' para o espago
vetorial W, podemos definir brevemente o Pullback como uma transformagao linear
que leva de elementos de f*: W* — V*.

A.3.1 Fluxos e Derivada de Lie

Seja X um campo vetorial em M. Um curva integral z(t) é uma curva em M
cujo vetor tangente em z(t) é X| . Dada uma carta (U, ), denotamos z*(t) como
a p-ésima componente de ¢(z(t))*. Atuando X = X*9/0x* sobre a fungao de

coordenadas temos as equagoes diferenciais

*E um abuso de notagao usar x para denotar um ponto em M e ao mesmo tempo as coordenadas.
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dz* i
i X*(x(t)). (A.8)

A solugao para as equacgoes diferenciais anteriores sao equivalentes a encontrar a
curva integral dada pelo vetor X com a condi¢ao inicial xff = x*(¢t = 0).

Seja o (t, o) uma curva integral de X que passa pelo ponto 2y em ¢ = 0 denotada
pela coordenada o*(t,xg), a equagao diferencial da curva integral e sua condigao

inicial é

d

ﬁa“(t,xo) = X" (o"(t, z0)), (A.9)
(0, o) = xfy. (A.10)

O mapa o : R x M — M é chamado de fluxo gerado por X € X(M). Os fluxos

satisfazem

o(t,o"(s,x0)) = ot + s, x0). (A.11)
Para um t fixo o, satisfaz as regras

L. oy(os(2)) = o14s(2),
2. 0y é o elemento identidade,
3. Oy = (O't)_l.

Da equagao (A.9) definimos uma transformagao infinitesimal onde ponto z, com

coordenada x*, é mapeado para

ol(x) =ot(e,x) =at+eXH (A.12)

£

Neste caso X representa o gerador infinitesimal da transformacao o.. Para definir

1

a derivada de Lie suponhamos o' e ¢? dois fluxos com campos vetoriais X e Y

respetivamente

a
ds
a
" dt

o' (s,2) = X" (o' (s, 1)) (A.13)

o (t,x) = Y (o?(t,x)). (A.14)
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Se nos movemos uma pequena distancia £; em z ao longo do fluxo o', e logo

uma distancia e, mediante o2, temos

0 (e, 0t (e1, 1)) = 2" 4+ 1 X + Y H 4 616, X109, Y H. (A.15)

Do mesmo jeito realizamos a mesma transformacao anterior mas comutando o',

com o2, isto é

o (e1,0%(e9,2)) = 2" + Y M 4 ) X + e96,YHO, X (A.16)

A diferenca entre estas duas equagoes define o braket de Lie, onde

0 (9,0 (1, 1)) — 0t (g1, 0% (29, )) = €169 XH0,YH — 2061 YH D, XY (A.17)
= Elgg[X, Y],u, (A18)

Para definir a derivada de Lie usamos as definicoes A.9 e A.14, estamos interes-
sados no comportamento do campo vetorial Y* ao longo do campo o'. A derivada

de Lie ¢ dada pela diferenca entre (ol ), Y|g;1 (@) € Y, no limite 1 — 0, isto é

LxY =lim., o [(0c,)- Yigs @) — Y], (A.19)

—e1

T, M. Usando a definigdo (A.12) temos que

note que (o!_ ). Ylagl(x) e Y|, sdo vetores de T, M, com (o), : Tor @M —

0

(ol.,)x Y|O_;1 o = Y*(2) + e X70,YH(2)]0,[2" — glxp(:c)]@ .

(A.20)

que substituindo na equacao anterior e eliminando os fatores da ordem maior

que O(g?) é escrita como

LyY =(Xr9,Y" —Yr0,X")5L. (A.21)

Para formas a derivada de Lie é definida de forma similar, ou seja

Lxw = (X'Ouw, —w,0,X")dw". (A.22)
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A derivada de Lie para fungoes f € F(M) alongo de o, com o, gerado por um

campo vetorial X, é

Lxf =XH(a)sof=XI[f], (A.23)
que equivale a derivada direcional de f ao longo de X. Em geral a derivada de

Lie satisfaz a regra de Leibnitz, isto é

onde T’ representa pode representar tensores.
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Apéendice B
Formas bilineares

Em ordem de entender & estrutura simplética e os parenteses de Poisson definimos
as formas bilineares, especialmente as formas bilineares antissimétricas. Uma forma
bilinear é um mapa que atua sobre dos dois espagos vetoriais. Seja V" um espaco
vetorial n-dimensional, uma forma bilinear é um mapeado ¢ : V" x V"* — K, com

K um corpo, que satisfaz
L p(au+ fu,y) = ap(u,y) + Be(v,y),
2. o(x,au+ fv) = ap(x,u) + fe(z,v) com o, 5 € K, e u,v,z,y € V™.

Existe uma correspondéncia entre o espa¢o matricial M,,,,(K) e a forma bilinear
em V", Dada uma matriz A € M,,«,,(V"™) podemos definir a forma bilinear ¢4 em

V™ como

palz,y) =2"Ay = > za,y;, (B.1)

ij=1
convenientemente, a matriz associada com a forma bilinear corresponde a A, =
lai;] = [p(ei, e5)] € My, (K), onde {e;} é base de V.
Uma forma bilinear pode ser simétrica ou antissimétrica, estamos interessados
no caso antissimétrico p(z,y) = —p(y, ), com A = —AT.
Como exemplo para entender a algebra da estrutura simplética definimos o pro-
duto simplético escalar estandar em R?" como [z,y] = 2’ Jy = 3, = 1™(i¥Ynsi —

TntiYi). Em general para n = 1 nos temos

T2 Y2

x
(2, y] = 1Yo — T2y1 = [ s ] ; (B.2)
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que representa a area orientada do paralelogramo formado pelos vetores (x1, 1)
e (2,y2). Assim para n, em geral, podemos assumir que [x,y] representa a suma
de varias 4reas de paralelogramos formados mediante a projecao de z,y € R?" nos
planos coordenados (z;, T,1;)-

Para cada dimensao par 2n, entendemos o grupo Sp(2n) como o grupo de ma-
trizes 2n x 2n que preservam a forma bilinear antissimétrica. Desde que as matrizes
simpléticas J tenham determinante 1, o grupo simplético é um subgrupo do grupo
linear especial SL(2n, K), que sdo matrizes do grupo S € Sp(2n) com elementos
do corpo K, que deixam invariante a a forma bilinear antissimétrica e satisfazem

STJS = J.
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Apéndice C
Invariantes Integrais

Definamos um mapa diferencial g : R?> — R?, uma k-forma diferencial é chamada
de integral invariante do mapa g, se a integral sobre qualquer k-cadeia c e a integral

sobre a sua imagem g¢(c) é sempre a mesma, isto é

/g(c)wk:./cwk. (C.1)

Uma k-forma é invariante de sob o mapa g se e s6 se g*wF = wk.

Se wk A w! sdo integrais invariantes sob o mapa g, logo w* A w! também.

Como w? é uma estrutura simplética, qualquer forma (w?)* ¢ invariante integral
do fluxo hamiltoniano.

Definimos um elemento de volume usando w?”, logo o fluxo hamiltoniano preserva
o volume sempre que seja proporcional a w?* = Yir<.. <ip Apiy Ao Ndpy, Ndgi, N Ndg,,
com (1 <k <n).



29

Bibliografia

1]

2]

3]

F. Kang, Qin. Mengzhao, Symplectic Geometric Algorithms for Hamiltonian
Systems, (Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2010).

M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, (Taylor & Francis, 2nd edition,
2003).

V. L. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, (Springer, 2nd
edition 1989).

P. Libermann and C.M. Marle, Symplectic geometry and analytical mechanics,
(D. Reidel Publishing Co., Dordrecht, 1987).

A. Mikhailov, Nonlinear waves in AdS / CFT correspondence, (University
of California, Santa Barbara & Institute for Theoretical and Experimental
Physics, Moscow, 2007 2003)[arXiv:hep-th/0305196].

H. Flanders, Differential Forms with Applications to the Physical Sciences,
(Dover, New York, 1989)

J. P. Dufour, Poisson Structures and problems concerning their singularities,
(Université Cheikh Anta Diop de Dakar, Sénégal 2007).

A. Mikhailov, Bihamiltonian structure of the classical superstring in AdSsx S°,
(California Institute of Technology, Pasadena & Institute for Theoretical and
Experimental Physics, Moscow, 2007).[arXiv:hep-th/0609108].

P. Deligne, P. Etingof, D.S. Freed, L. Jeffrey, D. Kazhdan, J. Morgan, D.R.
Morrison and E. Witten, Quantum Fields and Strings: A Course For Mathe-

maticians Vol. 1, (American Mathematical Society, Providence, 1999).



[10]

[11]

[12]

[14]

[15]

60

B. Zwiebach, A First Course in String Theory, (Cambridge University Press,
2nd edition, 2004).

W. Kevin, An Introduction to String theory. Lecture Notes, (University of
California, Berkeley, 2011).

L. Susskind, E. Witten, The Holographic Bound in Anti-de Sitter Space,
(Stanford University, Stanford & Institute For Advanced Study, Princeton,
1998).[arXiv:hep-th/9805114]

M. Chernicoff, A. Paredes, Accelerated detectors and worldsheet horizons in
AdS/CFT, JHEP 63, 1103, 2011.[arXiv:hep-th/1011.4206].

S. N. Solodukhin, String Model in Differential Forms, International Journal
of Theoretical Physics, Vol. 31, No. 1, 1992.

L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Teoria Cldsica de los Campos, (Reverté,
Buenos Aires, 2da edicién, 1992).



