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RESUMO

Considera-se que posicionamentos dogmaticos derivados das divergéncias epistemoldgicas
classicas acerca dos fundamentos da Matemaética e do conhecimento matematico mostram-se
insuficientes para a superacdo dos obstaculos reiteradamente constatados nos processos de
ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos. Expressiva parcela da literatura sustenta
consenso em advogar a consisténcia com a qual a perspectiva normativa da linguagem
matematica, a saber, a constituicdo de sentido a partir da especificacdo de uma gramatica de
regras de uso, assume relevancia na imprescindivel tarefa de esclarecimento dos conceitos
matematicos, com implicacdes para as praticas pedagogicas. Assim, a expressdo jogo de
linguagem de Ludwig Wittgenstein, enquanto praticas linguisticas submetidas a uma gramatica
de usos que, por sua vez, é contextualizada em formas de vida, constitui-se reconhecidamente
como recurso relevante para a interpretacdo de interac6es dialdgicas em processos de ensino e
de aprendizagem. Contudo, caberia indagar: A literatura que, convincentemente, atesta as
convergéncias e 0s consensos acerca da relevancia dos jogos de linguagem é igualmente
provedora de recursos instrucionais para viabilizar as necessarias demonstraces de tal
relevancia? Deste modo, 0 presente estudo sustenta o objetivo de investigar e de demonstrar em
gue extensao a resolucdo de exercicios, a saber, modos de agir de universitarios, sustentariam
correspondéncias com as aprendizagens preconizadas relacionadas com contetidos curriculares
de célculo diferencial e integral a partir da exposicao dos alunos a uma sequéncia de aulas nas
modalidades remota e presencial caracterizadas por variacdes nas descrigdes de regras de uso
que definem um jogo de linguagem (procedimentos) de professores em atividades de ensino.
Participaram 36 graduandos regularmente matriculados no curso de Engenharia Elétrica de uma
universidade publica federal. Todos os alunos foram expostos consecutivamente a seis
videoaulas nas quais foram apresentadas as defini¢fes e regras fundamentais para o célculo de
limites e de derivadas, sendo as videoaulas selecionadas utilizadas nos cursos de engenharia de
uma universidade publica estadual com funcionamento exclusivo na modalidade EAD. Apos
cada videoaula, foram aplicados exercicios sobre o conteldo apresentado na respectiva
videoaula. O objetivo foi o de coletar informacdes sobre o entendimento dos conceitos
trabalhados a partir do jogo de linguagem utilizado pelo professor durante a explanagéo de cada
conceito nas videoaulas. Imediatamente apds cada videoaula e a resolucdo dos exercicios
referentes aos conceitos estudados, os discentes foram expostos a uma aula presencial (aula de
intervencdo) sobre 0s mesmos conceitos matematicos visto na respectiva videoaula seguindo o
plano de ensino da disciplina Célculo | do curso. Desta feita, utilizando novos elementos do
jogo de linguagem do professor/pesquisador. A exemplo do procedimento adotado com as
videoaulas, apds cada aula presencial, a turma foi exposta aos mesmos exercicios previamente
aplicados na respectiva videoaula. Nos exercicios analisados, consistentemente os discentes
atestaram, em magnitudes variadas, maiores indices de acerto nos exercicios efetuados apds as
aulas de intervengéo. Admite-se demonstrado que a inser¢ao de novos elementos descritivos de
regras normativas de uso, no ambito do jogo de linguagem demarcado nas duas modalidades
de aulas, constituiu-se em condicdo critica para a emissao, pelos alunos, de a¢des consistentes
com as aprendizagens curriculares preconizadas.

Palavras-chave: Jogos de Linguagem. Ensino Superior. EAD. Ensino Presencial. Céalculo
Diferencial e Integral.



ABSTRACT

It is considered that dogmatic positions derived from classic epistemological divergences about
the foundations of Mathematics and mathematical knowledge are insufficient to overcome the
obstacles repeatedly found in the teaching and learning processes of mathematical concepts. An
expressive part of the literature supports a consensus in advocating the consistency with which
the normative perspective of mathematical language, namely, the constitution of meaning from
the specification of a grammar of rules of use, assumes relevance in the essential task of
clarifying mathematical concepts, with implications for pedagogical practices. Thus, the
expression “language game” by Ludwig Wittgenstein, as linguistic practices submitted to a
grammar of uses that, in turn, is contextualized in forms of life, is recognized as a relevant
resource for the interpretation of dialogic interactions in processes. of teaching and learning.
However, it should be asked: Does the literature that convincingly attest to the convergences
and consensus on the relevance of language games also provide instructional resources to
enable the necessary demonstrations of such relevance? In this way, the present study supports
the objective of investigating and demonstrating to what extent the resolution of exercises,
namely, university students' ways of acting, would support correspondences with the
recommended learning related to curricular contents of differential and integral calculus from
the exposure students to a sequence of classes in remote and face-to-face modalities
characterized by variations in the descriptions of rules of use that define a language game
(procedures) of teachers in teaching activities. Thirty-six undergraduates regularly enrolled in
the Electrical Engineering course at a federal public university participated. All students were
consecutively exposed to six video classes in which the definitions and fundamental rules for
the calculation of limits and derivatives were presented, with the selected video classes used in
engineering courses at a state public university operating exclusively in the EAD modality.
After each video class, exercises were applied on the content presented in the respective video
class. The objective was to collect information about the understanding of the concepts worked
from the language game used by the teacher during the explanation of each concept in the video
classes. Immediately after each video class and the resolution of the exercises referring to the
concepts studied, the students were exposed to a face-to-face class (intervention class) on the
same mathematical concepts seen in the respective video class, following the teaching plan of
the course's Calculus | discipline. This time, using new elements of the teacher/researcher
language game. As with the procedure adopted with the video classes, after each face-to-face
class, the class was exposed to the same exercises previously applied in the respective video
class. In the analyzed exercises, the students consistently attested, in varying magnitudes, higher
hit rates in the exercises performed after the intervention classes. It is admitted that the insertion
of new descriptive elements of normative rules of use, in the scope of the language game
demarcated in the two modalities of classes, constituted a critical condition for the issuance, by
the students, of actions consistent with the curricular learning advocated.

Keywords: Language Games. Higher Education. Distance Learning. Classroom Teaching.
Differential and Integral Calculus.
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1 INTRODUCAO

Muitos estudos apontam diversos fatores que influenciam, positiva ou negativamente,
no rendimento escolar, tais como: a motivacdo pessoal, a formagdo do professor, o uso de
tecnologias no ensino, o aumento da jornada escolar, a educacgdo infantil, as condigdes de
trabalho do professor e da escola, entre outros.

Varios setores da nossa sociedade tém feito duras criticas ao atual nivel da educacao
brasileira, responsabilizando a instituicdo escola, bem como a figura do professor, como
principais responsaveis por essa situagao do ensino, ja que consideram o professor como sendo
0 personagem central no processo de formacao intelectual das futuras geracGes de brasileiros.

Sabemos que sdo inUmeros os problemas que contribuem para o fracasso escolar, porém
nesse trabalho, mesmo que o professor reflita em sua pratica docente a influéncia de qualquer
das correntes de pensamento sobre os fundamentos da matemaética e de como, via transposicao
didatica, a matematica sob essas influéncias chega até ele, a partir das concepcbes de
Wittgenstein® (como a de jogos de linguagem) estaremos defendendo a tese de que a insercéo
de mais elementos em um jogo de linguagem de um professor contribuird para a melhoria dos
processos de ensino e aprendizagem em matematica.

Admitimos que, sob condi¢des de préaticas linguisticas adequadas em interacdes em sala
de aula, teriamos um bom aproveitamento nos desempenhos (modos de agir), nas aprendizagens
dos alunos em relacdo aos conceitos matematicos estudados. Caso contrario, situacdes de ensino
caracterizadas por severas restricdes na descricdo das regras normativas que definem o
significado, a saber, as condicGes de uso dos conceitos, constituirdo as interacbes linguisticas
em sala de aula diante das quais serdo mantidos indices inaceitaveis de desempenho e de
aprendizagens recorrentemente distantes do minimo preconizado em documentos oficiais.

Entendemos que se o “significado” dos conceitos matematicos envolvidos, a saber, a
descricdo das regras de utilizagdo dos conceitos, ndo se constituirem, intencionalmente, em
elementos das interacOes linguisticas (jogo) em contexto profissional de ensino, expressando
(descrevendo) as formas de manifestagdo dos conceitos, o agir do aluno sustentara
distanciamentos quanto as aprendizagens esperadas e relativas aos conceitos sob analise. Em
consonancia, Gottschalk (2008, p. 93) assevera que “s6 depois de apresentados os paradigmas
para que o aluno possa ‘jogar’ ¢ que tem sentido apresentar desafios na forma de problemas ou

partir de situagdes empiricas”. Como consequéncia, dessa auséncia (ou de restricdes severas)

! Ludwig Joseph Johann Wittgenstein (1889-1951) foi um filésofo austriaco que contribuiu para a filosofia
moderna, nos campos da légica, da filosofia da linguagem e da mente.
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de contato, por interagdes linguisticas, com a descri¢do das regras de uso, ndo surpreenderia 0
desanimo, a falta de interesse, a suposta confirmacéo factual de incapacidades ou de limitagOes
cognitivas (intelectuais) que podem, infeliz e equivocadamente convergirem para o surgimento
de atos de indisciplina, para a evasao escolar, para o descredito da instituicdo escolar, para a
falta de perspectiva de um futuro melhor, entre outros.

Um ensino baseado em aplicacbes de ferramentas que privilegiam, simplesmente, o
repasse de informacgdes ou a memorizacao delas, ha muito tempo tem se mostrado ineficiente.
Esse tipo de ensino ndo atende as necessidades de um mundo globalizado, no qual o surgimento
de novas informacdes e a velocidade com que elas se espalham, aumentam a cada dia.

Entendemos que as novas tecnologias de informagéo e comunica¢do podem aumentar
sobremaneira as potencialidades da linguagem no processo de ensino-aprendizagem. Né&o
conseguimos vislumbrar ensino ou aprendizagem sem o0 uso de uma linguagem rica em
possibilidades para cada situacdo do meio ou histdrico social do aluno. Porém, nessa pesquisa,
como estamos lidando com estudos em curso de nivel superior, teremos que imergir os alunos
no meio social da formacdo técnica especifica, ou seja, se ele escolheu fazer um curso de
engenharia, entdo consideramos que esse aluno deve ser envolto por um ambiente de formacéo
de engenheiro/engenharia que requer uma dedicacdo aos estudos de todas as disciplinas técnicas
do curso. Portanto, devemos escolher um jogo de linguagem que privilegie o dominio de todas
as regras necessarias para o aprendizado de conceitos técnicos dessa area.

No caso especifico do ensino ou aprendizagem da matematica, ndo podemos deixar de
perceber as suas caracteristicas particulares: a propria Matematica se apresenta como uma
linguagem poderosissima rica em simbolos e significados.

Essa linguagem proépria ajuda no desenvolvimento cognitivo do estudante, pois exige
do mesmo o desenvolvimento de habilidades de fazer conjecturas, experimentacéo,
interpretacdo, visualizacdo, inducéo, abstracéo, generalizagdo e demonstracdo. Sob essa forma
de ver a matematica, um jogo de linguagem adequado envolvera a apresentacdo de conceitos
proprios da matematica que deverdo ser entendidos pelos alunos por meio de treinamentos que
busquem o dominio dos fundamentos da linguagem matematica necessarios para O
entendimento dos conceitos especificos que serdo estudados. Sempre com a consciéncia de que
nessa area uma solida formagéo de conceitos matematicos se faz extremamente indispensavel.

O aluno precisa tomar a iniciativa do fazer matematica por meio de uma metodologia
de construcdo de significados, favorecido pelo uso das novas tecnologias educacionais e com o
reforco das regras gramaticais proprias da matemética por meio de treinamentos do uso

adequado das mesmas. Entendemos que o aluno jamais deva assumir um papel passivo nesse
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processo, seja por vontade propria ou por imposicdo da metodologia do professor, que ele deva
desafiar suas capacidades cognitivas.

Entendemos que o professor de matematica por sua vez deva: ter a habilidade de separar
as realidades de um matematico profissional e de um aprendiz comum; considerar 0s
conhecimentos prévios do aluno sobre o que ele ir& aprender, que também podera favorecer
demais todo o processo de ensino e de aprendizagem; procurar fazer uso de diferentes registros
de representacdo semidtica®, ja que os registros si0 componentes importantes em nossa
linguagem, também faz imensa diferenca nos resultados desse processo; e, por fim, procurar se
utilizar de uma linguagem simples, clara e objetiva, por meio de um jogo de linguagem que
apresente elementos suficientes para buscar ajudar o aluno a alcancgar seus objetivos de maneira
prazerosa.

Admitimos os jogos de linguagem como essenciais para que o aluno sinta prazer em
imergir no mundo da linguagem matematica, buscando desenvolver suas habilidades,
concebendo a matematica como um campo de amplas possibilidades para o desenvolvimento
de suas habilidades. Assim, o nosso foco esta na demonstracdo da constituicdo de condicdes de
contato dos alunos com elementos do jogo linguistico, a saber, com as descri¢Bes de regras de
uso necessarias para a manifestacdo de acbes consistentes com a compreensdao de um
determinado conceito matematico. Priorizamos constituir evidéncias que ressaltem a relevancia
de um olhar cuidadoso do professor para as caracteristicas do seu jogo de linguagem, do ponto
de vista académico, como condi¢do imprescindivel para a sua pratica de ensino e a consequente
aprendizagem esperada de seu aluno.

Os jogos de linguagem tém uma insercao na literatura como posicao tedrica, segundo a
qual o ensino da matematica deveria se pautar, de maneira intencional e determinada, em uma
definicdo de regras de comunicacdo com o aluno. Assim, cabe-nos indagar: A inser¢do de novos
elementos em um jogo de linguagem de um professor favorece o entendimento, pelos alunos,
de conceitos matematicos acerca de calculo diferencial e integral, possibilitando-os resolver
exercicios (modos de agir) a partir de suas interagdes com praticas de ensino dispostas em

videoaulas, bem como em aulas presenciais? Em que consistiria, a saber, sob quais regras

2 “Segundo Duval, um registro de representacdo semittica é um sistema de signos que tem por objetivo trés
funcbes, ou seja, a comunicacdo, o tratamento da informacéo e a objetivacdo. Assim sendo, as representacbes
semioticas apresentam dois aspectos, sua forma (o representante) e seu contetido (o representado)” (SILVA, 2005,
p. 4). “[...] as representagdes (semioticas) ndo sdo somente necessarias para fins de comunicacdo, elas sdo
igualmente essenciais para as atividades cognitivas do pensamento” (DUVAL, 1993, p.39).
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metodologicas seria possivel demonstrar tal favorecimento? O capitulo 3, desta tese, é todo
dedicado ao estudo do conceito de jogo de linguagem formulado por Ludwig Wittgenstein.
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2 SOBRE A INSUFICIENCIA DA FILOSOFIA DA MATEMATICA PARA O ENSINO
DA MATEMATICA

2.1 A Filosofia da Matematica

Esse campo de estudo diz respeito ao pensar filosoficamente sobre assuntos
relacionados a &rea da matematica. Busca responder questdes sobre a realidade de objetos
matematicos, como eles sdo conhecidos e de que forma garantem as verdades das afirmacdes
matematicas, além de procurar entender se 0s objetos e leis da matematica sdo descobertos ou
inventados.

Bicudo e Garnica (2011, p. 40) afirmam que: “O tratamento dessas questdes é relevante
para a compreensdo e para a metacompreensdo da matematica e necessario para a defini¢do de
propostas curriculares, por determinar escolhas de conteddos, atitudes de ensino, expectativas
de aprendizagem, indicadores de avaliacdo”. Em relacdo aos objetos matematicos, esses autores

afirmam que:

A realidade desses objetos pode ser comparada aquela das formas perfeitas, cuja
existéncia independe da aco humana. Existindo de maneira objetiva, sendo reais e
perenes, independentes da realidade mundana, o conhecimento deles tem como base
a descoberta e a intui¢8o de sua esséncia. Entretanto, ndo se trata de uma descoberta
ou intuicdo fruto de uma clarividéncia conseguida por graca ou casuisticamente, mas
consequéncia de um arduo trabalho intelectual de perseguicdo a verdade. Trata-se de
um processo ldgico que privilegia as descrigdes dos objetos matematicos e das
relacGes e estruturas que os unem. (BICUDO; GARNICA, 2011, p. 41)

Essa visdo absolutista nos leva a uma crenga a respeito da realidade dos objetos
matematicos que da suporte a ideologia da certeza matematica, ancorada na geometria, que se
fortalece até boa parte do século XIX. Porém essa crenca comeca a ser abalada a partir dos
guestionamentos sobre os fundamentos da matematica, que culmina com o surgimento das
escolas logicista, construtivista (intuicionista) e formalista.

Os expoentes da escola logicista foram Bertrand Russell e Gottlob Frege. Para Baraldi
(1999, p. 10), os logicistas tinham como objetivo mostrar que é possivel reduzir todas as
verdades matematicas aos conceitos l0gicos, isto €, uma proposicdo pode ser demonstrada a
partir das leis gerais da Logica, com o auxilio de afirmacdes, partindo dessas Ultimas. Isto é
reforgado por Russell quando afirma que ha identidade entre légica e matematica, conforme

suas palavras:
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Muito do trabalho matemético moderno encontra-se obviamente na fronteira da
I6gica, e a logica moderna é tdo simbdlica e formal, que a relagdo muito estreita entre
I6gica e matematica tornou-se ébvia para todo o estudante instruido. A prova da sua
identidade é, naturalmente, uma questdo de pormenor: ao comegar com premissas que
seriam universalmente admitidas como pertencentes a logica, e chegar, por deducéo,
a resultados que de modo igualmente 6bvio pertencem a matematica, constatamos néo
haver um ponto pelo qual possa ser tragada uma linha distinta, a separar a légica a
esquerda e a matematica a direita. (RUSSELL, 1919, p. 191)

Baraldi (1999, p. 10) afirma que: “Essa visdo de conhecimento matematico, implica um
ensino e aprendizagem escolar, onde a Matematica é reduzida a uma mera linguagem
desprovida de contextos reais e seu aprendizado € necessario, apenas, para se aprender mais
Matemaética”.

O préprio Russell reconheceu nédo ser possivel alcancar seu objetivo, reconhecendo que
ndo havia mais nada que pudesse fazer para tornar o conhecimento matematico indubitavel.
Ent&o surge a escola construtivista com o top6logo holandés L. E. J. Brouwer, cujo programa
dessa linha, segundo Baraldi (1999, p. 12), “é o0 da reconstrucéo do conhecimento matematico
— em ordem, a fim de resguardar-se de perdas de significados e contradi¢cGes — através de
métodos finitos”. Essa escola envolve vérias vertentes, e é o intuicionismo que representa a

formulagdo mais ampla da filosofia construtivista da matematica. Para os intuicionistas,

a Matematica deve tomar, primeiramente, lugar na mente, como um problema interno.
As verdades e 0s objetos matematicos sdo abstratos, sdo construidos e constituem um
mundo a parte, ou seja, nao decorrem do mundo exterior. A linguagem é tida como
secundaria. A Matematica é uma atividade totalmente autossuficiente. ( BARALDI,
1999, p. 12)

Segundo Viana (1995 apud BARALDI, 1999, p. 12), “essa concep¢do matematica quase
ndo aparece em sala de aula devido a pouca oportunidade de se reproduzir através da
Matematica escolar”.

A maioria dos matematicos rejeitaram o trabalho de Brouwer, em particular Hilbert que
deu inicio ao projeto formalista. Estabelecer a Matematica como a ciéncia dos sistemas formais
¢ o objetivo dos formalistas. Para Hilbert, segundo Bicudo e Garnica (2011, p. 45), “0 campo
de estudo dessa ciéncia consiste no estudo dos sistemas completos e consistentes, tomando por
objeto as teorias formais, e ndo as entidades matematicas tradicionais, como numeros,
conjuntos, funcdes algébricas, etc.” Porém, usar a Matematica para demonstrar sua propria

consisténcia se mostrou impossivel.
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Baraldi (1999, p. 11) afirma que: “Atualmente, a posi¢cdo formalista transparece no
ensino e aprendizagem escolar de Matemaética nas demonstragdes rigorosas de teoremas e de
formulas™.

Wittgenstein foi um dos principais filésofos da virada linguistica na filosofia do século
passado. Foi enquanto estudava engenharia aeronautica na Universidade de Manchester que se
viu diante de problemas fundamentais da matemética que despertaram seu interesse pela
filosofia da matematica. Procurou Frege para auxilid-lo, mas Frege julgou Russell como o mais
indicado para orienta-lo. Dessa forma, Wittgenstein tornou-se discipulo de Russell. Essa
parceria culminou com a publicacdo de sua Unica obra em vida, o Tractatus Logico-
Philosophicus. Porém, algum tempo depois, Wittgenstein comecgou a criticar seu préprio
trabalho. Essa critica culminou com a publicacdo de sua obra postuma, Investigacdes
Filosoficas. Essas duas obras sdo responsaveis por estudiosos considerar a existéncia de dois
“Wittgenteins”, o Wittgenstein do Tractatus (1° Wittgenstein) e o Wittgenstein das
Investigagdes (2° Wittgenstein). Ambas as obras tinham como foco principal o estudo da
linguagem, porém com objetivos distintos, enquanto o centro da atencdo do filésofo no
Tractatus era o dominio da légica, nas Investigacdes era a linguagem comum, isso fez com que
ele saisse de uma énfase na definicdo e na analise para a semelhanca de familia e os jogos de
linguagem, além de trocar uma escrita filoséfica sisteméatica por um estilo fragmentario e
assistematico de escrita filosofica.

Segundo Cavassane (2010a): “A teoria presente no Tractatus que recebe mais
contundentemente as posteriores criticas de seu autor, por tratar-se de uma teoria do significado
linguistico, é a chamada teoria da figuracdo, cujo objetivo é responder a seguinte pergunta:
como é possivel falar sobre o mundo?”. Para entender esta pergunta Fann (1999 apud

CAVASSANE, 2010a) afirma que o primeiro Wittgenstein acreditava que:

Para que pensemos e falemos do mundo deve haver algo em comum entre a linguagem
e 0 mundo. O elemento comum deve estar em suas estruturas. Podemos conhecer a
estrutura de um deles se conhecemos a do outro. J& que a l6gica nos revela a estrutura
da linguagem, deve nos revelar tambhém a estrutura do mundo®. (FANN 1999, p. 24
apud CAVASSANE, 2010a, p. 3)

Cavassane (2010a) reforga que:

A teoria da figuracdo, deste modo, tenta explicar como é feita a ligagdo entre a
estrutura ldgica do mundo e a estrutura ldgica da linguagem, ligagcdo essa que
possibilita que, através da linguagem, possamos falar sobre o mundo. [...] Tal como a

3 Traduc&o dada por CAVASSANE (2010a).
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forma légica dos objetos determina quais deles podem constituir fatos entre si, ou seja,
quais fatos sdo possiveis, a forma légica das palavras determina quais delas podem
constituir frases com sentido. [...] Para o primeiro Wittgenstein, portanto, é possivel
pensar, e deste modo expressar, somente fatos logicamente possiveis. (CAVASSANE,
20104, p. 3).

A convicgdo de Wittgenstein na ldégica como estruturadora do pensamento, do mundo e
da linguagem se desfaz a partir do momento que ele percebe a impossibilidade da exatid&o do
significado, com isso a teoria da figuracao cai por terra. Nesse momento, ele passa a considerar
que o significado das palavras esta no seu uso. Esse trabalho se fundamenta no Wittgenstein
das Investigacdes.

Mas, afinal, a Matemaética foi descoberta ou inventada?

Para tentar responder a essa pergunta devemos considerar os trés dogmas-padrdo
referentes aos fundamentos da matematica. Séo eles: o platonismo, o formalismo e o
construtivismo. Sem uma compreensdo minima desses trés dogmas poderemos estar sujeitos a
um trabalho docente, no ensino de matematica, que poderd apresentar problemas para a
aprendizagem dos alunos. Se um professor, inconscientemente, adotar um dentre esses dogmas
podera ter seu objetivo de ensino prejudicado. Vamos tentar entender de que forma isso pode
ocorrer apresentando elementos sobre cada um desses dogmas. Porém desejamos ressaltar que
quando falamos em “dogmas-padrdao”, estamos nos referindo aos principais grupos de
discussdes sobre os fundamentos da matematica, no que diz respeito a sua natureza e a sua
relacdo com a realidade. Mudando o foco para a crise dos fundamentos estaremos nos referindo
as escolas logicista, construtivista e formalista, apesar de haver relacGes entre os dogmas e as
escolas.

Uma oOtima sintetizacdo do dogma-padrdo platonista referente aos fundamentos da

matematica foi dada por Davis e Hersh (1985) em sua obra “A Experiéncia Matematica”.

Segundo o platonismo, os objetos matematicos sdo reais. Sua existéncia € um fato
objetivo, totalmente independente de nosso conhecimento sobre eles. Conjuntos
infinitos, conjuntos infinitos ndo-enumeraveis, variedades de dimensdo infinita,
curvas que enchem o espaco — todos 0s membros do zooldgico matematico séo objetos
definidos, com propriedades definidas, algumas conhecidas, muitas desconhecidas.
Estes objetos ndo sdo, naturalmente, fisicos ou materiais. Existem fora do espaco e do
tempo da experiéncia fisica. Sdo imutaveis — ndo foram criados, e ndo mudaréo ou
desaparecerdo. Qualquer pergunta significativa sobre um objeto matematico tem uma
resposta definida, quer sejamos capazes ou ndo de determina-la. Segundo o
platonismo, um matematico € um cientista empirico, como um ge6logo; ndo pode
inventar nada, pois tudo ja existe. O que pode fazer é descobrir coisas. (DAVIS;
HERSH, 1985, p. 359).
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No ambito da filosofia da Matematica, platonismo e realismos sdo frequentemente
considerados sindnimos. E essa concep¢do considera que objetos matematicos existem de
forma independente do sujeito que busca estuda-los.

Para o realismo, as propriedades dos objetos matematicos, na realidade de um universo
matematico, independem dos individuos, ou seja, ndo sdo criadas por eles, ja sdo estabelecidas
a priori apesar de ndo serem objetos materiais ou fisicos. Refor¢ando essa ideia, Baraldi (1999,
p. 9) afirma que “o conhecimento matematico € a descricdo desses objetos preexistentes e 0s
objetos do mundo real s@o apenas representaces imperfeitas das ideias. O mundo das ideias
era acessado por meio da razdo”. Portanto, sob essa perspectiva, a matematica s pode ser
descoberta.

Muitos fisicos e matematicos acreditam que a esséncia da natureza ou o proprio universo
é pura matematica, pois consideram que o mundo fisico ndo tem apenas algumas propriedades
matematicas, mas que sO tem propriedades matematicas. Essa intrinseca relacdo entre a
matematica e o universo conspira a favor dessa visdo platonista aos fundamentos da
matematica. Quando ouvimos afirmacfes do tipo: se 0 homem néo existisse, mesmo assim
existiria a matematica, temos mais um argumento em favor do platonismo. Ou do tipo: a
sequéncia de Fibonacci ndo foi inventada por ele, mas apenas descoberta por meio da analise
do crescimento de uma populacdo de coelhos, pois ela ja existia nas pétalas das flores, com
destaque para as margaridas, na estrutura do abacaxi, nas espirais formadas pelas sementes de
girassois e em muitos outros exemplos na natureza. Assim como, as leis de Newton ndo foram
inventadas por ele, apenas descobertas, pois elas ja ocorriam no universo. Para esse dogma, 0S
nameros, poligonos e equacgdes sdo objetos reais.

Para os pitagdricos os niUmeros eram entidades ativas na natureza, eles acreditavam que
o numero um, chamado de “a mdnada”, era o responsavel pela geragdo de todos os outros
nameros e, portanto, a origem de tudo o que foi criado no universo. Sob a 6tica do platonismo,
vemos em Bicudo (1998, p. 312), que a matematica é uma ciéncia intermediaria, em que “sua
verdade reside em uma ciéncia superior, que esta em relacédo a ela como ela mesma em relacéo
a percep¢do do concreto”. Logo, Platdo considerava os conceitos matemdaticos como
independentes do conhecimento que temos deles, portanto, algo concreto. Enguanto Euclides

considerava que o mundo natural eram as leis da matematica sendo manifestadas fisicamente.

Platdo, no Fédon e nos livros VI e VII da Republica, tenta tornar suas suposi¢cdes
aquelas que ndo tém de ser tomadas como certas para o presente caso particular; ele
tenta torna-las aquelas que devem ser aceitas por todos. Essa é a procura do axioma
fundamental que ndo se tem de pedir a alguém aceita-lo; é algo que deve ser aceito
por qualquer um, [...]. E por essa razdo que Platdo sugere a consideragio o ideal
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axiomatico: que deveriamos tentar e desenvolver o todo de nossa matematica por
raciocinio dedutivo, Sidvowo®, a partir de alguns principios, que ele (erradamente)
pensou que poderiam ser estabelecidos além de toda questdo possivel. Platdo
apresentou seu programa. Seus discipulos, em grande parte, realizaram-no. Temos 0
resultado final , codificado por Euclides (LUCAS, 1967, p. 13 apud BICUDO, 1998,
p. 313-314).

N&o so os gregos antigos defendiam os conceitos matematicos como pré-existentes no
universo, mas também estudiosos da era moderna. Em 1960, o Nobel em Fisica, Eugene
Wigner, defendeu a ideia de que a matematica € real e descoberta pelos homens quando profere
a frase “A eficécia irracional da matematica”. Para Wigner, muitas teorias, exclusivamente
matematicas, desenvolvidas do nada, sem nenhuma intencdo de descrever algo concreto, se
tornaram essenciais para explicar fendmenos do universo. No mesmo sentido apresentado por
Wigner, séculos atréas alguns matematicos franceses receberam muitas criticas sobre teorias que
haviam sido desenvolvidas na época, pois nagquela ocasido ndo serviam para nada. Porém se
tornaram teorias fundamentais para que o homem fosse capaz de levar dnibus espaciais para o
espago.

Outro exemplo € a teoria dos numeros de Godfrey Hardy, que quando surgiu era
considerada pelo proprio autor como totalmente inutil e hoje € fundamental para a criptografia,
que por sua vez é essencial para a seguranca na internet. Bem como, 0 que aconteceu com o
principio de Hardy-Weinberg na genética. A utilizacdo, por Albert Einstein, da geometria
riemanniana em sua teoria da relatividade geral muito tempo depois. S&o muitos exemplos que
apresentam ligacdes de fendmenos do mundo real as teorias matematicas e todos esses
exemplos sao utilizados por defensores do dogma plantonista para justificar suas escolhas.

Mesmo com tantos exemplos, devemos considerar que

embora o platonismo dé conta da objetividade da matematica, ha duas grandes
fraquezas nesta corrente: primeiro, ela ndo oferece uma explicacdo adequada sobre
como os mateméticos tém acesso ao conhecimento matemtico do mundo ideal;
segundo, tal corrente ndo explica adequadamente a utilidade da matematica, suas
relacbes com as outras ciéncias, a atividade humana e cultural, e a génese do
conhecimento. (ERNEST, 1991 apud MENEGHETTI; TREVISANI, 2013, p. 150).

Essas fraquezas acabam por permitir o surgimento do dogma-padrao formalista, que tambem

apresentara suas virtudes e fraquezas.

4 Suavowa = Intelecto
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Davis e Hersh (1985) também apresentam em sua obra “A Experiéncia Matematica”
uma excelente sintese sobre o dogma-padrdo formalista referente aos fundamentos da

matematica.

Segundo o formalismo, por outro lado, ndo ha objetos matematicos. A Matematica
consiste somente em axiomas, definicBes e teoremas — em outras palavras, formulas.
Em uma visdo extrema, existem regras por meio das quais se deduz uma férmula da
outra, mas as formulas ndo sdo sobre alguma coisa: sdo somente cadeias de simbolos.
Naturalmente o formalismo sabe que, por vezes, as férmulas matematicas séo
aplicadas a problemas fisicos. Quando é dada uma interpretac&o fisica a uma formula,
ela adquire um significado, e pode ser verdadeira ou falsa. Mas esta verdade ou
falsidade tem a ver com a propria interpretacéo fisica. Como uma férmula puramente
matematica, ela ndo tem significado nem de uma verdade. (DAVIS; HERSH, 1985,
p. 360).

Apesar de toda essa relacdo intrinseca entre a matematica e o universo, segundo o fisico
Marcelo Gleiser a matematica € uma invencdo humana, € uma consequéncia de como o ser
humano evoluiu no planeta Terra tentando dar sentido as coisas em sua volta, para sua propria

sobrevivéncia. Como exemplo, os nimeros complexos foram criados ou descobertos? Parece-

nos que usar v—1 como a unidade imaginéria para os nimeros complexos n&o poderia ter sido
extraida de nenhuma realidade fisica, por ocasido de sua convencao, o que nao impediu que 0s
fisicos, tempos depois, a usassem para desenvolver a Fisica Quantica. E essa utilizacdo s6
poderia ter sido concretizada ap6s toda a estruturagdo matematica do conjunto dos nimeros
complexos.

Ainda de acordo com o fisico Marcelo Gleiser, hd muita matematica indtil, talvez até
seja para um determinado espaco de tempo, mas ndo temos certeza de que um dia podera ser
utilizada para explicar algum fendmeno fisico. Uma boa discusséo parece ser: primeiro veio, a
mente ou a realidade?

A resposta dele, para essa questdo, € que o universo real veio primeiro por meio de sua
parte observavel, e apds o surgimento do homo sapiens a mente vem criando conceitos Uteis
para dar sentido a tudo que acontece, seja do mundo fisico observavel ou do mundo abstrato
das ideias. Quando afirmamos que criamos conceitos matematicos para entender o universo ou
que 0s nameros, poligonos e equac¢des sdo meramente purissimas representacdes de um ideal
tedrico, estamos adotando o dogma-padrdo formalista referente aos fundamentos da
matematica.

Para estudiosos contrarios ao platonismo, embora 0s numeros possam ou ndo existirem
fisicamente, as afirmagBes matematicas definitivamente ndo existem, pois sdo necessarias

regras criadas por humanos para julga-las como verdadeiras. Mondini (2008, p. 3) afirma que:
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“As ideias aristotélicas livram o homem de ser apenas um descobridor e o colocam como
construtor do mundo matematico. Aristételes considerou a Matemaética uma Ciéncia dedutiva
e foi o primeiro sistematizador da Légica Formal”. Dessas afirmacdes, concluimos que a
matematica é um esforco ldgico inventado, pois ndo existe fora da mente humana, constituindo-
se como uma linguagem de relagdes abstratas baseada em padrdes reconhecidos pelo cérebro,
de modo que essa linguagem use esses padrdes cerebrais para estabelecer ordenagfes. Segundo
destacam Meneghetti e Trevisani (2013):

O formalismo foi importante para o desenvolvimento da matematica, pois estabeleceu
critérios que permitiram o desenvolvimento de trabalhos em l6gica matemaética, gerou
a teoria de modelos, a teoria de sistemas formais e a teoria de funcéo recursiva. No
entanto, o programa formalista ndo pode ser efetuado, visto que a matemaética ndo foi
capaz de provar sua propria consisténcia®>. (MENEGHETTI; TREVISANI, 2013, p.
153).

Entre os defensores do formalismo encontra-se o matematico alemdo Leopold
Kronecker. Ele é o autor da famosa frase “Deus criou os nimeros naturais, todo o restante é
obra humana.”, em 1855. David Hilbert ¢ o maior simbolo do dogma-padréo formalista, pois
foi ele quem tentou axiomatizar toda a matematica. Para ele e outros matematicos da época, a
matematica era vista como um profundo jogo filoséfico.

Outro destaque foi Henri Poincaré, considerado um dos pais da geometria nao
euclidiana®, que com a sua geometria provou que a geometria euclidiana n&o era uma verdade
universal, mas o uso de um conjunto especifico de regras. As bases da matematica podem estar
programadas em nosso cérebro, pois nos nossos mais tenros anos comegamos a reconhecer
formas e padrBes presentes no universo e essa capacidade pode, muito bem, ser a génesis da
criacdo da matematica pelo homem.

N&o deixa de ser espantoso como toda a fisica, seja basica ou extremamente avancada,
funciona perfeitamente baseada em teorias matematicas. Assim como 0s engenheiros
constroem tudo, em sua maioria, usando aproximacdes dessas teorias matematicas. Sera que a
matematica é uma verdade do universo? Ou sera que ela tem algo a ver com a forma como 0s
seres humanos percebem ou sentem esse universo? Para ajudar-nos a refletir sobre essas
questbes, destacamos um ponto negativo do formalismo nas palavras de Tiles (1991 apud
MENEGHETTI; TREVISANI, 2013, p. 153): “A conceituagdo da atividade matematica que ¢

incentivada pelo formalismo teve efeitos negativos em toda a ciéncia, pois se a matematica for

5 O teorema de Godel de 1931, por exemplo, mostrou que a formalizagdo ndo pode ser considerada uma técnica
por meio da qual se pode provar que a matematica € livre de contradic&o.
® Por seus trabalhos na geometria hiperbélica, em que desenvolveu os modelos do disco e do semiplano.
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pensada como um jogo de férmulas, entdo ndo héa por que buscar significado no trabalho do
matematico”.

Além dos platonistas e dos formalistas, dentre os principais grupos de discussdes sobre
os fundamentos da matematica em relacéo a sua natureza e a sua relacdo com a realidade, temos
ainda os construtivistas.

Davis e Hersh (1985) afirmam que:

Os formalistas e platonistas estdo em extremos opostos do problema da existéncia e
da realidade; mas ndo discutem sobre que principios de raciocinio deveriam ser
admissiveis na pratica matematica. Opostos a ambos estdo os construtivistas. Os
construtivistas consideram matematica genuina somente o que pode ser obtido por
uma construgdo finita. O conjunto dos ndmeros reais, ou qualquer outro conjunto
infinito, ndo pode ser obtido desta maneira. Consequentemente, 0 construtivista
considera a hipétese de Cantor palavras sem sentido. Qualquer resposta seria pura
perda de tempo. (DAVIS; HERSH, 1985, p. 361).

Nesse dogma-padrdo, seus defensores se distanciam da discussdo se a matematica é
inventada ou descoberta para se concentrarem apenas na propria matematica
independentemente de sua relacdo intrinseca com a natureza. Nessa corrente, teoremas
considerados muito bem demonstrados na matematica tradicional sdo tidos como falsos na
matematica dos construtivistas. 1sso foge do interesse do nosso trabalho.

O platonismo, o formalismo e o construtivismo sdo dogmas-padrdo que apresentam
ideias distintas sobre o0 que é a Matematica. Existem entre eles divergéncias em varios pontos.
Mas existir divergéncias ndo significa que um exclui o outro. Na realidade do ensino de
matematica todos eles trazem pontos positivos a serem aproveitados em favor de um ensino

significativo.

2.2 A Transposi¢do didatica na Educacdo Matematica

Nessa secdo apresentaremos algumas consideragdes sobre a transposi¢édo didatica, pois
vemos esse conceito como fundamental para que entendamos a influéncia dos dogmas-padréo
no modo de ensinar dos professores de matematica. Fiorentini (1995) nos apresenta uma

excelente explicacdo para essa relacao:

Esse nao é um ponto de vista particular nosso. Ele é defendido por varios educadores
matematicos como, por exemplo, ERNEST (1991), PONTE (1992), THOMPSON
(1984), STEINER (1987) e ZUNIGA (1987), os quais sustentam que a forma como
vemos/entendemos a Matematica tem fortes implicagdes no modo como entendemos
e praticamos o ensino da Matematica e vice-versa. (FIORENTINI, 1995, p. 4)



23

Os grupos de discussdo sobre os fundamentos da matematica baseiam-se no trabalho do
matematico, debatem o conhecimento na esfera da matematica cientifica. Porém, esse
conhecimento precisa chegar até a escola para ser ensinado, e € nesse momento que a
transposicdo didatica se faz necessaria. Nas palavras de Chevallard (1991 apud MOREIRA;

DAVID, 2010),

[...] um contetdo de saber que é designado como saber a ensinar sofre, a partir de
entdo, um conjunto de transformacdes adaptativas que vao torna-lo apto a ocupar um
lugar entre os objetos de ensino. O “trabalho” que transforma um saber a ensinar em
um objeto de ensino é denominado transposicdo didatica. (CHEVALLARD, 1991, p.
45 apud MOREIRA; DAVID, 2010, p. 17-18)

Para melhor entendimento da transposicdo didatica, Chevallard (2013) faz algumas
considerac¢des. “Ha de fato uma grande diferenca entre as ciéncias naturais e as ciéncias da
cultura, a que a didatica da matematica pertence” (CHEVALLARD, 2013, p. 3). Ou seja, as
ciéncias da cultura fazem parte de sistemas que envolvem seres humanos de maneira intrinseca,
0 Mesmo Nndo acontece com as ciéncias naturais, pois tem a ver com a comunicacao entre 0s
seres humanos. Dentro desse contexto, a transposicéo didatica demonstra ter uma relacao direta
com a linguagem, pois ela realiza o trabalho de adaptacdo da linguagem para outras
necessidades de comunicacao.

Outra consideragdao importante diz respeito a relagdo didatica, que para ele “une trés e
ndo dois “objetos” a saber: 0 professor, o ensino e, por Gltimo, mas ndo menos importante, 0
conhecimento ensinado” (CHEVALLARD, 2013, p. 6). A unido desses trés “objetos” define
uma situagdo social em que, segundo o autor: “Nenhum contrato pode ser celebrado com a
sociedade a este respeito a menos que cada um dos trés termos envolvidos - quem ensina o qué
a quem? — sejam definidos. Ndo menos importante que os dois outros termos, o conhecimento
deve ser declarado antecipadamente. Estar declarado é parte de poder ensina-lo”
(CHEVALLARD, 2013, p. 12). O autor reforca essa declaragdo quando afirma que:

O conhecimento deve ser dado como certo, ndo deve ser questionado e, por falar nisso,
ndo deve sequer ser mencionado, porque é altamente questionavel. Esta é também,
permita-me observar, a razdo pela qual a teoria da transposicdo didatica, por vezes,
tem sido atacada. Esta teoria revela precisamente o que, para o0 bem da causa, deve
permanecer oculto: o ensino fundamenta-se em um contrato com a sociedade e na
violagdo deste contrato. A escola é uma utopia malfadada no coracdo da sociedade.
[...] A quebra do contrato didatico que tem sido central para o ensino em sua relagao
com a sociedade continua a ser a forca motriz fundamental na sala de aula.
(CHEVALLARD, 2013, p. 13)
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Também considera que a matematica escolar, por exemplo, tem essencialmente
evoluido da matematica dos matematicos. “De modo mais geral, os corpos de conhecimentos
ensinados sdo derivados de corpos de conhecimentos académicos que Ihes séo correspondentes”
(CHEVALLARD, 2013, p. 11). O conhecimento académico é a fonte do conhecimento escolar,
porém sofrera a acdo de um conjunto de transformacdes adaptativas para estar pronto para ser
ensinado na escola bésica. Aqui percebemos que esse conjunto de transformagfes adaptativas
sera tanto maior, quanto menor for o nivel de escolaridade.

Como nossa pesquisa trata de matematica de nivel superior para um curso de engenharia,
perceberemos um conjunto de transformacGes adaptativas bem menor, do que aqueles
necessarios para a matematica da escola basica. E mais reduzido seria esse conjunto, caso o
nosso curso em estudo fosse um bacharelado em Matematica. A seguir, Moreira e David (2010)

apresentam uma justificativa que reforca essa ideia:

[...] a pratica do professor de Matematica da escola basica desenvolve-se num
contexto educativo, 0 que coloca a necessidade de uma visdo fundamentalmente
diferente. Nesse contexto, definicbes mais descritivas, formas alternativas (mais
acessiveis ao aluno em cada um dos estagios escolares) para demonstracdes,
argumentacBes ou apresentacdo de conceitos e resultados [...] para a Matemaética
Escolar, ndo faz nem sentido argumentar: qualquer tipo de argumentacéo teria que
pressupor a aceitacdo, sem provas, de afirmag¢fes mais complexas e menos evidentes
do que a propria tese a ser provada. No entanto, para a Matematica Académica, a
demonstragdo faz sentido: entre outros objetivos possiveis, ela explicita para o futuro
matematico em processo de formagdo essa espécie de "suspensdo de certeza" a que
devem ser submetidos todos os enunciados — até um como esse, impensavel de se
colocar em divida dentro da cultura escolar — para que se processe rigorosamente esse
tipo de organizagdo légica da Matematica Cientifica, que é aaxiomatica. (MOREIRA,;
DAVID, 2010, p. 21, 24)

2.3 Os dogmas e o0 ensino da Matematica

Antes de analisarmos a relacao entre o platonismo e o ensino de matematica precisamos
ter clareza sobre a diferenca entre os objetos matematicos como entidades imateriais obtidas
por abstracdo, e os objetos matematicos acessiveis aos sentidos humanos, ou seja, uma coisa é
um circulo perfeito no mundo ideal no pensamento humano e outra é uma representacdo desse
mesmo circulo no mundo sensivel, que nada mais é do que uma imagem desse circulo perfeito
no mundo fisico. Essa observagdo nos remete ao trabalho dos engenheiros que vivem
constantemente produzindo aproximagdes dos objetos matematicos do mundo ideal em nosso
mundo natural. Para eles, os matematicos lidam com o dominio absoluto desses objetos
matematicos, enquanto eles lidam com o dominio da aproximacg&o. Para os engenheiros, eles

ndo sdo pagos para fazerem as coisas de forma correta, mas para fazerem as coisas de forma
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suficientemente corretas. A cada dia percebemos isso ao nosso redor, pois vemos muitas coisas
funcionando na engenharia, obtidas por calculos aproximados, muitas vezes resultados de
calculos simplificados. Tudo em prol da aplicabilidade.

Bkouche, Charlot e Rouche (1991) afirmam que:

Essa ideia de que fazer matematica é FAZER, ndo é o conceito dominante no mundo
escolar de hoje. A concepcdo mais comum postula que a matematica ndo precisa ser
produzida, mas descoberta. Os seres matematicos ja existem em algum lugar no céu
das Ideias. Consequentemente, o papel do matematico ndo é cria-los, inventéa-los, mas
descobri-los, revelar verdades matematicas que ja existiam, mas ainda ndo eram
conhecidas. As verdades matematicas s6 podem ser declaradas através do trabalho do
matematico, mas elas sdo o que sdo, dadas desde a eternidade, independentemente
deste trabalho. O ensino classico da matemaética é baseado em uma epistemologia e
ontologia platdnicas, reforcadas pela reforma da matemética moderna: as ideias

matematicas tém uma realidade em si mesmas. (BKOUCHE; CHARLOT;
ROUCHE, 1991, p. 175).

Devido ao historico da formacéo de professores no Brasil, em décadas passadas, & muito
comum vermos em nossas escolas esse tipo de pratica no ensino classico da matematica na
educacdo brasileira. O que nos leva a considerar que o platonismo estd impregnado nas
concepcdes de ensino da matematica em nossos educadores. A defesa de que o aprendiz deve
construir seus proprios conceitos vai motivada pelo objetivo de realizar descobertas durante sua
aprendizagem. Mas ndo podemos deixar de considerar que a afirmacdo “s6 se aprende
matematica fazendo (praticando)” também ¢ bastante comum entre os professores de
matematica em nosso pais. Nessa concep¢do platonista a verdade matematica ja esta
estabelecida tanto no mundo das ideias, quanto no mundo fisico, bastando ser descoberta. Para
alcancar essa descoberta, a qual ja foi experimentada pelo professor, o aluno sera orientado por
ele pelos caminhos que ele ja trilhou em busca dessa verdade.

Essa caminhada em busca da revelacdo da verdade matematica acaba sendo associada a
ideia de iluminagdo, mentes iluminadas capazes de compreender a abstragdo matematica, onde
os alunos’ que compreendem sdo considerados inteligentes, brilhantes, iluminados e os que ndo
alcancam a compreensdo sdo considerados incapazes, cegos. A partir da ideia de se falar em
aprendiz iluminado ou ndo para o aprendizado da matematica, somos remetidos as questdes
interpretativas de que o aluno s6 aprende matematica se tiver dom para compreender conceitos
abstratos ou se tiver um capital cultural necessario para lidar com a linguagem abstrata da

matematica.

7 Segundo alguns educadores, o termo “aluno” refere-se a alguém sem luz.
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Essas duas interpretacOes apresentam uma premissa comum, que segundo Bkouche,
Charlot ¢ Rouche (1991, p.176) sdo: “Os conceitos, 0 conhecimento e as culturas sdo
concebidos como dados, transmitidos aos herdeiros na forma de doagdo natural ou capital

sociocultural”. Os autores se opdem a essas interpretagdes, pois, segundo eles:

A atividade matematica ndo é olhar e desvelar, mas criar, produzir, fabricar. Os
conceitos matematicos ndo sdo um bem cultural transmitido hereditariamente como
um presente ou socialmente como capital, mas o resultado de uma obra de
pensamento, a dos matematicos ao longo da historia, a da crianca através de seu

aprendizado. (BKOUCHE; CHARLOT,; ROUCHE, 1991, p. 176).

E para quem fala em democratizacao do ensino da matematica, ndo ha sentido imaginar
gue somente uma minoria privilegiada é capaz de aprender matematica, seja essa minoria
advinda de grupos favorecidos por biogenética ou capital cultural. E, também, ndo ha sentido
em imaginar uma matematica num mundo intangivel, pois, para nés, qualquer aluno é capaz de
aprendé-la, bastando apenas aprender e cumprir suas regras. Claro que, para isto, o aprendiz
precisa desejar. Defendemos a posicdo de que, em hipdtese alguma, algum aluno seja incapaz
de aprender matematica.

Sobre 0 dogma-padrédo formalista e 0 ensino da matematica, iniciamos destacando uma
certa confusdo que ocorre quando interpretamos de forma equivocada o trabalho do matematico
e, ainda por cima, trazemos a sala de aula esse entendimento para aplicarmos em nosso trabalho
como professor. O que, de fato, é utilizado por muitos professores de matematica, em sala de
aula, sdo os resultados da atividade do matemaético: definicGes, axiomas, teoremas e
demonstracdes. Os professores acabam supervalorizando a forma como os resultados, do
trabalho dos matematicos, sdo apresentados e acabam gerando um grande conflito, pois,
segundo Bkouche, Charlot e Rouche (1991),

ndo ¢é a forma que da sentido aos resultados, pois sé é determinada a posteriori quando
os resultados foram adquiridos por outras formas, muito mais instaveis: nenhum
matematico jamais inventou nada por meio de uma rigorosa demonstragdo respeitando
as regras canonicas [...]. Consequentemente, a virtude matematica essencial se torna
rigor e, em particular, o rigor da linguagem, ja que, quando excluimos a atividade
matematica, é o Unico suporte do conceito matematico. Além disso, o professor exige
do aluno, imediatamente, desde seus primeiros passos, rigor de pensamento e
linguagem, esquecendo que no préprio matematico esse rigor s6 ocorre no final, no
final de um longo processo de aproximacgdes e retificages. O conhecimento
matematico aparece entdo ao aluno ndo como um sistema de conceitos que permite
resolver conjuntos de problemas, mas como um grande discurso codificado,

normalizado, simbélico e "abstrato”. (BKOUCHE; CHARLOT; ROUCHE,
1991, p. 178).
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Essa confusdo conceitual é t&o séria, que a adogdo desse formalismo pelos professores
causa fortissimo fracasso escolar, fazendo com que os alunos percam o interesse pelo estudo da
matematica com extrema facilidade, alegando em sua maioria, ser essa disciplina extremamente
abstrata e criando-se um mito popular de que somente pessoas mentalmente privilegiadas
possam aprender matematica. Para tentar resolver esse problema, os educadores criam etapas
intermediérias para que os “mentalmente menos favorecidos” no campo da abstracdo atinjam
essa capacidade em relacdo aos conceitos matematicos. A ideia € que passo a passo eles sejam
colocados em pé¢ de igualdade em relagao aos ditos “superdotados” em relagdo ao aprendizado
da matematica. Para isso criam situacdes pedagdgicas que julgam concretas, mas que no fundo
exploraram um conceito abstrato, causando uma confuséo entre atividade intelectual e fisica do
aluno, quando ele trabalha com materiais manipulaveis.

Loureiro e Kluber (2015) inferem sobre a concepcéo/caracteristica do formalismo que

reescreve a matematica por meio de demonstracGes rigorosas em um sistema formal que

para alguns professores (sujeitos) tém-se um bom académico, (seja de um curso de
Licenciatura seja de Bacharelado), quando este sabe demonstrar com primazia,
independendo se o aluno estabelece relagdes de sentido no que se demonstra, se 0
aluno de fato compreende o que esta fazendo. [...] No entanto essa amarra imposta
tolhe a capacidade intelectual do aluno de argumentar, de levantar hipéteses, de
aprender com os proprios erros de admitir outras formas de expressdo da Matematica.
A transposicao imediata deste principio para o ensino mutila, tanto a compreenséo do
objeto matematico, como do sujeito do conhecimento. (LOUREIRO; KLUBER, 2015,

p. 11).

Esse dogma-padrdo formalista tem uma influéncia muito forte em aulas de muitos
professores de matematica, pois penetrou o ensino de matematica a partir dos seus alicerces,
sendo responsével pelo surgimento da Matematica Moderna. Em minha prética docente, tenho
visto muitos colegas professores de matematica comecar suas aulas, demonstrando essa forte
influéncia, pois como afirmam Davis e Hersh (1985, p. 383), “do ponto de vista formalista, ndo
comecamos a fazer realmente matematica antes de enunciar algumas hipdteses e comegar uma
demonstragdo”. Isso diz muito em rela¢do a muita pratica docente no ensino da matematica. E
essa influéncia é tdo forte que para um formalista, geometria descritiva ndo é matematica,
somente a dedutiva. Usar figuras, diagramas e até mesmo imagens mentais ndo deveriam ser
concebiveis em uma sala de aula de matematica.

Como o platonismo defende a ideia de a matematica pertencer a um mundo ideal
independente do mundo real em que vivemos, entdo o ensino baseado nesse dogma busca o
entendimento dos conceitos matematicos no universo desse mundo superior, conforme afirma
Manacorda (1989 apud MIGUEL, 1995):



28

De acordo com a doutrina platdnica, ensinavam-se e estudavam-se as disciplinas
matematicas ndo por seus valores intrinsecos ou utilitarios, mas como meios de
elevacdo espiritual no sentido de conhecimento da natureza da verdade absoluta, a fim
de se atingir a disciplina suprema (MANACORDA, 1989, p. 57 apud MIGUEL, 1995,
p. 34).

Seguindo a ideia de elevagdo espiritual, a geometria de Euclides da continuidade ao
ideério platénico, mas com uma caracteristica propria que é a busca da disciplina do espirito
por meio do desenvolvimento de um rigor de raciocinio, conforme afirma Blanché (1987, p. 10
apud MIGUEL, 1995, p. 34) que “entre os gregos, quando se ensina geometria as crian¢as nao
é tanto para ensinar verdades, mas antes para lhes disciplinar o espirito, pois a pratica da
geometria criaria e desenvolveria o habito do raciocinio rigoroso”. E é exatamente por meio da
geometria euclidiana que se inicia um processo embrionario de formalismo que ira fazer a ponte
entre o platonismo e o formalismo moderno, conforme podemos perceber nas palavras de
Miguel (1995):

E, portanto, com a concepcéo platonica da finalidade atribuida & educagio mateméatica
que aparece, pela primeira vez na historia dessa area de conhecimento, um primeiro
modo de ruptura entre forma e contetido matematico, sendo a énfase posta no primeiro
elemento desse par tensional. A énfase na forma, no sentido de énfase no método
aristotélico-euclidiano de se reproduzir o conteido matematico ja produzido de outra
forma, foi a razdo do aparecimento histérico do primeiro tipo de formalismo em
Educacdo Matemética (MIGUEL, 1995, p. 34-35).

E essa relagdo continua presente em aulas de matematica atualmente, nas quais em
varias oportunidades podemos presenciar 0s dogmas-padrao plantonista e formalista presentes
na atuacao dos educadores matematicos.

Quando no final do século passado foram lancados os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1998), deu-se inicio a uma verdadeira corrida pela aplicabilidade
dos contetdos a serem estudados no ensino basico. Paralelamente surge o Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), que com sua proposta interdisciplinar, busca sintonia com os PCNSs.

Em pouco tempo, testemunhamos o desaparecimento de alguns contetidos matematicos®
do Ensino Médio nas provas do ENEM e, com isso, muitas instituicdes de ensino basico
deixaram de cobrar em seus curriculos os conteudos que ndo estavam sendo exigidos nas provas

do ENEM, pois eram considerados assuntos sem aplicabilidade para o dia a dia dos alunos. Essa

8 N&o estdo presentes na Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias no ENEM os seguintes objetos
de conhecimento: fragdes geratrizes de dizimas periddicas, funcdo composta, funcdo inversa, funcdo modular,
determinantes, regra de trés composta, lei dos cossenos, equacdes algébricas de grau superior a 2, triangulo de
Pascal e desenvolvimento de binémios de Newton.
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nova visdo comeca a causar alguns problemas no ensino da matematica, pois seus fundamentos
comegam a sofrer um certo abandono. E esse abandono estd cobrando um alto prego nos dias
de hoje, pois muitos alunos aprovados no ENEM ndo estdo conseguindo acompanhar seus
respectivos cursos superiores. Vemos, nesse problema, causas que tem relacdo com o que
afirma Silveira et al. (2014) no contexto da supervalorizacdo da aplicabilidade da matematica

para o ensino basico. Para os autores:

As proposi¢fes matematicas como teoremas, corolarios, assim como outra qualquer,
sdo criadas com base na ldgica e satisfazem necessidades teoricas intrinsecas a
matematica. Portanto, ndo descrevem objetos ideais pertencentes a um reino
platbnico, tampouco surgem de experiéncias do mundo real. As proposi¢des
matematicas exercem uma funcdo normativa, sdo inven¢des humana e ndo descoberta.
Nesse sentido, sdo de natureza convencional. (SILVEIRA et al, 2014, p. 155-156).

Segundo Hersh (1985, p. 361), “K. Gddel e P. J. Cohen mostraram que, baseando-se nos
axiomas da teoria formal dos conjuntos, a hipotese do continuo ndo pode nem ser demonstrada
(Godel, 1937) nem negada (Cohen, 1964)”. Portanto, esses dois trabalhos ndo garantem que o
formalismo possa nos apresentar uma matematica sem contradi¢Ges, a partir dessa premissa
podemos considerar sensatas as palavras de Hersh (1985 apud MENEGHETTI; TREVISANI,
2013) quando

sugere que se deve considerar o conhecimento da matematica como ele realmente é,
ou seja, falivel, corrigivel, experimental e envolvente; tal como qualquer outro
conhecimento humano. Ao invés de olharmos para fundamenta¢des vas ou nos
sentirmos desorientados e ndo legitimados por uma fundamentagdo, devemos buscar
olhar a matemética como ela realmente é. Isso implica em refletirmos sobre o que
fazemos quando ensinamos, usamos, inventamos ou descobrimos matematica, seja
pelo estudo da historia, pela introspec¢do ou pela observacdo (imparcial) de noés
mesmos. (HERSH, 1985 apud MENEGHETTI; TREVISANI, 2013, p. 154).

Essas palavras, principalmente em relagéo ao ensino, servem também para os defensores
do dogma-padrdo platonista, pois se ensinamos, usamos, inventamos ou descobrirmos
matematica, entdo nenhuma defesa exclusiva de um desses dogmas daria conta da esséncia
completa da matematica.

Acrescento, ainda, a observacao da realidade que nos cerca para que possamos sentir e
decidir que entendimento da matematica é o mais adequado para aplicarmos em nossas salas de
aula, ndo esquecendo que em um mesmo curso poderemos estar utilizando as ideias defendidas
pelos trés dogmas-padrdo de acordo com a necessidade que teremos de fazer nosso aluno

alcangar o entendimento do assunto estudado.
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Como ja vimos, um engenheiro ndo usa de todo o rigor matematico para desenvolver
seus projetos, trabalha com aproximagdes matematicas. Entdo, qual € o sentido de cobrar deles,
em nossas aulas de calculo, todas as demonstragcdes dos teoremas apresentados ao longo da
disciplina? Em contraposicdo, qual é o sentido de ndo cobrar dos alunos de um curso de
bacharelado em matemaética as demonstracdes dos teoremas estudados em suas disciplinas?

Para tentar responder a essas questoes, devemos considerar a escolha da linguagem que
o professor ira utilizar para trabalhar suas disciplinas como importantissima para o sucesso dos
alunos na disciplina. No minimo teremos que decidir se lancaremos mao de uma linguagem
formal, uma linguagem mais natural ou se sera necessario fazer uso de ambas, dependendo da
situacdo. O importante é percebermos que independente da influéncia do dogma-padréo, que
estd sendo refletido no trabalho do professor em sala de aula, teremos sempre que buscar
elementos no jogo de linguagem que favorecam a aprendizagem dos alunos nos conceitos
fundamentais para o ensino de qualquer parte da matematica, ou seja, devemos apresentar
elementos no jogo que sera jogado que facam a diferenca no entendimento desses conceitos
pelos alunos. N&o s6 apresentar as regras, mas, também, treinar nossos alunos em relacao ao
uso adequado dessas regras.

Segundo Silveira et al. (2014), “Wittgenstein (2003) afirma que as proposi¢oes
matematicas ndo sdo empiricas, elas sdo normativas porque seguem regras, porém, o uso dessas
proposicOes pode ser normativo ou empirico”. Portanto, em nosso ponto de vista, ndo adianta
ficar criando discussdes infindaveis sobre qual dogma-padrdo melhor se aplica ao ensino da
matematica, mas usarmos de maneira propicia o que eles tém de adequado para aquele assunto
da matematica que estara sendo ensinado naquele momento, sem jamais esquecermos que antes
de qualquer escolha devera sempre ser apresentado os conceitos fundamentais para o
entendimento por parte dos alunos do que sera estudado, ou seja, apresentar com clareza as

regras (normas) do jogo de linguagem que sera utilizado.

E certo que as ferramentas matematicas nos ajudam a lidar com a realidade concreta.
Seu uso reiterado no dia a dia e sua importancia como linguagem das Ciéncias, em
todas as areas, sao indiscutiveis. Mas ha algo na Matematica que escapa a qualquer
sentido pratico/utilitario, que expressa relagGes, as vezes surpreendentes, e nos ajuda
a construir significado do mundo da experiéncia, no mesmo sentido em que um poema
o faz. Um poema nunca se deixa traduzir em termos de utilidade pratica. [...] Para
enfrentar as dificuldades com o ensino da matemaética, mais do que despertar o
interesse pelas suas aplicacGes préticas, € fundamental desvelar sua beleza intrinseca.
(MACHADO, 2012, p. 13 apud SILVEIRA et al, 2014, p. 153).

De certa forma, os PCN com foco em aplicagOes imediatas no dia a dia dos estudantes

fez com que os conceitos fundamentais ficassem em segundo plano e outros conceitos nem
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sequer ficaram em segundo plano, foram simplesmente abandonados®. Essa reducdo de
contetidos acabou prejudicando o aprendizado dos alunos que entraram em cursos superiores
na area de exatas, pois 0s conteddos com aplica¢Ges ndo imediatas no ensino basico fariam falta
para o estudo de conceitos avancados no ensino superior. Defendemos a posicdo de que por
ocasido da elaboracdo dos PCN, acabou passando despercebido que muitos desses alunos do
ensino basico seguiriam carreiras na area de exatas e que 0s mesmos necessitariam de todos 0s
conteudos, tantos os de aplicagdes imediatas no nivel basico, quanto aqueles conteddos que
seriam fundamentais para aplicacbes em nivel superior, como, por exemplo, nimeros
complexos para a Engenharia Elétrica, fungbes compostas para o ensino do Calculo em diversos
cursos, dentre outras aplicagoes.

Toda essa discussdo sobre dogmas-padrdo aumenta nossa conviccao de que nenhum
deles se sobressaira em relacdo aos outros. NOs temos posicGes divergentes, mas essas
divergéncias ndo estdo amparadas em demonstracdes empiricas, sao pessoas de notorio saber,
sd0 pessoas autorizadas a discutir isso, mas o professor de matematica que tem contato com
essas discussoes, talvez faca escolha por uma interpretacdo A ou uma interpretacdo B, olhando
para a sua realidade, e que poderad prejudicar o seu trabalho, pois ele acaba criando uma
narrativa tedrica que defende uma posicdo no ensino da matematica, que talvez ele tenha
dificuldade de se enxergar ali. Por isso, nossa perspectiva de tese é a de ampliar a possibilidade
de o professor avaliar o que estd em jogo por demonstracbes empiricas. A intencdo é que o
professor consiga perceber nesse trabalho a importancia dos jogos de linguagem, mais
precisamente, a importancia de elementos desses jogos de linguagem, que favoreceriam o
transito em qualquer desses dogmas. Pois acreditamos que em cada uma dessas correntes da
filosofia da matematica estd refletido um trabalho docente que utiliza uma linguagem
compativel com cada uma delas. O que desejamos é extrair dessas correntes 0s pontos positivos
para o ensino dos conceitos matematicos em um contexto de valorizacéo de elementos de cada
jogo de linguagem utilizado.

Para expandir o nosso entendimento, na sequéncia do trabalho iremos detalhar o

conceito de jogos de linguagem de Ludwig Wittgenstein, base tedrica do nosso estudo.

® Conforme ja descrito na nota de rodapé 6.
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3JOGOS DE LINGUAGEM

Immanuel Kant é sem divida um dos mais expressivos nomes da filosofia ocidental e
sua obra “Critica da Razao Pura” ¢ considerada uma das mais importantes obras na historia da
filosofia. Mas até mesmo esse génio da humanidade em sua busca pela raiz comum entre
sensibilidade e entendimento sofre uma critica em relagdo ao seu trabalho. Se tivesse se
perguntado “Como a capacidade de pensar ¢ possivel?”, Kant teria notado que “a faculdade de
pensar repousa sobre a linguagem” (HAMANN, 1992, p. 144).

N&o é dificil percebermos que ao tentarmos refletir sobre algo, imediatamente e
simultaneamente, a linguagem se apresenta a nds, por meio da palavra. Portanto, a linguagem
tem papel fundamental em todas as atividades do ser humano e, consequentemente, em
atividades relacionadas ao processo de ensino e de aprendizagem da matematica. Como a
comunicacdo é uma das funcGes da linguagem, entdo a ligacdo entre elas se faz presente. O ser
humano carece de comunicacéo.

A base tedrica desse estudo sdo os jogos de linguagem de Ludwig Wittgenstein, conceito
apresentado em sua obra “Investigagdes Filosoficas”. O proprio Wittgenstein ndo define jogos
de linguagem, pois, se assim o fizesse, estaria concordando com os conceitos de linguagem que
defende que cada palavra esta diretamente ligada a um objeto, visdo filoséfica que o segundo
Wittgenstein abandona em sua nova fase e que critica nos conceitos agostinianos sobre a
linguagem.

Wittgenstein, ao propor em sua filosofia da linguagem que néo deve haver defini¢bes
acabadas e rigidas, estd se referindo ao projeto pessoal de Russell sobre o fundamento do
significado estar na ldgica cléssica, e nao sobre as defini¢ces existentes na matematica. Ao
criticar sua propria filosofia do Tractatus, quando fala sobre linguagem, jogos de linguagem,
Wittgenstein esta propondo a oportunidade de se falar sobre alguma coisa em determinadas
condigdes.

No “Investigagdes filosoficas”, Wittgenstein traz, ao invés de um estudo da linguagem,
um entendimento sobre linguagens, sobre 0s modos como s&o usadas, sobre como ocorrem 0s
jogos de linguagem: a atencdo deve estar na utilizacdo que se deve dar a essas linguagens.
Diversas séo as formas de se utilizar palavras, termos, linguagens em geral e, a essas formas de
utilizacdo, Wittgenstein da o nome de jogos de linguagem.

Nesse estudo defenderemos a importancia do uso do conceito de jogos de linguagem

como forma de apresentar 0s conceitos matematicos a serem ensinados aos alunos, tentando



33

tirar do professor a obrigagdo de seguir regras rigidas de apresentagdo dos contetdos que devem
ensinar.

Ou seja, desejamos usar o potencial didatico dos jogos de linguagem para buscarmos
alternativas de compreensdo dos conceitos matematicos que pretendermos ensinar. Nosso
problema ndo é uma interpretacdo do ensino de matematica a luz dos jogos de linguagem, e sim
como demonstrar a influéncia exercida pelo professor na maneira como o aluno resolve
exercicios. Dessa forma, desejamos mostrar que a presenca ou auséncia de determinados
elementos em jogos de linguagem, podem fazer diferenca para o entendimento de um conceito
pelo aluno. Na literatura ndo ha evidéncia empirica do potencial desses elementos. Na literatura
encontramos inimeros trabalhos em que o conceito criado por Wittgenstein pode ser aplicado
em diversos contextos.

Diversos sdo os trabalhos gque tratam da relacdo entre jogos de linguagem e a propria
linguagem matemaética como, por exemplo, Meira e Silveira (2019) que exploraram a tradugédo
da linguagem matematica para a linguagem natural como um jogo de linguagem que se jogado
de forma equivocada, ou seja, se forem cometidos erros nessa traducao havera prejuizos para a
aprendizagem do aluno. Segundo as autoras, “durante o processo de traducdo da linguagem
matematica, geralmente iniciado pelo professor, deve ser atribuido sentido ao que esta sendo
ensinado” (MEIRA; SILVEIRA, 2019, p. 79).

Silva (2019) discutiu o ensino da matemética na alfabetizacdo a partir de uma
perspectiva linguistica. Para o autor, essa discussdo se justifica por entender que a linguagem
desempenha um papel fundamental na constituicdo dos conceitos matematicos, possibilitando,
assim, tornar o ensino dessa disciplina significativo. Para isso, ele recorreu ao conceito de jogos
de linguagem, de Ludwig Wittgenstein, como condi¢cdo de sentido para os enunciados
linguisticos, tanto da linguagem natural quanto da linguagem matematica, fixando o significado
dentro da prépria linguagem sem necessidade de recorrer a entidades externas.

Segundo Silveira (2017), é por meio do uso da linguagem que os alunos podem
compreender o seu significado. Para isso, o dialogo entre professor e aluno torna-se
imprescindivel para que as palavras pronunciadas em sala de aula tenham sentido para ambos.
E no uso dos simbolos matematicos que surge a possibilidade de compreensdo. Atividades de
ensino que possam propor a participacdo do aluno, de forma tal, que ele seja instigado a expor
aquilo que interpretou das palavras do professor. O professor ao dar voz as dificuldades dos
seus alunos pode recuperar as palavras mal interpretadas e usar outras na tentativa de que o

sentido seja encontrado.
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Fundamentados na obra Investigacdes Filosoficas de Ludwig Wittgenstein, Taschetto e
Duarte (2015) colocaram sob suspeita uma ideia bastante difundida entre aqueles que se
ocupam do ensino da matematica de que a realidade possibilitaria dar significado aos conteidos
trabalhados em sala de aula, especificamente, os conteudos matematicos. A importancia de
significar os conceitos escolares a partir de sua aparicao na realidade teria um duplo efeito: por
um lado, tornaria a escola atraente e, por outro, despertaria o interesse do aluno pela
aprendizagem da matematica escolar. Os autores problematizaram a possibilidade de tal
empreendimento, argumentando que os jogos de linguagem da matematica escolar e aqueles
que constituem as praticas sociais, apesar de guardarem semelhancas de familia entre si, sdo
distintos e a passagem de um jogo de linguagem pertencente a uma forma de vida para a outra,
ndo garantiria a permanéncia do significado, mas, sugere sua transformacao.

Fredrich e Lara (2019) apontaram que nos jogos de linguagem utilizados pelas
professoras®, foi possivel identificar categorias diferentes que indicam, por um lado, uma troca
de terminologia que vise a facilitacdo da aprendizagem da Matematica, porém que podem
possibilitar nos anos seguintes uma dificuldade no entendimento do uso desses termos na
Matematica Escolar. Ainda, segundo as autoras, por outro lado, evidenciou-se a falta de
preparacdo de algumas professoras que acabam utilizando de modo equivocado e incorreto
alguns termos matematicos. Elas concluiram que embora os estudos de Wittgenstein, apontem
para a importancia de jogos de linguagem que facam parte das formas de uso de um termo ou
conceito, isso ndo significa que esse jogo tenha que fazer sentido apenas nesse uso. Ou seja, 0
professor ndo pode criar termos ou utilizar termos para suas aulas na Educacdo Infantil que
guando usados em outro contexto ndo fagcam sentido.

Silveira (2017) apostou no conhecimento via linguagem, em que o sujeito constroi
conceitos no uso das palavras, em meio a jogos de linguagem com seus colegas e com 0
professor. Nesse estudo, a autora analisou alguns problemas encontrados no ensino e na
aprendizagem da matematica na educagdo basica que concernem ao uso de palavras com
sentido. Para ela, os problemas de ordem linguistica podem ser resolvidos por meio de jogos de
linguagem entre professor e alunos, como também entre os proprios alunos.

Segundo Lacerda e Silveira (2013), a interpretacdo da linguagem matematica depende
de jogos de linguagem que ocorrem durante a traducao do texto matematico para as linguagens

dos alunos, bem como permite o reconhecimento das regras matematicas implicitas no texto.

10 Essa pesquisa foi realizada com 15 professoras que lecionam em uma escola municipal de Educacéo Infantil da
Regido Metropolitana de Porto Alegre.
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Costa, Moraes e Silveira (2016) propuseram em seu trabalho fazer um levantamento
acerca dos problemas de traducdo relativos as propriedades de limite de fungdo e verificaram
que os problemas analisados podem ser minimizados se a linguagem tiver o tratamento
adequado nas aulas de matematica, em qualquer nivel de ensino.

Um dos pontos defendidos por Moraes (2019), em sua tese de doutoramento, é de que
0s jogos de linguagem matematicos utilizados na Educacdo em Engenharia Civil tém como
caracteristica comum o uso do simbolismo matematico, sendo esse simbolismo 0 que torna
possivel expressa-los formalmente, com as regras que lhe déo sustentacéo.

Outras pesquisas trataram da relacdo entre jogos de linguagem e ensino de matematica
baseado na modelagem matematica como, por exemplo, o estudo realizado por Veronez e
Soares (2018). Os autores inferiram que no encaminhamento de uma atividade de modelagem
matematica, professores e alunos se encontram imersos no jogo de linguagem da linguagem
matematica, mas se utilizam de expressdes da linguagem natural para comunicar as ideias
matematicas. Segundo eles, tais expressdes, nos jogos de linguagem em que sdo enunciadas,
ganham significado, pois de um modo ou de outro carregam semelhancas de familia.

Carvalho e Silveira (2019) buscaram evidenciar e analisar as contribuicdes da filosofia
da linguagem de Wittgenstein em atividades de Modelagem Matematica desenvolvida com um
grupo de alunos da disciplina de Pré-Célculo no Curso de Engenharia Elétrica no IFMA —
Campus Imperatriz. Utilizaram uma abordagem qualitativa buscando compreensfes das
atitudes dos alunos ao estabelecerem jogos de linguagem na tentativa de buscar significaces
as tarefas. Os autores concluiram que tais jogos estdo presentes em todas as etapas do
desenvolvimento de Modelagem Matematica, que a resolucdo de problemas surge a partir do
contexto vivenciado pelos alunos e que séo regidas por regras estabelecidas previamente.

Sousa e Almeida (2019) dirigiram a atencdo para os diferentes jogos de linguagem
associados ao desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica e os significados
constituidos pelos alunos no interior destes jogos de linguagem em relacdo a equacdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem. Para as autoras, os resultados indicaram que a
constituicao de significado no interior de atividades de modelagem esté associada a apropriacdo
linguistica dos alunos relativa as regras e técnicas que estdo configuradas em jogos de
linguagem especificos identificados nas atividades de Modelagem Matematica.

Souza e Barbosa (2019) analisaram a aprendizagem matematica que se constitui na
modelagem matematica em sala de aula, entendendo modelagem matematico como organizagdo
de situacOes empiricas. Os autores analisaram essa tematica a partir da compreensdo de

matematica como sistema normativo regido por regras. Para eles, trata-se de uma compreensao
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elaborada pelas andlises das delimitacbes filosoficas de Ludwig Wittgenstein e dos
entendimentos tedricos de Anna Sfard. A partir do experimento realizado observaram que 0s
usos que os alunos e a professora atribuiram as palavras permitiram apontar que o jogo
discursivo de modelagem é jogado sob as regras instituidas na forma de vida da matematica
desenvolvida no contexto escolar.

Outras pesquisas trataram da relacdo entre jogos de linguagem e a etnomatematica
como, por exemplo, Giongo e Monte (2019) que apresentaram alguns resultados de uma
investigacdo que teve por objetivo central problematizar uma pratica pedagogica efetivada na
disciplina de Caélculo I, em um Curso de Engenharia da Computacdo. Tendo como aportes
tedrico-metodoldgicos o campo da etnomatematica em seus entrecruzamentos com as ideias do
segundo Wittgenstein e algumas ferramentas foucaultianas. Segundo os autores, a anlise do
material de pesquisa permitiu compreender que, a matematica académica é uma ethomatematica
e, como tal, faz parte da formacdo dos engenheiros e seus saberes. Entretanto, para eles, é
potente a abertura, nas disciplinas de Calculo, para a linguagem dos profissionais da area.

Carvalho e Duarte (2017) propuseram apresentar entendimentos — as vezes
desentendimentos — desenvolvidos em uma pesquisa de mestrado, concluida, envolvendo uma
racionalidade matemaética que se entrelagca com os modos de habitar o tempo e 0 espacgo
vivenciados pelos pescadores artesanais de Floriandpolis/SC e Tramandai/RS. As autoras
procuraram evidenciar, a partir dos jogos de linguagem de quatro Camaradas D’agua, modos
de operar saberes como a medicdo, divisdo, normatizacdo e ordenagdo, assim como tecer
semelhancas de familia e descontinuidades entre os jogos de linguagem presentes em cada mar-
lagoa.

Em seu artigo, Castro e Caldeira (2017) apresentaram as problematizacGes oriundas de
uma pesquisa de doutorado em Educacédo desenvolvida na Universidade Federal de Sdo Carlos
— UFSCar. Trata-se de uma pesquisa do tipo etnografica realizada junto a comunidade
remanescente de quilombos da Agrovila de Espera, na cidade de Alcantara — MA, que teve por
objetivo compreender o que esta manifesto nas praticas matematicas constituidas como jogos
de linguagem matematicos em uso nas atividades de trabalho e sobrevivéncia dos membros
dessa comunidade, decodificando os efeitos de sentidos e significados mobilizados sobre elas.
Na analise das praticas matematicas, tendo por base a acdo de empaneirar a farinha de
mandioca, os autores buscaram destacar as interacdes e influéncias dos jogos de linguagem
postos em usos com o ambiente sociocultural nos quais se desenvolvem.

Aradjo e Tomaz (2020) analisaram tensdes que ocorrem quando, ao desenvolver

pesquisas sobre questdes emergentes de sua comunidade, uma estudante indigena busca



37

estabelecer relagdes entre préaticas da tradicdo indigena e praticas matematicas escolares, no
contexto da licenciatura intercultural. As autoras basearam-se nos estudos sobre
interculturalidade, na perspectiva decolonial e sobre ethomatematica, formulada a partir da obra
tardia de Wittgenstein e do pensamento de Michel Foucault. Em sua anélise, elas mostraram
que as tensGes emergem das relaces de poder entre a matematica escolar ocidental e outras
formas de produzir matematicas, neste caso, tomando o conhecimento tradicional das pinturas
corporais Pataxd como referéncia. Concluiram que dada a variedade de usos, funcdes e papéis
da linguagem, com referéncias em diferentes epistemologias, torna-se impossivel aceitar a
existéncia de uma linguagem matematica universal, legitimando outras matematicas que néo
dissociam a pratica escolar do modo proprio de ser e viver do povo Pataxo.

Existem trabalhos que tratam da relacdo entre jogos de linguagem e metodologias que
utilizam jogos para favorecer a aprendizagem dos alunos como, por exemplo, Cruz, Silveira e
Silva (2018) que apresentaram a importancia de se utilizar o jogo de xadrez no ambiente escolar
como apoio pedagogico para o desenvolvimento de habilidades que favorecam o dominio da
linguagem matematica. Fazendo a relacdo entre o dominio das regras do jogo de xadrez e o
dominio das regras utilizadas para a compreensao dos conceitos matematicos. Como sabemos,
0 conceito de seguir regras estéa entrelagado com o conceito de jogo de linguagem.

S8 muitas as contribuicdes em diversos aspectos. Apesar dessas diferentes
interpretacdes, a literatura tem restrigdes, pois ndo encontramos trabalhos que demonstrassem,
metodologicamente, a importancia do jogo de linguagem. Isso €, exatamente, 0 que
apresentaremos nesse trabalho, a partir da defesa de nossa tese. A seguir, faremos uma

explanacao sobre os conceitos relacionados aos jogos de linguagem.

3.1 Significacdo (uso) de uma “palavra”

Na filosofia de Wittgenstein, uma palavra por si s6 ndo garante o seu significado. Para
ele o significado de uma palavra estd diretamente relacionado ao seu uso, como o filosofo
apresenta no paragrafo 43 em sua obra Investiga¢des Filosoficas: “Pode-se, para uma grande
classe de casos de utilizagdo da palavra ‘significacdo’ — se ndo para todos os casos de sua
utilizacdo —, explicd-la assim: a significagdo de uma palavra ¢ seu uso na linguagem”
(WITTGENSTEIN, 1999, p. 43).

Convém reforcarmos que se tomarmos “uso” no sentido de “modo de uso”, como uso

correto, que segue regras, entdo poderemos considerar esse uso sinbnimo de significado,



38

segundo Wittgenstein. Para Freitas e Silva (2018, p. 142), “a unica maneira de aprender o
significado (Bedeutung) das palavras é aprendendo a usé-las”.

Para Wittgenstein esse modo de uso é determinado ou fixado pelo que denominou de
regras da gramatica, as regras relevantes da linguagem, semanticamente falando. Se
proferirmos as palavras “mangueira”, “cola”, “pena”, a que estamos nos referindo? Ou as frases:
“Ser humano ndo é facil”; “Fui comprar um carro conversivel, mas depois de testa-lo acabei
desistindo por causa dos bancos”. O que podemos entender nessas duas frases? Esse tipo de
discussdo ndo progride se tivermos o modo de uso ja determinado.

No parégrafo 13 das investigacdes, Wittgenstein (1999, p. 31) afirma que: “Quando
dizemos: ‘cada palavra da linguagem designa algo’, com isso ainda ndo ¢ dito absolutamente
nada; a menos que esclarecamos exatamente qual a diferenca que desejamos fazer”. Nessa
afirmacdo, parece-nos claro que Wittgenstein esta dizendo que ndo basta simplesmente apontar
um objeto para entender o seu significado, mas que precisamos deixar explicita toda nossa
intencdo em relacéo a ele. Ou seja, a intencdo deve se sobrepor ao propenso significado direto.
Para Freitas e Silva (2018, p. 145), “¢ s6 no jogo de linguagem que o significado ¢ conferido a
palavra: é tdo somente ai que ele se efetiva, inserido no ambiente ordinario no qual os falantes

estdo inseridos, proferindo seus enunciados, gestos ¢ expressdes com algum teor simboélico”.

Qual ¢, entdo, o significado da palavra “agua”, por exemplo? Depende do jogo de
linguagem no qual ela é empregada; posso usa-la para referir-me ao elemento natural
assim denominado que esta & minha frente; posso usa-la para ensinar uma crianga ou
a um estrangeiro sua aplicacdo como nome; posso usa-la sob a forma de um pedido,
quando estou sedento; posso usa-la como pedido de rendicdo a meu adversario; posso
usé-la como pedido urgente daquilo que ela denomina, para apagar um incéndio; ou
ainda, como uma exclamacéo, ante minha surpresa com a beleza cristalina da fonte
inesperada; e podemos imaginar outros tantos usos possiveis da palavra, isto €, outras
tantas situacdes de nossa vida em que é usada na linguagem como meio de
comunicacdo e de expressao. (MORENO, 2000, p. 55-56).

Em sua exemplificagdo, Moreno (2000) também utiliza a expressdo jogo de linguagem,
conceito fundamental nesse estudo. Nesse mesmo trabalho reenquadra o conceito de
significado, quando afirma que “consiste, dentro dessa nova perspectiva, no conjunto dos usos
que fazemos dos enunciados, e cada situagdo de seu emprego revela uma parcela, um aspecto,
desse conjunto, a ele ligado por semelhangas de familia” (p. 58). Esse novo conceito é explicado

pelo proprio Wittgenstein nos paragrafos 66 e 67 de sua obra “Investigagdes filosoficas™:

Considere, por exemplo, os processos que chamamos de “jogos”. Refiro-me a jogos
de tabuleiro, de cartas, de bola, torneios esportivos etc. O que é comum a todos eles?
[...], se vocé os contempla, ndo vera na verdade algo que fosse comum a todos, mas
verd semelhangas, parentescos, e até toda uma série deles. [...] Considere, por
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exemplo, os jogos de tabuleiro, com seus multiplos parentescos. Agora passe para 0s
jogos de cartas: [...] mas muitos tragos comuns desaparecem ¢ outros surgem. Se
passarmos agora aos jogos de bola, muita coisa comum se conserva, mas muitas se
perdem. — Sdo todos ‘recreativos’? Compare o xadrez com o jogo de amarelinha. Ou
ha em todos um ganhar e um perder, ou uma concorréncia entre os jogadores? Pense
nas paciéncias. Nos jogos de bola ha um ganhar e um perder; mas se uma crianca atira
a bola na parede e a apanha outra vez, este traco desapareceu. Veja que papéis
desempenham a habilidade e a sorte. E como é diferente a habilidade no xadrez e no
ténis. Pense agora nos brinquedos de roda: o elemento de divertimento estéa presente,
mas quantos dos outros tracos caracteristicos desapareceram! E assim podemos
percorrer muitos, muitos outros grupos de jogos e ver semelhangas surgirem e
desaparecerem.

E tal é o resultado desta consideragdo: vemos uma rede complicada de semelhangas,
que se envolvem e se cruzam mutuamente. Semelhangas de conjunto e de pormenor
(Investigagdes Filosoficas, § 66).

N&o posso caracterizar melhor essas semelhancas do que com a expressdo
“semelhancas de familia”; pois assim se envolvem e se cruzam as diferentes
semelhangas que existem entre os membros de uma familia: estatura, tragos
fisiondmicos, cor dos olhos, o0 andar, o temperamento etc., etc. — E digo: os “jogos”
formam uma familia. (Investigacdes Filoséficas, § 67). (WITTGENSTEIN, 1999, p.
52).

A proxima secdo sera dedicada a compreensdo do conceito de jogo de linguagem, sem
a minima pretensao de defini-lo, pois, como ja dissemos, certamente ndo caberia tal definicdo
na ideia proposta por Wittgenstein. Também devemos ficar atentos para o que dizem Freitas e
Silva (2018), quando destacam a importancia de entender que “os jogos de linguagem néo
substituem ou rejeitam definitivamente a concepcdo referencialista ou nominalista do
significado”, pois o que realmente Wittgenstein deseja ¢ combater a ideia de se reduzir a
compreensdo da linguagem a este tipo de concepgdo e a propria definicdo ostensiva, pois a
generalizacdo provocada pela definicdo ostensiva quando estabelece uma relacdo biunivoca
entre 0 nome e o0 objeto que ele representa é prejudicial para a compreensdo da linguagem.

Para combater isto, devemos compreender que a propria defini¢cdo ostensiva € ou faz
parte de um jogo de linguagem circunscrito em uma forma de vida, normalmente
relacionada as situacOes de ensino, ou seja, de treino (Abrichtung): é a transformacéo,
ja explicitada, da definicdo ostensiva no ensino ostensivo (hinweisendes Lehren).
Todavia, para que o ensino ocorra, as regras de uso da linguagem precisam ser
explicadas de acordo com critérios publicos, nunca privados. (FREITAS; SILVA,
2018, p. 140).

Moreno (2000, p. 62) constata que “ha maltiplas aplicacdes que fazemos das palavras e
dos enunciados linguisticos, diferentes usos da linguagem, que nada mais sdo do que diferentes
técnicas que desenvolvemos para manipular seus elementos”. Na secdo 3.3, estudaremos o
conceito de formas de vida e como elas estdo intimamente associadas aos jogos de linguagem
que, por sua vez, estdo relacionados com os modos de uso da linguagem.

Quanto a questdo da significacdo, Bello (2010) afirma:
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Wittgenstein nega toda e qualquer possibilidade de uma significacdo Ultima,
ontolégica, ndo fazendo mais sentido perguntar pelos significados dos objetos ou das
categorias (sejam estes sociais ou empiricos) em situacdes ou contextos, isto §é,
perguntar-se pelo que uma coisa é; ndo faz mais sentido. E sim, perguntar: para que
serve(m)? Como funciona(m)? Como se vé(em), trata-se de uma reconducdo da
linguagem do seu emprego metafisico (0 que é?) para seu emprego cotidiano (Para
que serve? Como é usado/a?) (BELLO, 2010, p. 553).

Para responder a todas essas questdes, Wittgenstein aponta a escolha de um jogo de

linguagem que permita esclarecer de que maneira e em que contexto essa coisa devera ser usada.

3.2 Regras da gramatica e jogos de linguagem

Como ja vimos, Wittgenstein ndo define o que seja um jogo de linguagem, mas nos
apresenta muitos exemplos de jogos de linguagem. Da mesma forma que um professor de
matematica ndo consegue definir conjunto, ponto, reta ou plano, pois sdo conceitos primitivos.
Ou seja, sobre “conjunto” posso simbolizar, representar, estabelecer relagcdes e, até mesmo,
fazer operacgdes, porém ndo podemos definir nenhum deles, o que néo faz diferenca no potencial
de aplicacdes desses conceitos.

Na filosofia das “Investigagdes Filosoficas”, o papel do filosofo é de descritor. Segundo
Moreno (2000, p. 72), o filosofo pode “mostrar quais sdo as regras que introduzem os
movimentos dos jogos e como elas sdo ensinadas ao aprendiz; o ensino das regras ja € um jogo
de linguagem, e tais regras podem ser usadas de diferentes maneiras”. Como podemos perceber,
em uma mesma situacdo, podemos ter multiplos jogos de linguagem e quando escolhemos uma
das diferentes maneiras de usar uma regra, ndo significa que essa seja a melhor escolha, nem
tdo pouco que aquele jogo de linguagem aplicado seja o perfeito. Para Wittgenstein todos os

usos e jogos serdo 6timos para atender aquela finalidade. Para o filésofo das Investigacdes

ndo ha critérios definidos, fixos e claros para orientar nosso trajeto; multiplicaremos
0s exemplos o mais que pudermos e diremos ao interlocutor “isto e outras coisas
semelhantes”, esperando, assim, que ele possa encontrar outros exemplos, isto é, que
ele compreenda por si s6 as ligacOes internas entre os exemplos e possa prosseguir
sozinho. (MORENO, 2000, p. 75).

Seguindo essa linha de raciocinio podemos questionar o ensino de matematica que néo
apresenta uma quantidade significativa de exemplos de aplicagdes do conceito, ficando restrito

apenas a apresentacao do conceito.
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Retornando ao conceito de jogo de linguagem, podemos considerar que é um conjunto
de regras compactuadas entre um grupo de pessoas, em que SO h& significado dentro desse
préprio jogo. Ainda podemos considerar que incontaveis jogos de linguagem que se sobrepdem
e se incluem compdem nossa linguagem, o que seria uma espécie de nebulosa de jogos de
linguagem.

Ao falar sobre a dependéncia do critério de utilidade em relagdo aos jogos de linguagem,
Gottschalk (2015) nos ajuda a compreender melhor a relacdo entre os conceitos apresentados

por Wittgenstein. Segundo a autora,

0 préprio critério de utilidade depende dos jogos de linguagem em que sdo
constituidos nossos conceitos, permeados por valores e principios que regem 0s seus
usos dentro de diferentes sistemas linguisticos inter-relacionados. Somos nés que 0s
empregamos normativamente, constituindo a gramatica que é cristalizada dentro de
nos. Portanto, o que é Util e o que ndo é Gtil no campo do empirico, é determinado por
esta gramatica. E as regras que a constituem estdo presentes na linguagem, e ndo fora
dela. (GOTTSCHALK, 2015, p. 9).

A partir desse entendimento, Wittgenstein provoca uma crise na filosofia, nas primeiras
décadas do século XX, pois reduz o trabalho filos6fico a uma mera atividade de anélise
gramatical. Convém destacar que a linguagem nédo sofre nenhuma interferéncia da realidade,
ela funciona como reguladora e normatizadora do uso exato das palavras em seus respectivos
contextos. A no¢do de regra criada por Wittgenstein nos ajuda em relacéo ao conceito de jogos
de linguagem, ja que ndo podemos usar palavras e expressdes de qualquer jeito e precisamos
escolher um uso correto em meio a tantos significados possiveis consequentes de outras tantas
possibilidades de usos possiveis. Figueiredo (2009) cita que uma das inten¢des, em relacdo a

noc¢ao de regra,

era explicitar as possibilidades de justificacdo dos usos das palavras (através da
normatividade), ou seja, é possivel mostrarmos com que funcéo tivemos a intengdo de
usar determinado termo e, para isso, recorremos a regra que foi extraida da frequéncia
do uso e da generalizag8o, e ndo como um conceito central de uma teoria sobre a
linguagem que sustente seu funcionamento. (FIGUEIREDO, 2009, p. 71).
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Logo que inicia as InvestigacOes, antes mesmo de nos apresentar os termos jogo de
linguagem, Wittgenstein lanca mdo de um jogo inicial: um construtor e seu assistente
manipulando lajotas, blocos e outros objetos relacionados a construcdo, com o objetivo de
construir algo, por exemplo, uma parede, um prédio ou uma casa. Este jogo é chamado, por ele,
de primitivo, pois é um pequeno exemplo de como as palavras sdo usadas por nos, de modo

simplificado, quando queremos que as pessoas levem ou tragam algo.

Imaginemos uma linguagem para a qual a descri¢do dada por Santo Agostinho esteja
correta: a linguagem deve servir ao entendimento de um construtor A com um
ajudante B. A constréi um edificio usando pedras de construcdo. Ha blocos, colunas,
lajes e vigas. B tem que lhe passar as pedras na sequéncia em que A delas precisa.
Para tal objetivo, eles se utilizam de uma linguagem constituida das palavras: “bloco”,
“coluna”, “laje”, “viga”. A grita as palavras; — B traz a pedra que aprendeu a trazer
ao ouvir esse grito. — Conceba isto como uma linguagem primitiva completa.
(WITTGENSTEIN, 1999, p. 28).

Para Figueiredo (2009, p. 69), é a partir desse exemplo, que surge a ideia de jogo de
linguagem, “quando o autor questiona a diferenga entre frases como ‘Traga-me uma lajota’ e
‘Lajota!’, que no jogo dos construtores pode significar a mesma coisa”. Outro jogo inicial €
quando a crianca esta aprendendo as primeiras palavras. Antes de saber o significado de uma
palavra, a crianga ja entende 0 jogo, como exemplo: se um adulto pergunta: “Quantos anos vocé

tem?”, e a crianca levanta trés dedos. Para Figueiredo,

da mesma forma ela é treinada para usar as palavras e reagir a elas. As pessoas sao
treinadas para reagir as palavras em diferentes situagdes, pois elas podem servir para
indicar coisas diferentes, dependendo do jogo em que se encontram. O ouvinte ir4
julgar de acordo com o contexto e as circunstancias. Nessas circunstancias incluem-
se: a observacgdo de certa atividade exercida por outrem, a expressao do personagem,
0 comportamento, o tom de voz, o lugar em que se encontram, os hébitos ja
constituidos naquele lugar etc. Wittgenstein enumera uma série de exemplos de jogos,
como dar ordens, descrever objetos, contar histdrias, fazer piadas, perguntar, supor
etc. Observar esses incontaveis jogos faz com que vejamos que existem diferentes
regras para determinar os significados das palavras em diferentes situaces.
(FIGUEIREDO, 2009, p. 69).

Em Wittgenstein, significado e normatividade estdo essencialmente relacionados entre
si. Para Machado (2009, p. 65), “esse ponto ¢ normalmente expresso naquelas passagens nas
quais ele diz que o significado de uma expressao € o seu uso. Muitas dessas passagens mostram
que um aspecto central do que ele chama de “uso” ¢ sua normatividade”.

Cada jogo de linguagem tem sua regra propria que deve ser seguida. Na construgéo de
jogos de linguagem sdo necessarias regras. Machado (2009, p. 65) afirma que “se o uso

significativo de uma expressdo € um uso normativo, no sentido recém explicado, entdo conhecer
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o significado de uma expressdo envolve conhecer regras que determinam o uso significativo
dessa expressao”.

No paragrafo 23 das Investigacdes Filosoficas, Wittgenstein (1999, p. 35) considera: “O
termo ‘jogo de linguagem’ deve aqui salientar que o falar da linguagem é uma parte de uma

atividade ou de uma forma de vida”.

3.3 O conceito de Formas de Vida

O conceito de jogo de linguagem de Wittgenstein sempre esta entrelagado a uma “forma
de vida”. Forma de vida no sentido de modo de vida em sociedade, ou seja, o complexo de
regularidades que determinam a vida das pessoas em um ambiente social.

Para o antropo6logo Malinowski (1923, p. 321) “o significado da coisa é composto de
experiéncias de seus usos ativos € ndo de contemplagdo intelectual”. Para ele, ¢ preciso
participar do modo de vida para poder aprender uma linguagem de um povo primitivo. Assim
corrobora Freitas e Silva (2018, p. 143), quando afirmam que a “atividade linguistica em seu
aspecto de uso se faz necessariamente como por¢cdo de conjunturas sociais e culturais
denominadas formas de vida (Lebensformen)”.

Né&o fica totalmente clara essa afirmagdo de que deve haver a participagdo em um
determinado modo de vida, é preciso também entender, assim como aponta esses autores, que:
“De forma semelhante, devemos ter em vista que as formas de vida também sdo
linguisticamente construidas, o que aponta uma inseparabilidade entre estes dois conceitos”
(FREITAS; SILVA (2018, p. 143).

Esse entendimento nos faz afirmar que existe sempre um contexto para o uso de um
jogo de linguagem que permitird a compreensdo do significado de acordo com as atitudes
tomadas dentro desse contexto. Quando falamos que o significado da coisa é composto de
experiéncias de seus usos ativos numa forma de vida, queremos aproveitar a oportunidade para
chamar a atengéo para o uso de um ensino ostensivo de uma palavra, como nos apresenta
Cavassane (2010b):

Wittgenstein concorda que a ostensao é importante no aprendizado das palavras, mas
ndo enquanto definicdo ostensiva, e sim enquanto ensino ostensivo, como ele préprio
deixa claro: “Tais formas primitivas da linguagem [Wittgenstein se refere a
designacdo de objetos, R.P.C.] emprega a crianca, quando aprende a falar. O ensino
da linguagem ndo ¢ aqui nenhuma explicagdo, mas sim um treinamento”
(WITTGENSTEIN 1999, p. 29). A crianca é, portanto, treinada para associar uma
palavra a um objeto, mas ndo se trata de uma defini¢do do objeto, haja vista a crianga
ainda ndo poder perguntar sobre a denominagdo. Além do fato de que nem todas as
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palavras se referem a objetos — o que ja invalida por si s6 a definicdo ostensiva
enquanto ato capaz de definir qualquer palavra —, a definigdo ostensiva s6 pode ser
compreendida em um contexto, ela ndo é determinada. (CAVASSANE, 2010b, p.
145).

Peruzzo Janior (2011, p. 73) apresenta as trés condi¢cBes observadas ao vincular o
significado e o uso da linguagem, que segundo ele sdo: “A primeira diz respeito ao modo como
as palavras sdo utilizadas (uso de regras); a segunda deve observar o contexto em que se
empregam palavras (jogos de linguagem); e a terceira tem de atentar para as funcGes que elas
devem desempenhar (formas de vida)”. Essas condi¢des demonstram que os trés conceitos
criados por Wittgenstein estdo interligados, e isso nos ajuda a compreender a aplicacdo do
conceito de jogos de linguagem, base deste estudo.

Cabe esclarecer que o conceito de forma de vida pode ser interpretado sob dois pontos
de vista bastante distintos: o naturalista que faz com que o conceito tenha um caréater universal
e 0 etnoldgico que imputa ao conceito um carater relativista, assim como apresenta Santos

(2016), quando afirma que

A interpretacdo naturalista considera que Wittgenstein, quando usa a expressao, quer
sublinhar que nossas préticas sdo, em alguma medida, restritas a nossas
particularidades bioldgicas que distinguem e delimitam nosso modo de ser e agir
diante das formas de vida de outras espécies naturais (como cées, ledes etc.). J& a
interpretacdo etnoldgica enfatiza a natureza social da linguagem e da conduta
humanas, sua dependéncia de préaticas e convengdes culturais. Aqui a énfase recai
sobre o carater irredutivelmente multiplo das formas de vida humanas, convidando-
nos a ler a expressdo a partir de um viés relativista, em que se apaga qualquer lastro
universal (ontoldgico, psicologico, bioldgico etc.) em favor de uma leitura do termo
diante da multiplicidade de culturas humanas. (SANTOS, 2016, p. 26-27).

Consideramos importantes, para nossa pratica docente por meio da transposicdo
didatica, tanto as ideias do dogma-padrdo platonista, quanto as do dogma-padrdo formalista,
relativos aos fundamentos da matematica no que diz respeito a sua natureza e a sua relagdo com
a realidade. Também consideramos importantes a compreensao das interpretacfes naturalista e
etnoldgica sobre o conceito de forma de vida. J& que estamos falando de linguagem humana, a
naturalista ja esta implicita, pois a nossa linguagem ja nos diferencia das outras formas de vida
bioldgicas. A atencdo recai sobre a etnoldgica, pois ela enfatiza a natureza social da linguagem.
Desta forma, teremos um leque de possibilidades ocasionadas por nossas praticas e convengdes
culturais, o que nos permite considerar, ndo uma, mas multiplas formas de vida humanas.
Portanto, consequentemente, nossa analise de dados estara sobre influéncia dessa interpretacéo

etnoldgica.
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Em sua obra, Wittgenstein ndo defende exclusivamente nenhuma dessas interpretagdes,
pelo contrério, muitos leitores percebem o surgimento de uma espécie de perspectivismo como,
por exemplo, aponta Bento Prado Jr. (2006, p. 20 apud SANTQOS, 2016, p. 27), que associa as
nocOes wittgensteinianas de forma de vida e jogo de linguagem “um ‘perspectivismo
aprofundado’ que jamais se transforma em relativismo”.

Retomando as trés condigdes observadas ao vincular o significado e o uso da linguagem,
segundo Peruzzo Janior (2011), apresentaremos um exemplo para tentar reforcar o conceito de
formas de vida e percebermos que a compreensdo da palavra “rapariga” ndo estara vinculada
ao fato de estarmos tratando da comunicagdo entre seres humanos, enquanto entes bioldgicos,
ou seja, “forma de vida humana”, mas enquanto seres sociais:

No trecho de “O diario de Anne Frank”: “Escrever um diario ¢ uma experiéncia

realmente estranha para uma pessoa como eu. N&o s6 porque nunca escrevi nada antes,

mas também porque me parece que, mais tarde, nem eu nem ninguém estard interessado
nos devaneios de uma rapariga de treze anos”. A funcdo (nesse contexto, rapariga
corresponde a moga) que esta sendo atribuida a palavra (forma de vida) de acordo com

0 contexto (comunicacao culta) em que estd sendo utilizada (jogo de linguagem) e

conforme as regras de uso (portugués padrdo) pré-estabelecidas (uso de regras). E no

ditado popular nordestino: “Mais perdido do que fi de rapariga em Dia dos Pais”. A

funcdo (enquanto nesse contexto, rapariga corresponde a prostituta) que estad sendo

atribuida a palavra (forma de vida) de acordo com o contexto (comunicacdo popular)
em que esta sendo utilizada (jogo de linguagem) e conforme as regras de uso (portugués
regional) pré-estabelecidas (uso de regras).

Portanto, percebemos que os trés conceitos estdo interrelacionados, ndo ha sentido tentar
entender qualquer um deles isoladamente. E dessa forma que pretendemos observa-los em agéo

aplicados ao ensino de conceitos da matematica.

3.4 Wittgenstein e 0 ensino da Matemética

Em se tratando do ensino de matematica, devemos observar que a linguagem da aula de
matematica sofre influéncia de varios fatores, tais como: concepcdo do professor,
conhecimentos prévios dos alunos, nivel sociocultural e formacéo do professor, dentre outros.
Devemos focar o ensino da Matematica em duas razfes principais: “A primeira é que a
Matematica é essencialmente uma linguagem — uma segunda linguagem; a outra, € que a

Matematica e o ensino da Matematica sdo, no seu dmago, atividades sociais” (BAROODY,
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1993, p. 99). Sobre o fato de a Matemaética ser considerada uma linguagem, Machado (1993)
afirma que, assim como a lingua ndo se restringe a um cédigo, a matematica ndo pode ser
restrita a uma linguagem formal.

Portanto, podemos analisar se estabelecer um jogo de linguagem para ensinar, por
exemplo, os conteidos de limites e derivadas utilizando-se a linguagem formal da matematica
é um jogo de linguagem interessante ou ndo, ou se é mais interessante utilizarmos um jogo de
linguagem que privilegie a linguagem informal.

Para Garnica e Pinto (2010) a linguagem matematica, como ocorre na sala de aula, é
hibrida, fruto do cruzamento de uma suposta linguagem matematica com a linguagem natural.
Ressaltam os autores que num mesmo jogo de linguagem, seus participantes (os “jogadores”)
compartilham um mesmo significado (modo de uso) e que todas as formas de linguagem
(gestuais, orais, escritas, pictoricas etc.) complementam-se na intencdo de comunicar. Para 0s
autores, nao é que a linguagem é um hibridismo disso ou daquilo, ela se constitui um jogo
proprio que tem semelhangas de familia com a matematica académica e que tem semelhangas
de familia com a matematica operada no cotidiano da rua, mas ela ndo € nenhuma nem outra.
Ela ndo é uma mescla, nos termos da impregnacdo mutua citada pelo professor Nilson José
Machado.

Ou seja, a sala de aula constitui jogos de linguagem préprios que ndo € uma mescla da
matematica académica com a da rua, mas ela tem interfaces, ela tem semelhanca de familia com
a matematica académica, ela tem semelhanca de familia com a matematica que a gente opera
na rua, mas ela tem coisas préprias, porque tem regras que vale na sala de aula que o matematico
profissional ndo aceita, tem regras que valem na sala de aula que a rua nao aceita, nao legitima,
entdo tem regras diferentes, o que caracterizam jogos de linguagens diferentes.

Na aprendizagem de conceitos da matematica devemos levar em consideracdo alguns
aspectos proprios da matematica, segundo o conceito de jogos de linguagem de Wittgenstein.
Para Gottschalk (2008), segundo Wittgenstein, a esséncia dos conceitos e proposi¢des da
matematica é de natureza convencional e pragmatica®!, portanto, o aprendizado da matematica
difere sobremaneira das ciéncias naturais.

No entanto, continua a autora, segundo Wittgenstein, o matematico nao descobre,
apenas inventa. As relagfes que sdo estabelecidas sdo internas, gramaticais: sdo ligacdes de
sentido. Inventam-se formas que atribuem determinados sentidos ao mundo. Portanto,

conforme o exposto pela autora, concluimos que cometemos um erro ao achar que podemos

11 Pragmatica em sentido totalmente distinto de empirico.
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ensinar matematica por meio de descobertas. Para ensinar matematica aos nossos alunos,
devemos apresentar as regras do jogo de maneira clara, numa linguagem compativel com a sua
forma de vida'?, e treina-lo na utilizagéo dessas regras para que ele as interiorize e, dessa forma,
as utilize no entendimento dos conceitos matematicos.

Como néo se trata de descobertas, a intervengdo do professor na apresentacao das regras
do jogo se faz imprescindivel no que diz respeito a apresentacéo ao aluno de uma nova maneira
de ver o que esta a sua frente. Portanto, para Gottschalk (2008), o que vai nos dar a esséncia de
um conceito matematico € a sua aplicacédo, pois € no momento do uso do conceito que nos
conectamos com toda a sua gramatica. S6 adquire sentido para o aluno, portanto, ao ajuda-lo,
0 que envolve técnicas que sdo aprendidas e ndo de alguma forma intuidas ou descobertas.
Continua a autora, sé depois de apresentados 0s paradigmas para que o aluno possa “jogar” é
que tem sentido apresentar desafios na forma de problemas ou partir de situagdes empiricas.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) recomendam que o ensino de matematica
priorize a aplicacdo da matematica em problemas do cotidiano dos alunos, o que faz com que
0 ensino da matematica seja reduzido a uma mera questdo de utilidade, ja que o alcance pratico
da matematica em situacdes corriqueiras dos alunos do ensino basico, bem como da maioria
das pessoas € infimo. Por outro lado, Wittgenstein nos da suporte para utilizarmos as
proposicGes matematicas sem a necessidade de fazermos experimentos com elas, ja que ndo
podemos atribuir valor de verdade as proposi¢cdes matematicas por meio da experimentacéo,
“uma vez que desempenham uma funco normativa e nio descritiva. E a partir das proposicdes
matematicas normativas que podemos organizar nossas experiéncias no mundo real e ndo o
contrario, como recomendam os PCNs”, afirmam Silveira et al (2014, p. 157-158).

Ao calcular o limite de uma funcéo, ou determinar a derivada de uma fungdo num
determinado ponto ou em um ponto qualquer do seu dominio, ou aplicarmos os conceitos de
derivadas em problemas de otimizacdo, ou na construcdo de grafico de fungdes, ou na
interpretagdo de um problema de calculo diferencial e integral, estamos utilizando jogos de
linguagem. “Por isso, ndo hd uma esséncia que defina os diversos jogos de linguagem, uma vez
que podem ser aplicados em diversos contextos. E esta variedade de usos em diferentes
contextos ¢ o que da sentido aos conceitos”, segundo Silveira et al (2014, p. 158).

O exemplo a seguir dado por Wittgenstein demonstra como podemos confundir o uso

de uma regra pre-estabelecida com um procedimento empirico, vejamos:

12 A forma de vida consistira na concordancia de respostas de qualquer certa comunidade linguistica, o que
consequentemente, desemboca na concordancia de juizos e definicGes dentro de um discurso com valor de verdade.
(JUNIOR, 2011, p. 79)
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Coloque 2 macas em cima da tabua de uma mesa vazia, nao deixe que ninguém chegue
perto da mesa e nem que ela seja sacudida; agora coloque mais 2 magas em cima da
tabua da mesa; conte as macas que estdo ali. Vocé fez um experimento; o resultado da
contagem é provavelmente 4. (Nés apresentariamos o resultado assim: quando se
coloca, sob tais e tais circunstancias, primeiro 2 e depois mais 2 macas sobre a mesa,
geralmente ndo se perde nenhuma, nem se agrega nenhuma.) E pode-se conduzir
experimentos analogos com resultados iguais com todos os tipos de corpos solidos.
(WITTGENSTEIN, 1987, p. 30)

Esse exemplo comprova que 2 + 2 = 4, ndo porque houve uma constatacdo empirica,
mas sim por estarmos seguindo uma regra. Silveira et al (2014, p. 159) ajudam a esclarecer o
exemplo quando afirmam que “isto ndo significa que as proposi¢des matematicas ndo tém nada
com a experiéncia, mas sim que elas organizam a mesma, isto ¢, t€m uma func¢do normativa”.
Gottschalk (2004, p. 332) corrobora essa afirmacdo quando afirma que as proposicoes
matematicas “se situam entre o transcendental e o empirico, ou seja, ndo sdo entes
transcendentes totalmente desvinculados de nosso mundo empirico, mas tampouco s&o
descritivas desse mundo como as proposi¢des empiricas”.

Um outro exemplo, bastante esclarecedor é apresentado a seguir: “Dois homens que
vivem em paz entre si e trés homens que vivem em paz entre si ndo fazem cinco homens que
vivem em paz entre si. Mas isso ndo significa que 2 + 3 ndo seja mais 5; é apenas que a adicdo
ndo pode ser aplicada dessa maneira”. (WITTGENSTEIN, 2003, p. 264). Esse proximo
exemplo difere do exemplo apresentado por Wittgenstein, pois apesar dos questionamentos
apresentados, estamos apenas utilizando um jogo de linguagem, que faz uma analogia com
acdes do cotidiano do aluno, que pode favorecer a compreensao do uso normativo da linguagem
matematica, vejamos: Se cortarmos uma melancia em quatro partes poderemos afirmar que a
jungdo das quatro partes nos dard a melancia inteira (Ya + ¥ + % + Y4 = 1)? O primeiro
questionamento seria: as quatro partes obtidas sdo realmente iguais? O segundo: e ao junta-las,
considerando todo o caldo que escorreu durante o corte, teriamos integralmente a melancia de
volta? Teriamos vinculado ao primeiro questionamento a possibilidade de estarmos efetuando
uma adicdo com termos diferentes e ao segundo a presenca de um erro na totalizagdo, mas esse
ndo seria o objetivo no ensino da adicdo de fracdes. Poderia ter sido usado uma laranja, uma
maca, uma barra de chocolate etc. Isso ajuda a compreendermos que conceitos da matematica
estariam a servico de uma aplicabilidade basica em situagcdes do cotidiano, mas claramente
independente deles. Ou seja, estariamos apenas fazendo um uso empirico de uma proposi¢do

matematica, sem que isso afetasse 0 seu uso normativo.
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Isso é corroborado por Silveira et al (2014, p. 160) ao afirmar que “as constru¢des da
aritmética sdo autbnomas e garantem sua aplicabilidade. A aritmética, neste sentido, ndo se
justifica ‘para dar troco’ nas relagdes comerciais. Alias, ‘dar troco’, se aprende mesmo sem que
alguém precise frequentar a escola”. Para Wittgenstein (2003, p. 242), “a aritmética nao esta

interessada na sua aplicacdo. A sua aplicabilidade toma conta de si mesma”. Segundo Silveira

et al (2014),

O campo préprio da matematica se desenvolve por necessidades légicas.
Necessidades que surgem no interior da linguagem matematica, para que esta continue
coerente com o préprio sistema de regras e convengdes que gerou. Por isso, 0
movimento desse campo é auténomo, autorregulado e, dessa forma, se torna
independente. [...] Pode-se pensar claramente em adi¢cBes de quaisquer nimeros
naturais, mas subtracfes, apenas de naturais maiores por menores e ndo o0 contrério.
Mas a ideia de subtrair um ndmero natural menor por um maior ja estava
subentendida. O problema ja estava previsto na prépria ideia inicial de contagem. A
utilizacdo de nimeros negativos vem ser colocada em uma pratica social na Europa,
apenas a partir do renascimento, para o uso comercial devido as nogdes de lucro e
prejuizo. Mas tudo ja era previsto na propria aritmética. Assim como a ideia de fragdo
e 0 problema posterior dos incomensuraveis, que deu origem aos nimeros irracionais
e ao problema de raizes de indice par de nimeros negativos, que originou 0s nimeros
complexos. (SILVEIRA et al, 2014, p. 160-161).

E essencial o professor ter em mente que, para os estudantes, pode haver formas
diferentes de se realizar céalculos no dia a dia em comparagdo com os calculos feitos em sala de
aula, além de perceber que o contexto social do aluno vai afetar a forma como esse conceito se
desenvolvera para ele, independente do formalismo utilizado pelo professor em sala de aula
para ensinar o conceito. Cabe ao professor ensinar, ao aluno, as regras adequadas para a
compreensdo dos conceitos matematicos e ajuda-lo a desenvolver a capacidade de seguir essas
regras para que possa construir seu conhecimento matematico. Para isso, 0 jogo de linguagem
utilizado pelo professor em aula deve apresentar elementos que permitam a esse aluno entender
as regras necessarias para o dominio dos conceitos estudados, sendo capaz de utiliza-los em
situacOes praticas. Este trabalho deseja mostrar que se os elementos do jogo de linguagem
utilizado pelo professor ndo forem suficientes para garantir a aprendizagem do aluno, entdo
uma busca por novos elementos deve ser considerada.

Silveira et al (2014, p. 163) alerta que “os jogos de linguagem no processo de ensino e
de aprendizagem da matematica na sala de aula, as vezes, sdo diferentes das regras matematicas

aplicadas no cotidiano, pois podem ter outra conotagao”.

3.5 AfirmacGes fundamentais para a pesquisa
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A andlise dos dados desta pesquisa seguira as interpretacdes das concepc¢des atribuidas
a Wittgenstein, baseadas em suas préprias afirmacGes e nas feitas pelos pesquisadores
referenciados.

“Nao consideramos, contudo, 0S jogos de linguagem como partes incompletas de uma
linguagem, mas como linguagens completas em si mesmas, como sistemas completos da
comunica¢do humana”, afirma Wittgenstein (1992, p. 14). “N&o h& uma esséncia que defina os
diversos jogos de linguagem, uma vez que podem ser aplicados em diversos contextos. E esta
variedade de usos em diferentes contextos ¢ o que da sentido aos conceitos”, afirma Silveira et
al. (2014, p. 158). “Nem Wittgenstein se preocupou em definir precisamente no¢des como jogos
de linguagem, forma de vida e regra”, afirma Julio (2016, p. 186). Essas trés afirmagdes nos
permite utilizar o conceito de jogos de linguagem de vérias maneiras, e em todas as
possibilidades, os jogos de linguagem podem ser vistos como “0 conjunto da linguagem e das
atividades com as quais esté interligada” (WITTGENSTEIN, 1999, p. 30).

Nesse sentido, “ao afirmar que os exemplos de praticas que realizamos em nosso dia a
dia sdo vistos como jogos de linguagem, Wittgenstein nos permite também afirmar que hd uma
conexdo entre jogos de linguagem e préaticas, sejam elas profissionais, formativas, dentre
outras” (JULIO, 2019, p. 835). Em relacédo a essa conexao entre jogos de linguagem e praticas,
Miguel (2010, p. 45) afirma que “a0 mesmo tempo em que as préaticas séo vistas como jogos de
linguagem, estes, por sua vez, sdo vistos como préaticas. E € nesse sentido que os jogos de
linguagem sdo, a0 mesmo tempo, constitutivos das préaticas e constituidos nas e pelas préaticas”.
Wittgenstein (2000, p. 67) corrobora as afirmacdes de Julio (2019) e Miguel (2010) quando
afirma que “é 0 nosso atuar que se encontra na base do jogo de linguagem”.

Em acordo com todas as afirmac6es apresentadas, nosso trabalho diz respeito aos jogos
de linguagem matematicos presentes no conceito de limite e no conceito de derivada, bem como
0s jogos de linguagem presentes na pratica docente dos professores de matematica envolvidos
nessa pesquisa. Esses jogos estardo entrelagados e 0 nosso atuar como docente pode determinar
a presenca de elementos de um jogo de linguagem corporal, bem como, destacar as func¢des das
palavras limite e derivada. Dentro do jogo de linguagem para o0 ensino de um conceito
matematico de nivel superior, em nosso ver, fazer uma revisdo de conceitos basicos nao
caracteriza uma mudanca de jogo de linguagem, mas apenas uma agéo que utiliza um elemento
a mais no mesmo jogo.

Para Wittgenstein (1999, p. 68): “Os jogos de linguagem figuram muito mais como
objetos de comparacao, que, através de semelhangas e dissemelhancas, devem lancar luz sobre

as relagdes de nossa linguagem”. Essa afirmacédo de Wittgenstein é a nossa base para a analise
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que faremos dos dados, em que o objetivo serd observar elementos do jogo de linguagem de
um professor, que ndo esteve presente no jogo de linguagem do outro e que impactou na
resolucdo de exercicio sobre o conceito pelos alunos.

Segundo Gottschalk (2008, p. 80), “formas de vida” (Lebensformen) é a expressao
utilizada por Wittgenstein para designar nossos habitos, costumes, acdes e instituicdes que
fundamentam nossas atividades em geral, envolvidas com a linguagem. A partir dessa
interpretacdo associaremos a expressao “formas de vida” as convengdes de um meio académico
relativo a formacéo de futuros engenheiros eletricistas. Meio esse que traz consigo todas as
regras de acdo de um académico que busca conhecimentos necessarios para a sua formacéo e
estdo interligadas a sua linguagem.

Nesse presente trabalho, esperamos conscientizar nossos colegas professores de
matematica de todos os niveis de ensino a ndo adotarem uma visdo radical sobre os dogmas-
padrdo platonista ou formalista relativos aos fundamentos da matematica no que diz respeito a
sua natureza e a sua relacdo com a realidade e, também, gostariamos de reforcar que estamos
em um contexto de forma de vida humana, portanto sob acao de praticas e convengdes culturais.
Assim sendo, esperamos que o entendimento do conceito de jogos de linguagem de
Wittgenstein nos ajude a compreender que a defesa radical de algum desses dogmas €
prejudicial para o nosso trabalho docente, prejudicando sobremaneira a aprendizagem do aluno.

Os jogos de linguagem estdo em todas as partes da nossa comunicacao e atendem a todos
0s contextos que se fizerem presentes no ato de ensinar matematica, mas sem esquecermos de
gue a matematica possui suas particularidades. A ideia € evitar, inclusive, que professores
considerem que o sentido dado a matematica deva ser dependente de aspectos empiricos e/ou
uteis, ja4 que “a matematica possui aspectos especificos do seu campo de saber, por exemplo,
suas regras, sua linguagem que, em muitos casos, nao apresenta relacdo com o cotidiano. [...] 0
objeto matematico ndo estd presente na realidade do aluno”. (Silveira et al, 2014, p. 165).

Essa pesquisa procura mostrar que os jogos de linguagem sao essenciais para a
compreensdo dos significados e usos dos conceitos matematicos, buscando demonstrar a
influéncia exercida pelo professor, ao fazer uso de jogos de linguagem, na maneira como aluno
resolve exercicios. Utilizaremos aulas de intervencédo, apos videoaulas prévias, sobre limites e
derivadas para mostrar como que alunos erram questoes e passam a acertar. Acreditamos estar

criando um incbmodo, uma agitacao necessaria para a ciéncia.
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4 METODOLOGIA

Nessa pesquisa foram priorizadas a descricdo e a andlise qualitativa dos dados
constituintes do seu corpo empirico, utilizando um procedimento de estudo de caso, com
objetivo descritivo. Flick (2009, p. 135) salienta que o objetivo dos estudos de caso ¢ a descrigéo
exata de um caso, sendo que o termo “caso” deve ser entendido de uma forma bastante ampla,
que se pode adotar, como tema de uma analise de caso, pessoas, comunidades sociais,
organizag0es e instituicoes.

Para reforcar esse entendimento, Castro Filho et al (2021, p. 5-6) afirmam que o estudo
de caso como uma metodologia qualitativa de investigacdo ndo esta direcionado a obter
generalizacOes estatisticas de uma pesquisa a partir de uma amostra da populacao, visto que o
tipo de generalizacdo buscada em um estudo de caso € interpretado e descrito pelo pesquisador.
Segundo os autores, essa metodologia pode ser utilizada quando queremos estudar um Unico
caso que serve a um propdsito revelador. Além disso, o estudo de caso também pode ser
multiplo quando envolver mais de uma unidade de andlise ou varias subunidades como, por
exemplo, varios individuos, organizacdes, situacdes etc.

Dependendo do objeto de estudo e do objetivo de pesquisa, 0 estudo de caso utilizado
pelo pesquisador apresentara diferentes perspectivas:

descritiva, exploratéria e explanatdria. Essas perspectivas ndo sdo hierarquicas,
cada uma delas tende a resolver um problema diferente, a partir da questéo de pesquisa
elaborada pelo pesquisador. Assim, 0 estudo descritivo preocupa-se com a descricao
do fendmeno. Estudos exploratérios tém o objetivo de conhecer com maior
profundidade questdes pouco conhecidas. Ja os estudos explanatérios (ou
explicativos) se voltam nas possibilidades de explicagdo de causas e efeitos.
(CASTRO FILHO et al, 2021, p. 6).

Diante do exposto, fizemos opg¢éo por estudo de caso descritivo, pois essa perspectiva
de estudo possibilita a descricdo do fenémeno que observamos por meio da aplicagdo de
questionarios em dois momentos distintos, apds a exposi¢do dos alunos a duas modalidades de
aulas distintas.

A escolha por uma abordagem qualitativa, justifica-se nas palavras de Flick (2009):

A pesquisa qualitativa é de particular relevancia ao estudo das rela¢des sociais devido
a pluralizacdo das esferas de vida. As expressdes-chave para essa pluralizagdo sdo a
“nova obscuridade” (Habermas, 1996), a crescente “individualizacdo das formas de
vida e dos padrdes biograficos” (Beck, 1992) e a dissolugdo de “velhas” desigualdades
sociais dentro da nova diversidade de ambientes, subculturas, estilos e formas de vida.
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Essa pluralizacdo exige uma nova sensibilidade para o estudo empirico das questdes.
(FLICK, 2009, p. 20).

E para reafirmar essa nossa escolha, compactuamos com as consideracdes de Minayo
(2012, p. 624-625), que afirma que “o pesquisador pode articular as informacdes que recebe
como num gquebra-cabecas, e para enriquecé-las, buscar novos interlocutores e fazer novas
observacdes”; que pondera que “a compreensao e a interpretagdo em seu formato final, também
assinalam um momento na préxis do pesquisador”; e que: “Por exigir presenca, envolvimento
pessoal e interacdo do pesquisador em todo o processo, uma boa andlise qualitativa deve
explicitar suas acdes no campo, assim como seus interesses e dificuldades na construcdo do
objeto”.

Nesta pesquisa foram utilizadas, como instrumentos de investigacdo, videoaulas
ministradas por um docente com consolidada trajetoria no ensino e na investigacdo cientifica
concernentes aos conteudos curriculares envolvidos vinculado a uma instituicdo publica de
ensino superior exclusivamente voltada para a Educacgéo a Distancia (EAD).

De modo preliminar e sinteticamente, cumpre informar que, de acordo com o
planejamento previsto, a constituicdo do corpo empirico desta tese encontra-se amparado nas
aulas referentes a disciplina de Calculo | atribuida regularmente ao pesquisador e autor desta
tese durante o semestre letivo. O pesquisador selecionou temas dentro do contetdo
programatico para a citada disciplina e, a seguir, exibiu aos alunos as videoaulas estimadas
como adequadas para 0s respectivos temas das aulas, considerando caracteristicas especificas
dos jogos de linguagem envolvidos. Apos a exibicdo de uma videoaula, foi aplicado um
questionario (lista de exercicios). Em seguida, sem o acesso do pesquisador as resolucbes dos
alunos dos exercicios, 0 pesquisador ministrou presencialmente 0 mesmo conteldo da
respectiva videoaula, de acordo com o seu préprio jogo de linguagem e, imediatamente a seguir,
reaplicou o questionario (mesma lista de exercicios).

Esta sequéncia para um determinado tema/conteltdo do programa da disciplina de
Célculo I (videoaula — lista de exercicios — aula presencial/aula de intervencao — reaplicacdo da
mesma lista de exercicios) foi adotada para cada tema selecionado. Esse procedimento
viabilizou, considerando contedos curriculares de célculo diferencial, o cotejamento de
caracteristicas dos jogos de linguagem nas videoaulas ministradas pelo professor externo e com
experiéncia consolidada no ensino e nas aulas ministradas pelo professor/pesquisador com dois
momentos de aplicacdo do questionario, que forneceriam medidas comportamentais dos
alunos/voluntarios em relacdo aos conceitos matematicos envolvidos, além das interacGes

linguisticas em situacdo de aula.
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Deste modo, seria possivel observar a ocorréncia de resultados, documentados nas
resolugdes dos exercicios em dois momentos distintos, bem como nas interagdes verbais nas
aulas presenciais ministradas em um segundo momento pelo pesquisador (imediatamente apds
as videoaulas e, em seguida, imediatamente apds a aula ministrada pelo professor/pesquisador
sobre 0 mesmo contetdo da videoaula), o que permitiria investigar possiveis relacbes entre a
compreensdo dos conceitos matematicos envolvidos e as caracteristicas dos jogos de linguagem
que definiram as videoaulas e, em seguida, as interacGes entre o professor/pesquisador e 0s
alunos nas aulas presenciais.

A metodologia adotada viabiliza também a possibilidade de questionarmos um
confronto desigual entre uma aula virtual e uma aula presencial. Um observador externo poderia
apontar a impossibilidade de um aluno ndo poder tirar a divida no instante em que ela surgisse
diretamente com o professor, porém temos em nossa defesa a escolha de uma videoaula com
um professor renomadissimo de uma instituigdo reconhecida internacionalmente e com uma
estrutura privilegiada para a gravacao de sua videoaula e, 0 mais importante, temos consciéncia
de que nenhum professor se dispBe a apresentar sua aula sem a autoconsciéncia de que se fara
ser entendido, principalmente se ele tiver um curriculo e reputacdo bem reconhecidos.

Outro ponto muito importante a se considerar é a certeza de que ndo ha garantias de que
uma aula presencial sera obrigatoriamente superior a uma aula virtual. Em nosso dia a dia no
magistério, nos deparamos a todo instante com alunos renunciando as aulas presenciais, de
varias disciplinas, para buscar o entendimento dos conteidos que estdo sendo dados nessas
aulas em videoaulas. Com isso, mostra-se plausivel admitir que professores possivelmente
estejam utilizando caracteristicas de jogos de linguagem que se mostram de alguma maneira
mais efetivos para os alunos na modalidade de videoaulas em comparacdo com as
caracteristicas dos jogos de linguagem exibidas em aulas presenciais.

Estimamos que a metodologia utilizada e descrita mais detalhadamente a seguir
viabilizou investigar relacGes entre caracteristicas de jogos de linguagem sob condicdes

distintas e medidas comportamentais de compreensao de conceitos matematicos.

4.1 Justificativa

Apols tanto observar em nossa pratica docente, alunos deixando de assistir aula
presencial para buscar videoaulas, motivados pelo ndo entendimento da linguagem utilizada
pelos professores em suas aulas presenciais e acreditando ser possivel expandir o potencial do
conceito de jogos de linguagem de Wittgenstein, para ser utilizado como um apoio
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metodologico para o trabalho dos professores de matematica, beneficiando tanto o ensino do

professor, quanto a aprendizagem dos alunos, € o que nos levou a propor essa pesquisa.

4.2 O problema de pesquisa

A insercdo de novos elementos em um jogo de linguagem de um professor favorece o
entendimento, pelos alunos, de conceitos matematicos acerca de calculo diferencial e integral,
possibilitando-os resolver exercicios (modos de agir) a partir de suas interacdes com praticas

de ensino dispostas em videoaulas, bem como em aulas presenciais?

4.3 Objetivos

4.3.1 Objetivo geral

Investigar e demonstrar em que extensédo a resolucéo de exercicios, a saber, modos de
agir de universitarios, sustentariam correspondéncias com as aprendizagens preconizadas
relacionadas com contetdos curriculares de célculo diferencial e integral a partir da exposicéo
dos alunos a uma sequéncia de aulas nas modalidades a distancia e presencial caracterizadas
por variacdes nas descricdes de regras de uso que definem um jogo de linguagem

(procedimentos) de professores em atividades de ensino.

4.3.2 Objetivos especificos

a) Demonstrar um potencial metodoldgico presente nos jogos de linguagem;

b) Ampliar a possibilidade de o professor avaliar o que estd em jogo durante a apresentacédo
de conceitos matematicos em suas aulas no que diz respeito ao seu jogo de linguagem;

¢) Mostrar que se os elementos do jogo de linguagem utilizado pelo professor ndo forem
suficientes para garantir a aprendizagem do aluno, entdo uma busca por novos
elementos deve ser considerada;

d) Observar elementos do jogo de linguagem de um professor, que nédo esteve presente no
jogo de linguagem do outro e que impactou na resolucdo de exercicio sobre o conceito
pelos alunos;

e) Demonstrar a influéncia exercida pelo professor, ao fazer uso de jogos de linguagem,

na maneira como aluno resolve exercicios.
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4.4 Participantes

Participaram deste estudo, além do pesquisador como executor das aulas de intervencao,
36 graduandos regularmente matriculados na disciplina de Calculo I do curso de Engenharia
Elétrica de uma universidade publica federal, em uma turma formada, em sua maioria, por
alunos calouros. Os nomes desses graduandos foram listados em ordem alfabética e as posicdes
desses nomes na lista determinaram seus respectivos pseudénimos. Assim, quando o aluno for
citado no texto, sera exibida a expressao “aluno 17, “aluno 2”, “aluno 3”,... ou “aluno 36”.

A disciplina de Célculo | para o curso de Engenharia Elétrica possui carga horéaria de 96
horas e € uma dentre vérias outras disciplinas ofertadas pelo Departamento de Matemaética para
esse curso. A respectiva turma esteve sob responsabilidade do professor/pesquisador
responsavel pela execucdo desta pesquisa. Para que fosse efetivada a participacdo desses
graduandos foi encaminhado oficio ao Coordenador do Curso para que, por meio de reunido do
Colegiado do Curso, fosse autorizada a coleta de dados junto aos alunos do curso. O Colegiado
autorizou prontamente. Os alunos que participaram como voluntarios assinaram o Termo de

Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), esse termo encontra-se no APENDICE A.

4.5 Procedimento de coleta de dados

Os conceitos estudados foram sobre limites e derivadas de funcdes de uma variavel real.
Ao longo do semestre letivo, em nossas aulas, foram apresentadas seis videoaulas dos cursos
de engenharia de uma universidade publica estadual, exclusivamente de educacgdo a distancia.
Como critério de escolha foram consideradas as videoaulas nas quais foram apresentadas as
definicBes dos conceitos de limites e de derivadas, além das regras fundamentais para o calculo
de ambos. ApoOs a selecdo das aulas, foram adotadas as seguintes designacGes para as
videoaulas:

VD 1 (Videoaula 1) — Limites — Parte 1 — Duragdo 22:11;

VD 2 (Videoaula 2) — Limites — Parte 2 — Duragéo 21:09;

VD 3 (Videoaula 3) — Derivada — Duragdo 18:43;

VD 4 (Videoaula 4) — Regras de Derivagéo — Parte 1 — Duragédo 20:26;

VD 5 (Videoaula 5) — Regras de Derivacao — Parte 2 — Duragéo 21:32;

VD 6 (Videoaula 6) — Regra da Cadeia — Duragéao 22:09;
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Para cada uma das videoaulas acima designadas ocorreu uma aula de intervengéo
nomeada da seguinte maneira:

Al 1 (Aula de Intervencdo 1) — Limites — Parte 1 — Duracao 01:40:39;

Al 2 (Aula de Intervencéo 2) — Limites — Parte 2 — Duracao 01:56:22;

Al 3 (Aula de Intervencdo 3) — Derivada — Duragédo 01:19:53;

Al 4 (Aula de Intervencédo 4) — Regras de Derivagéo — Parte 1 — Duracéo 32:51;

Al 5 (Aula de Intervencdo 5) — Regras de Derivacdo — Parte 2 — Duragédo 35:38;

Al 6 (Aula de Intervencédo 6) — Regra da Cadeia — Duracdo 38:42;

Ap0s cada videoaula escolhida foram aplicados alguns exercicios sobre o contetdo
apresentado nessa videoaula. O objetivo foi coletar informag6es sobre o entendimento dos
conceitos trabalhados a partir do jogo de linguagem utilizado pelo professor durante a
explanacao de cada conceito. Imediatamente apds a execucdo da videoaula e da resolucao dos
exercicios, foi efetuada uma intervencdo no sentido de apresentar 0s mesmos conceitos
utilizando o jogo de linguagem do professor/pesquisador. Essa intervengdo ocorreu em uma
aula padrdo em sala seguindo o plano de ensino da disciplina do curso em questdo. Em seguida,
foram reaplicados 0os mesmos exercicios para verificar se elementos do jogo de linguagem
utilizado pelo professor/pesquisador que ndo estiveram presentes no jogo do professor na
videoaula favoreceram o entendimento do conceito apresentado ou se elementos do jogo de
linguagem utilizado pelo professor na videoaula e que ndo esteve presente na aula presencial
favoreceram o entendimento do conceito apresentado.

Como o levantamento de dados foi realizado durante as aulas de responsabilidade do
professor/pesquisador, que tinha a responsabilidade de cumprir a ementa da disciplina no tempo
estabelecido pela estrutura curricular do curso, ndo foi considerada a possibilidade de se fazer
a correcdo dos exercicios ap0s cada videoaula para dar um feedback aos alunos por dois
motivos: ndo havia tempo para esse procedimento por causa do fluxo continuo da disciplina e
porque tal feedback iria interferir na resolucdo das mesmas questdes por ocasido da aplicacao
dos mesmos exercicios apos a aula de intervengdo, independentemente do jogo de linguagem
utilizado pelo professor/pesquisador. Também ndo foi considerada a possibilidade de o
professor/pesquisador fazer uma analise prévia do jogo de linguagem utilizado pelo professor
na videoaula, pois 0 objetivo era fazer uma analise a partir da forma natural como os professores

desenvolvem suas aulas.

4.6 Planejamento das condicdes de construcdo do corpo empirico da tese
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Antes das apresentacOes das videoaulas foram planejadas as condigdes de construgéo do

corpo empirico da tese por meio de informagdes obtidas a partir das seguintes agoes:

1.%) Identificacdo da videoaula, especificando o tema e a duracéo.

2.8) Apresentacdo das aprendizagens ou habilidades previstas como resultado da
interacdo dos alunos com as condicGes didaticas da videoaula de acordo com o
Projeto Politico Pedagdgico (PPP) do curso.

3.8) Apresentacdo dos exercicios referente a cada videoaula, com a justificativa da
proposicdo de cada exercicio para cada videoaula com base nas aprendizagens
esperadas e a explicagdo de como ele se constitui em instrumento para aferir a
presenca da aprendizagem esperada e o que o aluno deve fazer (na resolucao) para
evidenciar a aprendizagem esperada.

A partir dessas acdes obtivemos as informacdes que constam no APENDICE B.

4.7 Instrumentos

Todas as videoaulas foram apresentadas em Datashow com o uso de um equipamento
de som bluetooth tipo soundbar com dois canais de audio (26W RMS) para que os alunos
tivessem uma videoaula com excelente qualidade de som. Todas as aulas foram filmadas com
uma camera de video de alta definicdo, tanto a parte de exibi¢do da videoaula, quanto todo o
restante da aula, incluindo o periodo da intervencéo (aula padréo) e as aplicagdes dos exercicios,
conforme explicitado no TCLE.

De acordo com os pressupostos da pesquisa qualitativa, esta investigacdo levantou
informacOes por meio de dois questionarios de pesquisa, nomeados de “Exercicios
Experimentais A” e “Exercicios Experimentais B”, que apresentaram os mesmos exercicios
para 0s conceitos trabalhados em cada videoaula e em cada aula em sala correspondente. Esses
exercicios foram elaborados pelo professor/pesquisador a partir da necessidade de atender aos
conteudos da disciplina de Céalculo I, que normalmente séo trabalhados nessa unidade curricular
de acordo com a ementa da disciplina aprovada no Projeto Pedagdgico de Curso de Graduagéo
em Engenharia Elétrica. Foram elaboradas 38 questdes distribuidas em 6 listas de exercicios
(cada um referente aos conceitos estudados nas respectivas aulas) e, desse total, foram
escolhidas 13 questdes, julgadas pelo professor/pesquisador como de melhor potencial para
analise, ou seja, aquelas questdes que estavam relacionadas as explanacdes de conceitos por
meio de jogos de linguagem que apresentaram mais elementos distintos entre eles. Essas

questdes tiveram representantes de cada uma das listas.
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4.8 Tratamento dos dados

O tratamento dos dados prioriza o cotejamento (a) das caracteristicas dos jogos de
linguagem sob distintas condicdes de interacdo (videoaula e aula presencial de intervencao),
bem como (b) das respostas emitidas pelos alunos nos dois questionarios para os Exercicios
Experimentais. Estima-se que os cotejamentos viabilizardo demarcar a relevéancia, em especial,
das acOes do professor na constituicdo de jogos de linguagem que, em Ultima instancia, estdo
inseridos no contexto de favorecer processos de ensino e de aprendizagem de conceitos
matematicos. Cabe salientar que quando nos referirmos a aulas, tanto podemos estar nos

referindo a videoaulas, quanto a aulas de intervencao.
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5 RESULTADOS E ANALISE DE DADOS

Na teoria dos conjuntos podemos afirmar que o conjunto A = {1, 2} € um elemento do
conjunto B = {0, {1, 2}, 3}, pois apesar de ser um conjunto, A esta fazendo papel de elemento
no conjunto B. Poderiamos representar esse conjunto B da seguinte maneira: B = {0, A, 3}.
Para deixar claro o conceito de Jogos de Linguagem para o leitor desse trabalho, faremos uma
analogia entre esse topico da teoria dos conjuntos e a nossa base tedrica. Quando, no capitulo
3, apresentamos a afirmacédo de Wittgenstein que nédo considerava os jogos de linguagem como
partes incompletas de uma linguagem, mas como linguagens completas em si mesmas,
estdvamos querendo defender o seguinte entendimento sobre os jogos de linguagem que
estamos apresentando nesse capitulo: ao falar sobre Limites estamos falando de um sistema
completo de comunicacdo humana, um jogo de linguagem, pois nesse sistema temos as
definigdes, propriedades, teoremas e todos os conceitos basicos necessarios para se falar sobre
a determinacdo do limite de uma fungdo. Assim sendo, estariamos associando Limites a uma
“espécie” de conjunto B, que possui em seu interior o conceito de Fatoracdo, ou seja, uma
“espécie” de conjunto A que, por sua vez, estaria fazendo o papel de elemento dentro do jogo
de linguagem dos Limites. No entanto, ndo podemos esquecer que 0 proprio conceito de
Fatoracdo também constitui um jogo de linguagem, pois apresenta suas definicGes e regras
proprias. Em resumo, quando estivermos falando sobre um elemento de um jogo de linguagem,
estaremos também nos referindo a um jogo de linguagem.

Outro ponto importante refere-se aos jogos de linguagem gestuais que aparecem ao
longo do trabalho de um docente. Esses jogos estdo entrelagados aos jogos de linguagem dos
préprios conceitos matematicos. Gestos, entonacdo de voz, palavras de alerta, dentre outras
acOes fazem parte de um ambiente de ensino e compdem um jogo de linguagem de grande
importancia para alcangcarmos 0s objetivos em nossa comunicagéo académica.

Esses jogos de linguagem estdo relacionados a uma forma de vida especifica dentro
desse trabalho, qual seja, ser um personagem de um meio académico apropriado a formacéo de
futuros engenheiros eletricistas, o que significa se comunicar em relagdo aos conceitos
matematicos e técnicos referente a profissdo de engenheiro eletricista. Como a disciplina de
Célculo 1 é uma das primeiras disciplinas a serem estudadas pelos recem ingressantes na
academia, esse meio deve envolvé-los nessa nova forma de vida que agora se apresenta a eles.
Dessa maneira, todas as regras gramaticais referentes aos jogos de linguagem envolvidos nessa

nova comunicacgao devem ser seguidas.
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5.1 Resultados: Descricdo e Analises

Apos as apresentacdes das videoaulas e das aulas de intervencéo, foram verificados 0s
desempenhos dos participantes nos Exercicios Experimentais A e B. Na correcdo dos
exercicios, foram atribuidas as letras maitsculas, em vermelho, “B” para questdo em branco,
“E” para questdo errada, “P” para questdo parcialmente correta e “C” para questdo correta. Para
cada questdo dos Exercicios Experimentais em que houve alguma agdo dos participantes, foram
realizadas as analises quanto aos impactos dos jogos de linguagem utilizados pelos professores
nas respostas apresentadas nesses exercicios.

Quando um voluntério ndo realizou um dos Exercicios Experimentais por algum
motivo, automaticamente tivemos que descartar o outro, pois perdemos a possibilidade de
comparacdo entre as resolucdes de cada par de questdo. Para a analise da acdo dos jogos de
linguagem presentes nessa pesquisa, buscamos identificar na resolucéo de cada par de questdes
dos Exercicios Experimentais, como cada jogo de linguagem utilizado influenciou na resolucéo
da respectiva questdo pelo aluno voluntério.

As analises dos resultados foram realizadas a partir dos desempenhos dos participantes
na disciplina de Célculo | do curso de Engenharia Elétrica. Das 38 questfes utilizadas nos 6
questionarios, escolhemos 13 questes que correspondem as questdes com o maior potencial
de demonstracao da influéncia dos jogos de linguagem utilizados pelos professores na resolucéo
dessas questdes pelos alunos.

Para cada transcricdo das aulas (videoaulas ou aulas de intervencdo) foram retirados e
sombreados trechos referentes aos elementos dos jogos de linguagem utilizados na apresentagéo
dos conceitos presentes em cada questdo, seguidos de nossa analise que esté escrita, em itélico,
dentro de colchetes.

A partir dessas a¢Oes analisamos 0s seguintes resultados:

5.1.1 Andlises da Aula 1
AULA DE INTERVENQAO 1

IDENTIFICACAO:
Al 1 - Limites — Parte 1 — Duragéo 01:40:39.
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ANALISE DAS RELAC}C)ES ENTRE OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:
Aula 1 — Questdo 5

x%—4x+3

Calcule: lim
x-1

x—

Essa questdo esta relacionada ao célculo de um limite de um quociente de funcdes
. . . . . ~ . 0 ~
polinomiais que apresenta uma indeterminacdo do tipo 5 Para resolver essa questdo dos

Exercicios Experimentais A da aula 1, os alunos assistiram ao trecho da videoaula 1 transcrito

a sequir:

“Olho para esse x? — 9, que esta sobre x — 3, e fatoro x? — 9 usando diferenca de quadrados.
Lembra x? — 9, nés vimos nas nossas aulas de matematica, naquela disciplina preparatoria,
fatoracdo de diferenca de quadrados (x — 3)(x + 3). x — 3 e x — 3 podem ser cancelados, entdo
fica s6 x + 3, e quando x tende a 3, x + 3, tudo Sse passa como se aqui Se aproximasse de 3, de
fato, a soma se aproxima de 6”. [Elemento do jogo de linguagem da Fatoracéo. Para a solucéo
desse tipo de limite, o jogo de linguagem do professor na videoaula esta se utilizando de um
exemplo, de forma técnica, onde o Unico destaque é o caso de fatoracdo de uma diferenca de
quadrados. Nessa comunicacdo, o professor faz referéncia as aulas de matemaética da

disciplina preparatoria.]

Observacdo: Todas as transcri¢cGes das videoaulas sdo bastante curtas, pois sdo gravadas em
estidio com utilizacdo de umatv de led conectada a um computador onde sao exibidos os slides
dos powerpoints com todos 0s conceitos ja expostos e os calculos ja prontos, bastando apenas
o professor ficar apontando na tela da tv. Além disso, jamais o professor revisa conteudo do
ensino basico necessarios para o estudo do Caélculo, pois considera todos ja vistos em videoaulas
de conteudos basicos disponibilizadas para os alunos anteriormente.

Ap0s a aula de intervencdo 1, essa mesma questao foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 1 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“A maneira mais tradicional que tem é usar casos de fatoracao, porque sempre eu vou trabalhar
com polindmio em cima e polindmio em baixo. Se eu sei todos os casos de fatoracdo do oitavo
ano, beleza! VVocé fica com uma méo na roda para poder resolver esse exercicio. Por exemplo:

eu olho para cima e vejo uma diferenca de quadrados. Todo mundo sabe que x ao quadrado
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menos 16 pode virar x mais 4 vezes x menos 4. Raiz quadrada disso da x, raiz quadrada desse
da 4, produto da soma pela diferenga das duas raizes vai resultar a diferenca entre dois
quadrados.” [Elemento do jogo de linguagem da Fatoracdo. Nesse jogo de linguagem, o
professor/pesquisador na aula de intervencao esté se utilizando de um outro exemplo, de forma
técnica, onde também destaca o caso de fatoracdo de uma diferenca de quadrados, porém
fazendo referéncia aos produtos notéveis (produto da soma pela diferenca de dois termos).
Nessa comunicagéo, o professor/pesquisador faz uso de muitas palavras que fazem parte de
um jogo de linguagem auxiliar, que ajuda a atrair a atencéo do aluno em relacéo ao conteudo
que esta sendo exposto. Sao elas: “mais tradicional”, “beleza”, “uma mdo na roda” e “Todo
mundo sabe "]

“Mas quando vocé quer deduzir mesmo, vocé tem que fazer assim: vocé olha para essa
expressdo e cria uma saida, uma saida para que vocé consiga fatorar a expressdo por casos
elementares que vocé conhece. Bom! Entdo a saida é: para quem tem bastante habilidade
algébrica, para quem ja tem experiéncia nisso, ele vai saber o seguinte: se eu pegar essa
diferenga e acrescentar ab e a0 mesmo tempo retirar ab, eu ndo alterei a expresséo original.
Concorda? Quem coloca um valor e retira 0 mesmo valor, ndo fez nada. Um cancela o outro,
ndo fez nada. N&o é isso? Mas o simples fato de vocé criar essa possibilidade de escrita, ja ajuda
vocé fazer o seguinte: vocé ja pode juntar o positivo aqui com esse outro positivo e esse negativo
com esse outro negativo. Perceberam? Esse esta com coeficiente positivo, esse também. Esse
esta com coeficiente negativo, esse também. Juntei 0s positivos, juntei os negativos. Quando
eu faco essa juntada, ai eu lembro de um caso elementar de fatoracdo chamado de agrupamento.
Existe o primeiro caso que é o fator comum, o segundo caso que é o agrupamento, a diferenca
de quadrados é o terceiro caso e assim vai. Mas 0 agrupamento e o fator comum sao os béasicos.
E eu olho para ca, eu posso fazer o agrupamento, eu ja fiz o agrupamento, quando eu juntei esse
positivo com esse positivo, eu ja estou formando um grupinho, e esse negativo com esse
negativo, outro grupinho, entdo estou fazendo agrupamentos. Nesse agrupamento ou nesse
grupinho, eu percebo que tem um fator comum, o fator comum é 0 a, e eu coloco 0 a em
evidéncia, se eu colocar esse a em evidéncia, quem vai sobrar dentro dos parénteses? a ao
quadrado por a sobra a, ab p6r a sobra b. Perfeito? Esta certo isso? Ah, eu ndo sei se esta certo.
Faz a distributiva que vocé confere. a vezes a, a ao quadrado, a vezes b, ab. Entao esta correto.
A, vocé vem para esse outro grupinho e percebe que da para colocar menos b em evidéncia,
menos b, se eu colocar menos b em evidéncia, o que vai sobrar dentro do parénteses? Menos

por menos, mais, b ao quadrado por b, b. Perfeito? Menos por menos, mais, ab por b, cancela
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0 b sobra apenas a. Observe que depois que eu faco os dois - e coloco em evidéncia,
no primeiro eu coloquei o a e no segundo eu coloquei 0 menos b, apareceu dentro do parénteses
duas coisas iguais, a mais b, e a mais b ou b mais a, que da na mesma. Como essas duas coisas
sdo iguais e aqui € um produto, e aqui € um produto, novamente eu tenho um caso de fator
comum. Quem é o fator comum agora? O a mais b. Entdo eu vou colocar 0 a mais b em

evidéncia, colocando-o em evidéncia, quem vai sobrar dentro do novo parénteses? a menos b.

E est af, o produto da soma pela diferena. Agora, eu pergunto para vocés: & melhor memorizar
ou vocé quer sempre deduzir?” [Outro elemento do jogo de linguagem da Fatoracdo. Esse

elemento trata da deducgédo da forma equivalente ao caso de fatoracédo da diferenca entre dois
quadrados, que é o produto rotavel “produto da soma pela diferenca de dois termos”. Nessa
fala, o professor/pesquisador também faz uso de algumas palavras que fazem parte de um jogo
de linguagem auxiliar, que ajuda a atrair a atencdo do aluno em relagé@o ao contetdo que esté
sendo exposto. Sdo elas: “juntada”, “beleza”, “grupinho” e “grupinhos”. Também se utiliza
de perguntas impactantes, tais como: “Esta certo isso? Ah, eu ndo sei se esta certo.”, essa
acompanhada de uma resposta que garante o carater impactante da pergunta; e “Agora, eu
pergunto para vocés: é melhor memorizar ou vocé quer sempre deduzir? ”, que busca criar
certa conscientizagao.]

“Qual é o nome do produto notavel? Produto da soma pela diferenca de dois termos. E eu leio,

eu leio, 0 nome do caso, eu n&o estou decorando o nome do caso, eu leio: produto, olha meu

produto da soma pela diferenca de dois termos, 0 a e 0 b. Eu ndo decoro, eu uso a linguagem.”
[Aqui temos um exemplo de jogo de linguagem gestual auxiliando o jogo de linguagem
matematico dos produtos notaveis. 4 expressiao “olha meu dedo” da o ponta pé inicial nessa
comunicacgao.]

“Olha s6! Néo estou fazendo nada exotérico, néo, estou s6 fazendo a distributiva, x vezes x,
x2, x vezes menos x'’, menos x.x'’, agora vamos para ca, menos x’ vezes x, menos x’.x, e
menos vezes menos, mais, mais o que? x'.x"'. Certo, gente? Eu néo fiz nada sobrenatural, fiz
alguma coisa sobrenatural? O, atencdo, atencéo, atencdo! a vezes, abre parénteses, x2, VOC&s
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estdo vendo que essa coisinha e essa daqui tém um fator comum? Quem é o fator comum? E o
menos x. Entdo vamos colocar esse menos x em evidéncia. Menos x em evidéncia, vai sobrar
quem dentro do parénteses? Menos por menos, mais, x por x, cancela, sobra quem? x"’, o outro,
menos por menos, mais, x por x, cancela, vai sobrar x’, vejam se eu fiz o fator comum correto,
meu fator comum esta certo? Estou com duvida, se vocé esta com davida, vocé distribui, tem
que voltar na mesma coisa, menos x vezes x'’, menos x.x"’, menos x vezes x’, menos x’. x ou
menos x.x', que da na mesma. Perfeito? Est4 correto meu calculo? E esse outro aqui, eu vou
copiar, mais x’.x". Pronto! Maravilha! Agora olha aqui, gente. a vezes, abre parénteses, x?2,
Menos x vezes a soma das raizes, ou seja, menos x vezes menos b sobre a, mais o produto das
raizes, ou seja, ¢ sobre a. Sabem distribuir? a vezes x?, ax?, este a vai multiplicar tudo isto,
entdo esse a de cima cancela com esse a debaixo, vai sobrar menos x vezes menos b, quanto
da menos x vezes menos b? Mais bx, menos vezes menos, mais, b vezes x, bx, mais a vezes
isso aqui? Esse a ndo vai cancelar com esse a debaixo? Vai sobrar quem, gente? Se ele cancelou
sobra c. Essa expressdo que apareceu aqui, tem alguma coisa a ver com essa?”’ [Aqui temos um
elemento do jogo de linguagem da fatoracdo, que é o caso da fatoracdo de um trindbmio do 2°
grau gque nao é um quadrado perfeito. Nesse elemento, esta sendo apresentada a justificativa
desse caso de fatorac@o. No jogo de linguagem auxiliar, o professor/pesquisador faz uso das
expressdes “N&o estou fazendo nada exotérico, ndo”, “Eu ndo fiz nada sobrenatural 7, <O,
atencdo, atencdo, atencdo! ”, “vocés estdo vendo que essa coisinha”, “Estou com davida, se
vocé esta com duvida, vocé distribui ” e “Pronto! Maravilha! ”, que buscam atrair a atencéo
do aluno em relacéo ao contetdo que esta sendo exposto.]

“Quando eu fiz as fatoragdes diferenca de quadrados e fatoragdo de um trindbmio do segundo
grau, apareceram esses dois produtos aqui e eu pude cancelar isso com isso. Esse cancelar isso
com isso, ndo é uma espécie de simplificacéo de fracdo? E. E uma simplificacdo de fracdo. E
vocé esta cansado, calejado, de simplificar fracGes. Para vocé simplificar fracbes, vocé diz
assim: eu tenho que dividir o numerador e o denominador pelo mesmo valor. VVou falar de novo:
eu tenho que dividir o numerador e o denominador pelo mesmo valor. N&do é assim? Pois bem,
quem é o numerador do meu limite? x? menos 16. Quem é o denominador do meu limite? x?2
menos 5x mais 4. Beleza! Esse € o numerador, esse é o denominador. Se eu quero simplificar
a fracdo, eu vou dividir tanto 0 numerador, quanto o denominador, eu vou dividir pelo mesmo
valor. Que valor é esse, irmédos? Ai é que esta o segredo, 0 bicho da goiaba. Ele esta aqui: seu
limite é x tendendo a 4, eu vou fazer bem grande, porque esse € o bicho da goiaba. Bem

goiabona aqui, olha, olha, seu limite esta fazendo x tender a 4, x tender a 4, certo? Estdo
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enxergando? Muito bem. Se eu pegar esse 4 e passar para o outro lado, vai ficar x menos 4
tendendo a 0. E néo era 0 x tendendo a 4 que estava causando o rebu aqui? Entdo vocé vai
sempre, sempre, simplificar a nossa fracdo por esse x subtraido do valor para o qual ele esta
tendendo.” [Esse € o0 jogo de linguagem auxiliar utilizado para introduzir o jogo de linguagem
da divisdo polinomial. Nele podemos observar expressdes como: “E vocé estd cansado,
calejado, de simplificar fracbes”, “Ai é que esta o segredo, o bicho da goiaba”, “Bem
goiabona aqui, olha, olha” e “E ndo era o x tendendo a 4 que estava causando o rebu aqui? .
Essas expressdes servem para prender a atencdo dos alunos.]

“Divisdo polinomial é uma coisa que vocé olha uma vez e ja aprende, porque ela é muito
simples. Ndo precisa ficar memorizando vérios casos de fatoracdo. Vocé vé uma s6 divisdo
polinomial e vocé sabe fazer todas. O! Vocé vé uma e sabe fazer todas. Vocé vé um caso de
fatoracdo e sabe fazer todos? Nao. Mas a divisao, sim. Olha aqui. Antes de comecar dividir, eu
quero lembrar a infancia de vocés. 7 dividido por 3. Quanto da 7 dividido por 3? Quero dividir
7 por 3, pronto, divisdo natural e acabou. 7 dividido por 3 da 2, o que vocé faz quando vocé
descobre que é 2 aqui? VVocé pega o dois multiplica pelo divisor e manda para l& para subtrair
do dividendo, ndo € assim? Olha o que eu vou fazer? 2 vezes 3, 6, eu pego esse 6 e passo para
ca menos 6, que vai dar resto 1. Perceberam o truque? 2 vezes 3, 6 positivo, quando vai para |4,
vai negativo.” [O professor/pesquisador utiliza esse jogo de linguagem auxiliar para introduzir
0 jogo de linguagem da divisdo polinomial. O destaque aqui fica por conta das expressoes
motivacionais, tais como: “Divisdo polinomial é uma coisa que vocé olha uma vez e ja
aprende”, “ela é muito simples”, “O! Vocé vé uma e sabe fazer todas ” e “Vocé vé um caso de
fatoracdo e sabe fazer todos? N&o. Mas a divisdo, sim”. Além de apelar para a aritmética da
infancia para prender ainda mais a atencéo da turma.]

“Olha, x2 dividido por x, maior grau daqui dividido pelo maior grau desse lado. Quanto da x?
dividido por x? x. Al faz o processo de volta, x vezes x, x?2, troca sinal, menos x?, x vezes
menos 4, menos 4x, troca sinal, mais 4x, somou, cancela, e esse com esse aqui ndo sdo
semelhantes, eu vou copiar os dois, vou copiar 4x menos 16, certo? Esse cara aqui tem grau
igual ao grau daqui, enquanto o grau estiver, pelo menos, no mesmo nivel, é possivel continuar
dividindo. Quando esse grau aqui ficar inferior, ai acabou. Mas, por enquanto, da. 4x dividido
por x, 4, 4 vezes x, 4x, vem para ca menos 4x, 4 vezes menos 4, menos 16, vem para ca mais
16, olha o resultado, 0, diviséo exata.” [Aqui temos o jogo de linguagem da divisdo polinomial

com suas regras sendo aplicadas.]
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A partir dessas exposic¢Oes, os alunos resolveram a questdo 5 dos respectivos Exercicios
Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 6: Exercicios Experimentais A

E 5) Ca]CUleI;lri_r;I}xz;;t:H- [ipm ‘?(l_ U 12 \ ’(4/" 'Y ‘&} l% 1y -})
« A ’ = s

Aluno 6: Exercicios Experimentais B

» 5) Calcule: hm" 2533 //r/.l M (<-3) /
, x -0 [% sv/m //3‘ = wsid
}7 * { v 43 i

-
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7
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O jogo de linguagem do professor na videoaula ndo foi suficiente para que esse aluno utilizasse
0s casos de fatoracdo, talvez se ele tivesse tido acesso aos videos de contelidos basicos citado
pelo professor, ele poderia ter conseguido resolver essa questdo. Mas a exposicdo do caso de
fatoracdo de uma expressdo polinomial do segundo grau presente no jogo de linguagem
utilizado na aula de intervencdo mostrou-se presente na resolucdo do aluno nos Exercicios

Experimentais B.

Aluno 13: Exercicios Experimentais A

C 5) Calcule: llmJr —exts [, ¢ X 3“)5 Lim RACEN IS fi*i’mji(_:fl =
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Aluno 13: Exercicios Experimentais B
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Jé para esse aluno, os jogos de linguagem dos professores ndo interferiram em suas resolugdes,
pois o professor na videoaula limitou-se a apresentar somente o caso da diferenca de quadrados
e o professor/pesquisador apesar de ter explorado mais possibilidades de casos de fatoragéo,
além da divisdo polinomial, ndo destacou o caso do agrupamento, apenas o utilizou numa

demonstracdo dentro do caso de diferenca de dois quadrados. Esse aluno demonstrou que ja
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dominava o caso de agrupamento, os jogos de linguagem dos professores s6 serviram para que
esse ele atentasse para a utilizacdo de um caso de fatoracao.

Aluno 16: Exercicios Experimentais A

B 5) Calcule: lim X422
x-1 x—1

Aluno 16: Exercicios Experimentais B
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Aluno 28: Exercicios Experimentais A
B 5) Calcule: hm i
x—-1
Aluno 28: Exercicios Experimentais B
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Aluno 30: Exercicios Experimentais A

B 5 calcule: lilr;xz_d’x“
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Aluno 30: Exercicios Experimentais B

C 5) Calcule: hm o3 zx=t fom 2230 423 /’@u
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Enquanto os alunos 16, 28 e 30 demonstraram ndo terem nenhum dominio dos casos de
fatoracdo, mesmo com o professor na videoaula e o professor/pesquisador na aula de
intervencao apresentando alguns casos, eles ndo conseguiram aplica-los. Somente conseguiram
apresentar uma resposta nos Exercicios Experimentais B, pois utilizaram um elemento do jogo

de linguagem do professor/pesquisador diferente dos casos de fatoracao.
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Aula 1 — Questéo 6

Qual é a diferenca entre limite no infinito e limite infinito?

Essa questdo esta relacionada aos conceitos de limites no infinito e limites infinitos. Para
resolver essa questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 1, os alunos assistiram ao trecho

da videoaula 1 transcrito a seguir:

“quando x vai para infinito, ou seja, quando x fica muito grande, o que acontece com 1 sobre
x, 0 inverso de um ndmero muito grande é um nimero muito pequeno, limite é 0. -5x3, quando
x tende para infinito, bom, x ficando muito grande, x® fica muito grande, multiplicado por 5,
continua um numero que Vvai crescendo cada vez mais, com 0 menos ele vai tender para menos
infinito. Raiz clbica de 2x + 5, x tendendo para infinito, 2x tende para infinito, com mais 5
tende para infinito e raiz cubica de um numero que cresce indefinidamente, também vai
continuar crescendo e a raiz cibica de 2x + 5, quando x tende a infinito, o limite é mais infinito.”
[Nesse jogo de linguagem dos limites no infinito, temos o uso de trés situagdes de aplicagdes
do limite no infinito, mas em nenhum momento ha destaque para o que vem a ser um limite no

infinito e um limite infinito.]

Apo6s a aula de intervencao 1, essa mesma questdo foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 1 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“Limites no infinito e limites infinitos, qual é a diferenca entre esses dois? Bom, quando é no
infinito tem a ver com dominio, quando sdo limites infinitos tem a ver com imagens. De que
maneira? Por exemplo, se eu tiver uma fungdo como essa aqui, 0, limite, vou colocar essa aqui
que todo mundo ja conhece, néo sei se conhece, vamos 14, 3x2 mais 2x menos 1 sobre x? mais
x mais 3, quando x tende a infinito. Entdo quando eu tenho um limite desse tipo, a primeira
coisa que eu devo lembrar é de uma propriedadezinha que sera muito Util para a gente. Limite
de fungdes polinomiais, vou pegar a de cima ali separada, so ela, bonitinha, separada e vamos
aplicar aqui valores de x tendendo a infinito. Que quer dizer isso? Bom, se isso é um polinémio
gente, todo mundo sabe qual é o gréafico dessa fungdo, ndo é? Nesse caso aqui, qual é o grafico?
Parabola, beleza. E essa parabola é concava para cima ou para baixo? Para cima. Eu ndo vou
tentar fazer um desenho perfeito, ndo vou ver raiz, vértice, ndo vou ver nada. Eu s6 vou fazer

um grafico grosseiro aqui, que pode nao ter nada com essa funcao ai, em termos de raiz, vértice
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e termo independente.” [Em seu jogo de linguagem sobre os limites no infinito e limites
infinitos, o professor/pesquisador inicia a exposi¢ao levantando uma questéo sobre a diferenca
entre eles, pois sdo conceitos muito sutis. Logo em seguida, apresenta um exemplo que envolve
uma razao entre funcdes polinomiais do 2° grau, que séo mais familiares aos alunos. Esse jogo
de linguagem envolve registros de representacdo semidtica algébrico e gréafico, o que contribui
para o melhor entendimento dos alunos. No jogo de linguagem auxiliar vemos expressdes e
palavras que buscam conquistar a atencdo dos alunos, tais como: “6”, “propriedadezinha”,
“pbonitinha”, “beleza” e o trocadilho “todo mundo j& conhece, néo sei se conhece "]

“Se € uma funcgdo polinomial do segundo grau, o grafico é esse aqui ou € uma coisa parecida
com essa, e se eu faco os valores de x virem para o infinito, quanto mais o0 x vem para o infinito,
mais, acontece o que com as imagens? O que estd acontecendo com as imagens? Estdo
disparando também para o infinito, porque essa perna aqui vai seguir infinitamente, nao vai?
Quanto mais eu venho para o infinito no dominio, mais as imagens disparam para o infinito.
Entdo eu sei que o resultado desse limite aqui vai ser infinito, so de olhar no grafico. Perceberam
iss0? Quanto mais eu venho para o infinito no dominio, mais as imagens disparam para o
infinito positivo.” [Nessa parte do jogo de linguagem, o professor/pesquisador busca deixar
claro por meio do exemplo da funcéo polinomial do 2° grau, o que faz com que o limite seja no

infinito e infinito.]

A partir dessas exposicoes, 0s alunos resolveram a questdo 6 dos respectivos Exercicios

Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 14: Exercicios Experimentais A

E 6) Qualéa diferenga entre limite no infinito e limite infinito?
L3 g i oo kel

Aluno 14: Exercicios Experimentais B

C 6) Qual é a diferenca entre limite no infinito e limite infinito?

et A S

Para esse aluno, o jogo de linguagem do professor na videoaula causou uma interpretacéo

numérica sobre esses conceitos, pois o professor apresenta o conceito por meio de um exemplo
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para efetuar o calculo. Somente com o detalhamento dos conceitos na aula de intervencéo, esse

aluno conseguiu entender as diferencas conceituais.

Aluno 15: Exercicios Experimentais A

= 6) Qual ¢ a diferenca entre limite no mﬁmto e hmlte infinito?

' 'new}ﬁwwfe \k/w X & dndde
W Jm,bn\w/é 878 J.ﬂ);um Alas” JW

Aluno 15: Exercicios Experimentais B

= 6) Qual ¢ a diferenca entre limite no infinito e limite infinito?
Sy, 6 iy st tvcigrllon m0 omims  ( X—> %),
o Lok w reo 15 volora CL-_L d,wa%w

Nesse caso, na resposta apresentada nos Exercicios Experimentais A, o aluno demonstra que
n&o entendeu o conceito de vizinhanga infinitesimal do conceito de limites, quando afirma que
x € igual a infinito. E nos Exercicios Experimentais B deixa o conceito de limite infinito vago,
ou seja, 0 conceito esta incompleto. Os jogos de linguagem utilizados tanto na videoaula, quanto

na aula de intervencéo ndo foram suficientes para perfeita distin¢éo entre os dois conceitos.

Aluno 21: Exercicios Experimentais A

E 6) Qualéa diferenca entre limite no infinito e limite infinito?

i b x“'\‘ O %MXGJ&Q\
Somei e smfpride " quandt Vol L0 ot ki &{WW&. (1& EW‘M@,,‘
. T g e G nia . T
Qi o dnfwde o aperdn g ualpr do Junkas S uny Ko aioohos.
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Aluno 21: Exercicios Experimentais B

C 6) Qual ¢ a diferenga entre limite no infinito e limite infinito?
;[.m-lc_m&wg{rul‘b vy s VOl B 3 ) ﬂmnm*mm @Umm o )
% \;C%AA\W uS J._}}Y'V‘\lk, \v’\&\m%@ \J/._D- \W\\OD*}Y\ }\WM m\"h%\'\}xg
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O exemplo utilizado no jogo de linguagem do professor na videoaula ndo foi suficiente para
que esse aluno conseguisse distinguir os dois conceitos, fez com que ele criasse uma certa
confusdo entre esses conceitos. Deixando inclusive, na propria resolucdo da questdo, uma
observacdo de que achou que a explicagdo do professor ficou um pouco trabalhosa para

entendimento. Na aula de intervencdo o professor/pesquisador prioriza um jogo de linguagem



72

que apresenta inicialmente uma ideia de distin¢cdo dos conceitos e logo em seguida mostra
exemplos especificos para cada conceito, chegando até ao caso dos limites no infinito que séo

infinitos.

Aluno 26: Exercicios Experimentais A

E 6 Qual ¢ a diferenga entre limite no infinito'e limite infinito?
Linile ao iliailo e doande o limide Pode temder A (wPinile 00 @ Wenos wnhinito

Aluno 26: Exercicios Experimentais B

C e Qual ¢ a diferenga entre limite no infinito e limite infinito?
Limite wo inlinito duando 0S5 voloves % fendem oo wlinito

Lumile mfim’-lc doande 05 1AGOENS e wbemn ao \V\Cmnc

Com certa confusdo na linguagem, o aluno tenta passar a ideia do exemplo dado pelo professor
na videoaula. Depois da aula de intervencdo apresenta a diferenciacdo dos conceitos. Parecem
consequéncias claras dos jogos de linguagem utilizados.

Aluno 31: Exercicios Experimentais A

E 6) Qual é a diferenga entre limite no infinito e limite infinito?

'\)‘ ows G WEmDu e f\fm&\fmﬁe ;mfés;\-m W 0 C].rcmdS
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Aluno 31: Exercicios Experimentais B

C 6) Qual ¢ a diferenga entre limite no infinito e limite infinito? bty Londe o
[l alle) ey Qe

[fnfl o 2edfadh | dendo o000, %oce que
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O exemplo utilizado no jogo de linguagem do professor na videoaula novamente causou
dificuldade para a compreensdo do conceito de limites no infinito e, na resposta do aluno,
observamos que a nogdo de vizinhanca infinitesimal ndo aparece. Com o detalhamento desses
conceitos no jogo de linguagem do professor/pesquisador, o aluno pdde diferencia-los e
demonstrar uma maior familiaridade com o conceito de vizinhanga infinitesimal, pois deixa
claro que tanto no dominio, quanto na imagem, os valores estdo se aproximando (tendendo).

Além de apresentar a possibilidade dos limites no infinito que séo infinitos.
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Nossa preocupacao é com o jogo de linguagem que o professor ird usar para ensinar o
seu aluno, pois muito nos preocupamos com situa¢des como essa que ocorreu com um de Nnossos

alunos voluntarios ao tentar responder a questdo 6 da parte 1 da aula de limites:

Figura 8. Resposta de um voluntario na questao 6 da aula 1 apos a videoaula

AVA

= unesp™ A

Faculdade de Oéncis
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
FACULDADE DE CIENCIAS - CAMPUS BAURU
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCACAO PARA A CIENCIA

Exercicios Experimentais — Limites — Parte 1 — A

/ 14, A
Voluntario(a)

De acordo com os conceitos apresentados na videoaula, responda as seguintes questoes

6) Qual € a diferenga entre limite no infinito e limite infinito?
( ) ) Iy ‘ R

Fonte: O autor

Ou seja, o aluno 35 ndo entendeu os conceitos, apenas efetua calculos. Isso caracteriza um
ensino sem significado para esse aluno. Ele ndo sera capaz de distinguir situacdes em que esses
conceitos se fizerem presentes. Porém, quando o pesquisador apresentou um jogo de linguagem
gue contemplou a presenca de uma énfase na distingdo entre esses conceitos, o aluno voluntario

conseguiu apresentar uma resposta para a mesma questdo como segue na figura a seguir:

Figura 9. Resposta de um voluntario na questdo 6 da aula 1 apos a intervencao

= unesp ™ A

Facubdade de Ciénoa

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO"
FACULDADE DE CIENCIAS - CAMPUS BAURU
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO PARA A CIENCIA

Exercicios Experimentais — Limites — Parte 1 - B
da
Voluntario(a):|_
va
De acordo com os conceitos apresentados na sala de aula, responda as seguintes questdes @
6) Qual € a diferen¢a entre limite no infinito e limite infinito? :*y

7V Calenlar: lim 2

Fonte: O autor
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Esse tipo de exemplo reforga a importancia da atencao, por parte do professor, em relacdo ao
jogo de linguagem que utilizard, pois caso o professor considere que seu jogo de linguagem
estd consolidado, entdo, certamente, poderd ndo conseguir atingir a aprendizagem esperada

pelos alunos.

Aula 1 — Questéo 8

L1 2x5-3x*—5x3+x2—4x+1
Calcular: lim
x—00 3x6—x5+3x4-2x3-x2+6x+4

Aula 1 — Questédo 9

1 2x0%+47x5-3x*—5x3+x%—4x+1
Calcular: lim :
x—>1 3x6—x5+3x%—2x3—x2+6x+4

A questdo 8 esta relacionada ao conceito de limites no infinito de fungdes polinomiais,
enguanto a questdo 9 foi proposta para chamar a atencdo de que a propriedade utilizada no
calculo do limite no infinito de uma funcdo polinomial ndo se aplica para um limite de uma
funcéo polinomial que nédo tenha a variavel independente tendendo ao infinito. As questdes 8 e
9 foram propostas para serem confrontadas, ou seja, o aluno deveria perceber a diferenca
conceitual entre ambas. Esse confronto é um recurso didatico possivel dentro de um jogo de
linguagem e favorece muito o entendimento dos conceitos apresentados. Para resolver essas
questBes dos Exercicios Experimentais A da aula 1, os alunos assistiram ao trecho da videoaula

1 transcrito a seguir:

“Quando eu tenho 3x2 + 2 sobre x + 1, uma coisa que eu posso fazer para ver o limite quando
x tende a mais infinito, porque é mais infinito e mais infinito, é técnica que vai dar certo sempre,
fatora o termo de maior grau, fatorei 3x2 e x, observe que se eu fatoro o de maior grau, o
primeiro termo vai ser sempre 1, 1 mais 2 sobre 0 3x? e aqui 1 mais 1 sobre x. Olha que
bonitinho, 0 3x2 e 0 x eu posso cancelar, deu 3x, e todos 0s que estdo entre parentes vao tender
a 1, porque como eu cologuei em evidéncia o de maior grau, esse tende a 1 e esses outros todos
tendem a 0, porque o0 x estéd indo para infinito e tem expoente embaixo, esta tudo indo para 0,
entdo acaba dominando o de maior grau. E se vocé fizer isso com 3x*, com 5x*, pde em
evidéncia 3x* e 5x*, x* vai cancelar com x*, ao contrario desse que era x2 e x, cancelou e
sobrou um x, aqui é x*, x*, vai cancelar o x e vai sobrar 0 3 e 0 5, e 0s outros termos dentro do
parénteses todos véao ser dominados por esse primeiro termo 1, entdo vai ficar um 3x*, um 5x*,
cancelo x*, 3 sobre 5, os outros todos 1, limite 3 sobre 5. E vocé pode generalizar esse fato,

sempre que voceé tiver um quociente de fungdes polinomiais, basta olhar os termos de maior
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grau, os termos de maior grau sdéo dominantes.” [Esse é um elemento do jogo de linguagem dos
limites no infinito de quocientes de fun¢Ges polinomiais, pois estd apresentando a propriedade
a ser utilizada para calcular de forma pratica esse tipo de limite. O professor apresenta duas
situacdes que podem ocorrer ao se utilizar essa propriedade. Em seu jogo de linguagem
auxiliar, o professor utiliza a expressdo “Olha que bonitinho” para atrair a aten¢do da

audiéncia na videoaula.]

Ap0s a aula de intervencdo 1, essas mesmas questdes foram novamente apresentadas
aos alunos nos Exercicios Experimentais B da aula 1 para novas resolucdes. Para realizar esta

tarefa, eles assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“Como ela é uma funcdo polinomial, toda funcéo polinomial que vai para o infinito, eu a trato
assim: eu pego o termo de maior grau da funcéo e tento colocar em evidéncia, se eu colocar
esse negocio em evidéncia, o que vai aparecer dentro do parénteses? N&o é fator comum, esta
vendo que n&o é fator comum, mesmo assim, sem ser fator comum, eu quero colocar o termo
de maior grau em evidéncia, o0 que vai acontecer dentro do parénteses? Qual vai ser o primeiro
termo aqui, na hora que eu coloco isso em evidéncia? Menos 3x?2 dividido por ele mesmo, 1,
perfeito, 2x dividido por menos 3x2, 8, 2x dividido por menos 3x?2, cancela o x daqui com um
daqui, e o resto ndo da para fazer nada, certo? Se ndo da para fazer nada, vai sobrar quem?
Menos eu coloco no meio, sobra 2 em cima e sobra 3x embaixo, sobrou isso ai, ficou claro para
todo mundo, essa continha? A mesma coisa, eu vou fazer com o 1, quanto é 1 dividido por esse
bicho feio aqui? 1 dividido por menos 3x2, ndo da para fazer nada, s6 vou pegar o sinal de
menos e colocar no meio, entdo vai ficar menos 1 sobre 3x2. Olha o que acontece aqui: como
x esta indo para infinito, essa fracdo aqui vai zerar, porque infinito vezes 3 da infinito, um
numero dividido por um denominador extremamente gigante, vai fazer a fracéo ir para onde?
Para 0. Entéo essa fracdo vai para 0, a mesma coisa aqui, infinito ao quadrado, infinito, vezes
3, infinito, um numero finito dividido por um extremamente gigante, o que vai acontecer? Vai
fazer a fracdo tender a 0. Se isso tende a 0O, se isso tende a 0, s6 esse camaradinha aqui vai
importar, entdo 1 menos 0 menos 0, vai dar 1, e 1 vezes o0 que esta aqui, da o proprio que esta
aqui, entdo se da o préprio que esta aqui, eu nao preciso esquentar com ninguém para tras,
correto? Entéo é como se eu simplesmente ignorasse isso aqui e ficasse apenas com o termo de
maior grau, porque esse termo de maior grau é que realmente vai determinar qual é o valor do
limite.” [Aqui esta o jogo de linguagem do professor/pesquisador onde a propriedade a ser

utilizada para calcular o limite no infinito de uma funcé@o polinomial é apresentada. Nesse
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jogo, as expressoes: “ficou claro para todo mundo, essa continha?”, “quanto é 1 dividido por
esse bicho feio aqui? ”, “extremamente gigante ”, “esse camaradinha”, “ndo preciso esquentar
com ninguém para tras” e “simplesmente ignorasse isso aqui” sdo utilizadas com o objetivo
de manter as atenc@es dos alunos sobre a apresentacdo das regras matematicas necessarias.]
“Vocé vai escrever que limite de menos 3x? mais 2x mais 1, com x tendendo a infinito, ele vai
dar limite de menos 3x2, com x tendendo a infinito, e isso vai dar menos infinito. Toda vez
vocé pode fazer isso? Toda vez. Mas so vale, s vale, se for limite no infinito. E o que é um
limite no infinito? Quando os valores do dominio, no caso, em cima do dominio, eu estou
fazendo a variagdo de x e ele vai caminhar em dire¢@o ao infinito. Ou infinito positivo, ou
infinito negativo. Se eu escrever isso aqui, 6, gente, limite de menos 3x2 mais 2x mais 1, com
x tendendo a 7, isso € um limite no infinito? Nao. Entdo se ndo é no infinito, eu posso fazer
iss0? Se voce fizer isso, vOCEé cometeu um erro gravissimo, porque essa coisa aqui ndo tem nada
a ver com essa outra. T4? Entdo a propriedade s vale, se for limite no infinito. Bom, gente, s
que é o seguinte: vocés viram também que esse resultado aqui deu infinito negativo, certo? Se
deu infinito negativo, quem estad caminhando em direcdo ao menos infinito? As imagens estdo
tendendo a menos infinito. O que significa isso? Que eu tenho um limite que além de ser no
infinito, ele também é um limite infinito. E se acontecer isso aqui, 0, voce tiver limite de 1 sobre
x, com x tendendo a infinito, vai tender a 0. E limite no infinito? Sim. E limite infinito? NAo.
Entéo esse aqui € apenas limite no infinito.” [Essa parte do jogo de linguagem apresenta uma
énfase na condicdo de utilizacdo da regra apresentada para calculo de limites no infinito de
funcdes polinomiais, ao deixar claro para o aluno a diferenca entre um limite no infinito de
funcao polinomial e um limite de funcé@o polinomial onde x esta tendendo para um valor finito.
A presenca das expressdes “Mas s6 vale, s6 vale ”, “vocé cometeu um erro gravissimo” e “essa
coisa aqui ” reforca essa diferenciacéo. O jogo de linguagem ainda apresenta a diferenca entre
limites no infinito e limites infinitos.]

“Para ser limite infinito, ndo necessariamente tem que ser resultado de um limite no infinito,
pode ser de um limite a um valor finito.” [Aqui o jogo de linguagem chama a atencéo para a

existéncia de limites infinitos que n&o estéo vinculados a limites no infinito.]

A partir dessas exposi¢des, os alunos resolveram as questdes 8 e 9 dos respectivos

Exercicios Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolucdes:

Aluno 6: Exercicios Experimentais A
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: 2x5-3x*-5x3+x2—4x+
B 8) calcular: lim X+l
x—00 3x0-x5+3x4-2x3-x246x+4

. 2x547x5-3x45x3+x2—
B 9) calcular: lim X% hr Sxtl
x>1 3x6-x543x%-2x3—x24+6x+4

Aluno 6: Exercicios Experimentais B

C 8) Calcular: lim 2x%-3x*—5x3+x2—4x+1 _ /ﬂv Z/

6_x513x%_223_n2 @/m ! ;
—00 3x0-x+3x*-2x3-x2+6x+4 e p@) — 5 < Z N /Z' Z 0

6 5 4 3y 2
9) Calcular: li 2x°+7x°-3x*-S5x3+x%—4x+1 T
C ) cutar Jll:l-tn} 3x5-x543x4-2x3-x24+6x+4 — m/? %/ yéjf; o Vé f

Assim como o aluno 6, os alunos 3, 15, 16, 18, 22, 25, 28, 30, 32 e 34 tiveram dificuldades com
0 jogo de linguagem utilizado pelo professor na videoaula, que colocava o termo de maior grau
em evidéncia para limites no infinito de fungdes polinomiais e que ndo destacava a diferenca
entre um limite no infinito e um limite onde x tendia a um nimero finito. Como consequéncia,
deixaram as questdes 8 e 9 em branco nos Exercicios Experimentais A. Por outro lado,
entenderam com bastante facilidade o jogo de linguagem que aplicava diretamente a
propriedade para esse tipo de limite, utilizado pelo professor/pesquisador na aula de
intervencdo. Além da diferenciacdo entre os tipos de limites para fungdes que apresentam um

quociente entre fungdes polinomiais.

Aluno 7: Exercicios Experimentais A

; 2x5-3x*~5x3 4 x2-dx+1
B 8) Calcular: lim —2—
x—00 3x6—x54+3x*—2x3-x2+6x+4

2.3-2-S+4-d+4  Lms T

. (2xS+7x5-3x*-5x34x2— 3 LA
C 9) Calcular: lim® B M . Z_“"" B ) 12
x~1 3x°-x°+3x*-2x3-x?+6x+4  x1 P A A U o +4

Aluno 7: Exercicios Experimentais B

2 2 = &)
C 8) Calcular: lim 2x5-3x*-5x%+x%-4x+1 = DLK: & I —
" x>0 3x6-x5+3x4-2x3—x2+6x+4 JOX 3)( ce
. 2x547x5-3x*~5x3+x%-4x+1 -1
9) Calcular: lim &
C ) x—1 3x6-x5+3x4-2x3-x24+6x+4 et

O jogo de linguagem utilizado pelo professor na videoaula, que colocava o termo de maior grau
em evidéncia para limites no infinito de fungdes polinomiais ndo foi entendido por esse aluno.

Essa ndo compreensdo do limite no infinito de um quociente de funcbes polinomiais néo
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interferiu na aplicacdo da regra basica de célculo de limites para fungdes que ndo geram
indeterminagdes. Quando exposto ao jogo de linguagem do professor/pesquisador, parece ter
achado tdo simples que resolveu as questdes de forma direta, apesar dos erros de formalidade

na escrita usada no calculo de limites.

Aluno 31: Exercicios Experimentais A

H +_|
6 Q._ - 3 - 5 + J.l - " ..__6)
C 8) Caloular: lim e (L5350 x5
Q QY 6 ( - 5 -2 L o+g 4y
: : —%: X 3 a2t +:t" 3 oo b oM s =6

2x847x5-3x*—5x34x2-4x+1
3x5-x5+3x4-2x3-x2+6x+4

B 9) calcular: }‘1_)11%

Aluno 31: Exercicios Experimentais B

5 5
C 8) Calcular: lim=202xt-sxda?—sxey = Lo Qo0 =} Lem e v d 3 0
" 203X x5 +3x4-2x3 -2 +6x +4 ‘:L-M%“\I}@ B 2L C S;E 1;,

~

r 29
Ve UhuRewo Gpe A\U'A&
647953t —Gx3 a2 _ E
C 9) Calcular: lim 2x547x5-3x*—5x3+x2—4x+1 L oY Unn mMuTers Moo rUﬂéE’,,
x—1 3x6-x543x4-2x3-x2+6x+4 \JV -\/ A
18 O vegdulle &nC e
T Z2e Yo.

O jogo de linguagem utilizado pelo professor na videoaula, que colocava o termo de maior grau
em evidéncia para limites no infinito de funcGes polinomiais, foi perfeitamente entendido pelo
aluno 31. Porém ndo foi suficiente para que ele distinguisse os dois limites. E o jogo de
linguagem utilizado pelo professor/pesquisador na aula de intervencdo, que aplicava
diretamente a propriedade para esse tipo de limite, foi entendido. Além do aluno também ter
tido o discernimento de que o limite da Questdo 9 ndo gozava da mesma propriedade utilizada

na Questdo 8. Esse aluno ainda apresenta um registro de representacdo em linguagem natural

5
para justificar o lim 2=

x— 00 3x6

Aluno 32: Exercicios Experimentais A

" 2x5-3x4—5x34+x2—4x+1 e
B 8) Calcular: ;\l:l-{g) 3x6-x5+3x4-2x3-x2+6x+4

. 2x547x5-3x%-5x3+x2-4x+1
9) Calcular: lim
B ) x—1 3x6-x5+3x4-2x3-x2+6x+4

Aluno 32: Exercicios Experimentais B



79

5 L
g Z P - —7
2x5-3x*—5x3+x2—dx+1 = ] =% Jv
C 8) Calcular: h—l;n 3xﬁtx5:3x‘—xz;x—12:6:+4 u = U\)ﬁﬂgam Sj 2
b ey 3 =0y

C 9) Calcular: hm 2454 7x5-3x*—Sx¥+x%—dx+1 . Shm Z[{)G-t + [415- 3(\\5«'[!32’/4(4){—1 f
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Pela declaracdo exposta pelo aluno nas questdes 8 e 9 dos Exercicios Experimentais A, fica
exposta sua dificuldade com o jogo de linguagem utilizado pelo professor na videoaula. E mais
uma vez, o jogo de linguagem utilizado pelo professor/pesquisador na aula de intervencao, que
aplicava diretamente a propriedade para esse tipo de limite, foi rapidamente entendido. Além
do aluno também ter tido o discernimento de que o limite da Questdo 9 ndo gozava da mesma

propriedade utilizada na Quest&o 8.

Aluno 35: Exercicios Experimentais A

2x5-3x*-5x3+x2-4x+1
C 8) Calcular: llm -
3x6~x54+3x4-2x3—x2+6x+4

£W%%%%%%* -
O KA BB e E) T

. 2x9+7x5-3x%—5x3+x%-4x+1
9) Calcular: lim
C ) x—>1 3x0—x5+3x%—2x3-x2+6x+4

P 200054 F (SPRF -85 €10 €5 _ 3£ 3-3-5 ¢ -4+S 4
XL 0 (0542000 -200)3 - (T 6(3) €4

344325kt )

Aluno 35: Exercicios Experimentais B

2x5-3x*-5x3+x?-4x+1
C 8) Calcular: hm
oo 3x6~x54+3x4-2x3—x24+6x+4

v g y Q -
[,!L:;V‘_M_(I,),»,_;%__—b-—f'@//
k ) 5 W/ Ve
2x8+7x5-3x*—5x3 +x2—4x+1 g Lk;zi4" G?Léubéay7
C 9) Caloular: llm 1 3x5—x5+3x4-2x3-x2+6x+4 W%
P { w0 funtily
AV D¢ 1) - _
Koy 2l s WY o gygezgadoaa o
JHP-G8 eo0)t g (it S-1 4724 vgew 12
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Esse aluno demonstra ter entendido os dois jogos de linguagem utilizados pelos professores.
Porém, mesmo ja tendo dominio no uso do termo de maior grau em evidéncia, ele utiliza na
questdo 8 dos Exercicios Experimentais B, a praticidade do uso da propriedade apresentada no
jogo de linguagem da aula de intervencdo. O destaque para as resolucgdes desse aluno, ficou por
conta de ele ter apresentado registros de representacdo em linguagem natural para representar

elementos desses jogos.

5.1.2 Andlises da Aula 2

AULA DE INTERVENCAQ 2

IDENTIFICACAO:
Al 2 — Limites — Parte 2 — Duragdo 01:56:22.

ANALISE DAS RELACOES ENTRE OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:
Aula 2 — Questéo 1

. -1
Calcular: hm‘/E

x—-1 x—1

Essa questdo esta relacionada as formas indeterminadas e propriedades operatérias dos
limites. Para resolver essa questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 2, os alunos

assistiram ao trecho da videoaula 2 transcrito a seguir:

“As vezes n6s temos que eliminar a indeterminacao. Limite para x tendendo a 5 de vx —+/5
sobre x — 5, observe que se eu substituir x por 5 fica V5 —v/5 que € 0,5 — 5 que é 0 e eu ndo

consigo fazer a conta. Mas se eu multiplicar em cima e embaixo por vx + +/5, é o conjugado
do de cima, porque isso é uma diferenca de quadrados, (a - b)(a + b) é o quadrado do

primeiro menos o quadrado do segundo, isso vai me fornecer x — 5, que vai se cancelar com
esse x — 5 aqui debaixo, fica x —5 em cima e em baixo, e aqui embaixo vai sobrar 1 sobre vx +
/5, que no d4 problema para calcular quando x tende a 5, porque é uma soma das duas raizes,
entdo a gente multiplica em cima e embaixo por vx + /5, faz o produto da diferenca de
quadrado, x — 5 cancela com o debaixo, um sobre v/x + /5, x tendendo a 5, a conta fica normal,

1 sobre 2v/5, que se nos racionalizarmos da /5 sobre 10. Bom, isso chama-se eliminar a
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indeterminacgdo.” [Esse é o jogo de linguagem utilizado pelo professor na videoaula para
resolucdo de limites que apresentam uma indeterminagdo envolvendo subtracdo de raizes
guadradas. Nesse jogo, a énfase é dada ao caso de fatoracdo da diferenca de quadrados

apresentada a partir de um exemplo especifico de forma direta.]

Apos a aula de intervengdo 2, essa mesma questao foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 2 para nova resolucdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“A pergunta primeira que ndo quer se calar é essa aqui: por que que eu tenho que usar 0
conjugado? Quem desconfia por que que eu tenho que usar o conjugado? Para acontecer isso,
olha o que esta escrito aqui. Aqui esta escrito: alguém menos outro alguém. Esta escrito a — b
que estd multiplicando o conjugado que é a + b. Portanto, isso € um produto da soma pela
diferenca, que resulta a diferenca entre dois quadrados. Entdo a pergunta que eu fiz que nao
queria se calar: por que que quando tem a diferenca de raizes quadradas, eu multiplico pelo
conjugado? Porque eu quero que apareca uma diferenca de quadrados. E quando aparecer a
diferenca de quadrados, a raiz vai embora.” [O jogo de linguagem do professor/pesquisador
inicia com um desafio, onde busca investigar se os alunos percebem a relacdo entre a
multiplicacdo pelo conjugado e a utilizacdo de um dos casos de produtos notaveis e,
consequentemente, com o0 caso de fatoracdo ‘“diferenca entre dois quadrados”. O
professor/pesquisador tenta atrair a atencéo dos alunos com expressdes do tipo: “A pergunta
primeira que ndo quer se calar” e “a raiz vai embora”.]

0o 0o V4x—3-3 - ~
“Limite, limite de quem? ﬁ com x tendendo a 3. Vamos jogar 0 3 na expressao para ver

se vai dar indeterminacéo? 3 vezes 4, 12, 12 tira 3, 9, v/9, 3, 3 tira 3, 0. 2 vezes 3, 6, 6 tira 2, 4,
V4,2, 2tira 2, 0. Deu indeterminacéo. Esse limite deu indeterminacéo e envolve diferenca entre
radicais. Que nesse caso, ja veio, privilegiadamente, composto por dois de uma vez sé, que €
para ninguém reclamar de pobreza. Mas é assim, eu falei a pouco tempinho atras, deu limite
indeterminado de uma fungdozinha que envolve diferenca de raizes quadradas, a mente da gente
dispara imediatamente o que? Conjugado. Vou ter que usar o conjugado, ndo tem conversa,
quando que eu vou ter que usar conjugado? Quando tiver uma funcao que envolve diferenca de
raizes quadradas. Ndo tem conversa, deu limite indeterminado e envolve subtragéo de raizes
quadradas, o cérebro dispara a necessidade do conjugado. Esse aqui deu O sobre 0 e tem
diferenca de radicais? Tem. Vai precisar de conjugado? Vai. Qual é a diferenca desse para
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aquele outro? Que nesse aqui nds vamos ter trabalho duplicado. Nés vamos precisar de dois
conjugados e 1 era sé um.” [Esse elemento do jogo de linguagem que fala sobre limites que
envolvem diferenca entre duas raizes quadradas € proposto pelo professor/pesquisador para
exemplificar duplamente a utilizacdo da regra de multiplicacéo pelo conjugado. Esse trecho
da fala do professor/pesquisador. “Que nesse caso, ja veio, privilegiadamente, composto por
dois de uma vez s0, que é para ninguém reclamar de pobreza. Mas é assim, eu falei a pouco
tempinho atras, deu limite indeterminado de uma funcéozinha que envolve diferenca de raizes
quadradas, a mente da gente dispara imediatamente o que? Conjugado. Vou ter que usar o
conjugado, nao tem conversa, quando que eu vou ter que usar conjugado? Quando tiver uma
funcdo que envolve diferencga de raizes quadradas. Nao tem conversa, deu limite indeterminado
e envolve subtracdo de raizes quadradas, o cérebro dispara a necessidade do conjugado. Esse
aqui deu 0 sobre 0 e tem diferenca de radicais? Tem. Vai precisar de conjugado? Vai.”
apresenta uma linguagem bastante informal, poréem enfética, para que o aluno associe

imediatamente a diferenca de raizes quadradas ao uso do conjugado.]

A partir dessas exposicoes, os alunos resolveram a questao 1 dos respectivos Exercicios

Experimentais. A seguir s&o mostradas algumas dessas resolugdes:

Aluno 13: Exercicios Experimentais A

C 1) Calcular: lim L R T w/_7 L ﬁ*i;zxf/,__“:___,_,_\:ﬁr
vel — 7 Aot )/[.['U_;fl 4 + 4L ,,

Aluno 13: Exercicios Experimentais B

- V x ¢4 y . )
C 1 Calcular: llm‘/_ — j“”‘ Ly /Jw: XA A v j%:L
-1 i-bf X - 1 _]/:"(‘f.! xoﬁl X/l-{-\(l ¥ f ﬁ‘f’i Lf Z‘A/

Os alunos 1, 18, 21, 30, 31 e 35 ndo apresentaram dificuldades em nenhum dos jogos de

linguagem, como também foi o caso do aluno 13, excecao para pequenos erros na escrita formal.

Aluno 14: Exercicios Experimentais A

Aluno 14: Exercicios Experimentais B



83

e

1 X &.f)(ﬁm \Fd 3
Aluno 15: Exercicios Experimentais A

0

—rn

()

C 1 Calcular: llm’/_—1 Ir+ ! va[}_,,h,,(x T * ]

W

B 1) Calcular: }cl_r.nﬁ“—l

Aluno 15: Exercicios Experimentais B

B gohe X [ XDy 2 4y
X‘i \)‘1 Xﬂ""i\ﬂi Xy W ard gy

O aluno 23, assim como, os alunos 14 e 15 ndo entenderam o jogo de linguagem utilizado pelo
professor no trecho da videoaula referente a esse assunto e deixaram essa questdo em branco
nos Exercicios Experimentais A, mas demonstraram perfeito entendimento no jogo de
linguagem utilizado pelo professor/pesquisador, pois dois elementos desse jogo fizeram
diferenca. Foram eles: ter mostrado 0 uso do conjugado relacionado ao produto da soma pela
diferenca de dois termos de forma bem explicita e ter usado um outro exemplo mais exigente

para reforcar essa relacéo.

Aluno 16: Exercicios Experimentais A

E ’T‘ 5W‘1 )
P ome) T TR ) (TR

W20 4y ()

Aluno 16: Exercicios Experimentais B

I T T STy T L

Aluno 34: Exercicios Experimentais A

L

0
E 1) Caloular: lim =2 /o, T Jxet X V)
-1 x-3] ;-1 ;?{t—l Y= X 4Y

Aluno 34: Exercicios Experimentais B
PR CTS PE A

‘L -1 ﬁ-‘l T A
"“' n-4 XL T l) T {‘+L'
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Os alunos 5, 7, 10, 11 e 17 cometeram erros semelhantes aos alunos 16 e 34, ndo conseguiram
entender o conceito de conjugado dentro do jogo de linguagem do professor na videoaula e
cometeram muitos erros de calculo na resolucdo dessa questdo nos Exercicios Experimentais
A, demonstrando fragilidade no dominio de conceitos da matemaética bésica. Assim como 0s
alunos 13, 14, 15, 16 e 34, os alunos 1, 5, 7, 10, 11, 17, 18, 21, 23, 30 e 35 demonstraram
perfeito entendimento no uso das regras para a solucao desse tipo de limite, a partir do jogo de
linguagem utilizado na aula de intervencdo. Com destaque para o aluno 34 que utilizou um
registro de representacgdo algébrico, além do aluno 7 que utilizou um registro de representacéo

em linguagem natural para demonstrarem o perfeito entendimento da regra a ser usada.

Aula 2 — Questéo 4

Defina funcdo continua com suas préprias palavras?

Essa questdo esta relacionada ao conceito de continuidade de fungdes. Para resolver essa
questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 2, os alunos assistiram ao trecho da videoaula

2 transcrito a seguir:

“Esse exercicio®® motiva a seguinte consideracéo: nés dizemos que uma funcéo é continua em
um ponto c, se, primeiro de tudo, existe f(c), quer dizer: se ¢ esta no dominio. Se existe 0
limite para x tendendo aquele ponto e se o valor da funcdo no ponto é igual o limite da funcdo
no ponto. Entéo tem trés coisas para ser continua: primeiro tem que estar definida no ponto, que
é obvio, se uma funcdo ndo estd definida no ponto, ndo vou falar nada daquele ponto. Entéo
primeiro imagine que existe a funcdo definida no ponto, imagina que exista o limite para x
tendendo ao ponto, imagine que o limite e o valor da fungdo, ambos existem, as duas existéncias
estdo garantidas no 1 e no 2, se esses dois sdo iguais, entdo a funcdo é continua.” [O professor
na videoaula utiliza 0 jogo de linguagem padréo para a apresentacdo do conceito de funcéo
continua. Ou seja, ele apresenta as trés condicdes que devem ser obedecidas para que uma

2x+5,sex>1

como exemplo.
x> +5,sex<1 plo.]

funcéo seja continua, a partir da funcéo f(x) = {

{2x+5,sex2 1

13 i
Calcule: lim) 5 5sex <1

-1



85

Ap0s a aula de intervencdo 2, essa mesma questdo foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 2 para nova resolucdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“S$ vou acrescentar uma coisinha, porgue esse é o conceito ndo da para a gente fugir. Mas o
gue eu vou acrescentar para VOces € isso aqui, 0: se Vocé pegar seu lapis, sua caneta, seja la o
que for, e colocar no inicio da funcéo, e vocé conseguir desenhar o grafico da funco inteirinho

sem tirar a caneta do papel, lapis do papel, é porque ela é continua. Aqui eu consegui fazer isso,

0.

Mas aqui eu ndo consigo, 0.

Perceberam? Tem um buraco, entdo eu tenho que tirar a caneta, por causa desse buraco e depois

continuar. Aqui é a mesma coisa, 0,

esse ainda € pior, faco isso, ai dou um salto |4 para esse valor, ai depois volto aqui, entdo eu

tirei ele duas vezes, 0, tirei para ir la e tirei para voltar e continuar. Entdo se vocé for obrigado
a tirar o lapis do papel na hora que vocé esta desenhando o grafico, é porque ela ndo é continua.

Ela tem falha, seja 14 um buraquinho como esse aqui. E um exemplo que n&o foi mostrado no

video, de func&o que ndo é continua e que é muito, muito, muito, muito usada é essa aqui, 6,
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por exemplo: seu grafico comeca aqui, estd definido no ponto, bonitinho, ai dd um salto e

continua, assim. Essa também n&o é continua, porque eu venho desenhando a fungdo, chego
aqui, eu sou obrigado tirar o lapis do papel, esse ponto também ndo vai servir para mim, mas
eu continuo daqui para a frente. SO de ter tirado o lapis do papel, eu ja sei que a fungédo néo é
continua.” [Esse jogo de linguagem para apresentacdo de funcdes continuas € bastante
informal e caracteriza-se por ser visual, além de se utilizar de varios diminutivos, tais como:
“coisinha”, “inteirinho”, “buraquinho” e “bonitinho”, que buscam estabelecer uma
proximidade maior com os alunos. Também é usada uma expressdo que busca a atencédo por
meio do exagero, é ela: “que é muito, muito, muito, muito usada ”.]

“E agora a gente pode analisar todos 0s casos, eu vou comecar exatamente por esse caso aqui,
0: esse caso é de uma funcgdo que néo é continua, porque logo de cara a primeira parte dangou,
voceés estdo vendo que a primeira parte dangou? Aqui esta dizendo que tem que ter os limites
laterais e esses limites laterais tém que ser iguais, quando eu venho nesse exemplo, eu pego a
vizinhanca do 2 aqui, 0 que vai acontecer? Deixa eu colocar aqui, s6 para ficar parecido com
aqueles, 3 aqui e 5 aqui. Entdo se eu venho pela direita de 2, as imagens estdo indo para onde?
Para 5. Entdo nesse caso, eu falo que o limite lateral dessa fungdo, quando x se aproxima de 2
pela direita fez as imagens se aproximarem de 5, mas se eu fizer a mesma coisa, limite dessa
funcdo, quando x se aproxima de 2 pela esquerda, 0 que vai acontecer? Agora vem pela
esquerda, as imagens estdo se aproximando de 3. Entdo o que que aconteceu? Tem limites
laterais? Tem. Sé que deu valores diferentes. Se deu valores diferentes, qual é a conclusao que
eu tiro a respeito disso aqui? Isso aqui 6. Nao existe. Por qué? Ele ndo existe porque os laterais
sdo diferentes. Entdo se ndo existe o limite, ja falhou na primeira, vocé nem precisa se preocupar
com o resto.” [Ainda em relacdo ao jogo de linguagem das fungdes continuas, o
professor/pesquisador aproveita a exposicao gréafica e faz a relacdo de cada grafico com as
condicBes necessarias para a garantia da continuidade. Ele ainda utiliza, no inicio da
conversa, o termo “dan¢ou” para atrair a atengdo dos alunos em relacédo as falhas nas

verificagBes das condicBes para a garantia da continuidade.]
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A partir dessas exposicOes, 0s alunos resolveram a questdo 4 dos respectivos Exercicios
Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 7: Exercicios Experimentais A
E 4) Defina fungio continua com suas proprias palavras?

S ewisle bmite 2 §uém x esl2' Tonde ndo
Aluno 7: Exercicios Experimentais B

C 4) Defina fung¢do continua com suas proprias palavras?
Deve erastiv U v te lsteravs AgunS Pg‘r‘e fer uv Ui

e 0 L te Tem Qe ser \'%o'e\ 2 kongo
Aluno 18: Exercicios Experimentais A
B 4) Defina fungdo continua com suas proprias palavras?
Aluno 18: Exercicios Experimentais B

(C 4) Defina fungdo continua com suas proprias palavras?
M v 8 -Q.w««,m OQMdm 3nu:éwv>, Jg-’mw jm Qe (amaan,
jmn}.j, \) LW\JC\_MJ_ {)@:MMA -MWOQM\ '| gg oL JJ\N\H.\L‘. £ [ ’QN\'.‘.\‘L_’E"@ W PN W
Aluno 21: Exercicios Experimentais A

= 4) Defina fungdo continua com suas proprias palavras? /.
- P 3 . . . s A%~LMS
de.%‘,s‘cm,\bgm deve cemter & relr Je 5@;_—}(‘) /;e/,.,lo C o= o

Aluno 21: Exercicios Experimentais B

C 4) Defina fungio continua com suas proprias palavras?
Snclis Lot LC poduin Db udey Lotwals LQ&AAM\\ O Jmo&-oﬁ;m NS () AR
&&X\}(‘t 3 o \,m\oﬁ&nm \ﬂ&%ll\\ BV SWEETS N ) SRR TN TR

Aluno 23: Exercicios Experimentais A

B 4) Defina fungdo continua com suas proprias palavras?

Aluno 23: Exercicios Experimentais B

C 4) Defina fungéio continua com suas proprias palavras? 5
Fangicr contins i o funy oude pdo 1 indensoco 3 Yifeco.

Aluno 32: Exercicios Experimentais A

F 4) Defina fungio continua com suas proprias palavras?

(‘L@ﬁc&@l&ep@tﬁ’g MbmW%ﬁw Wﬁ”"‘

Aluno 32: Exercicios Experimentais B



88

C 4) Defina fungio continua com suas proprias palavras?

Ter introduzido o conceito de continuidade de uma funcéo associando-0 ao uso comum do
termo “continuidade” pelos alunos e, em seguida, relacionando cada tipo de falha no desenho
do gréfico da funcdo a uma desobediéncia de uma das condicGes exigidas pela definicdo de
continuidade, foi fundamental para que 19 alunos conseguissem responder a questdo 4 dos
Exercicios Experimentais B. Tanto que os alunos 23 e 32 se sentiram a vontade para responder
essa questdo de maneira bem informal. O jogo de linguagem do professor na videoaula que
apresenta diretamente as trés condigdes que devem ser satisfeitas para que uma funcao seja
continua, ndo foi entendido pela maioria dos alunos que assistiram a essa videoaula. O paragrafo
seguinte nos mostra a experiéncia de um dos alunos na resolucéo dos Exercicios Experimentais
A.

O jogo de linguagem é tdo importante que ndo passa despercebido pelo aluno 29. Nessa
pesquisa tivemos o prazer de encontrar nas respostas de um dos questionarios aplicados na
primeira etapa, as seguintes observacdes:

1 - Explicagdo faltando alguns passos;

2 - Falta a fundamentacdo que justifica o procedimento, e quando tem é muito superficial,

3 - Explicacdo muito rapida.

O primeiro ponto é muito comum ocorrer em aulas de matematica, pois muitos professores
pulam etapas de explicacgdes, pois alegam ser passos triviais. Essa situagdo vai de encontro a
presenca de alunos que ndo estdo perfeitamente adaptados a forma de vida esperada pelo
professor. Principalmente em turmas numerosas onde podemos praticamente garantir que
passos triviais ndo serdo considerados por todos. Quando afirma faltar fundamentacdo para
justificar o procedimento, isso € uma clara demonstracdo de que as regras do jogo nao estdo
suficientemente claras. Bem como, jogar um jogo numa rotacdo que ndo podera ser alcancada
pelo aprendiz também ndo faz sentido. O aluno se sentira fora desse jogo e a aprendizagem néao

ocorrera. Essas observag@es ocorreram no questionario apresentado a seguir:



89

Figura 22. Observacdes de um voluntario sobre a videoaula 2

\/

= unesp™ A

Facudade de Cinoes
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
FACULDADE DE CIENCIAS - CAMPUS BAURU
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGCAO PARA A CIENCIA
Exercicios Experimentais — Limites — Parte 2 — A

Voluntario(a)

De acordo com os conceitos apresentados na videoaula, responda as seguintes questdes

= Vx-1 3 h
1) Calcular: lim——
x—+1 X—=1

9

{ | S
S 2 ~4fenx by =
2) Calcular: lim = = L
x—0 3x

\. J

$[2x3+2x2+8

x—4

utilizando os teoremas basicos

]

Calcule lim
e

Defina fungdo continua com suas proprias palavras?

5

Calcular: lim [{/x(x + 4) — x]
x—+00

=\ X
6) Calcular: lim (1 - 3)
byl x

e3x

7

Calcular: lim
x0

Fonte: O autor

5.1.3 Andlises da Aula 3
AULA DE INTERVENQAO 3

IDENTIFICACAO:
Al 3 — Derivada — Duragédo 01:19:53.

ANALISE DAS RELACOES ENTRE 0OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:

Aula 3 — Questao 2

Como vocé define a derivada de uma fungdo em um ponto dado?

Aula 3 — Questéo 3

Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer?
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Essas questdes estdo relacionadas a defini¢do da derivada de uma fungéo. Para resolver
essas questdes dos Exercicios Experimentais A da aula 3, os alunos assistiram ao trecho da

videoaula 3 transcrito a seguir:

“A gente tem um conceito de variacdo média de uma de uma grandeza que é 0 que a gente
A ’ cz z -7 . 2 3
chama de é, Af é a variavel dependente e x é a variavel independente e a variagdo daquela

grandeza em relacdo a variacdo do parametro, pode ser variacdo de precos, preco final menos
preco inicial dividido pelo tempo, pode ser a posi¢do de uma particula, pode ser qualquer
grandeza que vocé tenha essa relacdo de dependéncia. Variacdo da grandeza do valor
dependente dividido pelo valor independente. E a gente tem a variacdo instantanea que é o
limite disso quando esse intervalo na variavel independente fica muito pequeno, entdo aqui € o
limite para x; tendendo a x, do f(x;) menos f(x,), x; Menos x,, isso é a variacdo média, eu
faco o limite para esse x; se aproximando desse x,, limite no sentido que nds estudamos nas
aulas anteriores e isso chama-se variacio instantanea. E o limite para o Ax tendendo a 0 do Af
sobre Ax. A importancia das aulas anteriores esta no seguinte: quando vocé fizer x; tendendo
a x,, ndo vai dar para calcular esse limite por substitui¢do, porque se eu fizer x; = x, da f(x;)
menos f(x,) que é zero, x, Menos x, que é zero, pela propria construcdo do conceito de taxa
de variacdo ndo da para calcular o limite por substitui¢do direta, a gente recai sempre em um
daqueles casos que eu chamei nas aulas anteriores de indeterminacéo e que a gente tinha a tarefa
de, ou usar algum teorema especifico, ou eliminar a indeterminacdo. Entdo no conceito de
derivada, isso vai acontecer sempre.” [Em seu jogo de linguagem na videoaula, o professor
busca introduzir o conceito de derivada a partir dos conceitos de variagdo média e variacao
instantanea. Para tanto, inicia a conversa buscando atrair a audiéncia por meio de uma
valorizacé@o do conceito introdutorio, como segue: “pode ser variacdo de precos, preco final
menos preco inicial dividido pelo tempo, pode ser a posicdo de uma particula, pode ser
qualquer grandeza que vocé tenha essa relacdo de dependéncia”.]

“Significado geométrico disso: a derivada no ponto € o coeficiente angular da reta tangente ao
gréfico da funcéo no ponto de coordenada (a, f(a)). Entéo o significado do cinematico € o que
eu acabei de falar, da posicao é a velocidade, agora o geométrico é o coeficiente angular da reta
tangente. Entender isso com mais cuidado, isso é bem sutil. \Vocé pega uma funcdo, eu quero

focar no ponto de abscissa 2, esse ponto, eu gostaria de calcular a reta tangente ao grafico nesse
g 1 g g
ponto. Se eu tenho, eu sei que ela passa pelo ponto (Z'E)’ nesse caso aqui. Eu preciso saber o

coeficiente angular da reta para obter equacdo da reta tangente. Como € que eu obtenho o
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coeficiente angular? Olha que observagio interessante! E facil obter o coeficiente angular da
reta secante ao grafico, secante precisa de dois pontos. O (2, %) € 0 ponto base, vai ficar fixado.

Pegar um ponto auxiliar, no meu exemplo € (3,4), e vou pegar a reta secante que passa por
esses dois pontos, reta secante esta em verde aqui, reta secante passando por esses dois pontos.
O coeficiente angular da secante € f(x) menos f(a) dividido por x menos a. Esse € 0
coeficiente angular da secante, quando eu tenho a reta secante que passa por dois pontos se eu
pegar o Af sobre o Ax da cateto oposto por cateto adjacente em um triangulo aqui e tangente
desse angulo, cateto oposto sobre adjacente é tangente desse angulo, tangente desse angulo é o
coeficiente angular. Entdo o coeficiente angular da reta secante é f(x) menos f(a) sobre x

menos a. Como que dai eu vou para tangente? Eu vou fazer a secante tender para posi¢cdo
tangente. Como que eu faco a secante tender para posi¢ao tangente? O ponto base (2, %) vai

ficar parado, esse ponto vai andar se aproximando do ponto (2, £(2)), isso vai me fazer o limite
disso quando x tende a a. O jeito de chegar na tangente é fazer a secante se aproximar da
tangente fazendo esse ponto descer em direcdo a esse. Olha como isso é bonito! Como isso é
rico! E ai fazer esse ponto tender para ca faz com que o coeficiente da secante, o0 x tende a a,
entdo esse limite é o coeficiente angular da tangente. Entéo, olha que bonito! O coeficiente
angular da reta tangente ¢ a derivada no ponto. E uma outra maneira de chegar nesse conceito.
E ai a equacdo da reta tangente, o significado geométrico € o coeficiente angular, a equacdo da
reta tangente fica y menos yo ou f(a), x menos a, é igual a f'(a), que é equacao usual de reta
tangente. y menos yo, x menos xo € igual ao coeficiente angular.” [Esse é o jogo de linguagem
do professor na videoaula sobre o conceito de derivada, apos ter introduzido via conceitos de
variacdo média e variacdo instantanea. Para apresentar o conceito por meio da inclinacdo da
reta tangente, o professor faz uso de um exemplo numérico e busca a atencdo da audiéncia por
meio de expressdes como: “Entender isso com mais cuidado, isso é bem sutil ”, “Olha como

isso € bonito! ”, “Como isso é rico! ” e “Entao, olha que bonito! ”.]

Apos a aula de intervencdo 3, essas mesmas questdes foram novamente apresentadas
aos alunos nos Exercicios Experimentais B da aula 3 para novas resolucdes. Para realizar esta

tarefa, eles assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“Para a gente estudar derivadas, eu primeiro preciso considerar uma fungdo como essa aqui,
uma funcdo como essa, e tomar nessa funcéo dois pontos, um ponto aqui e um ponto aqui, esse

ponto, eu vou dizer que ele é um x,, quando a gente faz em um desenho qualquer a
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representacdo de um ponto e usa esses indices aqui, xo, X1, X5, Se eu colocar um indice na
variavel como esta aqui, eu estou dizendo que isso é um ponto fixo, eu estou fixando esse valor,
eu sei, exatamente, quem é esse valor. Quem é esse valor? x,. E se ele é x,, ele estd aqui, ndo
vai estar aqui, nem aqui, nem aqui, nem em lugar nenhum, ele vai estar aqui, entdo isso é um
ponto fixo. Se isso aqui, eu chamo de fungdo f, entdo esse cara quando eu rebato aqui, ele da
f(x0). Concorda? Beleza! Ai, ao mesmo tempo que eu pego um ponto fixo, eu pego um ponto
variavel, esse ponto variavel, eu vou chamar apenas de x. Entdo se eu ndo coloco indice, esse
x que eu coloquei aqui, poderia ter posto aqui, aqui, aqui, aqui, aqui, onde eu quisesse. Esse
ndo, mas esse sim. Bom! Esse ponto variavel que vocés viram que eu posso colocar em qualquer
posicao, ele tem imagem f (x). Se eu tenho dois pontos numa curva, 0 que acontece, se eu tracar
uma reta cortando essa curva nesses dois pontos aqui, eu acabo de desenhar uma reta? Secante.
Ela é secante, exatamente, por ter tocado o grafico da curva em dois pontos distintos. Entéo isso
aqui é uma reta secante. Bom! O que que acontece? Eu tenho uma reta secante e faco a seguinte
pergunta: com essas informacgdes que estdo aqui no quadro, eu sou capaz de dizer qual é a
inclinacdo dessa reta secante? Ai entra um detalhezinho, eu tenho que saber que inclinacdo de
qualquer reta que seja, eu ja expliquei isso aqui na matematica basica, quando eu dei funcéo de
primeiro grau, eu expliquei isso, falei: olha! Toda reta representa uma funcéo do primeiro grau,
e toda funcdo de primeiro grau tem um coeficiente angular, e o coeficiente angular ndo é o
angulo, é o qué? A tangente do angulo. Entdo aqui existe um angulo, bem aqui existe um angulo
beta, esse angulo beta ndo é o coeficiente angular, ndo é, mas isso aqui € o coeficiente angular,
a tangente desse angulo vai dar o coeficiente angular dessa reta secante. Ficou clara a diferenca
entre ser angulo e ser coeficiente angular? O angulo é a abertura que a reta faz em relacéo ao
sentido positivo do eixo x, € o angulo, agora a inclinagdo da reta ndo é o angulo, é a tangente
desse angulo e essa inclinacdo dessa reta € chamada de coeficiente angular, entdo isso aqui é 0
coeficiente angular da reta secante. Tem como eu calcular o coeficiente angular da reta secante?
Tranquilo, porque olha s6, se eu fizer esse desenhinho aqui, fica muito claro como é que eu vou
fazer esse calculo, eu continuo a linha pontilhada aqui, se fechar isso aqui e aqui, eu estou
formando um triangulo retangulo, se eu formo um triangulo retangulo, eu tenho o valor desse
cateto e tenho o valor desse cateto também. Vou comecar por baixo, qual é o valor desse
catetinho aqui? E a diferenca entre x e x,, essa diferenca aqui vai ser esse cateto. E quem é esse
comprimento aqui? E f(x) — f(x,). Eu tenho um tridngulo retangulo, essa aqui € a hipotenusa,
ndo vou precisar dela, mas eu tenho bem definido quem € esse cateto aqui e quem é esse outro

cateto. Se o angulo beta esta aqui e essa linha é paralela ao eixo x, entdo esse angulo aqui



93

também vale beta, porque retas paralelas cortada por uma transversal, &ngulos correspondentes,
se aqui vale beta, aqui também vale beta, se isso aqui vale beta, eu acabei de colocar um angulo
dentro de um triangulo retangulo, e ai, se eu tenho um angulo dentro de um triangulo retangulo,
esta resolvido minha parada. Para descobrir quem é a tangente desse beta, que é 0 mesmo beta
que estd aqui embaixo, basta eu fazer cateto oposto dividido pelo cateto adjacente. Entdo esta
aqui, a tangente de beta é o cateto oposto, quem é o cateto oposto? f(x) — f(x,). 1sso é o cateto
oposto. E o cateto adjacente? O cateto adjacente € x — x,. Se vocés entenderam até aqui, estd
quase garantido o conceito de derivadas para vocés. Entdo o que eu fiz até agora? Peguei uma
curva que representa uma funcéo f, marquei dois pontos, tracei uma reta e calculei a inclinagdo
da reta secante, porque se toca dois pontos ela é secante. Existem dois camaradinhas, dois
génios da humanidade, um deles vocés conhecem demais, que é o Isaac Newton, 0 outro € o
Leibniz, um britanico e o outro germanico. Esses dois camaradas sem saber que um estava
fazendo a mesma coisa que o outro, simplesmente tiveram essa ideia aqui, foi feita uma
pergunta, a pergunta é: como € que eu faco, tendo uma reta secante, se eu tenho esse ponto aqui
podendo variar e esse ponto aqui fixo, como € que eu posso, fazendo esse ponto aqui variar na
curva e se aproximar desse outro até os dois estarem extremamente proximos, tdo proximos,
que eu vou achar que minha reta secante, virou uma reta tangente? Porque a ideia é essa aqui:
se esse ponto descer, a reta vai mudando a inclinacdo, vocés estdo percebendo? Quando esse
ponto chegar muito proximo desse aqui, quando eu falo muito préximo, € muito préximo em
termos do que? De limite. Ent&o eu coloco tdo proximo, tdo proximo, que eu tenho a impressdo
de que os dois pontos viraram um s0. E ai, eu deixo de ter uma reta secante para ter uma reta
tangente, a curva esta aqui, 0, essa é a curva, eu vou destacar a reta tangente assim: essa reta
em azul é a reta tangente. A reta secante foi inclinando, inclinando, inclinando, inclinando até
se transformar em uma tangente, porque esse ponto variavel chegou tdo préximo desse ponto
fixo, que os dois se confundiram e eu passei a enxergar uma reta tangente, e enxergando essa
reta tangente, eu quis responder a seguinte pergunta: eu ndo, Newton e Leibniz, quiseram
responder a seguinte pergunta: qual € a inclinacdo dessa reta tangente? Ai, eles perceberam isso
aqui, 6, quando eu faco a inclinacéo da reta tangente, eu tenho um probleminha sério, eu formei
esse triangulo, formando esse tridngulo, esse angulo que esta aqui, se eu chamar ele de alfa,
esse angulo aqui também vai ser alfa e, ai, esse angulo alfa dentro desse triangulozinho, ele
podia me dar tranquilamente a inclinagdo da reta tangente, ele podia muito bem me dar a
tangente de alfa. Bom! SO que é o seguinte: quando eu olho para o bendito do tridngulo, eu
continuo tendo aqui embaixo o cateto adjacente, mas quando eu olho aqui, qual é o valor do

cateto oposto? VVocés estdo conseguindo ver o valor do cateto oposto? Nao tem. Por que que
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ndo tem? Porque esse ponto aqui ndo esta no grafico, entdo se ele ndo estd no gréfico, qual vai
ser a imagem desse cara? N&o faz parte do grafico, ndo tem imagem. Entdo se ndo tem imagem,
eu ndo tenho esse valor. Mas eu preciso saber qual é a inclinacdo da reta tangente. Como é que
eu vou saber, se eu ndo tenho essa medida aqui? Ai entra a genialidade do Isaac Newton e do
Leibniz, os caras simplesmente pensaram nisso aqui: a gente tem na méo a inclinagéo da reta
secante, os dois géniosinhos pensaram assim, entdo vamos fazer esse x varidvel tender a x,, se
eu fizer esse x tender a x,, eu vou converter a reta secante numa reta tangente, entdo
automaticamente, eu vou converter o coeficiente angular da reta secante no coeficiente angular

da reta tangente. Entdo essa tangente de alfa, eles simplesmente pensaram assim, nds vamos
f ) =f (x0)
B

" e vou so fazer isso aqui, 6: lim [D=7G0) 1440 sentido

pegar a tangente de beta que é M e
do mundo que sé dois génios poderiam enxergar naquela época. Se eu fizer o x se aproximar
do x,, tanto quanto eu queira, eu vou converter uma reta secante em uma reta tangente, entdo o
coeficiente angular da reta secante vai virar o coeficiente angular da reta tangente. E agora
voceés vao entender de vez o seguinte: essa tangente aqui, que é a tangente do angulo alfa, que
é a inclinacéo da reta tangente, isso aqui é simbolizado como a derivada da fung¢éo no ponto x,.
Entdo a inclinacdo da reta tangente é a derivada da funcdo naquele ponto. So isso! Entdo se
alguém pergunta para vocés: o que é a derivada da fungdo em um ponto? E a inclinagio da reta
tangente aquela curva exatamente naquele ponto.” [Esse é o0 jogo de linguagem utilizado pelo
professor/pesquisador para introduzir o conceito de derivada, onde faz opc¢ao por iniciar pela
definicdo de derivada de uma funcdo em um ponto especifico. Ele executa a transformacao de
uma reta secante em reta tangente e valoriza a contribuicéo de Isaac Newton e Leibniz para o
conhecimento matematico. Em nenhum momento lanca méo dos conceitos de variacdo media
e variacdo instantanea. Mostra a distincéo entre angulo e coeficiente angular. Varios sdo os
diminutivos usados para suavizar o peso da linguagem formal matematica da definicdo de
derivada, tais como: ‘“detalhezinho”, “desenhinho”, “catetinho”, ‘“camaradinhas”,
“probleminha” e “géniosinhos”. Nessa exposi¢cdo o professor/pesquisador opta por uma
conversa com aspecto ndo académico.]

“Nao fiz derivada de uma funcédo, eu fiz apenas a derivada de uma funcdo em um ponto
especifico, em um Unico ponto. Mas ai vem a pergunta: tem como eu calcular a derivada da
funcdo inteirinha? Se eu fiz para esse ponto aqui, eu poderia ter feito para esse, para esse, para
esse, para esse, para esse, para esse, eu poderia ter feito para qualquer ponto. A ideia vai ser
essa aqui, 0: novo grafico, esta aqui o grafico, aqui estd um ponto, aqui esta outro ponto, vou

passar novamente uma reta secante, essa reta secante tem esse éngulo aqui € eu pergunto para
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vocés: se eu tenho o angulo ali e uma secante, eu posso muito bem calcular a inclinagéo dela,
n&o posso? E so calcular a tangente do angulo beta. Mas aqui n6s vamos fazer uma modificag&o,
gente, 0, atencdo para isso aqui agora. Vou fazer uma modificagdozinha, a modificacdo € a
seguinte: no exemplo anterior, eu tinha chamado esse ponto aqui de x,, ndo € isso? E quando
eu falei x,, esse ponto é fixo, ndo foi? Esse ponto que era fixo, agora vai ser variavel. E esse
ponto aqui, também vai ser varidvel, mas a variagao vai acontecer dessa maneira aqui, 0: eu
estou no x e daqui para ca, essa distancia aqui eu vou dizer que corresponde a uma variagédo de
x, a um delta x. Entdo se eu pego um ponto variavel e acrescento uma variacdo no ponto
variavel, o que eu consigo aqui na frente? Uma coisa variavel também. Concorda? E qual é o
valor dessa coisa variavel? Eu estou aqui, daqui para ca, da origem para ca, eu tenho x de
comprimento e eu estou acrescentando, nesse comprimento, outro comprimentinho. Vai dar x
mais delta x. Nao € ébvio isso? Entdo se vocé tem um pontinho varidvel e vocé acrescenta uma
outra variagdozinha em cima dele, a soma dos dois pedacos vai dar a nova localizagao. Certo?
Entdo se isso esta certo, se eu pegar esse cara aqui e rebater aqui, se isso aqui é fungdo f, entdo
isso aqui é f(x). Correto? E se eu pegar esse outro aqui, bate aqui, rebate aqui, o que € isso
aqui? f(x + Ax). Concorda? Entéo a imagem de x € f(x) e aimagem de x + Ax é f(x + Ax).
E com essas informacGes aqui, eu pergunto a vocés: quem € a tangente de beta? Quem é a
tangente do angulo beta? Cateto oposto sobre cateto adjacente. Quem €é o cateto oposto?
f(x + Ax) — f(x). Sobre o delta x, porque o delta x ndo € essa variacdo? Se eu fizer x + Ax
menos x, cancela x com x, s6 sobra delta x. 1sso é 6bvio, porque o delta x era a variacdo. Isso
aqui € a inclinacéo da reta secante, levando em consideracdo quaisquer dois pontos do grafico
que vocé queira. Esta claro isso? Aqui tinha um ponto fixo, I& ndo, & é ponto variavel. Entdo
aquela reta secante é qualquer reta secante que vocé imaginar. Essa ndo, essa é uma reta secante
determinada por esse ponto aqui. Ela vai variar? Vai. Porque esse ponto aqui vai andar, mas ela
fica presa aqui e aquela néo fica presa, pode ser qualquer ponto da curva inteira. O detalhe agora
€ 0 seguinte: isso daqui € inclinagdo de que reta? Secante. E se eu fizer, eu ndo vou fazer esse
ponto se aproximar desse como eu fiz naquela, eu vou simplesmente fazer uma coisa muito
bonitinha, eu vou pegar essa variagdo de x aqui e vou fazer essa variacdo de x tender a 0, se
essa variacdo de x tender a 0, 0 que vai acontecer com a reta secante? Se essa diferenca acabar,
os dois pontos vao se grudar, essa € a ideia, € 0s dois pontos se grudando vira uma reta?
Tangente. Entdo se eu pegar a mesma inclinagdo da secante e fizer o delta x tender a 0, ndo vai
ser mais inclinagdo da reta secante, vai ser inclinagdo da reta tangente. Ent&o isso aqui vai dar

a derivada da funcéo para qualquer valor de x. Olha a diferenca, 0, aqui ¢ a derivada da funcéo
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inteira e aqui era a derivada da funcdo apenas no ponto x,.” [Aqui € o jogo de linguagem que o
professor/pesquisador utiliza para apresentar a definigdo de derivada de uma fungdo em um
ponto qualquer, ou, simplesmente, derivada de uma fungéo. Esse jogo segue o padréo do jogo
utilizado para apresentar a definicdo de derivada de uma funcdo em um ponto especifico.
Também com a presenca de varios diminutivos, sendo utilizados com a mesma intencédo. Dessa

vez: “inteirinha”, “modificagdozinha”, “comprimentinho”, “variagdozinha” e “bonitinha”.]

A partir dessas exposicdes, 0s alunos resolveram as questdes 2 e 3 dos respectivos

Exercicios Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolucdes:

Aluno 8: Exercicios Experimentais A

E 2) Como vocé define a denvada de uma fung:ao em um ponto dado?
Se M )U/ww-@ ¢ LU MV' PJW &

B 3) Como vocé define derivada de uma func;io em um ponto qualquer?
Aluno 8: Exercicios Experimentais B

C 2) Como vocé define a derivada de uma funqao em um ponto dado?

M@/Q.&wawvwfé £ w&mﬁ@ﬂ@ 8)0(7 J/\rﬁ’/)
S

N X~ Xg
C 3) Como vocé define derivada de uma fun¢io em um ponto qualquer?

Mords O Cleds So Mont ky - ﬂb_fﬁiﬁl_*\g(k)

WAdhgpnrdds A se 50 ou nepe 15
Loer: foam - FOrd o () DX Pl mfuwwm elo X

Dxso AX

Aluno 31: Exercicios Experimentais A

E 2) Como vocé define a derivada de uma fung¢do em um ponto dado?
iy - uoe duadisasa, W e @i Yoa) xuﬂ\@m'\&m@e

E 3) Como vocé define derivada de uma fungdio em um ponto qualquer? , o X
Dg;_m LYJ.S. . @&Mm Lb&m-“\ &Fﬁ&) \“ﬁ“@&(*m}\ G ®» C%XC)&PN;L
ﬁﬂ%ﬁ \,pasﬁa AW U&Cg}& \O. \JG)O \,U‘r\%uw\d%mrmmmrmum
)

Aluno 31: Exercicios Experimentais B
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C 2) Como vocé define a derivada de uma fun¢do em um ponto dado?
D Q. i Yrnigh B Erndvog® 100, Wovgels s
NS psrb e e ..

(C 3) Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer? q& ——
Wmﬁ"‘“ﬂj Bg Smo oo LY iiyri;%m'%u Satrn N 5‘ S
\ -
ML YR \M& \(?Aﬂqu—wl \ kﬁ%@m@o\ \Pﬁ“ &L-g(,\l \E"rﬁ g{l‘ﬁb + \oC

- A #0 =

Para os alunos 8 e 31, o jogo de linguagem que introduziu o conceito de derivada a partir dos
conceitos de variacdo média e variacdo instantanea, usuais no estudo da Fisica, ndo garantiu a
diferenciacéo entre as duas defini¢des solicitadas nas questdes 2 e 3. O jogo de linguagem que
introduziu o conceito de derivada a partir do conceito de inclinacdo da reta tangente foi melhor
entendido pelos alunos, pois teve cada conceito apresentado separadamente com destaque para
suas diferencas. Possibilitou, inclusive, que o aluno 8 apresentasse registros de representacdo
na linguagem formal da matematica nas respostas das questdes 2 e 3. Observando que o aluno

31 também apresentou um registro desse tipo em sua resposta na questdo 3.

Aluno 18: Exercicios Experimentais A

B 2) Como vocé define a derivada de uma fun¢do em um ponto dado?

B 3) Como vocé define derivada de uma fungio em um ponto qualquer?

Aluno 18: Exercicios Experimentais B

C 2) Como vocé define a derivada de uma fun?’io em um ponto dado?
€o M dle. e M\,GYW‘L

C 3 Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer?
QML\N,., pm\t@ .

Aluno 28: Exercicios Experimentais A

B 2) Como vocé define a derivada de uma fungdo em um ponto dado?

B 3) Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer?

Aluno 28: Exercicios Experimentais B
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C 2) Como vocé define a derivada de uma fungio em um ponto dado?
E.Qi!%{bﬁ‘l)% do Ao #W' % L\ Y)‘%’
C 3) Como vocé define derivada de uma funcio em um ponto qualquer?

S = b é—\(‘{tbx\—ﬁ” € o indiveg s, do nhe de,hj,v from q»dﬁlm ija'

Nf~bo
oy

Os alunos 18 e 28, além do aluno 9, deixaram ambas as questfes 2 e 3 em branco nos Exercicios
Experimentais A. Nao conseguiram entendimento a partir da introducdo do conceito por taxas
de variacdo. Porém, assim como os alunos 8 e 31, entenderam a partir do conceito de inclinacdo
da reta tangente nos moldes como foi apresentado no jogo de linguagem utilizado na aula de

intervencao.

Aluno 22: Exercicios Experimentais A

C 2) Como vocé define a derivada de uma fun¢do em um ponto dado?

Liwn _L{ﬂ;_ﬂ_ﬂ onde Gree me‘le, 5r@m Ctue Dex :CM;*o
X -

X® C

C 3) Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer?

S eline \zzlﬂ coa[:mcevxjiz anjmlav 9@ \l@\(a '\amﬂmla &6% povt.)fd

Aluno 22: Exercicios Experimentais A

(C 2) Como vocé define a derivada de uma fungio em um ponto dado?
t\r\ C(.‘machC CSE’, Vﬁ.‘lé :\‘av\j d‘f\q‘q ndsSéy bzl@mlm& EX)V\LO

C 3) Como vocé define derivada de uma fungéio em um ponto qualquer?

Tnciveos dag, rg‘e% 3(@ @vr;l'afy S Ume
Aot minsde Funezo goym ;312 poicF o Oefinice.

E importante destacar que o aluno 22 n&o apresentou dificuldades de entendimento do conceito

de derivada em nenhum dos jogos de linguagem utilizados.

Aula 3 — Questéo 4

Quais sdo as notacdes para a derivada de uma fungédo?

Essa questdo esta relacionada a defini¢do da derivada de uma fungdo. Para resolver essa
questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 3, os alunos assistiram ao trecho da videoaula

3 transcrito a seguir:
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“Antes de continuar com as interpretagdes vamos fazer alguma continha para ver exemplo de

ar
o no

funcdo que é derivavel, fungdo que ndo é derivavel. A notacdo para isso vai ser f'(c) ou
ponto c, justamente o limite do f(x) menos f (c), x menos c, limite da razdo incremental. Essas
sd0 as duas notagdes classicas, existe também uma notagéo que é £, um pontinho em cima, mas
€ bem menos usado.” [Nesse jogo de linguagem, o professor na videoaula apresenta de maneira
direta as notacdes para a derivada de uma fungdo em um ponto ¢, mas quando faz referéncia

ao limite da razéo incremental, pode induzir o aluno a confundir notagdo com definigéo.]

Ap0s a aula de intervencdo 3, essa mesma questdo foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 3 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram ao trecho dessa aula transcrito a seguir:

“E o simbolo? Vocés perceberam o simbolo aqui, f'(x,)? Isso é simbolo de derivada. Como

aqui dentro esta x,, € a derivada da funcdo no ponto x,. E para ficar bem completo, existe

. d p " .
tambem essa forma de representar %x"), esse simbolo aqui é a mesma coisa que esse.” [Em

seu jogo de linguagem, o professor/pesquisador também apresenta a notacéo de derivada de
maneira direta, mas fica restrito a notacao da derivada de uma fun¢do em um ponto especifico.
Deixando para o aluno a concluséo, a partir das definicbes que foram apresentadas, de que

basta trocar x, por x para obter a notacéo da derivada de uma funcdo em um ponto qualquer.]

A partir dessas exposicoes, 0s alunos resolveram a questdo 4 dos respectivos Exercicios

Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 1: Exercicios Experimentais A

E 4) Quais sdo as notagdes para a derivada de uma fungo?
PSS NN J‘Ju\sj-&
Aluno 1: Exercicios Experimentais B

C 4) Quais sdo as notagdes para a derivada de uma fungéio?

3 =)

)
A 5=

Aluno 7: Exercicios Experimentais A
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E 4) Quais sdo as notagOes para a derivada de uma fungo?
‘P&‘I‘EZ 605-“( dngaéa e gw er On /lMlTé &\-\(\&*O.
Aluno 7: Exercicios Experimentais B

(C 4) Quais so as notagdes para a derivada de uma fungo?

I 2) &
Yl B

Nas respostas dadas pelos alunos 1 e 7 percebemos que os alunos ndo conseguissem distinguir
a simbologia da propria definicéo, a partir do jogo de linguagem utilizado na videoaula. Na aula
de intervencgéo foi usada uma linguagem mais direta sobre a forma de simbolizar derivada. Isso
ajudou em um entendimento rapido, que fez muitos alunos responderem a questdo 4 sem
dificuldades.

Aluno 10: Exercicios Experimentais A
B 4) Quais sdo as notagdes para a derivada de uma fungio?
Aluno 10: Exercicios Experimentais B

(C 4 Quais sido as notagdes para a derivada de uma fungo?

O caso do aluno 10 representou um exemplo extremo de nenhuma tentativa de se usar 0 jogo
de linguagem da videoaula. Ndo houve entendimento ou até mesmo confusdo com o prdprio

conceito de derivada, como fizeram os alunos 1 e 7.

Aluno 35: Exercicios Experimentais A

C 4) Quais sio as notagdes para a derivada de uma funcio?

jlﬁ’,-ﬁ}u/w[/md(k
%t_é4>mmaoalafm&5 wn redatoo o X

Aluno 35: Exercicios Experimentais B
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C 4) Quais sdo as notagdes para a derivada de uma fungéo?

Na resolucédo dessa questéo, o aluno 35 demonstrou, assim como os alunos 13, 21, 26, 29, 30,
31 e 36, ndo ter tido dificuldades com nenhum dos jogos de linguagem. Inclusive na resolucéo
dessa questdo nos Exercicios Experimentais A, utilizou registros de representacdo em
linguagem natural associados ao respectivo registro simbdlico.

5.1.4 Andlises da Aula 4

AULA DE INTERVENCAO 4

IDENTIFICACAO:
Al 4 — Regras de Derivagdo — Parte 1 — Duragdo 32:51.

ANALISE DAS RELACOES ENTRE OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:
Aula 4 — Questéo 1

Calcule a derivada da seguinte funcdo: y = x* — ;—3 — g +x+2

Essa questdo trata das regras de derivacdo de uma funcdo constante, da funcéo
identidade e de uma funcdo poténcia, além das propriedades da derivada de uma soma de
funcbes e do produto de uma constante por uma funcdo. Para resolver essa questdo dos
Exercicios Experimentais A da aula 4, os alunos assistiram aos trechos da videoaula 4

transcritos a seguir:

“Vou fazer um exemplo de uma funcéo do tipo polinomial, x*, vocés podem observar que ha
por tras disso uma estratégia e que vai funcionar igualzinha, se for x5 ou x® com adaptacéo
mais simples. Entdo pensemos na funcéo x*, eu quero calcular a derivada no ponto p, é o limite
para x tendendo a p, a funcdo calculada em x, que é x*, p*, e x menos p. Nas nossas aulas de
matematica basica nds recordamos a estratégia de fatoracdo de uma expressdo desse tipo: x

elevado a poténcia menos y elevado a mesma poténcia. E esse x* menos p* se fatora assim: x
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menos p, e ai uma série de termos de grau 3 comegando com toda poténcia em x, x3, ai vai
diminuindo uma unidade no expoente de x e passando para o expoente do p, que fica x%p, xp?
e p3, todos os sinais de mais, esse x menos p cancela com esse x menos p, sobram quatro
termos, nédo é coincidéncia, quatro, porque aqui era x*, se eu tivesse fazendo com x a quinta,
sobrariam cinco termos, todos os termos sdo de grau 3, x esta tendendo a p, ja cancelamos 0 x
menos p, ndo tem mais indeterminacéo, todos os termos vao ficar iguais a p3, porque o x esta
atendendo a p e todos eles tém soma de expoente 3, e eu fico com quatro termos p3, entdo a
derivada é 4p3, se eu tivesse fazendo com x°, eu teria cinco termos de ordem 4, de grau 4, € a
derivada daria 5p*. Isso vale para qualquer p, entdo eu vou agora escrever com a variavel x, eu
digo que se a funcdo ¢ a funcdo x*, a derivada em qualquer p é 4p3, isso cria uma nova funcio,
que eu vou escrever como variavel x, que é a funcdo derivada, que é 4x3, entdo dada uma
funcdo do tipo poténcia, x elevado a um expoente, a derivada foi obtida abaixando esse
expoente, 4, e uma unidade a menos, isso ndo € uma regrinha que vem do nada, ela vem daquela
fatoracéo que a gente acabou de fazer. Isso vale para qualquer expoente que eu coloque aqui no
lugar do 4, se eu colocar x>, a regra vai ser que a derivada é 5x* e, na verdade, vale para
qualquer expoente, mesmo que nao seja um numero inteiro. Essa regra de derivacdo, ela, é
bastante ampla e eu vou em seguida fazer varios exemplos com diferentes expoentes.
Importante, entdo, observar que vale para qualquer expoente, esse expoente nao precisa ser
inteiro, eu acabei de fazer um x*, estou observando que valeria para qualquer expoente inteiro
do tipo x° ou x®, mas na verdade vale para qualquer expoente, nos vamos fazer varios exemplos
deste tipo.” [Aqui esta o jogo de linguagem do professor na videoaula para apresentar a regra
da derivada de uma funcao poténcia. O elemento de destaque nesse jogo é a fatoracdo de uma
diferenca de poténcias de mesmo expoente, mostrada a partir de um exemplo, com comentario
de que essa técnica foi apresentada nas aulas de matematica basica. Destaca em sua fala que
essa regra pode ser generalizada para fungfes poténcia com expoente ndo inteiro, indicando
que faré varios exemplos para comprovar essa generalizacao.]

“Algo semelhante ocorre com a multiplica¢éo por constante, quando eu multiplico uma fungéo
por uma constante a derivada € a propria constante vezes a derivada que ja existia, isso significa,
que a constante, ela ndo afeta a derivacao, eu tenho constante vezes fungéo, na hora de derivar
fica constante vezes a derivada. Demonstracao é parecida com a anterior, faca o limite da razdo
incremental, tem uma constante que eu posso por em evidéncia, constante vezes f, constante
vezes f, ela pode ser posta em evidéncia, e a outra parte, f(x) menos f(p), x menos p, limite

para x tendendo a p é a derivada, entdo essa constante ficou em evidéncia e aparece
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multiplicando a derivada da funcdo. Entdo as primeiras propriedades operatérias de derivadas,
voces vejam bem que sdo faceis de serem demonstradas.” [Esse € 0 jogo de linguagem utilizado
pelo professor para apresentar a regra de derivacdo do produto de uma constante por uma
funcdo. Ele faz a apresentacéo da regra de maneira genérica, por meio de um paralelo com a
demonstracdo da regra da poténcia, comentando que as primeiras propriedades operatérias
de derivadas séo faceis de serem demonstradas.]

Ap0s a aula de intervencéo 4, essa mesma questao foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 4 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“Agora essa daqui é a vedete do show. Essa daqui é a coisa mais importante que a gente tem
em regras de derivagao. Para vocés entenderem isso ai, eu preciso fazer uma coisinha antes, que
é essa: como é que eu fago para desenvolver isso aqui, 6? Vai dar ela mesma. Ou melhor, vou
comegcar logo do 0. Quanto da (x + h)°? 1. Quanto da (x + h)'? Ela mesma. Quanto da
(x + h)?? Quadrado do primeiro, mais duas vezes o primeiro vezes o segundo, mais o quadrado
do segundo. Perfeito? Quanto da (x + h)3? Cubo do primeiro, mais 3 vezes o quadrado do
primeiro vezes o segundo, mais 3 vezes o primeiro vezes o quadrado do segundo, mais 0 cubo
do segundo. Perfeito? Esses casos aqui, principalmente o segundo e o terceiro séo casos de
produtos notaveis, que sdo estudados Ia no oitavo ano do Ensino Fundamental. Mas daqui para
a frente, ndo. Se eu escrever (x + h)*, como é que vai ficar desenvolvido isso aqui? x*, mais 4
vezes x3h, mais 6 vezes x?h?, mais 4 vezes xh®, mais h*. Perfeito? O, gente! Eu posso fazer a
quinta poténcia também. A quinta fica de que maneira? x°, mais 5 vezes x*h, mais 10 vezes
x3h?, mais 10 vezes x2h3, mais 5 vezes xh*, mais h°. Isso que nos estamos fazendo aqui é
desenvolvimento do Bindmio de Newton. Se vocés prestaram atengdo, bonitinho, o expoente
que aparece aqui, aqui, aqui e aqui, ele comeca a poténcia de maior grau, e ele vai decrescendo,
aqui ele era 2, ai 0 x passou ter 1 como expoente e aqui tem 0 x também, s6 que ele esta elevado
a 0, por isso que ele sumiu, entdo era 2, 1 e 0, s6 que o 0 ndo precisa escrever. E ai, 0 h € 0
contrario, 0 h comeca com h elevado a 0, que ndo precisa escrever, h a primeira e depois fica
h a segunda, entdo enquanto a primeira variavel tem o expoente decrescente, a segunda variavel
tem o expoente crescente formando parzinho com a primeira varidvel. Aqui é a mesma coisa,
3,3, 2,1, 0, sumiu, de trés para a frente, 3, 2, 1 e 0 que, ele, ndo precisa ser escrito aqui, h
elevadoa0,quedal1.04,4,3,2 1, 0e0haocontrario, 4,3,2,1,0.0x,5,4,3,2,1,0,0h,
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5,4,3,2,1,0, e vai sempre assim. O que muda sdo os coeficientes, esses coeficientes que a
gente escreve aqui, eles saem do Tridngulo de Pascal. O Triangulo de Pascal é esse aqui: 1;
depois 1 e 1; 1, vocé soma isso aqui da 2 e 1; 1, sempre comega com 1, vocé soma isso aqui, da
3, vocé soma isso aqui, da 3, e acaba com 1; comega com 1, vocé soma isso aqui, da 4, vocé
soma isso aqui, da 6, vocé soma isso aqui, da 4, e termina com 1; sempre comega com 1, acaba
com 1 e os termos intermediarios, eu vou obtendo das somas, entdo o proximo, 1; qual seria 0
proximo aqui? 5, 10, 10, 5, 1; se eu quiser a sexta linha aqui, a sexta ndo, no caso vai ser a
sétima linha, porque comeca a partir do 0, sétima linha seria 1, 6, 15, 20, 15, 6 e 1; e dessa

maneira vocé vai formando o Tridngulo de Pascal. De onde € que sairam esses valores todos?

Esses valores todos aqui, eles saem do Triangulo de Pascal, mas escrito assim, 0: (O) ; depois

((1)) (1) depois ((2)) (i) , (é) (g) (i) (2) (2) e dessa maneira € formado o Tridngulo de

Pascal. O Triangulo de Pascal ndo sdo os numeros colocados do jeito que eu fiz, o Tridngulo de
Pascal sdo os numeros binomiais, quando vocé resolve um ndmero binomial desse, aparece
esses valores aqui. Quem lembra qual é a formula de nimero binomial? E n fatorial sobre n
menos k fatorial vezes k fatorial. Quem viu isso aqui no Ensino Médio deve ter visto isso aqui
também e fazendo o célculo de cada valor desse usando essa férmula d& esse tridngulo aqui.
Quem ndo viu, é uma matéria imensa para ser estudada, entdo o que eu peco a voceés, paciéncia,
s6 memorizem esse triangulo, que esse triangulo aqui, desse jeito, ja resolve o problema. Esse
tridngulo jé& resolve o problema. Entdo é o seguinte: vocés viram como eu desenvolvi, certo? Sé
que para fazer o exercicio que vai aparecer aqui, eu vou jogar essa coisa bonita dentro da
definicdo de derivadas e eu quero ver como vou usar esse negocio dentro da definicdo de
derivadas.” [Esse € um elemento do jogo de linguagem de apresentacéo da regra de derivacéo
de fungdes poténcia. Aqui o professor/pesquisador fala sobre o Bindmio de Newton e o
Tridngulo de Pascal, jogos de linguagem matematicos do Ensino Médio. Esses conceitos sdo
fundamentais para a demonstracdo da regra de derivacdo de fungdes poténcia. Expressdes
como: “Agora essa daqui é a vedete do show ”, “Essa daqui é a coisa mais importante que a
gente tem em regras de derivacdo” e “coisa bonita”, além dos diminutivos: “coisinha”,
“pbonitinho”” e “parzinho”, aparecem nessa comunicacado para chamar os alunos mais para
dentro da conversa.]

“Entdo vai ser assim, 0: nds vamos fazer a derivada da fun¢do mais importante para célculo de
derivadas, que é a funcdo poténcia. Entdo aplicando limite, f'(x) vai ser limite de f(x + h)
menos f(x), sobre h, com h tendendo a 0. Entdo eu vou fazer isso aqui, simplesmente

colocando, no lugar de x vai entrar x + h. Entdo eu vou ter x + h elevado a n, essa coisa aqui
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dentro da funcdo dé& isso aqui, menos a propria funcdo, menos x elevado a n. Tudo isso, opa,
cometi um erro aqui, derivada é o limite, se eu ndo coloco o limite aqui, eu ndo estou derivando.
Entdo vai ser, eu joguei aqui, deu x + h elevado a n, menos ela prépria, dividido por h. Entdo
f'(x) vai ser igual a limite de h tendendo a O e ai, nessa hora, é que eu preciso saber como se
desenvolve o Bindbmio de Newton para um expoente qualquer, isso que eu fui fazendo com
vocés aqui, a gente faz aqui igualzinho, se eu fizer igualzinho, qual é o comportamento das
variaveis? Comeca com expoente maximo a primeira variavel e vai decrescendo até zerar, ai
faz a outra ao contrario, entdo vamos ter isso aqui: x elevado ao expoente maximo n, qual seria
0 expoente do h? 0. N&o precisa escrever, mas ja que coloquei aqui, fica entdo; quem o proximo
termo? x elevado a n menos 1, esta caindo uma unidade, enquanto o h vai subir uma unidade,
h vai ficar 1; quem vai ser o proximo termo? x elevado a n menos 2, vezes h elevado a que? h
elevado a quanto? 2. Entdo olha s6, 0 expoente do x esta caindo de 1 em 1 e 0 expoente do h
estd subindo de 1 em 1 e, assim, vai até chegar ao final, o que vai ser no final aqui? Como é que
vai ficar no final aqui? Vamos ver, aqui eu vou colocar ponto, ponto, ponto, mais, como é que
vai ficar no final aqui? Percebam que o expoente do x esta caindo, caindo, caindo, 14 na frente,
la na frente, ele vai ficar x elevado a 0, vezes h elevado a quanto? n. Exatamente. O expoente
do h foi crescendo até chegar no n e 0 expoente do x foi caindo até chegar no 0. S6 que falta

umas coisinhas aqui, o que que falta? Falta os coeficientes. E os coeficientes sdo aqueles termos

n

, esse é
0)

do Triangulo de Pascal em forma de bindmio. Entdo o primeiro aqui, seria quem? (

n .. (n . e : n
f)
(1), esse aqui € (2) até chegar no dltimo que vai ser quem (n) Esse trambolho desse

tamanho é o desenvolvimento dessa coisinha aqui. Perfeito? Tudo isso, menos x elevado a n,

sobre h. Que que vai acontecer com esse limitdo? x elevado a n, ele vai cancelar com esse x
elevado a n, porque o0 numero binomial de ordem n e classe 0, (0) vale sempre 1, toda vez que

a classe é 0, vale 1. Se a gente lembrar do Triangulo de Pascal, o Triangulo de Pascal comeca
sempre por 1. Entdo é 1 e depois vai mudando os valores aqui. Entdo esse aqui € 1, aqui eu
tenho x elevado a n, vezes 1, que da x elevado a n, que eu estou cancelando com x elevado a
n, todo o resto que sobrou tem o h envolvido na formula. Entdo o que eu vou fazer com esse

h? Colocar em evidéncia. Entdo vai ficar limite com h em evidéncia, vai sobrar quem? Esse h

n n
1 2

menos 2, com h elevado a primeira, mais, ponto, ponto, ponto, no final vai ficar o que aqui?

ficou em evidéncia, vai dar ( ) vezes x elevado a n menos 1; esse outro, ( ) x elevado a n

n , A . c A -
(n) x elevado a0 da 1 e aqui fica h elevado a quanto? n menos 1, porque um foi para evidéncia.
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Fechou isso aqui, tudo sobre h, com h tendendo a 0. Resultado dessa boniteza vai ser: sai h
com h, e se eu jogar o limitdo aqui, 6, em tudo que tem h vai zerar, porque o h esta tendendo a

0, aqui zera, aqui vai zerar, aqui tem h, vai zerar, todo mundo que esta nesse meio tem h, todos
~ P g = . - (M
vao zerar e SO vai sobrar esse cara que ndo tem h, quem é esse cara que sobrou? E (1) x

elevado a n menos 1. Se vocé usar a formula de nimero binomial, esse valor aqui vai dar o n.
Toda vez que um namero binomial tem classe 1, o resultado dele € a propria ordem, isso € teoria
de nimeros binomiais do Ensino Médio, toda vez que a classe é 1, a ordem é o valor do nimero,
x elevado a n menos 1. Aqui estd a formula. Esta demonstrada a formula para esse bonito e
daqui para frente, eu ndo quero saber mais desse limite, ndo vou usar esse limite nunca mais.”
[Esse é o jogo de linguagem da regra de derivacdo da funcdo poténcia, a partir do elemento
do jogo mostrado no jogo anterior. Mesmo com toda a sequéncia de passos ldgicos na
demonstracdo da formula, palavras e expressdes de um jogo de linguagem auxiliar nao faltam
nessa forma de se comunicar do professor/pesquisador. Palavras como: “igualzinho”,
“coisinhas”, “limitdo” e “boniteza”’; e expressdes como: “Entdo vai ser assim, ¢: n0s vamos
fazer a derivada da funcdo mais importante para calculo de derivadas”, que inicia 0 jogo
buscando prender a atencéo do aluno, e “Estad demonstrada a formula para esse bonito e daqui
para frente, eu ndo quero saber mais desse limite, ndo vou usar esse limite nunca mais”, que
finaliza o jogo de uma forma dramatica, tentando destacar a importancia do dominio da regra
de derivacéo apresentada.]

“Olha gente! Fora isso, a aula dele encerra com esse assunto aqui, 6, vou chamar atencao mais
uma vez, nao vao confundir, pelo amor de qualquer coisa, a aula dele encerrou com a regra do
produto, ndo foi? A regra do produto. Eu sé quero que vocés nao facam isso aqui, gente, 6, olha
so! Vou dar um exemplo aqui, s6 para comentar 0 que eu quero para VOCés nao cairem nessa,
0: f(x) éigual a 7 vezes seno de x, tem muita gente, que o professor pode se esgoelar de tanto
falar isso, mas ele continua cometendo 0 mesmo erro, olha para ca e fala: tem um produto, se
tem um produto, eu vou usar a regra do produto, 6 gente, tem um produto? Tem. Mas € entre
uma funcio e uma constante. E regra do produto? E. Se vocé quiser usar a regra do produto vai
dar certo? Vai. Mas vocé vai dar um tiro de canh&o para matar uma formiga. Porque, como € a
regra do produto? Se eu usar a regra do produto vai ser assim: primeira vezes a derivada da
segunda, derivada de seno é cosseno, mais a segunda vezes a derivada da primeira, quem é a
primeira? E uma constante. Qual ¢ a derivada de uma constante? 0. Entfo, percebam que por
conta dessa constante, essa parte aqui zerou. Entdo sobrou apenas que a derivada dessa fungéo

é 7 cosseno de x. E 0 que é 7 cosseno de x? E a constante que estava aqui bonitinha, que ficou
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esperando eu apenas derivar a fungdo e a derivada de seno é cosseno. Acabou. Esté feita a
derivada.” [Aqui esta o jogo de linguagem do professor/pesquisador para apresentar a regra
de derivacdo de uma constante por uma funcdo. O destaque nessa comunicagdo estd no
estardalhaco que o professor/pesquisador faz para que o aluno ndo aplique a regra de
derivacéo do produto entre duas fungdes quaisquer para derivar um produto em que uma das
funcBes é uma constante. Para tanto, faz uso das expressdes: “vou chamar atengdo mais uma
vez, ndo vao confundir, pelo amor de qualquer coisa”, “para vocés ndo cairem nessa”, “tem
muita gente, que o professor pode se esgoelar de tanto falar isso, mas ele continua cometendo
0 mesmo erro”, “Mas vocé vai dar um tiro de canhdo para matar uma formiga” e “E a
constante que estava aqui bonitinha, que ficou esperando eu apenas derivar a funcéo” para

chamar a atencéo dos alunos.]

A partir dessas exposic¢Oes, 0s alunos resolveram a questdo 1 dos respectivos Exercicios
Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 8: Exercicios Experimentais A Aluno 8: Exercicios Experimentais B
E 1)y=x4—xi—9+x+2 G 1)y=x4—;2-3-—§+x+2
Z]Y:(J\XB \? 4—/[4—@ ‘}CWY%-\'())(_H,\,XX-Z
2x° (?”‘/\\(-\‘X‘1 ¥ 1
X2
Aluno 17: Exercicios Experimentais A Aluno 17: Exercicios Experimentais B
E 1)y=x4—-fs——§+x+2 Cl)y=x4—i—5+x+2
Uy - X _ & 11 N ET el
3;: M43 ~4 4

q 3_% 5] ‘Uc+6
3)6__f/ %’ —-——— —‘xx

Aluno 19: Exercicios Experimentais A Aluno 19: Exercicios Experimentais B
B y=xt-2-24x+2 Chy=x*-5-2+x+2
3 -
‘/9(3’ 7%2,,_ PX 47X +1

k{r3466? +Px



108

Aluno 21: Exercicios Experimentais A Aluno 21: Exercicios Experimentais B
2 8 2 8
El)y=x“—;;—;+x"+2 ChHy=xt-5--+x+2
g‘m\;xs_g‘_ﬁ_*j*_o :S(?t)=x4-n2"(?.876-"*164-\:g
i v -4 -
R Sy -Ax3r 6 x4+ BN L
1 & 2 | 3
;(‘ﬂt%“i&_g&l;%\\f.—l-gll-i ‘SLX): 4t 4 _L 4 & 45_
3z x9 -4
X
Aluno 30: Exercicios Experimentais A Aluno 30: Exercicios Experimentais B
_,4_2 8 —q,4_2_ 8B
EDy=x Gyt xt2 ChHy=x S tx+2

-1
A ;7(,(’_..2‘3_27:1 +242
ys(]’b"%g "%*X*/:) ys 2 y*“! 2
)’ [ 2 Yz Yt < (6x )"(—gi )+ 1
= x P

\f':b’xg"',g";*_g_— 41

O jogo de linguagem utilizado na videoaula priorizou apenas dois elementos: 1°) apresentar a
demonstracdo da regra da poténcia utilizando, como exemplo, a derivada de f(x) = x*, onde
o foco da demonstracéo era a fatoracdo da diferenca entre poténcias de mesmo expoente; 2°)
comentar a regra da derivada do produto de uma constante por uma funcéo. Para os alunos 8,
17, 19, 21 e 30, além dos alunos 14 e 16, esses elementos do jogo de linguagem do professor
na videoaula ndo foram suficientes para que eles obtivessem a derivada dessa fungdo. Na aula
de intervencao, o professor/pesquisador optou por demonstrar a regra da poténcia utilizando o
desenvolvimento do Bindmio de Newton e por detalhar a regra do produto de uma constante
por uma funcdo. A opcéo por detalhar, utilizando outros exemplos, e ndo apenas comentar, foi
crucial para que muitos alunos conseguissem calcular a derivada dessa fungdo. Foi um elemento

efetivo nesse jogo de linguagem.

Aula 4 — Questao 2

Calcule a derivada da seguinte fungdo: y = Vx2 — 34/x — 3\%_2
X

Essa questdo esta relacionada a regra de derivagdo de uma fungdo poténcia, aléem das
propriedades da derivada de uma soma de func¢des e do produto de uma constante por uma
funcdo. Para resolver essa questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 4, os alunos

assistiram ao trecho da videoaula 4 transcrito a seguir:



109

“Entdo aqui ja tem alguns exemplos para mostrar a amplitude desta regra, se eu tivesse x1°,
faria aquele mesmo limite, aquela mesma fatoracéo e a derivada era 10x°. Se eu tenho raiz de
x, essa € uma funcdo que € importante vocés estarem muito familiarizados com a derivada de
raiz, ela aparece muito e, ai, ¢ bom que a gente rapidamente consiga escrever a derivada. Raiz
de x, a derivada vai ser 1 sobre 2 raiz de x e vamos ver por qué. Porque raiz de x elevado a
meio, pela regra que nds acabamos de analisar a derivada eu abaixo 0 expoente meio por isso
que vai ter esse 2 aqui no denominador e 0 x elevado a uma unidade a menos no expoente,
sempre subtrai uma unidade no expoente quando a gente deriva, como eu tinha expoente meio,
guando eu subtraio 1 da menos meio e, expoente negativo é 1 sobre, entdo esse x elevado a
meio vem para o denominador, x elevado a meio é raiz de x, 1 sobre 2 raiz de x. Olha para essa

funcdo agora, raiz quinta de x ao quadrado. Como € que eu vou derivar? Eu ndo olho como uma
. A . ~ 2 2 - ,

raiz, eu transformo numa poténcia, entdo eu escrevo x elevado a o 5 €ssa propriedade de raizes

de ordens e com expoentes aqui, nds analisamos em uma aula Ia na nossa introducdo na

2o -~ Z g P 2 . 2 .
matematica de revisdo de matematica basica, x elevado a s abaixamos o expoente < por isso
. 2 2 . . 2 A
vai ter esse _ nessa férmula final e x elevado a uma unidade a menos, - menos 1, quando vocé
2 5 3 z o = -
faz < Menos 1, fica menos = de novo esse expoente € negativo, entdo vai ser 1 sobre e no

. . . . q 0z ~ - 2 .
denominador a gente vai ter raiz quinta, porque o denominador aqui é 5, de x3, entéo fica - raiz

quinta de x3 no denominador.” [Esse é o jogo de linguagem utilizado pelo professor na
videoaula para apresentar a derivacdo de funcbes que apresentam radicais. Ele inicia
apresentando uma regra imediata para a derivacdo de uma raiz quadrada, e em seguida utiliza
um exemplo para derivar uma raiz que ndo é quadrada. Para isso, recorre a regra de derivacao
da funcéo poténcia, onde refere-se a conceitos de matematica basica vistos nas aulas de revisao

para manipular radicais.]

Ap0s a aula de intervencdo 4, essa mesma questdo foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 4 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram ao trecho dessa aula transcrito a seguir:

“Bom! Para encerrar essa matéria, o que o pessoal tem muita dificuldade é com a questao dos
expoentes fracionarios, dos expoentes negativos, quando, por exemplo, eu preciso fazer a
derivada de uma fungdo como essa aqui, 6, quero derivar agora no terceiro exemplo, essa

funcdozinha: f(x) igual a 7 sobre x a sexta mais 1 sobre raiz cubica de x ao quadrado. Bom!
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Eu tenho essa funcdo para derivar, primeira coisa que eu preciso fazer é ajeitar a funcédo e
colocar nesse formato aqui, 6, porque esse formato aqui resolve minha paradinha através dessa
regrinha. E eu sei que toda vez que eu tenho uma fracao e tem poténcias envolvidas ou radicais,
eu posso transformar tudo em poténcia e mudar de posicao, numerador, denominador, de acordo
com a necessidade, s6 que eu tenho que lembrar que toda vez que eu mudo uma poténcia de
posicdo dentro de um numerador ou de um denominador, eu sou obrigado a trocar o sinal do
expoente, entdo vai ficar, ajeitando a fungdo, 6, f(x) vai ser igual, essa poténcia 6 aqui em
baixo, eu posso mandar ela para o numerador, sé que ela vai com expoente negativo, toda troca
que eu fizer de posicdo entre numerador e denominador, a poténcia muda de sinal, se ela tem
expoente positivo, mudou, fica com expoente negativo, se ela tivesse expoente negativo e
mudasse, ela ficaria com expoente positivo, essa regra é basica Ia no Ensino Fundamental. Essa
outra aqui, antes de fazer a mudanca, eu tenho que converter o radical em uma poténcia de
expoente fracionario, porque todo radical nada mais € do que uma poténcia de expoente
fracionario e ai tem aquele macetinho, como que é o macetinho? Quem esta no sol, quem esta
no sol é 0 3, vai para a sombra e quem estd na sombra € o 2, vai para o sol. Entdo a raiz cubica
de x ao quadrado, nada mais é do que x elevado a dois tercos. E ai, para ficar prontinho para
usar a regra da poténcia, eu tenho que dar um jeito de levantar esse trogo aqui, mandando ele
para cima, como aqui esta 1, ndo vai atrapalhar em nada, entdo vai ficar x elevado a menos dois
tercos. Algum problema até aqui nessa mudancga? Se vocé sabe fazer isso aqui, vocé vai fazer
um monte de exercicios de derivadas. Estdo prontos para eu utilizar apenas a regra da poténcia.
Entdo, se é sO usar a regra da poténcia, vamos fazer a derivada, derivada vai dar, que regra que
eu uso aqui? Deixa a constante esperando e deriva x elevado a menos 6, 0 professor insistiu
varias vezes no video que a gente fizesse esse negdcio direto, a0 mesmo tempo que voceé aplica
a regra da poténcia, vocé ja faz o produto com essa constante, entdo esse menos 6, ele vai cair,
ndo vai? Se ele cai aqui, ele vai cair multiplicando o 7, se ele cai multiplicando o 7, menos 6
vezes 7, menos 42, ja faz direto. Perfeito? E o x vai ficar elevado ao expoente anterior menos
1, se eu tenho 0 menos 6 e tiro 1, menos 7, exatamente. Entdo esta ai, ja usei a regra da poténcia
na primeira parcela, bonitinho, sem problema nenhum. Na segunda, aqui na frente, eu ndo
escrevi, mas o coeficiente é 1, o que descer aqui multiplicando o 1, d& o proprio valor que
descer, entdo quem vai descer nesse aqui? Menos dois tergos, menos dois tercos desceu,
multiplicando 1 da ele mesmo, vezes x elevado a menos dois ter¢cos menos 1, menos dois ter¢os
menos 1, menos cinco tergos. Gente, nao sofra com isso ndo, vocé olha para isso e fala, ah, eu
tenho que tirar o minimo, oh, ndo, quando tiver inteiro envolvido, denominador multiplica e o

resultado vocé soma com esse aqui, 3 vezes menos 1, menos 3, somado com menos 2 d& menos
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5 e repete o denominador. Essa é a maneira de fazer rapida quando vocé tem um inteiro. Bom!
Isso aqui ja é resposta do exercicio? E. Mas acontece, se vocé esta fazendo uma prova de
multipla escolha, pode ser que a resposta ndo esteja assim. Se o problema que deu origem, ele
sO tinha expoente positivo e radical, eu ndo posso ficar esperando deixar uma resposta com
expoente negativo e sem radical. Ja que tem expoente fracionario, isso vai ter radical envolvido.
Entdo eu volto no que era antes, volto o que era antes ndo, eu facgo ficar expoente positivo e
faco aparecer radical. Entdo esse expoente negativo, se eu mandar o x para baixo, vai ficar
menos 42 sobre x elevado a sétima, pronto. E esse daqui? Menos 2 sobre 3, e 0 x que esta
elevado a expoente negativo, vai descer e 0 expoente vai ficar positivo. Perfeito? Entdo para
finalizar, aqui ndo tem absolutamente nada para fazer, ndo precisa fazer nada aqui, copia, mas
aqui eu tenho o que fazer, esse x elevado a cinco tercos € a raiz cibica, guem esta na sombra
vai voltar para o sol e quem esta no sol vai ficar agora na sombra e esse exercicio s6 ndo esta
encerrado, porque dentro do radicando, eu tenho uma poténcia que tem expoente superior ao
valor do indice, entdo posso arrancar termo aqui de dentro e mandar para fora. Entdo eu vou
fazer f'(x) igual a menos 42 sobre x elevado a sétima, menos 2 sobre 3 raiz cubica de x ao
cubo vezes x ao quadrado. Perfeito? Isso aqui € x a quinta, esse que esta ao cubo cancela com
a raiz, ele vai sair, entdo vai ficar menos 42 sobre x elevado a sétima, menos 2 sobre 3, quem
vai acompanhar o 3 agora? x e 0 outro que nao conseguiu sair fora, vai continuar dentro da raiz
clbica, que é o x ao quadrado. Essa é a resposta final com os expoentes todos positivos,
envolvendo radical.” [No jogo de linguagem para derivar fungfes que apresentam radicais, o
professor/pesquisador aproveita a ocasido e apresenta a preparacado das funcdes que ficardo
com poténcias de expoentes negativos. Ele utiliza apenas a regra da derivacdo da funcéo
poténcia, tanto para as fun¢bes que ficardo com expoentes negativos, quanto para as que
ficardo com expoentes fracionérios. Para isso, recorre a um reforgo de conteidos mateméticos
do ensino basico, por meio de um jogo de linguagem proprio para esse nivel de ensino, onde
palavras e expressdes como: “funcdozinha”, “resolve minha paradinha”, “regrinha”, “ai tem
aquele macetinho, como que é o macetinho? Quem esta no sol, quem esta no sol é o 3, vai para
a sombra e quem esta na sombra é o 2, vai para o sol ”, “prontinho ”, “bonitinho, sem problema
nenhum”, “Gente, ndo sofra com isso ndo” e “quem esta na sombra vai voltar para o sol e

quem esté no sol vai ficar agora na sombra”, comuns no ensino bdsico.]

A partir dessas exposi¢des, 0s alunos resolveram a questdo 2 dos respectivos Exercicios

Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolucoes:
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Aluno 8: Exercicios Experimentais A Aluno 8: Exercicios Experimentais B
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Aluno 28: Exercicios Experimentais A Aluno 28: Exercicios Experimentais B
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Aluno 30: Exercicios Experimentais B

_5 4 4 3 '.3/ -
C2)y—\/ﬁ—3\/§—gﬁ _%)C ’%zﬁﬂ("'gk;)

Y
2 A
‘/— —— __--_-___-—
X 3 Sy¥ Ty Y%

)‘:7(,%_3%'{;_&{.{'% \f!_._-z-'—-—-.,j———- +j—/

Na questdo 2, o professor na videoaula inicia o seu jogo de linguagem sugerindo 0 uso
memorizado da formula da derivada de uma raiz e, logo em seguida, em outro exemplo,
apresenta a transformacao da raiz em poténcia de expoente fracionario, considerando o dominio
dos alunos nessa técnica de transformacdo, pois foi apresentada nas videoaulas de matematica
basica. Em seguida, inicia o calculo por meio do uso da regra de derivacdo de fungdes poténcias.
Essa escolha ndo gerou entendimento das técnicas, o que ficou demonstrado nas resolugdes dos
alunos 8, 16, 17, 28 e 30, além do aluno 31. O elemento de destaque no jogo de linguagem do
professor/pesquisador foi optar por uma Unica forma para o célculo de derivadas envolvendo
radicais, além de reforcar as regras basicas de potenciacdo praticadas no ensino fundamental.

Os resultados nos Exercicios Experimentais B foram muito satisfatérios.

5.1.5 Analises da Aula 5

AULA DE INTERVENCAQ 5
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IDENTIFICACAO:
Al 5 — Regras de Derivagdo — Parte 2 — Duragao 35:38.

ANALISE DAS RELACOES ENTRE 0OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:

Aula 5 — Questéo 5

Calcule a derivada da seguinte fungdo: y = x*in(x)

Essa questdo esta relacionada a derivada da funcdo f(x) = In(x). Para resolver essa
questdo dos Exercicios Experimentais A da aula 5, os alunos assistiram ao trecho da videoaula

5 transcrito a seguir:

“Agora vamos ver coisas novas, coisas importantissimas, essa daqui ndo pode confundir com a
funcdo poténcia de polindmio, ndo é x elevado a uma poténcia fixa, ndo estou falando agora de
x>, que a derivada é 5x*, nos estamos falando agora de 5%, ndo x°, cuja derivada de 5x*,
estamos falando de 5* e a derivada de um real a constante elevado a x repete a mesma poténcia,
0 5%, e 0 logaritmo de a na base e, eu vou terminar de falar duas, trés formas e vou falar um
pouquinho do e, que tem alguma coisa importante para gente. Em particular, se a gente colocar
a base e aqui, ai o logaritmo de e na base e, lembre-se que [n é logaritmo na base e, logaritmo
natural, também chamado logaritmo neperiano, entdo quando nds colocamos aqui In(e),
logaritmo de e na prépria base e, e logaritmo de um namero na base que é ele préprio, isso da
sempre 1, entdo por isso que a derivada de e* é o préprio e*. E a derivada de logaritmo de x
numa base a é 1 sobre x logaritmo neperiano da base a e, portanto, se eu estou falando da
derivada do logaritmo neperiano, do In(x), vai aparecer aqui (n(e), de novo, é o logaritmo de
e na base e que da 1, entdo a derivada do logaritmo neperiano € 1 sobre x.” [Esse € 0 jogo de
linguagem que o professor na videoaula usa para apresentar as derivadas das fungdes y =
a*,y =e*,y=log,(x) eln(x). Para atrair a atencdo da audiéncia, inicia sua fala
utilizando a expressdo “coisas importantissimas” e, a partir dai, enfatiza a diferenca entre a
funcéo poténcia e a fungédo exponencial. Em seguida, destaca a diferenca entre as derivadas
das funcbes y = a*e y = e*. Seguindo a mesma ldégica, destaca a diferencga entre as derivadas

das funcdes y = log,(x) e ln(x).]
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Ap0s a aula de intervencdo 5, essa mesma questdo foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 5 para nova resolugdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“Qual ¢ a derivada da funcio a*? E ela mesma vezes o In da base. Derivada de e* é ela mesma,
ela mesma é maneira de falar, porque, na realidade, eu teria que escrever aqui na frente igual
estd aqui na parte de cima, eu teria que escrever [n(e), s6 que In(e) vale 1, porque logaritmando
e base séo iguais, logaritmo natural, neperiano, tem base e, se o logaritmando for e também,
vai dar 1, entdo ndo preciso escrever, mas eu tenho o 1 aqui na frente que é o resultado de
In(e).” [Nesse jogo de linguagem, o professor/pesquisador apresenta as férmulas de derivadas
das fungbes y = a*e y = e* de forma direta, apenas fazendo uma rapida observacéo de que

a férmula é a mesma, pois In(e) vale 1.]

1
xin(a)’

“Formula 12, a 12 vai ser f(x) = log, x, qual € a derivada de log, x? f'(x) é Isso é

base a, vai ter In(a). Ja a ultima férmula, se eu usar In(x), a base é e, se a base € e, entdo a
- . 1 ~ ~ . . o q
derivada vai ser apenas ot entdo ndo preciso escrever In(e), porque In(e) vai dar 1, igual aqui.”

[Assim como no jogo de linguagem utilizado para as funcBes exponenciais, 0
professor/pesquisador apresenta as formulas de derivadas das fungbes y = log,(x) e In(x)
de forma direta, apenas fazendo uma rapida observacdo de que a férmula é a mesma, pois
In(e) vale 1.]

A partir dessas exposicoes, 0s alunos resolveram a questdo 5 dos respectivos Exercicios

Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 1: Exercicios Experimentais A
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Aluno 12: Exercicios Experimentais A
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Essa questdo apresenta um aspecto muito importante em nosso trabalho. Como os jogos de
linguagem na videoaula e na aula de intervencdo foram muito semelhantes, por serem
exposicdes de regras de derivacdo, no caso, a regra de derivacdo de funcbes logaritmicas, 0s
alunos 1, 12, 16 e 35 apresentaram 0s mesmos desempenhos em ambos os questionarios. Ou

seja, os alunos 1, 12 e 35 acertaram ambos e o aluno 16 errou ambos. Para a apresentacdo dos



117

contetidos necessarios para a resolucdo desse exercicio, ndo tivemos um elemento nos jogos de

linguagem em destaque.

5.1.6 Andlises da Aula 6

AULA DE INTERVENCAQ 6

IDENTIFICACAO:
Al 6 — Regra da Cadeia — Duracéo 38:42.

ANALISE DAS RELACOES ENTRE OS JOGOS DE LINGUAGEM PRESENTES NAS
AULAS E OS DESEMPENHOS DOS ALUNOS NOS EXERCICIOS:
Aula 6 — Questéo 2

Calcule a derivada da seguinte funcio: y = Vx2 + x + 1
Essa questdo esta relacionada a derivada de fungdes compostas com a utilizacédo da regra
da cadeia envolvendo funcdo polinomial. Para resolver essa questdo dos Exercicios

Experimentais A da aula 6, os alunos assistiram aos trechos da videoaula 6 transcritos a seguir:

“Vamos comegcar analisando a funcdo senx?, o que eu queria que vocés percebessem é que nds
ja falamos da funcéo senx, aqui ndo é senx, a variavel independente, o0 x, esta afetada, é seno
de x2, é nesse caso que a gente vai usar a regra da cadeia, vocé tem uma formula, se a variavel
for x, vocé deriva pela formula que a gente viu, raiz quinta de x, deriva normal com o que nés
aprendemos de raiz quinta, agora se for raiz quinta de x + 1, raiz quinta de 3x + 5, ai, vou
precisar da regra da cadeia. Primeira coisa que eu queria que vocés percebessem para essa
funcdo h igual a seno, eu vou fazer a pergunta: Quanto que da a derivada em um x genérico e
a derivada no 0? Uma resposta ingénua, que seria uma primeira resposta bastante razoavel,
apesar de ser ingénua, uma resposta muito razoavel. Ah! Sim, se derivada de seno é cosseno,
talvez a derivada de senx? seja cosx?, porque para derivar senx é cosx, para derivar senx?,
talvez seja cosx?, chega a ser natural essa resposta. Se isso estivesse certo, se isso fosse
verdadeiro, a derivada calculada em 0, seria cosseno de 0, e cosseno de 0 é 1, entdo a resposta
inicial, assim nessa tentativa seria cosx? e 1. E eu vou mostrar que as respostas estdo erradas,
olhando o gréfico de senx?, senx? é uma funcéo par, lembra que se eu fizer aqui x positivo ou
correspondente valor negativo, como eu elevo ao quadrado antes de calcular o seno, é seno do

argumento do angulo ao quadrado, quero calcule no @ ou no menos 7, €U Vou primeiro elevar
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ao quadrado, entdo vai desaparecer o sinal de menos e vai dar o mesmo valor, se a funcéo, ela
é par, neste sentido que ela vale do lado positivo 0 mesmo que ela vale do lado negativo. Como
sera o grafico de senx?? Nao é um gréafico 6bvio, eu vou mostrar o grafico para vocés, esta
aqui nesta planilha. Essa funcéo par, observe que ela é igualzinha do lado mais e do lado menos,
e ela tem essa oscilagdo tipica do seno, mas que vai ficando mais apertadinha por causa do x?2,
e na origem ela faz essa barriguinha que esta mostrada aqui, olha como que ela é na origem. Se
VOCé pensar em termos de reta tangente, quem é a reta tangente a este grafico no ponto x igual
a 0? E a reta horizontal, é o proprio eixo x, é s6 olhar atentamente o grafico, que voceé vai ver,
que no ponto x igual a 0, o grafico da senx? tangencia o eixo x e, portanto, a derivada da funcéo
na origem € 0. Lembra que eu mostrei no slide anterior? Ah! A resposta ingénua poderia ser
que a derivada fosse cosx? e ai, a derivada na origem seria 1, se a derivada na origem fosse 1,
a reta tangente seria inclinada, que seria a reta bissetriz com coeficiente 1, mas a reta tangente
ndo é inclinada, é horizontal, a reta tangente tem que ser 0, e a derivada tem que ser 0, ndo pode
ser 1, entdo aquela resposta que eu mostrei agora, que a h'(0) poderia ser 1, esta errado, entdo
ndo pode ser cosx?, porque se fosse cosx?, a derivada na origem seria 1 e nds estamos vendo
que isso esta errado, porque derivada na origem tem que ser 0. Eu acabei de concluir que a
derivada na origem tem que ser 0, olhando geometricamente para o grafico, eu nao fiz a conta.
Eu vou em seguida mostrar como que a gente faz esta conta, esse slide e essa analise, até agora,
¢ para mostrar para vocés que a resposta ndo pode ser aquela que eu havia comentado, aquela
primeira resposta, tem que ser uma resposta mais complicada, mais elaborada.” [O professor
na videoaula inicia seu jogo de linguagem sobre a regra da cadeia mostrando a diferenca entre
uma funcéo considerada "simples™ e uma fun¢éo composta por meio de alguns exemplos. Com
a pergunta “Quanto que da a derivada em um x genérico e a derivada no 0?”, o professor
mostra ao aluno, fazendo calculos e utilizando registros graficos, que derivar uma funcéo
composta da mesma maneira que se deriva uma funcéo "simples™ pode leva-lo a cometer erros.
Nesse jogo, ele faz uso do conceito de funcdo par, ao escolher a fungdo sen(x?), e, com o
apoio do gréafico dessa funcéo, aponta o erro cometido na derivada, caso o aluno derive a
funcdo sen(x?) como se deriva a fungéo sen(x). Nessa demonstracéo gréafica, o professor se
utiliza de alguns diminutivos para prender a atencdo da audiéncia, tais como “igualzinha”,
“apertadinha” e “barriguinha”.]

“O teorema que fornece a derivada da composta de duas fungdes derivaveis chama-se regra da
cadeia, porque é uma derivacdo em sequéncia ou cadeia, e vem, porque a gente deriva de uma

forma que parece uma corrente, vocé deriva aqui, depois ali e vai derivando sucessivamente. O
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enunciado é o seguinte: € um teorema, ndo é a regra da cadeia, se vocé tem duas funcbes
derivaveis e suponha que existe a composta, f composta com g, a gente indica por esse simbolo,
que é a f calculada em g. Por que eu coloco na hipdtese que existe a composta? Nem sempre
eu posso compor duas fungdes? A resposta € ndo. Nem sempre. Imagina que a f € raiz quadrada
e imagina que a g € menos x2 menos 7, menos x? menos 7, por causa desses menos todos, da
sempre negativa, se a f € raiz quadrada, ndo da para fazer raiz quadrada de uma g negativa,
para que exista composta entre duas fungdes tem que ter uma coeréncia entre os dominios, a g
tem que ter uma imagem, ela tem que esta definida em um valor de x, ela tem que ter um
dominio tal, que a sua imagem caiba dentro do dominio da f e essa conta, seja uma conta
possivel de ser feita. Bom! Respeitada a condicdo de existéncia, se f e g sdo derivaveis, entdo
a composta é derivavel e a derivada da composta é dada pela derivada da funcdo da esquerda
f', mas ndo calculada em x, calculada em g(x), e vezes a derivada da g, por isso que chama
regra da cadeia, vocé vé que estd uma derivacdo em sequéncia, uma derivacdo em cadeia. Eu
faco a derivada da primeira vezes a derivada da segunda, s6 que cada uma vai sendo calculada
no que estd na frente, a f é calculada em g e a g € calculada em x.” [Aqui esta o jogo de
linguagem que o professor utiliza na videoaula para apresentar de maneira informal, mesmo
citando o termo “teorema”, a regra da cadeia a partir da garantia das condi¢des de existéncia
para que isso ocorra. Para mostrar que nem sempre ocorre a composicdo de funcgdes, o
professor apresenta um exemplo.]

“Entdo eu vou fazer agora exemplos numéricos para explicar como que essa regra funciona,
nos meus primeiros exemplos, eu vou destacar esse aspecto de composta de funcées, vou jogar
muito holofote na composta de funcdes. E, em seguida, eu vou passar para outros exemplos em
que eu vou comegar a fazer a conta cada vez mais rapidamente. Ta? Entdo vamos fazer primeiro
uma conta com todo detalhe de composicdo, porque eu quero que vocés entendam bem esta
formula, depois nds passamos para a parte mais operacional.” [Nesse trecho do seu jogo de
linguagem sobre a regra da cadeia, o professor cita que fara varios exemplos, onde iniciara
aplicando a regra da cadeia com detalhes para finalmente alcangar o uso dessa regra de forma
automatica.]

“Ent&o para ilustrar aquela formula, eu vou pegar senx?, o exemplo que a gente acabou de ver,
isso é a composta da funcéo f igual a seno com a funcédo g igual a x2, h(x) é f(g(x)), é a
funcdo seno que é a f, mas ndo senx, senx?, entdo f composta com g. Esta h, senx?, é a
composicdo, é o resultado da composicdo da funcdo seno com a funcdo x2, ela é composta de

seno com x2. Certo? Bem formal, bem rigoroso. Agora vamos usar a regra da cadeia, para usar
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regra da cadeia, eu tenho que ter a derivada da f e a derivada da g, e o contexto € esse. Entéo
a derivada da f é a derivada da fungdo seno, que é cosseno, e a derivada da g € a derivada de
x?2, derivada de x2, 2x, a derivada da composta, derivada de f composta com g, regra da cadeia,
f' de g, g’ de x, entdo f' que é cosseno, mas ndo de x, eu ndo devo escrever cosseno de x,
porque é cosseno calculado em g(x), g(x) era x2, g', 2x, mas g, x2, entdo a f’ é cosseno
calculado em g, cosseno de x? e g, normal, 2x. Entdo olha s6, como é que o derivo 0 senx?
que esta aqui, 6, derivada de senx?, eu faco derivada do seno que é cosseno em x?2, cosx?,
vezes a derivada do x?2, e lembra que todo esse exemplo comegou a um minuto atras quando
mostrando que a derivada dessa funcéo tinha que ser 0 na origem, se agora eu calcular isso em
0, h'(0) é cosseno de 0 que é 1, vezes duas vezes 0, que € 0, e da 0 como tinha que dar. Certo?”
[Aqui apresenta o primeiro exemplo da forma como menciona no trecho anterior. Ou seja,
detalhando quem séo as funcdes que compdem a fun¢do composta e mostrando como sao
operacionalizadas na regra da cadeia.]

“Fazer mais exemplos numéricos. Umas aulas atras, na aula de regra de derivacédo, que eu estava
ensinando para vocés a regra do produto, eu peguei a fungdo sen2x, descrevi como 2senxcosx,
transformei em um produto e usando a regra de derivada do produto, eu mostrei que a derivada
dava 2cos2x. Por que que dava isso? O 2 era uma constante, ficava na frente multiplicando,
derivada do produto, derivada do primeiro vezes o segundo, como a derivada do seno é cosseno,
dava cosseno, cosseno, cosseno ao quadrado, com o 2 aqui na frente, e dai, mais 0 seno vezes
a derivada do cosseno, ficava seno, derivada do cosseno era menos seno, menos Seno ao
quadrado, entéo ficava duas vezes, 0 2 na frente, cosseno ao quadrado menos seno ao quadrado
que é o cosseno de 2x, entdo naquela aula a gente obteve a derivada do sen2x, via regra do
produto, e deu 2cos2x. Com a regra da cadeia também da direto isso, vamos derivar sen2x,
derivada do seno, cosseno, calculo em 2x, cos2x, e a derivada do 2x, que € 2, entdo 2cos2x, €
ndo é que a derivada do sen2x, ndo é certo dizer que a derivada do sen2x é cos2x, issO é
errado, € 2cos2x.” [Nesse trecho do jogo, o professor utiliza um exemplo ja resolvido por meio
da regra do produto para comprovar o resultado obtido pela regra da cadeia e justificar que
se calculasse a derivada dessa fung¢do composta como se fosse uma fun¢do “simples”, nao teria
obtido 0 mesmo resultado que o da regra do produto. Em todo o restante da videoaula referente
a regra da cadeia, o professor faz varios exemplos com outras fungdes, mas mantém esse

mesmo padréo de resolucéo.]
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Observagdo: A transcricdo da videoaula 6 nos surpreendeu, ja que todas as outras foram
bastante curtas, conforme apresentado em observagéo anterior, enquanto essa ficou bastante
extensa. Atribuimos esse fato a importancia que o professor na videoaula da ao estudo da regra
da cadeia para o célculo de derivadas, pois, realmente, é a regra mais utilizada no estudo sobre

derivadas.

Ap0s a aula de intervencéo 6, essa mesma questao foi novamente apresentada aos alunos
nos Exercicios Experimentais B da aula 6 para nova resolucdo. Para realizar esta tarefa, eles

assistiram aos trechos dessa aula transcritos a seguir:

“A regra da cadeia € simplesmente uma regra para fazer derivada de funcdo composta. Na
realidade toda funcdo, até as simples, a gente diz que € composta, mas para diferenciar a gente
fala que é simples. Por que eu falo que tudo é composto? O que acontece com essa funcédo aqui,
0, f(x) = x e g(x) = sen(x), se eu chegar para vocés e pedir isso aqui? Quem é a (fog)(x)?
A (fog)(x) éa f(g(x)).Seé f(g(x)), afuncdo g vai entrar dentroda f,ea f é x. Sea f €
x, a g tem que entrar no lugar de x. Entdo se ela entrar no lugar de x, vai ficar o espago do x.
Como a gente fazia na aula de composta de fungbes? Abria a fungdo f e colocava dentro a
funcdo g, como a funcdo f so tem a varidvel x sozinha, ela aberta fica assim, e nessa entrada
aqui, vou colocar g inteirinha que é sen(x). Portanto, com parénteses ou ndo, isso aqui é a
funcdo sen(x). Se é a funcdo sen(x), eu estou dizendo que a fungdo composta é a propria
funcdo g. Isso aqui eu escrevi sO para mostrar a vocés que toda funcdo simples, eu posso
considerar ela uma composta. Basta que eu faca a composigdo usando a funcdo identidade. Vai
dar ela mesma. Eu nem precisava ter falado isso. Eu so falei para justificar: toda fungdo, mesmo
simples, a gente pode considerar ela uma composta.” [Para a apresentacdo da regra da cadeia,
0 jogo de linguagem do professor/pesquisador comeca pela justificativa de que toda funcéo é
composta, até mesmo as que nos chamamos de “simples”. Essa justificativa é apresentada por
meio de uma breve revisdo de como € realizada a composicéo de funges, utilizando, para isso,
a funcdo g(x) = sen(x) como exemplo e finalizando com a afirmacdo de que isso ocorre
devido a presenca da funcéo identidade.]

“E aregrada cadeia € uma regra para fazer derivacdo de funcdo composta. Entéo ela é especifica
para isso. Se eu tenho a funcdo f(g(x)), se eu quiser calcular a derivada dessa composta,
colocando a linha aqui, eu vou calcular derivando a funcdo f e multiplicando ela pela derivada

da funcdo g, com um pequeno detalhe, como é f composta com g, a derivada da f vai ser feita
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em relacdo a propria g, enquanto a g vai ser feita em relacdo a variavel x. Isso é fazer a
composic¢do. Quando eu falo fog, eu derivo a f, mas eu tenho que entender que a g que vai
entrar na derivada da f est4 funcionando como se fosse a varavel da derivada da f, por isso que
eu escrevo ela inteira e multiplico pela derivada da funcdo g em cima da variavel da fungéo g
que é o x. Entdo, quando eu fago composta, eu ndo estou jogando a g dentro da f? Entéo estou
fazendo a g funcionar como se fosse variavel da f. Por qué? Porque ela vai usar a variavel da
f aqui dentro, eu vou substituir a varidvel da f que é o x. Entéo, eu fago a g funcionar como
variavel, por isso, quando eu estou fazendo a derivada da composta, na primeira derivada que
é a funcdo f, a variavel é entendida como sendo toda a fungdo g e depois eu derivo a funcéo g
normalmente. E o resultado da derivada da composta € exatamente o produto entre essas duas
derivadas. O o detalhe! Aqui é a fungdo g e aqui é a variavel x. Como funciona para fazer uma
derivada como, por exemplo, a primeira funcéo que o professor colocou na aula dele? Que é o
sen(x?). Para derivar sen(x?), eu vou ter que usar a regra da cadeia, porque essa aqui ¢ uma
funcdo composta. Concorda? Como é que eu identifico que ela é composta so6 de olhar? Porque
eu vou falar que eu quero senx, mas quando eu olho para o x, eu ndo tenho x, eu tenho x2. Se
eu ndo tenho x e tenho x2, € como se eu tivesse o seno de uma outra funcéo e essa outra fungdo
quem é? x2. Primeira coisa que eu vou falar: quero calcular a derivada da funcdo y. Qual é a
funcdo y? E seno. Beleza! Eu sei calcular a derivada de seno. S6 que aqui ndo é sen(x), aqui €
seno de uma outra funcdo. Entdo a maioria dos professores quando vai explicar a regra da cadeia
ou aplicar a regra da cadeia a primeira vez, eles preferem fazer assim, ¢: eles preferem pegar
essa funcdo que vocés perceberam aqui e chamar de um outro simbolo. Entdo eu estou
chamando x?2 que é uma funcéo, que eu percebi que é uma funcéo, eu estou chamando de funcéo
u. Se eu estou chamando de funcéo u, essa funcdo original, ela vai ficar sendo sen(u). Para
aplicar a regra da cadeia, eu vou fazer o seguinte: eu vou imaginar que nem tenho regra da
cadeia para usar. Por qué? Porque eu quero derivar essa fungdo. E quando eu vou derivar essa
funcdo, eu faco: dpa! Seno de uma variavel u, olha o que eu falei: seno de uma varavel u. A
derivada de seno de uma variavel u é cosseno da variavel u. Concorda? Beleza! Sé que ai,
boom! D& um estalo no coco da gente, a luz liga, e eu enxergo que esse u nao € a variavel
original da fungdo, porque a variavel original da fungdo é x e aqui esta u, u ndo é a variavel
original da func&o. Isso indica o0 qué? Que o que eu fiz de derivada aqui, eu sou obrigado, pela
regra da cadeia, a multiplicar pela derivada do u. Sempre que a variavel que eu usei aqui, ndo
for a variavel original, a regra da cadeia exige que vocé multiplique pela derivada dessa

variavel. Ai vocé completou a regra da cadeia. VVocé derivou o seno em relacdo a variavel u e
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multiplicou pela derivada de u. Depois vou mandar uma tabela de formulas para vocés, que
VOCés vao ver que a tabela inteira vem considerando todas as fun¢Ges compostas, porque essa
tabela vai usar esse u aqui. Entdo o que eu fiz? Quis derivar isso, derivei, s6 que eu percebi que
u ndo era variavel original, entdo pela regra da cadeia, eu vou sempre multiplicar pela derivada
dessa nossa varidvel. Vou acabar essa daqui para vocés perceberem. Entdo eu usei a regra da
cadeia aqui? Eu usei a regra da cadeia. Esta derivada? Esta derivada. Mas ndo esta respondido.
Por que néo esta respondido? Porque a variavel original da funcéo era x e aqui tem variavel u.
Mas 0 meu u representa x2, entdo se eu voltar a substituicdo no final, aqui vai ficar cos (x?2),
que é 0 u, a derivada do u, eu ainda ndo fiz, mas como é uma funcéozinha simples, a derivada
do u vai ser 2x e eu coloco a derivada do u substituida por 2x. Pronto! Agora esta aplicada a
regra da cadeia e a varidvel original da funcdo esta na resposta, estd encerrada a questdo. O
maximo que vocé pode fazer aqui, para ndo confundir esse x2 com esse 2x, é colocar esse 2x
aqui na frente para deixar o cosseno atras, para ficar sem duvida nenhuma de quem € o angulo
e quem n&o ¢ o angulo. O angulo aqui é x?, 2x é outra coisa. Esta derivado.” [Nesse trecho do
jogo de linguagem, o professor/pesquisador apresenta a regra da cadeia, iniciando com um
pequeno exercicio de identificacdo do porqué a funcédo é composta, para, em seguida, utilizar
uma variavel auxiliar u. Ao usar essa variavel u, o professor/pesquisador apela para algumas
palavras e expressdes de uma linguagem auxiliar que buscam facilitar o entendimento da regra
pelos alunos. Palavras e expressdes como: “Opa!”, “boom!”, “Da um estalo no coco da
gente”, “aluz liga” e “fungdozinha”.]

“f(x) = Incos x, entdo 6: como eu resolvo derivada de fungdo composta para mim? Eu resolvo
sempre assim: f'(x) vai ser igual. Eu olho para a fungéo e procuro identificar quem é a fungao
interna e quem € a funcdo externa. Quem vocés acham que € interna e quem vocés acham que
é externa? Porque a regra da cadeia é sempre derivada da externa vezes a derivada da interna.
Entdo se vocés identificarem quem é externa e quem é interna, esta resolvido o problema. Como
que a gente cria pratica para identificar quem € interna e quem é externa? Fazendo a leitura da
funcdo e perceber onde deveria ter uma variavel x sozinha e ndo tem. Entdo quando eu leio
isso, eu vou ler o que? In de alguma coisa. Concorda? Entdo se eu vou ler In de alguma coisa,
essa alguma coisa deveria ser a variavel x, mas ndo €. Quem esta no lugar desse x? O cosseno.
Entdo o cosseno € a minha funcdo interna e o In é a minha funcéo externa. Entéo a derivada
pela regra da cadeia é a derivada da externa, que é o In, vezes a derivada da interna, que € o
cosseno. SO que eu vou fazer a derivada falando dessa maneira: derivada de In de fulano, se eu

quero derivar In de fulano, qual é a formulazinha de [n de fulano? 1 sobre o fulano. Se esse
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fulano fosse x, seria 1 sobre x. Mas ndo é x, € 1 sobre fulano. E como é um fulano, eu devo
multiplicar essa derivada pela derivada do fulano. Quem é a derivada do fulano, que é cosseno?
Menos seno. Pronto! Entéo 0, derivada de In de fulano, e eu vou falar assim naturalmente,
porque na minha leitura, eu ndo tenho como ler a funcéo de outra maneira, In de alguém, In de
um fulano, para derivar In de um fulano, pela tabelinha de formulas é 1 sobre o fulano. Como
é fulano, eu sou obrigado a multiplicar pela derivada desse fulano. E a derivada de cosseno é
menos seno. Para dar a resposta final, seno sobre cosseno é tangente, entdo vai ficar menos
tangente de x. Pronto!”’ [Nesse trecho do jogo de linguagem, o professor/pesquisador apresenta
outro exemplo de funcdo composta para ser derivada. Nesse célculo, ele introduz a ideia de
funcdo interna e externa de uma funcéo composta. Para colocar em pratica essa ideia, ele usa
e abusa do termo “fulano”, que aqui esta substituindo a variavel auxiliar u para obter uma
resolucdo mais fluida. Para o caso de fungdes compostas por mais de duas funcdes, além do
termo “‘fulano”, 0 professor/pesquisador faria uso dos termos “beltrano”, “sicrano”, e assim

por diante.]

A partir dessas exposic¢des, os alunos resolveram a questdo 2 dos respectivos Exercicios
Experimentais. A seguir sdo mostradas algumas dessas resolugoes:

Aluno 21: Exercicios Experimentais A
B2 y=VxT+x+1
Aluno 21: Exercicios Experimentais B
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Aluno 31: Exercicios Experimentais A
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Aluno 31: Exercicios Experimentais B
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O jogo de linguagem do professor na videoaula inicia-se com uma justificativa, por meio de um
exemplo, do porqué ndo devemos derivar uma fungdo composta da mesma forma que derivamos
uma funcdo simples e prossegue destacando a necessidade de se observar a condi¢do de
existéncia para funcBes compostas, entdo apresenta a regra da cadeia. Finaliza apresentando
varios exemplos de como se aplica essa regra, justificando que apds varios exercicios o aluno
ja consegue aplicar essa regra de forma automatica. O professor/pesquisador, em seu jogo de
linguagem, apresenta a regra da mesma forma que o professor na videoaula, pois € uma maneira
de certa forma padronizada entre professores de Calculo, mas para os exemplos iniciais utiliza
fungdes auxiliares com os simbolos u, v, w, ... Porém, termos como fulano, beltrano, sicrano
sdo presentes em seu jogo de linguagem para representar as fungdes envolvidas na composta e
agilizar o céalculo da derivada. O aluno 21 consegue resolver a questdo com o auxilio da variavel

auxiliar u, como indicada no elemento do jogo de linguagem do professor/pesquisador. Para o
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aluno 31, os jogos de linguagem sobre a regra da cadeia parecem ter sido entendidos sem
dificuldades. A questdo do erro e do acerto nos Exercicios Experimentais A e B,
respectivamente, estdo relacionados aos jogos de linguagem utilizados na aula 4. A resolucéo
apresentada pelo aluno 36 pode ter sido desenvolvida a partir do uso de termos como “fulano”,
“beltrano”, “sicrano”, dentre outros, apds transformar o radical em poténcia de expoente

fracionario, como sugerida no jogo de linguagem da aula de intervencao 4.
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6 CONCLUSOES

Essa pesquisa nos trouxe de imediato um grande desafio em relacdo a coleta de dados.
O conceito de jogos de linguagem nos permite fazer comparac6es, conforme afirma o préprio
Wittgenstein (1999, p. 68): “Os jogos de linguagem figuram muito mais como objetos de
comparacao, que, através de semelhancas e dissemelhancas, devem lancar luz sobre as relaces
de nossa linguagem”. Porém, para atender ao nosso objetivo, gostariamos de ter tido a
possibilidade de imergir um grupo de alunos em duas praticas de ensino presenciais. Mas como
fazer isso em pleno semestre letivo e com todos os professores de Céalculo | cumprindo seus
encargos em suas respectivas turmas? E mesmo que conseguisse fazer, ndo teria fisicamente
como ter esse grupo de alunos em dois locais simultaneamente, pois se ndo fosse ao mesmo
tempo, ja teriamos o grupo de alunos no segundo momento em vantagem de maturacdo em
relacdo ao primeiro momento. Além do mais ficaria muito dificil de gerir esse grupo em dois
momentos distintos com 0s nossos encargos em curso. I1sso confirma que a nossa coleta de
dados foi realizada a0 mesmo tempo que estamos trabalhando normalmente no semestre letivo.
Outro problema causado pela burocracia, pois ndo tinhamos como usar a estrutura da
universidade, enquanto estivéssemos na condicao de afastado para capacitacao.

Poderiamos pensar em duas turmas de Célculo I, sob nossa responsabilidade. Mas
também estariamos gerando um outro problema, s6 teriamos um jogo de linguagem em acé&o.
Entdo a comparacdo de jogos ficaria impossibilitada, pois ndo seria justo para com uma das
turmas deixa-la em falta de elementos do jogo, fundamental para a sua aprendizagem.

A solugdo encontrada foi a de envolver a nossa turma de Calculo | da Engenharia
Elétrica em uma pratica de ensino a mais, porém disposta em videoaulas. Uma vez que em
nossa pratica docente, ja era comum ver alunos deixando de assistir aula presencial para buscar
videoaulas, motivados pelo ndo entendimento da linguagem utilizada pelos professores em suas
aulas presenciais. Mas né@o poderia ser videoaulas de baixa qualidade. Portanto, escolhemos o
que temos de melhor em termos de pratica de ensino virtual. Videoaulas de um professor
renomadissimo de uma instituicdo reconhecida internacionalmente, resultante de um grande
projeto governamental de ensino a distancia. Videoaulas geradas a partir de uma estrutura de
exceléncia que utiliza variados recursos tecnoldgicos. Sob a competéncia de um professor
altamente qualificado. Tao qualificado, que muitas de suas videoaulas de calculo diferencial e
integral foram utilizadas por outra instituicdes de ensino superior, inclusive a nossa, durante o

periodo de aulas virtuais na pandemia do Covid-19.
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Estivemos convictos de que foi uma excelente escolha. Além de ter sido possivel em
varias aulas, um espaco temporal bastante pequeno, que ndo causaria maiores complicacfes em
relacdo ao tempo de maturacdo dos conceitos vistos pelos alunos na videoaula em relacdo aos
mesmos conceitos vistos na aula presencial.

Todos os casos mostrados no capitulo anterior, confirmaram a nossa tese de que novos
elementos inseridos em um jogo de linguagem definido por varia¢Ges nas descri¢des das regras
de uso vinculadas com praticas normativas que demarcam o ensino de conteddos de Calculo
Diferencial e Integral convergiram em apontar medidas comportamentais proximas das
aprendizagens preconizadas para os respectivos conte(dos.

Sustentamos que as recorrentes evidéncias empiricas definidas pelas transcricdes das
intervencdes nas videoaulas e nas aulas de intervencdo, assim como evidéncias expressas nas
resolucdes dos exercicios pelos alunos, interpretadas como modos de agir contingentes as
descricdes das regras de uso, configuram demonstragdes validas e convincentes, obtidas sob a
perspectiva metodoldgica adotada nesta tese, da extensdo dos jogos de linguagem para a
fundamentacdo das interpretacbes das interacGes discursivas em contexto de ensino de
conteudos de Célculo Diferencial e Integral.

Estimamos, portanto, que a tese, amparada nas especificidades metodoldgicas adotadas,
documente contribuicdo aos professores de matematica, de qualquer nivel de ensino, na
demonstracdo da relevancia da dimenséo linguistica, mais exatamente, da descricdo das regras
de uso como condi¢do necessaria, para viabilizar as aprendizagens envolvidas. Acreditamos
gue guanto maior o grau de aprimoramento de nossa linguagem em nossa pratica de ensino,
melhores resultados alcangaremos no beneficio da aprendizagem de nossos alunos. N&o é uma
questdo de melhor ou pior jogo de linguagem, o que desejamos mostrar € que quando o
professor investe em um aprimoramento de sua linguagem em sua pratica de ensino, ele podera
contribuir com a melhoria da aprendizagem dos seus alunos.

Amparados nas perspectivas pragmatica e terapéutica da nocao de jogos de linguagem,
a pesquisa ora apresentada busca fazer um alerta a todos nds, professores de matematica, quanto
ao uso que fazemos da linguagem compartilhada, empregada e que, em Gltima instancia define
0 exercicio de ensinar os alunos, conseguindo de fato atingir a tdo sonhada aprendizagem por
parte deles.

Quando falamos em professores de matematica, queremos nos referir, a principio, aos
professores de todos os niveis de ensino, apesar dessa pesquisa ter sido aplicada ao nivel

superior envolvendo o ensino de conceitos do Calculo Diferencial e Integral. Acreditamos que
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0s mesmos resultados também se apliquem as outras areas das ciéncias exatas, apesar de termos
desenvolvido um trabalho especifico para a questdo da linguagem matematica.

Outro alerta importante € sobre as questfes referentes as defesas de dogmas-padrao
referentes aos fundamentos da matematica a que muitos professores se apegam. Nesse trabalho,
também queremos alertar a todos nds sobre a pouca importancia que hd em querer defender um
ponto de vista platonista, formalista ou construtivista no ensino da matematica, pois todos esses
dogmas apresentam algum tipo de problema quando tentamos adota-los integralmente, ao
mesmo tempo que possuem pontos positivos para a matematica escolar considerando a
transposicao didatica.

Segundo Silveira et al (2014, p. 155-156), as proposi¢des matematicas como teoremas,
corolarios, assim como outra qualquer, sdo criadas com base na ldgica e satisfazem
necessidades teoricas intrinsecas a matematica. Portanto, ndo descrevem objetos ideais
pertencentes a um reino platonico, tampouco surgem de experiéncias do mundo real. As
proposicdes matematicas exercem uma fungdo normativa, sdo invencdes humana e néo
descobertas. Nesse sentido, sdo de natureza convencional. E, segundo Hersh (1985, p. 361), K.
Godel e P. J. Cohen mostraram que, baseando-se nos axiomas da teoria formal dos conjuntos,
a hipotese do continuo ndo pode nem ser demonstrada (Godel, 1937) nem negada (Cohen,
1964). Sustentamos que o foco se encontra na linguagem assim como nos mostrou Wittgenstein,
pois para conseguirmos ensinar matematica para nossos alunos, precisamos treind-los em todas
as suas regras, para que eles alcancem uma compreensao satisfatoria dos conceitos que serdo
estudados dentro da matematica. Para que isso aconteca, sempre deveremos buscar a utilizacdo
de um jogo de linguagem que favoreca o entendimento dos conceitos em cada situacdo de
ensino.

Havera contextos em que o uso de uma linguagem mais informal se fara necessario,
assim como também ocorrerdo situagdes apropriadas para se utilizar uma linguagem formal no
ensino da matematica. Esses momentos estardo vinculados ao aprendizado das regras
matematicas que serdo entendidas com uma boa dose de treinamento para, posteriormente,
propiciarem as condi¢Bes necessarias para que os aprendizes possam fazer aplicacGes praticas
desse conhecimento matematico no mundo real. Ou seja, ndo cabe defesas de dogmas, pois
todas as correntes devem se fazer presentes no ensino de matematica para obtermos um uso
mais significativo dessa maravilhosa ciéncia. O que queremos € estar atentos as palavras de
Silveira et al (2014), quando afirmam que ndo ha uma esséncia que defina os diversos jogos de
linguagem, uma vez que podem ser aplicados em diversos contextos. E esta variedade de usos

em diferentes contextos é o que da sentido aos conceitos.
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Devemos também considerar que o dominio das regras da linguagem matematica, aléem
de possibilitar a aplicabilidade da matematica do mundo real, também ira propiciar ao estudante
a possibilidade de estabelecer novas relacdes entre esses elementos matematicos que poderao
favorecer a descoberta de outras propriedades dentro da propria matematica ou, até mesmo,
possibilitar a criacdo de outros conceitos matematicos, sejam pela observagdo do mundo real
ou da propria estrutura da matematica. Portanto, para nds, a discussao entre a matematica ser
criada ou inventada é totalmente desnecessaria. O conhecimento matematico seguira seu curso
natural, favorecido, em seu contexto aplicado, ou no ambito do ensino de conceitos
matematicos, pelas praticas de descrigcdo do uso das regras que o constitui.

Para Wittgenstein é fundamental que o professor treine seus alunos nas regras basicas
gue compBem um conceito matematico para que eles dominem as ferramentas que o fara
manipular esse conceito de forma eficiente em contextos de relacBes desses conceitos com
outros conceitos e em contextos de aplicagdes praticas no mundo real. Reforcando que para o
ensino, ndo é interessante ficar discutindo se a matemaética é criada ou inventada, se é uma
ciéncia originada a partir do mundo das ideias ou do mundo fisico, mas ter como foco sua
linguagem. Que dominada permitira o acesso a todos 0s contextos.

E sempre importante ressaltar que no existe o melhor jogo de linguagem para ensinar
matematica, pois existem variadas formas de vida que poderdo estar sendo submetidas a um
determinado jogo. O que nos importa é sempre termos consciéncia de que qualquer que seja 0
jogo de linguagem, sempre existirdo novos elementos a serem incorporados no jogo para se
atingir um objetivo cada vez melhor. Isso significa que os resultados mais favoraveis nas
resolucbes das questdes da segunda etapa de aplicacdo dos questionarios nessa pesquisa, ndo
indicam que o jogo de linguagem utilizado pelo professor/pesquisador é superior ao jogo de
linguagem utilizado pelo professor na videoaula, mas que o pesquisador teve a oportunidade de
apresentar outros elementos do jogo que favoreceu o entendimento por parte dos alunos
voluntarios. Poderia, perfeitamente, ocorrer de outro professor apds observar a aula do
pesquisador aplicar outros elementos no jogo de linguagem que melhoraria ainda mais o
rendimento dos alunos nos questionarios. Com isso demonstramos a importancia dos jogos de
linguagem para o ensino de conceitos matematicos no ensino superior, ou seja, demonstramos
a influéncia exercida pelo professor na maneira como aluno resolve exercicios. Estamos
convictos de que esse cuidado do professor em buscar novos elementos de jogos de linguagem
para a melhoria do ensino de conceitos matematicos se aplica a todos os niveis de ensino.

Podemos observar um outro aspecto bastante importante que gostariamos de ressaltar

como contribuicdo dessa pesquisa: nos referimos ao problema do ensino a distancia. Da forma
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como o ensino a distancia esta sendo praticado atualmente em todo o mundo, faz-se urgente
que os professores criadores de videoaulas prestem ainda mais atencdo aos jogos de linguagem
que estdo utilizando em suas producgdes, pois sem a possibilidade de interacdo em tempo real
com os alunos, ele podera nédo perceber o quéo falho esta sendo o seu ensino.

As recorrentes evidéncias observadas na analise dos dados dessa pesquisa apontaram
para uma maior aproximacao ou correspondéncia dos desempenhos (modos de agir) dos alunos
em relacdo as aprendizagens preconizadas para 0s respectivos conteidos apds a exposicdo dos
alunos as descri¢des de uso adotadas nas aulas de intervencao, ou seja, com a insercao de novos
elementos definidos pelas préaticas previstas no jogo, sendo que tais evidéncias nos remetem a
responder a questao de pesquisa: A insercdo de novos elementos (regras de descricao de usos)
em um jogo de linguagem de um professor apresenta-se como condicao favorecedora para a
emissdo de agdes (desempenhos) correspondentes com as aprendizagens previstas pelos alunos
sobre célculo diferencial e integral, possibilitando-os a resolver exercicios a partir de suas
interacGes com préticas de ensino dispostas em videoaulas, bem como em aulas presenciais? A
resposta objetiva para essa questao é: Sim, a presenca de outros elementos no jogo de linguagem
que possibilita um treinamento mais efetivo das regras que ddo suporte ao conceito matematico,
em estudo, favorecem a aprendizagem dos alunos.

Sob as condi¢des metodoldgicas adotadas, evidéncias de desempenho dos alunos mais
proximas das aprendizagens previstas mostraram-se diretamente vinculadas com a insercao,
pelo professor das aulas de intervencéo, de elementos novos no jogo de linguagem, a saber, de
diferentes descri¢bes de uso pertinentes aos conceitos estudados.

Nessa pesquisa, ndo tivemos a menor intengdo de apresentar um jogo de linguagem
privilegiado em relacdo a outro. O nosso objetivo foi o de demonstrar, sob condigdes
metodoldgicas especificas, que quando o professor langa um olhar atento ao seu jogo de
linguagem e se permite também observar 0s jogos de linguagem utilizados pelos seus colegas
ou até mesmo por professores que ndo sejam do seu meio de convivio, ele podera melhorar seu
jogo de linguagem, que permitira a ele, aumentar as possibilidades de entendimento dos
conceitos estudados por seus alunos. Em suma, ndo somos os donos do saber, nem os detentores
da didatica de ouro; diferentemente, as evidéncias ora expostas nesta tese, convergem em
apontar como atribuicdo necessaria e imperativa ao ensino de conceitos matematicos, e
possivelmente como elemento complementar aos recursos de transposicdo didatica, a
receptividade e a adesdo as condigdes favorecedoras de aprendizagens fundamentadas em
experiéncias coletivas, devidamente mapeadas e documentadas em termos de interpretacoes

“pragmaticas e terapéuticas” das interacoes linguisticas.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)

O(A) Sr.(?) esta sendo convidado(a) a participar de um projeto que teve a sua base
na observacdo das praticas docentes, em todos os niveis (Educacdo Bésica e Educacéo
Superior) em que nem sempre as explicagdes dos conteldos matematicos correspondem as
aprendizagens esperadas dos alunos.

Assim, 0 objetivo € o de pesquisar fatores que poderiam contribuir para o
aprimoramento das aprendizagens de conceitos matematicos na Educacdo Superior. Nesta
pesquisa, 0s alunos serdo expostos a videoaulas devidamente selecionadas dos cursos de
engenharia da Universidade Virtual do Estado de S&o Paulo (UNIVESP) sobre limites e
derivadas de funcdes de uma variavel real, ou seja, contetdos curriculares previstos na sua
formacdo académica. ApOs cada videoaula serdo aplicados alguns exercicios sobre o0s
conceitos apresentados na respectiva videoaula para coletar informacgdes sobre o seu
entendimento dos conceitos apresentados. A partir dessas informacdes faremos uma
intervencdo no sentido de apresentar novos elementos para a compreensdo dos conceitos
envolvidos. Em seguida, reaplicaremos 0s mesmos exercicios para investigarmos se 0S NovVos
elementos apresentados pelo professor de modo presencial favoreceram a compreensdo dos
conceitos apresentados.

A participacdo do voluntario nessa pesquisa ocorrera atraves (1) da presenca na
aula, (2) assistir as videoaulas, (3) resolucéo dos exercicios apés as videoaulas e apds as aulas
presenciais e (4) assistir as aulas presenciais ministradas apos as videoaulas. Todas as
videoaulas serdo apresentadas em Datashow com o uso de um equipamento de som bluetooth
tipo soundbar com dois canais de audio (26W RMS) para que os alunos tenham uma videoaula
com excelente qualidade de som. Toda a aula sera filmada com uma camera de video de alta
definicéo, tanto a parte de exibicdo da videoaula, quanto todo o restante da aula, incluindo o
periodo de intervencéo e as aplicacdes dos exercicios.

Os videos, audios e resolucdes dos exercicios, bem como qualquer observagao feita
pelo voluntario poderdo ser usados durante a qualificacdo, a defesa e a publicacdo da tese,
porém de forma totalmente andnima, sem envolver qualquer identificacdo dos alunos. Nenhum
aluno sera filmado, nem mesmo os participantes da pesquisa. Durante a videoaula a camera
focara apenas a parte da parede da sala de aula onde esté sendo feita a projecéo pelo datashow
da referida videoaula. Durante a aula do pesquisador também néo havera filmagem de nenhum
aluno, pois a camera focara apenas o pesquisador em acéo no quadro branco ou de giz. Nas

duas ocasifes, a camera estara fixa num tripé sem ninguém manuseando-a. Sera ligada no



139

inicio da videoaula e desligada ao final para a mudanca de posi¢do para ser novamente ligada
no inicio da aula do pesquisador e desligada ao final. Os riscos minimos previstos dizem
respeito ao transito de algum aluno que precise sair de sala de aula para ir ao sanitario ou
que precise sair por qualquer outro motivo e passe em frente a camera. Caso ocorra a
exposicao da imagem do aluno, ela sera retirada do video através do corte do trecho do video
ou por uso do recurso de borrar imagem numa edi¢do do video. Se houver qualquer 4udio nao
condizente com o0 ambiente de sala de aula, também sera removido. A prioridade recai (a) nas
videoaulas, (b) na resolucdo dos exercicios sem identificacdo do(a) aluno(a) e (c) na aula
ministrada pelo pesquisador.

Caso seja necessario se referir a alguma resolucéo de exercicio, obviamente que a
autoria dela sera por meio de pseudénimos, sem qualquer possibilidade de identificacdo do
aluno.

As identificacOes dos alunos serdo exclusivamente para a finalidade de controle de
frequéncia dos alunos, como ocorre em qualquer disciplina curricular do seu curso.

A participacao dos voluntarios, bem como a do pesquisador nessa pesquisa tera
como resultado um trabalho que possa vir beneficiar novas geracoes de estudantes atraves da
aplicacdo da experiéncia apresentada nesse trabalho, por parte dos educadores que venham
tomar conhecimento dessa pesquisa, e que implementem em suas aulas 0s conhecimentos
adquiridos por meio desse trabalho.

As atividades previstas na pesquisa estdo inseridas no plano de ensino da
disciplina. Sua participacdo é voluntaria. Vocé tem o direito de solicitar, a qualquer momento
deste semestre: (1) o acesso as gravacOes efetuadas em sala de aula e (2) a retirada dos seus
exercicios do material a ser utilizado pelo pesquisador para tabulacéo e analise dos dados.

Todos os procedimentos e interacdes previstos entre o pesquisador e 0s
participantes estdo fundamentados na observancia das condicfes estabelecidas na Resolucéo
no. 466 de 12 de dezembro de 2012 e na Resolucdo no. 510 de 07 de abril de 2016, com
aprovacéo pelo Comité de Etica em Pesquisa da UNESP — Faculdade de Ciéncias, Campus
Bauru (vide endereco e coordenacdo em epigrafe, acima).

Caso concorde em participar, vocé assinara o presente Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido em duas vias, sendo que a 12 via Ihe pertence e a 22 via sera arquivada pelo
pesquisador.

Em caso de davidas, basta entrar em contato com o pesquisador.

Eu, , declaro ter sido informado

e concordo em ser participante, do projeto de pesquisa acima descrito.
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APENDICE B - IDENTIFICACAO, APREDIZAGENS ESPERADAS E EXERCICIOS

PREVISTOS PARA CADA VIDEOAULA

VIDEOAULA 1

IDENTIFICACAO:
VD 1 - Limites — Parte 1 — Duracédo 22:11.

APRENDIZAGENS ESPERADAS:
Nessa unidade, espera-se que o participante

a) compreenda o conceito de limites e infinitésimos.

b) aplique o conceito de limites para determinar o limite de uma funcao.

c) reconheca os limites laterais como partes fundamentais no célculo do limite de uma
funcéo.

d) reconheca a diferenca entre limites infinitos e limites no infinito.

e) calcule limites no infinito de fungdes polinomiais utilizando a propriedade especifica.

f) calcule limites infinitos.

g) identifique as formas indeterminadas presentes no calculo de limites.

EXERCICIOS PREVISTOS:

1)

2)

3)

Como vocé define limite de uma funcéo?

Essa questdo atende ao topico “Limite de uma fung@o”. Objetiva por meio da definicéo de
limite de uma funcdo a compreensdo do conceito de limites. O aluno devera ser capaz de
definir intuitivamente o limite de uma funcdo, apresentando a seguinte resposta: seja
f:[a; b] - R uma funcdo e seja ¢ € [a; b], dizemos que o limite de f quando x tende a c é
L, se quando x se aproximar de c, os valores de f(x) se aproximarem do valor L. Ou utilizar
suas proprias palavras para dar essa definicéo.

O quanto proximo de f(x) esta L?

Essa questdo foi proposta para confirmar a compreensdo da definicdo de limite de uma
funcdo da questdo anterior. Objetiva a verificagdo da compreensdo do conceito de
infinitésimos. Espera-se que o aluno responda que f(x) esta extremamente proximo de L. Ou
apresentar essa ideia com suas proprias palavras, usando a representacdo que julgue mais
adequada para essa resposta.

O quanto proximo de x esta c?
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Essa questdo reforca a anterior e espera que o aluno responda que x esti extremamente
préximo de c. Ou apresentar essa ideia com suas proprias palavras, usando a representacao
que julgue mais adequada para essa resposta.

Calcule lim E:

x—1 x—1

Essa questdo também atende ao topico “Limite de uma fun¢do”. Objetiva apresentar um dos
casos do topico “Formas indeterminadas” e verificar se o aluno compreendeu a técnica de
eliminacdo da indeterminacdo apresentada na videoaula. Nessa questdo, ele deverd
demonstrar o dominio da fatoracdo de uma diferenca entre dois cubos. Espera-se que 0

. s 1. x3-1 . (x—1)(x%+x+1)
aluno apresente a seguinte resolugdo: lim — = lim ——————=
x—1 x—1 x-1 x—1

=lim(x?+x+1) =
x-1

3. Ou apresentar uma outra forma de resolugéo.

x%2—4x+3

Calcule: lim
x-1 xX—

Essa questdo é um reforco da questdo anterior. Porém, ele devera demonstrar o dominio da

fatoracdo de um trindbmio do 2° grau. Espera-se que o aluno apresente a seguinte resolucao:

. 2—4x+3 . -1).(x-3 .

lim 2222 iy EDO79) i (x — 3) = —2. Ou apresentar uma outra forma de
x-1 x—1 x-1 xX— x-1

resolucéo.

Qual é a diferenca entre limite no infinito e limite infinito?

Essa questdo atende aos topicos “Limites infinitos e Limites no infinito”. Objetiva verificar
se 0 aluno é capaz de diferenciar os dois conceitos. Espera-se que o aluno apresente a
seguinte resposta: se f(x) tende ao infinito, temos um limite infinito. Se x tende ao infinito,
temos um limite no infinito. Ou apresentar essa ideia com suas proprias palavras, usando a

representacdo que julgue mais adequada para essa resposta.

x%2—5x+4

Calcular: lim
x—2

Essa questdo atende ao topico “Limites laterais”. Objetiva verificar se o aluno percebe a

. . x2-5x+4 . x®-5x+4 . A .
necessidade de calcular lim ———e lim ——para poder concluir sobre a existéncia

x—2 2—x x—2~
do limite proposto. Espera-se que o aluno apresente a seguinte resposta: como

. x?>-5x+4 . X?>-5x+4 . o . ..
lim ———— = +o e lim ——— = —oo, conclui-se que ndo existe o limite proposto. Ou
x—-2t 2-Xx x-2- 2-Xx

apresentar uma outra forma de resolucgéo.

L1 2x5-3x*—5x3+x2—4x+1
Calcular: lim
x—00 3x6—x5+3x4-2x3—x2+6x+4

Essa questdo atende ao topico “Limite no infinito”. Objetiva verificar se o aluno domina a

propriedade de limites no infinito para uma razéo entre fungdes polinomiais. Espera-se que
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. X 1 2x5-3x*—5x3+x2—4x+1 . 2x5
o aluno apresente a seguinte resolucdo: lim = lim =
x—00 3x6—x5+3x4-2x3-x2+6x+4  x—o00 3x°

. 2 ~
lim — = 0. Ou apresentar uma outra forma de resolugéo.

X—00

2x8+7x5-3x*—5x34x2—4x+1

9) Calcular: }CI_I’)I} 3x6—x5+3x*—2x3-x2+6x+4
Essa questdo foi proposta para chamar a atencdo do aluno que, mesmo apresentando uma
destacada razéo entre polinbmios, ndo se trata de um limite no infinito, pois x esta tendendo
a 1, logo ndo se deve aplicar a propriedade utilizada no exercicio anterior. Espera-se que 0
. . . . 2x%+7x5-3x*-5x3+x%2—4x+1
aluno apresente a seguinte resolucéo: lim =
x—1 3x6—x5+3x%—2x3-x2+6x+4
2.1°47.15-3.14-5.13+1?-4.1+1 -1 1 ~
= — = ——. Ou apresentar uma outra forma de resolucao.
3.16-15+3.1%-2.13-12+6.1+4 12 12
VIDEOAULA 2

IDENTIFICACAO:

VD 2 - Limites — Parte 2 — Duracéo 21:009.

APRENDIZAGENS ESPERADAS:

Nessa unidade, espera-se que o participante

a) opere com as propriedades operatdrias dos limites.

b) reconheca outras formas indeterminadas.

c) reconheca os limites fundamentais.

d) calcule limites de func¢des que utilizam limites fundamentais.

e) conceitue continuidade de fungoes.

EXERCICIOS PREVISTOS:

1)

. -1
Calcular: llmfx—
x-1 x—1

Essa questdo atende ao topico “Limites fundamentais”. Objetiva apresentar uma das
estratégias de eliminacdo de uma indeterminacdo do tipo % e verificar se o aluno
compreendeu a técnica de eliminacdo da indeterminacéo apresentada na videoaula. Nessa
questdo, ele devera demonstrar o dominio de produtos notaveis, utilizando o caso do

produto da soma pela diferenca de dois termos, que permite ao aluno fazer uma

racionalizacdo do numerador. Espera-se que o aluno apresente a seguinte resolugéo:
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. Wx-1 . Vx-1 Jx+1 x—1 . 1 1 o
lim = hm( —) =lim—————=1lim——=-. Ou outra resolucdo
x>1 x—1 x>1 \x—-1 +x+1 51 (-0.(Vx+1)  xos1vx+1 2 ¢
qualquer.

. 4senx
Calcular: lim
x—0 3x

Essa questdo atende ao topico “Limites fundamentais”. Objetiva apresentar uma das

estratégias de utilizacdo de um limite fundamental, onde o aluno devera ser capaz de
~ 4
perceber que a funcéo f(x) = % pode ser representada como um produto de duas outras

funces, ou seja, que f(x) = g(x).h(x), onde g(x) = g e h(x) = % Espera-se que o aluno

- N1 4senx . 4 senx . 4 . senx 4 4
apresente a seguinte resolucdo: lim —— = lim (— . —) =lim--lim =--1=-0u
x—0 3x x—0 \3 x x—03 x-0 X 3 3

outra resolucdo qualquer.

. 3[|2x342x2+48 ... -
Calcule lim /xz—x utilizando os teoremas basicos.
x—2 x“+2x—4

Essa questdo atende ao topico “Propriedades operatdrias dos limites”. Objetiva apresentar
a utilizacdo das propriedades operatérias para o calculo de um limite. O aluno devera
encontrar o valor desse limite de maneira direta, porém consciente de que esse calculo direto

somente é possivel por estar respaldado pelas propriedades operatorias dos limites. Espera-

22+42.2-4 4

. ~ 1. 3[|2x3+42x2+8 _ 3(2.23+2.22+8 332
se gque o aluno apresente a seguinte resolucdo: lim > = =
x—2 x“+2x—4

V8 = 2. Ou outra resolucéo qualquer.
Defina fungdo continua com suas préprias palavras?
Essa questdo atende ao topico “Continuidade de fungdes”. Objetiva apresentar a definicdo
de funcdo continua. O aluno deveréa ser capaz de compreender a seguinte definicao:
Uma funcéo f = f(x) é continua em c se:
i) Existe f(c), isto é, c € Dom f;
i) Existe lim f(x);
x—c
iii) lim £ () = f(c).
Ou, simplesmente, que o aluno apresente a seguinte resposta: € toda funcdo em que seu
grafico ndo apresenta “buracos”, “falhas” ou “saltos” em todo o seu dominio. Ou que

responda com suas palavras, desde que transmita essa ideia.

Calcular: lim [/x(x + 4) — x]
X—00

Essa questao também atende ao topico “Formas indeterminadas”. Objetiva apresentar uma

indeterminacéo do tipo o - oo (que nao foi tratada na videoaula, porém temos o objetivo de
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verificar se a teoria de limites dada nas duas videoaulas sobre o assunto daria conta de
resolver questdes sobre limites desse tipo) e verificar se 0 aluno consegue realizar
manipulacgdes algébricas que favorecam a eliminacgéo da indeterminagédo. Nessa questdo, ele
deverd demonstrar o dominio de produtos notaveis, utilizando o caso do produto da soma
pela diferenca de dois termos, que permite ao aluno fazer uma racionalizagéo do numerador.
Além de calcular um limite no infinito para quociente de fun¢des polinomiais. Espera-se

que o aluno apresente a seguinte resolugéo:

. U R Vx(x+4)-x Jx(+d+x| _
JELm [Vx(x+4)—x] = )Pm - \/mﬂ] =

oo —00

.| x2+4ax—x2
lim

4x ]
L] iy [
x—o00 | x(x+4)+x x—o00 LVxZ+4x+x]
. 4x . 4x . . 4
lim |[——1]| = lim |—— —
xX— /x2(1+§)+x xX— x/1+f—c+x xX—®© x</1+%+1> x—=00 /1+§+1

resolucdo qualquer para esse limite.

=2 2. Ou outra

Calcular: lim (1 + g)x

X—00
Essa questdo atende ao topico “Limites fundamentais”. Objetiva apresentar uma das

estratégias de utilizacdo de um limite fundamental, onde o aluno devera ser capaz de

X
perceber que o limite lim (1 + E) pode ser resolvido com a ajuda do limite fundamental

X—00

X
lim (1 + %) = e (que também ndo foi tratado na videoaula, porém temos o objetivo de

X—00

verificar se a teoria de limites dada nas duas videoaulas sobre o assunto daria conta de
resolver questdes sobre limites desse tipo). Espera-se que o aluno apresente a seguinte

resolucdo: lim (1 + z)x = lim (1 + %)Sk = lim (1 + %)k]s = | lim (1 + %)k]s = e5.

X—00 k—co k—oo k—oo

Ou outra resolucdo qualquer para esse limite.

e3x_

Calcular: lim
x—-0 X

Essa questdo atende ao topico “Limites fundamentais”. Objetiva apresentar uma das

estratégias de utilizacdo de um limite fundamental, onde o aluno devera ser capaz de

.. . 3x_1 . . __
perceber que o limite lln(l)eT pode ser resolvido com a ajuda do limite fundamental
X—

. *—-1 s ~ . . P . .
hr% eT = 1 (que também n&o foi tratado na videoaula, porém temos o objetivo de verificar
X—

se a teoria de limites dada nas duas videoaulas sobre o assunto daria conta de resolver

questdes sobre limites desse tipo). Espera-se que o aluno apresente a seguinte resolucao:
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. e3*
lim = lim < —— = lim [3 (
x->0 X k-0 = k-0

)] = lim3- hmT =3-1 = 3. Ououtra formade

k—0 k—0

resolucdo para esse limite.
VIDEOAULA 3

IDENTIFICACAO:
VD 3 - Derivada — Duracao 18:43.

APRENDIZAGENS ESPERADAS:
Nessa unidade, espera-se que o participante
a) conceitue derivada de uma funcéo.

b) interprete geometricamente e fisicamente a derivada de uma funcao.

EXERCICIOS PREVISTOS:

1) Um objeto se move de modo que no instante t a distancia é dada por s(t) = t2 — 3t (s em
metros e t em segundos). Qual é a velocidade e a aceleracéo desse objeto no instante t = 2s?
Essa questao atende ao topico “Interpretar fisicamente a derivada de uma fun¢do”. Objetiva
verificar a compreensao do aluno sobre como a derivada de uma funcdo é interpretada a
partir de conceitos da fisica. Nessa questdo o aluno deve perceber que a aceleracdo
instantanea é obtida a partir da derivada da funcdo velocidade no instante t = 2s e que a
velocidade instantanea é obtida a partir da derivada da funcdo que representa a distancia
percorrida no instante t = 2s. Espera-se que 0 aluno apresente a seguinte resolugéo:

5(6) = s(to) _

t—)to t —_— to

o t3 =3t —ty3 + 3¢,

lim =
t—)to t _— to

o t3 =ty — 3t + 3¢,

lim =
t—)to t _— to

(B =1t = 3(t—tp)
lim =
t—)to t —_ to

lim (t—t)(t?>+t-ty+ty%) —3(t —ty) _
t—>t0 t— to
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lim (t—t)(t?>+t -ty +ty2—3) _

t—>t0 t - to

lim (t2 + t-tg+ tg? —3) = to? +ty -ty + to?> — 3 =ty + ty? + tg?> — 3 = 3ty? — 3

t—>t0
Como v(t,) = 3t,% — 3, temos, de forma geral, que v(t) = 3t? — 3. Dessa forma, para
t=2s,v(2)=3-22-3=3-4-3=12-3=9m/se

. v(t) —v(to)
m--———=
-to t — to

lim (3t2 = 3) — (3t,2 — 3)

a(ty) = tl

o 3t2—3-3t,2+3
lim =
t—)to t - tO

~ 3t? —3t,?

lim
t—)to t - tO

.32 —t®)

lim

. 3(t+te)(t—tg)
lim =
t—)to t - to

l!ir{l 3(t+ty) =3ty +t) =32-t) =6-¢,
—to

Como a(ty) = 6 - t,, temos, de forma geral, que a(t) = 6 - t. Dessa forma, para t = 2s,
a(2) = 62 = 12m/s?. Ou outro modo de resolver o problema.
Como vocé define a derivada de uma funcdo em um ponto dado?
Essa questdo atende aos topicos “Definir a derivada de uma funcdo e Interpretar
geometricamente a derivada de uma fung@o”. Objetiva verificar se 0 aluno sera capaz de
definir a derivada de uma funcdo em um ponto dado. Espera-se que ele apresente a seguinte

resposta: Seja f:]a, b[ = R e ¢ € ]a, b[. Dizemos que f é derivavel em c, se existir e for

finito o limite limZ2~2€ Ele também podera responder a essa questdo, atribuindo o

X—C X—C
significado geométrico da derivada de uma funcdo em um ponto dado, ou seja, f'(c) é o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto de coordenadas
(¢, f(c)). Resumidamente, f'(c) = lim % Ou utilizando suas proprias palavras.
X—=C -

Como vocé define derivada de uma fungdo em um ponto qualquer?
Essa questdo também atende ao topico “Definir a derivada de uma fungdo”. Objetiva
verificar se o aluno sera capaz de generalizar a defini¢do da questdo anterior. Espera-se que

ele apresente a seguinte resposta: apds determinar a funcéo f'(c), que representa a derivada
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da funcdo f em um ponto dado de abscissa ¢, fazemos a generalizagdo para f'(x), onde x
representa a abscissa de um ponto qualquer do gréfico de f. Ou utilizando suas proprias
palavras.
Quais sdo as notacdes para a derivada de uma fungéo?
Essa questdo atende ao topico “Definir a derivada de uma fung¢do”. Objetiva verificar se 0
aluno conhece as notacGes mais usuais da derivada de uma funcdo. Espera-se que ele
f(x)—f(c) (x)=f(c)

x—c —c

af o\ _ v f «
ou— (o) = }Cl_r)rg — Ou a notacao

apresente a seguinte resposta: f'(c) = lcl_r)ré
utilizada por muitos fisicos.

Por que uma funcéo derivavel é continua?
Essa questao atende aos topicos “Definir a derivada de uma funcdo e Continuidade de
funcdes”. Objetiva verificar se o aluno compreende que as condigdes para que uma funcao
seja derivavel sdo suficientes para que a mesma funcao seja continua. Espera-se que ele

apresente a seguinte resposta: vamos mostrar que }}3} f(x) — f(c) = 0. De fato, pois

lim f(x) — f(c) =

lim £(x) —lim f(c) =

lim(f(x) - £(e)) =

f) = f(0)
x—c

lim
X—C

y fx)—f(c) |
im———— - lim

X—C X —C X—C

(x—0)| =

(x—c) =

f'(c) -0 = 0. Ou utilizando suas préprias palavras.

Por que uma funcédo continua, nem sempre é derivavel?

Essa questdo também atende aos topicos “Definir a derivada de uma funcéo e Continuidade
de fungdes”. Objetiva verificar se 0 aluno compreende que as condigdes para que uma
funcéo seja continua ndo sdo suficientes para que a mesma funcéo seja derivavel. Espera-
se que ele apresente a seguinte resposta: basta tomar a funcdo f(x) = |x| como um
contraexemplo, pois sabemos que ela é continua, mas ndo é derivavel em x = 0. Ou

utilizando suas préprias palavras.

VIDEOAULA 4

IDENTIFICACAO:
VD 4 — Regras de Derivacdo — Parte 1 — Duracgdo 20:26.
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APRENDIZAGENS ESPERADAS:

Nessa unidade, espera-se que o participante

a) compreenda e aplique as regras de derivacdo de uma funcdo constante, da funcéo
identidade e de uma fung&o poténcia.

b) compreenda e opere com as propriedades da derivada de uma soma de funcdes e do
produto de uma constante por uma funcao.

c) compreenda e aplique as regras de derivagdo da funcdo f(x) = senx e da fungdo
f(x) = cosx.

d) compreenda e opere com a regra de derivacdo do produto entre duas funcgdes.

EXERCICIOS PREVISTOS:
Calcule a derivada das seguintes funcdes:

1)

2)

y=x4—xz—3—§+x+2

Essa questao atende aos topicos “Derivada de uma fun¢do constante”, “Derivada da fungao
identidade” e “Derivada de uma funcao poténcia”. Objetiva verificar se 0 aluno sera capaz
de aplicar as regras basicas de derivacdo associadas as propriedades da derivada de uma
soma de fungdes e do produto de uma constante por uma funcdo, com destaque para a
transformacéo de quocientes que envolvem poténcias de expoentes inteiros positivos em

produtos de constantes por poténcias de expoentes inteiros negativos. Espera-se que ele
apresente a seguinte resposta: y = x* — % — g +x+2=>y=x*—-2x3-8x1+x+
2=y =4xP+6x7*+8x 2+ 1=y =4x3 + 2+ 4 1. Ou outra resolugio.
X X

— 32 4 &
y = Vx2 - 3Vx T
Essa questao atende ao topico “Derivada de uma func¢do poténcia”. Objetiva verificar se 0
aluno sera capaz de aplicar a regra basica de derivacdo de uma poténcia associada as

propriedades da derivada de uma soma de fungdes e do produto de uma constante por uma

funcdo, com destaque para a transformacdo de radicais em poténcias de expoentes

fracionarios. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y = Vx2 — 33x —

4 2 1 4 2 1 2 2 3 3 3 8 5
= ” = - -3 ! -z - -3 !
==Y =Xx5—3Xxt——5 =y =x5—3xt—4x 3=y =-X 5—-X ++-X 3>y
\/x_z X3 5 4 3
8 , 2 3 8 , 2 3 8
—5 >y = - + =y = - + .
s y 533 4Vx3 o 33«5 y 5323 4Vx® | 3xVaZ

5x5  4x4  3x3

Ou outra

resolucéo.
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3) y = 3senx + 4cosx
Essa questdo atende aos topicos “Derivada da funcdo f(x) = senx e Derivada da fungédo
f(x) = cosx”. Objetiva verificar se 0 aluno sera capaz de aplicar as regras basicas de
derivacdo das funcdes seno e cosseno. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y =
3senx + 4cosx = y' = 3cosx + 4(—senx) = y' = 3cosx — 4senx. Ou outra resolugao.

4) y=(4x%+ 2x — 3).(5x%> — 8x + 4)
Essa questao atende ao topico “Derivada do produto entre duas fun¢des”. Objetiva verificar
se 0 aluno sera capaz de aplicar a regra de derivacdo para um produto entre duas funcdes,
com destaque para a comparagdo entre o calculo feito com o uso da regra e o célculo feito
utilizando a propriedade distributiva de imediato. Espera-se que ele apresente a seguinte
resposta: y = (4x% + 2x — 3).(5x* — 8x + 4) = y’> = (4x% + 2x — 3).(10x — 8) + (5x* — 8x + 4).
(8X +2) =y’ = 40x3 — 32x2 + 20x? — 16X — 30X + 24 + 40x3 +10x> — 64x% — 16x + 32x + 8
=y’ = 80x3 — 66x? — 30x + 32. Ou outra forma de se resolver.

5) y = x3cosx
Essa questdo também atende ao topico “Derivada do produto entre duas fungdes”. Objetiva
verificar se o aluno sera capaz de perceber que, nesse caso, aplicar a regra de derivacdo para
um produto entre duas funcdes é a forma mais eficiente para se obter a derivada. Espera-se
que ele apresente a seguinte resposta:
y = x3cosx = y' = x3(—senx) + (cosx)3x? =y’ = 3x%cosx — x3senx. Ou outro

modo de resolucao.

VIDEOAULA 5

IDENTIFICACAO:
VD 5 — Regras de Derivacao — Parte 2 — Duragdo 21:32.

APRENDIZAGENS ESPERADAS:
Nessa unidade, espera-se que o participante
a) compreenda e aplique as regras de derivacdo das funcdes f(x) = a*, f(x) = e”,
f(x) =loga(x) e f(x) = In(x).
b) compreenda e aplique a regra de derivacdo do quociente entre duas funcdes.
c) compreenda e aplique as regras de derivacdo das funcdes f(x) =tg(x), f(x) =

cotg(x), f(x) = sec(x) e f(x) = cossec(x).
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EXERCICIOS PREVISTOS:

Calcule a derivada das seguintes funcdes:

1)

2)

3)

4)

_ 1
Y=
Essa questdo atende ao topico “Derivada do quociente entre duas fungdes”. Objetiva
verificar se 0 aluno sera capaz de aplicar a regra de derivacdo para um quociente entre duas

funcdes. Porém, o destaque serd verificar sua capacidade de realiza¢éo do calculo sem o uso

. 1
dessa regra. Espera-se que ele apresente uma dentre as seguintes respostas: y = ;3 y' =

x3.0-1-3x2 ;_ —3x? ;-3 1 -3 ' -
oz TV T DY Egouy=5=2y=x7=y = —3x

y= % + log(4)

Essa questdo também atende ao topico “Derivada do quociente entre duas fungdes”.
Também objetiva verificar se o aluno serd capaz de aplicar a regra de derivacdo para um
quociente entre duas funcbes. Além de verificar sua capacidade de realizagdo do calculo
sem 0 uso dessa regra, observara se ele percebe que log 4 é uma constante. Espera-se que

20—
ele apresente uma dentre as seguintes respostas: y = §+ log(4) =y =222 &iz)”z'zx +
0=y ==F =y =77 o y=gHlg@=y=mx?+logh)=y =
_ ;) _ —2m
—2mx T+ 0=y = —

y = x3Vx3
Essa questdo atende ao topico “Derivada do produto entre duas fungdes” da videoaula
anterior. Porém, objetiva verificar se 0 aluno, assim como nas duas questdes anteriores sobre

regra do quociente, seré capaz de realizar o calculo sem o uso especifico dessa regra. Espera-

3 15
se que ele apresente a seguinte resposta: y = x3Vx3 =y =x3.x1 = y=x7 =y’ =

15 — 154 15 4 15 4 15 4
TXxr=>y = Vallsy =—Vxtxt =y =xxVed =y’ = TxZ\/x3.

y = xtg(x)
Essa questdo atende ao topico “Derivada da funcdo f(x) = tg(x)”. Objetiva verificar Se 0
aluno realizara o célculo usando diretamente a regra da derivada da funcdo tangente ou se

utilizard a regra do quociente para determinar a derivada da funcéo tangente a partir da razéo

%en()  Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y = xtg(x) = y' = xsec(x) +

cos(x)

tg(x). Ou calcule primeiro a derivada da fungdo f(x) = tg(x), usando a razdo % para



5)

6)

7)
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depois utilizar o resultado na derivada do produto. Para fazer esse calculo devera proceder

da seguinte maneira:

(x) ' (x).cos(x)—sen(x).(—sen(x))
F(x) = tg(x) = f(x) = sen(x = f'(x) = cos(x).cos(x)—sen(x).(—sen(x

cos(x)

=f'(x) =

cos2(x)

1
cos?(x)

cos?(x)+sen?(x)

=f'(x) =

! — 2
057 (x) = f'(x) = sec*(x).

y = x*In(x)
Essa questdo atende ao topico “Derivada da funcdo f(x) = In(x)”. Objetiva verificar Se 0
aluno aplicara de maneira correta a regra da derivada da funcdo logaritmo natural dentro da

derivada de um produto. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y =
xtin(x) =y’ = x“‘.i + (In(x)).4x3 =y = x3 + 4x3In(x) = y' = x3(1 + 4In(x)) =

x3(1 + In(xh).
_ x+2

y= x2-2x—4

Essa questdo também atende ao topico “Derivada do quociente entre duas fungdes”.

Obijetiva verificar se 0 aluno sera capaz de aplicar a regra de derivacdo para um quociente

entre duas funcbes envolvendo uma razdo entre dois polindmios. Espera-se que ele

x+2 y_ (x2-2x—4)1—(x+2)(2x-2) oy =
x2-2x—4 y = (x2-2x—4)2 -

apresente a seguinte resposta: y =

xX%—2x—4-2x°+2x—4x+4 , —x2—4x
2 2 =Y =3 2
(x2-2x—-4) (x2-2x—-4)

2x*4

y=-=

ex
Essa questdo atende ao topico “Derivada da funcdo f(x) = e*”. Objetiva verificar se 0
aluno aplicara de maneira correta a regra da derivada da funcdo exponencial de base “e”

dentro da derivada de um quociente. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y =

2x* , _ e*8x3—2xteX ¢ 2x3e¥(4-x) ;_ 2x3(4—x)
= 7Y T T ez TV T T e 7Y T T

VIDEOAULA 6

IDENTIFICACAO:

VD 6 — Regra da Cadeia — Duragao 22:009.

APRENDIZAGENS ESPERADAS:

Nessa unidade, espera-se que o participante

reconhec¢a uma funcdo composta.
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compreenda e aplique a regra da cadeia.

EXERCICIOS PREVISTOS:

Calcule a derivada das seguintes funcdes:

1)

2)

3)

4)

y=(x%+1)°

Essa questdo atende ao topico “Derivada de fungdes compostas”. Objetiva verificar se 0
aluno conseguira identificar uma funcdo composta e se aplicara de maneira correta a regra
da cadeia para calcular sua derivada. Essa questdo foi proposta para desestimular o aluno a
desenvolver a poténcia para determinar a derivada sem o uso da regra da cadeia. Espera-se
que ele apresente a seguinte resposta: y = (x2 + 1)°> =y’ = 5(x? + 1)*.2x = 10x(x? +
1.

y=VxZ+x+1

Essa questdo também atende ao topico “Derivada de fungdes compostas”. Objetiva verificar
se 0 aluno conseguird identificar uma funcdo composta e se aplicara de maneira correta a

regra da cadeia para calcular sua derivada. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta:

1 2
y= VW FxFioy= (Pt 1isy = 2l +x+ D Qx4 Doy =

2x+1 r_ 2x+1

3.(x2+x+1)§ REA 3'§/m.

y = sen(2x) + tg(4x)

Essa questao também atende ao topico “Derivada de fungdes compostas”. Objetiva verificar
se 0 aluno conseguird identificar as duas fungbes compostas e se aplicara de maneira correta
a regra da cadeia para calcular suas derivadas, utilizando a propriedade da adi¢do de
derivadas para dar o resultado. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y =
sen(2x) + tg(4x) =y’ = (cos(2x)).2 + (sec?(4x)). 4 = 2 cos(2x) + 4 sec?(4x).

y = e *.In(x? - 2)

Essa questao também atende ao topico “Derivada de fungdes compostas”. Objetiva verificar
se 0 aluno conseguird identificar as duas fun¢es compostas e se aplicara de maneira correta
a regra da cadeia para calcular suas derivadas, utilizando a regra do produto para dar o
resultado. Espera-se que ele apresente a seguinte resposta: y = e>*.In(x? —2) =y’ =

eSx,

5x
1_2 2x + [In(x? —2)]e5* -5 = 2;%2 + 5e>*In(x? — 2).

x2
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APENDICE C - TRANSCRICOES DAS VIDEOAULAS

VIDEOAULA 1

TEMPO DE GRAVACAO
22 minutos e 11 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrao

[00:08:56] “Olho para esse x2 — 9, que esta sobre x — 3, e fatoro x? — 9 usando diferenca de
quadrados. Lembra x? — 9, n6s vimos nas nossas aulas de matematica, naquela disciplina
preparatdria, fatoracdo de diferenca de quadrados (x — 3)(x + 3). x — 3 e x — 3 podem ser
cancelados, entdo fica s6 x + 3, e quando x tende a 3, x + 3, tudo se passa como se aqui se
aproximasse de 3, de fato, a soma se aproxima de 6. Essa funcéo se parece, se vocé fizer um
gréafico, com aquele caso 2 dos trés graficos que eu mostrei, em que a funcdo nédo esta definida
no 3, 1a naquele exemplo era 1, claro, eu troquei, mas aqui no caso seria 0 3, ela ndo esta definida
no 3, tem uma bolinha aberta ali, mas fora do 3, ela atende muito bem para o 6. 1sso que a gente

fez chama-se eliminar a indeterminacgdo”. [00:10:01]

[00:12:49] Limites também podem ser tratados quando a variavel vai para o infinito e da mesma
forma que a gente interpretou quando o x se aproxima de c, eu olho o que acontece com a
imagem. VVamos ver aqui: quando x vai para infinito, ou seja, quando x fica muito grande, o
gue acontece com 1 sobre x, o inverso de um nimero muito grande é um numero muito
pequeno, limite é 0. -5x3, quando x tende para infinito, bom, x ficando muito grande, x® fica
muito grande, multiplicado por 5, continua um namero que vai crescendo cada vez mais, com
0 menos ele vai tender para menos infinito. Raiz cubica de 2x + 5, x tendendo para infinito, 2x
tende para infinito, com mais 5 tende para infinito e raiz cibica de um numero que cresce
indefinidamente, também vai continuar crescendo e a raiz cubica de 2x + 5, quando x tende a
infinito, o limite € mais infinito. Entdo essa ideia que nos estamos comec¢ando a analisar de
limites, também pode ser tratada quando o x vai para infinito e o resultado pode ser infinito
também. [00:14:07]
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[00:19:24] Quando eu tenho 3x2 + 2 sobre x + 1, uma coisa que eu posso fazer para ver o limite
guando x tende a mais infinito, porque € mais infinito e mais infinito, é técnica que vai dar certo
sempre, fatora o termo de maior grau, fatorei 3x2 e x, observe que se eu fatoro o de maior grau,
0 primeiro termo vai ser sempre 1, 1 mais 2 sobre 0 3x2 e aqui 1 mais 1 sobre x. Olha que
bonitinho, 0 3x% e 0 x eu posso cancelar, deu 3x, e todos 0s que estdo entre parentes vao tender
a 1, porque como eu cologuei em evidéncia o de maior grau, esse tende a 1 e esses outros todos
tendem a 0, porque o0 x est& indo para infinito e tem expoente embaixo, esta tudo indo para 0,
entdo acaba dominando o de maior grau. E se vocé fizer isso com 3x*, com 5x*, pde em
evidéncia 3x* e 5x*, x* vai cancelar com x*, ao contréario desse que era x2 e x, cancelou e
sobrou um x, aqui € x*, x*, vai cancelar o x e vai sobrar 0 3 e 0 5, e 0s outros termos dentro do
parénteses todos vao ser dominados por esse primeiro termo 1, entdo vai ficar um 3x*, um 5x*,
cancelo x*, 3 sobre 5, os outros todos 1, limite 3 sobre 5. E vocé pode generalizar esse fato,
sempre que vocé tiver um quociente de func¢bes polinomiais, basta olhar os termos de maior
grau, os termos de maior grau sdo dominantes. Isso é muito bonito, a gente vai fazer mais

exercicios com isso. [00:21:02]

VIDEOAULA 2

TEMPO DE GRAVACAO

21 minutos e 09 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrdo

[00:00:48] O que nos vimos na aula passada? Em alguns calculos de limite n6s podemos fazer
o calculo diretamente, ndo havia nenhum obstaculo, o0 que eu chamava de indeterminacao ou
condicdo de existéncia, nada impedia. Limite para x tendendo a 2 do logaritmo na base 2 de 2x
+ 4, 3x menos 4, se eu substituir x por 2 fica log de 4 mais 4, 8, sobre 6 menos 4, 2, log de 8
na base 2 é o expoente tal que 2 a ele vai dar 8, esse é 0 expoente 3, log de 8 na base 2 é 3,
sobre 2, limite trés meios, basico, deu para fazer a conta, fizemos. As vezes nés temos que
eliminar a indeterminacdo. Limite para x tendendo a 5 de v/x — /5 sobre x — 5, observe que se

eu substituir x por 5 fica /5 — /5 que € 0, 5— 5 que é 0 e eu ndo consigo fazer a conta. Mas se

eu multiplicar em cima e embaixo por vx + /5, é o conjugado do de cima, porque isso é uma
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diferenga de quadrados, (a- b)(a + b) é o quadrado do primeiro menos o quadrado do
segundo, isso vai me fornecer x — 5, que vai se cancelar com esse x — 5 aqui debaixo, fica x —
5 em cima e em baixo, e aqui embaixo vai sobrar 1 sobre v/x + v/5, que ndo da problema para
calcular quando x tende a 5, porque € uma soma das duas raizes, entdo a gente multiplica em
cima e embaixo por vx + /5, faz o produto da diferenca de quadrado, x — 5 cancela com o
debaixo, um sobre vx ++/5, x tendendo a 5, a conta fica normal, 1 sobre 2+/5, que se nds

racionalizarmos da /5 sobre 10. Bom, isso chama-se eliminar a indeterminag&o. [00:02:42]

[00:17:06] Esse exercicio** motiva a seguinte consideracdo: nds dizemos que uma funcgdo é
continua em um ponto c, se, primeiro de tudo, existe f(c), quer dizer: se ¢ esta no dominio. Se
existe o limite para x tendendo aquele ponto e se o valor da fungdo no ponto é igual o limite da
funcdo no ponto. Entdo tem trés coisas para ser continua: primeiro tem que estar definida no
ponto, que é 6bvio, se uma funcdo ndo esta definida no ponto, ndo vou falar nada daquele ponto.
Entdo primeiro imagine que existe a funcdo definida no ponto, imagina que exista o limite para
x tendendo ao ponto, imagine que o limite e o valor da funcdo, ambos existem, as duas
existéncias estdo garantidas no 1 e no 2, se esses dois sdo iguais, entdo a funcdo é continua.
[00:18:00]

VIDEOAULA 3

TEMPO DE GRAVACAO

18 minutos e 43 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRIQAO
Padrao

[00:01:13] A gente tem um conceito de variacdo média de uma de uma grandeza que é o0 que a
gente chama de g, Af é a variavel dependente e x € a variavel independente e a variacao

daquela grandeza em relacdo a variagdo do pardmetro, pode ser variacdo de precos, preco final
menos preco inicial dividido pelo tempo, pode ser a posicao de uma particula, pode ser qualquer

grandeza que vocé tenha essa relacdo de dependéncia. Variacdo da grandeza do valor

{2x+5,sex2 1

14 i
Calcule: lim) 5 5sex <1

-1
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dependente dividido pelo valor independente. E a gente tem a varia¢do instantanea que € o
limite disso quando esse intervalo na variavel independente fica muito pequeno, entdo aqui € o
limite para x; tendendo a x, do f(x;) menos f(x;), x; Menos x,, isso é a variagdo média, eu
faco o limite para esse x; se aproximando desse x,, limite no sentido que nds estudamos nas
aulas anteriores e isso chama-se variacdo instantanea. E o limite para o Ax tendendo a 0 do Af
sobre Ax. A importancia das aulas anteriores esta no seguinte: quando vocé fizer x; tendendo
a x,, ndo vai dar para calcular esse limite por substituicdo, porque se eu fizer x; = x, da f(x,)
menos f(x,) que é zero, x, Menos x, que é zero, pela propria construcdo do conceito de taxa
de variacdo ndo da para calcular o limite por substituicdo direta, a gente recai sempre em um
daqueles casos que eu chamei nas aulas anteriores de indeterminagéo e que a gente tinha a tarefa
de, ou usar algum teorema especifico, ou eliminar a indeterminacdo. Entdo no conceito de
derivada, isso vai acontecer sempre. Por isso que a gente precisa de uma base de limites para

poder avancar aqui. [00:03:06]

[00:06:14] Formalizando essa ideia nds obtemos o seguinte: se uma funcdo definida no
intervalo aberto, aqui eu vou querer aberto, e um ponto interior no intervalo aberto, eu vou dizer
que a funcdo é derivavel nesse ponto c, se existir e for finito o limite f(x) menos f(c), x menos
c, exatamente o limite da taxa de variagdo como nos exemplos anteriores. Se esse limite existir

e for finito, entdo eu digo que a funcéo é derivavel no ponto. [00:06:47]

[00:06:49] Antes de continuar com as interpretacbes vamos fazer alguma continha para ver

exemplo de funcdo que é derivavel, funcdo que ndo é derivavel. A notacao para isso vai ser

da . . .. ~
f'(c) ou é no ponto c, justamente o limite do f(x) menos f(c), x menos c, limite da razéo
incremental. Essas sdo as duas notacdes cléassicas, existe também uma notacdo que é f, um
pontinho em cima, mas é bem menos usado. Nocéo de taxa de variacdo: taxa de variacdo da
posicdo é velocidade, da velocidade ¢ aceleragdo, da aceleracdo € aceleragdo da aceleracdo, de
precos é inflagdo, de populacdo é taxa de crescimento, portanto uma gama enorme de

aplicacdes. [00:07:37]

[00:07:38] Significado geométrico disso: a derivada no ponto é o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da funcdo no ponto de coordenada (a, f(a)). Entdo o significado do
cinematico é o que eu acabei de falar, da posi¢cdo é a velocidade, agora 0 geométrico é o

coeficiente angular da reta tangente. Entender isso com mais cuidado, isso € bem sutil. Vocé
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pega uma funcéo, eu quero focar no ponto de abscissa 2, esse ponto, eu gostaria de calcular a
I . 1
reta tangente ao grafico nesse ponto. Se eu tenho, eu sei que ela passa pelo ponto (2,5), nesse

caso aqui. Eu preciso saber o coeficiente angular da reta para obter equacao da reta tangente.

Como é que eu obtenho o coeficiente angular? Olha que observacéo interessante! E facil obter
o coeficiente angular da reta secante ao grafico, secante precisa de dois pontos. O (2%) éo

ponto base, vai ficar fixado. Pegar um ponto auxiliar, no meu exemplo é (3,4), e vou pegar a
reta secante que passa por esses dois pontos, reta secante esta em verde aqui, reta secante
passando por esses dois pontos. O coeficiente angular da secante é f(x) menos f(a) dividido
por x menos a. Esse é o coeficiente angular da secante, quando eu tenho a reta secante que
passa por dois pontos se eu pegar 0 Af sobre 0 Ax da cateto oposto por cateto adjacente em um
triangulo aqui e tangente desse angulo, cateto oposto sobre adjacente é tangente desse angulo,
tangente desse angulo é o coeficiente angular. Entdo o coeficiente angular da reta secante é
f(x) menos f(a) sobre x menos a. Como que dai eu vou para tangente? Eu vou fazer a secante

tender para posicdo tangente. Como que eu fago a secante tender para posicdo tangente? O
ponto base (2%) vai ficar parado, esse ponto vai andar se aproximando do ponto (2, f(2)),

isso vai me fazer o limite disso quando x tende a a. O jeito de chegar na tangente é fazer a
secante se aproximar da tangente fazendo esse ponto descer em direcdo a esse. Olha como isso
é bonito! Como isso € rico! E ai fazer esse ponto tender para ca faz com que o coeficiente da
secante, 0 x tende a a, entdo esse limite é o coeficiente angular da tangente. Entdo, olha que
bonito! O coeficiente angular da reta tangente é a derivada no ponto. E uma outra maneira de
chegar nesse conceito. E ai a equacdo da reta tangente, o significado geométrico é o coeficiente
angular, a equacéo da reta tangente fica y menos yo ou f'(a), x menos a, é igual a f'(a), que é
equacdo usual de reta tangente. y menos yo, x menos xo € igual ao coeficiente angular.
[00:11:13]

VIDEOAULA 4

TEMPO DE GRAVACAO

20 minutos e 26 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrdo
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[00:02:35] Vou fazer um exemplo de uma fungéo do tipo polinomial, x*, vocés podem observar
que ha por tras disso uma estratégia e que vai funcionar igualzinha, se for x> ou x® com
adaptacdo mais simples. Entdo pensemos na funcdo x*, eu quero calcular a derivada no ponto
p, € o limite para x tendendo a p, a funcéo calculada em x, que é x*, p*, e x menos p. Nas
nossas aulas de matemaética basica nos recordamos a estratégia de fatoracdo de uma expressdo
desse tipo: x elevado a poténcia menos y elevado a mesma poténcia. E esse x* menos p* se
fatora assim: x menos p, e ai uma série de termos de grau 3 comec¢ando com toda poténcia em
x, x3, ai vai diminuindo uma unidade no expoente de x e passando para o expoente do p, que
fica x2p, xp? e p3, todos os sinais de mais, esse x menos p cancela com esse x menos p, sobram
quatro termos, ndo é coincidéncia, quatro, porque aqui era x*, se eu tivesse fazendo com x a
quinta, sobrariam cinco termos, todos os termos sdo de grau 3, x esta tendendo a p, ja
cancelamos 0 x menos p, ndo tem mais indeterminacdo, todos os termos véo ficar iguais a p3,
porque o x estd atendendo a p e todos eles tém soma de expoente 3, e eu fico com quatro termos
p3, entdo a derivada € 4p3, se eu tivesse fazendo com x°, eu teria cinco termos de ordem 4, de
grau 4, e a derivada daria 5p*. Isso vale para qualquer p, entdo eu vou agora escrever com a
variavel x, eu digo que se a funcéo é a funcdo x*, a derivada em qualquer p é 4p3, isso cria
uma nova funcéo, que eu vou escrever como variavel x, que é a funcdo derivada, que é 4x3,
entdo dada uma fungdo do tipo poténcia, x elevado a um expoente, a derivada foi obtida
abaixando esse expoente, 4, e uma unidade a menos, isso ndo é uma regrinha que vem do nada,
ela vem daquela fatoracdo que a gente acabou de fazer. Isso vale para qualquer expoente que
eu coloque aqui no lugar do 4, se eu colocar x°, a regra vai ser que a derivada é 5x* e, na
verdade, vale para qualquer expoente, mesmo que ndo seja um numero inteiro. Essa regra de
derivacdo, ela, é bastante ampla e eu vou em seguida fazer varios exemplos com diferentes
expoentes. Importante, entdo, observar que vale para qualquer expoente, esse expoente ndo
precisa ser inteiro, eu acabei de fazer um x*, estou observando que valeria para qualquer
expoente inteiro do tipo x> ou x®, mas na verdade vale para qualquer expoente, nos vamos fazer

varios exemplos deste tipo. [00:05:44]

[00:05:45] Entdo aqui ja tem alguns exemplos para mostrar a amplitude desta regra, se eu
tivesse x1°, faria aquele mesmo limite, aquela mesma fatoracéo e a derivada era 10x°. Se eu
tenho raiz de x, essa € uma funcdo que € importante vocés estarem muito familiarizados com a

derivada de raiz, ela aparece muito e, ai, € bom que a gente rapidamente consiga escrever a
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derivada. Raiz de x, a derivada vai ser 1 sobre 2 raiz de x e vamos ver por qué. Porque raiz de
x elevado a meio, pela regra que n6s acabamos de analisar a derivada eu abaixo o expoente
meio por isso que vai ter esse 2 aqui no denominador e o x elevado a uma unidade a menos no
expoente, sempre subtrai uma unidade no expoente quando a gente deriva, como eu tinha
expoente meio, quando eu subtraio 1 d& menos meio e, expoente negativo é 1 sobre, entdo esse
x elevado a meio vem para o denominador, x elevado a meio € raiz de x, 1 sobre 2 raiz de x.

Olha para essa funcgéo agora, raiz quinta de x ao quadrado. Como é que eu vou derivar? Eu ndo
. A ~ 2 2

olho como uma raiz, eu transformo numa poténcia, entdo eu escrevo x elevado a o o €ssa

propriedade de raizes de ordens e com expoentes aqui, nds analisamos em uma aula 14 na nossa

. ~ Lan -~ I ;- 2 .

introducdo na matematica de reviséo de matematica bésica, x elevado a : abaixamos o expoente
2 . . 2 P . . 2

< Por isso vai ter esse - nessa férmula final e x elevado a uma unidade a menos, < Menos 1,

A 2 . 3 P . ~ .
quando vocé faz < Menos 1, fica menos o de novo esse expoente é negativo, entdo vai ser 1
sobre e no denominador a gente vai ter raiz quinta, porque o denominador aqui € 5, de x3, entdo

fica é raiz quinta de x3 no denominador. [00:07:53]

[00:11:15] Algo semelhante ocorre com a multiplicacdo por constante, quando eu multiplico
uma funcdo por uma constante a derivada é a propria constante vezes a derivada que ja existia,
isso significa, que a constante, ela ndo afeta a derivagéo, eu tenho constante vezes funcdo, na
hora de derivar fica constante vezes a derivada. Demonstracdo é parecida com a anterior, faca
o limite da razdo incremental, tem uma constante que eu posso pér em evidéncia, constante
vezes f, constante vezes f, ela pode ser posta em evidéncia, e a outra parte, f(x) menos f(p),
x menos p, limite para x tendendo a p é a derivada, entdo essa constante ficou em evidéncia e
aparece multiplicando a derivada da funcdo. Entdo as primeiras propriedades operatorias de

derivadas, vocés vejam bem que sdo faceis de serem demonstradas. [00:12:12]

VIDEOAULA S

TEMPO DE GRAVACAO
21 minutos e 32 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRI(;AO
Padréao
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[00:03:22] Agora vamos ver coisas novas, coisas importantissimas, essa daqui ndo pode
confundir com a funcédo poténcia de polindmio, ndo é x elevado a uma poténcia fixa, ndo estou
falando agora de x>, que a derivada é 5x*, nds estamos falando agora de 5%, ndo x°, cuja
derivada de 5x*, estamos falando de 5* e a derivada de um real a constante elevado a x repete
a mesma poténcia, o 5%, e o logaritmo de a na base e, eu vou terminar de falar duas, trés formas
e vou falar um pouquinho do e, que tem alguma coisa importante para gente. Em particular, se
a gente colocar a base e aqui, ai o logaritmo de e na base e, lembre-se que In € logaritmo na
base e, logaritmo natural, também chamado logaritmo neperiano, entdo quando nés colocamos
aqui In(e), logaritmo de e na propria base e, e logaritmo de um ndmero na base que é ele
préprio, isso da sempre 1, entdo por isso que a derivada de e* é o proprio e*. E a derivada de
logaritmo de x numa base a é 1 sobre x logaritmo neperiano da base a e, portanto, se eu estou
falando da derivada do logaritmo neperiano, do In(x), vai aparecer aqui In(e), de novo, é 0
logaritmo de e na base e que da 1, entdo a derivada do logaritmo neperiano é 1 sobre x.
[00:05:04]

VIDEOAULA 6

TEMPO DE GRAVACAO

22 minutos e 09 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRIQAO
Padrao

[00:01:24] Vamos comegar analisando a fungdo senx?, 0 que eu queria que vocés percebessem
é que nos ja falamos da fungédo senx, aqui ndo é senx, a variavel independente, o x, esta afetada,
é seno de x?2, é nesse caso que a gente vai usar a regra da cadeia, vocé tem uma formula, se a
variavel for x, vocé deriva pela formula que a gente viu, raiz quinta de x, deriva normal com o
gue nos aprendemos de raiz quinta, agora se for raiz quinta de x + 1, raiz quinta de 3x + 5, ali,
vou precisar da regra da cadeia. Primeira coisa que eu queria que vocés percebessem para essa
funcdo h igual a seno, eu vou fazer a pergunta: Quanto que da a derivada em um x genérico e
a derivada no 0? Uma resposta ingénua, que seria uma primeira resposta bastante razoavel,

apesar de ser ingénua, uma resposta muito razoavel. Ah! Sim, se derivada de seno é cosseno,
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talvez a derivada de senx? seja cosx?, porque para derivar senx € cosx, para derivar senx?,
talvez seja cosx?, chega a ser natural essa resposta. Se isso estivesse certo, se isso fosse
verdadeiro, a derivada calculada em 0, seria cosseno de 0, e cosseno de 0 é 1, entdo a resposta
inicial, assim nessa tentativa seria cosx? e 1. E eu vou mostrar que as respostas estdo erradas,
olhando o gréfico de senx?, senx? é uma funcéo par, lembra que se eu fizer aqui x positivo ou
correspondente valor negativo, como eu elevo ao quadrado antes de calcular o seno, é seno do
argumento do angulo ao quadrado, quero calcule no = ou no menos 7, eu vou primeiro elevar
ao quadrado, entdo vai desaparecer o sinal de menos e vai dar o mesmo valor, se a fungdo, ela
é par, neste sentido que ela vale do lado positivo o mesmo que ela vale do lado negativo. Como
sera o grafico de senx?? Nao é um gréafico 6bvio, eu vou mostrar o grafico para vocés, esta
aqui nesta planilha. Essa funcéo par, observe que ela é igualzinha do lado mais e do lado menos,
e ela tem essa oscilagéo tipica do seno, mas que vai ficando mais apertadinha por causa do x?,
e na origem ela faz essa barriguinha que estad mostrada aqui, olha como que ela é na origem. Se
vocé pensar em termos de reta tangente, quem € a reta tangente a este gréafico no ponto x igual
a 0? E a reta horizontal, é o préprio eixo x, é so olhar atentamente o grafico, que vocé vai ver,
que no ponto x igual a 0, o grafico da senx? tangencia o eixo x e, portanto, a derivada da fungéo
na origem € 0. Lembra que eu mostrei no slide anterior? Ah! A resposta ingénua poderia ser
que a derivada fosse cosx? e ai, a derivada na origem seria 1, se a derivada na origem fosse 1,
a reta tangente seria inclinada, que seria a reta bissetriz com coeficiente 1, mas a reta tangente
ndo é inclinada, é horizontal, a reta tangente tem que ser 0, e a derivada tem que ser 0, ndo pode
ser 1, entdo aquela resposta que eu mostrei agora, que a h’(0) poderia ser 1, esté errado, entdo
ndo pode ser cosx?, porque se fosse cosx?, a derivada na origem seria 1 e nds estamos vendo
que isso esté errado, porque derivada na origem tem que ser 0. Eu acabei de concluir que a
derivada na origem tem que ser 0, olhando geometricamente para o grafico, eu ndo fiz a conta.
Eu vou em seguida mostrar como que a gente faz esta conta, esse slide e essa analise, até agora,
¢ para mostrar para vocés que a resposta nao pode ser aquela que eu havia comentado, aquela

primeira resposta, tem que ser uma resposta mais complicada, mais elaborada. [00:05:30]

[00:05:34] O teorema que fornece a derivada da composta de duas fungdes derivaveis chama-
se regra da cadeia, porque ¢ uma derivacdo em sequéncia ou cadeia, e vem, porque a gente
deriva de uma forma que parece uma corrente, vocé deriva aqui, depois ali e vai derivando
sucessivamente. O enunciado € o seguinte: € um teorema, ndo € a regra da cadeia, se VOCé tem

duas funcdes derivaveis e suponha que existe a composta, f composta com g, a gente indica
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por esse simbolo, que é a f calculada em g. Por que eu coloco na hipdtese que existe a
composta? Nem sempre eu posso compor duas fungdes? A resposta € ndo. Nem sempre.
Imagina que a f é raiz quadrada e imagina que a g € menos x? menos 7, menos x? menos 7,
por causa desses menos todos, d& sempre negativa, se a f é raiz quadrada, ndo d& para fazer
raiz quadrada de uma g negativa, para que exista composta entre duas fungdes tem que ter uma
coeréncia entre os dominios, a g tem que ter uma imagem, ela tem que esta definida em um
valor de x, ela tem que ter um dominio tal, que a sua imagem caiba dentro do dominio da f e
essa conta, seja uma conta possivel de ser feita. Bom! Respeitada a condi¢do de existéncia, se
f e g sé@o derivaveis, entdo a composta é derivavel e a derivada da composta é dada pela
derivada da funcéo da esquerda f', mas ndo calculada em x, calculada em g(x), e vezes a
derivada da g, por isso que chama regra da cadeia, vocé vé que estd uma derivacdo em
sequéncia, uma derivacdo em cadeia. Eu faco a derivada da primeira vezes a derivada da
segunda, s6 que cada uma vai sendo calculada no que esté na frente, a f é calculadaem g e a
g € calculada em x. [00:07:36]

[00:07:38] Entdo eu vou fazer agora exemplos numericos para explicar como que essa regra
funciona, nos meus primeiros exemplos, eu vou destacar esse aspecto de composta de funcgdes,
vou jogar muito holofote na composta de func¢des. E, em seguida, eu vou passar para outros
exemplos em que eu vou comecar a fazer a conta cada vez mais rapidamente. Ta? Entdo vamos
fazer primeiro uma conta com todo detalhe de composi¢do, porque eu quero gque VOCES

entendam bem esta formula, depois n6s passamos para a parte mais operacional. [00:08:10]

[00:08:13] Entdo para ilustrar aquela formula, eu vou pegar senx?, o exemplo que a gente
acabou de ver, isso é a composta da funcdo f igual a seno com a fungéo g igual a x2, h(x) é
f(g(x)), é a funcdo seno que é a f, mas ndo senx, senx?, entdo f composta com g. Esta h,
senx?, é a composicdo, é o resultado da composicdo da fungdo seno com a funcgdo x?2, ela é
composta de seno com x2. Certo? Bem formal, bem rigoroso. Agora vamos usar a regra da
cadeia, para usar regra da cadeia, eu tenho que ter a derivada da f e a derivada da g, e o contexto
é esse. Entdo a derivada da f é a derivada da funcdo seno, que é cosseno, e a derivadada g é a
derivada de x2, derivada de x2, 2x, a derivada da composta, derivada de f composta com g,
regra da cadeia, f' de g, g’ de x, entdo f' que é cosseno, mas nao de x, eu ndo devo escrever
cosseno de x, porque é cosseno calculado em g(x), g(x) erax?, g’, 2x, mas g, x2, entdo a f’

é cosseno calculado em g, cosseno de x2 e g’, normal, 2x. Entdo olha s6, como é que o derivo
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0 senx? que esta aqui, 6, derivada de senx?, eu faco derivada do seno que é cosseno em x2,
cosx?, vezes a derivada do x?2, e lembra que todo esse exemplo comegou a um minuto atras
guando mostrando que a derivada dessa fungdo tinha que ser 0 na origem, se agora eu calcular
issoem 0, h'(0) é cosseno de 0 que é 1, vezes duas vezes 0, que é 0, e da 0 como tinha que dar.
Certo? [00:10:20]

[00:10:24] Fazer mais exemplos numéricos. Umas aulas atras, na aula de regra de derivacéo,
que eu estava ensinando para vocés a regra do produto, eu peguei a funcdo sen2x, descrevi
como 2senxcosx, transformei em um produto e usando a regra de derivada do produto, eu
mostrei que a derivada dava 2cos2x. Por que que dava isso? O 2 era uma constante, ficava na
frente multiplicando, derivada do produto, derivada do primeiro vezes o segundo, como a
derivada do seno é cosseno, dava cosseno, cosseno, cosseno ao quadrado, com 0 2 aqui na
frente, e dai, mais o seno vezes a derivada do cosseno, ficava seno, derivada do cosseno era
menos seno, menos seno ao quadrado, entdo ficava duas vezes, o 2 na frente, cosseno ao
guadrado menos seno ao quadrado que é o cosseno de 2x, entdo naquela aula a gente obteve a
derivada do sen2x, via regra do produto, e deu 2cos2x. Com a regra da cadeia também da
direto isso, vamos derivar sen2x, derivada do seno, cosseno, calculo em 2x, cos2x, e a
derivada do 2x, que é 2, entdo 2cos2x, e ndo é que a derivada do sen2x, ndo é certo dizer que

a derivada do sen2x é cos2x, isso € errado, é 2cos2x. [00:11:52]

[00:11:55] Mais exemplos numéricos e nés vamos aos poucos caminhar na direcdo de reduzir
o foco na composicao e tentar fazer cada vez mais automaticamente. Olha essa funcdo aqui,
(x3 —1)2, isso é composta de duas fungGes, da funcdo x?2, esta vendo ela que é (x3 — 1)?,
entdo tem um x? aqui, e tem um g(x), que € 0 que esta aqui dentro, x3 — 1. Entdo isso € a
composta f de g, f € x quadrado, entdo é f calculado em g, é elevar ao quadrado o x3 — 1.
Derivadas, derivada do x? é 2x, derivada do g é 3x2, regra da cadeia, a composta, isso € a
composta, f, x2, coma g, que é x3 — 1, é a derivada da f vezes g vezes g', derivada da f, 2x,
s6 que nao calcula em x, calculaem g(x), g(x) é x> — 1, entdo ' que é duas vezes o x3 — 1,
vezes a derivada do x3 — 1, que é 3x2, ai, abaixa 0 expoente aqui, e tudo isso d4, esse 3x2 com
esse x3 da x>, 02 com o 3 da6x>, eaqui dd menos um 6x?, eu gostaria que vocés caminhassem
na direcdo de automatizar o seguinte procedimento: como € que eu derivo isso? Abaixa o 2,
porque a derivada de x? é 2x, entdo abaixa 0 2, x3 — 1 elevado a uma unidade a menos, é a

regra do produto, do quociente, da poténcia, desculpa, regra da poténcia, abaixo 0 2, x3 — 1
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elevado a 1, e a derivada do que esta aqui dentro, que é esse 3x? que aparece aqui. A grande
novidade é que a gente aplica a regra usual e multiplica pela derivada do que esta dentro. E s6
para ajudar a concretizar nesse caso concreto, podia fazer até de outra forma, nao precisava da
regra da cadeia, eu podia elevar isso ao quadrado, quadrado do primeiro, x®, menos o duplo
produto, menos 2x3, mais o quadrado do segundo, mais 1. E ai, derivar por polindmio, 6x>
menos, abaixo o 3, 6x2, e ai, obtive a mesma resposta, claro. Eu mostrei varios exemplos para
VOCés em que a gente pode obter a derivada pela regra da cadeia ou diretamente fazendo aquelas
contas. [00:14:46]

[00:14:48] Fazer mais exemplo desse procedimento. In(cosx), eu coloquei aqui no dominio, x
entre 0 e % primeiro quadrante, s6 para garantir que cosseno é positivo e, portanto, In(cosx)

estd bem definido, a historia da coeréncia para dizer que existe a composta. SO existe a

composta, se esta funcdo de dentro cair dentro do dominio da funcédo de fora, entdo In(cosx)

estd bem definida, tudo funciona direitinho, estd bem definida no x entre 0 e g Queria que

vocés derivassem ja diretamente. Vamos fazer a derivada diretamente? Sem precisar ficar
remetendo para as composi¢des. Olha sé! Que que é a derivada do Inx, 1 sobre x, entdo a
derivada aqui vai ser 1 sobre, mas 1 sobre o qué? 1 sobre o cosseno, entdo derivada, 1 sobre o
cosseno. E a novidade? Vezes a derivada do que esta aqui dentro que é menos seno, derivada
do cosseno € menos seno, entdo fica menos seno sobre cosseno, menos tangente. Olha que
engracado, que relacdo do logaritmo com o seno e com a tangente, a derivada do logaritmo do
cosseno é menos tangente, legal isso, e claro, nds estamos falando desse intervalo, onde esta
tudo bem definido. [00:16:16]

[00:16:17] Vou fazer um outro exemplo de duas coisas distintas para ficar bem claro. Seno ao
cubo de x, depois vou fazer seno de x ao cubo. Seno ao cubo de x é a mesma coisa que seno de
x, ao cubo, tudo elevado ao cubo. Entdo o que eu espero que vocés derivem, vocés derivem
direto, seno ao cubo de x, derivada de cubo é 3x2, entdo 3, abaixo 0 3, e 0 seno elevado a uma
unidade a menos, ndo escreve 3x?2, escreve 3 seno ao quadrado de x. E a novidade? E que
aparece a derivada do seno, a funcdo que esta elevada ao cubo, que é o cosseno, entdo g'(x) é
3sen?xcosx. Compara com senx3, qual que é a diferenca, hein? Aqui quem esta o cubo é o
resultado de calcular o seno, como eu pus no slide anterior, isso aqui € seno de x, vocé calculou
0 seno e eleva ao cubo. Aqui, quem gue vocé eleva ao cubo? Nesse segundo, vocé eleva ao

cubo, o angulo, antes de calcular o seno vocé eleva ao corpo, nesse vocé primeiro calcula o
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seno, depois eleva ao cubo, aqui, primeiro eleva ao cubo, depois calcula seno. E como que € a
derivada? Entdo observe que isso é o cubo composto com 0 seno e isso é 0 Seno composto com
o cubo, derivada do seno, cosseno de x ao cubo e derivada do x3, que é 3x2. Esse slide, é um
slide muito importante, queria que vocés se detivessem sobre ele, olhassem com bastante
cuidado, refletissem bem, que se vocé entender esse slide, vocé entendeu bem a regra da cadeia.
A diferenca de fazer seno ao cubo de x e seno de x ao cubo em termos de derivadas, sem
precisar falar tanto da composicéo, seno ao cubo de x, eu estou elevando ao cubo o seno, entdo
a derivada é, abaixo o expoente 3, seno ao quadrado, com uma unidade a menos, vezes a
derivada da base. Aqui € seno de x ao cubo, a derivada € cosseno do x ao cubo vezes a derivada
do x ao cubo que é 3x2. Esse é um exemplo bem importante, gostaria que refletissem sobre ele,

olhasse varias vezes para perceber se vocés absorveram bem essa regra da cadeia. [00:18:38]

[00:18:41] Um outro exemplo, vou fazer direto sé para ver se esta tudo bem, raiz quadrada de
x3 + 1, eu digo, aquela historia de que existe a composta 0 x3 + 1 e a raiz quadrada, tem uma
questdo de dominio aqui, s6 posso trabalhar quando a x3 + 1 for positiva, porque eu estou
fazendo raiz quadrada, no pedaco em que a x3 + 1 é negativa, a x3 + 1 existe, mas a composta
ndo vai existir, ai, eu ndo vou ter regra da cadeia. Derivacdo da raiz quadrada, 1 sobre duas
Vezes a raiz, mas eu ndo escrevo raiz de x, eu escrevo raiz do que esta aqui, x> + 1, vezes a
derivada do que esta aqui, que é 3x2, 3x? sobre duas vezes raiz quadrada de x3 + 1. Esse é
outro slide que eu gostaria que vocés olhassem com muito cuidado e vissem se perceberam

como é que esta funcionando a regra da cadeia. [00:19:33]

[00:19:36] Lembra que n6s comecamos com seno de x2? Eu queria s6 mostrar para voceés, a
titulo de treino, a segunda derivada, n6s vimos que a primeira derivada é 2xcosx?, derivada de
seno, cosseno de x? vezes a derivada de x? que é 2x. E a segunda derivada? Na aula passada
nos falamos de derivadas de ordem mais alta, segunda derivada, vocé tem que derivar isso. E
ai, € uma mistura de todas as regras que nés ja estudamos, € uma mistura de regra da cadeia
com regra do produto, comeca com regra do produto, 2xcosx?, entdo é 2x vezes 0 COSSeNo,
regra do produto, derivada do primeiro vezes o segundo, derivada de 2x € 2, entdo vai comecar
com 2cosx?, que é a derivada do primeiro vezes o segundo, e dai, aparece agora 0 2x vezes a
derivada de cosx?, derivada de cosx? é regra da cadeia, derivada de cosseno, menos seno, do
x?, e vezes a derivada do x?2, que é 2x, e claro que isso aqui vai da um menos, vai dar um 4x?2,

e eu escrevo tudo como 2cosx?, e aqui eu tenho menos 4x2senx?. Exemplo também muito
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importante, gostaria que vocés olhassem bem esse exemplo até que ficasse bem claro para vocés

esses mecanismos de fazer essas derivagdes. [00:21:11]
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APENDICE D - TRANSCRICOES DAS AULAS DE INTERVENCAO
AULA DE INTERVENCAOQO 1

TEMPO DE GRAVACAO
01 hora 40 minutos e 39 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrao

[00:14:26] “Vocés precisam dominar essa teoria aqui 0, eu quero resolver um exercicio
especifico da lista de vocés que eu acabei de passar no grupo, que é muito bom, é um
exerciciozinho que ajuda fazer muitos, é esse aqui, 6: 0 exercicio 7 da lista € limite de x ao
guadrado menos 16 sobre x ao quadrado menos 5x mais quatro, com x tendendo a 4, olha que
beleza, é isso ai. Bom, como se resolve um limite desse? E, se eu falo, que, o valor para onde
eu vou me aproximar do dominio tem uma imagem e essa imagem serve de referéncia para a
aproximacao das imagens da funcao, entdo eu posso chegar aqui direto e mandar o 4 aqui dentro
e fazer o célculo, é isso 0 que eu vou fazer. Colocando o 4 aqui fica 4 ao quadrado menos 16 e
aqui vai ficar 4 ao quadrado menos 5 vezes 4 mais 4 que vai dar 0 em cima e que vai dar 0
embaixo e logo de cara eu peguei um exercicio que da uma indeterminacédo, toda vez que
aparece 0 sobre 0 eu tenho uma indeterminacao, o que quer dizer isso? Que esta escondido aqui
um limite para essa func¢éo quando x se aproxima de 4 ou néo, pode ser que ndo tenha, mas eu
ndo posso falar nada enquanto estiver na forma indeterminada, ndo posso falar nada. Bom! Toda
vez que um limite cair em 0/0, para a gente remover a indeterminacéo, eu preciso dar um jeito
de modificar a expressdo e o jeito de modificar a expressdo € tentar fazer manipulacbes
algébricas para tentar fazer alguma simplificacdo e, nessa simplificacdo, eu me livrar dessa
bagaceira aqui. A maneira mais tradicional que tem € usar casos de fatoracdo, porque sempre
eu vou trabalhar com polinbmio em cima e polindmio em baixo. Se eu sei todos 0s casos de
fatoracdo do oitavo ano, beleza! VVocé fica com uma méo na roda para poder resolver esse
exercicio. Por exemplo: eu olho para cima e vejo uma diferenca de quadrados. Todo mundo
sabe que x ao quadrado menos 16 pode virar x mais 4 vezes x menos 4. Raiz quadrada disso
da x, raiz quadrada desse da 4, produto da soma pela diferenca das duas raizes vai resultar a

diferenca entre dois quadrados. 1sso é um caso de fatoracdo, que para quem sabe ja pode dar a
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resposta. Tem alguém que ndo sabia esse caso? Todo mundo sabia fazer a diferenca entre dois
quadrados? N&o. Toda vez que vocé tem uma diferenga entre dois quadrados, a forma fatorada
vai dar o produto da soma pela diferenca. Por qué? Se vocé fizer a distributiva aqui, vocé volta
na original. Vocé faz a vezes a, a ao quadrado, a vezes menos b, menos ab, b vezes a, mais,
b vezes a ou a vezes b da na mesma, deixa b vezes a e b vezes b, b a0 quadrado, menos,
porque aqui € mais e aqui € menos, menos, aqui € menos. Ai, vocé tem ab ou vocé tem ba,
VOCé tem a mesma coisa, ndo tem? S que os dois estdo com sinais opostos, entdo cancela,
cancela, sobrou quem? Sobrou a ao quadrado menos b ao quadrado, que € esses dois aqui.
Certo? Entdo, matematica é linguagem, se é linguagem, entdo ela tem suas regras gramaticais,
e uma regra gramatical é: eu tenho que dominar diferenca de quadrados, entdo eu tenho que
memorizar que a diferenca de quadrados corresponde ao produto da soma pela diferenca. Tem
que memorizar. E uma regra. Ta4? Se ndo toda vez, vocé tem que ficar deduzindo isso. Eu nem
mostrei a deducdo, eu sé justifiquei. Isso que eu fiz aqui ndo € a deducdo, é uma justificativa de
que, realmente, esse lado corresponde a esse. A dedugdo mesmo, eu tenho que sair do zero aqui,
fazer as magias matematicas e chegar aqui, ou melhor, desculpa, e chegar aqui. Vou mostrar
para vocés. Na realidade, vocés ja viram o que eu fiz aqui. T4? Vocés ja viram com isso ai, ja
ficou justificado que realmente as duas coisas sdo iguais, eu posso usar a vontade. Mas quando
vocé quer deduzir mesmo, vocé tem que fazer assim: vocé olha para essa expressdo e cria uma
saida, uma saida para que vocé consiga fatorar a expressdo por casos elementares que vocé
conhece. Bom! Entdo a saida é: para quem tem bastante habilidade algébrica, para quem ja tem
experiéncia nisso, ele vai saber o seguinte: se eu pegar essa diferenca e acrescentar ab e ao
mesmo tempo retirar ab, eu ndo alterei a expressdo original. Concorda? Quem coloca um valor
e retira 0 mesmo valor, ndo fez nada. Um cancela o outro, ndo fez nada. N&o é isso? Mas o
simples fato de vocé criar essa possibilidade de escrita, ja ajuda vocé fazer o seguinte: voceé ja
pode juntar o0 positivo aqui com esse outro positivo e esse negativo com esse outro negativo.
Perceberam? Esse estd com coeficiente positivo, esse também. Esse estd com coeficiente
negativo, esse também. Juntei os positivos, juntei os negativos. Quando eu fago essa juntada, ai
eu lembro de um caso elementar de fatoragdo chamado de agrupamento. Existe o primeiro caso
que é o fator comum, o segundo caso que € 0 agrupamento, a diferenca de quadrados € o terceiro
caso e assim vai. Mas 0 agrupamento e o fator comum s&o os basicos. E eu olho para c4, eu
posso fazer o agrupamento, eu ja fiz o agrupamento, quando eu juntei esse positivo com esse
positivo, eu ja estou formando um grupinho, e esse negativo com esse negativo, outro grupinho,
entdo estou fazendo agrupamentos. Nesse agrupamento ou nesse grupinho, eu percebo que tem

um fator comum, o fator comum € o a, e eu coloco 0 a em evidéncia, se eu colocar esse a em
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evidéncia, quem vai sobrar dentro dos parénteses? a ao quadrado por a sobra a, ab por a sobra
b. Perfeito? Esté certo isso? Ah, eu ndo sei se esta certo. Faz a distributiva que vocé confere. a
vezes a, a ao quadrado, a vezes b, ab. Entdo estd correto. Ai, vOocé vem para esse outro
grupinho e percebe que da para colocar menos b em evidéncia, menos b, se eu colocar menos
b em evidéncia, o que vai sobrar dentro do parénteses? Menos por menos, mais, b ao quadrado
por b, b. Perfeito? Menos por menos, mais, ab por b, cancela o b sobra apenas a. Observe que
depois que eu faco os dois grupinhos e coloco em evidéncia, no primeiro eu cologuei 0 a e no
segundo eu coloquei 0 menos b, apareceu dentro do parénteses duas coisas iguais, a mais b, e
a mais b ou b mais a, que da na mesma. Como essas duas coisas sdo iguais e aqui € um produto,
e aqui é um produto, novamente eu tenho um caso de fator comum. Quem € o fator comum
agora? O a mais b. Entdo eu vou colocar 0 a mais b em evidéncia, colocando-o em evidéncia,
guem vai sobrar dentro do novo parénteses? a menos b. E estd ai, o produto da soma pela
diferenca. Agora, eu pergunto para vocés: é melhor memorizar ou vocé quer sempre deduzir?
Larga mao, memorizacdo em matematica faz parte do jogo de linguagem. E uma, é uma, qual
é a palavra? Seria uma espécie de uma regra matematica para ser usada. A gente usa a vontade.
Entdo estd dominado agora? Diferenca de quadrados resulta o produto da soma pela diferenca.
Quem fez ai o oitavo ano, quando vocé saia daqui e vinha para cd, vocé fazia fatoracdo, porque
fatoracéo é transformar uma subtracdo ou adi¢cdo em uma multiplicacéo. Transformei. E se vocé
quiser sair daqui e voltar no que era antes, ai vocé esta realizando um produto notavel. Qual é
0 nome do produto notavel? Produto da soma pela diferenca de dois termos. E eu leio, eu leio,
0 nome do caso, eu ndo estou decorando o nome do caso, eu leio: produto, olha meu dedo,
produto da soma pela diferenca de dois termos, 0 a € 0 b. Eu ndo decoro, eu uso a linguagem.
Ta? E aqui , a mesma coisa, se eu estou em um caso de fatoracdo, a leitura €: diferenca entre
dois quadrados, 6bvio. Ou esta escrito outra coisa diferente que eu possa ler de maneira
diferente? N&o. S6 tem essa leitura. O, isso é um caso que eu preciso usar na parte de cima, ja
fiz. Entdo vocé vai perceber que, como € que se usa isso? Olha la! Ja tirei a raiz. Vocé tira a
raiz quadrada de a ao quadrado, vocé tira a raiz quadrada de b ao quadrado. O que € raiz
quadrada de a ao quadrado? E a. Quem é a raiz quadrada de b ao quadrado? E b. Ai, vocé junta
0 a € b na soma e na diferenca. Aqui € a mesma coisa. Quem € a raiz quadrada de x ao
quadrado? x. Quem é a raiz quadrada de 16? 4. Junta na soma e na diferenca. Como eu faco o
caso de fatoracdo da parte de baixo? E a parte de baixo como é que eu faco a fatoracdo?”
[00:27:05]
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[00:28:27] “Como vocé aprendeu no nono ano do ensino fundamental a fatorar uma expresséo
como essa? No nono ano do ensino fundamental foi ensinado como fazer a fatoragdo de uma
expressdao como essa. Eu quero saber qual € a expressdo que resulta da fatoracdo daquela
expressao ali. Isso aqui, 0. a vezes x menos uma raiz vezes x menos a outra raiz. Todo mundo
aqui lembra dessa forma fatorada? Quem ndo lembra? Levante o médozdo. Minha nossa
Senhora! Eu fiz a pergunta errada. Quem lembra? Levante o méoz&o. So dois. Gente, olha, tudo
bem! Eu vou fazer o seguinte: eu vou deixar aquele troco de lado. T4? J& que muita gente nunca
viu, vamos deixar sem ver. Mas vamos deixar sem ver por enquanto , por enquanto eu quero
relembrar um negdcio com voceés. Se vocé tem uma equacédo do segundo grau, como é que Vocé
calcula as raizes sem usar o algoritmo de resolucdo da equacdo de segundo grau? Sem usar.
Vocé vai usar as propriedades de soma e produto. Vai calcular a soma das raizes, que é x linha
mais x duas linhas, e vai calcular o produto das raizes, que é x linha vezes x duas linhas. Quem
é a soma das raizes? Menos b sobre a. Quem é o produto? ¢ sobre a. Perfeito! Quem sabe
resolver equacgdo do segundo grau usando a propriedade da soma e do produto, vai usar essas
duas formulazinhas. E a maneira mais rapida que tem de resolver. Ta? Todo mundo lembrava
disso? Quem ndo lembra levanta a mao. Bom gente, 0, para continuar eu so preciso de uma
coisa. Como eu ja mostrei a deducdo da soma e do produto em sala de aula, eu sé quero que
vocés confirmem, para mim, se, quando precisar usar a soma e o produto, se vai lembrar que é
a soma é menos b sobre a e que o produto é c sobre a. Se vocé lembrar disso, vocé vai resolver
uma equacao de segundo grau bem rapidinho. Eu vou até resolver essa aqui. Ta? Eu vou pegar
essa expressao que esta aqui e vou igualar zero, e vou aplicar a soma e o produto, ja para treinar
isso aqui. Entdo a expressdo € x ao quadrado menos 5x mais 4, vou igualar a zero. Entdo fazendo
o célculo da soma, soma € menos b sobre a, produto é ¢ sobre a, entdo vamos colocar soma e
produto, menos b, 0 b € menos 5, com menos da formula, 5, 0 a é 1, entdo 5 dividido por 1, 5,
produto, c sobre a, quem é 0 c¢? 4, quem é 0 a? 1, 4 dividido por 1, 4. Ai, eu faco a pergunta:
quais sdo dois numeros que somados ddo 5 e que multiplicados ddo 4? 1 e 4 ou 4 e 1. Vou
colocar 1 e 4, 1 mais 4, 5, 1 vezes 4, 4. Pela soma e produto eu ja sei que as raizes sdo 1 e 4.
Esta correto isso aqui, gente? Tem alguém que ndo acompanhou esse calculo? Levanta a mao.
Ainda bem, vamos 14! [00:33:32]

[00:34:31] “Atencdo para essa coisa que eu reservei para vocés. Irmédozinho Alex, vocé lembrou
disso, mas vocé sabe por que que isto € a forma fatorada disto? Saber por que isso fatorado fica

assim. O pessoal sé fala: 6, memoriza ai, acabou. Memoriza. No frigir dos ovos, o que vai
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acontecer € isso, a gente vai usar ¢ a memorizagdo. Mas se alguém chegar para vocés e fizer
isso, eu tenho certeza de que vocés vdo achar muito gostoso. Querem ver? Olha s6! N&o estou
fazendo nada exotérico, ndo, estou s6 fazendo a distributiva, x vezes x, x2, x vezes menos x",
menos x. x"', agora vamos para c4, menos x’ vezes x, menos x’. x, € menos vezes menos, mais,
mais o que? x". x". Certo, gente? Eu ndo fiz nada sobrenatural, fiz alguma coisa sobrenatural?
O, atencéo, atenco, atencao! a vezes, abre parénteses, x2, vocés estdo vendo que essa coisinha
e essa daqui tém um fator comum? Quem é o fator comum? E 0 menos x. Entdo vamos colocar
esse menos x em evidéncia. Menos x em evidéncia, vai sobrar quem dentro do parénteses?
Menos por menos, mais, x por x, cancela, sobra quem? x"’, 0 outro, menos por menos, mais, x
por x, cancela, vai sobrar x', vejam se eu fiz o fator comum correto, meu fator comum esta
certo? Estou com duvida, se vocé estd com ddvida, vocé distribui, tem que voltar na mesma
coisa, menos x vezes x”’, menos x.x"’, menos x vezes x', menos x’.x ou menos x.x’, que da
na mesma. Perfeito? Esta correto meu célculo? E esse outro aqui, eu vou copiar, mais x’. x"".
Pronto! Maravilha! Agora olha aqui, gente. a vezes, abre parénteses, x2, menos x vezes a soma
das raizes, ou seja, menos x vezes menos b sobre a, mais o produto das raizes, ou seja, ¢ sobre
a. Sabem distribuir? a vezes x?2, ax?, este a vai multiplicar tudo isto, entdo esse a de cima
cancela com esse a debaixo, vai sobrar menos x vezes menos b, quanto da menos x vezes
menos b? Mais bx, menos vezes menos, mais, b vezes x, bx, mais a vezes isso aqui? Esse a
ndo vai cancelar com esse a debaixo? Vai sobrar quem, gente? Se ele cancelou sobra c. Essa
expressao que apareceu aqui, tem alguma coisa a ver com essa? Vocé gostou Alex? Vocé
entendeu que realmente essa coisa aqui é igual a essa? Se voceé ja entendeu, 6timo, porque daqui
para a frente, eu ndo vou mais fazer isso, ndo vou fazer de novo, ndo vou fazer de novo, ndo
vou fazer de novo, ndo vou fazer de novo. Eu s6 vou fazer o que? Memorizar que a forma
fatorada de um trinémio do segundo grau € o coeficiente da variavel de grau dois vezes o
produto de x menos uma raiz por x menos a outra raiz. 1sso tem que ser memorizado. Ta? Se é
assim, eu posso usar essa informacgdo que eu acabei de passar para fatorar esta bonita
funcdozinha aqui. Entdo, vamos la! Esta tudo na minha méo. Essa expressao que esta aqui € um
trinémio do segundo grau? Sim. Entéo vai ser a vezes x menos x’ vezes x menos x'’. Quem é
0 a dessa bonita? E 1. 1 vezes x menos uma raiz vezes x menos a outra raiz. Quais foram as
raizes que eu encontrei? 1 e 4. Entdo aqui vai ficar x menos 1 e aqui x menos 4. Entdo qual € a
forma fatorada desse trinbmio do segundo grau? x menos 1 vezes x menos 4. Ah, ndo acredito!
Pode acreditar. Olha aqui, x menos 1 vezes x menos 4, x vezes x, x2, x Vvezes menos 4, menos

4x, menos 1 vezes x, menos x, menos 1 vezes menos 4, menos 4. x2, quanto da essa juncdo?
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Menos 5x, mais 4. Essa expressdo € a nossa original? Sim. Olha, gente! Eu estou dando um
trindbmio do segundo grau. Em algum momento, eu falei que esse trinbmio era quadrado
perfeito? Nao. Essa é a maneira de fatorar trinbmio do segundo grau que ndo é quadrado
perfeito, porque quando € um quadrado perfeito, a gente ja sabe das técnicas do oitavo ano.
Quando é um quadrado perfeito é assim: a ao quadrado mais 2ab mais b ao quadrado, a ao
quadrado menos 2ab mais b ao quadrado. Isso é um trindmio quadrado perfeito? E. Esse outro
é um trindmio quadrado perfeito? E. Ent&o ndo preciso de nada diferente, a ndo ser fazer isso:
tiro a raiz do primeiro, a, pega o sinal que estd no meio, mais, tira a raiz quadrada do altimo
quadrado aqui, b, e eleva tudo ao quadrado. Aqui debaixo € a menos b ao quadrado. Entdo
trinbmio quadrado perfeito, resulta o que? Se for esse trinémio quadrado perfeito, vai resultar
0 quadrado da soma de dois termos. Se for esse outro trinbmio quadrado perfeito, vai resultar o
quadrado da diferenca de dois termos. E eu estou lendo o que esta escrito, do jeito que estd
escrito. Quadrado da soma de dois termos. Quadrado da diferenca de dois termos. S&o duas
maneiras de fatorar trindmios quadrados perfeitos. Mas quando o trinbmio ndo é quadrado

perfeito, a maneira correta de fatorar é esta daqui”. [00:47:05]

[00:49:40] “Quando eu fiz as fatoracdes diferenca de quadrados e fatoracdo de um trinémio do
segundo grau, apareceram esses dois produtos aqui e eu pude cancelar isso com isso. Esse
cancelar isso com isso, ndo é uma espécie de simplificacdo de fracdo? E. E uma simplificacio
de fracdo. E vocé esta cansado, calejado, de simplificar fracfes. Para vocé simplificar fracdes,
voceé diz assim: eu tenho que dividir o numerador e o denominador pelo mesmo valor. VVou falar
de novo: eu tenho que dividir o numerador e 0 denominador pelo mesmo valor. Ndo € assim?
Pois bem, quem é o numerador do meu limite? x? menos 16. Quem é o denominador do meu
limite? x? menos 5x mais 4. Beleza! Esse é o numerador, esse é o denominador. Se eu quero
simplificar a fracdo, eu vou dividir tanto o numerador, quanto o denominador, eu vou dividir
pelo mesmo valor. Que valor é esse, irmaos? Ai € que esta o segredo, o bicho da goiaba. Ele
estd aqui: seu limite é x tendendo a 4, eu vou fazer bem grande, porque esse € o bicho da goiaba.
Bem goiabona aqui, olha, olha, seu limite esta fazendo x tender a 4, x tender a 4, certo? Estéo
enxergando? Muito bem. Se eu pegar esse 4 e passar para o outro lado, vai ficar x menos 4
tendendo a 0. E ndo era o x tendendo a 4 que estava causando o rebu aqui? Entdo vocé vai
sempre, sempre, simplificar a nossa fracdo por esse x subtraido do valor para o qual ele esta
tendendo. Entdo é sempre a variavel subtraida do valor para o qual ela esta tendendo. Entdo vai

ser x menos 4. VVocé divide aqui por x menos 4 e divide por x menos 4. Se vocé esta dividindo
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pelo mesmo valor, vocé ndo esta tentado simplificar? Sim. Entdo qual é a Unica coisa que faltava
de importante? Saber que quem eu devo usar como simplificador é, exatamente, 0 x menos o
4. E é sempre assim em todo limite que vocé tiver indeterminagdo com polindmio em cima,
polindmio embaixo. E sempre x menos o valor para o qual ele esta tendendo. Agora olha aqui,
vamos ver se vocés sdo bons de divisdo polinomial. Divisdo polinomial é uma coisa que vocé
olha uma vez e ja aprende, porque ela € muito simples. N&o precisa ficar memorizando varios
casos de fatoracdo. Vocé vé uma so divisio polinomial e vocé sabe fazer todas. O! Vocé vé
uma e sabe fazer todas. VVocé vé um caso de fatoracdo e sabe fazer todos? N&o. Mas a divisao,
sim. Olha aqui. Antes de comegcar dividir, eu quero lembrar a infancia de vocés. 7 dividido por
3. Quanto da 7 dividido por 3? Quero dividir 7 por 3, pronto, divisdo natural e acabou. 7 dividido
por 3 da 2, o que vocé faz quando vocé descobre que € 2 aqui? VVocé pega o dois multiplica pelo
divisor e manda para la para subtrair do dividendo, ndo é assim? Olha o que eu vou fazer? 2
vezes 3, 6, eu pego esse 6 e passo para ca menos 6, que vai dar resto 1. Perceberam o truque? 2
vezes 3, 6 positivo, quando vai para 14, vai negativo. O que quer dizer isso? Vai para la trocando
o sinal. Entéo é so fazer a mesma coisa aqui, gente. Eu ja sabia desde o principio que a divisdo
era exata. Por que que eu ja sabia que desde o principio que a divisdo era exata? Porque gente,
porque tem uma teoria la na matéria de polindmios do terceirdo do Ensino Médio, teoria de
polindmios do terceirdo do Ensino Médio que diz o seguinte: se esse polinbmio que esta sendo
dividido por esse bindmio do primeiro grau, tiverem a mesma raiz, entdo a divisao é exata. Se
eu estou dividindo um polindmio por um bindmio do primeiro grau e os dois apresentam uma
raiz em comum, que No caso a raiz é 4, porque 4 zera essa expressdo e zera essa, concorda?
Entdo se 0 4 zera essa e zera essa, entdo o 4 é raiz das duas. Se 0 4 é raiz das duas expressoes,
com certeza, essa divisao sera exata. A teoria garante isso. Se ndo tem a mesma raiz nos dois,
ai vocé ndo pode falar nada, mas se for, vai ser exata. Deu exata, eu sabia que ia dar exata. Essa
daqui também vai dar exata. Como que eu sei que essa vai dar exata? Porque o 4 zerou a parte
dessa daqui e 0 4 zera essa expressao também, entdo o 4 € raiz desse binbmio e 0 4 é raiz desse
polindmio do segundo grau, como o 4 é raiz dos dois, na hora que eu efetuar a divisdo, com
certeza, a divisdo sera exata. 1sso é teoria do terceiro ano do Ensino Médio. T4? Agora olha
aqui, 6. Olha que maravilha, 6. x? dividido por x, x, x vezes x, x, vem para ca& menos x2, x
vezes menos 4, menos 4x, vem para ca mais 4x, somou, cancela, somou da menos x, correto?
Baixa 4. Maior grau, menos x, da para dividir pelo maior grau? Da. Menos x dividido por x,
menos 1, menos 1 vezes x, Menos x, vem para ca mais x, menos 1 vezes menos 4, mais 4, vem
para ca menos 4, olha a divisdo exata de novo. Deu exata de novo? Deu, porque 4 era raiz desse
bindmio do primeiro grau e 4 também era raiz dessa expressao de segundo grau aqui. Olha, se
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vocé simplificou as duas, o seu limite, irmdo, ndo vai ficar so isso aqui, 0, ai. Quando eu
simplifiquei, quem sobrou na parte de cima? x mais 4. Quando eu simplifiquei, 0 que sobrou
na parte de baixo? x menos 1. Eu s6 quero que fique claro o seguinte: toda vez que vocé for
calcular um limite e tiver uma diviséo polinomial e esse limite for para um valor finito, finito,
e acontecer essa indeterminacgéo, vocé sempre vai poder dividir numerador e denominador por

esse binémio, formado dessa maneira. Sempre, sempre. Sempre que vocé tiver um limite de
. . . .. - . ~ 0 A
uma diviséo polinomial com x tendendo a um valor finito e der indeterminacéo <+ VOcé sempre

vai poder simplificar a fracdo utilizando o bindmio x menos o valor para o qual ele esta
tendendo”. [01:01:28]

[01:01:30] Limites no infinito e limites infinitos, qual é a diferenga entre esses dois? Bom,
quando é no infinito tem a ver com dominio, quando sdo limites infinitos tem a ver com
imagens. De que maneira? Por exemplo, se eu tiver uma funcdo como essa aqui, 6, limite, vou
colocar essa aqui que todo mundo ja conhece, ndo sei se conhece, vamos 14, 3x? mais 2x menos
1 sobre x? mais x mais 3, quando x tende a infinito. Entdo quando eu tenho um limite desse
tipo, a primeira coisa que eu devo lembrar é de uma propriedadezinha que sera muito util para
a gente. Limite de func¢des polinomiais, vou pegar a de cima ali separada, s6 ela, bonitinha,
separada e vamos aplicar aqui valores de x tendendo a infinito. Que quer dizer isso? Bom, se
isso € um polindmio gente, todo mundo sabe qual é o grafico dessa funcéo, ndo €? Nesse caso
aqui, qual é o grafico? Parabola, beleza. E essa pardbola é concava para cima ou para baixo?
Para cima. Eu ndo vou tentar fazer um desenho perfeito, ndo vou ver raiz, vértice, ndo vou ver
nada. Eu s6 vou fazer um grafico grosseiro aqui, que pode ndo ter nada com essa fungéo ai, em
termos de raiz, vértice e termo independente. O termo independente, eu posso até apelar, porque
esse aqui esta 1, esta facinho, eu faco isso aqui, e venho aqui e digo que é 1, agora eu nao sei
se ela realmente vai ter duas raizes, ela ndo vai ter raizes, ela ndo vai ter raizes, ndo vai ter
raizes, porque o delta aqui vai ser negativo, entdo eu fiz um grafico totalmente errado. Ja que
eu Vi que o delta é negativo, entdo vamos dar uma ajeitadinha, eu também néo sei qual vai ser
0 Vértice, entdo mesmo que eu ndo tenha que determinar as raizes aqui, eu ndo tenho garantia
nenhuma que é esse grafico aqui tem a ver, mas ja serve para mostrar 0 que eu preciso. Se é
uma funcao polinomial do segundo grau, o grafico é esse aqui ou é uma coisa parecida com
essa, e se eu faco os valores de x virem para o infinito, quanto mais 0 x vem para o infinito,
mais, acontece 0 que com as imagens? O que estd acontecendo com as imagens? Estdo

disparando também para o infinito, porque essa perna aqui vai seguir infinitamente, ndo vai?
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Quanto mais eu venho para o infinito no dominio, mais as imagens disparam para o infinito.
Entdo eu sei que o resultado desse limite aqui vai ser infinito, s6 de olhar no gréafico. Perceberam
iss0? Quanto mais eu venho para o infinito no dominio, mais as imagens disparam para o
infinito positivo. Se fosse a mesma funcéo, mas aqui fosse um sinal negativo. Entdo, o que ia
acontecer? Ai a funcdo, ela seria virada ao contrario aqui, 6, nesse caso ela teria raiz? Vamos
ver: b%, 22, 4, menos 4 vezes menos 3 da mais 12, vezes 1, 12, com 4, 16, esse tem raizes.
Entdo, essa daqui vai tocar o eixo x, bonitinho, mas quanto mais eu vier para o infinito positivo,
mais vai acontecer 0 que com as imagens? Eu posso comecar aqui pertinho do 0, imagem subiu
um pouquinho, agora comecou a descer, comecou descer, e agora Vvai descer, estd
desesperadamente descendo, e vem para ¢4, continua descendo, continua descendo, continua
descendo, e quanto mais eu vou para o infinito positivo nos valores de x, mais vai acontecer o

que? Mais ela vai para menos infinito. Perfeito? [01:05:52]

[ 01:05:55] Como ela é uma funcdo polinomial, toda funcéo polinomial que vai para o infinito,
eu a trato assim: eu pego o termo de maior grau da fungéo e tento colocar em evidéncia, se eu
colocar esse neg6cio em evidéncia, 0 que vai aparecer dentro do parénteses? Nao é fator
comum, esta vendo que ndo é fator comum, mesmo assim, sem ser fator comum, eu quero
colocar o termo de maior grau em evidéncia, o que vai acontecer dentro do parénteses? Qual
vai ser o primeiro termo aqui, na hora que eu coloco isso em evidéncia? Menos 3x?2 dividido
por ele mesmo, 1, perfeito, 2x dividido por menos 3x2, 6, 2x dividido por menos 3x2, cancela
0 x daqui com um daqui, e o resto ndo da para fazer nada, certo? Se nao da para fazer nada, vai
sobrar quem? Menos eu coloco no meio, sobra 2 em cima e sobra 3x embaixo, sobrou isso ai,
ficou claro para todo mundo, essa continha? A mesma coisa, eu vou fazer com o 1, quanto é 1
dividido por esse bicho feio aqui? 1 dividido por menos 3x2, ndo da para fazer nada, s6 vou
pegar o sinal de menos e colocar no meio, entdo vai ficar menos 1 sobre 3x2. Olha o que
acontece aqui: como x esta indo para infinito, essa fragdo aqui vai zerar, porque infinito vezes
3 déa infinito, um numero dividido por um denominador extremamente gigante, vai fazer a
fragcdo ir para onde? Para 0. Entdo essa fracdo vai para 0, a mesma coisa aqui, infinito ao
quadrado, infinito, vezes 3, infinito, um namero finito dividido por um extremamente gigante,
0 que vai acontecer? Vai fazer a fragdo tender a 0. Se isso tende a 0, se isso tende a 0, s esse
camaradinha aqui vai importar, entdo 1 menos 0 menos 0, vai dar 1, e 1 vezes 0 que esta aqui,
da o proprio que esté aqui, entdo se da o proprio que esta aqui, eu ndo preciso esquentar com

ninguém para tras, correto? Entdo é como se eu simplesmente ignorasse isso aqui e ficasse
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apenas com o termo de maior grau, porque esse termo de maior grau € que realmente vai
determinar qual € o valor do limite. E se eu colocar infinito aqui, infinito ao quadrado, infinito,
infinito vezes 3, infinito, s6 que com o sinal de menos, menos infinito. Entdo, isso aqui eu
mostrei para dizer a voceés, 0, se vocé tem um limite no infinito, o que quer dizer no infinito?
Quando os valores do dominio estdo tendendo a infinito, ndo vou falar os valores tendendo ao
infinito, quando a variavel x esta tendendo ao infinito. Se a variavel x esta tendendo ao infinito,
se chama limite no infinito, e se for limite no infinito de funcéo polinomial, basta eu tomar o
termo de maior grau e simplesmente ignorar o restante. Eu posso ignorar o restante toda vez,
porgue vocés viram aqui, 6, que ndo afeta nada. Vai dar sempre 1 aqui dentro do parénteses e
1 vezes o primeiro termo, € o proprio primeiro termo. Perfeito? Desculpa gente, eu falei
primeiro termo, linguagem errada, termo de maior grau, porque 0 maior grau, necessariamente,
ndo precisa estar nessa posi¢do, 0 maior grau pode estar em qualquer lugar. Ta? Entdo é o termo
de maior grau. Entenderam essa propriedade? Daqui para a frente, se vocé for resolver um limite
no infinito e ndo usar essa propriedade, entdo vocé quer ficar perdendo tempo, porque basta

pegar o termo de maior grau e fazer o célculo do infinito aqui dentro. Ta? [01:10:11]

[01:10:30] Vocé vai escrever que limite de menos 3x2 mais 2x mais 1, com x tendendo a
infinito, ele vai dar limite de menos 3x2, com x tendendo a infinito, e isso vai dar menos
infinito. Toda vez vocé pode fazer isso? Toda vez. Mas s0 vale, s6 vale, se for limite no infinito.
E o que € um limite no infinito? Quando os valores do dominio, no caso, em cima do dominio,
eu estou fazendo a variagdo de x e ele vai caminhar em direcéo ao infinito. Ou infinito positivo,
ou infinito negativo. Se eu escrever isso aqui, 0, gente, limite de menos 3x2? mais 2x mais 1,
com x tendendo a 7, isso € um limite no infinito? N&o. Entdo se ndo é no infinito, eu posso fazer
iss0? Se vocé fizer isso, vOcé cometeu um erro gravissimo, porque essa coisa aqui ndo tem nada
a ver com essa outra. Ta4? Entéo a propriedade so vale, se for limite no infinito. Bom, gente, s
gue € o seguinte: vocés viram também que esse resultado aqui deu infinito negativo, certo? Se
deu infinito negativo, quem estad caminhando em direcdo ao menos infinito? As imagens estdo
tendendo a menos infinito. O que significa isso? Que eu tenho um limite que além de ser no
infinito, ele também é um limite infinito. E se acontecer isso aqui, 0, voce tiver limite de 1 sobre
x, com x tendendo a infinito, vai tender a 0. E limite no infinito? Sim. E limite infinito? N&o.
Entdo esse aqui é apenas limite no infinito. E se for assim? N&o sei se esta na hora de mostrar
esse, mas eu ja vou dar uma antecipada. Limite de 1 sobre médulo de x, com x tendendo a 0. x

esta tendendo a quanto? 0. Se eu jogar zero aqui dentro, modulo de 0 continua 0. 1 dividido por
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um ndmero extremamente pequenininho faz a fragéo virar o que? Um ndmero extremamente
gigante. Entdo isso aqui vai dar mais infinito. E s6 vocé ndo esquecer do conceito de limite.
Quando falo que x esta tendendo a 0, x ndo vai ser 0, gente. N&o € isso? A aula passada foi para
isso. Vai ser um valor mais proximo de O que vocé possa imaginar e, mesmo assim, aquele que
vocé imaginou pode ser superado por um outro mais proximo ainda. Por qué? Porque eu nédo
vou chegar no 0 nunca e sempre vai ter um espacinho entre quem eu penso que esta na
vizinhanca e o 0. Est4 tdo perto, tdo perto, que eu estou achando que esta no mesmo lugar, ndo
estd no mesmo lugar. Se é limite, ndo esta no mesmo lugar. Entdo tem um espacinho? Tem.
Limite é extrema proximidade, mesmo assim, a gente sempre supera, mas jamais atinge o valor
limite. A palavra limite, gente, ndo é porque eu estou me aproximando, é porque quem esta
servindo de referéncia para aproximar, ele jamais serd alcancado. A ideia de limite €é: existe
uma barreira, existe um limite que vocé jamais vai atingir. E nesse sentido: existe uma barreira,
existe um limite que vocé jamais vai atingir. O que vai acontecer € 0 seguinte: quanto mais
préximo voceé estiver do valor limite, menor € o erro. Entdo dependendo do fenémeno que vocé
vai estudar, se vocé quiser muita precisdo, vocé tem que fazer os infinitésimos serem
extremamente infinitésimos mesmo, bem pequenininho, porque sendo, ndo da a precisao que
vocé necessita. Depende do fendmeno que vai estudar. Isso daqui é limite no infinito? N&o. E
limite infinito. Entdo se é assim, gente, 0, eu posso pegar esse bonitdo aqui e aplicar aquela
propriedade duas vezes. O que quer dizer, aplicar aquela propriedade duas vezes? Quer dizer o
seguinte: eu ndo tenho um limite de um quociente? Uma das propriedades de limites é essa
aqui, basica: limite de um quociente é o quociente dos limites. Entdo vocé poderia escrever isso
aqui, assim, 0: faria limite da parte de cima e faria limite da parte de baixo. Isso vocé esta
dizendo o qué? Vocé esta dizendo que limite de um quociente é o quociente dos limites. Ent&o,
aqui seria 3x2 mais 2x menos 1 e aqui x? mais x mais 3. Limite de um quociente é o quociente
dos limites, isso ndo vai ser possivel usar aquela propriedade? E aqui também? Entdo, quando
eu usar aquela propriedade aqui e usar aqui, ndo vai ficar o0 maior grau aqui € 0 maior grau aqui?
Para que eu vou ter o trabalho de gastar essa caneta preciosa escrevendo tudo isso, se no final
das contas, eu vou ficar com o maior grau daqui, o0 maior grau de ca. E olha sé o tanto que eu
tenho que escrever, limite de 3x2, com x tendendo a infinito, sobre limite de x2, com x tendendo
a infinito. Para ser limite infinito, ndo necessariamente tem que ser resultado de um limite no
infinito, pode ser de um limite a um valor finito. O que eu queria dizer para VOCés € o seguinte:
usei uma propriedade de limites, que é: limite do quociente é o quociente dos limites, ai, como
eu vi que é um polindmio e esta no infinito, eu usei a propriedade que eu mostrei 14, e ficou

assim e assim, se ficou assim e assim, eu vou desmanchar esse negocio, eu vou desmanchar,
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quociente de limites pode virar um limite de um quociente. Vocés viram que eu comecei a
propriedade usando limite de um quociente separando, agora que ele estava separado, eu quis
juntar de novo e juntei. Por que eu quis juntar? Porque fica facil observar que, se esta junto
aqui, esses dois termos vao desaparecer. E ai vai ficar apenas uma constante. E limite de
constante é a propria constante. Entdo o resultado disso aqui é 3. Entdo vocé acabou de ver que
eu tenho um limite no infinito que ndo é infinito. Agora eu preciso ficar perdendo tempo e
gastando caneta preciosa com tudo isso aqui? De jeito nenhum. Isso aqui eu ndo faco nunca, eu
s0 faco uma vez sé para atender objetivo didatico aqui e s6. Nunca mais eu fago isso ai, eu vejo
iSSO aqui, eu ja pego 0 maior grau e pego o0 maior grau, coloco aqui e ja faco a simplificacdo
que der e j& acabo. Nao perco tempo com isso ndo, eu s6 mostrei para vocés entenderem que
esta seguindo as propriedades. SO para ver que tem um processo ai. Assim como, pegar 0 maior
grau aqui, pegar o0 maior grau, 0 processo € esse aqui, a explicacao € essa. Por isso que eu pego
0 maior grau, quando € polindmio no infinito. Se o maior grau estiver embaixo? Vamos fazer
aqui, vamos aproveitar toda tinta ja gasta, aproveitando a tinta gasta, praticamente toda, eu
arranco esse quadrado e coloco um cubo, e ai, se eu cologuei um cubo, ele & o maior grau, aqui
é x3, e ai, dois de cima s6 corta com dois de baixo, ainda sobra um embaixo, se sobrou um
embaixo, se 0 x esta indo para o infinito, 3 sobre infinito vai para 0, ai antes que me perguntem,
agora coloco 0 maior grau em cima, eu tiro o 2 e coloco 0 4, pois 0 4, 0 que vai acontecer? Vai
ficar x* e aqui vai ficar x3, sai daqui os trés daqui com os trés de ca, sobrou quem? 3x na parte
de cima, se eu colocar o infinito no x, infinito vezes 3, infinito, né? Eu acabei de falar que essa
propriedade de limite no infinito para poder pegar s6 o termo de maior grau, obviamente, é de
polindbmios, né? Se nédo for de polinémios, vocé vai analisar a funcdo que foi dada na forma
dela. Entdo, € assim, o pessoal que pega lista de exercicios ai, e fica sofrendo a toa, é porque
quer sofrer a toa, porque aqui é assim, sempre que for limite de uma divisdo polinomial, no
infinito, aquela propriedade vale, ai vocé vai analisar e vé o seguinte, se 0s graus forem iguais,
o resultado vai ser s6 os coeficientes das variaveis, 3 dividido por 1, da 3, se o grau de cima for
maior, ai o resultado vai dar mais infinito ou menos infinito, dependendo se o0 x esté indo para
o infinito positivo ou negativo, e se 0 x maior grau estiver em baixo, se eu jogar mais infinito
ou menos infinito em baixo, a fragdo sempre vai zerar. Entdo eu tenho trés resultados possiveis:
ou da infinito, ou da a divisdo entre os dois coeficientes, ou d& 0. Para dar infinito, o grau
superior tem que estar em cima, para dar 0, o grau superior tem que estar embaixo e para dar a

divisdo dos coeficientes, os dois graus tem que ser iguais. Pronto! [01:25:39]

AULA DE INTERVENCAOQ 2
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TEMPO DE GRAVACAO

01 hora 56 minutos 22 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRI(;AO
Padrao

[00:25:54] A pergunta primeira que ndo quer se calar é essa aqui: por que que eu tenho que usar
0 conjugado? Quem desconfia por que que eu tenho que usar o conjugado? Para acontecer isso,
olha o que esté escrito aqui. Aqui esta escrito: alguém menos outro alguém. Esté escrito a — b
que estd multiplicando o conjugado que é a + b. Portanto, isso € um produto da soma pela
diferenca, que resulta a diferenca entre dois quadrados. Entdo a pergunta que eu fiz que nao
queria se calar: por que que quando tem a diferenca de raizes quadradas, eu multiplico pelo
conjugado? Porque eu quero gque apareca uma diferenca de quadrados. E quando aparecer a

diferenca de quadrados, a raiz vai embora. [00:27:02]

[00:29:52] Limite, limite de quem? \/:‘;’;:z:z com x tendendo a 3. Vamos jogar 0 3 na expresséo

para ver se vai dar indeterminaco? 3 vezes 4, 12, 12 tira 3, 9, /9, 3, 3 tira 3, 0. 2 vezes 3, 6, 6
tira 2, 4, V4, 2, 2 tira 2, 0. Deu indeterminagdo. Esse limite deu indeterminacio e envolve
diferenca entre radicais. Que nesse caso, ja veio, privilegiadamente, composto por dois de uma
vez sO, que € para ninguém reclamar de pobreza. Mas é assim, eu falei a pouco tempinho atras,
deu limite indeterminado de uma funcdozinha que envolve diferenca de raizes quadradas, a
mente da gente dispara imediatamente o que? Conjugado. Vou ter que usar o conjugado, nao
tem conversa, quando que eu vou ter que usar conjugado? Quando tiver uma fungao que envolve
diferenca de raizes quadradas. Nao tem conversa, deu limite indeterminado e envolve subtracdo
de raizes quadradas, o cérebro dispara a necessidade do conjugado. Esse aqui deu 0 sobre O e
tem diferenca de radicais? Tem. Vai precisar de conjugado? Vai. Qual € a diferenca desse para

aquele outro? Que nesse aqui n6s vamos ter trabalho duplicado. N6s vamos precisar de dois

. . . ~ . .- s y.. V4x—3-3
conjugados e la era so um. Entdo aqui vai ficar assim: }Clir?l) T

escolher, vocés querem primeiro o conjugado do que estd em cima ou do que esta em baixo?

V4x—3+3
Vax—3+3"

0 conjugado do que estd em cima. E vou precisar usar em cima e em baixo o conjugado do que

multiplicando, ai vocés véao

Tanto faz. Entdo vamos colocar o de cima primeiro: Entdo eu usei em cima e em baixo
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V2x=2+2
V2x—=2+2"

eu so precisei de um, porque sé tinha na parte de cima, esse aqui eu preciso dos dois. Agora,

esta em baixo. Quem é o conjugado desse aqui? Pronto! E assim que se faz. Aquele

olha s6: na hora de resolver, vou fazer esse carinha vezes esse carinha, esses dois vai resultar
um produto da soma pela diferenca de dois termos, produto da soma pela diferenca é a diferenca
entre dois quadrados. Que € o que eu falei antes. Para que € que eu quero conjugado? Para
aparecer uma diferenca de quadrados. E para que aparecer diferenca de quadrados? Para o
radical desaparecer. Entdo aqui € a mesma coisa. Esses dois véao fazer aparecer uma diferenca
de quadrados, que vai fazer esse radical desaparecer. E aqui embaixo, ai a coisa ja vai ser assim:
este com este, esses dois aqui também vai dar produto da soma pela diferenca, que vai resultar
diferenca entre dois quadrados, e aparecendo a diferenca entre dois quadrados a raiz sai. Certo?
Mas vocés viram que tanto em cima, quanto em baixo, tem dois sujeitinhos que ndo véo ser
usados, entdo se eles ndo vao ser usados, a gente copia os dois. Entdo vai ficar limite, com x
tendendo a 3, quem eu ndo estou usando? v2x — 2 + 2 na parte de cima e v4x — 3 + 3 na
parte de baixo. Sé que essa coisa aqui vai multiplicar alguém aqui e essa aqui também vai
multiplicar alguém aqui. Que alguém é esse? O resultado do produto da soma pela diferenca
desses dois e na parte de baixo o resultado do produto da soma pela diferenca desses dois. Entdo
guanto vai dar na parte de cima? Na parte de cima ¢ diferenca entre dois quadrados para esse e
para esse. Quanto é quadrado dessa raiz? Vai ficar s6 o radicando. A raiz corta e sobra 4x — 3,
tem o menos da formula, coloca 0 menos da férmula aqui, coloquei, e o outro é o que? E
quadrado do b. O b é quem esté aqui, 6. Quem é o b aqui? 3. Quadrado de 3, 9. Entdo 4x — 3
é 0 quadrado do primeiro termo e 9 € o quadrado do segundo termo. E esse sinal de menos é o
sinal de menos da diferenca entre dois quadrados. Embaixo € a mesma coisa. Quem é o
quadrado do primeiro na parte de baixo? 2x — 2. Quadrado dessa raiz aqui, a raiz sai, sobra

2x — 2, menos da formula, quadrado do segundo, quadrado de 2, 4. Limite de x tendendo a 3

dev2x — 2 + 2 que multiplica 4x — 12 e, na parte de baixo, vV4x — 3 + 3, vezes quem? Vezes
2x — 6. Meu problema ainda néo esta resolvido, mas ele vai ser resolvido agora. Isso que
apareceu aqui, eu posso pegar na parte de cima e colocar, posso colocar 2 em evidéncia, apenas.
A pergunta é: e por que vocé quer colocar o 2 em evidéncia? Porque se eu colocar 0 2 em
evidéncia, o que vai sobrar no parénteses? 2x — 6. Ndo é exatamente 0 que estd em baixo? Eu
guero que figuem iguais para eu poder cortar os dois. Ou se vocé ndo quiser pensar muito, vocé
coloca 0 4 em evidéncia em cima e 0 2 em evidéncia em baixo, que vai sobrar x — 3 aqui e vai

sobrar x — 3 aqui, vai ser cancelado do mesmo jeito. Eu vou colocar tudo em evidéncia, vai
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] o (V2x=242)4(x-3)
ficar assim: }Clzg (Viz=3+3)2(=3)’

Ela ndo vai mais fazer zerar. Pronto! Saiu. Antes de continuar, a simplificacdo que eu quis

N&o € quando eu jogo o 3, ndo é esse termo que faz zerar tudo?

evitar, colocando s6 o0 2 na parte de cima, mas ja que eu coloquei tudo em evidéncia, eu posso

cortar agora 0 2 com 0 4, ndo posso? Fica 1, fica 2. E agora eu posso calcular o limite sem ter
problema de indeterminagao. Jogo o 3 aqui agora, duas vezes 3, 6, 6 menos 2, 4, V4, 2, 2 mais

2,4, 4 vezes 2, 8. 3 vezes 4, 12, 12 menos 3, 9, V9, 3, 3 mais 3, 6, 6 vezes 1, 6. Qito sextos, da

para simplificar por 2, sobra 4, sobra 3. Essa resposta ou essa. [00:40:33]

[01:08:08] S6 vou acrescentar uma coisinha, porque esse é o conceito nao da para a gente fugir.
Mas 0 que eu vou acrescentar para VOCES € isso aqui, 0: se VOcé pegar seu lapis, sua caneta, seja
la o que for, e colocar no inicio da funcéo, e vocé conseguir desenhar o grafico da funcédo
inteirinho sem tirar a caneta do papel, lapis do papel, é porque ela é continua. Aqui eu consegui
fazer isso, 6. Mas aqui eu ndo consigo, 6. Perceberam? Tem um buraco, entdo eu tenho que tirar
a caneta, por causa desse buraco e depois continuar. Aqui é a mesma coisa, 0, esse ainda € pior,
faco isso, ai dou um salto |& para esse valor, ai depois volto aqui, entdo eu tirei ele duas vezes,
0, tirei para ir |4 e tirei para voltar e continuar. Entdo se vocé for obrigado a tirar o lapis do
papel na hora que vocé estd desenhando o grafico, é porque ela ndo € continua. Ela tem falha,
seja l& um buraquinho como esse aqui. E um exemplo que ndo foi mostrado no video, de funcéo
gue ndo € continua e que é muito, muito, muito, muito usada é essa aqui, 0, por exemplo: seu
grafico comeca aqui, esta definido no ponto, bonitinho, ai d& um salto e continua, assim. Essa
também ndo é continua, porque eu venho desenhando a funcdo, chego aqui, eu sou obrigado
tirar o lapis do papel, esse ponto também néo vai servir para mim, mas eu continuo daqui para

a frente. SG de ter tirado o lapis do papel, eu ja sei que a fungdo ndo é continua. [01:10:19]

[01:10:20] E agora a gente pode analisar todos 0s casos, eu vou comecar exatamente por esse
caso aqui, 6: esse caso € de uma funcdo que ndo € continua, porque logo de cara a primeira parte
dangou, vocés estdo vendo que a primeira parte dangou? Aqui esté dizendo que tem que ter 0s
limites laterais e esses limites laterais tém que ser iguais, quando eu venho nesse exemplo, eu
pego a vizinhancga do 2 aqui, 0 que vai acontecer? Deixa eu colocar aqui, s6 para ficar parecido
com aqueles, 3 aqui e 5 aqui. Entdo se eu venho pela direita de 2, as imagens estdo indo para
onde? Para 5. Entdo nesse caso, eu falo que o limite lateral dessa funcdo, quando x se aproxima
de 2 pela direita fez as imagens se aproximarem de 5, mas se eu fizer a mesma coisa, limite

dessa funcdo, quando x se aproxima de 2 pela esquerda, o que vai acontecer? Agora vem pela
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esquerda, as imagens estdo se aproximando de 3. Entdo o que que aconteceu? Tem limites
laterais? Tem. Sé que deu valores diferentes. Se deu valores diferentes, qual é a conclusdo que
eu tiro a respeito disso aqui? Isso aqui 0. N&o existe. Por qué? Ele ndo existe porque os laterais
sdo diferentes. Entdo se nao existe o limite, ja falhou na primeira, vocé nem precisa se preocupar
com o resto. Vai ter isso aqui, nesse caso? Nesse exemplo aqui que eu dei, nessa figura, vai ter
0 segundo ponto? Isso aqui é o primeiro ponto da defini¢do, segundo ponto, terceiro ponto. O
segundo ponto vai existir? A funcéo esta definida no 2, gente? Olha aqui no meu desenho, tem
uma bola fechada aqui no 2, entdo se ela esta fechada no 2, ela tem imagem? Tem. Entéo isso
aqui esta valendo. Esse primeiro ndo valeu, esse esta valendo, mas como o primeiro ndo valeu,
0 terceiro também ndo tem condicdo de valer, porque a imagem tem que ser igual ao limite,
como nao existe o limite, entdo essa daqui nao valeu. Para ser continua, tem que obedecer aos
trés pontos, o primeiro diz: tem que existir o limite, para existir os limites, tem que existir 0s
laterais e eles tem que ser iguais. Quando eu fiz o calculo dos limites laterais, um deu 5 e o
outro deu 3, entdo ja falhou, ndo existe o limite. Entdo essa primeira aqui falhou. A segunda
estd dizendo que tem que ter a imagem da funcéo no ponto c, se eu chegar aqui no grafico que
eu estou usando como exemplo e pegar o 2, se eu subir, vai bater na bolinha fechada, se bate
aqui é porque tem imagem, qual é a imagem dele? 3. Entdo se eu calcular o f(2), eu estou
chegando a conclusdo que f(2) vale 3. Acontece que o f(2) igual a 3, ele é igual a esse limite
lateral que esta aqui, mas ndo € igual a esse outro. Entdo como esses dois limites laterais foram
diferentes, ndo existiu o limite. Entdo eu ndo vou poder dizer que o limite Ia do x tendendo a 2
é igual a imagem de 2. Ndo posso, porque a imagem de 2 é 3 e o limite, simplesmente, ndo
existe. Entdo falhou aqui, falhou na primeira, a Unica que deu certo foi essa, mas ndo adianta,
para ser continua tem que bater as trés. Ai, se eu venho para ca, aqui se eu for calcular o limite
pela direita, para onde estd indo? Para onde esta indo o limite pela direita? 3. Para onde esta
indo o limite pela esquerda? 3 também. Entdo os laterais deu 3 de cada lado, ndo foi? Entdo vai
existir o limite? Sim. E quanto vai valer o limite? 3. O limite dessa funcdo, quando x tende a 2
vale 3, porque os laterais existem e sdo iguais a 3. Nesse caso, 0 primeiro ponto bateu. Tem
limite e o limite vale 3. Segundo ponto. O que que € o segundo ponto? Tem que ter imagem.
Tem imagem do 2? Tem aqui em cima, ele passa pelo buraco, mas ele bate aqui. Se ele bateu
aqui, reflete aqui, qual é a imagem do 2? 5. A imagem do 2 vale 5. Se a imagem do 2 vale 5,
entdo esta definida a imagem. Existe um valor para a imagem, essa imagem vale 5. Entdo o
segundo ponto bateu. Mas o terceiro ponto melou. Por que o terceiro ponto melou? Porque o
terceiro ponto esta dizendo que o limite deve ser igual a imagem. O limite aqui foi quanto?

Quanto foi o limite? 3. Entdo o limite de f(x), quando x tende a 2, é 3. E esse 3 é obviamente
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diferente de f(2). A imagem vale 5 e o limite vale 3, ent&o os dois séo diferentes. Se eles séo
diferentes, esta de acordo com isso? N&o. A terceira falhou. E foi sé a terceira que fez essa
funcdo aqui ndo ser continua. SO a terceira. Aqui a primeira e a terceira atrapalharam. Aqui s
a terceira. E nesse caso aqui? Tem limite? Limite tem, 6. Quanto vale esse limite? 3. Esse limite
vale 3. Existe a imagem de 2? N&o. O, gente! N&o existe a imagem de 2. O primeiro ponto
bateu, o segundo ponto, ndo tem a imagem de 2, falhou. E, ai, se ndo tem a imagem de 2, como
€ que essas duas coisas podem ser iguais? Nao tem como. Simplesmente, o ponto trés também
falha. N&o é continua por dois motivos, ndo é continua por um motivo, ndo é continua por dois
motivos. Ja essa aqui, é a Unica das quatro que € continua. Quanto é a imagem? A imagem é 3.
Limite da funcdo, quando x tende a 2, vale 3. Qual é a imagem da funcdo? Qual é a imagem do
2 nessa funcdo? Opa! A bolinha esta fechada, bate aqui, rebate aqui, a imagem vale 3. Se a
imagem vale 3 e o limite vale 3, conclusédo: o limite da funcdo, quando x tende a 2, vai ser a
propria imagem do 2. Sdo iguais? 3 e 3. Entdo, nesse caso, item um bateu, item dois bateu, item
trés bateu. Entdo a Unica continua € essa. E a gente ja tinha visto que a Unica continua era ela,
porque dos quatro exemplos, esse é o Unico exemplo que eu desenho o grafico inteirinho sem
tirar o lapis do papel. Entdo vocé pode comecar e ir até o final sem interromper em lugar

nenhum. Isso é funcdo continua. Sé isso. [01:19:29]

AULA DE INTERVENCAOQO 3

TEMPO DE GRAVACAO

01 hora 17 minutos 30 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO
Padrao

[00:00:00] Para a gente estudar derivadas, eu primeiro preciso considerar uma fungdo como
essa aqui, uma fungdo como essa, e tomar nessa fungéo dois pontos, um ponto aqui e um ponto
aqui, esse ponto, eu vou dizer que ele € um x,, quando a gente faz em um desenho qualquer a
representacdo de um ponto e usa esses indices aqui, xo, X1, X, Se eu colocar um indice na
variavel como esté aqui, eu estou dizendo que isso é um ponto fixo, eu estou fixando esse valor,
eu sei, exatamente, quem € esse valor. Quem € esse valor? x,. E se ele € x,, ele esta aqui, ndo
vai estar aqui, nem aqui, nem aqui, nem em lugar nenhum, ele vai estar aqui, entdo isso € um

ponto fixo. Se isso aqui, eu chamo de funcéo f, entdo esse cara quando eu rebato aqui, ele da
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f(x0). Concorda? Beleza! Ai, ao mesmo tempo que eu pego um ponto fixo, eu pego um ponto
variavel, esse ponto variavel, eu vou chamar apenas de x. Entdo se eu ndo coloco indice, esse
x que eu coloquei aqui, poderia ter posto aqui, aqui, aqui, aqui, aqui, onde eu quisesse. Esse
ndo, mas esse sim. Bom! Esse ponto variavel que vocés viram que eu posso colocar em qualquer
posicao, ele tem imagem f(x). Se eu tenho dois pontos numa curva, 0 que acontece, se eu tragar
uma reta cortando essa curva nesses dois pontos aqui, eu acabo de desenhar uma reta? Secante.
Ela é secante, exatamente, por ter tocado o grafico da curva em dois pontos distintos. Entéo isso
aqui é uma reta secante. Bom! O que que acontece? Eu tenho uma reta secante e faco a seguinte
pergunta: com essas informagfes que estdo aqui no quadro, eu sou capaz de dizer qual é a
inclinacdo dessa reta secante? Ai entra um detalhezinho, eu tenho que saber que inclinagdo de
qualquer reta que seja, eu ja expliquei isso aqui na matematica basica, quando eu dei fungéo de
primeiro grau, eu expliquei isso, falei: olha! Toda reta representa uma funcéo do primeiro grau,
e toda funcdo de primeiro grau tem um coeficiente angular, e o coeficiente angular ndo é o
angulo, é o qué? A tangente do angulo. Entdo aqui existe um angulo, bem aqui existe um angulo
beta, esse angulo beta ndo € o coeficiente angular, ndo €, mas isso aqui é o coeficiente angular,
a tangente desse angulo vai dar o coeficiente angular dessa reta secante. Ficou clara a diferenca
entre ser angulo e ser coeficiente angular? O angulo é a abertura que a reta faz em relacéo ao
sentido positivo do eixo x, é o0 angulo, agora a inclinacéo da reta ndo € o angulo, € a tangente
desse angulo e essa inclinacdo dessa reta é chamada de coeficiente angular, entdo isso aqui é o
coeficiente angular da reta secante. Tem como eu calcular o coeficiente angular da reta secante?
Tranquilo, porque olha s6, se eu fizer esse desenhinho aqui, fica muito claro como é que eu vou
fazer esse célculo, eu continuo a linha pontilhada aqui, se fechar isso aqui e aqui, eu estou
formando um triangulo retangulo, se eu formo um triangulo retangulo, eu tenho o valor desse
cateto e tenho o valor desse cateto também. VVou comecar por baixo, qual é o valor desse
catetinho aqui? E a diferenca entre x e x,, essa diferenca aqui vai ser esse cateto. E quem é esse
comprimento aqui? E f(x) — f(x,). Eu tenho um triangulo retangulo, essa aqui é a hipotenusa,
ndo vou precisar dela, mas eu tenho bem definido quem € esse cateto aqui e quem é esse outro
cateto. Se o angulo beta esta aqui e essa linha é paralela ao eixo x, entdo esse angulo aqui
também vale beta, porque retas paralelas cortada por uma transversal, angulos correspondentes,
se aqui vale beta, aqui também vale beta, se isso aqui vale beta, eu acabei de colocar um angulo
dentro de um triangulo retangulo, e ai, se eu tenho um angulo dentro de um triangulo retangulo,
esta resolvido minha parada. Para descobrir quem é a tangente desse beta, que é 0 mesmo beta

que esta aqui embaixo, basta eu fazer cateto oposto dividido pelo cateto adjacente. Entdo esta
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aqui, a tangente de beta é o cateto oposto, quem é o cateto oposto? f(x) — f(x,). 1sso é o cateto
oposto. E o cateto adjacente? O cateto adjacente € x — x,. Se vocés entenderam até aqui, esta
quase garantido o conceito de derivadas para vocés. Entdo o que eu fiz até agora? Peguei uma
curva que representa uma funcéo f, marquei dois pontos, tracei uma reta e calculei a inclinagédo
da reta secante, porque se toca dois pontos ela é secante. Existem dois camaradinhas, dois
génios da humanidade, um deles vocés conhecem demais, que é o Isaac Newton, 0 outro é o
Leibniz, um britanico e o outro germanico. Esses dois camaradas sem saber que um estava
fazendo a mesma coisa que o outro, simplesmente tiveram essa ideia aqui, foi feita uma
pergunta, a pergunta é: como é que eu fago, tendo uma reta secante, se eu tenho esse ponto aqui
podendo variar e esse ponto aqui fixo, como € que eu posso, fazendo esse ponto aqui variar na
curva e se aproximar desse outro até os dois estarem extremamente proximos, tdo proximos,
gue eu vou achar que minha reta secante, virou uma reta tangente? Porque a ideia é essa aqui:
se esse ponto descer, a reta vai mudando a inclinagcdo, vocés estdo percebendo? Quando esse
ponto chegar muito préximo desse aqui, quando eu falo muito préximo, é muito préximo em
termos do que? De limite. Ent&o eu coloco tdo proximo, tdo proximo, que eu tenho a impressao
de que os dois pontos viraram um s0. E ai, eu deixo de ter uma reta secante para ter uma reta
tangente, a curva esta aqui, 0, essa é a curva, eu vou destacar a reta tangente assim: essa reta
em azul é a reta tangente. A reta secante foi inclinando, inclinando, inclinando, inclinando até
se transformar em uma tangente, porque esse ponto variavel chegou tdo proximo desse ponto
fixo, que os dois se confundiram e eu passei a enxergar uma reta tangente, e enxergando essa
reta tangente, eu quis responder a seguinte pergunta: eu ndo, Newton e Leibniz, quiseram
responder a seguinte pergunta: qual é a inclinacdo dessa reta tangente? Ai, eles perceberam isso
aqui, 6, quando eu faco a inclinacdo da reta tangente, eu tenho um probleminha sério, eu formei
esse triangulo, formando esse tridngulo, esse angulo que esta aqui, se eu chamar ele de alfa,
esse angulo aqui também vai ser alfa e, ai, esse angulo alfa dentro desse triangulozinho, ele
podia me dar tranquilamente a inclinagdo da reta tangente, ele podia muito bem me dar a
tangente de alfa. Bom! SO que é o seguinte: quando eu olho para o bendito do triangulo, eu
continuo tendo aqui embaixo o cateto adjacente, mas quando eu olho aqui, qual é o valor do
cateto oposto? Vocés estdo conseguindo ver o valor do cateto oposto? Néo tem. Por que que
ndo tem? Porque esse ponto aqui ndo esta no gréafico, entdo se ele ndo esta no grafico, qual vai
ser a imagem desse cara? N&o faz parte do grafico, ndo tem imagem. Entéo se ndo tem imagem,
eu ndo tenho esse valor. Mas eu preciso saber qual é a inclinacéo da reta tangente. Como é que
eu vou saber, se eu ndo tenho essa medida aqui? Ai entra a genialidade do Isaac Newton e do

Leibniz, os caras simplesmente pensaram nisso aqui: a gente tem na mao a inclinacdo da reta
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secante, os dois géniosinhos pensaram assim, entdo vamos fazer esse x varidvel tender a x,, se
eu fizer esse x tender a x,, eu vou converter a reta secante numa reta tangente, entdo
automaticamente, eu vou converter o coeficiente angular da reta secante no coeficiente angular

da reta tangente. Entdo essa tangente de alfa, eles simplesmente pensaram assim, n6s vamos
fx)=f (x0)
Xo

e vou s fazer isso aqui, 6: lim [D=7G0) T44q sentido

pegar a tangente de beta que é
X—=Xg X—Xo

do mundo que sé dois génios poderiam enxergar naquela época. Se eu fizer o x se aproximar
do x,, tanto quanto eu queira, eu vou converter uma reta secante em uma reta tangente, entdo o
coeficiente angular da reta secante vai virar o coeficiente angular da reta tangente. E agora
vocés vao entender de vez o seguinte: essa tangente aqui, que é a tangente do angulo alfa, que
é a inclinacdo da reta tangente, isso aqui é simbolizado como a derivada da fung¢éo no ponto x,.
Entdo a inclinacdo da reta tangente é a derivada da funcdo naquele ponto. So isso! Entdo se
alguém pergunta para vocés: o que é a derivada da fungdo em um ponto? E a inclinagfo da reta

tangente aquela curva exatamente naquele ponto. [00:15:58]

[00:15:59] E o simbolo? VVocés perceberam o simbolo aqui, f'(x,)? Isso € simbolo de derivada.

Como aqui dentro esta x,, € a derivada da funcéo no ponto x,. E para ficar bem completo, existe

z d p . .
também essa forma de representar %’CO), esse simbolo aqui é a mesma coisa que esse.

[00:16:26]

[00:16:27] Aqui esta a simbologia, o significado a partir disso, mas tudo o que eu fiz aqui foi:
derivada da fungéo f no ponto de abscissa x, ou, se vocé quiser colocar x = x,. Se vocé quiser
colocar sem escrever de abscissa, podia ndo escrever assim, podia escrever assim, ¢: no ponto
(x0, f(x0)), porque aqui vocé estd representando o ponto inteiro e aqui vocé sO estd
representando a abscissa. N&o fiz derivada de uma funcéo, eu fiz apenas a derivada de uma
funcdo em um ponto especifico, em um Unico ponto. Mas ai vem a pergunta: tem como eu
calcular a derivada da funcdo inteirinha? Se eu fiz para esse ponto aqui, eu poderia ter feito para
esse, para esse, para esse, para esse, para esse, para esse, eu poderia ter feito para qualquer
ponto. A ideia vai ser essa aqui, 0: novo grafico, esta aqui o grafico, aqui esta um ponto, aqui
esta outro ponto, vou passar novamente uma reta secante, essa reta secante tem esse angulo aqui
e eu pergunto para vocés: se eu tenho o angulo ali e uma secante, eu posso muito bem calcular
ainclinacio dela, ndo posso? E s calcular a tangente do angulo beta. Mas aqui n6s vamos fazer
uma modificacdo, gente, 0, atencdo para isso aqui agora. Vou fazer uma modificacdozinha, a

modificacdo é a seguinte: no exemplo anterior, eu tinha chamado esse ponto aqui de x,, ndo é
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isso? E quando eu falei x,, esse ponto € fixo, ndo foi? Esse ponto que era fixo, agora vai ser
variavel. E esse ponto aqui, também vai ser variavel, mas a variacdo vai acontecer dessa maneira
aqui, 6: eu estou no x e daqui para cé, essa distancia aqui eu vou dizer que corresponde a uma
variacdo de x, a um delta x. Entdo se eu pego um ponto varidvel e acrescento uma variagdo no
ponto varidvel, o que eu consigo aqui na frente? Uma coisa varidvel também. Concorda? E qual
é o valor dessa coisa varidvel? Eu estou aqui, daqui para c4, da origem para c, eu tenho x de
comprimento e eu estou acrescentando, nesse comprimento, outro comprimentinho. Vai dar x
mais delta x. N&o é 6bvio isso? Entdo se vocé tem um pontinho variavel e vocé acrescenta uma
outra variagcdozinha em cima dele, a soma dos dois pedagos vai dar a nova localizagdo. Certo?
Entdo se isso esta certo, se eu pegar esse cara aqui e rebater aqui, se isso aqui é funcéo f, entdo
isso aqui é f(x). Correto? E se eu pegar esse outro aqui, bate aqui, rebate aqui, o que € isso
aqui? f(x + Ax). Concorda? Entdo aimagem de x € f(x) e aimagem de x + Ax € f(x + Ax).
E com essas informacdes aqui, eu pergunto a vocés: quem é a tangente de beta? Quem é a
tangente do angulo beta? Cateto oposto sobre cateto adjacente. Quem é o cateto oposto?
f(x + Ax) — f(x). Sobre o delta x, porque o delta x ndo é essa variagdo? Se eu fizer x + Ax
menos x, cancela x com x, sé sobra delta x. Isso € 6bvio, porque o delta x era a variagdo. 1sso
aqui € a inclinacdo da reta secante, levando em consideracdo quaisquer dois pontos do grafico
gue voceé queira. Esta claro isso? Aqui tinha um ponto fixo, & ndo, 14 é ponto variavel. Entdo
aquela reta secante é qualquer reta secante que vocé imaginar. Essa ndo, essa é uma reta secante
determinada por esse ponto aqui. Ela vai variar? Vai. Porque esse ponto aqui vai andar, mas ela
fica presa aqui e aquela ndo fica presa, pode ser qualquer ponto da curva inteira. O detalhe agora
¢ 0 seguinte: isso daqui € inclinacdo de que reta? Secante. E se eu fizer, eu ndo vou fazer esse
ponto se aproximar desse como eu fiz naquela, eu vou simplesmente fazer uma coisa muito
bonitinha, eu vou pegar essa variagdo de x aqui e vou fazer essa variagdo de x tender a 0, se
essa variacdo de x tender a 0, 0 que vai acontecer com a reta secante? Se essa diferenca acabar,
os dois pontos vao se grudar, essa € a ideia, € 0s dois pontos se grudando vira uma reta?
Tangente. Entdo se eu pegar a mesma inclinagdo da secante e fizer o delta x tender a 0, ndo vai
ser mais inclinacdo da reta secante, vai ser inclinacdo da reta tangente. Ent&o isso aqui vai dar
a derivada da funcdo para qualquer valor de x. Olha a diferenga, 0, aqui é a derivada da funcéo
inteira e aqui era a derivada da funcdo apenas no ponto x,. E vocés pegando livros para ler a

respeito do conceito de derivadas, vocés vao ver alguns livros que ao inves de usar delta x, ele
. . . . . . +h)—
prefere usar isso aqui, tem muito livro que escreve assim: }lmé w Por que que 0s
-

autores preferem esse aqui? Para ndo ficar confundindo delta x com x e também porque a gente
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escreve mais, ficar escrevendo delta x, delta x, a gente escreve mais. Entdo, para ndo escrever
mais e ndo confundir os dois, eles trocam a variagdo de x pelo valor h. Bom! Mas isso aqui, eu
chamei atencéo, porque se alguém vé nos livros um h vai saber que se trata do préprio delta x.

Isso € o conceito de derivada. [00:26:31]

[00:45:45] Entdo vamos la! Para a velocidade, se eu quero no tempo 1s e a formula é S'(¢t,) =

. S(t)-S ./ . .
im 20=5¢) comg ey quero para o tempo 1s, eu ja vou retirar o t, aqui,

-ty t—to

V(t,), entdo isso € 0 !

em todo lugar da definicdo e ja vou colocar o valor dele, 1. Entdo esse limite vai ficar assim:

S(t)-s(1)

velocidade para 1s vai ser a derivada da funcéo horéria para 1s, que vai ser o ltinll p—
- _

porque o t, é 1. Acabei de montar a definicdo de derivada para t = 1. O que quer dizer iss0?
Que se eu considerar a curva da funcéo horaria, isso que eu estou encontrando € o coeficiente
angular da reta tangente a essa curva aqui, exatamente, quando t vale 1. E isso que significa. E
agora é so fazer conta. O pessoal ja fez prova de limites, entdo ja esta craque. Vou substituir
S(t), entdo vai ficar limite de S(t), quem é o S(t) para eu substituir? t3 + 5t. Isso daqui é o
S(t), menos S(1), quem é o S(1)? Ai eu tenho que substituir aqui, o S(1), quanto vai ser o
S(1)? S(1) vai ser 1 ao cubo mais 5 vezes 1, vai dar 6. Entdo S(1) é 6. A expressao que fica na
parte de cima é ¢t + 5t — 6 e na parte de baixo, t — 1, com t tendendo a 1. Cai em um limite
que eu ja sei resolver faz tempo. Limite de um polindmio do terceiro grau dividido por um
polindmio do primeiro grau, com t tendendo a 1. Se eu substituir 1 na parte de cima vai zerar,
se eu substituir 1 na parte de baixo, também vai zerar. Entéo esse limite é uma indeterminacgéo.
Se é uma indeterminacdo, eu tenho as técnicas para remover a indeterminacdo. Nesse caso aqui,
qual foi a técnica preferida nossa? Divisdo polinomial. Entdo eu vou pegar t3 + 5t — 6 e vou
dividir por alguém, e vou pegar t — 1 e vou dividir por alguém. Quem é esse alguém para eu
fazer a divisdo? t — 1. Entdo aqui é t — 1 e aqui é t — 1. Desse lado ja esta pronto. Uma coisa
dividida por ela mesma da sempre 1 e o resto é zero. E aqui, maior grau daqui, t3, dividido pelo
maior grau daqui que é ¢ da t2, t2 vezes t, gente, eu vou acelerar esse calculo aqui, eu ja fiz
bastante. Como ja era esperado. Visualizada. Entdo quer dizer o que? Que para eu remover essa
indeterminacdo € como se eu estivesse fazendo uma simplificagio do numerador e do
denominador por t — 1. E feita a simplificacdo, na parte de cima sobra isso e na parte de baixo

sobra 1. Entdo esse limite todinho aqui, vai ficar s6 isso aqui, 0, ltinrll(t2 +t + 6), que se eu

jogar 1 aqui vai dar 8. Se eu estou considerando segundo para tempo e considerar o sistema

internacional, significa que o espago vai ser dado em metros e 0 tempo em segundos. Portanto
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a velocidade € metros por segundo. Espaco em metros, tempo em segundos. Entdo qual € a
velocidade instantanea, eu falo velocidade instantanea porque € no instante t igual a 1. Qual é

a velocidade instantanea para esse exemplo que o professor escolheu? 8 m/s. [00:50:50]

[00:53:23] Vou me concentrar nesse aqui, 6: S(t) = t3 + 5t e eu ndo estou nenhum pouco

interessado no t = 1s. Eu vou fazer para qualquer t. Entdo sendo para qualquer t, a velocidade
aqui parat éoS'(t)eo S'(t) é }lirr(x) w Estou usando a definicdo de derivada para um

ponto qualquer. Entdo se é assim, esse limite, com h tendendo a 0, vai ser S(t + h), vou jogar
t + h aqui dentro, jogando aqui dentro, (t + h)3 + 5(t + h), perfeito! Substitui ¢t + h no lugar
desse t e no lugar desse t. Perfeito? Esta substituido certinho? (t + h)3 + 5(¢t + h). Perfeito?
Continuando, menos a prépria funcéo, quem é a funcdo que eu vou colocar aqui? t3 + 5t. Entéo
a parte de cima depois da substituicdo ficou desse tamanhd&o ai. E a parte de baixo? h. Qual é o
trabalho que eu devo ter para resolver esse limitdo aqui? N&o tem outra saida a ndo ser
desenvolver essa poténcia aqui e fazer as contas com essas outras coisas aqui. E isso que eu vou
fazer. Eu vou fazer essa conta aqui rapidinho para ndo perder tempo. h tendendo a 0 vai ficar o
qué? (t + h)3 é. Caso de produto notavel, 6: (a + b)3® = a3 + 3a?b + 3ab? + b3, cubo da
soma de dois termos resulta cubo perfeito. Se fosse com o sinal de menos no meio, a Unica coisa
que ia mudar era a alternancia de sinal, comega com positivo, depois vem negativo, (a — b)3 =
a® — 3a?b + 3ab? — b3. Entdo esses sdo os dois produtos notaveis que eu posso utilizar
quando desenvolver um cubo. O que esta aqui € a soma, se é a soma, € o de cima. Entdo vai ser
t3 + 3t%2h + 3th? + h3, tudo isso aqui é esse cubo (t + h)3, que sai disso aqui (a + b)3 =
a® + 3a?b + 3ab? + b3. Al esta feito o cubo, e agora eu tenho que fazer 5 vezes t e 5 vezes
h, e subtrair esses dois aqui. Tem um pessoal que ndo gosta de usar parénteses, se nao usar
parénteses, nessa hora erra. Porque ao inves de fazer o jogo de sinal para todo mundo, acaba
deixando o sinal s6 para o primeiro, vai errar com certeza. Entdo aqui vai trocar o sinal de todo
mundo, vai ficar menos t3, menos 5t, tudo isso sobre h. Esse limite vai ficar sendo, cancela t3
com menos t3, cancela 5t com menos 5t e 0 resto que sobra, esse tem h, esse tem h, esse tem
h e esse tem h, todos 0s que sobraram tem h, se todos tem h, eu posso colocar h em evidéncia,
se eu colocar h em evidéncia, o que vai sobrar? Esse h esta em evidéncia, sobra 3t2, um h que
vai para evidéncia, vai sobrar outro, entdo vai sobrar 3th, mais 3th. O que mais? h sai um,
sobra h?, e desse aqui saindo o h, sobra 0 5. Pronto! Tudo isso sobre h. E gracas a ter colocado
esse h em evidéncia, aqui é multiplicacdo, se é multiplicacdo, esse h simplifica com esse h.

Perfeito? Acabou o problema de indeterminag&o no limite, ndo vai dar mais 0 sobre 0. E s6
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colocar o h aqui que esta feito o exercicio. Se eu colocar o h aqui, 0 h tendendo a 0, isso
desaparece, isso desaparece e vai sobrar quem? 3t + 5. Esse trogo representa a velocidade
para t. Essa aqui ndo € a funcgdo velocidade? Se eu tenho a funcéo velocidade completa na mao,
eu posso jogar qualquer tempo aqui dentro? Posso. Qual é o tempo que eu quero jogar? 1.
Vamos jogar 0 1 aqui? 3 - 12 + 5. Resultado: 8 m/s. [01:02:32]

AULA DE INTERVENCAO 4

TEMPO DE GRAVACAO
32 minutos e 51 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrdo

[00:04:43] Agora essa daqui é a vedete do show. Essa daqui é a coisa mais importante que a
gente tem em regras de derivagdo. Para vocés entenderem isso ai, eu preciso fazer uma coisinha
antes, que é essa: como € que eu faco para desenvolver isso aqui, 6? Vai dar ela mesma. Ou
melhor, vou comecar logo do 0. Quanto da (x + h)°? 1. Quanto da (x + h)'? Ela mesma.
Quanto da (x + h)?? Quadrado do primeiro, mais duas vezes o primeiro vezes o segundo, mais
0 quadrado do segundo. Perfeito? Quanto da (x + h)3? Cubo do primeiro, mais 3 vezes o
quadrado do primeiro vezes o segundo, mais 3 vezes 0 primeiro vezes o quadrado do segundo,
mais o cubo do segundo. Perfeito? Esses casos aqui, principalmente o segundo e o terceiro séo
casos de produtos notaveis, que sdo estudados la no oitavo ano do Ensino Fundamental. Mas
daqui para a frente, ndo. Se eu escrever (x + h)*, como é que vai ficar desenvolvido isso aqui?
x*, mais 4 vezes x3h, mais 6 vezes x2h?, mais 4 vezes xh®, mais h*. Perfeito? O, gente! Eu
posso fazer a quinta poténcia também. A quinta fica de que maneira? x°, mais 5 vezes x*h,
mais 10 vezes x3h?, mais 10 vezes x?h3, mais 5 vezes xh*, mais h>. Isso que nds estamos
fazendo aqui é desenvolvimento do Bindmio de Newton. Se vocés prestaram atengdo bonitinho,
0 expoente que aparece aqui, aqui, aqui e aqui, ele comeca a poténcia de maior grau, € ele vai
decrescendo, aqui ele era 2, ai 0 x passou ter 1 como expoente e aqui tem o x também, s6 que
ele esta elevado a 0, por isso que ele sumiu, entdo era 2, 1 e 0, sé que o 0 ndo precisa escrever.
E ai, 0 h é 0 contrério, 0 h comeca com h elevado a 0, que ndo precisa escrever, h a primeira e

depois fica h a segunda, entdo enquanto a primeira variavel tem o0 expoente decrescente, a
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segunda variavel tem o expoente crescente formando parzinho com a primeira varidvel. Aqui é
a mesma coisa, 3, 3, 2, 1, 0, sumiu, de tras para a frente, 3, 2, 1 e 0 que, ele, ndo precisa ser
escrito aqui, h elevado a0, quedal.04,4,3,2,1,0e0 haocontrario, 4, 3,2,1,0. 0 x, 5, 4,
3,2,1,0,0h,5,4, 3,2, 1,0, e vai sempre assim. O que muda sdo os coeficientes, esses
coeficientes que a gente escreve aqui, eles saem do Triangulo de Pascal. O Triangulo de Pascal
¢ esse aqui: 1; depois 1 e 1; 1, vocé soma isso aqui da 2 e 1; 1, sempre comeca com 1, vocé
soma isso aqui, da 3, vocé soma isso aqui, da 3, e acaba com 1; comeca com 1, vocé soma isso
aqui, da 4, vocé soma isso aqui, d& 6, vocé soma isso aqui, da 4, e termina com 1; sempre
comeca com 1, acaba com 1 e os termos intermediarios, eu vou obtendo das somas, entdo o
préximo, 1; qual seria 0 proximo aqui? 5, 10, 10, 5, 1; se eu quiser a sexta linha aqui, a sexta
ndo, no caso vai ser a setima linha, porque comeca a partir do 0, sétima linha seria 1, 6, 15, 20,
15, 6 e 1; e dessa maneira vocé vai formando o Triangulo de Pascal. De onde é que sairam esses
valores todos? Esses valores todos aqui, eles saem do Tridngulo de Pascal, mas escrito assim,

o: (g) ; depois ((1)) (1) depois (g) (i) , (g) ((?;) (i) (3) (g) e dessa maneira é formado

o Tridngulo de Pascal. O Triangulo de Pascal ndo sdo os nimeros colocados do jeito que eu fiz,
o Tridngulo de Pascal sdo 0s nimeros binomiais, quando vocé resolve um ndmero binomial
desse, aparece esses valores aqui. Quem lembra qual é a formula de nimero binomial? E n
fatorial sobre n menos k fatorial vezes k fatorial. Quem viu isso aqui no Ensino Médio deve ter
visto isso aqui também e fazendo o célculo de cada valor desse usando essa formula da esse
triangulo aqui. Quem ndo viu, é uma matéria imensa para ser estudada, entdo o que eu peco a
VOCeés, paciéncia, s6 memorizem esse triangulo, que esse triangulo aqui, desse jeito, ja resolve
0 problema. Esse triangulo ja resolve o problema. Entdo é o seguinte: vocés viram como eu
desenvolvi, certo? Sé que para fazer o exercicio que vai aparecer aqui, eu vou jogar essa coisa
bonita dentro da definicdo de derivadas e eu quero ver como vou usar esse negocio dentro da
definicdo de derivadas. [00:12:12]

[00:12:13] Ent&o vai ser assim, 6: n0s vamos fazer a derivada da fungdo mais importante para
calculo de derivadas, que é a funcdo poténcia. Entdo aplicando limite, f'(x) vai ser limite de
f(x + h) menos f(x), sobre h, com h tendendo a 0. Entéo eu vou fazer isso aqui, simplesmente
colocando, no lugar de x vai entrar x + h. Entdo eu vou ter x + h elevado a n, essa coisa aqui
dentro da funcdo da isso aqui, menos a propria funcdo, menos x elevado a n. Tudo isso, opa,
cometi um erro aqui, derivada € o limite, se eu ndo coloco o limite aqui, eu ndo estou derivando.

Entdo vai ser, eu joguei aqui, deu x + h elevado a n, menos ela propria, dividido por h. Entdo
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f'(x) vai ser igual a limite de h tendendo a O e ai, nessa hora, é que eu preciso saber como se
desenvolve o Bindbmio de Newton para um expoente qualquer, isso que eu fui fazendo com
vocés aqui, a gente faz aqui igualzinho, se eu fizer igualzinho, qual é o comportamento das
variaveis? Comeca com expoente maximo a primeira variavel e vai decrescendo até zerar, ai
faz a outra ao contrario, entdo vamos ter isso aqui: x elevado ao expoente maximo n, qual seria
0 expoente do h? 0. N&o precisa escrever, mas ja que cologuei aqui, fica entdo; quem o proximo
termo? x elevado a n menos 1, esta caindo uma unidade, enquanto o h vai subir uma unidade,
h vai ficar 1; quem vai ser o proximo termo? x elevado a n menos 2, vezes h elevado a que? h
elevado a quanto? 2. Entdo olha sd, o0 expoente do x esta caindo de 1 em 1 e 0 expoente do h
esta subindo de 1 em 1 e, assim, vai até chegar ao final, o que vai ser no final aqui? Como é que
vai ficar no final aqui? Vamos ver, aqui eu vou colocar ponto, ponto, ponto, mais, como é que
vai ficar no final aqui? Percebam que o expoente do x esta caindo, caindo, caindo, 14 na frente,
la na frente, ele vai ficar x elevado a 0, vezes h elevado a quanto? n. Exatamente. O expoente
do h foi crescendo até chegar no n e o expoente do x foi caindo até chegar no 0. S6 que falta

umas coisinhas aqui, o que que falta? Falta os coeficientes. E os coeficientes sao aqueles termos

n

do Triangulo de Pascal em forma de bindmio. Entéo o primeiro aqui, seria quem? (0

), esse é

n ., MM , . . n
2
(1), esse aqui € (2) até chegar no altimo que vai ser quem (n) Esse trambolho desse

tamanho é o desenvolvimento dessa coisinha aqui. Perfeito? Tudo isso, menos x elevado a n,

sobre h. Que que vai acontecer com esse limitdo? x elevado a n, ele vai cancelar com esse x
, . . n
elevado a n, porque o0 numero binomial de ordem n e classe 0, (0) vale sempre 1, toda vez que

a classe é 0, vale 1. Se a gente lembrar do Triangulo de Pascal, o Triangulo de Pascal comeca
sempre por 1. Entdo é 1 e depois vai mudando os valores aqui. Entdo esse aqui é 1, aqui eu
tenho x elevado a n, vezes 1, que da x elevado a n, que eu estou cancelando com x elevado a
n, todo o resto que sobrou tem o h envolvido na formula. Entdo o que eu vou fazer com esse

h? Colocar em evidéncia. Entdo vai ficar limite com h em evidéncia, vai sobrar quem? Esse h

. A . . n n
ficou em evidéncia, vai dar ( ) vezes x elevado a n menos 1; esse outro, (

1 2
menos 2, com h elevado a primeira, mais, ponto, ponto, ponto, no final vai ficar o que aqui?

), x elevado a n

(Z) x elevado a0 d& 1 e aqui fica h elevado a quanto? n menos 1, porque um foi para evidéncia.

Fechou isso aqui, tudo sobre h, com h tendendo a 0. Resultado dessa boniteza vai ser: sai h
com h, e se eu jogar o limitdo aqui, 6, em tudo que tem h vai zerar, porque o h esta tendendo a

0, aqui zera, aqui vai zerar, aqui tem h, vai zerar, todo mundo que esta nesse meio tem h, todos
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~ p . x P = (N
vao zerar e SO vai sobrar esse cara gue nado tem h, quem € esse cara que sobrou? E (1), X

elevado a n menos 1. Se vocé usar a formula de nimero binomial, esse valor aqui vai dar o n.
Toda vez que um nimero binomial tem classe 1, o resultado dele € a propria ordem, isso é teoria
de nimeros binomiais do Ensino Médio, toda vez que a classe é 1, a ordem € o valor do nimero,
x elevado a n menos 1. Aqui esta a formula. Esta demonstrada a formula para esse bonito e
daqui para frente, eu ndo quero saber mais desse limite, ndo vou usar esse limite nunca mais.
[00:19:13]

[00:20:34] Olha gente! Fora isso, a aula dele encerra com esse assunto aqui, 6, vou chamar
atencdo mais uma vez, ndo vao confundir, pelo amor de qualquer coisa, a aula dele encerrou
com a regra do produto, ndo foi? A regra do produto. Eu s6 quero que vocés ndo facam isso
aqui, gente, 0, olha s6! Vou dar um exemplo aqui, sé para comentar 0 que eu quero para VOCcés
ndo cairem nessa, 0: f(x) é igual a 7 vezes seno de x, tem muita gente, que o professor pode se
esgoelar de tanto falar isso, mas ele continua cometendo o mesmo erro, olha para ca e fala: tem
um produto, se tem um produto, eu vou usar a regra do produto, 6 gente, tem um produto? Tem.
Mas é entre uma funcdo e uma constante. E regra do produto? E. Se vocé quiser usar a regra do
produto vai dar certo? Vai. Mas vocé vai dar um tiro de canhdo para matar uma formiga. Porque,
como é a regra do produto? Se eu usar a regra do produto vai ser assim: primeira vezes a
derivada da segunda, derivada de seno é cosseno, mais a segunda vezes a derivada da primeira,
quem é a primeira? E uma constante. Qual é a derivada de uma constante? 0. Ent&o, percebam
gue por conta dessa constante, essa parte aqui zerou. Entdo sobrou apenas que a derivada dessa
funcdo é 7 cosseno de x. E o que é 7 cosseno de x? E a constante que estava aqui bonitinha,
que ficou esperando eu apenas derivar a funcéo e a derivada de seno € cosseno. Acabou. Esta
feita a derivada. [00:22:39]

[00:24:26] Bom! Para encerrar essa matéria, 0 que o pessoal tem muita dificuldade é com a
questdo dos expoentes fracionarios, dos expoentes negativos, quando, por exemplo, eu preciso
fazer a derivada de uma funcdo como essa aqui, 6, quero derivar agora no terceiro exemplo,
essa fungdozinha: f(x) igual a 7 sobre x a sexta mais 1 sobre raiz cubica de x ao quadrado.
Bom! Eu tenho essa fungéo para derivar, primeira coisa que eu preciso fazer € ajeitar a fungéo
e colocar nesse formato aqui, 0, porque esse formato aqui resolve minha paradinha através dessa
regrinha. E eu sei que toda vez que eu tenho uma fragdo e tem poténcias envolvidas ou radicais,

eu posso transformar tudo em poténcia e mudar de posicao, numerador, denominador, de acordo
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com a necessidade, s6 que eu tenho que lembrar que toda vez que eu mudo uma poténcia de
posic¢do dentro de um numerador ou de um denominador, eu sou obrigado a trocar o sinal do
expoente, entdo vai ficar, ajeitando a fungdo, 6, f(x) vai ser igual, essa poténcia 6 aqui em
baixo, eu posso mandar ela para o0 numerador, s6 que ela vai com expoente negativo, toda troca
que eu fizer de posicdo entre numerador e denominador, a poténcia muda de sinal, se ela tem
expoente positivo, mudou, fica com expoente negativo, se ela tivesse expoente negativo e
mudasse, ela ficaria com expoente positivo, essa regra é basica 14 no Ensino Fundamental. Essa
outra aqui, antes de fazer a mudanca, eu tenho que converter o radical em uma poténcia de
expoente fracionario, porque todo radical nada mais € do que uma poténcia de expoente
fracionério e ai tem aquele macetinho, como que é o macetinho? Quem esta no sol, quem esta
no sol é o 3, vai para a sombra e quem esta na sombra € o 2, vai para o sol. Entdo a raiz cubica
de x ao quadrado, nada mais é do que x elevado a dois tergos. E ai, para ficar prontinho para
usar a regra da poténcia, eu tenho que dar um jeito de levantar esse trogo aqui, mandando ele
para cima, como aqui esta 1, ndo vai atrapalhar em nada, entéo vai ficar x elevado a menos dois
tercos. Algum problema até aqui nessa mudancga? Se vocé sabe fazer isso aqui, vocé vai fazer
um monte de exercicios de derivadas. Estdo prontos para eu utilizar apenas a regra da poténcia.
Entdo, se é sO usar a regra da poténcia, vamos fazer a derivada, derivada vai dar, que regra que
eu uso aqui? Deixa a constante esperando e deriva x elevado a menos 6, 0 professor insistiu
varias vezes no video que a gente fizesse esse negdcio direto, a0 mesmo tempo que vocé aplica
a regra da poténcia, vocé ja faz o produto com essa constante, entdo esse menos 6, ele vai cair,
ndo vai? Se ele cai aqui, ele vai cair multiplicando o 7, se ele cai multiplicando o 7, menos 6
vezes 7, menos 42, ja faz direto. Perfeito? E o x vai ficar elevado ao expoente anterior menos
1, se eu tenho 0 menos 6 e tiro 1, menos 7, exatamente. Entdo esta ai, ja usei a regra da poténcia
na primeira parcela, bonitinho, sem problema nenhum. Na segunda, aqui na frente, eu ndo
escrevi, mas o coeficiente é 1, o que descer aqui multiplicando o 1, d& o proprio valor que
descer, entdo quem vai descer nesse aqui? Menos dois tergos, menos dois tergos desceu,
multiplicando 1 da ele mesmo, vezes x elevado a menos dois tergos menos 1, menos dois ter¢os
menos 1, menos cinco tergos. Gente, ndo sofra com isso ndo, vocé olha para isso e fala, ah, eu
tenho que tirar o minimo, oh, ndo, quando tiver inteiro envolvido, denominador multiplica e o
resultado vocé soma com esse aqui, 3 vezes menos 1, menos 3, somado com menos 2 d& menos
5 e repete o denominador. Essa é a maneira de fazer rapida quando vocé tem um inteiro. Bom!
Isso aqui j& é resposta do exercicio? E. Mas acontece, se vocé esta fazendo uma prova de
maultipla escolha, pode ser que a resposta ndo esteja assim. Se o problema que deu origem, ele

SO tinha expoente positivo e radical, eu ndo posso ficar esperando deixar uma resposta com
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expoente negativo e sem radical. Ja que tem expoente fracionario, isso vai ter radical envolvido.
Entdo eu volto no que era antes, volto o que era antes ndo, eu facgo ficar expoente positivo e
faco aparecer radical. Entdo esse expoente negativo, se eu mandar o x para baixo, vai ficar
menos 42 sobre x elevado a sétima, pronto. E esse daqui? Menos 2 sobre 3, e 0 x que esta
elevado a expoente negativo, vai descer e 0 expoente vai ficar positivo. Perfeito? Entéo para
finalizar, aqui ndo tem absolutamente nada para fazer, nao precisa fazer nada aqui, copia, mas
aqui eu tenho o que fazer, esse x elevado a cinco tercos € a raiz cubica, quem esta na sombra
vai voltar para o sol e quem esta no sol vai ficar agora na sombra e esse exercicio s6 ndo esta
encerrado, porque dentro do radicando, eu tenho uma poténcia que tem expoente superior ao
valor do indice, entdo posso arrancar termo aqui de dentro e mandar para fora. Entdo eu vou
fazer f'(x) igual a menos 42 sobre x elevado a sétima, menos 2 sobre 3 raiz cubica de x ao
cubo vezes x ao quadrado. Perfeito? Isso aqui € x a quinta, esse que esta ao cubo cancela com
a raiz, ele vai sair, entdo vai ficar menos 42 sobre x elevado a sétima, menos 2 sobre 3, quem
vai acompanhar o 3 agora? x e 0 outro que nao conseguiu sair fora, vai continuar dentro da raiz
clbica, que é o x ao quadrado. Essa é a resposta final com os expoentes todos positivos,
envolvendo radical. [00:32:47]

AULA DE INTERVENCAQO 5

TEMPO DE GRAVACAO

35 minutos e 38 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrao

[00:19:25] Qual € a derivada da funcdo a*? E ela mesma vezes o In da base. Derivada de e* é
ela mesma, ela mesma é maneira de falar, porque, na realidade, eu teria que escrever aqui na
frente igual esta aqui na parte de cima, eu teria que escrever In(e), s6 que In(e) vale 1, porque
logaritmando e base séo iguais, logaritmo natural, neperiano, tem base e, se o logaritmando for
e também, vai dar 1, entdo ndo preciso escrever, mas eu tenho o 1 aqui na frente que é o
resultado de In(e). [00:20:23]
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1
xin(a)’

[00:21:53] Formula 12, a 12 vai ser f(x) = log, x, qual é a derivada de log, x? f'(x) é

Isso € base a, vai ter In(a). Ja a ultima formula, se eu usar In(x), a base é e, se a base é e, entdo
. . 1 ~ ~ . . . .
a derivada vai ser apenas ot entdo ndo preciso escrever In(e), porque In(e) vai dar 1, igual aqui.

[00:22:35]

[00:33:10] Log(x), qual é a derivada de log(x)? log(x) é 1 sobre x vezes In da base, entdo
aqui vai ser 1 sobre x vezes In da base, qual € a base? 10. Quando ndo esté escrito a base é
porque a base é 10. O que mais? Mais derivada de 3*. 3* é 0 a*, se € 0 a*, é ela mesma vezes
0 In da base. Sempre que a base ndo for o e, vocé sempre vai precisar colocar esse In aqui e

aqui, In, In. Entdo aqui vai ser ela mesma vezes [n da base, se a base é 3, [n(3). [00:34:16]

AULA DE INTERVENCAQ 6

TEMPO DE GRAVACAO

38 minutos e 42 segundos

MODALIDADE DE TRANSCRICAO

Padrédo

[00:00:00] A regra da cadeia é simplesmente uma regra para fazer derivada de fun¢do composta.
Na realidade toda funcdo, até as simples, a gente diz que é composta, mas para diferenciar a
gente fala que € simples. Por que eu falo que tudo é composto? O gque acontece com essa fungédo
aqui, 0, f(x) =x e g(x) = sen(x), se eu chegar para vocés e pedir isso aqui? Quem é a
(fog)(x)? A (fog)(x) éa f(g(x)).Seé f(g(x)), afungdo g vai entrar dentroda f,ea f é
x.Sea f éx,ag tem que entrar no lugar de x. Entdo se ela entrar no lugar de x, vai ficar o
espaco do x. Como a gente fazia na aula de composta de fun¢des? Abria a fungéo f e colocava
dentro a funcdo g, como a funcéo f sé tem a varidvel x sozinha, ela aberta fica assim, e nessa
entrada aqui, vou colocar g inteirinha que € sen(x). Portanto, com parénteses ou no, isso aqui
é a funcdo sen(x). Se ¢ a fungdo sen(x), eu estou dizendo que a funcdo composta é a prépria
funcdo g. Isso aqui eu escrevi sO para mostrar a vocés que toda fungdo simples, eu posso
considerar ela uma composta. Basta que eu fagca a composic¢ao usando a funcao identidade. Vai
dar ela mesma. Eu nem precisava ter falado isso. Eu so falei para justificar: toda fungcdo, mesmo
simples, a gente pode considerar ela uma composta. [00:02:04]
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[00:02:05] E a regra da cadeia é uma regra para fazer derivacéo de fungdo composta. Entdo ela
é especifica para isso. Se eu tenho a funcdo f(g(x)), se eu quiser calcular a derivada dessa
composta, colocando a linha aqui, eu vou calcular derivando a funcdo f e multiplicando ela
pela derivada da fungdo g, com um pequeno detalhe, como € f composta com g, a derivada da
f vai ser feita em relacéo a propria g, enquanto a g vai ser feita em relagéo a variavel x. Isso é
fazer a composicao. Quando eu falo fog, eu derivo a f, mas eu tenho que entender que a g que
vai entrar na derivada da f esta funcionando como se fosse a varavel da derivada da f, por isso
que eu escrevo ela inteira e multiplico pela derivada da fungdo g em cima da variavel da funcéo
g que é o x. Entdo, quando eu faco composta, eu ndo estou jogando a g dentro da f? Entdo
estou fazendo a g funcionar como se fosse variavel da f. Por qué? Porque ela vai usar a variavel
da f aqui dentro, eu vou substituir a variavel da f que € o x. Entdo, eu faco a g funcionar como
variavel, por isso, quando eu estou fazendo a derivada da composta, na primeira derivada que
é a funcdo f, a variavel € entendida como sendo toda a fungdo g e depois eu derivo a funcéo g
normalmente. E o resultado da derivada da composta é exatamente o produto entre essas duas
derivadas. O o detalhe! Aqui ¢ a fungdo g e aqui é a variavel x. Como funciona para fazer uma
derivada como, por exemplo, a primeira funcdo que o professor colocou na aula dele? Que é o
sen(x?). Para derivar sen(x?), eu vou ter que usar a regra da cadeia, porque essa aqui ¢ uma
funcdo composta. Concorda? Como é que eu identifico que ela é composta s6 de olhar? Porque
eu vou falar que eu quero senx, mas quando eu olho para o x, eu ndo tenho x, eu tenho x2. Se
eu ndo tenho x e tenho x2, é como se eu tivesse o seno de uma outra funcéo e essa outra fungéo
quem €? x2. Primeira coisa que eu vou falar: quero calcular a derivada da fungdo y. Qual é a
funcdo y? E seno. Beleza! Eu sei calcular a derivada de seno. SO que aqui ndo é sen(x), aqui €
seno de uma outra funcdo. Entdo a maioria dos professores quando vai explicar a regra da cadeia
ou aplicar a regra da cadeia a primeira vez, eles preferem fazer assim, 6: eles preferem pegar
essa funcdo que vocés perceberam aqui e chamar de um outro simbolo. Entdo eu estou
chamando x? que é uma funcéo, que eu percebi que é uma funcéo, eu estou chamando de funcéo
u. Se eu estou chamando de funcéo u, essa funcdo original, ela vai ficar sendo sen(u). Para
aplicar a regra da cadeia, eu vou fazer o seguinte: eu vou imaginar que nem tenho regra da
cadeia para usar. Por qué? Porque eu quero derivar essa funcdo. E quando eu vou derivar essa
funcdo, eu faco: 6pa! Seno de uma variavel u, olha o que eu falei: seno de uma varavel u. A
derivada de seno de uma variavel u é cosseno da variavel u. Concorda? Beleza! Sé que ai,

boom! D4 um estalo no coco da gente, a luz liga, e eu enxergo que esse u ndo é a variavel
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original da fungdo, porque a variavel original da fungdo é x e aqui estd u, u ndo é a variavel
original da fung&o. Isso indica o0 qué? Que o que eu fiz de derivada aqui, eu sou obrigado, pela
regra da cadeia, a multiplicar pela derivada do u. Sempre que a variavel que eu usei aqui, ndo
for a variavel original, a regra da cadeia exige que vocé multiplique pela derivada dessa
variavel. Ai vocé completou a regra da cadeia. VVocé derivou o seno em relacdo a varidvel u e
multiplicou pela derivada de u. Depois vou mandar uma tabela de formulas para vocés, que
VOCés vao ver que a tabela inteira vem considerando todas as fungfes compostas, porque essa
tabela vai usar esse u aqui. Entdo o que eu fiz? Quis derivar isso, derivei, s6 que eu percebi que
u ndo era variavel original, entdo pela regra da cadeia, eu vou sempre multiplicar pela derivada
dessa nossa varidvel. Vou acabar essa daqui para vocés perceberem. Entdo eu usei a regra da
cadeia aqui? Eu usei a regra da cadeia. Esta derivada? Esta derivada. Mas néo esta respondido.
Por que ndo esta respondido? Porgue a variavel original da funcéo era x e aqui tem variavel u.
Mas 0 meu u representa x2, entdo se eu voltar a substituicdo no final, aqui vai ficar cos (x?2),
que é 0 u, a derivada do u, eu ainda ndo fiz, mas como € uma funcdozinha simples, a derivada
do u vai ser 2x e eu coloco a derivada do u substituida por 2x. Pronto! Agora esta aplicada a
regra da cadeia e a varidvel original da funcdo esta na resposta, esta encerrada a questdo. O
maximo que vocé pode fazer aqui, para ndo confundir esse x2 com esse 2x, é colocar esse 2x
aqui na frente para deixar 0 cosseno atras, para ficar sem duvida nenhuma de quem € o angulo

e quem ndo é o angulo. O angulo aqui é x2, 2x é outra coisa. Esta derivado. [00:09:20]

[00:22:33] f(x) = In cos x, entdo 6: como eu resolvo derivada de fun¢do composta para mim?
Eu resolvo sempre assim: f'(x) vai ser igual. Eu olho para a funcéo e procuro identificar quem
é a funcdo interna e quem é a funcdo externa. Quem vocés acham que € interna e quem VOCés
acham que é externa? Porque a regra da cadeia € sempre derivada da externa vezes a derivada
da interna. Entdo se vocés identificarem quem é externa e quem € interna, esta resolvido o
problema. Como que a gente cria pratica para identificar quem € interna e quem € externa?
Fazendo a leitura da funcdo e perceber onde deveria ter uma varidvel x sozinha e ndo tem. Entéo
quando eu leio isso, eu vou ler o que? In de alguma coisa. Concorda? Entdo se eu vou ler In de
alguma coisa, essa alguma coisa deveria ser a variavel x, mas ndo é. Quem esté no lugar desse
x? O cosseno. Entdo o cosseno € a minha fungéo interna e o In € a minha funcgdo externa. Entédo
a derivada pela regra da cadeia é a derivada da externa, que € o In, vezes a derivada da interna,
que € o cosseno. S6 que eu vou fazer a derivada falando dessa maneira: derivada de In de fulano,

se eu quero derivar In de fulano, qual é a formulazinha de In de fulano? 1 sobre o fulano. Se
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esse fulano fosse x, seria 1 sobre x. Mas ndo é x, é 1 sobre fulano. E como é um fulano, eu devo
multiplicar essa derivada pela derivada do fulano. Quem € a derivada do fulano, que é cosseno?
Menos seno. Pronto! Entdo 0, derivada de In de fulano, e eu vou falar assim naturalmente,
porque na minha leitura, eu ndo tenho como ler a funcéo de outra maneira, In de alguém, In de
um fulano, para derivar In de um fulano, pela tabelinha de férmulas é 1 sobre o fulano. Como
é fulano, eu sou obrigado a multiplicar pela derivada desse fulano. E a derivada de cosseno é
menos seno. Para dar a resposta final, seno sobre cosseno é tangente, entdo vai ficar menos
tangente de x. Pronto! [00:25:35]



