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Resumo

Neste trabalho estamos interessados no problema da forma traco sobre cor-
pos de numeros. Estudamos quando a forma trago pode ser diagonalizada, isto
é. quando no anel de inteiros de um corpo de numeros quadratico existe uma
base integral ortogonal com respeito ao trago. Também sao dados exemplos

de corpos de grau maior com a mesma propriedade.

Palavras-Chaves: Forma Trago. Corpos Quadraticos, Base Integral Or-

togonal.




Abstract

In this work we are concerned with the problem of the study the trace form
in the number fields. We study when the form trace can be diagonalized, i.e.,

when on the ring of integers of a quadratic number field there is an integral

basis orthogonal with respect to the trace form. There are also given examples

of fields of higher degree with the same property.

Keywords: Trace Form, Quadratic Fields, Orthogonal Integral Basis.
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Introducao

O Capitulo 1 contém resultados basicos da Teoria Algébrica dos Niimeros
que servem de suporte para o Capitulo 2. Nele introduziremos conceitos im-
portantes da Teoria Algébrica dos Numeros, tais como elementos algébricos
sobre um corpo, corpo de numeros quadraticos e alguns de seus principais
parametros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral,
Norma e Traco de um elemento.

Demonstraremos o Teorema de Dirichlet para corpos quadréticos a menos
de alguns resultados fortes sobre nimeros, cuja demonstragdo é necessdria
a teoria analitica, obtendo assim resultados importantes sobre o grupo das
unidades do anel de inteiros de um corpo quadrético. Finalizaremos o capitulo
com o conceito de unidade fundamental (um gerador da parte livre do grupo
das unidades) que tem papel central no Capitulo Dois em se tratando da
existéncia de uma base integral ortogonal, ou seja, na diagonalizagdo da forma
trago.

O objetivo do Capitulo 2 e da dissertagao é demonstrar para quais valores
inteiros d ndo nulo e livre de quadrados existe uma base integral ortogonal para
o anel de inteiros de um corpo de nimeros quadritico K = Q(v/d) segundo
as formas tragos usuais D x D — Z definidas por (z,y) — trgg(zy) e
trk/o(zy). Em resumo, teremos os seguintes resultados:

Com relagdo & forma trago trg,g(zy), para d = 2,3(mod 4), temos que
{1,v/d} é uma base integral ortogonal. Para o caso d = 1(mod 4) néo ex-

iste uma base integral ortogonal, se d > 1. Agora para d < 0 existe uma base

9
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integral ortogonal se. e somente se, u é par, onde € = u+v+y/—d é a unidade fun-
damental do corpo Q(v/ —d) (Teorema 2.7). Em particular, o corpo Q(1/=p).
onde p = 3(mod 4) é um numero primo, tem uma base integral ortogonal.

Sejam p, ¢ numeros primos positivos com pg = 3(mod 4). Entdo em

~ s . . = .
Q(v/—pgq) existe uma base integral ortogonal se, e somente se, p ndo é um

residuo quadratico modulo ¢. Para casos bem particulares de corpos quarticos
provamos que existem bases integrais ortogonais. Finalizamos a dissertacao

exibindo varios exemplos.




Capitulo 1

Unidades em Anéis de Corpos

Quadraticos

Neste capitulo introduzimos os conceitos de elemento algébrico, corpos de
numeros, corpo quadratico, norma e traco de um elemento, inteiro algébrico,
anel dos inteiros algébricos, base integral. Mostraremos que a partir de uma
base integral de um dado corpo quadratico calculamos o seu discriminante
(Teorema 1.8). Finalizaremos o capitulo demonstrando o Teorema de Dirichlet
para corpos quadraticos, e provamos que o grupo das unidades do anel de
inteiros possui um unico gerador maior que 1 quando o corpo quadrético é

real, (Teorema 1.17).

1.1 Norma, Traco e Bases Integrais

Um ntimero complexo a é dito nimero algébrico se ele é raiz de um polinémio
nao nulo com coeficientes em Q. Em todo o texto K serd um corpo de niimeros,
isto é, uma extensao finita de Q contida em C. Pelo Teorema do Elemento
Primitivo tem-se que K = Q(#), onde # é um nimero algébrico. Neste caso, se

p(X) é o polindomio minimal (= polinémio irredutivel) de 8 sobre Q entdo o grau
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de p(X) é igual ao grau da extensdo K O Q. Em simbolos: dp(X) = [K: Q].

Um corpo quadrdtico é uma extensao K 2 Q de grau 2. E imediata a
demonstragao de que todo corpo quadratico é uma extensao radical, ou seja,
é da forma Q(v/d), para algum d € Z livre de quadrados. Um nimero inteiro
racional nao nulo d # 1 é dito livre de quadrados se qualquer que seja o niimero
primo p € Z, p? nao é um fator de d.

Um corpo quadrético Q(v/d) é dito real se d > 0, isto é, Q(ﬂ) C Rese
d < 0, Q(v/d) é dito imagindrio.

Seja K = Q(#) um corpo de niimero de grau n. Entado existem exatamente
n monomorfismos o; : K — C. Os elementos o;(f) = 6; sdo exatamente as
raizes do polindomio minimal de # sobre Q. Para um elemento qualquer 3 € K

definimos a Norma e o Traco de 3, respectivamente, por:

i=1
Para todo 3 € K tem-se que N(3) e Tr(3) sdo nimeros racionais. Além
disso N : K — Q é uma fungad multiplicativa e Tr : K — Q é uma fungao
Q-linear.
No caso em que K = Q(v/d), onde d ¢ livre de quadrados os monomorfismos
de K em C sdo a identidade e a conjugagdo dada por o(a + bv/d) = a — b/d,
onde a, b € Q. Assim N(a+ bvd) = a® — db? e Tr(a + bVd) = 2a.

Um nimero complexo « é dito inteiro algébrico se ele é raiz de um polinémio
monico ndo nulo com coeficientes em Z. Seja K um corpo de nimeros e Dk o
conjunto de todos os inteiros algébricos de K. Entao Dk é um anel, dito anel
de inteiros de K. Quando nao houver possibilidade de confusdo escreveremos

apenas D para o anel de inteiros de um corpo de nimeros K.

Como D C C é claro que D é um grupo abeliano, logo um Z-médulo. E

possivel demonstrar que D é um Z-mddulo de posto finito (denotamos posto
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de D por p(D)) e p(D) = [K : Q.

Definicao 1.1. Seja D o anel de inteiros de um corpo de nimeros. Uma

Z-base de D é dita uma base integral.

Observagao 1.2. Desde que o p(D) é igual a [K : Q] toda base integral é uma
Q@-base para K.

Uma matriz quadrada de ordem n com entradas a;; € Z é dita unimodular
se ela é inversivel no anel das matrizes quadradas de ordem n com entradas
inteiras racionais, equivalentemente, se seu determinante é 1 ou -1. Com isto

podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.3. [ST| Sejam D o anel de inteiros de um corpo de niimeros

K, com base {ej,...,en} e a;j € Z, 3,5 = 1,...,n. Entdo {¢; = Zat-jej,
J=1
i=1,2,...,n} é base de D se, e somente se, a matriz M = (a;;) é unimodular.

Demonstracao:

Suponhamos que {ci,...,¢,} é uma Z base de D e seja e; = Z bjkck, com

bjk € Z. Substituindo 0S valores de 63 temos

n
&= E a;ije; = E ai;( E bijkck) = E E ai;jbjrcr) E E aijbjk)ck. Isto
=1 j=1

i=1 k=1 k=1 j=1
implica que

(D aisbix) = (Bix),
j=1

onde &;; é o delta de Kronecker. Logo (ai;)(bjx) = In. Calculando o determi-

nante temos que det(a;;).det(b;jr) = 1. Como os determinantes destas matrizes

sao nlimeros inteiros racionais temos que det(a;;) = det(bjx) = £1.

_ Adj(M) _
= det(M)
+(Adj(M)), temos que M ~! é uma matriz com entradas inteiras racionais. De-

Reciprocamente, se a matriz M é unimodular, desde que M ~*

note por Nt a matriz transposta da matriz N. Multiplicando
(1 -cp)=M.(ey- et

a esquerda por M~! temos
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MY, ) =MM(e,...en) =(e1...e,)

n
Seja M~! := (b;;). Da igualdade acima podemos escrever e; = Z bijcj. Disto
i=1

segue que cy,...,¢, geram D (pois {e;,¢ = 1,...,n} gera D), e como detM
é nao nulo, {c,...,c,} também é linearmente independente. Logo uma base

para D. [

Ja temos definido a norma e o trago de elementos de um corpo de nimeros
K e sabemos que para cada elemento de K seu trago e sua norma siao niimeros
racionais. Agora consideremos novamente K = QQ(f) um corpo de nimeros de
graun e S = {ey,...,e,} uma base de K como Q espago vetorial. Considere
também o; : K — C 0s n monomorfismos de K em C. O discriminante da base

S é denotado por A[S] ou Aley, ..., e,] e é definido por
A[S] := det(ai(e;))*.

Se escolhermos outra Q-base T para K temos que
A[T] = det(MST)2A[S],

onde Mgy é a matriz de mudanca da base S para a base 7.

Pode-se demonstrar (Veja Teorema 2.6 de [ST]) que o discriminante de
uma base é um niumero racional nao nulo. Portanto pela igualdade acima o
discriminante de duas bases diferem por um fator racional quadratico. Quando
as bases sdo integrais seus discriminantes sao nimeros inteiros racionais bem
definidos como mostra o teorema seguinte. Para a sua demonstragdo vamos

precisar do seguinte lema devido a Gauss.

Lema 1.4. [ST] Seja p(X) um polindmio com coeficientes inteiros e supon-
hamos que p(X) = g(X).h(X), g(X), h(X) € Q[X]. Entdo existe A € Q,
A # 0 tal que Ag(X), \7*h(X) € Z[X].

Demonstracao:

Ver [ST, Lemma 1.4].
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Teorema 1.5. [ST] Sejam K = Q(#) um corpo de nimeros de grau n e S =
{e1,...,e,} uma base integral de K. Se T'= {cy,...,c,} é outra base integral
de K entao A[T] = A[S] € Z.

Demonstracio:

Considere Mgy = (ai;) a matriz de mudanga de base, da base S para a
base T. Como vimos acima temos que A[T] = (det(a;;))?.A[S]. Por outro lado
como T' é uma Z base para D temos que a;; € Z para todos ¢, j = 1,...,n.
Assim pelo Teorema 1.3 det(a;;) = +1. Logo A[T] = (£1)2.A[S] = A[S].
Resta demonstrar que A[S] é um nimero inteiro racional. Ja sabemos que
A[S] é um niimero racional nao nulo. Como cada e; é um inteiro algébrico
e oi(e;) € raiz do mesmo polinémio minimal de e; entdo cada entrada da

matriz (o;(e;)) é um inteiro algébrico. Logo A[S] é um inteiro algébrico. Ou

seja A[S] € DN Q. Portanto o polindmio minimal de A[S] sobre Q é g(X) =

X —A[S]. Mas como A[S] é raiz de um polindmio ménico p(X) com coeficientes
em Z, temos que g(X) divide p(X) em Q[X]. Logo existe h(X) € Q[X] tal
que p(X) = g(X).h(X). Pelo Lema 1.4 existe A € Q — {0} tal que p(X) =
(Ag(X))(A"Th(X)), com Ag(X), ATh(X) € Z[X]. Assim A\g(X) divide p(X)
em Z[X]. Como p(X) é moénico A = 1 (ou -1). Logo g(X) = X — A[S] € Z[X],
ou seja A[S] € Z. O

Como o discriminante de duas bases integrais quaisquer sao iguais ele é um

invariante do corpo de nimeros K podemos definir o seguinte

Defini¢cao 1.6. Seja K um corpo de nimeros. O discriminante de K sera
denotado por §(K) e é definido como sendo o discriminante de qualquer base

integral de K.

Vamos fechar esta subsecao calculando uma base integral para cada corpo

quadratico e a partir dela o discriminante do respectivo corpo quadratico.
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Teorema 1.7. [ST] Seja d € Z livre de quadrados. Entdo o anel de inteiros

de K = Q(VAd) é:
1. Z[Vd), se d = 2,3(mod 4) ;

2. Z[L + 1Vd], se d = 1(mod 4).

Demonstracao:

Todo elemento a € Q(vVd) é da forma a = r + sVd;r,s € Q. Assim
a+ bvd

podemos escrever o = ,a,b,c € Z,c > 0 e a,b e c relativamente pri-
mos, isto é, nenhum primo divide a,b e ¢ a0 mesmo tempo.

Agora, o é um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes do polinomio
20 a+ bvd a—bvd AN L :
minimal (t - (7\/_)) (t - (7\/_) sao inteiros racionais. Assim se
c c

a € D entao

a?® — db?

N(a)
=m€EZ eentao

a? — ®m = b%d

(i) Se p é um primo tal que pla e p|c entdo p?|a® e p?|c®. Como d é livre de
quadrados por (1’) implica que p|b® e como p é primo p|b (absurdo pois a,b e ¢
sao relativamente primos). Logo a e ¢ sdo relativamente primos e de (2) temos
quec=1ouc=2
e Se ¢ =1 entio a = a + bv/d € Z[Vd] e neste caso Z[vd] C D.

a+bV/d

e Se ¢ = 2, vejamos que I ¢ um inteiro <= a,b sdo impares e d =
1(mod 4). De fato, por (1) a tem que ser impar. E se b = 2r par segue de (1’)
que 2|a®. Logo 2|a, absurdo. Portanto a e b sdao impares. Sejam a = 2s + 1,

b=2r+1;r,s € Z e provemos que d = 1(mod 4). Substituindo os valores




(25 + 1)2 — d(2r + 1)?
4
4(s*+38)+1—d(4(r*+1) + 1) = 4m = 0(mod 4), o que nos d4 d = 1(mod 4).

a+ bv/d

Reciprocamente se d = 1(mod 4), entdo a = 5 com a,b impares

Lo db?
2 _qr+2 i € Z[X].
1
Sea = 2s+1,b=2r+1entao a = (s+r).1+1.(§+%\/3) €EZ [% + %\/3] Cc D.
1
Logo D =7 [% + 5\/&] se, e somente se, d = 1(mod 4), e se d = 2,3(mod 4)

entio D = Z[Vd). 0O

=m € Z. Assim

de a e b em (1) encontramos N(a) =

também é inteiro pois € raiz do polindmio monico z

Teorema 1.8. [ST] Seja K = Q(v/d), d € Z livre de quadrados. Entio:
(1). Se d # 1(mod 4) entio B = {1,Vd} é uma base integral de Q(Vd) e
§(K) = 4d.
(2). Se d = 1(mod 4) entao vy = {1, % + %\/E} é uma base integral de Q(v/d)
e d(K) =d.

Demonstracao:

(1) Pelo Teorema 1.7 segue que 8 = {1, /d} é uma base integral de Q(V4d).

Logo
2

Vd
§(K) = = (—2V/d)? = 4d.

1 —vd

P |
(2) Pelo Teorema 1.7 segue que vy = {1,5 + 5\/3} é uma base integral de
Q(v/d). Portanto




1.2 TUnidades fundamentais

Seja D o anel de inteiros de um corpo de nimero K. Um elemento z € D
¢ chamado de uma unidade se existe ' € D tal que zz’ = 1. O conjunto de
todas unidades de D é um grupo multiplicativo e usualmente é denotado por
D*. Também se diz que D* é o grupo das unidades de K.

Sejam K = Q(f#) um corpo de nimero de grau n, onde # é um inteiro
algébrico e {oy,...,0,} o conjunto de todos os monomorfismos de K em C.
Se 0;(K) C R, que ocorre se, e somente se, 0;(f) € R, dizemos que o; é
real. Caso contrario, dizemos que o; é complezo. Definimos a conjugagao
compleza de o;, @; : K = C por 7;(a) := 0;(a), a € K. Segue-se que para
qualquer monomorfismo o; de K em C, 7; = 0;; e 7; = 0; se, e somente se,
o; é real. Com isto temos que os monomorfismos complexos ocorrem aos pares
conjugados. Seja 2ry o nimero de monomorfismos complezos, e r; o nimero
de monomorfismos reais de K em C. Com isto tem-se que n = r; + 2r,.

Sejam K um corpo de niimero de grau n e r; e ro como definidos acima. Seja
r =r; + 19 — 1. O Teorema de Dirichlet afirma que o grupo D* das unidades
de K é isomorfo a W x Z", onde W é um grupo ciclico finito constituido das
raizes da unidade contidas em K. Portanto existem r(= r; + 7, — 1) unidades
(u;) de K tal que qualquer unidade u de K pode ser expressa de modo tinico
na forma u = zul'...u’ com 7; € Z e z uma raiz da unidade. O conjunto
(u;), 1t =1,...,r é chamado sistema de unidades fundamentais de K. Vamos

demonstrar o Teorema de Dirichlet no caso em que K é um corpo quadratico,

separando nos casos em que K é um corpo real ou um corpo imaginario. A

seguinte proposicao vai nos auxiliar bastante.

Proposigao 1.9. [ST] Seja D o anel de inteiros de um corpo de niimero K
e seja z € D. Entao z é uma unidade de K (ou de D) se, e somente se,
Niz) = £1.

Demonstracao:

Se existe y € D tal que zy = 1, entdo N(zy) = 1. Como a norma é uma

AVA
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funcao multiplicativa temos que N(z)N(y) =1 € Z. Logo N(z) = +1.
Reciprocamente se N(z) = Ha,—(x) = %1, entdo z[(£1).02(z)...0.(z)]
i=1

1, (onde oy(z) = z). Com z e o;(z) € D,z é uma unidade de D.

1.2.1 Teorema de Dirichlet em corpos quadraticos ima-
ginarios

Como n = 2 e K é um corpo quadratico imagindrio entdo ry =1 e r; = 0.

Logo r = r; +ro —1 = 0 e neste caso o Teorema de Dirichlet afirma que

as unicas unidades de K sao as raizes da unidade contidas em K, um grupo

ciclico finito, ou seja, pelo Teorema de Dirichlet temos que D* ~ W. Mais

formalmente temos:

Teorema 1.10. De Dirichlet. [ST] Seja K = Q(v/—d), onde d é um inteiro
positivo livre de quadrados. O grupo W das unidades de K é constituido das
seguintes raizes da unidade.

(a) Se d =1 entdo W = {£1,+/—1},

(b) Se d = 3 entdao W = {1, +¢, +e?}, onde € = "—H'gé'_—%,

(c) Se d > 3 entdao W = {£1}.

Demonstracao:

Pela Proposicao 1.9 as unidades de K sdo inteiros algébricos de norma =+1.
Seja —d = 2,3(mod 4), ou seja, d = 1,2(mod 4). Entao pelo Teorema 1.7 o
anel de inteiros de K é D = Z + Z+v/—d. Seja x = a + by/—d € D. Entéo
N(z) = a®*+db* > 0 e N(z) = £1. Logo = é uma unidade se, e somente se,
a? + db? = 1. Assim

Sed > 2 Entdo b =0e a = +£1. Logo W = {£1}. Isto demonstra o item
(c) no caso em que d = 1,2(mod 4).

Se d = 1 temos a? + b*> = 1 e as solucdes inteiras sio a = 0, b = +1
oua = +1, b = 0. Isto nos d4 que W = {£1,4/—1} e o item (a) estd
demonstrado.

Agora vamos considerar o caso —d = 1(mod 4) ou seja d = 3(mod 4).
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Pelo Teorema 1.7, D = Z + Z(lﬂzéz). Seja z = a + 2(1 + V—d) € D.
Entdo N(z) = (a + g)Q + d(?;) Para z ser uma unidade de K devemos ter
(2a + b)? + db*® = 4. Temos os casos:

Se d > 7 entdo b = 0. Assim (2a)? = 4, ou @ = +1. Logo z = %1 e isto
completa a demonstracao do item (c).

Finalmente para demonstrar o item (b), suponhamos d = 3. Entéao (2a +

b)? + 3b®> = 4. Isto implica que b = 0,1,—1. Caso b = =1 entdo (2a +

1
1)? = 1. Isto nos da as solugdes adicionais = = 5(:|:1 + +/—3) (com sinais +

sendo independentes). Seja € = _H'T‘/__?', segue-se que W = {1, +¢,e?}. Isto

demonstra o item (b) e o teorema. O

Observacao 1.11. Em todos os casos W é um grupo finitamente gerado de

ordem par cujos elementos sao raizes da unidade.

O estudo das unidades para d > 0 é bem mais dificil e serd tratado no

préximo paragrafo.

1.2.2 Teorema de Dirichlet em corpos quadraticos reais

Neste paragrafo tomamos d > 1, livre de quadrados. Para o menor deles,
d = 2, vemos que z = 1++/d é uma unidade de D e também z" é uma unidade
para todo n € N. Sendo = > 1 e real temos que 2" — 00, quando n — 0.
Assim o conjunto das unidades de D é infinito. Vamos mostrar que esse fato
nao é acidental e sim geral. De fato, demonstraremos o Teorema de Dirichlet
neste caso em que K é um corpo quadratico real exibindo uma unidade z, tal
que o grupo das unidades de D é precisamente D* = {+zf | r € Z}.

Recordemos que z € D é da forma a + bv/d com a,b € Z, se d # 1(mod 4)
e z = (a+ bv/d)/2 com a,b € Z e de mesma paridade, se d = 1(mod 4). Logo
para z = c+evVd € Q(vd) se z € D com ¢ > 0ee > 0resultaz > 1 (pois o
primeiro caso de d = 1(mod 4) ocorre com d = 5). Pela Proposicdo 1.9 dado
z € D, z # 0 temos que z é uma unidade de D se, e somente se, ™! = +7,

onde Z é o conjugado de z. Assim, se z = ¢ + ey/d é uma unidade de D tal
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que = # *1, entdo ¢ # 0 e e # 0 e o conjunto {*z,+Z} tem interse¢do nao
vazia com cada um dos seguintes intervalos (—oo, —1),(—1,0),(0,1),(1,00).
Mais ainda, = € (1, 00) se, e somente se, ¢ > 0 e e > 0.

Seja K = Q[\/t_;l], onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados, e seja

1 1

z=a+bVd, (a,b€ Z)uma unidade de K. Os nimeros z,z™!, —z, —z~! sdo

unidades de K, e como N(z) = (a+bvV/d)(a—bv/d) = +1, estes quatro niimeros

1 1

sdo +a+bVd. Para z # *1 somente um dos quatro nimeros z,z~ ', -z, -z~
é maior que um, e este é o maior dos quatro. Assim as unidades maiores que
um de K sio aquelas da forma a + bv/d com a >0, b > 0.

Seja K um corpo quadratico real. Entaor, = 2,7, = 0, assim rj+r,—1 = 1.
O Teorema de Dirichlet afirma que que o grupo das unidades de K é isomorfo ao
produto de Z com o grupo das raizes da unidades contidas em K. Como K esta
mergulhado em R, as tnicas raizes da unidade sdo +1. Logo D* ~ {1} x Z.

Para demonstrar que D* ~ {1} x Z sdo necessérios alguns resultados.

Estes resultados sao dados abaixo:

Lema 1.12. [BE] Seja D o anel de inteiros de um corpo de nimeros quadratico
| Q(\/a), onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados. Se z = ¢+ eV/d €
Q(v/d), é uma unidade de D diferente de %1, entdo:

(a) O conjunto {+z,+Z} tem interse¢do ndo vazia com cada um dos
seguintes intervalos (—oo, —1),(—1,0), (0,1), (1, 00).
(b) z > 1 se, e somente se, ¢ >0 e e > 0.
(c) O intervalo (1, M] contém apenas um nimero finito de unidades de D,
onde M > 1 é um numero real.

Demonstragao:

S6 falta demonstrar o item (c). Se 2 = ¢ + ev/d € (1, M] temos pelo item

(b) que ¢ > 0 ee > 0. Por outro lado ¢ + ev/d < M implica 2¢ < 2M e

2e < 2M. Logo a cada unidade z € (1, M] corresponde um par de niémeros
inteiros (2¢, 2e) € [1,2M) x [1,2M). Como o nimero de pares de inteiros nesse

conjunto é finito, também o nimero de unidades no intervalo serd finito. 0O

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



22

Observacao 1.13. Para concluir que D* é infinito basta mostrar que D* #

{£1).

Para demonstrar o Teorema de Dirichlet para corpos quadraticos reais

ainda vamos precisar de outros resultados. Continuamos com

Lema 1.14. (Dirichlet) [BE] Sejam @ > 0 um nimero irracional e M um

inteiro positivo. Existem inteiros z e y, taisque 0 <y < M,z > 0e|lz—ay|| <
1

H .
Demonstracao.

Dado t € R definimos [t] como sendo o maior inteiro menor ou igual a t.
Assim é claro que 0 <t — [t] < 1.

Agora dividimos o intervalo [0, 1) em M subintervalos [0,1/M), [1/M,2/M),

.y [(M = 1)/M,1), cada um com comprimento % Considere os seguintes

M + 1 nimeros: ) = a — [a], f2 = 2a — [2a],...,8u = Ma — [Ma],

Br+1 = (M+1)a—[(M+1)a]. Como o é um nimero irracional temos que cada

B; satisfaz 0 < B; < 1 e assim existem inteiros 0 < u < v < M + 1 tais que f3,

1
e 3, pertencem a um mesmo intervalo. Isto é, ||([va] — [ua]) — (v—u)a| < —.

M

1
Chamando z = [va] — [ua] e y = v — u temos que ||z — ay|| < 27 com 2 >0

ey>0. O

Lema 1.15. [BE] Seja @ > 0 um nimero irracional. Existem infinitos pares

1
de inteiros (z,y) tais que y # 0 e ||§ = < =.
Y

Demonstragao.

Primeiramente vemos que ¢ = [a] e y = 1 satisfazem as condigdes do
Lema. Suponhamos agora que ja encontramos n pares distintos de inteiros
(zi,y:),i = 1,...,n que satisfazem as condigbes do Lema. Tomemos § =
min{||z; — ayil|,7 = 1,...,n}. Como « é irracional, ||z; — ay;|| > 0 para
todo 7. Assim § > 0 também. Seja M um nimero natural tal que % < 0.
Pelo Lema anterior temos que existem z,y € Zcomz > 0e 0 <y < M

1 ; § Lt
tais que ||z — ay|| < < d. Assim (z,y) é distinto de qualquer (z;,y;) e
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infinito.

My

5

6

1

= Concluimos entao que o conjunto de tais pares é

y
O
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Teorema 1.16. [BE] Sejam D o anel de inteiros de um corpo de niimeros
quadrético K = Q(v/d), onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados e D*
o grupo das unidades de K. Existem inteiros z e y, com y # 0, tais que
z? — dy? = 1. Ou equivalentemente, D* N Z[vV/d] # {+1}.

A prova que daremos deste resultado é devida a Dirichlet e seu principal argu-
mento depende de uma boa aproximacao, por racionais, do niimero irracional

V.

Demonstragao.

Vamos comegar por encontrar k € Z tal que N(a) = k para um niimero

infinito de elementos a € Z[/d). Sejam z,y € Z com y # 0 e
le/y — Vd|| < 1/4*. (1)
Temos entao

IN(z +yVd)| = ||l2* — dy?|| = ||z — yVd|| . ||z + yVd|| =

=y2u§ ~ V) . n§+ V| < n§+ V| = u§ ~Vd+2Vd| <

SIS -Vl +2Vd< 5 +2Vd< 142V

Portanto N (z+yv/d) é um inteiro entre —1—2v/d e 1+2v/d. Como, pelo Lema
1.13, existem infinitos pares (z,y) que satisfazem (1) acima, temos que existe
k€ Z,k #0, com ||k]| <1+ 2Vd e tal que Ny := {a € Z[Vd] | N(a) = k} é
um conjunto infinito.

Sejam a, 8 € Ni tais que a~! # 1 e N(af™') = N(a)/N(B) = k/k = 1.
Assim, se encontramos «, 3 nessas condicdes e tais que af8~! € Z[\/&] o teo-
rema estd demonstrado. Observemos que af~! = af/N(B) = af/k. Esta-
mos portanto procurando a«, 3 € N tais que aff € kZ[\/(_i] e a # £f. Seja
Sy = {(Z,9) € Zyy % Zyxyla = z + yVd € Ni}, onde Z é o conjunto
das classe de inteiros médulo [|k||. Como Sj € finito e Nj é infinito, existem

a=z+yvde B =1 +yVdem Ny tais que @ # £ e (Z,7) = (,9).
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Isto é, k divide z — 2’ e y — 3. Portanto @ — 8 = kv com ~ € Z[\/c_f] Assim
k7B = (a — B)B = af — k, (pois N(B) = BB). Logo o = k(vB+1) € kZ[Vd]

e ainda o # *3, como queriamos. O

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema de Dirichlet e vamos

enuncia-lo destacando um gerador especial.

Teorema 1.17. [BE] Seja D o anel de inteiros de um corpo de nimeros
quadrético K. Existe uma unica unidade zp > 1 em D tal que toda unidade
de D é da forma *zj com n € Z.

Demonstragao.

Usando o Lema e o Teorema podemos obter uma unidade w = = + y\/c_i €
Z[\/c_i], com w > 1. Mais ainda, existe apenas um numero finito de unidades no
intervalo (1,w] (Lema 1.12-(c)). Tomamos entdo zy = min{z € D* | z > 1}
e seja v uma unidade de D com v > 1. Como zf — oo com k € N, temos
que existe n tal que 0 < z§~' < v < 2} e pela escolha de zo, n > 1. Assim
0 <1< vzg™ < z9. Novamente, pela escolha de zy temos vz}™ = 1z, ou
v = z3. Seja agora v # +1 uma unidade qualquer de D. Sabemos, pelo Lema
1.12 que {#v, v~} N (1, 00) ndo é vazio. Portanto v = +z7, com n € Z.

A unicidade de zy decorre de sua escolha. O

Defini¢ao 1.18. A unidade z¢ do Teorema 1.17 é chamada de unidade funda-
mental de D, onde D é o anel de inteiros de um corpo de niimeros quadratico

real K.

Sempre é possivel encontrar a unidade fundamental. Por exemplo, quando:
(a) d # 1(mod 4) procedemos da seguinte maneira: Vamos calculando +1 +
dy?, com y = 1,2,...,etc, até encontrar o primeiro quadrado perfeito (que

existe pelo Teorema 1.16). Isto é, o menor z positivo tal que 2 = +1+dy?, e

entdo zo = = + yv/d é a unidade fundamental pelo Teorema 1.17. O problema

¢ que nem sempre isso ocorre rapidamente. Por exemplo, para d = 31 s6 temos
sucesso quando y = 273 e entdao x = 1520. Assim sendo o processo nao é muito

efetivo. Usando a Teoria de Fragoes Continuas, Lagrange obteve um algoritmo

AVA
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eficiente para encontrar a unidade fundamental.

(b) d = 1(mod 4) podemos proceder da mesma forma em relagio a equagio

z? = +4+dy?. Por exemplo, para d = 65, tomando y = 2 obtemos —4+65.4 =
162. Isso nos leva —1 = N((16 + 2v/65)/2), ou —1 = N(8 + v/65). Temos que
8 + 65 > 1 e como os valores de z crescem com Yy vemos que y = 2 é 0

menor valor para o qual a equagdo tem solu¢do maior que 1. Dessa forma

.’I.‘0=8+\/6—5




Capitulo 2

Diagonalizacao da forma traco

sobre alguns anéis de corpos

de numeros

Neste capitulo vamos estudar a forma bilinear trago sobre alguns anéis de
inteiros de corpos de numeros. Determinaremos todos os corpos de nimeros
quadraticos para os quais a forma trago pode ser diagonalizada sobre o seu
anel de inteiros, isto é, os corpos quadraticos com uma base integral ortogonal

com respeito ao trago.

2.1 Diagonalizacao da Forma Traco

Sejam K = Q(v/d) um corpo de niimeros quadratico, onde d é um inteiro
livre de quadrados e D o seu anel de inteiros. Ja4 vimos no capitulo anterior
que {1,v/d}, respectivamente, {1, (14 v/d)/2} é uma base integral para K, no
caso de d = 2, ou 3(mod 4), respectivamente, d = 1(mod 4). Denotemos por

w o elemento
Vd, se d=2,3(mod 4),
W=N Laa/d

T d = 1(mod 4),
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para uniformizar a notagdo. Se b: D x D — Z é uma forma bilinear sobre
D dizemos que o par (D,b) é um espago bilinear. Uma Z-base {f;, B2} de D
é dita ortogonal (em relagdo a b) se b(f3;, B2) = 0. Também diremos que a base
{B1, B2} é uma base integral ortogonal para o espago bilinear (D, b).

Inicialmente vamos estudar a forma bilinear
b: DxD— Z,

definida por b(a, ) = T?‘(a.ﬁ), onde f3 é o complexo conjugado de . Temos

Teorema 2.1. [D] Seja D o anel de niimeros do corpo Q(v/d), onde d é livre
de quadrados, e considere a forma bilinear traco Tr(a.3) definida sobre D.
Entao esta forma bilinear admite uma base integral ortogonal se, e somente se,
d =2 ou 3 (mod 4).

Demonstracao:

De fato, se d = 2 ou 3 (mod 4), entdo {1, w} é uma base integral ortogonal,

pois,
b(1,w) = Tr(1w) = Tr(w) = Tr(-Vd) = (-Vd) + (Vd) = 0.

Agora, para d = 1(mod 4) suponha que existe uma base integral ortogonal
C = {B1, B2} para o espago bilinear (D, b). Como {1, w} é uma base integral,
existem p,q,r,s € Z tais que Sy =p+qw e [y =1+ sw. Logo

b(By, B2) = Tr(B1B,) = Tr ((p + qu)(r — sw))

= Tr(pr + (qr — ps)w — gsw?)

= % ((2p+ q)(2r + s) — gsd) = 0,

1 d
pois w = +2\/_. Logo 4pr + 2(ps + qr) + ¢s(1 — d) = 0. Pelo Teorema 1.3

temos que a matriz
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é unimodular, ou seja , ps — gr = +1. Assim, fazendo congruéncia médulo 4

temos:
4pr + 2(ps + qr) + gs(1 — d) = 0 = 2(mod 4) = 2(mod 4),

pois d = 1(mod 4), o que é um absurdo.
Portanto, com relagao a forma bilinear traco 7r(53,5;) a base C = {84, B2}
nao ¢ uma base integral ortogonal, qualquer que seja a base integral C de

D O

Observagdo 2.2. A forma bilinear traco Tr(af) também chamada forma
bilinear {rago hermitiana esta relacionada com a distancia usual do plano. De
fato, se identificarmos o espaco vetorial real C com R? temos que a distancia
usual de um ponto P(z,y) a origem é dada por d(P,0) = \/:m A forma

quadrética q(z,y) = 2% + y? est4 relacionada ao produto interno usual do

plano ((xay)! (331:9‘1)) = zT1 + Y- Como QTr‘(Isy) = 2$2 + 2@'2: temos que
d(P: 0) = %QTT ($1 y)

Agora passemos ao estudo da forma bilinear trago

b:DxD—Z
b(e, B) = Tr(aB),

para a, f € D, onde Tr = Trk,q € o trago de K sobre Q. Comecemos com o

seguinte resultado imediato:

Lema 2.3. [D] Seja K = Q(v/d) um corpo de niimeros tal que d = 2 ou 3(mod 4).
Entao {1, w} é uma base integral ortogonal para o espago bilinear (D, b).
Demonstragao:

Basta ver que b(1,w) = Tr(v/d) = 0. O

Se d = 1(mod 4) entao b(1,w) = Tr(w) = 1 # 0. Assim a base integral

{1,w} de D néo é ortogonal, neste caso. A seguir vamos caracterizar os inteiros




30

racionais d livre de quadrados, d = 1(mod 4), para os quais existe uma base
integral ortogonal em D relativamente a forma trago b. Comecemos com os

dois teoremas seguintes onde damos algumas condigoes equivalentes para a

existéncia de uma base integral ortogonal do anel D do corpo de nimeros

Q(v/d), para d = 1(mod 4).

Teorema 2.4. [D] Sejam K = Q(v/d), onde d = 1(mod 4) é livre de quadrados

e D seu anel de inteiros. Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:
(1) Existe uma base integral ortogonal em D relativamente a forma trago.

(2) Existem p,q,r,s € Z satisfazendo

ps—qr=1.

(2p+q)(2r +s) +gsd = 0.

(3) Existem p,q € Z tais que para
t=2p+q e A=1t2+dg?

0S numeros

sao inteiros.

(4) Existe um divisor A’ de d em Z tal que 2 é representado sobre Z pela

d
forma quadratica A’X? + A”Y?, onde A" = =

Demonstracao:

(2) implica (1): Por hipdtese existem p, g, 7, s € Z tais que ps — gqr = 1.

Sejam f3; = p + qw, B2 =T + sw. Entao o determinante da matriz
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ps — qr é igual a 1. Como {1,w} é uma base integral de K, pelo Teorema 1.3

segue que {f, B2} é uma base integral. Calculando o trago, obtemos:

b(B1, B2) = Tr(B1B2) = Tr((p + qu)(r + sw))
= Tr(pr + (ps + qr)w + gsw?)
= =((2p+ q)(2r + s) + gsd)

-0=0.

Portanto = {f;, f2} é uma base integral ortogonal.

(1) implica (2): Seja 8 = {B1, f2} uma base integral ortogonal. Como
{1,w} é uma base integral, existem p,q,7,s € Z tais que f; = p+ qw e

By = r + sw. Pelo Teorema 1.3, a matriz

p r
q s

é unimodular, ou seja , ps — qr = 1.
Se ps — gr = 1 entao vale (2.1.1). Se ps — gr = —1 entdo p(—s) +¢q(-r) = 1.
Neste caso troquemos 3, por —f, e temos novamente a equagao (2.1.1).

Para obter a equacao 2.1.2 vamos considerar as equagoes que se obtém de

b(By, B2) = 0. Temos:

b(B1, B2) = Tr(B1B2) = Tr((p + qu)(r + sw))

= Tr(pr + (ps + gr)w + gsw?)
1

2((2;0 +q)(2r + s) + gsd) = 0,

1+Vd

5 Logo (2p + q)(2r + s) + gsd = 0 e portanto vale (2.1.2).

pois w =

(2) implica (3): Para determinar r e s usemos as equagdes (2.1.1) e (2.1.2).

Colocando 7 e s em evidéncia, obtemos:




ps—qr=1
(2p+q+qd)s + (4p + 2q)r = 0.

Para usarmos a regra de Cramer, consideremos

D D 1
2p+q+qd 4p+2q 2p+q+qd 0O

D=
Dai obtemos

By 4p + 2q __22p+q 2t 2t
D 4p+4pg+q>+q2d  (2p+q)2+dg?  t2+dg? A

D, _-2p—q—qd_ (2p+q)+dg _ t+dg

"D T e+dp A A

que sao numeros inteiros por hipdtese.

(3) implica (2): Mostremos primeiramente que vale ps — gr = 1.

Sejam p,q € Z tais que parat = 2p+q e A = t2 + dq? os nimeros
2t -t —

p= -EL—J-FAE; F=AE sao inteiros. Assim ps — qr = p(%) —q( tA dq) =

peep )y oy gy TE tame g gt

A A t? + dg?

Demonstremos agora que (2p + q)(2r + s) + gsd = 0.

1.

Temos (2p+q)(2r+s)+gsd = (4p+2q)r+(2p+q+qd)s = (4p+2q)(_t qu)+

(2p+a+ad)(3) = (4p+20) (- 2L 4 (9 4 g 4 ga)(PE2) <o,

(4) implica (1): Se 2 = A'z? + A"y? onde A’A" =d e 2,y € Z, entdo x e
y sdo impares (desde que d é impar). De fato, suponhamos que z é par. De
2 = A'z?+ A"y? segue-se que A”y? é par. Como A” é impar (pois é um divisor
de d que é impar), vem que y? também é par. Logo y tem que ser par, e entdo 4

divide y? e z2. Consequentemente 4 divide 2 em Z, o que é um absurdo. Entao
Az —y

5 4=y sdo inteiros e devemos provar que r, s definidos em (2.1.3)

p:
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!

Az —y
2
A= t2 —|—dq2 == (A':II)Q—}-A’A” 2= A'2$2+A’A" 2. A’(AI$2+A”y2) =2 2&', e

sdo inteiros. De fato, t = 2p+q = 2( )+y=A'z—y+y= A’z e assim

t+dq = A'z+A'A"y = A'(z+ A"y). Entao t+dq é divisivel por 2A’ = A, isto

t+dg e 2t B t 2p+gq
= é um inteiro. Analogamente s = — = — = — = 1 —
& LR oA SAE T DA

€,
A'z £ G
=R = A = T € um Inteiro.

(1) implica (4): Usando as notagdes acima demonstremos que as condicdes
equivalentes (1), (2) e (3) j4 demonstradas, implicam (4). Primeiro vamos
demonstrar que ¢ e s sao impares.

Tomando a igualdade (2.1.2) médulo 4, temos

2+ ¢s(1+d) = 0(mod 4)

Como 1 + d = 2(mod 4), (pois d = 1(mod 4)) temos que 2 + ¢s(1 + d) =
2 + 2gs(mod 4) = 0(mod 4). Desde que 2 ndo é congruente a zero médulo 4
temos que ¢s é impar. Consequentemente g e s sao impares.

Agora vamos comecar a demonstrar o item (4) exibindo um divisor A’ de
d em Z.

Como ¢ é fmpar, o nimero t = 2p + ¢ (definido no item (3)) é impar.
Como para todo nimero impar z, 22 = 1(mod 4) temos que t> = ¢?(mod 4) =

1(mod 4). Como d = 1(mod 4) segue-se que A = t? + dg> = 1 + 1(mod 4) ou

A
A = 2(mod 4). Logo A é par e fazendo A’ = 5 entdo A’ é impar. De (2.1.3)

obtemos A’|(t+dq) e A’|t. Como dg = (t+dgq) —t, obtemos também que A'|dg.
Agora vamos demonstrar que A’ divide d.

Seja di = mdc(t,q). Como t = 2p + ¢ é impar entdo d, é impar. Como d;
divide 2p =t — q e é impar vem que d, divide p. Logo d, divide mdc(p,q) = 1,
(por 2.1.1), ou seja, d; = 1. Pela identidade de Bezout existem z;, z, € Z tais
que 1 = gz +txe. Logo d = dq.xy + t.dz,. Como A’ divide ¢ e dq segue-se que
A'ld.

Agora para finalizar a demonstragdo, por definigdo de A’ temos 2A"' = A =
t2 +dg? = (sA")2 + A'A"¢? = A'(A's? + A"g?), isto é, 2 = A's? + A"¢? e vale
(4). O
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Coroldrio 2.5. [D] Seja D o anel de inteiros de Q(v/d), onde d > 1 é um
inteiro livre de quadrados e d = 1(mod 4). Entdo néo existe uma base integral
ortogonal em D relativamente a forma trago.

Demonstracio:

Por hipdtese d > 5 e como A'.A” = d, temos que A’ e A” tem o mesmo
sinal. Se ambos sao negativos entao, evidentemente nao existem z, y € Z
tais que 2 = A’'z? + A”y% Se ambos sdo positivos, sem perda de generalidade,
podemos supor que A’ > 2. Portanto se 2 = A’z? + A"y? para z, y € Z entdo

=0. Dai 2 = A"y? com y € Z; o que é um absurdo. 0.

Observagao 2.6. Seja ¢ = u + vy/a a unidade fundamental do corpo Q(+/a)
2

onde a = 3(mod 4), a > 0 e livre de quadrados. Entdo Ne = u? — av? = 1,
desde que a = 3(mod 4). Denota e = u,, + v,\/a, para n € Z. Observemos
que u é fmpar se, e somente se, v é par se, e somente se, todos u,, sao impares.
Vamos demonstrar estas afirmacoes:

De u? — av? = 1, a demonstracdo de que u é impar se, e somente se, v é
par, é simples. Agora se todos os u, sao impares entdo u = u; é impar. Dai
v é par.

Reciprocamente se u é impar, de u? — av? = 1 segue-se que v é par. Assim
u; = u é impar. De e¥t! = ¢k ¢, segue-se que ug4, = ug.u + avvg. Logo por
indugao em n € N temos que u,, é impar, para todo n € N.

Negando as equivaléncias anteriores podemos concluir que: Se u, é par

para algum n entdo u é par.

Teorema 2.7. [D] Seja K = Q(v/d) onde d = 1(mod 4) é livre de quadrados e

d < 0. Seja € = u+vy/a a unidade fundamental do anel de inteiros D do corpo
Q(y/a), onde a = —d > 0. Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(1) Existe uma base integral ortogonal no anel Dy relativamente a forma
traco.

(2) u é par.
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Demonstracao:

(2) implica (1): Suponha que u é par. Entdo de 1 = Ne = u? — av? segue
que u?—1 = av? o que implica que (u+1)(u—1) = av? e mde(u+1,u—1) = 1.

Consequentemente

u+1=a2°

u—1=ayy?

2 — ayy? e tomando

onde aja; = a e xy = v. Subtraindo obtemos 2 = ax
A" = a;, A" = —ay obtemos (4) onde A’A" = —aya; = —a = d. Logo, pelo
Teorema 2.4 existe uma base integral ortogonal em Dy relativamente a forma
tracgo.

(1) implica (2):. Pelo Teorema 2.4 existe A’ dividindo d e z,y € Z satis-

s d
fazendo A'z? + A"y? = 2, onde A" = ~ Entdo A’A” = d = —a por hipétese.

Observemos que como 2 = A'z?+ A"y? segue que A’'z? = 2— A"y%. Subtraindo
1 de ambos os lados obtemos A’z? — 1 =1— A"y? = U e V = zy satisfazendo
U2—aV?2=(A'z22-1)(1-A"y?)+ A'A"z%y? = A'z? — A'A"z2y% -1+ A"y +
A'A'z%y? = A'z?2 + A"y’ —1=2—-1 = 1. Além disso U é par. De fato, segue
do Teorema 2.4 que 2 = z?A’ + y?A”, onde A’A" = d e z,y € Z. Entdo z,y
sao fmpares (desde que d é impar). Assim, U = 1 — A"y? é par. Portanto da

observagdo 2.6 segue que vale (5) vale. O

Teorema 2.8. [D] Seja p = 3(mod 4) um nimero primo, e seja € = u + v,/p
a unidade fundamental do anel de inteiros D de Q(,/p). Entao u é par.

Demonstracao:

Pela observacao 2.6, Ne = 1, assim (u + 1)(u — 1) = pv?. Se u é impar,
entdo v é par. Sejam u = 2u; + 1 e v = 2v;, onde u;,v; € Z. Entdo (2u; + 1+
1)(2u;+1—1) = 4pv? o que implica que 4u?+4u; = 4pv?. Logo u; (uy+1) = pv?

e como u; € u; + 1 sao primos entre si, temos




uy+1 = py? u+1 =

w = 22 Ry 0=
para alguns inteiros positivos z,y satisfazendo zy = v;.
O primeiro caso é impossivel médulo 4. De fato, u; + 1 — py? = 0(mod 4), e
como u; = z? temos z2 + 1 — py? = 0(mod 4). Para ver isto consideremos as
quatro possibilidades:
(a) quando z e y sdo pares temos 1 = 0(mod 4) o que é um absurdo.
(b) quando z e y sao impares temos —1 = 0(mod 4) o que é um absurdo.
(c) quando z é par e y é impar temos —2 = 0(mod 4) o que é um absurdo.
(d) quando z é impar e y é par temos 2 = 0(mod 4) o que é um absurdo.
No segundo caso subtraindo obtemos py?+1 = 22 o que implica 2% — py? =
1, onde z < u; + 1 < u. Isto contradiz a minimalidade de uw. Portanto u é

par. O

Coroldrio 2.9. [D] Se p = 3(mod 4) é um nimero primo, entdo no anel de
inteiros D do corpo Q(y/—p) existe uma base integral ortogonal relativamente
a forma traco.

Demonstracao:

Temos que p = 3(mod 4) assim —p = 1(mod 4). Seja e = u+v,/p a unidade
fundamental do anel de inteiros do corpo Q(/p). Entao pelo Teorema 2.8 u é
par. Logo, pelo Teorema 2.7 segue que existe uma base integral ortogonal no

anel D. Od

Teorema 2.10. [D] Sejam p, ¢ nimeros primos, pg = 3(mod 4), seja € =
u + v,/pq a unidade fundamental do corpo Q(,/pgq). Se (g) = —1 entdo u é
par.

Demonstracao:

Temos Ne = u? — pqv* = 1, onde u,v > 0. Sem perda de generalidade
podemos assumir que p = 1(mod 4),q = 3(mod 4).

Suponhamos que u é impar. Entao v é par, isto é , u = 2u; +1,v = 2v,. De

u? —pqu? = 1 segue que u?—1 = pquv?, logo (u+1)(u—1) = pqv?. Substituindo
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os valores de u e v obtemos (2u; + 1 + 1)(2u; + 1 — 1) = 4pgv? o que implica
(2u; + 2)(2u;) = 4pqu?. Entdo 4u? + 4u; = 4pqv?, ou seja, u;(u; + 1) = pqv?.
Novamente como u; e u; +1 sdo primos entre si temos as quatro possibilidades:

(i) w1 + 1 = pgz? e u; = ¢,

(ii) w1 + 1 = 22 e u; = pgy?,

(iii) u; + 1 = pz? e u; = qy?,

(iv) u; + 1 = qz? e u; = py?,
onde z,y sdo inteiros positivos de diferentes paridades e zy = v,. Subtraindo
obtemos:
Em (i) e em (iv) sdo impossiveis médulo 4. Primeiramente vamos analisar o
caso (i). De (i) segue que y*> + 1 = pgz? que implica pgz? — y* = 1. Assim,
temos dois casos a considerar: quando z é par e y é impar e quando z é impar
e y é par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4) e do segundo caso temos
2 = 0(mod 4), ambos absurdo. Agora analisemos o caso (iv). De (iv) temos
py? + 1 = qz? que implica qz? — py? = 1. Assim, analogamente ao caso (i)
temos dois casos a considerar: quando z é par e y é impar e quando = é impar
e y é par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4) e do segundo caso temos
2 = 0(mod 4), ambos absurdo.

De (iii): qy? + 1 = pz? implica pz? — qy* = 1. Logo pz? = 1(mod q) e dai
(px)? = p(mod q). Isto contradiz a hipétese de que (p) = -1.

De (ii): z? — pgy® = 1 obtemos N(z + y,/pq) = i} Pela minimalidade de
u temos u < z < v; < u; < u, o que é uma contradicao. Logo u é par, como

queriamos demonstrar. O

Corolério 2.11. [D] Se p, ¢ sdo primos satisfazendo pg = 3(mod 4) (g) =

—1, entdo no anel de inteiros do corpo Q(y/—pgq) existe uma base integral
ortogonal relativamente a forma traco.

Demonstracao:

Pelo Teorema 2.10 segue que u é par, entdao pelo Teorema 2.7 existe uma
base integral ortogonal no anel de inteiros do corpo Q(\/—pq), onde —pg =
1(mod 4). O
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Observagao 2.12. Existem corpos do tipo Q(1/—pq) que nio satisfazem as
hipéteses do Coroldrio 2.11 e no entanto admitem uma base integral ortogonal.
Em outras palavras, a reciproca do Coroldrio 2.11 nao é védlida. Por exemplo,
para p = 17 e ¢ = 19 temos pg = 3(mod 4), mas (E) = 1, (pois 6% =
17(mod 19)). Logo as hipéteses do Corolario 2.11 nao eq;téo satisfeitas. Mas
para estes valores temos a unidade fundamental ¢ = 18 + ,/pq, em Q(,/pq).
Entao pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal no corpo Q(/—pq),
pois u é par e —pq = 1(mod 4).

Ainda, se (g) = 1 podemos afirmar que existem corpos do tipo Q(v/—pq)

que nao admitem uma base integral ortogonal. Por exemplo, para p = 11 e

g = 5 temos pg = 3(mod 4), e (g) = 1, (pois 12 = 11(mod 5)). Para estes

valores temos a unidade fundamental ¢ = 89 +12,/pq, em Q(,/pq). Entao pelo
Teorema 2.7 ndo existe uma base integral ortogonal no corpo Q(\/=pgq), pois

u é impar.

Teorema 2.13. Sejam p,q e r nimeros primos tais que pgr = 3(mod 4)
: pPq

J/P@r a unidade fundamental d vrr). se (B) =
u + vy/pgr a unidade fundamental do corpo Q(,/pgr). Se ”

pr) = -1, (%) = —1 e se ocorrer uma das condicdes:

(iii)

entao u é par.

Demonstracao:

Temos Ne = u? — pgrv? = 1, onde u,v > 0. Podemos assumir que
p = 1(mod 4), ¢ = 1(mod 4) e r = 3(mod 4). Suponhamos que u é impar.

Entdo v é par, isto é, u = 2u; + 1 e v = 2v;. De u? — pgrv? = 1 segue que
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u? — 1 = pgrv?, logo (u + 1)(u — 1) = pgrv?. Substituindo obtemos (2u; +
1+ 1)(2u; + 1 — 1) = 4pgrv? o que implica (2u; + 2)(2u;) = 4pgrv?. Entéo
4u? + 4du; = 4pqro, ou seja, uy(u; + 1) = pgrvi. Novamente como u; e uy + 1
sao primos entre si temos as oito possibilidades:

(i) uy + 1 = pgrz? e u; = y?,

(ii) uy + 1 = 22 e u; = pqry?,

(iii) vy + 1 = pga? e uy = ry?,

(iv) u; + 1 = prz? e u; = qv?,

(V) w1 +1=gqrz’® e uy = py?,

(vi) uy + 1 = pz? e u; = qry?,

(vii) u; + 1 = qz? e u; = pry?,
2 e uy = pgy?,

onde z,y sao inteiros positivos de diferentes paridades e zy = v;. Subtraindo

(viii) yy +1=rz

obtemos:

Em (i) é impossivel médulo 4. De (i) segue que y?+ 1 = pgrz? que implica
pqrz? — y? = 1. Assim, temos dois casos a considerar: quando x é par e y é
impar e quando = é impar e y é par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4)
e do segundo caso temos 2 = 0(mod 4), ambos absurdo.

De (ii): °—pgry® = 1 obtemos N(z+y,/pgr) = 1, entdo pela minimalidade
de u temos u < z < v; < u; < u, 0 que ¢ uma contradicao.

De (iii): ry? + 1 = pgz? implica pgz? — ry*> = 1 entdo pgz? = 1(mod ).
Disto segue que p?q*z? = pg(mod r), logo pg é um residuo quadrético médulo
r, contrariando o fato de que (iq) =-1.

De (iv): qy? + 1 = pra? implica pra? — qy? = 1 entdo prz? = 1(mod q).
Disto segue que p*r2z? = pr(mod q). Logo pr é um residuo quadratico médulo
g, contrariando o fato de que (%) = —1.

1(mod p).
T —

De (v): py? + 1 = grz? implica grz?® — py? = 1 entdo qrz?

Disto segue que ¢*r?z% = qr(mod p), contrariando o fato de que (
1

De (vi): gry? + 1 = pz? implica pz? — qry? = 1 entdo pz? = 1(mod q) ou

pz? = 1(mod r). Disto segue que p’z? = p(mod ¢q) ou p*z? = p(mod r). Logo
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p é um residuo quadratico médulo ¢ ou p é um residuo quadréatico médulo r,

contrariando o fato de que (E e E) = —1.
q T

De (vii): pry? + 1 = gz? implica gz? — pry? = 1 entdo qz? = 1(mod p) ou

qz? = 1(mod r). Disto segue que ¢?z? = g(mod p) ou ¢*z? = q(mod r). Logo

q é um residuo quadrético médulo p ou ¢ é um residuo quadratico médulo 7,

contrariando o fato de que (2) =-le ( ) = -],
p T

De (viii): pgy* + 1 = rz? implica rz? — pqy? = 1 entdo rz? = 1(mod p) ou
rz? = 1(mod q). Disto segue que r?z? = r(mod p) ou r%z% = r(mod q). Logo
r é um residuo quadréatico médulo p ou r é um residuo quadréatico médulo g,
contrariando o fato de que (t) =—-le (Z = —1. Logo u é par, como
queriamos demonstrar. i 2

Generalizando o Teorema anterior para um nimero finito de primos distin-

tos obtivemos o Coroléario:

Corolério 2.14. Sejam py,pa, ..., p, nimeros primos, p1ps ... p, = 3(mod 4),

seja € = u + vy/P1p2 - - - pn a unidade fundamental do corpo Q(\/pP1p2 - Pn)-
5

o B p i =
Se (=M1 71y — 1, paras=1,2,...,n — 1 entdo u é par.
Pj
Demonstracao:

A demonstracao é andloga a demonstragao do Teorema 2.13.

2.2 Exemplos

Para melhor entender os resultados aqui apresentados daremos alguns
exemplos da existéncia ou ndo de uma base integral ortogonal para o anel
de inteiros de corpos quadraticos imagindrios.
Seja d = 1(mod 4). Para alguns d em questdo serao dados:
—-d, (A,4A"), (z,9)
satisfazendo
22A' + y?A" =

e uma base integral ortogonal




{B1, B2} = {p + quw,r + sw}.

Como d = —(A’A") podemos sempre assumir A” < 0.

(a) d=-3.

Seja ¢ = u+v+/a a unidade fundamental do corpo Q(/a) onde a = —d = 3.
(Entdo a = 3(mod 4)). De Ne = u? — 3v? = 1 encontramos u = +2 e v = %1,
ou seja, u é par. Entdo a unidade fundamental do corpo Q(v/3) é & = 2 + /3.
Logo, pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal em Q(1/=3).

Agora calculemos a base integral ortogonal.

Pelo Teorema 2.4 temos que A’A” = —3 o que implicaque A’ > 0 e A” < 0.
Logo A’ = 3e A” = —1ouentdio A’ = 1e A" = —3. Temos dois casos a
analisar:

(i) (A',A") = (1,-3). Pelo Teorema 2.4 segue que z2 — 3y?> = 2. Como
2?2 = 2(mod 3) ndo admite solucdo, entdo 2 — 3y? = 2 ndo admite solucio em
Z.

(ii) (A’,A") = (3,—1). Pelo Teorema 2.4 segue que 322 — y? = 2 admite a

solugdo (z,y) = (1,1).
Az —
.

valores de z, y e A’ obtemos p = 1 e ¢ = 1. Assim utilizando as equacgoes 2.1.1 e

e g = y. Substituindo os

Ainda, pelo Teorema 2.4 temos p =

2.1.2 obtemos r = 0 e s = 1. Portanto, {f, 2} = {p+qw, r+sw} = {1+w, w},

1++/-3
—

(b) d = —11.
Seja € = u + vy/a a unidade fundamental do corpo Q(y/a) onde a = —d =

onde w =

11, (a = 3(mod4)). De Ne = u?—11v? = 1 encontramos u = £10 e v = £3,
ou seja, u é par. Entdo a unidade fundamental do corpo Q(v/11) é € = 10 +
3v/11. Logo, pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal em Q(y/—11).
Calculemos agora a base integral ortogonal.
Pelo Teorema 2.4 temos que A’A” = —11 que implica A’ > 0e A" < 0.
Logo A’ =11 e A” = —1 ou entdo A’ = 1 e A” = —11. Temos dois casos a
analisar:

i ; = (1,—11). Pelo Teorema 2.4 segue que z* — 11y* = 2. Como
i] (ALY 1,—11). Pelo Tt 24 2 -1192=2.C
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2?2 = 2(mod 11) nao admite solugio, entdo z? — 11y? = 2 nao admite solugao
em Z.
(ii) (A’,A”) = (11, —1). Pelo Teorema 2.4 segue que 11z* — y* = 2 admite

a solugao (z,y) = (1, 3).

Az —
2

valores obtidos de z, y e A’ obtemos p = 4 e ¢ = 3. Assim utilizando as

Yo g = y. Substituindo os

Ainda, pelo Teorema 2.4 temos p =

equagoes 2.1.1 e 2.1.2 obtemos r = 1 e s = 1. Portanto, {81, 52} = {p+qw,r+
1 /=11
5 !
Veremos que para d = —39 nao existe uma base integral ortogonal.
(c) d=-39.

Seja € = u + vy/a a unidade fundamental do corpo Q(y/a) onde a = —d =

sw} = {4+ 3w,1+ w}, onde w =

39, (a = 3(mod 4)), entdo Ne = u? — 39v? = 1 entdo u = +25 e v = +4,
ou seja, u é impar. Entdo a unidade fundamental do corpo Q(v/39) é ¢ =
25 + 41/39. Logo, pelo Teorema 2.7 ndo existe uma base integral ortogonal em
Q(v-39).

Outra maneira de verificar que nao existe uma base integral ortogonal é
provar que a equacao A’'z? + A”y? = 2 ndo admite solugdo em Z. De fato, pelo
Teorema 2.4 temos que A’A"” = —39 que implica A’ > 0 e A” < 0. Logo temos
quatro casos a analisar:

(i) (A',A") = (1,-39). Pelo Teorema 2.4 segue que z2 — 39y% = 2. Como
z? = 2(mod 13) nao admite solucdo, entdao 22 — 39y = 2 nio admite solugao
em Z.

(ii) (A’, A") = (39,—1). Pelo Teorema 2.4 segue que 39z% — y2 = 2. Como
—y? = 2(mod 13) ndo admite solugdo, entdo 39z% — y? = 2 nao admite solugao
em Z.

(iii) (A’,A") = (3,—13). Pelo Teorema 2.4 segue que 3z% — 13y*> = 2, o
que implica 3z? = 2(mod 13). Multiplicando por 9 temos z? = 5(mod 13), o
qual ndo admite solugdo. Assim 3z% — 13y? = 2 ndo admite solu¢do em Z.

(iv) (A’,A") = (13,-3). Pelo Teorema 2.4 segue que 13z% — 3y? = 2, o

que implica 13z? = 2(mod 3). Dai z? = 2(mod 3), o qual ndo admite solugao.
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Assim 1322 — 3y? = 2 ndo admite solu¢do em Z.

Observacao 2.15. Nao conhecemos qualquer corpo cibico com uma base

integral ortogonal.

2.3 Corpos Biquadraticos

Baseando nos resultados anteriores é facil dar exemplos de corpos bi-
quadraticos cujos anéis de inteiros admitem bases integrais ortogonais rela-
tivamente a forma traco.

Fixemos a seguinte notagdo: Para j = 1,2, seja K; = Q( \/(;TJ) o corpo de
nimero quadratico de discriminante d;, ou seja, d; = 1(mod 4), e d, # ds.
Entao K = KK é um corpo biquadrdtico. Suponha que {6{, ﬁ%} ¢ uma base

integral de K, e considere o conjunto
B={pp;:1<4,k<2}.

Vamos demonstrar que nesta situagdo B é uma base integral para K.

Em geral é muito dificil o cdlculo de uma base integral para um corpo de
numeros, e como a definicdo de discriminante envolve a principio o conheci-
mento de uma base integral espera-se que o discriminante também seja dificil
de se calcular. No entanto existe um Teorema devido a Hilbert, cuja demon-
stracdo envolve a teoria analitica de nimeros, (Férmula Condutor Discrimi-
nante), que determina o discriminante de alguns corpos sem ter a necessidade
de conhecer qualquer base integral do corpo de niimeros em questdao. Com isto

em mente temos:

Teorema 2.16. Para j = 1,2 sejam K; = Q(1/d;), d; = 1(mod 4) e d, # d».
Se mdc(dy,ds) = 1, entdo o discriminante de K = K;K, é igual a (d;.d;)? e B
é uma base integral de K.

Demonstracao:

Que o discriminante de K é (d;.d2)? segue do Teorema de Hilbert (Veja [H],

Teorema 88).
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Para demonstrar que B é uma base integral, primeiramente note que se
Gal(K,,Q) = {1,0,} e Gal(K,,Q) = {1, 05} entdo Gal(K,K3, Q) é isomorfo a
{1,01} x {1,02}. Como d; = 1(mod 4), j = 1,2 entdo B = {1, % -+ %\/a}

L il
e B2 = {1, = 5\/(12} sao bases integrais de K; e K, respectivamente. Assim

B =fifs = {1, 301+ V&), 31+ V&), 01+ V& +Va+ VT e 0

discriminante de B é

%(1+\/d—1) %(1+\/d_2) i(1+\/d_1+\/d_2+vdld2)

%(1_\/3) %(1+\/3;) %(lﬁx/d_ﬁ\/d_—\/m)

SOHVE)  S0-VE) {0V —VE— V)

SAVE)  S0-VE)  {0-VE VI

1+ d, 1++/dy+Vdy+/d dy
1 - d, 1—V/d,++/dy—+/d\d,

d, 14++/d, —/dy—/d1d,

1—+/d,—/dy++/d1d;




1+vdy, 14++d2 1+di+Vdy+Vdid;

—2v/d, —2(Vdi + Vddy)

—2V/d, —2(Vdy + Vddy)

—-2Vd, -2V/d, —2(Vd; + Vdy)

o {6
—\16
A[B] = 6(K) segue que B é uma base integral de K. O

2
) (16d;d2)* = (d1d3)?. Como B C Dy e é linearmente independente e

Para o teorema seguinte vamos usar as seguintes notagdes: Tr; = Ty, q,

T?‘jf = TTK,!K_,— eTr = TTK‘(Q.

Teorema 2.17. Para j =1, 2 sejam K, = Q(\/dj), d; = 1(mod 4) e {8, B3}
uma base integral ortogonal de K;. Entdo B é ortogonal com respeito a forma
traco b(z,y) = Tr(xzy). Além disso, se mde(d;,d;) = 1 entdo B é uma base
integral ortogonal de K.

Demonstracio:

Sejam i,k,l,m € {1,2}. Desde que Tr = Try o Try, Tryk, = Tr,

e Try é K- linear , entao

Tr(g80 - 698%) = Try (Tru (B8 - BP6D)) =
=Try (BB - Tru (678D = Try (B8 - Tra(662) ) =
= Try(88") - Tr2(8P8P) = 0,

a menos que ¢ = [ e k = m. Assim B é ortogonal com respeito a forma traco.

O resto da demonstracao segue do Teorema anterior. O

Observagao 2.18. Também nao sabemos se existe uma base integral ortogo-

nal em um corpo biquadratico que nao satisfaz as hipéteses do Teorema 2.17.
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