
(Rafísela) Raposo) Palmieri

nalização
reráligu

Diago
Sob

Formafiraço
nslânéis De)intesOS

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp * 12 13 14 15 16 17 18 19



5 6

1910001373

Mn

FS
AVAVAV

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



te UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
"JÚLIO DE MESQUITA FILHO"
Campus de São José do Rio Preto

Diagonalização Da Forma Traço
Sobre Alguns Anéis De Inteiros

Raffaela Raposo Palmieri

Orientador: Prof. Dr. Clotilzio Moreira dos

Santos

Dissertação apresentada ao Departamento de

Matemática ­ IBILCE ­ UNESP, como parte dos

requisitos para a obtenção do Título de Mestre em

Matemática.

São José do Rio Preto ­ SP
Março ­ 2005

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



FSH

04/04/2005
Doação
R$ 19,00

AUTOR(A)
076/2005
99/05

Palmieri, Raffaela Raposo .
Diagonalização da forma traço sobre alguns anéis de inteiros /

Raffaela Raposo Palmieri­ São José do Rio Preto : [s.n.], 2005
46f. ;30 cm.

Orientador: Clotilzio Moreira dos Santos
Dissertação (mestrado) — Universidade Estadual Paulista. Instituto de

Biociências, Letras e Ciências Exatas

1. Álgebra. 2. Forma quadrática . 3. Forma traço. 4. Corpos de
números quadráticos. 5. Base integral ortogonal. 6. Anéis de inteiros. 7.
I. Santos, Clotilzio Moreira dos. II. Universidade Estadual Paulista.
Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas. III. Título.

CDU— 511.23

5 6

FS
AVAVAV

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5 6 | unesp
FS

AVAVAV
vAY

12

À minha mãe,

Silvania,

e à minha irmã,

Manuela,

dedico.

13 14 15 16 17 18



Agradecimentos

Ao concluir este trabalho deixo aqui meus agradecimentos:

A Deus, pela saúde e por permitir a realização de mais um sonho,

À minha mãe e à minha irmã pela força, perseverança, união e pelo imenso
amor.

Aos professores do Departamento de Matemática da FCT ­ UNESP (Câmpus
de Presidente Prudente) pela amizade e pelo conhecimento transmitido. Es­

pecialmente ao Prof. Dr. José Roberto Nogueira pela credibilidade e amizade

durante a graduação e principalmente durante o projeto de Iniciação Científica.

À banca examinadora.

Ao Prof. Dr. Clotílzio Moreira dos Santos pela paciência, amizade e valiosa

orientação.

À amiga Janete do Prado pelo apoio e amizade.
À Dona Amélia, Sr. Pedro e às amigas do pensionato pela nova família.
Aos professores do Departamento de Matemática do IBILCE ­ UNESP pelo

conhecimento transmitido.

À CAPES pelo apoio financeiro.

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Resumo

Neste trabalho estamos interessados no problema da forma traço sobre cor­

pos de números. Estudamos quando a forma traço pode ser diagonalizada, isto

é, quando no anel de inteiros de um corpo de números quadrático existe uma

base integral ortogonal com respeito ao traço. Também são dados exemplos

de corpos de grau maior com a mesma propriedade.

Palavras­Chaves: Forma Traço, Corpos Quadráticos, Base Integral Or­

togonal.
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Abstract

In this work we are concerned with the problem of the study the trace form
in the number fields. We study when the form trace can be diagonalized, i.e.,

when on the ring of integers of a quadratic number field there is an integral
basis orthogonal with respect to the trace form. There are also given examples

of fields of higher degree with the same property.

Keywords: Trace Form, Quadratic Fields, Orthogonal Integral Basis.
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Z : o conjunto do números inteiros

Q : o conjunto dos números racionais

CTC : o conjunto dos números complexos

Op : grau do polinômio p.

K : corpo de números

[K: Q) : grau de K sobre Q
Trx/Q: traço em relação à extensão K/Q
Q(vVd) : corpo quadrático
II: produtório

>> : somatório

N(6) : norma de À

Tr(6) : traço de 8

Dx : anel dos inteiros algébricos do corpo de números K

P(D) : posto de D

(a;;) : matriz
det(a;;) : determinante de (a;;)
Adj(M) : adjunta da matriz M
M”7! : inversa de M

Msr : matriz de mudança da base S para a base T

0;x : delta de Kronecker

AÍS] ou Ae, ..., en) : discriminante da base S = fe,...,en)
A(K) : discriminante de qualquer base integral de K

D* : grupo das unidades de K

(o91,:..,9n) : conjunto dos n monomorfismos de K em T

W : grupo cíclico finito constituído das raízes da unidade contidas em K

T : conjugado complexo do elemento x
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(D,b) : um espaço bilinear

(91,da) : uma Z­base
e : a unidade fundamental do anel de inteiros D de um corpo quadrático
Ne : norma da unidade fundamental

(2) =1:pé um resíduo quadrático módulo q
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Introdução

O Capítulo 1 contém resultados básicos da Teoria Algébrica dos Números

que servem de suporte para o Capítulo 2. Nele introduziremos conceitos im­

portantes da Teoria Álgébrica dos Números, tais como elementos algébricos

sobre um corpo, corpo de números quadráticos e alguns de seus principais

parâmetros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral,

Norma e Traço de um elemento.

Demonstraremos o Teorema de Dirichlet para corpos quadráticos a menos

de alguns resultados fortes sobre números, cuja demonstração é necessária

à teoria analítica, obtendo assim resultados importantes sobre o grupo das

unidades do anel de inteiros de um corpo quadrático. Finalizaremos o capítulo

com o conceito de unidade fundamental (um gerador da parte livre do grupo

das unidades) que tem papel central no Capítulo Dois em se tratando da

existência de uma base integral ortogonal, ou seja, na diagonalização da forma

traço.
|

O objetivo do Capítulo 2 e da dissertação é demonstrar para quais valores

inteiros d não nulo e livre de quadrados existe uma base integral ortogonal para

o anel de inteiros de um corpo de números quadrático K = Q(Vd) segundo
as formas traços usuais Dx D — Z definidas por (x,y) = tre/o(Ty) e

tre/e(T7). Em resumo, teremos os seguintes resultados:
Com relação à forma traço trk/Q(Ty), para d = 2,3(mod 4), temos que

(1, Vd) é uma base integral ortogonal. Para o caso d = l(mod 4) não ex­
iste uma base integral ortogonal, se d > 1. Ágora para d < O existe uma base
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10

integral ortogonal se, e somente se, u é par, onde e = u+uy­—déa unidade fun­

damental do corpo Q(yV—d) (Teorema 2.7). Em particular, o corpo Q(V=Pp),
onde p = 3(mod 4) é um número primo, tem uma base integral ortogonal.

Sejam p, q números primos positivos com pq = 3(mod 4). Então em

Q(y­rpg) existe uma base integral ortogonal se, e somente se, p não é um

resíduo quadrático módulo q. Para casos bem particulares de corpos quárticos

provamos que existem bases integrais ortogonais. Finalizamos a dissertação

exibindo vários exemplos.
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Capítulo 1

Unidades em Anéis de Corpos

Quadráticos

Neste capítulo introduzimos os conceitos de elemento algébrico, corpos de

números, corpo quadrático, norma e traço de um elemento, inteiro algébrico,

anel dos inteiros algébricos, base integral. Mostraremos que a partir de uma

base integral de um dado corpo quadrático calculamos o seu discriminante

(Teorema 1.8). Finalizaremos o capítulo demonstrando o Teorema de Dirichlet

para corpos quadráticos, e provamos que o grupo das unidades do anel de

inteiros possui um único gerador maior que 1 quando o corpo quadrático é

real, (Teorema 1.17).

1.1. Norma, Traço e Bases Integrais

Um número complexo a é dito número algébrico se ele é raiz de um polinômio

não nulo com coeficientes em Q. Em todo o texto K será um corpo de números,

isto é, uma extensão finita de Q contida em CT. Pelo Teorema do Elemento

Primitivo tem­se que K = Q(9), onde 6 é um número algébrico. Neste caso, se

p(X) é o polinômio minimal (= polinômio irredutível) de 9 sobre Q então o grau

11
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12

de p(X) é igual ao grau da extensão K 5 Q. Em símbolos: 9p(X) = [K: Q].
Um corpo quadrático é uma extensão K > Q de grau 2. É imediata a

demonstração de que todo corpo quadrático é uma extensão radical, ou seja,

é da forma EVA), para algum d € Z livre de quadrados. Um número inteiro
racional não nulo d É 1 é dito livre de quadrados se qualquer que seja o número

primo p €E Z, pº não é um fator de d.
Um corpo quadrático Q(Vd) é dito real se d > O, isto é, Q(Vd) E Re se

d<0,Q(Vd) é dito imaginário.
Seja K = Q(9) um corpo de número de grau n. Então existem exatamente

n monomorfismos 0; : K — C. Os elementos 0;(6) = 9; são exatamente as

raízes do polinômio minimal de 9 sobre Q. Para um elemento qualquer 8 E K

definimos a Norma e o Traço de À, respectivamente, por:
n

N(8) = [[0:(0),
i=1l

Tr(6) =

Para todo 6 E K tem­se que N(6) e Tr(0) são números racionais. Além
disso N : K— Q é uma funçaô multiplicativa e Tr : K > Q é uma função

Q­linear.

No caso em que K = Q(vd), onde d é livre de quadrados os monomorfismos
de K em C são a identidade e a conjugação dada por o(a + byVd) = a — bvVd,
ondea, be Q. Assim N(a + byVd) = a? — db? e Tr(a + bVd) = 2a.

Um número complexo a é dito inteiro algébrico se ele é raiz de um polinômio

mônico não nulo com coeficientes em Z. Seja K um corpo de números e Dx o

conjunto de todos os inteiros algébricos de K. Então Dx é um anel, dito anel

de inteiros de K. Quando não houver possibilidade de confusão escreveremos

apenas D para o anel de inteiros de um corpo de números K.

Como D C€C C€ é claro que D é um grupo abeliano, logo um Z­módulo. É
possível demonstrar que D é um Z­módulo de posto finito (denotamos posto
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de D por p(D)) e p(D) =[K:Q].

Definição 1.1. Seja D o anel de inteiros de um corpo de números. Uma

Z­base de D é dita uma base integral.

Observação 1.2. Desde que o p(D) é igual a [K : Q] toda base integral é uma

Q­base para K.

Uma matriz quadrada de ordem n com entradas a;; € Z é dita unimodular
se ela é inversível no anel das matrizes quadradas de ordem n com entradas

inteiras racionais, equivalentemente, se seu determinante é 1 ou ­1. Com isto

podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.3. [ST] Sejam D o anel de inteiros de um corpo de números
n

K, com base fei,...,en) € a:; € Z, 1,j = 1,...,n. Então (e; = Dae,
i=1,2,...,n) é base de D se, e somente se, a matriz M = (a;;) é unimodular.

Demonstração:

Suponhamos que fc1,...,cn) é uma Z base de D e seja e; = DDUNTAS com
bjk E Z. Substituindo OS valores de EG.temos:
3a = SaulDo bac = DDSD abjkCk) =SD zojk)Ck. Isto

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1limplicaque

OQ. a;3bjk) = (Six),
onde ó;, é o delta de Kronecker. Logo (a;;)(bjk) = In. Calculando o determi­
nante temos que det(a;;).det(bjk) = 1. Como os determinantes destas matrizes
são números inteiros racionais temos que det(a;;) = det(bj.) = 1.

Reciprocamente, se a matriz M é unimodular, desde que M! :=

H(Adj(M)), temos que M7! é uma matriz com entradas inteiras racionais. De­
note por Nº a matriz transposta da matriz N. Multiplicando

(ei cíte)t= M(eicccen)!

à esquerda por M 7! temos
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M'(a:te)'= MMM(e...eni=(eclen)t

Seja M! := (b;;). Da igualdade acima podemos escrever e; = > b;ijcj. Disto
j=1

segue que c1,...,Cn geram D (pois fe,i = 1,...,n) gera D), e como detM
é não nulo, fc, ...,cn) também é linearmente independente. Logo uma base

para D. O

Já temos definido a norma e o traço de elementos de um corpo de números

K e sabemos que para cada elemento de K seu traço e sua norma são números

racionais. Agora consideremos novamente K = Q(9) um corpo de números de

grau n e S = fen,...,en) uma base de K como Q espaço vetorial. Considere
também 0; : K— CT os n monomorfismos de K em €. O discriminante da base

S é denotado por A[S] ou A[ei,...,en) e é definido por

AJÍS] := det(o;(e;)Y*.

Se escolhermos outra Q­base T' para K temos que

AT] = det(Ms5T)ºA(S],
onde Ms é a matriz de mudança da base S para a base 7.

Pode­se demonstrar (Veja Teorema 2.6 de [ST]) que o discriminante de
uma base é um número racional não nulo. Portanto pela igualdade acima o

discriminante de duas bases diferem por um fator racional quadrático. Quando

as bases são integrais seus discriminantes são números inteiros racionais bem

definidos como mostra o teorema seguinte. Para a sua demonstração vamos

precisar do seguinte lema devido a Gauss.

Lema 1.4. [ST] Seja p(X) um polinômio com coeficientes inteiros e supon­

hamos que p(X) = 9(X).h(X), 9(X), h(X) E Q[X]. Então existe A E Q,

2 É O tal que AGg(X), A !h(X) € Z[X].
Demonstração:

Ver [ST, Lemma 1.4].
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Teorema 1.5. [ST] Sejam K = Q(9) um corpo de números de graun e S =

fe, ­­., en) uma base integral de K. Se T = fc1,...,cn) é outra base integral
de K então AÍ[T] = A[S] € Z.

Demonstração:

Considere Ms5T = (a;;) a matriz de mudança de base, da base 5 para a
base T. Como vimos acima temos que A[T] = (det(a;;))?.A[S]. Por outro lado
como T é uma Z base para D temos que a;; € Z para todos 1, j=1,...,n.

Assim pelo Teorema 1.3 det(a;;) = +1. Logo A[ÍT] = (+1)?.A[S] = AÍS].
Resta demonstrar que A[S] é um número inteiro racional. Já sabemos que

A[S] é um número racional não nulo. Como cada e; é um inteiro algébrico
e o;(e;) é raiz do mesmo polinômio minimal de e; então cada entrada da
matriz (0;(e;)) é um inteiro algébrico. Logo A[S] é um inteiro algébrico. Ou
seja AÍS] € DN Q. Portanto o polinômio minimal de A[S] sobre Q é 9(X) =

X—A[S]. Mas como A[S] é raiz de um polinômio mônico p( X) com coeficientes
em Z, temos que g(X) divide p(X) em Q[X]. Logo existe h(X) E Q[X] tal
que p(X) = g(X).h(X). Pelo Lema 1.4 existe A E Q — (0) tal que p(X) =

(Ag(X))(A­!A(X)), com Ag(X), A!h(X) E Z[X]. Assim Ag(X) divide p(X)
em Z[X]. Como p(X) é mônico À = 1 (ou ­1). Logo 9(X) = X — A[ÍS] Ee Z[X],
ou seja A[S] € Z. O

Como o discriminante de duas bases integrais quaisquer são iguais ele é um

invariante do corpo de números K podemos definir o seguinte

Definição 1.6. Seja K um corpo de números. O discriminante de K será

denotado por ó(K) e é definido como sendo o discriminante de qualquer base

integral de K.

Vamos fechar esta subseção calculando uma base integral para cada corpo

quadrático e a partir dela o discriminante do respectivo corpo quadrático.
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Teorema 1.7. [ST] Seja d E Z livre de quadrados. Então o anel de inteiros

de K = Q(Vd) é:

1. Z[1V/d), se d = 2,3(mod 4) ;

2. Z[3 + 3d), se d = 1(mod 4).

Demonstração:

Todo elemento a €E ERVA) é da forma a = r + s/dir,s € Q. Assim
a +bVd

Cc
podemos escrever a = a,b,ycE Z,c>Oeabec relativamente pri­

mos, isto é, nenhum primo divide a, b e c ao mesmo tempo.

Agora, a é um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes do polinômio
b —minimal (: — E) É — EO) são inteiros racionais. Assim se

a E D então

odeN(a) = ==; EZ (1)

=mezZz eentão

aº — em = Pd

(1) Se p é um primo tal que pla e p|c então pº|a? e pº|cº. Como d é livre de
quadrados por (1º) implica que p|b? e como p é primo p|b (absurdo poisa,bec
são relativamente primos). Logo a e c são relativamente primos e de (2) temos

que c=1louc=2.

e Se c=1 então a =a + byd € Z[Vd] e neste caso Z[Vd] E Da.

e Se c = 2, vejamos que ae é um inteiro <=> a,b são ímpares e d =
l(mod 4). De fato, por (1) a tem que ser ímpar. E se b = 2r par segue de (1)

que 2/a?. Logo 2/a, absurdo. Portanto a e b são ímpares. Sejam a = 2s + 1,
b=2r+1lir,5s E Z e provemos que d = l(mod 4). Substituindo os valores
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(28 + 1)? — der +1)?
4

4(8º +s)+1­—d(4(rº+r)+1)=4m = O(mod 4), o que nos dá d = l1(mod 4).
a + bVd

Reciprocamente se d = l(mod 4), então a = 7 com a,b ímpares
2 2

A dos SA MANIA ANS
aº — db

também é inteiro pois é raiz do polinômio mônico x? — ax + 4 E Z[X).

=meEZ Assimde a e b em (1) encontramos N(a) =

11Sea=2s+1,b=2r+1entãoa = (s+r)I+1.(2+2Vd) EZ É + 3a CD.
Logo D = Z E +2 se, e somente se, d = 1(mod 4), e se d = 2,3(mod 4)
então D = Z[Vd). O

Teorema 1.8. [ST] Seja K = Q(Vd), d E Z livre de quadrados. Então:
(1). Se d É l1(mod 4) então 8 = (1, Vd) é uma base integral de Q(Vd) e
ó(K) = 4d.

(2). Se d = l1(mod 4) então y = 1 2 + 2) é uma base integral de Q(Vd)
e 5(K) =d.

Demonstração:

(1) Pelo Teorema 1.7 segue que 8 = (1, Vd) é uma base integral de (VA).
Logo

2

Jd

S(K) = = (2d)? = 4d.
1 ­/d

1 1(2) Pelo Teorema 1.7 segue que 7 = (1, 2 + VA) é uma base integral de
Q(Vd). Portanto

(Va? =d.
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1.2 Unidades fundamentais

Seja D o anel de inteiros de um corpo de número K. Um elemento x € D

é chamado de uma unidade se existe 1' E D tal que rx' = 1. O conjunto de

todas unidades de D é um grupo multiplicativo e usualmente é denotado por

D*. Também se diz que D* é o grupo das unidades de K.

Sejam K = Q(9) um corpo de número de grau n, onde 0 é um inteiro

algébrico e fo1,...,o0n) o conjunto de todos os monomorfismos de K em C.

Se o;(K) C R, que ocorre se, e somente se, 0;(90) E R, dizemos que o; é

real. Caso contrário, dizemos que 0; é complero. Definimos a conjugação

complexa de o;, o; : K— C por v:(a) := o:(a), a E K. Segue­se que para

qualquer monomorfismo 0; de K em C, 6; =0;; e 7; = o; se, e somente se,

o; é real. Com isto temos que os monomorfismos complexos ocorrem aos pares

conjugados. Seja 2r27 o número de monomorfismos complexos, e rn, o número

de monomorfismos reais de K em TC. Com isto tem­se que n = r, + 279.

Sejam K um corpo de número de grau n e r, e r7 como definidos acima. Seja

r=r,+ra—­1.O Teorema de Dirichlet afirma que o grupo D* das unidades

de K é isomorfo a W x Z"”, onde W é um grupo cíclico finito constituído das

raízes da unidade contidas em K. Portanto existem r(=r, +r2 — 1) unidades

(u;) de K tal que qualquer unidade u de K pode ser expressa de modo único

na forma u = zu7'...ut” com n; E Z e z uma raiz da unidade. O conjunto

(ui), i =1,...,r é chamado sistema de unidades fundamentais de K. Vamos

demonstrar o Teorema de Dirichlet no caso em que K é um corpo quadrático,

separando nos casos em que K é um corpo real ou um corpo imaginário. À

seguinte proposição vai nos auxiliar bastante.

Proposição 1.9. [ST] Seja D o anel de inteiros de um corpo de número K
e seja r € D. Então x é uma unidade de K (ou de D) se, e somente se,

N(r) = +1.
Demonstração:

Se existe y E D tal que xy = 1, então N(ry) = 1. Como a norma é uma
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função multiplicativa temos que N(r)N(y) =1 € Z. Logo N(x) = 1.

Reciprocamente se N(r) = T[0:(0) = +1, então r[(­1).02(x)...on(x)]
i=1

1, (onde 01(r) = x). Com x e o;(r) E D,x é uma unidade de D.

1.2.1. Teorema de Dirichlet em corpos quadráticos ima­

ginários

Como n = 2 e K é um corpo quadrático imaginário então ra = l er, = O.

Logo r = ri +r2—1=0e neste caso o Teorema de Dirichlet afirma que

as únicas unidades de K são as raízes da unidade contidas em K, um grupo

cíclico finito, ou seja, pelo Teorema de Dirichlet temos que D* — W. Mais

formalmente temos:

Teorema 1.10. De Dirichlet. [ST] Seja K=Q(yV­d), onde d é um inteiro
positivo livre de quadrados. O grupo W das unidades de K é constituído das

seguintes raízes da unidade.

(a) Se d = 1 então W = (1, +/—1),
(b) Se d =3 então W = (+1,+e, +e?), onde e = =HXA8,
(c) Se d > 3 então W = (+11).
Demonstração:

Pela Proposição 1.9 as unidades de K são inteiros algébricos de norma +1.

Seja —d = 2,3(mod 4), ou seja, d = 1,2(mod 4). Então pelo Teorema 1.7 o

anel de inteiros de K é D = Z + ZV/—d. Seja z = a + bW­d € D. Então

N(x) = aº + db? > 0 e N(x) = +1. Logo r é uma unidade se, e somente se,
aº +db*º = 1. Assim

Se d > 2 Então b = 0 e a=l. Logo W = (+1). Isto demonstra o ítem
(c) no caso em que d = 1,2(mod 4).

Se d = 1 temos a? +? = 1 e as soluções inteiras são a = 0, b = +1

ou a = +1, b = O. Isto nos dá que W = (+1,+y//—1) e o ítem (a) está
demonstrado.

Agora vamos considerar o caso —d = l(mod 4) ou seja d = 3(mod 4).
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Pelo Teorema 1.7, D = Z + Z(!V=%). Seja r = a + !(1+ /d) e D.

Então N(x) = (a + 2 + d(). Para x ser uma unidade de K devemos ter
(2a + b)º + db? = 4. Temos os casos:

Se d > 7 então b = O. Assim (2a)º = 4, ou a = +1. Logo r = tl e isto

completa a demonstração do ítem (c).

Finalmente para demonstrar o ítem (b), suponhamos d = 3. Então (2a +

b)º + 3bº = 4. Isto implica que b = 0,1,—1. Caso b = 41 então (2a +
1

1)º = 1. Isto nos dá as soluções adicionais x = 2(+1 + 4/—3) (com sinais +
sendo independentes). Seja e = 4/8 segue­se que W = (+1,+e,e?). Isto
demonstra o ítem (b) e o teorema. O

Observação 1.11. Em todos os casos W é um grupo finitamente gerado de

ordem par cujos elementos são raízes da unidade.

O estudo das unidades para d > O é bem mais difícil e será tratado no

próximo parágrafo.

1.2.2 Teorema de Dirichlet em corpos quadráticos reais

Neste parágrafo tomamos d > 1, livre de quadrados. Para o menor deles,

d = 2, vemos que x = 1+ Vd é uma unidade de D e também x" é uma unidade
para todo n E N. Sendo x > 1 e real temos que 7” — oco, quando n — co.

Assim o conjunto das unidades de D é infinito. Vamos mostrar que esse fato

não é acidental e sim geral. De fato, demonstraremos o Teorema de Dirichlet

neste caso em que K é um corpo quadrático real exibindo uma unidade rx, tal

que o grupo das unidades de D é precisamente D* = (+x5 | r € Z).

Recordemos que x € D é da forma a + by/d com a,b € Z, se d É 1(mod 4)
er=(a+bvVd)/2coma,beE Ze de mesma paridade, se d = 1(mod 4). Logo
para x = c+ eVd e Q(Vd) se 7 € Dcomc>0ee>0resultarx > 1 (poiso
primeiro caso de d = 1(mod 4) ocorre com d = 5). Pela Proposição 1.9 dado

rx E D, x £ O temos que x é uma unidade de D se, e somente se, x"! = +,
onde XZ é o conjugado de x. Assim, se x = c+ eVd é uma unidade de D tal
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que rx £ +1, então c £Z0eeZ0eo conjunto (tr, +T) tem interseção não

vazia com cada um dos seguintes intervalos (—oco, —1), (—1,0), (0,1), (1,00).
Mais ainda, x E (1,00) se, e somente se, c > 0 e e>O0.

Seja K = Q[Vd], onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados, e seja
r=a+bVd, (a,bEZ) uma unidade de K. Os números 1, 17 !, —r, —r7! são
unidades de K, e como N(r) = (a+byVd)(a—byd) = +1, estes quatro números

1 1são ta + byd. Para x A 1 somente um dos quatro números x, 1 *,—T1, 1"
é maior que um, e este é o maior dos quatro. Assim as unidades maiores que

um de K são aquelas da forma a + byVd coma>O0, b>O.
Seja K um corpo quadrático real. Então r, = 2,r2 = O, assim ri+ra—l1=1.

O Teorema de Dirichlet afirma que que o grupo das unidades de K é isomorfo ao

produto de Z com o grupo das raízes da unidades contidas em K. Como K está

mergulhado em R, as únicas raízes da unidade são E1. Logo D* = (+1) x Z.

Para demonstrar que D* — (1) x Z são necessários alguns resultados.
Estes resultados são dados abaixo:

Lema 1.12. [BE] Seja D o anel de inteiros de um corpo de números quadrático

K = Q(Vd), onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados. Se z = c+eVd e

Q(vVd), é uma unidade de D diferente de +1, então:
(a) O conjunto (+rxr,+T) tem interseção não vazia com cada um dos

seguintes intervalos (—oo, —1), (—1,0), (0,1), (1,00).

(b) r > 1 se, e somente se, c > OD e e>O.
(c) O intervalo (1,M] contém apenas um número finito de unidades de D,
onde M > 1 é um número real.

Demonstração:

Só falta demonstrar o ítem (c). Se x = c+ evd e (1, M] temos pelo ítem
(b) que c > O ee > O. Por outro lado c + evd < M implica 2c < 2M e
2e < 2M. Logo a cada unidade x E (1,M] corresponde um par de números
inteiros (2c, 2€) E [1, 2M) x [1,2M). Como o número de pares de inteiros nesse

conjunto é finito, também o número de unidades no intervalo será finito.
,
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Observação 1.13. Para concluir que D* é infinito basta mostrar que D* £

(1).

Para demonstrar o Teorema de Dirichlet para corpos quadráticos reais

ainda vamos precisar de outros resultados. Continuamos com

Lema 1.14. (Dirichlet) [BE] Sejam a > O um número irracional e M um
inteiro positivo. Existem inteiros x e y, tais que O <y < M,1 > 0 e||t—­ayl| <

1

M .
Demonstração.

Dado t E R definimos [t] como sendo o maior inteiro menor ou igual à £.
Assim é claro que 0 <t — [t] < 1.

Agora dividimos o intervalo [0, 1) em M subintervalos [0, 1/M), 1/M,2/M),

.,[((M — 1)/M,1), cada um com comprimento . Considere os seguintes
M + 1 números: 7 = a — [al, 62 = 22— [20],...,Mm = Ma— [Mal],
Bu+1 = (M+1)a— [(M+1)a]. Como a é um número irracional temos que cada
B; satisfaz 0 < 0; < 1 e assim existem inteiros O <u <v < M +1 tais que 6,

1

e À, pertencem a um mesmo intervalo. Isto é, ||([va] — [ua]) — (v—u)al| < TT
1

Chamando x = [va] — [ua] e y = v — u temos que ||x — ay|| < 7 om z >O
ey>O. O

Lema 1.15. [BE] Seja a > O um número irracional. Existem infinitos pares
1

de inteiros (x,y) tais que y £0 e 7 —all< Tá
Demonstração.

Primeiramente vemos que xr = [a] e y = 1 satisfazem às condições do
Lema. Suponhamos agora que já encontramos n pares distintos de inteiros

(ri,yi)i = 1,...,n que satisfazem às condições do Lema. Tomemos 6 =

minfllx; — ayill,i = 1,...,n). Como a é irracional, ||x; — ay;l|l > O para

todo 1. Assim ó > O também. Seja M um número natural tal que = < o.
Pelo Lema anterior temos que existem x,y E€ Z com xr > 0e0<y<M

1
:tais que ||x — ay|| < T < 6. Assim (x,y) é distinto de qualquer (r;,y;) e
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—=—­al<|

infinito.
My

5

<

6

y

1
72 Concluímos então que o conjunto de tais pares é

O
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Teorema 1.16. [BE] Sejam D o anel de inteiros de um corpo de números

quadrático K = Q(Vd), onde d > 2 é um inteiro livre de quadrados e D*
o grupo das unidades de K. Existem inteiros r e y, com y É O, tais que

1º — dy? = 1. Ou equivalentemente, D* 1 Z[Vd] £ (41).
A prova que daremos deste resultado é devida à Dirichlet e seu principal argu­

mento depende de uma boa aproximação, por racionais, do número irracional

Vd.

Demonstração.

Vamos começar por encontrar k E Z tal que N(a) = k para um número

infinito de elementos a € Z[Vd]. Sejam x,y € Z com y 2 0e

lle/y = Vall < 1/4. (1)

Temos então

INE +yVd|| = 2? = dyº|| = lx — yvVal|. le +yvVadl| =

=/2/2­ val. |2+ vd <|/2+val=|2­Vd+2Vd<
) y y y

1< | — Val+2V/d<y+2/d8<1+2Vd.
Portanto N(x+yvVd) é um inteiro entre —1 — 2d e 1+­2y/d. Como, pelo Lema
1.13, existem infinitos pares (x,y) que satisfazem (1) acima, temos que existe

kEZ,kA0O, com ||k]|| <1+2Vde tal que N, := fa € Z[NVd] | N(a) = k) é
um conjunto infinito.

Sejam a,6 E N, tais que ap! £ +1 e N(ab!) = N(a)/N(6) = k/k=1.
Assim, se encontramos a, À nessas condições e tais que afP”** € Z[Vad) o teo­
rema está demonstrado. Observemos que aB! = ab/N(6) = aB/k. Esta­
mos portanto procurando a,6 E N, tais que af E kZ[Vd] e a £ +B. Seja
S; = ((2,7) € Zi *X Zikgila = x + yVd e Ni), onde Zj é o conjunto
das classe de inteiros módulo ||k||. Como S, é finito e Ny é infinito, existem

a=x+yVdebB=2+yVdem N, tais que a £ +6 e (2,7) = (Ty).
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Isto é, k divide x — 1' e y — y'. Portanto a — À = ky com 7 E Z[Vd]. Assim
kyB=(a— 6)B=0B­k, (pois N(6) = BB). Logo aÀ =Kk(78+1) E kKZ|VAa)
e ainda a £ 6, como queríamos. O

Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema de Dirichlet e vamos

enunciá­lo destacando um gerador especial.

Teorema 1.17. [BE] Seja D o anel de inteiros de um corpo de números
quadrático K. Existe uma única unidade x5q > 1 em D tal que toda unidade

de D é da forma +xf com n E Z.

Demonstração.

Usando o Lema e o Teorema podemos obter uma unidade w = x + yVd €
Z[Vd, com w > 1. Mais ainda, existe apenas um número finito de unidades no
intervalo (1,w] (Lema 1.12­(c)). Tomamos então x9 = minfr € D* | x > 1)

e seja v uma unidade de D com v > 1. Como zf — oo com k E N, temos
que existe n tal que O < 187* <v < x? e pela escolha de xo, n > 1. Assim

n0 <1<urs” < mr Novamente, pela escolha de ro temos vxi” = To, OU

v = 37. Seja agora v £ +1 uma unidade qualquer de D. Sabemos, pelo Lema

1.12 que (uv, +v7!) N (1,00) não é vazio. Portanto v = +x?, com n E Z.
A unicidade de r1o decorre de sua escolha. oO

Definição 1.18. À unidade r5 do Teorema 1.17 é chamada de unidade funda­

mental de D, onde D é o anel de inteiros de um corpo de números quadrático

real K.

Sempre é possível encontrar a unidade fundamental. Por exemplo, quando:

(a) d É 1(mod 4) procedemos da seguinte maneira: Vamos calculando +1 +

dyº, com y = 1,2,...,etc, até encontrar o primeiro quadrado perfeito (que
existe pelo Teorema 1.16). Isto é, o menor x positivo tal que 7º = +1 +dy%, e
então no = x + yVd é a unidade fundamental pelo Teorema 1.17. O problema
é que nem sempre isso ocorre rapidamente. Por exemplo, para d = 31 só temos

sucesso quando y = 273 e então x = 1520. Assim sendo o processo não é muito

efetivo. Usando a Teoria de Frações Contínuas, Lagrange obteve um algorítmo
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eficiente para encontrar a unidade fundamental.

(b) d = 1(mod 4) podemos proceder da mesma forma em relação a equação
1º = H4+dy?. Por exemplo, para d = 65, tomando y = 2 obtemos —4+65.4 =

16º. Isso nos leva —1 = N((16 + 2/65) /2), ou —1 = N(8 + V65). Temos que
8 + V65 > 1 e como os valores de x crescem com y vemos que y = 2é o

menor valor para o qual a equação tem solução maior que 1. Dessa forma
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Capítulo 2

Diagonalização da forma traço

sobre alguns anéis de corpos

de números

Neste capítulo vamos estudar a forma bilinear traço sobre alguns anéis de

inteiros de corpos de números. Determinaremos todos os corpos de números

quadráticos para os quais a forma traço pode ser diagonalizada sobre o seu

anel de inteiros, isto é, os corpos quadráticos com uma base integral ortogonal

com respeito ao traço.

2.1. Diagonalização da Forma Traço

Sejam K = Q(Vd) um corpo de números quadrático, onde d é um inteiro
livre de quadrados e D o seu anel de inteiros. Já vimos no capítulo anterior

que (1, Vd), respectivamente, (1, (1+ vd)/2) é uma base integral para K, no
caso de d = 2, ou 3(mod 4), respectivamente, d = 1(mod 4). Denotemos por
w o elemento

Yd, se d=2,3(mod 4),
w= 1+J/d

a d=1l(mod4),
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para uniformizar a notação. Seb: DxD­—2Zé uma forma bilinear sobre

D dizemos que o par (D,b) é um espaço bilinear. Uma Z­base (1,62) de D

é dita ortogonal (em relação a b) se b(61, 62) = O. Também diremos que a base

(81, Pa) é uma base integral ortogonal para o espaço bilinear (D,b).
Inicialmente vamos estudar a forma bilinear

b: DXD—Z,

definida por b(a, 6) = Tr(a.ÔB), onde À é o complexo conjugado de 6. Temos

Teorema 2.1. [D] Seja D o anel de números do corpo Q(Vd), onde d é livre
de quadrados, e considere a forma bilinear traço Tr(a.8) definida sobre D.
Então esta forma bilinear admite uma base integral ortogonal se, e somente se,

d=20ou3(mod4).
Demonstração:

De fato, se d = 2 ou 3 (mod 4), então (1, w) é uma base integral ortogonal,

pois,

b(1,w) = Tr(1m) = Tr(w&) = Tr(­Vd) = (­Vd) + (Vd) =0.

Agora, para d = 1(mod 4) suponha que existe uma base integral ortogonal

C = (1,2) para o espaço bilinear (D,b). Como (1,w) é uma base integral,

existem p,q,r7,5 € Z tais que 7 = p+qw e Pa =r+sw. Logo

b(&1, 2) = Tr(B162) = Tr ((p + qu)(r — sw))

= Tr(pr + (gr — ps)w — qswº?)

2 ((2p+a)(2r +s) asd) =O,

pois wu = . VE Logo 4pr + 2(ps + qr) +as(1—d)=0. Pelo Teorema 1.3
temos que a matriz
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é unimodular, ou seja , ps — qr = 1. Ássim, fazendo congruência módulo 4
temos:

4pr + 2(ps + qr) + gs(1— d) = 0 + 2(mod 4) = 2(mod 4),

pois d = 1(mod 4), o que é um absurdo.

Portanto, com relação à forma bilinear traço Tr(6182) a base C = (1, 2)
não é uma base integral ortogonal, qualquer que seja a base integral C' de
D. )

Observação 2.2. A forma bilinear traço Tr(aB) também chamada forma
bilinear traço hermitiana está relacionada com a distância usual do plano. De

fato, se identificarmos o espaço vetorial real C com R?º temos que a distância

usual de um ponto P(r,y)à origem é dada por d(P,0)= 15º +). A forma
quadrática g(x,y) = xº + yº está relacionada ao produto interno usual do
plano ((x,4), (t1,411)) = 171 +yy1. Como grr(x,y) = 2x? + 27º, temos que

d(P,0) = /3grr(x,y).

Agora passemos ao estudo da forma bilinear traço

b:DXD—Z

b(a, 8) = Tr(af),

para a, 0 € D, onde Tr = Trk/Q0 é o traço de K sobre Q. Comecemos com o
seguinte resultado imediato:

Lema 2.3. [D] Seja K = Q(Vd) um corpo de números tal que d = 2 ou 3(mod 4).
Então (1, w) é uma base integral ortogonal para o espaço bilinear (D,b).

Demonstração:

Basta ver que b(1,w) = Tr(Vd) = 0. O

Se d = l(mod 4) então b(1,w) = Tr(w) = 1 £ O. Assim a base integral

(1, w) de D não é ortogonal, neste caso. À seguir vamos caracterizar os inteiros
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racionais d livre de quadrados, d = 1(mod 4), para os quais existe uma base

integral ortogonal em D relativamente a forma traço b. Comecemos com os
dois teoremas seguintes onde damos algumas condições equivalentes para a

existência de uma base integral ortogonal do anel D do corpo de números

Q(Vd), para d = l1(mod 4).

Teorema 2.4. [D] Sejam K = Q(Vd), onde d = 1(mod 4) é livre de quadrados
e D seu anel de inteiros. Então as seguintes condições são equivalentes:

(1) Existe uma base integral ortogonal emD relativamente à forma traço.

(2) Existem p,q,r7,s E Z satisfazendo

ps—­aqar=L.

(2p + )(2r + s) + asd = O.

(3) Existem p, q E Z tais que para

t=29+q e A=tP+adyPº

os números

são inteiros.

(4) Existe um divisor À' de d em Z tal que 2 é representado sobre Z pela

forma quadrática A'X?º + A"Y?, onde A" = É
Demonstração:

(2) implica (1): Por hipótese existem p,q,r,s E Z tais que ps — gr = 1.
Sejam By = p + qu, Da =r + sw. Então o determinante da matriz
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ps — qr é igual a 1. Como (1,w) é uma base integral de K, pelo Teorema 1.3

segue que (61,52) é uma base integral. Calculando o traço, obtemos:

b(61, 82) = Tr(P162) = Tr((p + qu)(r + sw))

= Tr(pr + (ps + gr)w + qswº?)

= >((20 + )(2r + s) + asd)2
1
2

­0=0O.

Portanto 68 = (1,2) é uma base integral ortogonal.

(1) implica (2): Seja 8 = (01,£2) uma base integral ortogonal. Como

(1,w) é uma base integral, existem p,q,r7,s € Z tais que 4 = p+que
2 = r + sw. Pelo Teorema 1.3, a matriz

pr

qs

é unimodular, ou seja , ps — gr = 1.

Se ps — qr = 1 então vale (2.1.1). Se ps — qr = —1 então p(—s) + a(—r) = 1.

Neste caso troquemos 2 por — 5,7 e temos novamente a equação (2.1.1).
Para obter a equação 2.1.2 vamos considerar as equações que se obtém de

b(61,Da) = O. Temos:

b(61, B2) = Tr(6162) = Tr((p + qu)(r + sw))

= Tr(pr + (ps + agr)w + qsw”)

= ­((2p + q)(2r + s) + asd) =O,

1 dpois u = 2 Logo (2p + q) (2r + s) +qsd = 0 e portanto vale (2.1.2).
(2) implica (3): Para determinar r e s usemos as equações (2.1.1) e (2.1.2).
Colocando r e s em evidência, obtemos:
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2(2p +q) —2p­q—­da, 49º +4pg+q+dgP( )­al )= =

At —y
p=

ps—qr=l

(2p + q+qgd)s+(4p+2g)r=O0.

Para usarmos a regra de Cramer, consideremos

­ 1 ­ 1D=|? “|, D,= leDn,=|?
2p+q+ad 4p+2g 2p+gq+aqad O

Daí obtemos

D;' 4p + 2q — 2C+) 2 %
D 4p+4pg+Pp+ÇAd Qp+q+de P+de À e

Dr —2p—­q­qd (Cp+q+daq  t+da
D Perde A A

que são números inteiros por hipótese.

T=

(3) implica (2): Mostremos primeiramente que vale ps — gr = 1.

Sejam p,q E Z tais que para t = 290 +q e À =t +dy os números

— t+do 2% : 2H —t—­da,Teo $ = ­ São inteiros. Assim ps — qr = p(7) — a( A =
1.

A A 1º + dq?

Demonstremos agora que (2p + q)(2r + s) +qgsd = O.
t+da

ATemos (2p+q)(2r+s)+qasd = (4p+2g)r +(2p+q+qgd)s = (A4p+2g)(— )+

4p+ 2q
A

 2p+a+da
a

)=0.(2 + q +qa)(É) = (4p +29) )+(2p+qa+ad
A

(4) implica (1): Se 2 = A'tº + A"y? onde A'A" = dex,y EZ, entãore
y são ímpares (desde que d é ímpar). De fato, suponhamos que x é par. De
2 = A'tº + A"y* segue­se que A"y? é par. Como A" é ímpar (pois é um divisor
de d que é ímpar), vem que yº também é par. Logo y tem que ser par, e então 4
divide 4º e 7º. Consequentemente 4 divide 2 em Z, o que é um absurdo. Então

a e q = y são inteiros e devemos provar que r, s definidos em (2.1.3)
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1

são inteiros. De fato, t = 2p+q=2( SS y
A = P+dº — (A't)P+A'NY? — APT2A+ ANA! 2— N(A'PP+A"Y?) — 2, e

)|+y=A'r­y+y=A'rze assim

t+daq = A'T+A'A"'y = A'(x +A"y). Então t+dq é divisível por 2A' = A, isto
t+d

sos
2t 2t t 2— TM é um inteiro. Analogamente s = — = — PO
A 2NN ANe,

+2 — =x é um inteiro.
(1) implica (4): Usando as notações acima demonstremos que as condições

equivalentes (1), (2) e (3) já demonstradas, implicam (4). Primeiro vamos
demonstrar que q e s são ímpares.

Tomando a igualdade (2.1.2) módulo 4, temos

2 + qs(1+d) = O(mod 4)

Como 1 + d = 2(mod 4), (pois d = 1(mod 4)) temos que 2 + gs(1+d) =
2 + 2gs(mod 4) = O(mod 4). Desde que 2 não é congruente à zero módulo 4

temos que qs é impar. Consequentemente q e s são ímpares.

Agora vamos começar a demonstrar o ítem (4) exibindo um divisor À' de
dem Z.

Como q é ímpar, o número t = 2p + q (definido no ítem (3)) é ímpar.

Como para todo número ímpar x, 7º = 1(mod 4) temos que tº = qQº(mod 4) =
l(mod 4). Como d = 1(mod 4) segue­se que À = 1º + dgqº = 1 + l1(mod 4) ou

A = 2(mod 4). Logo À é par e fazendo À' = ê, então A' é ímpar. De (2.1.3)
obtemos A'|(t +dgq) e A'|t. Como dg = (t+dq) — t, obtemos também que A'|dg.
Agora vamos demonstrar que À' divide d.

Seja di = mde(t, q). Como t = 2p + q é ímpar então d, é ímpar. Como d,
divide 2p = t —q e é ínpar vem que d, divide p. Logo d, divide mde(p,q) = 1,

(por 2.1.1), ou seja, di = 1. Pela identidade de Bezout existem x1,x2 € Z tais

que 1 = qx1 + txr2o. Logo d = dq.17 + t.dra. Como A' divide t e dq segue­se que

AN'|d.

Agora para finalizar a demonstração, por definição de AÀ' temos 2A' = À =

1º + daº = (sA')º + A'A"'Q = A(A's? + A"), isto é, 2= A'sº + A"? e vale
(4). O
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Corolário 2.5. [D] Seja D o anel de inteiros de Q(Vd), onde d > 1 é um

inteiro livre de quadrados e d = 1(mod 4). Então não existe uma base integral
ortogonal em D relativamente a forma traço.

Demonstração:

Por hipótese d > 5 e como A'.A" = d, temos que À' e A” tem o mesmo

sinal. Se ambos são negativos então, evidentemente não existem xr, y € Z

tais que 2 = A'xº + A"y?. Se ambos são positivos, sem perda de generalidade,
podemos supor que A' > 2. Portanto se 2 = A'tº + A"yº? para rx, y € Z então

r=0. Daí 2=A"y? com y E Z; o que é um absurdo. O.

Observação 2.6. Seja e = u+vy/a a unidade fundamental do corpo Q(y/a)
onde a = 3(mod 4), a > O e livre de quadrados. Então Ne = uº — avêº =,
desde que a = 3(mod 4). Denota e” = ur + v,/a, para n € Z. Observemos

que u é Ímpar se, e somente se, vu é par se, e somente se, todos u, são ímpares.

Vamos demonstrar estas afirmações:

De u?º — avº = 1, a demonstração de que u é ímpar se, e somente se, v é

par, é simples. Agora se todos os ur, são ímpares então u = u, é ímpar. Daí

v é par.

Reciprocamente se u é ímpar, de uº — av? = 1 segue­se que v é par. Assim

u, = u é ímpar. De ett! = er e, segue­se que ug] = ug.u + avuz. Logo por
indução em n E N temos que u, é ímpar, para todo n E N.

Negando as equivalências anteriores podemos concluir que: Se ur é par

para algum n então u é par.

Teorema 2.7. [D] Seja K = Q(vVd) onde d = 1(mod 4) é livre de quadrados e
d<O0. Sejae = u+vy/a a unidade fundamental do anel de inteiros D do corpo

Q(Va), onde a = —d > 0. Então as seguintes condições são equivalentes:

(1) Existe uma base integral ortogonal no anel Dx relativamente à forma

traço.

(2) u é par.
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Demonstração:

(2) implica (1): Suponha que u é par. Então de 1= Ne = uº — avº segue
que u?º— 1 = av? o que implica que (u+1)(u—1)= avº e mde(u+l,u—1) =1.
Consequentemente

utl=arx?

u—­l=a2y?

onde a,03 = a e xy =nv. Subtraindo obtemos 2 = a1xº — a2y? e tomando

A' = a,A” = —az obtemos (4) onde A'A" = —aa3 = —a = d. Logo, pelo
Teorema 2.4 existe uma base integral ortogonal em Dx relativamente à forma

traço.

(1) implica (2):. Pelo Teorema 2.4 existe A' dividindo d e 1,y € Z satis­
d

fazendo A'xº + A"yº = 2, onde A" = —. Então A'A" = d = —a por hipótese.AN
Observemos que como 2 = A'xº+ A"v? segue que A'xº = 2— A'"y?. Subtraindo
1 de ambos os lados obtemos A't?º = 1 =1— A"yº = U e V = xy satisfazendo

Uº —aVº = (A't? —1)(1—­ Ay?) + A' A"xy? = A'1?º — N'A"rºyY? 14 A"? +
A'N'v2yY? = A't1?º + A"yYº = 1=2­1=1. Além disso U é par. De fato, segue

do Teorema 2.4 que 2 = xºA' +4ºA”, onde A'A" = de x,y E Z. Então x,y

são ímpares (desde que d é ímpar). Assim, U = 1 — A"y? é par. Portanto da
observação 2.6 segue que vale (5) vale. O

Teorema 2.8. [D] Seja p= 3(mod 4) um número primo, e seja e = u+vy/pD
a unidade fundamental do anel de inteiros D de Q(y/p). Então u é par.

Demonstração:

Pela observação 2.6, Ne = 1, assim (u + 1)(u — 1) = pvº. Se u é ímpar,

então uv é par. Sejam u = 2u, +1 ev =2u, onde u.,v71 E Z. Então (Qu, +1 +

1)(2u,+1—1) = 4pv? o que implica que 4uz+4u, = 4pvz. Logo u1(u1+1) = puz
e como u, e ui + 1 são primos entre si, temos
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u+l = py ur +l

uu = un =

para alguns inteiros positivos x,y satisfazendo ry = uv.

O primeiro caso é impossível módulo 4. De fato, u1 + 1 — py? = O0(mod 4), e
como u, = xº temos 1º + 1 — py? = O(mod 4). Para ver isto consideremos as
quatro possibilidades:

(a) quando rx e y são pares temos 1 = 0(mod 4) o que é um absurdo.

(b) quando x e y são ímpares temos —1 = 0(mod 4) o que é um absurdo.

(c) quando rx é par e y é ímpar temos —2 = 0(mod 4) o que é um absurdo.

(d) quando x é ímpar e y é par temos 2 = O0(mod 4) o que é um absurdo.

No segundo caso subtraindo obtemos pyº +1 = xº o que implica 17º — py? =
1, onde 7 < ur +1<u Isto contradiz a minimalidade de u. Portanto u é

par. O

Corolário 2.9. [D] Se p = 3(mod 4) é um número primo, então no anel de

inteiros D do corpo Q(y/—p) existe uma base integral ortogonal relativamente

à forma traço.

Demonstração:

Temos que p = 3(mod 4) assim —p = l(mod 4). Sejae = u+v,/p a unidade
fundamental do anel de inteiros do corpo Q(y/p). Então pelo Teorema 2.8 u é
par. Logo, pelo Teorema 2.7 segue que existe uma base integral ortogonal no

anel D. ­

Teorema 2.10. [D] Sejam p, q números primos, pq = 3(mod 4), seja e =

u+vypqg a unidade fundamental do corpo Q(y/pg). Se (2) = —1 então u é
par.

Demonstração:

Temos Ne = uº — pquº = 1, onde u,u > O. Sem perda de generalidade

podemos assumir que p = l1(mod 4),q = 3(mod 4).

Suponhamos que u é ímpar. Então v é par, isto é, u = 2u, +1,v = 2v,. De

uº — pqu? = 1 segue que u?º —1 = pqu?, logo (u+1)(u— 1) = pqu?. Substituindo
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os valores de u e v obtemos (2u7 + 1+ 1)(2u, +1— 1) = 4pqu? o que implica

(2u) + 2)(2u1) = 4pqu?. Então 4u? + du, = 4pqui, ou seja, v1(u1 + 1) = pquz.
Novamente como u, e u, +1 são primos entre si temos as quatro possibilidades:

() uh +l=pgrº2ewm =,

(ii) ur +1=2º eu = pay,
(ii) uh +l1=pr2 eu =qy,
(iv) uu +1=qg27º eu =py,

onde r,y são inteiros positivos de diferentes paridades e ry = vi. Subtraindo

obtemos:

Em (i) e em (iv) são impossíveis módulo 4. Primeiramente vamos analisar o

caso (i). De (i) segue que yº +1 = pqgx?º que implica pgxº — yº = 1. Assim,

temos dois casos a considerar: quando r é par e y é Íínpar e quando x é ímpar

e y é par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4) e do segundo caso temos

2 = O0(mod 4), ambos absurdo. Agora analisemos o caso (iv). De (iv) temos

py? +1 = qxrº que implica gxº — pyº = 1. Assim, analogamente ao caso (i)
temos dois casos a considerar: quando rx é par e y é ínpar e quando x é ímpar

eyé par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4) e do segundo caso temos

2 = O0(mod 4), ambos absurdo.

De (iii): qyº +1 = px? implica pxrº — qyº = 1. Logo px? = l(mod q) e daí

(px)º = p(mod q). Isto contradiz a hipótese de que (? =­|l.
De (ii): 1º — pay? = 1 obtemos N(r + yy/Pq) = 1 Pela minimalidade de

u temos u <xrT<vu <u <u, oque é uma contradição. Logo u é par, como

queríamos demonstrar. O

Corolário 2.11. [D] Se p,q são primos satisfazendo pq = 3(mod 4) e (2) =
—1, então no anel de inteiros do corpo Q(y—pg) existe uma base integral

ortogonal relativamente à forma traço.

Demonstração:

Pelo Teorema 2.10 segue que u é par, então pelo Teorema 2.7 existe uma

base integral ortogonal no anel de inteiros do corpo Q(y—pq), onde —pq =

l(mod 4). O
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Observação 2.12. Existem corpos do tipo Q(V—pq) que não satisfazem as

hipóteses do Corolário 2.11 e no entanto admitem uma base integral ortogonal.

Em outras palavras, a recíproca do Corolário 2.11 não é válida. Por exemplo,

para p = 17 eq = 19 temos pq = 3(mod 4), mas (2) = 1, (pois 6º =17(mod 19)). Logo as hipóteses do Corolário 2.11 não estão satisfeitas. Mas
para estes valores temos a unidade fundamental e = 18 + ,/pq, em Q(yPpq).
Então pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal no corpo Q(y—pg),
pois u é par e —pq = l(mod 4).

Ainda, se (E) = 1 podemos afirmar que existem corpos do tipo Q(V—pq)que não admitem uma base integral ortogonal. Por exemplo, para p = 11 e
2) = 1, (pois 1º = 11(mod 5)). Para estesq = 5 temos pq = 3(mod 4), e (

valores temos a unidade fundamental e = 89+ 12,/pq, em Q(y/pqg). Então pelo
Teorema 2.7 não existe uma base integral ortogonal no corpo Q(y­pg), pois

u é impar.

Teorema 2.13. Sejam p,q er números primos tais que pgr = 3(mod 4)

e = u+vypqgr a unidade fundamental do corpo Q(ypar). Se (=) =
—l, (=) = —l, (E) = —] e se ocorrer uma das condições:

(i)

(ii)

(iii)

então u é par.

Demonstração:

Temos Ne = u? — pgrvº = 1, onde u,u > O. Podemos assumir que

p = l(mod 4), q = l(mod 4) er = 3(mod 4). Suponhamos que u é ímpar.
Então vu é par, isto é, u = 2u +lev=2u. De uº — pgruº = 1 segue que
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u?º — 1 = parv?, logo (u + 1)(u— 1) = parv*. Substituindo obtemos (2u7 +

1+1)(2u7 +1—1) = 4pgrv? o que implica (2u7 + 2)(2u1) = 4pgrv?. Então
4ut + 4u, = 4pqgrv?, ou seja, ui(u7 + 1) = pagrv?. Novamente como vu) e uy + 1

são primos entre si temos as oito possibilidades:

() um +l1=pgrx? eu =yY,
(ii) um +1=2xº eum = paTyº,
iii) 14 +l=p902em3 =77P,
iv)u +l1=prí? eu =q9y,

vi) ur +l1=pxº eu =qaTy,

(

(

(v)w +l=qgrrleuwu=py,
(

(vii) ur +l=g9g7º ev =pryº,
(viii) ur +1=rxº e um = pqy?,

onde r,y são inteiros positivos de diferentes paridades e r1y = vi. Subtraindo

obtemos:

Em (i) é impossível módulo 4. De (i) segue que yº +1 = pqgrxº que implica
pqarxº — yº = 1. Assim, temos dois casos a considerar: quando x é par ey é

ímpar e quando r é ímpar e y é par. Do primeiro caso temos —2 = 0(mod 4)

e do segundo caso temos 2 = 0(mod 4), ambos absurdo.

De (ii): 1º —pary? = 1 obtemos N(t+y,/pPqgr) = 1, então pela minimalidade
de u temos u <r <v,y<u <u, oque é uma contradição.

De (iii): ry?º + 1 = pgx?º implica pgxº — ry?º = 1 então pax? = l(mod r).
Disto segue que pºgºx?º= pa(mod r), logo pq é um resíduo quadrático módulo
r, contrariando o fato de que (PE) = —l.

De (iv): qyº +1 = prx? implica prxº — qyº = 1 então prxrº = l(mod q).
Disto segue que pº*rºxº = pr(mod q). Logo pr é um resíduo quadrático módulo
q, contrariando o fato de que Pl =­1.

De (v): py? +1 = qrx*º implica qgrxº — py? = 1 então grxº = l(mod p).
Disto segue que qºrºx?º = gr(mod p), contrariando o fato de que (E = —l,.De (vi): gqryº +1 = pxº implica pr? — qryº = 1 então pxº = timod q) ou
px? = l(mod r). Disto segue que pºx?º = p(mod q) ou pºx?º = p(mod r). Logo
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p é um resíduo quadrático módulo q ou p é um resíduo quadrático módulo r,

contrariando o fato de que (2) =­le (E) = —|1,
De (vii): pryº +1 = qx*º implica gx? — pry? = 1 então qxº = l1(mod p) ou

qxº = l(mod r). Disto segue que qºxº = g(mod p) ou qQºx? = q(mod r). Logo
q é um resíduo quadrático módulo p ou q é um resíduo quadrático módulo r,

contrariando o fato de que (E) =—le (2) = —l.r

De (viii): pay? +1=rx?º implica rxº — pqy? = 1 então rrº = l1(mod p) ou
rx? = l(mod q). Disto segue que rº?z? = r(mod p) ou rºx? = r(mod q). Logo
r é um resíduo quadrático módulo p ou r é um resíduo quadrático módulo q,

r rcontrariando o fato de que (E) = ­—­le CG) = —l. Logo u é par, comoPp
queríamos demonstrar. O

Generalizando o Teorema anterior para um número finito de primos distin­

tos obtivemos o Corolário:

Corolário 2.14. Sejam p1,p2,...,Pn Números primos, pipa... Pn = 3(mod 4),
seja € = u + vy/p1p2" "Dn à unidade fundamental do corpo Q(yP1P2' Dn).

E

Se (Lists Pis = —1, para s=1,2,...,n— 1 então u é par.
Dj

Demonstração:

À demonstração é análoga à demonstração do Teorema 2.13.

2.2 Exemplos

Para melhor entender os resultados aqui apresentados daremos alguns

exemplos da existência ou não de uma base integral ortogonal para o anel

de inteiros de corpos quadráticos imaginários.

Seja d = 1(mod 4). Para alguns d em questão serão dados:

—d, (A,A"), (£,y)
satisfazendo

A +YAT =2

e uma base integral ortogonal
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(81, 2) = (p+qu,r + su).

Como d = —(A'A") podemos sempre assumir A" < 0.

(a) d=­—3.

Seja e = u+uvy/a a unidade fundamental do corpo Q(ya) ondea = —d=3.

(Então a = 3(mod 4)). De Ne = uº — 3vº = 1 encontramos u=+2ev=+l,
ou seja, u é par. Então a unidade fundamental do corpo Q(V3) é e =2+/3.

Logo, pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal em Q(VY—3).
Agora calculemos a base integral ortogonal.

Pelo Teorema 2.4 temos que A'A" = —3 o que implica que A' > 0 e A" < O.
Logo À' = 3e A” = —l ou então A' = 1e A” = —3. Temos dois casos a

analisar:

(1) (A', A”) = (1,—3). Pelo Teorema 2.4 segue que 1º — 3y? = 2. Como

? = 2(mod 3) não admite solução, então xº — 3yº = 2 não admite solução emT

Z.

(11) (A', A”) = (3,—1). Pelo Teorema 2.4 segue que 3x? — y? = 2 admite a

solução (r,y) = (1,1).
A'x —

2

valores de x, y e A' obtemos p = 1 e q= 1. Assim utilizando as equações 2.1.1 e

Ainda, pelo Teorema 2.4 temos p = e q = y. Substituindo os

2.1.2 obtemos r = 0 e s = 1. Portanto, (1,2) = (p+quw,r+sw) = (1+w,w),
1+y/­3
Ao

(b) d = —11.
Seja e = u + vy/a a unidade fundamental do corpo Q(y/a) onde a = —d =

onde w =

11, (a=3(mod4)). De Ne = u?º—11v? = 1 encontramos u = +10 e v = +43,
ou seja, u é par. Então a unidade fundamental do corpo Q(V11) é e = 10 +

31/11. Logo, pelo Teorema 2.7 existe uma base integral ortogonal em Q(yY—11).
Calculemos agora a base integral ortogonal.

Pelo Teorema 2.4 temos que A'A” = —11 que implica A' > 0e A” < O.

Logo A' = 116 A” = —l ou então A' = 1e€ A” = —11. Temos dois casos a

analisar:

(1) (A, A”) = (1,11). Pelo Teorema 2.4 segue que 7º — 114? = 2. Como
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x1º = 2(mod 11) não admite solução, então xº — 114? = 2 não admite solução
em Z.

(ii) (A', A”) = (11,1). Pelo Teorema 2.4 segue que 11x? — yº = 2 admite
a solução (x,y) = (1,3).

ANxt—­y
2

valores obtidos de xr, y e AÀ' obtemos p = 4eqg = 3. Assim utilizando as

Ainda, pelo Teorema 2.4 temos p = eq =7y Substituindo os

equações 2.1.1 e 2.1.2 obtemos r = 1 e s = 1. Portanto, (61,2) = (p+qu,r+
1+y­11

o
:sw) = (4 + 3w, 1 + w), onde vu =

Veremos que para d = —39 não existe uma base integral ortogonal.

(c) d=­— 39.

Seja e = u + vy/a a unidade fundamental do corpo Q(ya) onde a = —d =

39, (a = 3(mod 4)), então Ne = uº — 390º = 1 então u = +25ev= 44,
ou seja, u é ímpar. Então a unidade fundamental do corpo Q(V39) é e =
25 + 41/39. Logo, pelo Teorema 2.7 não existe uma base integral ortogonal em
Q(V­39).

Outra maneira de verificar que não existe uma base integral ortogonal é

provar que a equação A'x*º + A"yº = 2 não admite solução em Z. De fato, pelo

Teorema 2.4 temos que A' A" = ­—39 que implica A' > O e A” < O. Logo temos

quatro casos a analisar:

(1) (A'/, A”) = (1, —39). Pelo Teorema 2.4 segue que xº — 394º = 2. Como
1º = 2(mod 13) não admite solução, então x? — 394? = 2 não admite solução
em Z.

(ii) (A', A”) = (39, —1). Pelo Teorema 2.4 segue que 39x? — yº = 2. Como
—y? = 2(mod 13) não admite solução, então 39x? — y? = 2 não admite solução
em Z.

(iii) (A, A”) = (3,13). Pelo Teorema 2.4 segue que 37º — 13yº = 2, o
que implica 3x? = 2(mod 13). Multiplicando por 9 temos 7º = 5(mod 13), o
qual não admite solução. Assim 3x? — 137º = 2 não admite solução em Z.

(iv) (A/,A”)= (13,—3). Pelo Teorema 2.4 segue que 131º — 34º =2, 0
que implica 137º = 2(mod 3). Daí 27º = 2(mod 3), o qual não admite solução.
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Assim 13x? — 3yº = 2 não admite solução em Z.

Observação 2.15. Não conhecemos qualquer corpo cúbico com uma base

integral ortogonal.

2.3 Corpos Biquadráticos

Baseando nos resultados anteriores é fácil dar exemplos de corpos bi­

quadráticos cujos anéis de inteiros admitem bases integrais ortogonais rela­

tivamente à forma traço.

Fixemos a seguinte notação: Para j = 1,2, seja K; = Q(/dj) o corpo de
número quadrático de discriminante d;, ou seja, d; = l1(mod 4), e di £ da.
Então K = K;K2 é um corpo biquadrático. Suponha que (61 ; Bi ) é uma base
integral de K,, e considere o conjunto

B=(6.B:1<i,k<2).

Vamos demonstrar que nesta situação B é uma base integral para K.

Em geral é muito difícil o cálculo de uma base integral para um corpo de

números, e como a definição de discriminante envolve a princípio o conheci­

mento de uma base integral espera­se que o discriminante também seja difícil

de se calcular. No entanto existe um Teorema devido a Hilbert, cuja demon­

stração envolve a teoria analítica de números, (Fórmula Condutor Discrimi­

nante), que determina o discriminante de alguns corpos sem ter a necessidade

de conhecer qualquer base integral do corpo de números em questão. Com isto

em mente temos:

Teorema 2.16. Paraj = 1,2 sejam K; = Q(V/dj;), d; = 1(mod 4) e d] É da.
Se mde(d,, da) = 1, então o discriminante de K = K,K, é igual a (di.do)º e B
é uma base integral de K.

Demonstração:

Que o discriminante de K é (d1.da)º segue do Teorema de Hilbert (Veja [H],
Teorema 88).
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Para demonstrar que B é uma base integral, primeiramente note que se

Gal(K,1,Q) = (1,01) e Gal(K2a,Q)= (1,02) então Gal(K1K>,Q) é isomorfo a
(1,01) x (1,02). Como d; = 1(mod 4), j=1,2então O; = (13+ 2/1)

1 1
eba=(11, 2 + 2 Va) são bases integrais de K, e Ka, respectivamente. Assim
B=Ah=(130+VA,20 VB, 10+ VE VE VED) eo
discriminante de B é

(14 VA) 2(1+ VA) 2(1+Vd1+V+ VE)

201­V0) 2(1+V0) 2(1­Vdr+V6­V0)
2(1+V) 201­V6) L1+VT=VG=V0)

20­VA) 0­0) A VE­VG+VEDB)

1+V/h. 1+V/Vhk 1+/d+Vda+Vdid

1­ Jd 1+/& 1­/di+V/da—Vdida

d, 14+/d1VE Vdda

1­/d1=Vda+Vdd,
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1h 1+/hb 14H/h+VhL+Vdhák

—2V/d —2(Vd, + dida)

—2/d —2(Vda + dida)

—2Vh.  —2Vh —2(Vd1+ da)

1?= ãs) (16d1d2)? = (dida)?. Como B C Di e é linearmente independente e
A[B] = ó0(K) segue que B é uma base integral de K. O

Para o teorema seguinte vamos usar as seguintes notações: Tr; =Trx3/Q)
Trj = TTK/K; eTr= Trx/Q­

Teorema 2.17. Paraj= 1, 2 sejam K; = RV), d; = 1(mod 4) e (61,65)
uma base integral ortogonal de K;. Então B é ortogonal com respeito a forma

traço b(r,y) = Tr(xy). Além disso, se mdec(d,1,da) = 1 então B é uma base
integral ortogonal de K.

Demonstração:

Sejam 1,k,l,ym E (1,2). Desde que Tr = Tr, o Try, Try, = Tra
e Try é K­ linear , então

Tr(BAR AM aR) = Tn (Tru(606? ­ 696f)) =
= Tri (61990 Tre (8988) = Tri (61 AM ­Tra(6PoR)) =

= Tr(8º 8) ­Tra(BPBÉ) =,
a menos que i = l e EK=m. Assim B é ortogonal com respeito a forma traço.
O resto da demonstração segue do Teorema anterior. O

Observação 2.18. Também não sabemos se existe uma base integral ortogo­

nal em um corpo biquadrático que não satisfaz as hipóteses do Teorema 2.17.
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