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(Jules Henri Poincaré (1854 — 1912))
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RESUMO

O objetivo deste trabalho é trazer atividades (tedricas e praticas), em torno
de um tema unico o Numero de Ouro, a ser explorado em diversos conteudos ja
existentes no atual curriculo de Matematica. A partir deste tema, introduzir a ideia
de Razdo Extrema e Média e, logo apds, trazer o conceito de Raz&o Aurea e,
assim, induzir os alunos a obter o Numero de Ouro, entender suas propriedades

matematicas e suas aplicagdes em torno do Triangulo Aureo e Retangulo Aureo.

Palavras — Chave: Razdo Aurea. Numero de Ouro. Tridngulo Aureo.

Retangulo Aureo.



ABSTRACT

The goal of this work is to bring new activities (theoretical and practical),
around a single subject (The Golden Number), to be exploited in several existing
content in the current mathematical curriculum at school. From this subject, we
introduce the idea of extreme and mean ratio, as well the concept of the Golden
Ratio, so, we expect that students can be able to get the Golden Number and
understand their mathematical properties and their applications (related to

Golden Triangle and Golden Rectangle).

Keyword: Golden Ratio. Golden Number. Golden Triangle. Golden
Rectangle.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo trazer as propriedades matematicas a
respeito do Numero de Ouro aos alunos da Educacdo Basica. Essas
propriedades matematicas serdo trazidas em forma de atividades, que
exploraram conteudos existentes no atual curriculo da Matematica da Educagao
Basica.

De maneira geral, no contexto educacional, o aluno completa o ciclo
ensino fundamental — ensino médio sem saber sequer a existéncia do Numero
de Ouro. Tanto no atual ensino fundamental quanto no ensino médio, o Numero
de Ouro e sua forma geométrica em termos de razdao de segmentos (Razéo
Aurea), ndo séo sequer comentados por parte da maioria dos professores que
atuam na Educacgao Basica.

Ao resgatarmos junto aos alunos o tema Numero de Ouro no atual ensino
da matematica na Educacgao Basica, podemos entédo, neste momento, chegar a
um ponto de reflexdo: sera que este tema, Numero de Ouro, nos permite fazer
mudancas de cunho pedagdgico para uma nova postura educacional no ensino
da matematica?

Acredito plenamente que sim, pois, a partir deste tema, podemos adotar
novas atitudes, estratégias e novas metodologias de ensino.

E de fundamental importancia toda e qualquer forma de mudanca na
estrutura do ensino atual da matematica, pois muitos alunos ndo gostam da
matematica, por ndo entendé-la ou nao serem motivados a isso.

Inicialmente, definimos a Razdo Extrema e Média e, logo apds, definimos
o conceito de Razao Aurea e, assim, induzimos os alunos a obterem o Nimero
de Ouro, entenderem suas propriedades matematicas e suas aplicagbes em
torno do Retangulo Aureo e do Triangulo Aureo.

Este texto € composto por oito atividades descritas a seguir:

A atividade 1 tem por objetivo induzir o aluno a obter o valor do Numero
de Ouro por meio da definicdo de Razdo Extrema e Média. O objetivo da
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atividade 2 é apresentar uma atividade pratica, na construgdo do Retangulo
Aureo.

Nas atividades 3 e 4, o objetivo é obter o Numero de Ouro a partir de duas
expressdes matematicas que estao intrinsicamente ligadas a ele.

A quinta atividade tem por objetivo provar a existéncia do Triangulo Aureo.
J4, a atividade 6, tem por objetivo apresentar a relag&o intrinseca entre o Numero
de Ouro e a Sequéncia de Fibonacci. As duas atividades finais, atividades 7 e 8
mostram, de forma construtiva, a relagao entre o Retangulo Aureo, os Numero
de Fibonacci e a Espiral Logaritmica.

O texto é composto também por 3 Apéndices, dedicados a explorar
conceitos matematicos envolvidos nas atividades anteriores.

No Apéndice A, é feita a prova de que o Numero de Ouro € um numero
irracional. O segundo apéndice (Apéndice B) traz uma atividade construtiva do
Segmento Aureo e a prova desta construgdo. O Apéndice C, apresentam-se as

propriedades matematicas da Espiral Logaritmica.
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1. O NUMERO DE OURO NO ENSINO FUNDAMENTAL

Fazendo uma analise geral dos conteudos estudados por um aluno de
ensino fundamental, de acordo com o curriculo da Matematica atual, os alunos
estudam:

Os conjuntos numéricos: numeros naturais, numeros inteiros, numeros
racionais, numeros irracionais; humeros reais; proporcionalidade; porcentagem
e juros; equacado e inequacado de primeiro 1°grau; equagao do 2° grau;
expressoes algébricas; topicos de geometria plana e espacial;, médias e

contagem.

1.1 Introduzindo o conceito de Razao Extrema e Média

A partir do momento em que o aluno conhece o conceito de proporgéo e
equacgao do segundo grau, a ideia € aproveitar e explorar a definicdo de Razao
Extrema e Média, para se chegar ao conceito de Razéo Aurea e, assim, instigar
os alunos a obterem o valor do Numero de Ouro.

Definigao 1: Diz-se que o segmento de reta é cortado na Razdo Extrema e

Média quando, assim como o segmento todo esta para o maior segmento, o
maior segmento esta para o menor.

Em outras palavras, ao observamos a Figural, o segmento AB
certamente é maior que o segmento AC; ao mesmo tempo, o segmento AC é
maior que CB. Se a razdo entre os comprimentos dos segmentos AB e AC, for
igual a razado dos comprimentos dos segmentos AC e CB, entdo o segmento todo
foi cortado na Razdo Extrema e Média ou numa Razao Aurea.

Trazendo este conceito para uma linguagem matematica mais atual,

B _AC

temos que —= = —=.
AC CB
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Figura 1 — Segmento Aureo1.

1.2 Proposta de atividade: Atividade 1

O objetivo desta atividade é apresentar o conceito de Razao Extrema e
Média aos alunos e, instiga-los a obter uma expressdo em linguagem
matematica mais atual, utilizando razées de segmentos e, assim, obter o valor
do Numero de Ouro.

A atividade consiste em sugerir alguns fatos iniciais aos alunos, tais como:

i) Mostrar que o segmento AB = AC + CB, a partir dai os alunos devem

concluir que: AB_AC _AC+CB_AC , CB_AC,

AC CB AC CB AC CB

.. ~ AC
ii) Propor aos alunos que chamem a razdo — =x, que corresponde a uma
CB

das razoes iniciais.

i) Propor também o fato de que se &_x entao: == CB

1
CB AC AC X

A partir dai, é esperado que o aluno associe que

BC AC 1
1+ —_— =1+ —=X.

AC BC X
Por fim, os alunos devem concluir que, multiplicando ambos os membros

da equacao por x, temos:

1+l:x<:>x.(1+lJ:x.x<:>x+1:x2
X X

Somando — x> em ambos membros da equacgéo, temos:
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— X+ X+1=%X>—%x> <> x> +X+1=0.
Multiplicando ambos os membros da equagao por -1:
X+ X+1=0 (D).(-X> +x+D)=(-1).0 = x> —x-1=0.
Temos, entdo, uma boa oportunidade para que o aluno possa fixar a
resolugcdo de uma equacgao do segundo grau (pela férmula de Bhaskara).

Resolvendo a equacao:

—b++b>—dac 1+/(=D>—4D.(-1) 1+/1+4 1+/5
2.a B 2.(D B 2 2

A partir dai, temos duas raizes que sao solugdes da equacao,

1445
) Por se tratar de razdo entre comprimentos de segmentos, entao, a raiz
1-4/5 1++/5

<0, n&o convém, e a raiz € a unica solugdo da equacao

x> —x—1=0para a Razdo Extrema e Média.

Chegamos entéo, ao valor numérico da Razao Aurea, o Nimero de Ouro

_1+\/§
2

() =1,61803398....

1.3 Apresentacdo do Retangulo Aureo

Apos um tratamento algébrico na obtencdo do Numero de Ouro, a proxima

sugestéo de atividade sera:
Introduzir o conceito geométrico e construtivo do Retangulo Aureo.

Definigdo 2: Um Retangulo é dito Aureo quando a medida a do seu lado maior

a
dividida pela medida b do seu lado menor é igual a @ = b
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G
Py

Figura 2 — Retangulo Aureo.

1.4 Proposta de atividade pratica: Atividade 2

O objetivo desta atividade é a construcdo de um Retangulo Aureo.

Para a realizagdo da atividade temos a seguinte sugestao de material:

cartolina, caneta, lapis, borracha, compasso, régua, tesoura e cola.

A construcdo do Retangulo Aureo é bem simples. Basta seguir o esquema

de construgao abaixo, apresentado na Figura 3.

1.

Construa um quadrado ABDC de lado unitario (lado igual a uma

unidade). (Sugestao: construa um quadrado de lado 10 cm);

. Obtenha o ponto médio do lado AB, chamando-o de E; trace a

mediatriz desse ponto médio e o ponto de interseccdo com o lado CD
e chame —o de F;

Trace uma diagonal (FB) do vértice F do retangulo EBDF ao vértice
oposto B do mesmo;

Estenda a base do quadrado e usando a diagonal como raio; trace um
arco de circunferéncia do vértice direito superior do retangulo (ponto
B) a base que foi estendida; chame esta intersecgao de ponto G.
Pelo ponto de interse¢cado do arco com o segmento da base (G), trace
um segmento perpendicular a base.

Estenda o lado superior do quadrado até encontrar este ultimo
segmento, chamando-o de ponto H, para formar o retangulo;

Este ultimo é o Retangulo Aureo.
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Figura 3 — Construcéo do Retangulo Aureo.

Veremos que o retangulo BHGD é Aureo. Por construcéo, sabemos que

0 quadrilatero ACDB é um quadrado, atribuindo a medida a a cada lado do
quadrado, ou seja, AB=DC=CA=BD=a.
Sabemos, também por construgao, que FB=FG (raio da circunferéncia
centrada em F) e atribuiremos a medida b ao segmento DG, ou segja, DG =b.
Agora temos que o tridngulo FBD é retangulo, por constru¢do, FD é
perpendicular a DB. Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:

(FB)2 = (FD)2 + (DB)2 , mas FD :;CD :% , pois por construgdo F é ponto médio

do segmento CD, temos, entédo que:
(Faf =(Fo} + (08 = Fa <[ 2] +a.

Como FB=FG:
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Mas, por construgdo: FG = FD + DG, como FD =%e DG =hb, temos
— a
FG=—+D. Il
> (I1)
Comparando a expresséao (l) e (Il), obtemos:
a .\ (aY a’ a’
—+b| =|=| +a’ < —+ab+b’=—+a’ < a’—-ab-b’ =0.
2 2 4 4
Resolvendo a equagao acima, resulta que,
_—ED)= (D) =40 _bxb+ab’ bxbV5 _bfix5)
2.(1) 2 2 2

a1+
Na qual, obtemos a razdo, - =———.

b 2

Mas, por se tratar de razdo de segmentos, entéo <0, ndo convém.

1+\/§
2

Logo, € a unica solucado pertinente a razao.

a 1445 a
Sendo assim, B = ) portanto prova-se que B =D,
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2. 0 NUMERO DE OURO NO ENSINO MEDIO

Atualmente, o curriculo da Matematica do Ensino Médio tem a seguinte
composic¢ao: teoria dos conjuntos; estudo das fungdes (fungdes de 1°e 2° graus,
fungdes exponenciais e logaritmicas), equagdes e inequagdes exponenciais e
logaritmicas, sequéncias e progressdes, trigonometria, geometria plana,
espacial e analitica, contagem (analise combinatoria), estatistica e
probabilidade, polinbmios (equagdes polinomiais), numeros complexos e
matematica financeira.

A seguir, o objetivo é apresentar o Triangulo Aureo, o Retangulo Aureo e
as propriedades do Numero de Ouro aos alunos do Ensino Médio de maneira
mais aprofundada, ou seja, 0 objetivo é acrescentar os conceitos relacionados
ao Numero de Ouro em conteudos ja existentes no curriculo do Ensino Médio.

Embora as atividades sejam propostas de forma sequencial, sendo duas
atividades para o ensino fundamental e seis voltadas para o ensino médio, as
Atividades 1 e 2 também devem ser realizadas pelos alunos do Ensino Médio

como forma de introdugéo para as proximas atividades.

2.1 Proposta de atividade: Atividade 3

O objetivo desta atividade é levar o aluno a obter o valor do Numero de
Ouro por meio de uma expressdao matematica que lhe sera fornecida.
Inicialmente, iremos apresentar a seguinte expressao aos alunos:

1
1
1
1

1+ —
I+...

X=1+
1+
1+

Em seguida, levantam-se as seguintes questoes:
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1) Sera que esta expressao possui alguma relagdo com o Numero de Ouro?
2) Em caso positivo, qual é esta relagéo?
Apos algumas tentativas, caso nenhum aluno consiga visualizar o que

pode ser feito, cabe ao professor incentivar os alunos e propor que:

Xx=1+ ! e, portanto, x=1+l.

X
1+ L
1
1+ I
1+——
1+...

Logo, o aluno deve obter a equacdo x> — X —1=0, cuja solucdo positiva
€ Numero de Ouro. Neste momento, € importante fazer com o que o aluno
resolva a equagao do 2° grau pela férmula de Bhaskara.

Sendo assim, a conclusio € que podemos representar o numero de ouro

pela expressao anterior, ou seja:

O=1+

2.2 Proposta de atividade: Atividade 4

A proxima atividade € semelhante a anterior, tendo 0 mesmo objetivo, mas

mudando o tipo de expressao. Primeiro, apresentamos a expressao:

x:\/1+\/l+\/1+\/1+\/ﬁ ,

para que possam ser levantadas as seguintes questodes:

1) Sera que esta expressao tem alguma relagdo com o Numero de Ouro?

2) Em caso positivo, qual é esta relagao?
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O objetivo desta atividade €, também, tentar induzir os alunos a descobrir
um caminho para decifrar esta relagao.

Novamente, apos algumas tentativas, caso nenhum aluno consiga
visualizar o que pode ser feito, cabe ao professor incentivar os alunos e propor-

Ihes o seguinte fato:

Escrevendox:\/1+\/1+w/1+1/1+,/1+.., , tem-se que x=+/1+xX.

Observando que x > 1, o aluno deve ser capaz de desenvolver a

expressao sozinho, ou com auxilio do professor. Verifica-se, entao, que elevando

ambos 0os membros da equacao ao quadrado, temos:

2
X=+/1+X ==X’ :(\/1+x) =X =X+l x> —x-1=0.
Como sabemos, mais uma vez, a solugcdo positiva da equacao

x> — X —1=0é& o nimero de ouro.
Portanto, a conclusio € que podemos representar o numero de ouro pela

expressao anterior, ou seja:

@:&+ﬁ+ﬁ+m+ﬁ+m.

2.3 Proposta de atividade: Atividade 5

O objetivo desta atividade é apresentar o Tridngulo Aureo. Atividade a
ser realizada a partir do momento em que o aluno ja saiba o conceito de
semelhancga de triangulos.

Definigao 3: Um tridngulo is6sceles é dito Aureo, se a razéo entre um de seus

lados congruentes e a base é a Razéo Aurea.
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Figura 4 — Triangulo Aureo 1.

Da definigdo apresentada anteriormente, no triangulo ECB (Figura 4)

devemos ter E:C = E =0,
BC BC
Veremos a seguir que o triangulo EBC apresentado acima pode ser obtido
de um pentagono regular.
Primeira parte da atividade: Achar o valor de cada angulo interno do pentagono

regular.

Figura 5 — Pentagono regular 1.
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No estudo de poligonos, o aluno aprende como calcular o angulo interno
(n—2).180°

de um poligono regular de n lados, pela relagédo: a = . Encontrando
n
(5-2).180° . . n , .
a, =f=108°, ou seja, a medida de cada angulo interno do pentagono

regular & 108°.
Segunda parte da atividade: mostrar que o tridangulo EBC ¢ isésceles, e que as

respectivas medidas dos angulos ~/BEC, ~/EBC, /BCE sao 36°, 72° e 72°.

No triangulo EAB, o angulo ZEAB mede 108° , pois € um dos angulos do
pentagono regular; os lados EA e AB sdo congruentes, pois s&o lados do
pentagono regular, sendo assim , o triangulo EAB ¢é isosceles e os angulos da
base deste triangulo (£LABE, Z/AEB) valem 36°, pois
m(£BEC)+ m(£ZECB)+m(CBE) =180°, € como m(<LECB)= m(<LCBE) (triangulo
AEB is6sceles) e m(«/BAE) =108°, entdo faremos m(~LEBA) = m(LAEB) = «,
e dai temos:

a+108°+a =180°<= 2a =72°< a =36°.

De maneira analoga, podemos provar que o triangulo EDC também é

isésceles, no qual as medidas dos angulos ZEDC, ZDCE e ZCED sao iguais a

108°, 36° e 36°, respectivamente, e assim verificarmos que que sao congruentes
(Figura 6).

Figura 6 — Pentagono regular 2.
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Temos que ZEBC = ZBCE, pois AE e EC sao congruentes, por serem
as diagonais do pentagono, logo o tridangulo EBC é isésceles.

Fazendo, m(~ZEBC) = m(«£BCE) = fem(«BEC) = y, temos:

. Q A

5y g

B

Figura 7 — Pentagono regular 3.
36°+4 =108°< B =72°
36°+36°+y =108°< y =36°
Terceira parte da atividade: tracar a bissetriz do angulo ZEBC e chamarde F o

ponto de interseccéo da bissetriz com o lado EC; provar que os segmentos BC,

BF e EF s&o congruentes, ou seja, BC = BF = EF (Figura 8).

Inicialmente, propor aos alunos que eles tracem a bissetriz do angulo

ZEBC, encontrando um ponto F de forma que, F € EC(Figura 8).

Figura 8 — Triangulo Aureo 2.
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De inicio, temos por construgcao da bissetriz que
m(LFBC) = m(£EBF) = 36°, pois m(LEBC) = 72° . Logo, como
36°+72°+m(£BFC) = 180°, temos m(£BFC) =36°
Sendo assim, como M(LFCB) = m(£LBFC), ent&o o triangulo BFC é
isdsceles, logo BC é congruente a BF, ou seja, BC = BF .
Para provarmos que BC = BF = EF, observa-se que os lados BF e EF

sao congruentes, ou seja, BF =EF, pois o triangulo (BFE) é isdsceles, por ser
/BEF = Z/EBF.

Sendo assim, provamos que BC = BF = EF .
Quarta parte da atividade: mostrar que o triangulo BFC e o triangulo EBC sao
semelhantes.

E facil ver que pelo caso angulo — angulo — angulo que estes tridngulos
sao semelhantes (Figura 9), pois:

E

36°

Figura 9 — Semelhanga de tridngulos.
/BEC=/FBC
/CBE=/CFB
/BCE=/FCB
Quinta parte da atividade: provar que o tridangulo iséscele EBC (Figura 4) é um

Triangulo Aureo.
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E .
Queremos provar que B:E =®. Para isso, da semelhanca entres os

triangulos EBC e BFC, temos: 2 = 2 .
BC FC

Fazendo EC = x e BC =y, e notando que FC = EC — EF . Além disso,

como ja foi provado anteriormente, EF=BC= Y, sendo assim, FC=x- y. A

figura a seguir ilustra a situagdo descrita.

Figura 10 — Triangulo Aureo 3.

EC
Queremos provar que: ﬁ =—= .Logo, temos:

X
y
EC_BC_x_ v

2
=X @xz—xy:y2<:>x2:xy+y2<:>[§j X
BC FC 'y X-y y y

X
Fazendo — =M, obtemos:

2
(ﬁj X lem=m+lem’—m-1=0.
y y

Como ja se sabe, é a equacao que resulta no valor do niumero de ouro, provando

que E:S —= @, e o tridngulo EBC é Aureo.
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2.4 Introduzindo a Sequéncia de Fibonacci

O ensino de sequéncias e progressdes no Ensino Médio € uma 6tima
oportunidade para apresentar a Sequéncia de Fibonacci aos alunos.

Antes dos estudos de Progressbes Aritméticas e Geomeétricas (P.A. e
P.G.), sera muito interessante e proveitoso apresentar os Numeros de Fibonacci.
Sera algo novo para os alunos e também servira como uma forma de incentivo
ao estudo posterior de P.A. e P.G.

O estudo dos Numeros de Fibonacci envolve muitas curiosidades, entre
elas, a relacao intrinseca com o Numero de Ouro.

Por se tratar de alunos de Ensino Médio, os Numeros de Fibonacci devem
ser apresentados de maneira atrativa, de forma a despertar a curiosidade. Uma
maneira interessante seria apresenta-lhes o seguinte problema:

Um homem pds um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados
por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par
de coelhos, em um ano (doze meses) se, supostamente, no inicio de todo més
cada par de coelhos da a luz a um novo par, que é fértil a partir do inicio do

segundo més?

N Namero
’ de parejas
.'sp R 1
7 L}
f ; 1
:ﬁ' o’ -\-\
. . "
f [; 2
o s o :-". ““V !
3 \ ")
4 ¢ ¢ 3
prm s s - o s
I | ™~ 1 Y
N > 5 » a
§ ’ ¢ f
4 5

."' N .‘@ e .'Q =’ ""V- = .';, -

Figura 11 — Coelhos.
Fonte: http://bettonunes.blogspot.com.br/2010/12/sequencia-de-fibonacci-uma-
belissima.html


http://bettonunes.blogspot.com.br/2010/12/sequencia-de-fibonacci-uma-belissima.html
http://bettonunes.blogspot.com.br/2010/12/sequencia-de-fibonacci-uma-belissima.html
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Agora, basta apresentar a solu¢gdo do problema aos alunos, procurando
instiga-los a pensar na Sequéncia de Fibonacci.

Ent&o, temos a seguinte sequéncia:

¢ No inicio, temos um par de coelhos, que ira amadurecer, para reproduzir
no més seguinte;

e Apds o primeiro més, ou seja, inicio do segundo més, o primeiro par de
coelhos da a luz a outro par, de modo que ficamos com dois pares de
coelhos, tendo um par de coelhos, aptos a reproduzir, e um par de coelhos
amadurecendo;

e Apds o segundo més, ou seja, inicio do terceiro més, o par de coelho
maduros da a luz a outro par jovem, enquanto o primeiro par de coelhos
filho do par original amadurece, portanto, ficam trés pares.

e ApOs o terceiro més, ou seja, inicio do quarto més, cada um dos dois pares
maduros da a luz a outro par, e o par de filhotes, filho do par inicial
amadurece, ficando entdo com 5 pares de coelhos.

e ApOds o quarto més, inicio do quinto més, cada um dos trés pares maduros
da aluz a um par, e os dois pares filhotes anteriores crescem, resultando
agora em um total de oito pares de coelhos.

e Apos o quinto més, ou seja, inicio do sexto més, temos um par de filhotes
de cada um dos cinco pares adultos, mais trés pares amadurecendo num
total de treze pares.

A parir dai, teremos a seguinte sequéncia: 1,1, 2, 3, 5, 8 (pares de coelhos
gerados) nos seis primeiros meses.

Mas, como o problema original € contar os pares em um ano, a proposta
€ fazer com que os alunos completem a sequéncia, para estes doze meses, para
logo apds, o professor entrar com a teoria envolvendo os Numeros de Fibonacci.

Assim, os alunos devem chegar a seguinte sequéncia: 1,1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144.
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2.5 Proposta de atividade: Atividade 6

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos consigam chegar a
expressao de recorréncia da Sequéncia de Fibonacci.
Primeira parte da atividade: os alunos devem continuar a sequéncia descrita até
os doze meses referidos no problema.
Segunda parte da atividade: propor que os alunos coloquem os Numeros de
Fibonacci em forma de sequéncia:

(1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...).

Temos entéo, a Sequéncia de Fibonacci, e o intuito € obter uma expressao de
recorréncia que permita defini-la.

Ordenando os elementos da sequéncia de Fibonacci de acordo com a
posicao que aparecem nesta sequéncia, faremos:

Tabela 1 : Numeros de Fibonacci.
ur | = 1

uz =

us =

us | =

1
2
us |[= 1| 3
5
8

Us =

—

ur | = 3

Un+1

Un+2

Utilizando a primeira parte da atividade, o aluno devera ser capaz de observar
que:
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Tabela 2: NUumeros de Fibonacci 2.

2 (=1 |+ 1| = us =] Uz + |
3 | =12 |+ |1 | = us | =] us | + | Uz
5 |=]3 |+ 2| = us = | U4 + | U3
8 |=|5|+|3 | = Ue = | Us + | u4
13| =]8 |+ |5 | = uz | =| us | + | Us
21 | =|13|+| 8 | = us = | ur + | Ue
34 | =121+ 13| = U9 = | us + | ur
55 | =34 |+ |21 = | uto | =] ug + | Us
89 | = |85+ (34| = | ut | =] uto | + | ug
144 | = |89 |+ |55 | = | ui2 | =] u1t | + |u
Un+2 | = | Un+1 + Un

Sendo assim, a expressao: Un+2 = Un+1 + Un, € UMa expressao de

recorréncia da Sequéncia de Fibonacci.

2.6 A relagao entre o Numero de Ouro e os Numeros de Fibonacci.

O objetivo do estudo deste proximo tépico é apresentar a relacao existente
entre o Numero de Ouro e os Numeros de Fibonacci.

Primeiramente, mostremos um fato curioso:
Proposigao 1: Dois termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci sdo primos
entre si, ou sefa, se escolhermos dois termos consecutivos quaisquer da
sequéncia, entdo, o Maximo Divisor Comum (MDC) entres eles é unitario. Ou
seja,

MDC(u,,,,u,) =1, para todo inteiro n>1.
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Essa proposicdo é um bom momento para lembrar o conceito de
M.D.C.(Maximo Divisor Comum).Para isso peca aos alunos que completem a

tabela sugerida logo a seguir.

Tabela 3: O MDC de dois nimeros consecutivos de Fibonacci.

Numeros de Fibonacci MDC

1 1 1

1 2 1
2 3 1
3 5 1
5 8 1
8 13 1
13 21 1
21 34 1
34 55 1
55 89 1
89 144 1
144 233 1
Un+1 Un 1

A prova desta proposicao sera feita pelo Axioma de Indugao, cabendo ao
professor optar ou n&o, por apresenta-la aos alunos.

Antes de provarmos a proposig¢ao anterior, precisaremos de um resultado
importante de aritmética na teoria de MDC que é o Lema de Euclides. Iremos

provar inicialmente este lema e, em seguida provaremos a proposicao.

Lema 1 (Lema de Euclides): Sejam a,b e n numeros naturais, sendo
a<an<b. Entdo MDC(a,b)=MDC(a,b—-na).

Demonstracdo: Seja d = MDC(a,b—na). Como d|a e d|(b—na),
pois & e (b —na)sao multiplos de d , segue que d divide b=b—na+na.

Logo, d é um divisor comum de ae b .
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Suponhamos que ¢ seja um divisorcomumde a e b ;logo, ¢ € um divisor

comum de ae (b—na), portanto, ¢ | d .Isso prova que d = MDC(a,b).
Provaremos, entdo, que MDC(u,,,,u,)=1. A prova sera feita por

indugdo sobre N . De fato, para n=1, temos que mdc(u,,u,) =mdc(l,1) =1

Suponhamos que o resultado vélido para N, isto é, mdc (Un+1,Un) =1.

Mas, do Lema 1, temos que

de(Un+2,Un+1) = mdc(un+2 _un+19un+1) .

Assim, conclui-se que:

mdc(un+2 9un+1) = mdc(un+2 - un+1 9un+1) = de(Un 9un+1) = 1
Provando, assim, o resultado.
Proposicao 2: A razdo (o quociente) entre dois termos consecutivos da

Sequéncia de Fibonacci tende (se aproxima) ao Numero de Ouro. Isto é, pode-

Uy . . .
se fazer f tédo préximo de ® quanto se queira, fazendo n tomar valores cada
n

vez maior.

.U,
Ou, em outras palavras: Iim = =
n—oo un

Faremos entdo, uma tabela de valores, para que o aluno consiga

visualizar a proposi¢cao apresentada anteriormente.

Tabela 4 — Relagdo dos niumeros de Fibonacci e o Numero de Ouro.

n Un Un+1 Un+1/Un

1 ur =1 utr =1 1,0000000000000000000
2 uz =1 uz =2 2,0000000000000000000
3 us =2 us=3 1,5000000000000000000
4 us=3 us=5 1,666666666666666666...
5 us=5 us =38 1,6000000000000000000
6 us =8 us =13 1,6250000000000000000
7 ur =13 uz = 21 1,615384615384615384...
8 us = 21 us = 34 1.619047619047619047...
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9 ue = 34 us = 55 1.617647058823529411...
10 u1o = 95 uto = 89 1.618181818181818181...
11 u11 =89 ui1 =144 1.617977528089887640...

Para um melhor aproveitamento das aulas, e para que n&o haja
desperdicio de tempo, é recomendado que esta tabela seja apresentada aos
alunos no Excel (ou planilha compativel), para que os calculos sejam mais
rapidos e precisos, e assim, 0s alunos nao se sintam exauridos.

Claro que a proposta anterior sera viavel, caso a escola disponibilize dos
equipamentos necessarios; como computador e projetor.

Os alunos devem perceber que, ao aumentarmos os valores dos Numeros
de Fibonacci, e efetuar o respectivo quociente entre dois numeros consecutivos,
como dispostos na tabela anterior (Tabela 4), isso nos leva a uma razéo, que é
bem conhecida, ou seja, estamos chegando cada vez mais proximos de
d =1,61803398...

A seguir, sera feita a demonstragdo da Proposicéo 2 que destina-se ao
professor, ja que os principais conceitos matematicos em questdo n&o séo
abordados no Ensino Médio. No entanto, encorajamos os professores a
apresentar as ideias aqui contidas aos seus alunos de forma intuitiva.
Demonstragdo. Embora a sequéncia de Fibonacci ndo seja limitada
superiormente, existe um fato interessante, tomando as razbes de cada termo

pelo seu antecessor, obtemos outra sequéncia numerica, cujo termo geral € dado

por:
u
a,=—"n>1.
n

Note que, para n>2

uI’H—l un +un—l un—l 1 1
a, = = =1+ =1+ =a,=1+——x<2

un un un Un an—l

u

Assim, a sequéncia a, € limitada superiormente por 2 e inferiormente por
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Observe na Tabela 5 que os numeros a, alternam em torno de um valor

proximo a 1,618.

a, a, as.....a, a, a,

| I | I I
o I I I I

Figura 12 — Sequéncia de Fibonacci.

Precisamos, dessa forma, provar que a sequéncia acima é convergente,

para isso, vamos considerar as seguintes subsequéncias de (Q,,): (a,,) e (

a,.,), (k=1), ou seja, as subsequéncias de indices pares e impares,

respectivamente.
Primeiro vamos verificar que os termos impares da sequéncia sempre sao
menores que os termos pares. De fato, suponhamos por inducido, que

a,; <8,,, qualquer que seja P .Entao

1 1 1 1 1 1
>— =1+ >l+—=ay >a,,, >—< =
A a, p A a, p A, a, p+1
1 1
=1+ <1+ = 8y <&y
A, a, p+1

qualquer que seja p, isto &, a,, ., € sempre menor que qualquer termo par da
sequéncia. Do mesmo modo, podemos mostrar que todo termo par da sequéncia
€ maior que qualquer termo impar.

Mostraremos, a seguir, por indugdo sobre k, que a,, &€ decrescente e

a,, , é crescente. Com efeito, tem-se que:

(ii) supGe-se valido para k = p, isto é: a,, >a,,,,(p=1)
Observemos que:

u,=u,,+u,, =u,;, =UuU

n

—U,

n

Logo,
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an_un+1:un+unl_2un un2:2_un—2:2_ 1 :2_ 1 —
u, u, u, u, U, Uy +Uno
Unfz unfz
1 1
=2— =2— ,n>3
un,l +1 an_z +1
un—2
Portanto,
a <a,, =>a +l<a,, +1= I < ! = ! < 1
2p+2 2p 2p+2 2p - -
a,,+l a,,,+l1 Ay, +1 a,,
2 ! <2 ! —a <a
- _ 2 p+4 2 p+2.
Ay 1 a,, +1
Isso prova que (a,, ) € decrescente. De modo analogo, pode-se provar que (

a,, ;) € crescente.
E importante observar que (a,,) é mondtona decrescente e limitada

inferiormente por 1 e (a,, ;) € monotona crescente e limitada superiormente por

2.

Portanto, as seguintes sequéncias (a,,) e (a,,,) sdo mondtonas e

limitadas, logo sao convergentes. (Lima, E. L. Curso de Analise — vol. 1)

Chamando X =lim a,, , temos

X=Ilma,, =hm 2—; :2—,;.
a, ,+1 lima,, ,+1
. ) 1
Como lima,, ,=lma,,, temos queX=2—m, que é equivalente a

x> —Xx—1=0e, como X =1, conclui-se que x é o Numero de Ouro.
Analogamente, o limite da sequéncia dos termos impares € também o Numero

de Ouro. Como os termos pares e os termos impares da sequéncia a,tendem

ao Numero de ouro, toda sequéncia converge a ele, isto é lima, = .
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2.7 Proposta de atividade pratica: Atividade 7

O objetivo da atividade é fazer com que o aluno observe a relagéo entre
o Retangulo Aureo e os nimeros de Fibonacci, de forma construtiva.

Esta atividade pratica podera ser individual ou em pequenos grupos.
Temos a seguinte sugestdo de materiais: cartolina, caneta, lapis, borracha,
régua, tesoura e cola.

1. Inicialmente, serao feitos dois cortes quadrados, em cartolinas de cores
diferentes, para uma melhor percepgao (cerca de 3 cm x 3 cm), embora, nada
impeca ser uma cartolina da mesma cor.

2. Cada quadrado desses sera considerado unitario, ou seja, sera
considerado equivalente a uma unidade.

3. Juntando os dois quadrados unitarios, teremos um retangulo medindo
6 cm (na altura) x 3 cm (na base).

Sendo que o comprimento 6 cm corresponde a soma dos lados dos
quadrados anteriores.

4. Novamente, anexamos outro quadrado com 6 cm de lado e teremos um
retdngulo 6 cm(altura) x 9 cm (Base); temos entdo a seguinte sequéncia de
quadrados: 1u, 1u, 2u, referentes ao fato de os quadrados iniciais serem
unitarios.

5. Continuamos a anexar quadrados com lados iguais ao maior dos
comprimentos dos retangulos obtidos anteriormente; a sequéncia dos lados dos

proximos quadrados é: 3u, 5u, 8u, 13u,..., que € a Sequéncia de Fibonacci.

13

Sl 2
3

Figura 13 — Retangulo Aureo e os numeros de Fibonacci.
Fonte: http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfib2.htm


http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfib2.htm
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2.8 Proposta de atividade pratica: Atividade 8

O objetivo desta atividade é apresentar de forma construtiva a Espiral
Logaritmica e a sua relagdo com o Retangulo Aureo.

Para a realizagao desta atividade, € sugerida a seguinte lista de materiais:
cartolina, caneta, lapis, borracha, compasso, régua, tesoura e cola.

Essa atividade pode ser feita de forma consecutiva a atividade anterior,
aproveitando o Retangulo Aureo construido anteriormente.

1. Com um compasso, tragcar um quarto de circunferéncia no quadrado de
lado 39 cm, ultimo quadrado obtido na atividade anterior.

2. Logo apos, tracar quartos de circunferéncias nos quadrados de lado
24 cm,15cm,9cm, 6 cm, 3cme 3 cm.

3. Essa sequéncia de quartos de circunferéncias unidas formam espirais

“rodopiantes”, conhecidas como Espiral Logaritmica.

5

~

Figura 14 — Construcao da Espiral Logaritmica.
Fonte: http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfib2.htm

As propriedades matematicas referentes a Espiral Logaritmica podem ser

encontradas no Apéndice C.


http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfib2.htm
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3. CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve por finalidade apresentar aos alunos do Ensino Basico
a existéncia, as propriedades e as curiosidades relacionadas ao Numero de
Ouro.

Todas as propostas de atividades, exposicao de teorias, e todo o contexto
matematico envolvendo o Numero de Ouro foram preparadas para alunos do
referido nivel de ensino, alguns fatos matematicos foram apresentados apenas
de maneira didatica; o que nao acarreta que o professor nao deva saber a
matematica formal envolvida nos fatos apresentados. Os apéndices colocados
neste texto vém reforcar esta necessidade de estudo do professor, que deve
sempre estar preparado para realizar as atividades, de maneira segura.

Para o preparo do professor, a leitura destes apéndices sera de extrema
importancia, assim o professor podera se sentir seguro para realizar todas as
propostas de atividades sugeridas, poupando esfor¢os de pesquisas exaustivas.

Mas faz-se necessario ao professor (como um eterno pesquisador),
realizar estudos perioddicos para o preparo de suas aulas, utilizando a maior fonte

de conhecimento possivel.

3.1 Resultado da aplicagao das atividades propostas

Para que houvesse uma amostra do reflexo das atividades sugeridas no
texto, as mesmas formam postas em pratica com um grupo de cerca de 30
alunos do Ensino Médio regular (2° e 3° anos) de uma escola Técnica Estadual;
sendo que o grupo de alunos era bem heterogéneo, ndo havendo nenhum tipo

de selecao destes alunos.
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O principal objetivo desta aplicagdo pratica foi analisar o interesse dos
alunos a respeito das atividades, podendo assim medir também o nivel de
conhecimento que eles apresentaram.

As atividades foram realizadas em dias alternados durante duas semanas
consecutivas, devido a logistica de tempo dos discentes.

As principais conclusdes a respeito da aplicagcao das atividades foram as
seguintes:

» Os alunos deram o depoimento de que as atividades foram muito
interessantes, fugindo do cotidiano com o qual eles estavam
acostumados.

= Os conteudos ja estudados por eles na aplicacdo das atividades, para
alguns era algo corriqueiro, e para outros, pareceu algo novo, que ainda
nao haviam estudado.

» As dificuldades apresentadas pelos alunos foram as mais variadas
possiveis, desde a resolugao de equagao do segundo grau, passando por
dificuldades de abstragao e entendimento algébrico, até as dificuldades
de semelhanca de tridngulos.

Embora o grupo de alunos (amostra) seja pequeno em meio ao conjunto
universo que representa estes discentes, uma certeza ficou patente, as
atividades chegaram ao seu propdsito maior, qual seja, incentivar os alunos a
estudar matematica.

Uma importante conclusao a ser tirada desta aplicacdo das atividades
sugeridas no texto, € a de que quanto mais novidades (com qualidade) sao
apresentadas aos alunos, mais envolvidos ele se tornam com o ensino da

matematica.
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APENDICE A - Prova de que o Numero de Ouro é Irracional

E importante que o aluno entenda bem que ® = =1,61803398... é um

1+\/§
2

numero irracional, portanto faremos a seguinte prova a respeito deste fato.

Primeiramente, provaremos que \/gé um numero irracional, ou seja, nao

se pode escrevé-lo em forma de fragdo do tipog,q 0 e p,gel.
A prova sera feita por contradicao (ou redug¢ao ao absurdo). Suponhamos

entdo, por contradigao que J5 possa ser escrita na forma g,q #0 e p,qe’,

sendo o mdc(p,q) =1, isto &, \/_=§

Elevemos ambos os membros da equagao ao quadrado e teremos:

2 2
(/5)? {BJ 5= o592 =p”.
q q
Podemos concluir, entdo, que p2 € multiplo de 5, e como 5 € um numero

primo, p também deve ser multiplo de 5. Fazendo p=5m (MeZ), temos que:
50% =(5m)* < 50° =25m*.

1

Multiplicando ambos os membros da equagao por g .

1 2 1 2 2 2
—159° =| = [25m =5m
[5) q (sj =

Podemos concluir agora que qzé multiplo de 5 e, portanto, q deve ser

multiplo de 5, o que contradiz o Fato do mdc(p,q) =1 . Portanto, J5 6 um

numero irracional.
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_ 1+J5 a L
Finalmente, supondo por absurdo que ®= 5 b com a,b inteiros

2a-b
positivos, b # 0, teremos J5= b que é um quociente da forma a com
1++/5

p,qinteiros positivos, o que é um absurdo. Logo, P = € um numero

irracional.
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APENDICE B - Construgio do Segmento Aureo

Como foi obtido o valor no Numero de Ouro na atividade 1 em termos de
Razdo Extrema e Média (Segmento Aureo), segue a seguinte proposta de
construcédo do Segmento Aureo por meio de régua e compasso.

Dado um segmento de reta AB qualquer, vamos obter o ponto médio M
deste segmento centrando o compasso em A e logo apdés em B, tragcamos

circunferéncias que se intersectam no ponto C e D (Figura 15).

Figura 15 - Ponto médio.
Usando régua e compasso, tragamos, a seguir, um segmento de reta BE

perpendicular a AB pelo ponto B, com a metade do comprimento do segmento

— AB >
AB, ou seja, BE = 7 da seguinte forma: Na semirreta AB tomemos o ponto

N tal que MB=BN. Para isto, basta prolongarmos o segmento AB e tragarmos

uma circunferéncia de raio MB, centrada em B, a intersecgdo entre a

circunferéncia e o prolongamento do segmento AB sera o ponto N (Figura 16).

> @

Figura 16 - Ponto N .
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De modo analogo a construgdo da Figura 15, encontramos os pontos C' e D’, o

N
ponto E é construido através da intersecgdo da semirreta BC' e a circunferéncia

centrada em B, a figura abaixo ilustra esta construcao.

SRR
- - ~ .- -~
- . S N S~
. I3 ~ N ~
4 ’ s . . RS
’ ’ ’ . \ “
’ ’ ’ \ \ A
! . 4 A \ \
! ' A \ \ \
l{ r r’ ! 1 \
\ 1
5 L L
-y -- __.. -_———
hd 1 1 ’ 1 1
A ' \ ' B 1 N i
\\ \ “ ! i 1
. M» \ i 7 i

Figura 17 — Ponto E.

Unindo-se os pontos A e E, temos o triangulo retdngulo ABE, por
construcgao.

oF

B
Figura 18 - Tridngulo retangulo.

Tracemos uma circunferéncia centrada em E, de raio BE, marcamos um

novo ponto no segmento AE e chamemos de este ponto de P.

»E

A B

Figura 19 - Tridngulo e circunferéncia 1.
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Finalmente, tracemos uma circunferéncia de raio AP, centrada em A, e

seja Q o ponto de intersecgdo com o segmento AB. (Figura 20)

E

B, Saannl
[

Figura 20 - Triangulo e circunferéncia 2.

Afirmamos que o ponto Q divide o segmento AB em uma Razao Extrema

AB AQ 1445
AQ QB 2

A
e Média, ou seja, que . De fato, fazendo A:CB):X’ devemos

1 1445

mostrar que —= )
g X 2

- - - J— ] — —
Para isso, note que, QB=AB-AQ=(1-X).AB e que EB:EAB:PE_

Logo,E:ﬁ+p—E:A—Q+ﬁ:m+%m:(x+%}m

Pelo Teorema de Pitagoras,

2

(RE} - (86} + B :{[HSET -(r8) (18] =
1Y 1Y 15
(x+—j :1+(—j SX A+ X+—===X +X-1=0,
2 2 4 4

—1+\/§ —1—\/§
>0 e
2 2

1445 I 2 1445 1445

X .Logo, —= . = , cOmMo queriamos demostrar.
2 R S TN TN q

cujas raizes sao <0. Como x > 0, devemos ter
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APENDICE C - A Espiral Logaritmica.

O Texto a seguir tem como fonte de dados o livro Razao Aurea de Mario
Livio e a Home - Page www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html.

Veremos agora, uma propriedade matematica muito interessante,
envolvendo a Raz&do Aurea e os logaritmos, através de uma curva chamada
Espiral Logaritmica.

O primeiro matematico conhecido de que se tem noticia a se deparar com
esta curva foi Jacques Bernoulli, um dos trés matematicos que a familia Bernoulli
apresentou ao universo matematico.

O nome Espiral Logaritmica foi derivado da forma como o raio cresce,
quando nos movemos ao longo da curva no sentido horario.

Jacques, ainda em vida, pediu para que essa forma e o lema que atribuiu
a ela fossem gravados em seu tumulo.

O lema descreve uma propriedade fundamental, exclusiva da Espiral
Logaritmica.

Lema 2 (Lema de Jaques Bernoulli): Uma Espiral ndo altera seu formato, a
medida que seu tamanho aumenta.

Essa caracteristica € conhecida como auto similaridade.

Fascinado com essa propriedade, Jaques teria escrito que a Espiral
Logaritmica:

“Pode ser usada como simbolo tanto de vigor e constdncia na
adversidade, quanto do corpo humano, o qual, apos todas as mudancgas, até
mesmo apbs a morte, era restaurado ao seu exato e perfeito ser”. (LIVIO,
MARIO, ano, pagina)

Se pararmos para pensar um momento, esta propriedade aparece de
maneira semelhante em alguns fendmenos de crescimento na natureza. Por
exemplo, a medida que um molusco cresce dentro da concha do Nautilo, ele
constréi camaras cada vez maiores, fechando as menores, que ndo sao mais

usadas. Cada aumento no comprimento da concha tem um crescimento


http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html
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proporcional ao raio, de modo que permanece praticamente inalterado.
Consequentemente, o Nautilo vé uma casa idéntica durante toda sua vida, e n&o
precisa, por exemplo, ajustar seu equilibrio a medida que amadurece.

As figuras a seguir (Figuras 21 e 22), associam a semelhanca entre esta

concha encontrada na natureza e a Espiral Logaritmica.

Figura 21 — Concha de Nautilo.
Fonte: http://britton.disted.camosun.bc.ca/jbnautilus.htm

Figura 22 — Espiral Logaritmica.
Fonte: http://www.ite.educacion.es/formacion/enred/web_espiral/matematicas

Voltando as propriedades matematicas, da Espiral Logaritmica,

aumentado pela acumulagao, dentro de si mesma, a Espiral Logaritmica, cresce

cada vez mais, com a distancia, entre seus enrolamentos aumentando, a medida


http://britton.disted.camosun.bc.ca/jbnautilus.htm
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que se afasta da fonte, conhecida como pélo. Especificamente, dar volta de
angulos iguais, aumenta a distancia do p6lo em proporgdes iguais.

De uma maneira natural, a natureza prima por espirais bem préximas da
Espiral Logaritmica. De girassois, conchas do mar, de redemoinhos a furacoes
a galaxias de espirais gigantes.

Interessante é o fato de a Espiral Logaritmica e a Razado Aurea caminham
intimamente ligadas (de maos dadas).

Examinando de maneira mais detalhada e minuciosa, o Retangulo Aureo,
ao ligarmos os pontos sucessivos onde estes quadrados rodopiantes dividem o
lado em Razdes Aureas, obter-se-4 uma Espiral Logaritmica (como visto na
Atividade 8), que se enrola, para o interior na diregao do pdlo (o ponto dado pela
interseccdo das diagonais, que foi chamado caprichosamente de o olho de

Deus).

>
o

Figura 23 — Espiral Logaritmica e Retangulos Aureos.
Fonte: http://www.tuxresources.org/blog/?p=468

Também €& possivel, obter uma espiral logaritmica, a partir de um
Triangulo Aureo. Comegando de um Triangulo Aureo, e bissecando um angulo
da base, iremos gerar uma série de triangulos rodopiantes. Ligando os vértices

de um Triangulo Aureo, progressivamente, obteremos uma Espiral Logaritmica.


http://www.tuxresources.org/blog/?p=468
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Figura 24 — Espiral e Triangulos Aureos.
Fonte: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070219.htm

A Espiral Logaritmica, também é conhecida como a Espiral Equiangular.
Nome dado pelo matematico e filésofo Francés em 1638, René Descartes
(1596 — 1650), em cuja homenagem, batizou os numeros usados para localizar
um ponto no plano (com respeito aos eixos) — Coordenadas cartesianas.

O nome “Equiangular” reflete outra propriedade unica da Espiral
Logaritmica. Se desenharmos uma linha reta, do pdlo até qualquer ponto da

curva, ela cortara a curva formando exatamente o mesmo angulo.

\
\
\

[@matematicasVisuales

Figura 25 — Espiral Equiangular.
Fonte: http://www.matematicasvisuales.com/english/html/geometry/espirales/espiralequi.html

Os falcdes usam uma propriedade muito préoxima a esta, quando atacam

as presas.


http://www.bpiropo.com.br/fpc20070219.htm
http://www.matematicasvisuales.com/english/html/geometry/espirales/espiralequi.html
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Devido a propriedade Equiangular da espiral, esse caminho |hes

permite manter seu alvo a vista enquanto maximiza a sua velocidade.

Figura 26 — V6o do Falcéo.
Fonte: http://fotos.fot.br/page_img/18444/falcao

Figura 27 — Esquema de voo do Falcéo.
Fonte: http://matheusmathica.blogspot.com.br/2012/05/0-voo-do-falcao-peregrino.htmi

Depois de fatos interessantes de fenbmenos que envolvem as espirais
semelhantes a Espiral Logaritmica, veremos as propriedades matematicas que
a envolvem.

Para cada angulo 6, marque o ponto P sobre a semirreta que passa por A

e faz angulo 6 com o eixo-x, de tal forma que a distédncia r de P a A seja igual

a:.r= a.ebﬂ. Sendo que, a e b sao constantes ndo negativas (Figura 41).


http://fotos.fot.br/page_img/18444/falcao
http://matheusmathica.blogspot.com.br/2012/05/o-voo-do-falcao-peregrino.html
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Figura 28 — Esquema matematico da Espiral Logaritmica.
Fonte: http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html

Definicao 4 (Espiral logaritmica): O lugar geométrico do ponto P quando 6
varia no conjunto dos numeros reais € denominado Espiral Logaritmica plana de
centro no ponto A, fator de escala a e fator de crescimento b.

Definigdo 5 (Espirais Aureas): Uma Espiral Aurea (também conhecida como
Espiral Dourada), é uma Espiral Logaritmica, com um valor especifico para o

n @ n® _Ind

fator de crescimento b: b = 50° (se 6 é medido em graus) e b=—= 27

i
2
(se 8 é medido em radianos).Onde @ representa o NUmero de Ouro.
Reforcamos o fato, de que toda Espiral Aurea é uma Espiral Logaritmica,
mas nem toda Espiral Logaritmica & uma Espiral Aurea.

Maiores informacgdes e uso de software on-line para melhor compreensao

pode ser encontrado no site: http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html


http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html
http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html

51

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1]1 HEFEZ, ABRAMO Elementos de Aritmética, 22. Edicdo. Rio de Janeiro, SBM,
2011.

[2] HUNTLEY, H. E. A Divina Proporgdo: um ensaio sobre a beleza da
Matematica, Tradugao de Luiz Carlos Ascénsio Nunes, Brasilia, Universidade de
Brasilia,1985.

[3] lezzi, Gelson e outros. Fundamentos de matematica elementar, vol. 9, Sdo
Paulo, Atual Editora Ltda, 1985.

[4] Instituto de matematica e da Universidade de Sao Paulo. Disponivel em:
<http://www.ime.usp.br/~leo/imatica/historia/fibonacci.html >. Acesso em
03/03/2013.

[5] LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P; WAGNER, E; MORGADO, A. C. A
Matematica do Ensino Médio, Volume 1, Rio de Janeiro, SBM, 2006.

[6] LIMA, E.L. Curso de Analise — vol. 1, Rio de Janeiro, IMPA.

[7] LIVIO, M. Razdo Aurea “A Histéria de Fi”, 5% edi¢do. Rio de Janeiro, Ed.
Record, 2011.

[8] O Baricentro da mente. Disponivel em :
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/08/construcao-de-um-
pentagono-regular-com 28.html>. Acessso em: 09/02/2013.

[9] OLIVEIRA, K. I. M; FERNANDEZ, A.J. C. Iniciacdo & Matematica: Um curso
com problemas e solugées, Rio de janeiro, SBM, 2010.

[10] Sercomtel. Disponivel em:
<http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib1.htm>.
Acesso em: 27/01/2013.

[11] Universidade Federal Fluminense. Disponivel em:
<http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html#part4>. Acesso em:
19/01/2013.



http://www.ime.usp.br/~leo/imatica/historia/fibonacci.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/08/construcao-de-um-pentagono-regular-com_28.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/08/construcao-de-um-pentagono-regular-com_28.html
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib1.htm
http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html#part4

