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Resumo

Neste trabalho estaremos interessados em compreender a dinamica de
transformacoes de intercambio de intervalos. Dentro desse contexto estudaremos o
processo de renormalizacao de Rauzy-Veech e algumas consequéncias. Por fim
analisaremos a relacao entre as transformagoes de intercambio de intervalos e
homeomorfismos do circulo onde provaremos a convergéncia do operador de
renormalizacao para o caso de homeomorfismos do circulo suave por pedacos.

Palavras-chave: Transformacoes de intercambio de intervalo. Renormalizacao de
Rauzy-Veech. Homeomorfismo do circulo.



Abstract

In this work we are interested in the dynamics of intervals exchange
transformations. In this context we study the Rauzy- Veech renormalization
process and some consequences. Finally we analyze the relationship between the
intervals exchange transformations and homeomorphisms on the circle where we
prove the convergence of the renormalization operator in the case of piecewise
smooth homeomorphisms on the circle.

Keywords: Intervals exchange transformation. Rauzy-Veech renormalization.
Homeomorphisms on the circle.
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Capitulo 1

Introducao

As transformacoes de intercambio de intervalo, apesar de sua definicao simples e
intuitiva, apresentam uma dindmica unidimensional muito rica quando trabalhamos
com o algoritmo de renormalizacao de Rauzy-Veech. Esse sistema dinamico discreto
vem sendo amplamente estudado e possui resultados muito recentes, como por exemplo
o trabalho de Mota e Smania [1] publicado em 2012, onde eles provam a convergéncia
das transformacoes de intercambio de intervalos com um nimero finito de ramos para
um conjunto de transformacgoes lineares fracionarias. Além de ser o principal resultado
que estudamos, ele é uma generalizagdo de um outro devido a Kanin e Vul [8] onde foi
mostrado a convergéncia para transformagoes de intercambio de intervalos com apenas
dois ramos.

Esse trabalho de dissertagao esté organizado da seguinte forma. No Capitulo 2
apresentamos um estudo inicial sobre transformacoes de intercambio de intervalos.
Definimos as transformagoes de intercambio de intervalos generalizadas (t.i.i.g.) e nos
aprofundamos dentro de uma classe especifica dessas transformacoes, ou seja, as
transformagoes de intercambio de intervalos standard (t.i.i.s.). Nesse capitulo provamos
uma condi¢cdo denominada Condicao de Keane, a qual é uma condigao necessaria e
suficiente para que uma classe de transformagoes de intercambio de intervalos seja
infinitamente renormalizavel pelo algoritmo de Rauzy-Veech. Em cima dessa teoria que
nos baseamos para iniciar nossos estudos nessa subdrea dos sistemas dinamicos
discretos. Apresentamos ainda os conceitos de minimalidade e classes de Rauzy que
agrupam as possiveis combinatoérias para cada um dos casos das t.i.i.s. com o mesmo
numero de ramos.

No Capitulo 3 sao apresentadas algumas defini¢oes pertinentes e um breve estudo sobre
transformacoes de Mobius e transformacoes de classe C21”. Apresentamos aqui as
férmulas gerais para as transformagoes que estamos particularmente interessados nesse
trabalho. Nesse capitulo enunciamos e provamos um resultado encontrado em [1] que

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

generaliza uma condicao necessaria para o prova do resultado principal que estudamos.
Tal resultado foi fruto da generalizagao de um resultado de Kanin e Vul [8] e por nao
estar explicitado de forma mais geral foi incluido no artigo de Mota e Smania [1].
Finalmente no Capitulo 4 apresentamos a relagao entre as transformagoes de
intercambio de intervalos com os homeomorfismos suave por pedacos do circulo, onde
enunciaremos e provaremos o principal resultado deste trabalho, o qual se encontra em
[1]. Também apresentaremos outros dois resultados de [1]. Mais precisamente, um
estabelece uma estimativa da nao-linearidade N/ da transformagao de Mobius para a
qual cada ramo da transformacao de intercimbio de intervalos converge e outro garante
que no caso em que a transformagao de intercambio de intervalos possui nao-linearidade
zero cada ramo ird convergir para uma transformagao afim. Um fato importante sobre
esses resultados é que, apesar da dinamica das transformacoes de intercambio de
intervalos ser dentro de um espaco de dimensao infinita, as transformagoes de
intercambio de intervalos infinitamente renormalizdveis convergem para uma aplicacao
de Mobius que vive dentro do espaco das transformacoes de Mobius, o qual possui
dimensao finita.



Capitulo 2

Transformacoes de Intercambio de
Intervalos

Seja I C R um intervalo limitado fechado no seu extremo esquerdo e aberto no extremo
direito, ou seja, o intervalo I é da forma I = [a,b). Por simplicidade tomaremos sempre
a=0.

Seja & = {l, : « € &/} uma particao do intervalo I em subintervalos indexada por um
conjunto de indices denotado aqui por & contendo d > 2 elementos.

Defini¢ao 1. Diremos que a tripla (f, o/, ), onde f: 1 — I é uma bijecao, € uma
transformacgao de intercambio de intervalos generalizada com d intervalos (t.i.i.g. com d
intervalos, para simplificar), se f|r, for um homeomorfismo preservando a orienta¢ao
para cada o € o .

Na maioria das vezes iremos fazer um abuso de notagao e dizer que f é uma t.i.i.g. com
d intervalos. A ordem dos subintervalos no dominio e na imagem constituem a
combinatéria de f.

Definigao 2. Uma transformacao de intercambio de intervalos standard f (ou de forma
abreviada t.i.i.s.) € uma t.i.i.g. que apenas translada cada um dos subintervalos I,.

Uma t.i.i.s. f é determinada por uma combinatéria dos intervalos e um vetor com d
entradas referente ao comprimento de cada subintervalo. Descrevemos esses dois
elementos a seguir.

1. Uma combinatéria é um par m = (mg, 1) de bijegoes 7 : &7 — {1,2,...,d} com
e € {0,1} onde 7y descreve a ordem dos subintervalos I, antes da transformagao
ser aplicada e 7 descreve a ordem dos subintervalos I, depois da transformagao

11



12 CAPITULO 2. TRANSFORMACOES DE INTERCAMBIO DE INTERVALOS

ser aplicada. Esse par de bijecoes serd representado por

o ol .. af
™= 1 1 1 />
Oél Oé2 Oéd

onde af = 7' (j) para e € {0,1} e j € {1,2,...,d};

2. Um vetor A = (A\q)ac com valores reais positivos, onde cada entrada A,
representa o comprimento de cada um dos subintervalos I,,.

No caso das t.i.i.s. podemos representa-las apenas por sua combinatoria e seu vetor A,
ou seja, para toda t.i.i.s. f existe um tunico par (m,\) que a representa, portanto
podemos usar ambas as notagoes sem distingoes.

Definicao 3. Dado um par de bije¢oes m = (mp,m1) chamaremos
p =m0 770_1 :{1,2,....,d} = {1,2,...,d} de monodromia invariante do par
7 = (7o, 1)

A notagao acima pode ser um pouco redundante, j& que dado um par (w, A) podemos
tomar qualquer bijecao ¢ : &7 — &/ e definir

me=meop, €€{0,1} e A, =gy, o €’

e assim obter um novo par (7/,\') que possui a mesma monodromia invariante que o
primeiro par (m,\) e que define a mesma transformacao de intercambio de intervalos.
Assim podemos tomar o7 = {1,2,...,d} e mp = id e deste modo 7y ird coincidir com a
monodromia invariante p. Quando for apropriado usaremos a notacgao

p = (p(1)p(2)...p(d)) para a combinatéria de f

Exemplo 1. Observe a Figura 2.1 que representa uma transformacao de intercambio
de intervalos standard.

C B A D

Figura 2.1:
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Tal transformagdo corresponde ao par
S A ad) ) 8\ (C B A D
“\al af o} aof ) \D B A C )"

Neste caso podemos calcular a monodromia invariante da sequinte forma

p(1) = momi(l) = m(mg (1)) = m(C) = 4,
p2) = mom (2) = m(r'(2)) = m(B) = 2
pB) = mom'(3) = m(mg (3) = m(4) = 3,
p(4) momy'(4) = m(rg'(4)) m(D) = L

Portanto a monodromia invariante deste exemplo é dada por p = (4,2,3,1).

Exemplo 2. Quando d = 2 temos apenas uma combinagdo possivel diferente da propria
identidade para w que € dada por
o A B
~\B A )

A ti.i.s. f associada a (7, \) neste caso é dada por

_J x4+ A, sex€ly
f(x)_{x—/\A, sex € Ipg.

A Figura 2.2 representa o grdfico da transformagdo f.

Figura 2.2:
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Se identificarmos o intervalo I com o circulo R/(Aa + AB)Z teremos

flx)=x+Ap mod(Aa + AB)Z. (2.1)
Essa transformacdao corresponde a rotagao de um dangulo Ag/(Aa + AB).

Exemplo 3. O par (w,\) nao € unicamente determinado pela f. Considere a sequinte

permutacao
(A B C
"=\B Cc A)

Dado qualquer vetor A = (Aa, A, A\c), a transformacao de intercambio de intervalos f é
definida por

Flz) = T+ Ap+Ac, sex €1y
| o — A4, sex € IgU .

Note que essa representacao de f € a mesma para os sequintes casos:

o (m,XN) para todo X' tal que Ny = Xa e Ny + N = A+ A¢;

(A D
™\ D 4 )

o (7, \) onde

X=X edp=2Ap+Ac.
Dada uma combinatéria m = (g, 1) definimos a aplicacao

Q. :RY — RY,
A= Qr(A) =w = (Wa)aew,

onde cada componente w, do vetor w é dada por
QN =w e wa= D> Ag— > s (2.2)
m1(B)<m1i(e) 70(8)<mo(ex)

Dado um vetor w como acima podemos definir uma t.i.i.s. f associada ao par (m, A) da
seguinte maneira

f(x) =2+ wy, para x € I,.

Definigao 4. O vetor w = (Wa)acoy com wy dado por (2.2) é denominado vetor de
translagao de f.



Observe que a matriz Q; = (Q4 8)a,ger € dada por

+1  se mi(a) > m(B) e mo(a) < mo(B)
Qaﬁ: —1 se 7'('1(04) <7T1(5) eﬂ'o(a) >7T0(,8)
0 nos outros casos.

Exemplo 4. Considere a t.i.i.g. representada na Figura 2.5.

A B C D
| I I I I
I I I I I
B D C A
I I I I I
I I I I I
Figura 2.3:

Neste caso a combinatdria m = (mg,m) € dada por
. ™0 o A B C D
"“\m)"\BDC a)

A= (/\A,/\B,/\c,)\D) = (1,3,2,4).

e o vetor A € tal que

Dessa forma o vetor de translacdo € dado por
w = (wa,wB,wc,wp)
= (AB+AD+Ac, =Aa,AB+Ap —Aa — A, A — Aa — A — A¢)
= (9,-1,3,-3).

Agora podemos determinar facilmente a transformagao f associada ao par (mw, ).

£:[0,10) = [0, 10)

x+9, z€A
r—1, z€B
)= x+3, zeC
xr—3, x€D.

Na Figura 2.4 temos o grdfico da t.i.i.s. f.
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Figura 2.4:

Exemplo 5. Consideremos a t.i.i.s. dada no Exemplo 1, ou seja,
o ( C B A D )
D B A C
Para essa t.i.i.s. temos
w= (wa,wp,wc,wp) = (Ap — A, Ap — A, Ap + A + A4, —Ac — A — A4).

A imagem de Q; €

{wWeRY :wy =wp=wc+wp} = {(we+wp,we+wp,we,wp) € R}

= {we-(1,1,1,0) +wp - (1,1,0,1),we,wp € R},

ou seja, um subespaco bidimensional de R .
Exemplo 6. Consideremos a sequinte permutacdo m = < g g ]_'Cg Z )
Temos
w= (wa,wp,wc,wp) = (Ap + Ac + A, AD + Ao — A4, Ap — Ap — A4, —Ac — A — A\4)
e assim a imagem de 2, €

M- (0,1, =1, 1) + A - (1,0, =1, 1) + A¢ - (1,1,0,=1) + Ap - (1,1,1,0)}
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e como os vetores (0,—1,—1,-1), (1,0,—1,-1), (1,1,0,—1) e (1,1,1,0) sao
linearmente independentes, seque que Q € uma bijecdo de R nele mesmo.

Lema 1. Dado o vetor w definido como em (2.2) e para qualquer X € R? temos
A-w=0.

Demonstragao: A igualdade segue como consequéncia imediata do fato que €, é
anti-simétrica. Da definicao de w temos

AMw=> dawa=3 Al D A= D> x| =

acd acd w1 (8)<m1 () o (B)<mo ()

=y DA D A

acd \m(B)<mi(a) 7o (B8)<mo ()

Estamos variando o € &/ e tomando € &/ com [ # «a temos que m(5) < mp(r) ou
mo(B) > mp(ar), portanto temos que

> S| =) > A :%ZAaAﬁ.

acd \7mo(B)<mo(c) acd \mo(B)>mo(a) a#pB

O mesmo vale quando tomamos 71 no lugar de 7y, pois sob as mesmas condigoes
anteriores temos que 71 () < m(a) ou w1 (5) > w1 (a) e portanto

> S| =) > A :%ZAaAﬁ.

acd \7m1(B)<mi(c) acd \71(B)>m1(a) a#pB

Assim temos

1 1
> DA D Ak ZEZAaxﬁ—azMxﬁzo.

acd \mi(B)<mi(a) o (B)<mo () a#f a#fB
|

Obs: A involugao candnica é o operador no espago de (m, ) correspondente a troca
de papéis entre mg e m; mantendo A inalterado. Obviamente, por este operador a
monodromia invariante p e a transformacao f sao substituidos pelos seus inversos. Além
disso, €2 é substituido por —{), assim como o vetor translagao é substituido pelo seu
simétrico.
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2.1 Renormalizacao de Rauzy-Veech

Seja (f, o7, ) uma t.i.i.g., onde &/ tem d elementos e & é uma partigao do intervalo
como definido na Defini¢ao 1. Para cada € € {0,1} denotaremos por a(e) o tltimo
simbolo da expressao de 7, ou seja

ale) =77 1d) = af.

Vamos assumir que os subintervalos /,(g) € /(1) possuem comprimentos diferentes.
Com isso em mente definimos o tipo de uma t.i.i.g..

Definigao 5. Diremos que uma t.i.i.g. f tem tipo 0 se Ay0) > A1) € que f tem tipo 1
5€ Aa(0) < Aa(1)- Em ambos os casos o intervalo de comprimento maior serd chamado
de ganhador e o outro, que possui o menor comprimento, serd chamado de perdedor.

Seja J = Jp(y) o subintervalo de I obtido pela retirada do subintervalo perdedor. Assim
temos que
_f I—f(Iaqy) se (m,A) tem tipo 0
T = { I — 1) se (m, \) tem tipo 1. (23)

Definicao 6. A renormalizacio de Rauzy-Veech de f € a funcdo de primeiro retorno de
f, denotada por R(f), ao subintervalo J.

Vejamos mais precisamente como a renormalizagdo de Rauzy-Veech funciona.

Se f tem tipo 0 tome J, = I, para a # a(0) e Jo ) = La) — f(Laq1)). Esses intervalos
formam a particao de J. Note que f(J,) C J para todo o # «(1). Isso significa que
R(f) = f restrita a tais J,. Por outro lado, f(Jay) = fLaq)) C Ino) € entdo
f2(Ja(1)) C f(Ia(0)) C J. Consequentemente, R(f) = f? restrita a Ja(1)- Veja a

Figura 2.5.
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(1) (0)

L | | | |
| | | | | |
a(0) a(1)

_=-="

- 1

== 1
a(l)-==" a0y f

L I I L1,

1

1

| | | | | ] 1

(‘ - !

a(0)'a(1) TTeee o !

-~ - - ~I

Figura 2.5:

Se f tem tipo 1, tome Jy(g) = f_l(Ia(O)), Jo) = Loy — Ja(0) € Ja = I para todos os
outros valores de a.. Assim temos f(J,) C J para todo a # «(0) e entao ]A%(f) =f

restrita a tais J,. Por outro lado temos fz(.]a(o)) = f(Ia0)) C J e portanto R(f) = f?
restrito a J, (). Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6:
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Observe que a fungao de renormalizagao ]A%( f) nao estéd definida quando temos o dois
ultimos subintervalos do mesmo tamanho, pois se aplicarmos o processo de
renormalizacao de Rauzy-Veech em uma t.i.i.g. f nessa condigdes terfamos uma redugao
no numero de subintervalos da particao como mostra a Figura 2.7.

A B C D
I | | | |
I T T T 1
B C p A
| | | i |
I T T T 1
|
|
|
A B C \
I | | |
I T T \
B C A |
I | | |
I T T |
Figura 2.7:

Assim podemos observar que a prépria renormalizacao de Rauzy-Veech R( f) é uma
transformacao de intercambio de intervalos com d intervalos. Dessa forma podemos
fazer a mesma andlise para R(f) e verificar se R(f) tem tipo 0 ou tipo 1 e obter a
funcio de primeiro retorno de R(f) denotada por R%(f), a um novo intervalo

J = Jgz(y). Novamente obtemos R2( f) como uma t.i.i.g. com d intervalos e podemos
fazer a mesma andlise e assim por diante, constituindo assim um algoritmo.

Supondo que a n-ésima iterada f?"( f) esta definida para algum n > 1 e considerando I"™
o seu dominio, obtemos desse algoritimo de renormalizacao que R”( f) é a funcao de
primeiro retorno de f ao intervalo I™. Da mesma forma temos que R"( = f?"( =
é a funcdo de primeiro retorno de f~! ao intervalo I". Vamos denotar por ¢% € N o
primeiro retorno do intervalo I} para o intervalo I", isto é, f?"( flm) = fda para algum
qs € N.

Alguns autores tratam por renormalizagao de Rauzy-Veech o mesmo algoritmo acima
com uma unica diferenga: apos cada iteragao hd um renormalizagao do intervalo Jry)
de modo que ele retorne a ter o mesmo comprimento do intervalo inicial I onde esta
definida a transformagdo f. A dindmica do algoritmo é a mesma nos dois casos, mas
dentre desse trabalho usaremos o processo de renormalizacao de Rauzy-Veech sem
readequar o tamanho do intervalo gerado pelas iteragoes.

Vamos expressar a funcao f — R( f) em termos das coordenadas (m, ) no espago das
transformagoes de intercambio de intervalos standard.

Se (7, A) tem tipo 0 entdo a transformacio R(f) é descrita por (7, \') onde
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/ 0o ... 0 0 0 - e 0
o 1 = < W? > = ( a(l) a’f—l 048 alerl 1 041( ) > , ou, em outra
™ af oy a(0) afl) oy e oogy
representagao
al sej <k
o/ 0 ! .
aj =ajea; =¢ afl) sej=k+1 (2.4)

j

ajl_l sej>k+1
onde k € {1,2,...,d — 1} est4 definido por o, = a(0).

o ) = ()\,)aca onde

Ao =2Aa paraa#a0)e Ao = A — Aa()- (2.5)

Analogamente, se (7, \) tem tipo 1 entdo R(f) é descrita por (', \') onde

/ 0o ... 0 0 ... 0
o 7/ = < W? ) = < a(l) a'f_l a(}) al(O) Yt %d-1 ) , ou, em outra
™ ay gy o gy oo e ofl)
representagao
al se j <k
0’ y . 1 1
aj =< a(0) sej=k+1 ea; =q; (2.6)
04?—1 sej>k+1
onde k € {1,2,...,d — 1} est4 definido por o = a(1).
e N = ()\,)aca onde
A, =Xa paraa#a(l)e >‘:x(1) = Xa(1) = Aa(0)- (2.7)

C
E

SV

g g>e/\p<)\c, ou seja, ™ € do tipo 1 entdo
, (B C D A FE
"“\A4 E B DC

e N = (A4, AB, Ac — Ap, Ap, AE).

Exemplo 7. Sem = ( i

Vamos agora comparar os vetores de translacao w e w’ de f e R( f) respectivamente.
No caso em que (m,\) é do tipo 0 temos

W, = w, para a # a(1), e w;(l) = Wa(1) T Wa(0)-
Analogamente, segue que, para o caso em que (m, A) é do tipo 1 temos

Wl = w, para a # a(0), e fo(o) = Wa(0) t Wa(1)-
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Podemos entdo expressar essa relacdo por meio de um operador linear © : R — R de
tal modo que

W' = 0(w). (2.8)
No caso em que (7, \) é do tipo 0, a matriz (04 g)a,scr ¢ dada por
1 sea=¢

Oup=4 1 sea=a(l)ep=a0) (2.9)
0  nos outros casos.

Ja no caso em que (m, ) é do tipo 1, a matriz (04,3)a,ger ¢ dada por

1 sea=¢
Oup=4 1 sea=a(0)epf=al) (2.10)
0 nos outros casos.

Vale observar que o operador © depende apenas de m e de A. Observe também que em
ambos os casos o operador O é invertivel. Quando (7, A) é do tipo 0 temos

1 se =0
@;lﬁ =¢ -1 sea=a(l)ep=a)
0 nos outros casos;
e quando (7, A\) tem tipo 1 temos
1 se =03
6;16 =¢ -1 sea=a(0)ep=al)
0 nos outros casos.

Assim, as relagoes (2.5) e (2.7) podem ser reescritas da seguinte forma
N =071(\) ou = 0*(\) (2.11)

onde ©* denota o operador adjunto de ©, ou seja, o operador cuja matriz é a transposta
da matriz de ©.

Exemplo 8. Consideremos a t.i.i.s. do Exemplo 4. Aplicando o processo de
renormalizacao de Rauzy-Veech nela obtemos a situacao representada na Figura 2.8.



2.1. RENORMALIZACAO DE RAUZY-VEECH

A B C D |
| | | | ‘ |
[ | | | ! I
\
B D c 14 (™, A)
| | | | |
| | | ! I
|
|
A B C D \
| | | |
| | | |
B D A C | (7r’, X)
| | | |
| | | |
Figura 2.8:

Consideremos
A= (/\Aa/\Ba/\CU)\D) = (1,3,2,4).

Neste caso (m,\) tem tipo 0 e «(0) = D e a(l) = A. Podemos calcular o vetor X' por
(2.5) e assim obtemos

N = (A4, A Ao Ap — Aa) = (1,3,2,3).

Podemos também calcular a matriz 0 e =1 de (7, \).

100 1 100 —1

o100 o o100 o0

=l o010 =001 o

000 1 000 1

Por (2.11) temos

1 000 1 1

;o |0 100 3| |3
N=0TN=1 g 010 2 | 7| 2

100 1 4 3

e assim temos que X' = (1,3,2,3) como esperado.
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A B C D
| | | |
| | | | |
I
B D A C | (m,A)
| | | | | |
| | | | | |
|
|
A B C D |
| | | | |
I I I I I
/ !
B D A o | (7', \)
| L | |
[ | [ | |
Figura 2.9:

Exemplo 9. Consideremos a t.i.i.s. representada na Figura 2.9 onde jd estd aplicado o
processo de renormalizacao de Rauzy-Veech.

Consideremos
A= (Aa,AB, Ac; Ap) = (2,4,3,1).

Neste caso (m,\) tem tipo 1 e a(0) = D e (1) = C. Podemos calcular o vetor X' por
(2.7) e obtemos
N = (A4, 2B, Ac — Ap, Ap) = (2,4,2,1).

Podemos também calcular a matriz 0 e =1 de (m, \).

100 0 10 0 0

o1 o0 4 o1 0 o0

=1 o010 =|loo 1 o

001 1 00 -1 1

Por (2.11) temos

100 0 2 9

010 0 4 4

I p—1x/y\ __ _
N=0TN=19 01 1 37| 2

000 1 1 1

e assim temos que X' = (2,4,2,1) como esperado.
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2.2 Condicao de Keane

Como vimos anteriormente, a renormalizacao de Rauzy-Veech pode ser expressa pela
transformagao R dada por

R(m,\) = (7', \)

onde 7’ é dado por (2.4) e (2.6), e N é dado por (2.5) e (2.7). A transformacio R nio
esté definida quando os dois 1iltimos subintervalos a direita tém o mesmo comprimento,
ou seja, Aqg(0) = Aq(1)- Precisaremos considerar R como um sistema dindmico no espaco
das transformacoes de intercambio de intervalo, mas para que isso aconteca precisamos
considerar o subconjunto de (m,\) tais que R”(w, A) esteja definido para todo n > 1.
Vamos comegar a restricao dessas transformagoes de intercambio de intervalos com a
definigdo de um par redutivel.

Definigao 7. Dizemos que um par m = (mg,m1) € um par redutivel se eziste
ke{1,2,..,d — 1} tal que

momyt({1,2,..,k}) = {1,2,....k}.
Desta forma, sendo m = (mp, 1) um par redutivel, temos que para qualquer escolha de A

o subintervalo
J = U I, = U [a
mo(a)<k m () <k

é invariante pela transformagcao f correspondente ao par (7, A), bem como o seu
complementar. Isso significa que a transformacao f se divide em duas transformacoes
de intercambio de intervalos, com uma combinatéria mais simples. Neste caso diremos
que a t.iig. f (ou (m,\)) é redutivel. Assim a transformacao (7/, X') = R(r, \) também
é redutivel com os mesmos subintervalos invariantes.

Definigao 8. Diremos que um par m = (7o, 71) € irredutivel quando nao for redutivel.
O mesmo vale para uma t.i.i.g. f, ou seja, a transformacdo f € irredutivel quando ndo
for redutivel.

De agora em diante nos restringiremos aos casos irredutiveis.
Uma possibilidade natural para a restricao do nosso algoritimo seria considerar o
subconjunto dos vetores racionalmente independentes \ € Rf .

Definicao 9. Um vetor X\ € Rf ¢ racionalmente independente se Z NaAa # 0
acd
para todo vetor com entradas inteiras ndao todas nulas (Ng)aca € Vi



26 CAPITULO 2. TRANSFORMACOES DE INTERCAMBIO DE INTERVALOS

Fica claro que a condi¢ao dada pela Definicao 9 é invariante pela renormalizagao de
Rauzy-Veech, ou seja, se A € R‘f é racionalmente independente, entao, por (2.5) e (2.7)
segue que )\ também & racionalmente independente, o que implica que todas as iteradas
de R"(m, \) estao definidas.

Vamos considerar 01, o extremo esquerdo do subintervalo I, consideraremos a origem
como o extremo esquerdo do intervalo I. Assim

para todo v € 7.

Definicao 10. Diremos que uma t.i.i.g. f satisfaz a condigao de Keane, ou que ndo
possui conexoes, se a orbita dos extremos esquerdos de cada subintervalo sao disjuntas,
ou seja

f™01,) # 0lg, Ym>1ea,B € o com my(B) # 1. (2.12)

Assim, se uma t.i.i.g. f satisfaz a condicao de Keane segue que 7 é irredutivel e

(7', X') = R(m, \) esta bem definida. Além disso, a propriedade (2.12) é invariante pelas
iteracoes de R, porque as érbitas de R( f) estao contidas nas 6rbitas de f. Entao a
condigao de Keane é suficiente para que todas as iteradas (7", \") = ]A%"(ﬂ, A), n >0,
estejam bem definidas.

A condigao dada em (2.12) ndo muda caso estejamos restritos a m1(a) > 1. De fato,
suponha que f™(0I,) = 0lg > 0 com mi(a) =1 e m > 1. Entao f(0I,) = 0 = 0L, para
algum v € /. Logo, f™ 1(0L,) = 0I5. Além disso, mi(y) > 1 pois 7 é irredutivel e
mo(v) = 1.

O resultado a seguir fornece uma condigao suficiente para que uma t.i.i.s. (m, A)
satisfaca a condicao de Keane.

Proposicao 1. Se A\ ¢ racionalmente independente e 7 € irredutivel entdo (7, \)
satisfaz a condi¢cdo de Keane.

Demonstracgao: Vamos supor por contradi¢ao que (7, ) nao satisfaz a condicao de
Keane, ou seja, vamos supor que existam m > 1 e o, 8 € o/ tais que f™(01,) = 0lg e
mo(B) > 1. Defina g, 0 < j < m por

fj(afa) S [5]..

Note que By = a e B, = 5. Assim

0Is — 0l = Y wp,

0<j<m
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onde w = (wy) e é 0 vetor translacao definido em (2.2). De maneira equivalente temos

Z Ay = Z /\VZZ Z Ay — Z Ay

7o (v)<m0(Bm) 7o (v)<mo(Bo) 0<j<m \m1(v)<m1(B;) mo(y)<mo(B;5)
Podemos ainda reescrever essa igualdade como sendo
> Ay =0, (2.13)
yeA

onde

ny =0 <j <m:m(B;) >m(y)} — {0 < j <m:mo(B5) > mo(v)}-
Sendo A racionalmente independente obtemos de (2.13) que n, = 0 para todo v € &/
Seja D = max{mo(5;),m1(5:);0 < j <m,0 <i < m}. Observe que D > my(5) > 1.
Assim, como assumimos a irredutibilidade de 7, existe v € & tal que
mo(y) < D < mi(y). A tltima desigualdade implica que m1(5;) < m1(7y) para todo
0 <j <m. Como temos n, = 0, isso implica que m(5;) < mo(7y) < D para todo
0 < j < m. Analogamente chegamos que 71(5;) < D para 0 < j < m. Isso contradiz a
definicdo de D e portanto temos que (m, A) satisfaz a condigdo de Keane como
queriamos.

Exemplo 10. Suponha d = 2. Por 2.1 a transformagdo de intercambio de intervalos é
dada por f(x) =z + Ap mod(Aa + Ap)Z. Entao a condi¢cio de Keane significa que dado
qualquer m > 1 en € Z

mAg #Aa+n(Aa + Ap) e Aa +mAp # g +n(Aa + Ap).
Estd claro que isso vale se e somente se (A, Ag) € racionalmente independente.

Exemplo 11. A partir de de d = 3 a condicao de Keane pode ser estritamente mais
fraca que a condicdo de ser racionalmente independente. Considere, por exemplo

o < A B C > '
C A B
Neste caso f(x) = x + Ao mod(Aa + Ap + Ac)Z e a condi¢io de Keane significa que
mAc, A +mAg e Aa+ A +mA¢o
sao diferentes de

MMAnAa+ A+ Ac) e g+ A +n(Aa+ A+ Ao)

para todom >1 en € Z.
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2.3 Minimalidade

Definicao 11. Uma transformacdao é denominada minimal se para toda orbita € densa
em todo seu dominio de definicdo.

De maneira equivalente podemos dizer que uma transformagao é minimal se o dominio é
0 Unico conjunto invariante fechado e nao vazio.

Proposicao 2. Se a t.i.i.s. f associada ao par (mw,\) satisfaz a condi¢ao de Keane
entdo f € minimal.

Para provar essa proposicao vamos inicialmente observar que a fungéo de primeiro
retorno da transformacao f a um intervalo J C I, é também uma funcao de intercambio
de intervalos.

Lema 2. Dado qualquer subintervalo J = [a,b) de algum I, existe uma parti¢do
{J;:1<j <k} delJ einteiros ni,ng,....,np > 1 com k < d+ 2 tais que

1. fi(J;)NJ =@ para todo 0 <i<nj el <j<k;
2. cada f"i|J; € uma translacdo de J; para algum subintervalo de J;
3. os subintervalos f(J;), 1 < j <k sao dois a dois disjuntos.

Demonstracao: Seja A a uniao das fronteiras {a, b} de J com o conjunto dos extremos
de todos os intervalos I, v € &7, excluindo os extremos de I. Note que §4 < d+ 1. Seja
B C J o conjuntos dos pontos z € J para os quais exista algum m > 1 de tal forma que
fi(z) ¢ J para todo 0 <i <m e f™(z) € A. A aplicagio B 2 z + f™(z) € A é injetiva,
pois f é injetiva e nao ha iteradas em J antes da iterada m. Consequentemente temos
que §B < §A. Considere agora a particao de J dada pelos pontos do conjunto B. Essa
particao tem no maximo d + 2 elementos. Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré,
para cada elemento J; = [a;j,b;) dessa parti¢do, existe nj > 1 tal que f"i(J;) intersecta
J. Tomamos n; o menor inteiro que satisfaz essa condicao. Pela definicao de B segue
que a restrigao f"i| J; € uma translagao e a imagem esta contida em J. Finalmente,
f"(J;), 1 < j <k sdo dois a dois disjuntas pois f é injetiva e n; é a iterada de primeiro
retorno a J como definimos anteriormente.

Na verdade, a afirmacao do Lema acima é verdadeira para qualquer intervalo J C [
como demonstrado em [17].

Corolario 1. Assumindo as condigcoes do Lema 2, temos que a unido J de todas as
iteradas futuras de J € uma unido finita de intervalos e € também um conjunto
invariante pela f, ou seja, f(J)=J.



2.3. MINIMALIDADE 29

Demonstragao: O primeiro resultado segue diretamente da primeira parte do Lema 2

00 k nj—1
T=Uru=yuru
n=0 7j=1 =0

Além disso, a segunda e terceira parte do Lema 2 juntas com a condicao a seguir

k k
Yo=Y 15 =11,
j=1 j=1
onde | - | representa o comprimento do subintervalo, nos leva a concluir que J coincide

com U§:1 fm(J;). Isso implica que J é invariante.
|

Lema 3. Se a t.i.i.s. f associada ao par (w,\) satisfaz a condi¢do de Keane entdo f
nao possui pontos periddicos.

Demonstragao: Suponha que existam m > 1 e z € I de tal forma que f™(x) = x.
Defina 3;, 0 < j < m pela condigao de que f7(x) € ;. Seja J o conjunto de todos os
pontos y tais que f/(y) € 8; para todo 0 < j < m. Assim J é um intervalo e f™ restrita
a ele é uma translagao. Como f™(z) = x, temos que f™|; = id. Em particular,

f™(0J) = 0J. Pela definicao de J segue que existem 1 <k <m e 8 € & tais que
f*(0J) = 0l5. Entao f™(9lg) = 0lg. Se mo(B) > 1, isso contradiz a condigio de Keane.
Se mp(B) = 1 entao existe a € & tal que f(01,) = 0 = 0lg. Note que o # 3 e portanto
0I, # 0, pois 7 é irredutivel. Assim, f"(01,) = 91, contradizendo a condicao de
Keane. Essas duas contradigoes provam que nao pode existir tal ponto periédico x
suposto no inicio da demonstragao.

Demonstracao da Proposicao 2: Suponha que existe x € I tal que {f"(z) : n > 0}
nao é denso em I. Dessa forma podemos escolher um subintervalo J = [a,b) de algum
I, de tal forma que o fecho da érbita de x nao intersecte J. Seja J a unido de todas as
iteradas de J. Pelo Coroldrio 1, J é uma unido finita de intervalos que é invariante por
I

Afirmacao: O conjunto J nio pode ser da forma [0, l;)

Provaremos essa afirmagao por contradigao. Seja # o subconjunto de a € o7 tal que I,
estd contido em J. Assim mo(AB) = {1,2,...,k} para algum valore de k. Como Jé
invariante por f temos que 71(%#) = {1,2,...,k} e portanto

pigt({1,2,..,k}) = B =7 ({1,2,...k}). (2.14)
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E claro que k < d, pois J evita o fecho da érbita de z, e portanto J nao pode ser o
intervalo I inteiro. Se k = 0 entdo J est4 contido em algum I, onde my(I,) = 1; pela
invariancia do conjunto .J temos que J C f(I,) e portanto m (I,) = 1 o que contradiz a
irredutibilidade que é uma consequéncia da condicao de Keane. Assim k deve ser
positivo. Por (2.14) temos uma contradigdo na irredutibilidade, e portanto provamos a
afirmacao.

Como consequéncia, chegamos a conclusao que existe uma componente conexa [a, 5) de
J com a > 0. Se f™(a) # 0Ig para todon >0 e € &/, entao pela continuidade da f e
pela invariancia de J todo ponto f™(a), n > 0, serd parte da fronteira de uma
componente conexa de J. Como existe finitas componentes conexas, f terd em
determinado momento um ponto periédico, que ja vimos que nao é possivel pelo

Lema 3. De maneira andloga, se f"(a) # f(0I,) para todon > 0 e o € &7, entao todo
ponto f™(a), com n < 0 estaria na fronteira de alguma componente conexa de J. Assim
como no caso anterior isso implicaria na existéncia de um ponto periédico, que nao é
possivel como vimos. Devem existir n; <0 < ng e «, 5 € & tais que

fr(a) = f(01a) e f*(a) = Ol. (2.15)

Se 0Ig > 0, isso contradiz a condi¢ao de Keane, basta tomar m = ng —ny + 1. Se

0Ig = 0 entao ny > 0, pois tomamos @ > 0. Entretanto, 0l = f(J1,), onde m(y) = 1..
Isso significa que (2.15) continua véalida se substituirmos 3 por v e ng por ng — 1. Como
v # B, pela irredutibilidade temos que I, > 0 o que nos leva a contradigao do caso
anterior.

Obs: A condig¢ao de Keane nao é necessaria para a minimalidade. Considere a
transformacao de intercambio de intervalos ilustrada na Figura 2.10 onde Ag = A¢,
A = Ap e Aa/Ap = A\¢/Ap é irracional. Assim, f nao satisfaz a condigao de Keane,
mas ainda assim é minimal.

Definicao 12. Uma transformacao é chamada de unicamente ergédica se admite
exatamente uma probabilidade invariante (que é necessariamente ergddica,).

Assim, temos que a transformacao é minimal restrita ao suporte desta probabilidade.
Note que as transformagoes de intercambio de intervalos sempre preservam a medida de
Lebesgue. Portanto, nesse contexto, a unicidade ergédica significa que toda medida
invariante é um multiplo da medida de Lebesgue. Para mais detalhes sobre ergodicidade
ver [7].

Em [3] Keane conjecturou que toda transformacgao de intercambio de intervalos minimal
é unicamente ergddica e verifica a validade desse argumento para d = 2,3. Entretanto,
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A B C D

D C B A

Figura 2.10:

em [5] encontramos um exemplo com d = 5 onde existem duas probabilidades
invariantes ergddicas. Em contrapartida eles conjecturam que a independéncia racional
deve ser suficiente para a unicidade ergédica. Novamente um contraexemplo é dado em
[4] por Keane com d = 4 e duas probabilidades invariantes ergédicas. Assim surge uma
nova conjectura.

Conjectura: Quase toda transformacao de intercambio de intervalos é unicamente
ergodica.

Essa afirmagao foi provada por em [10] e [18], por volta da década de 80.

2.4 Dinamica da funcao de renormalizacao

Vamos considerar uma t.i.i.g. f de tal forma que as iteradas f,, = ]%"( f) estejam
definidas para todo n > 0. Vamos considerar aqui que f satisfaz a condicao de Keane.
Para cada n > 0, seja €™ € {0,1} o tipo e o™, f™ € &7 o subintervalo que ganha e o que
perde de f, respectivamente. Deste modo, temos que o™ e 5™ sdo os dois subintervalos
do extremo direito das duas linhas de 7", com Aqn > Agn, ou entao,
WEn(an) =d= Wl_en(ﬂn).
A sequéncia (€"),, possui infinitos valores 0 e 1, pois supondo que isso nao aconteca e
portanto a partir de um determinado ponto a sequéncia se torna constante teriamos que
o” seria também constante assim como Al para todo o # a. Deste modo

Mt = Mgt = Ao = N
para todo n suficientemente grande. Como temos A7, sempre positivo, eventualmente
teremos A» negativo, o que é uma contradicao.

Proposicao 3. As sequéncias (™), e (8"), assume todos os valores de o € of
infinitas vezes.
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Demonstragao: Tomando a € & qualquer. Considere o intervalo de tempo maximal
[p,q) tal que o™ = « para todo n € [p,q). Ao final deste intervalo o tipo da
transformagao deve mudar

el=1-e"ten! ,(a)=d

Em outras palavras, o = 89. Assim cabe apenas provar que a afirmacao vale para a
sequéncia (a™), que obtemos o resultado para ambas as sequéncias.

Seja % o subconjunto de simbolos 8 € &7 tais que eles ocorrem finitas vezes na
sequéncia (a™),. Tomando uma determinada iterada conveniente de (7, \) podemos
supor que tais simbolos nao aparecem na sequéncia (a"),. Desta forma temos A} = A3
para todo 5 € & en > 0. Como

n+l _ \n n
)\an+1 — )\an - ﬁn,

isso implica que todos os simbolos € % também aparecem finitas vezes na sequéncia
(6™)n. Novamente passamos a uma iterada de (m, A) de forma que nenhum simbolo de
2 ocorra na sequéncia (8"),. Assim, para todo € # as sequéncias

o (B) e 11 (B),n =0,

sao nao decrescentes. Mais uma vez passamos a uma iterada de (m,\) de forma que as
sequéncias descritas acima sejam constantes. Afirmamos que

Te(B) < me(ev) para todo a € & /A, € A, e ec {0,1}. (2.16)

De fato, suponha que exista «, 3 e € de tal forma que 7.(«) < (/). Como a sequéncia
7w () é nao decrescente segue que a sequéncia 7 (a) também é nao decrescente. Em
particular 7.(a) < d para todo n > 0. Se a ¢ £, isso implica que 7]_ () =d e

€" = 1 — € para algum valor de n. Assim

< a - B 7>_><... a v - B >
... .. .. .. .. a ... ... .. .. .. a
Entdo 7T1(B) = 7™(3) + 1 contradizendo o fato de que 7"(3) é constante. Essa
contradicao prova a afirmacao.

Finalmente por (2.16) temos
m0(#) ={1,...,k} = m(B)

para algum valor de k < d. Como 7 é irredutivel devemos ter k = 0 fazendo com que o
conjunto A seja vazio. Isso completa a prova da afirmacao para a sequéncia (a™), e,
portanto, a conclusao do resultado.
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Corolério 2. O comprimento do dominio I" da transformagio R"(f) tende a zero
quando n tende a infinito.

Demonstragao: Como as sequéncias A sao nao crescentes para todo « € &7 basta
provarmos que elas convergem para zero. Suponha que existam 5 € &/ e ¢ > 0 tal que
/\g > ¢ para todo n > 0. Para qualquer valor de n tal que 8" = 8 temos

Pela Proposigao 3 isso ocorre infinitas vezes. Como &7 é um conjunto finito de simbolos,
segue que existe algum a € o7 tal que

Al < — ¢,
para infinitos valores de n. Isso contradiz o fato de que AL > 0.
|
Corolario 3. Seja f uma t.i.i.s., entdo para cada m > 0 existe n > 1 de tal forma que
am ym > 0,
ou seja, todas as entradas da matriz sdo positivas.

Demonstracao: Dados o, 5 € o/, m > 0, n > 1 representaremos por O*(«, 5, m,n) a
entrada da linha a e coluna § da matriz ©X7, ... Pelas definicoes (2.9) e (2.10) temos

0% (e, B,m,1) = 1se a = f ou (a, B) = (a™, ™), (2.17)

e ©*(a, 8, m,1) = 0 nos outros casos. Note que todo O*(«, 3, m,n) é nao decrescente
em n pois

@*(O‘757m7n+1) = E—y@*(a777m7n)®*(77ﬁam+n71)
= 8*(a7ﬁvman)@*(ﬁ757m+nvl) (218)

> O*(a, B,m,n).

Seja « fixo. Vamos construir uma enumeragao i, 7o, -..,Yq4 € &/ e obter inteiros
ni,No, ..., Ng tais que

©*(a,v5, m,n) > 0 para todon >n;, ei=1,2,...,d. (2.19)
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Provando isso estaremos provando o coroldrio com ( igual a um desses ;.

Para i = 1 basta tomar 71 = a e n; = 0. As relagoes dadas em (2.17) e (2.18) implicam
diretamente na relacao expressa em (2.19). Usando a Proposigao 3 encontramos um
valor my > m tal que o ganhador a2 coincida com ;. Seja y9 = ™2 o perdedor. Note
que 7o # 1 pela irredutibilidade. Entretanto, (2.17) nos d& que O* (1,72, m2,1) =1, e
isso implica que ©*(v1,v2, m,n) > 0 para todo n > my — m. Isso implica em (2.19) para
1 = 2 tomando no = mgy — m. Se d = 2 entdao nao ha mais nada a ser provado, e entao
assumimos que d > 2. Usando a Proposicao 3 duas vezes, obtemos primeiramente

p2 > my tal que o ganhador of? nao é y; nem 2, e também podemos obter ms > po tal
que o ganhador a3 = ~y; para j = 1 ou j = 2. Considere o menor ms, e seja y3 = 3% o
perdedor. Note que 73 = a™3~! e portanto ndo é igual a y; nem a 7. Entretanto, a
expressao (2.17) nos da que ©*(;,73,m3,1) =1 e isso implica que

@*(7177377”7”) > 6*(7177j7m7m3 - m)®*(77737m37n —ms3 +m) >0

para n > ms — m. Note que ms —m > mo — m = ng. Isso completa a prova para i = 3
tomando ng = mg — m.

O caso geral dessa enumeracao é andlogo. Suponha que construimos =i, ..., % € &,
todos distintos, e inteiros ny, ..., n; tais que (2.19) esteja satisfeita para 0 < 1 < k.
Assumindo k < d podemos usar a Proposi¢ao 3 duas vezes afim de encontrarmos

pr > my de forma que o ganhador o nao seja um elemento de {71, ..., vk} € mgr1 > pg
de modo que o ganhador o™**1=7% para algum j € {1,2,...,k}. Tomamos o menor
Mmp41 e consideremos 41 = B™ ! o perdedor. Assim 741 = o™ +17! e portanto nao
¢ um elemento de {71, ..., }. A expressao dada em (2.17) nos d4

O©* (V4 Vk+1, Mk+1,1) = 1 e portanto

9*(’}’1,"}%4_1,771,71) 2 9*(’}/17’Yj7m7mk + 1-— m)(a*(’yjufyk—l—hmk—l—lan — Mg41 + m)

¢ estritamente positivo para todo n > ngi1 = mgs1 — m. Isso completa a construcao da
recorréncia e, consequentemente, o resultado do corolario.

Agora podemos provar que (m, A) pode ser iterada indefinidamente se, e somente se,
satisfaz a condigao de Keane. J& provamos que satisfazer a condigao de Keane é
necessario para podermos iterar (7, \) indefinidamente, entao agora s6 nos resta provar
que essa condi¢ao também é suficiente.

Coroldrio 4. Se (7™, \") = R"(w, A) estd definida para todo n > 0 entao (m,\) satisfaz
a condi¢cao de Keane.
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Demonstragao: Suponha que, para algum o, 5 € & e m > 1,
N0 (1)) = 0l (2.20)

Escolha o menor inteiro m > 1 que satisfaca essa igualdade. Em particular temos que
0f(1) > 0. Pela definicao de f,, = R"(f) temos

Of (L) = Ofa(I2), € D15 = OI}

para todo n tal que 0f(I,) e 0l estejam no dominio I,, de f". Tome n o maximo tal
que ambos os pontos estejam no dominio I™. Como f, é a fungdo de primeiro retorno
de f a I"™ a nossa hip6tese (2.20) implica que

fHof(1,)) = 0I5, para algum 0 < k < m — 1. (2.21)

Entretanto, Ig ou f,,(I}}) ou os dois estao no extremo direito da particao para f,.
Se 0f(la) = 0lg entao fn(Iy) = OIf, ou seja, os dois intervalos do extremo direito de f;,
tém o mesmo comprimento. Veja na Figura 2.11.

ol
ITL
L 1 o I
| | |
Jn(13)
Of(1a)

Figura 2.11:

Dessa forma, f,11 = I:Z"H( f) nao estd definida, o que contradiz a hip6tese. Temos
provado a afirmacgao para este caso.
Vamos supor agora que f,, tem tipo 0, ou seja, 0Ig < 0f(I,). Pela definicao

Fopr1OITTY) = fR010) = fn(0f (In)) € OI5H = OIF = Ol

Veja Figura 2.12.
Comparando com (2.21) temos

Far1 @ fnsat (ITHY) = fR(010) = 01 = 0I5,
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oIn T,
n g Fal12)

| | |
i (IF) Of (Iofn(1a)

Figura 2.12:
Como os dois pontos estdao em I"*! e f, 1 é a funcdo de retorno de f™ a I"*!, podemos
reescrever essa igualdade como sendo
n+1 = , para algum 0 <[ < k < m. .
@ fu (12FY) = o1 lgum 0 <! < k 2.22

n «

Ja no caso em que f, tem tipo 1, ou seja, dlg > 0f(I,), segue da definicao que
Ofnrr(I) = 0falll) = 0fu(f(1a)) € DI+ = f1(015) = f(015).
Veja Figura 2.13.

n+1
Iy Ols In

0 fu(I5)In(T5) 0f (1) I§
Figura 2.13:

Comparando com (2.21) temos

wid O (1) = f71(01) = £, (01g) = DI,
Como f,41 ¢é a funcao de retorno de f™ a I"*!, podemos reescrever essa igualdade como
sendo

j;ll(alg“) = afg“, para algum | < k < m. (2.23)

Em ambos os casos descritos acima mostramos que (2.20) implica numa relagao similar
(2.22) ou (2.23), onde f é substituida por uma fungao induzida f,11 e m > 2 é
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substituido por um [ menor. Iterando esse procedimento, encontraremos um caso em
que m = 1 e que j4 foi tratado anteriormente, completando assim a prova deste
corolario para todos os casos.

2.5 Classes de Rauzy

Dado os pares 7 e 7/, diremos que 7’ é um sucessor de 7 se exitem \, N € ]Rff tais que
E(T{', A) = (7', \). Cada par 7 possui exatamente dois sucessores, um correspondendo ao
tipo 0 e outro correspondendo ao tipo 1. Da mesma forma temos que 7’ é exatamente
sucessor de exatamente dois pares m. Observe que 7 é irredutivel se, e somente se, 7’ é
irredutivel. Desta forma essa relacao define uma ordem parcial no conjunto dos pares

irredutiveis que iremos representar aqui como o diagrama G.

Definicao 13. Definimos como Classes de Rauzy as componentes conexas desses
diagramas. Iremos denotar uma classe de Rauzy por C(m) onde m € uma das
combinatorias pertencente a essa classe.

Exemplo 12. Tomemos a mesma combinatoria m do Exemplo 4, ou seja
(A B C D
"“\B D C A)
Se aplicarmos o processo de renormalizacdo de Rauzy-Veech com tipo 0 na combinatoria
7 obtemos por (2.4) que o sucessor de 7 serd @ onde

, (A B C D
T=\B D A C )

Se aplicarmos o processo de renormalizacao de Rauzy-Veech com tipo 1 na combinatiria
7 obtemos por (2.6) que o sucessor de w serd 7' onde

I A D B C
~\B D C A"
A combinatéria ™ possui apenas dois antecessores, um antecessor ™ que quando
aplicado o processo de Rauzy-Veech com tipo 0 como descrito em (2.4) obtemos m e

outro antecessor ™* que quando aplicamos o processo de Rauzy-Veech com tipo 1 com
descrito em (2.6) obtemos w. T e ™ sdo as sequintes combinatorias.

. (A B CD . (A C DB
T=\B D ac)®T “\BDcCc 4a)

Representado na Figura 2.14 os antecessores e sucessores de m.
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1 7.(_**
0
=" Z o -
0
\ '
Figura 2.14:

O resultado a seguir nos diz que cada classe de Rauzy é um conjunto conexo por
caminhos orientados.

Lema 4. Se m e 7’ estao na mesma classe de Rauzy entdo existe um caminho orientado
em G comecando em m e terminando em w'.

Demonstragao: Seja A(m) o conjunto de todos os pares 7' que podem ser ligados por
um caminho orientdvel comegando em w. Como vimos, cada vértice do diagrama G tem
exatamente duas setas saindo e duas setas chegando. Pela defini¢ao, cada caminho
comegando em algum vértice de A(m) deve terminar em algum ponto de A(7). Segundo
0 mesmo argumento, temos também que cada caminho que termina em um vértice de
A(m) deve comegar em algum outro vértice de A(w). Isso significa que A(7) é uma
componente conexa de G, e portanto coincide com a classe de Rauzy C().

Quando d = 2 temos duas possibilidades de monodromias invariantes, mas apenas uma
delas é irredutivel: (2,1). Assim o diagrama G para d = 2 é representado pela
Figura 2.15.

Figura 2.15:

Para d = 3 exitem seis possibilidades de monodromias invariantes, mas apenas trés
delas sao irredutiveis: (2,3,1), (3,1,2) e (3,2,1). O diagrama G quando d =3 é o
apresentado na Figura 2.16

Conforme vimos acima, quando d = 2 ou d = 3 temos apenas uma classe de Rauzy.
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Figura 2.16:

Para d = 4 temos 24 possibilidades de monodromias invariantes, sendo 13 delas
irredutiveis. Sao elas:
(4,3,2,1), (4,1,3,2), (3,1,4,2), (4,2,1,3), (2,
(37 27 174)7 (27 47 173)7 (47 27 37 1)7 (47 1727 3)7 (47
(3747 172)7 (273747 1)7 (3747 172)'

Uma das classes de Rauzy quando d = 4 é a mostrada na Figura 2.17. Ela contém 7
vértices que correspondem as sete primeiras monodromias invariantes apresentadas.
Os outros seis valores de monodromia invariante pertencem a outra classe de Rauzy
representada na Figura 2.18.

Nesta classe de Rauzy temos representada cada monodromia invariante duas vezes. Os
motivos para essa duplicacao de cada vértice é explicado mais a frente.

Todos esses diagramas tem uma simetria com relagao ao eixo vertical. Essa simetria
corresponde a involugao candnica, isto é, a troca de papeis de my e m1. O 1ltimo
diagrama possui um centro de simetria adicional: os pares que sao opostos pelo centro
de simetria possuem a mesma monodromia invariante, e portanto, correspondem a
mesma transformacao de intercambio de intervalos. Identificando esses pares temos o
seguinte diagrama reduzido da classe de Rauzy representado na Figura 2.19:

Abaixo listamos as classes de Rauzy quando d = 2, 3,4, 5.

d Representante Numero de vértices Numero de vértices (forma reduzida)
2 (2,1) 1 1

3 (3,2,1) 3 3

4 (4,3,2,1) 7 7

4 (4,2,3,1) 12 6

5 (5,4,3,2,1) 15 15

5 (5,3,2,4,1) 11

5 (5,4,2,3,1) 35

5 (5,2,3,4,1) 10

Definicao 14. Um par m = (mg,m1) € chamado de standard se o tltimo simbolo em
cada linha corresponde ao primeiro simbolo da outra linha. Em outras palavras a
monodromia invariante satisfaz

momyt(1)=d e mom'(d) =1
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Figura 2.18:
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0 1
() ()
(2, 3, 4, 1) (4, 1, 2, 3)

(4, 2, 3, 1)

(4, 3, 2, 1)

Figura 2.19:
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A existéncia de um par standard em cada classe de Rauzy é o que assegura a préxima
proposicao.

Proposicao 4. Cada classe de Rauzy contém algum par standard.

Note que o operador de Rauzy-Veech mantém os primeiros simbolos af = 7~ L

e € {0,1} inalterados por toda classe de Rauzy. A prova da proposigao 4 é baseada no
lema 5 abaixo.

Lema 5. Dado € € {0,1} e 8 € & tal que w(B) # 1, entao existe algum par @ na
classe de Rauzy C(m) tal que w.(B) = d, isto é, B € o wltimo simbolo da linha € de 7.

Demonstragao: Para cada e € {0,1} seja o7 o subconjunto de 8 € &/ tais que

7L (B) < d para cada 7’ na classe de Rauzy. Como vimos anteriormente, of € . Seja

€

k(e) a posicao mais a direita atingida por esses simbolos, ou seja, o maior valor de 7’ (3)
para todo 7’ em C(7) e todo 8 € &. Pela definigao, k(e) < d. Nossa meta é provar que
k(e) =1 e portanto 7. = {a{} para qualquer € € {0,1}.

Fixemos f. € 4 para o qual o méximo seja atingido. Entao 7. (3.) = k(e) para todo 7/
em C(7). Isso porque os simbolos v tais que 7(y) < d 86 se movem para a direita pelo
processo de iteragdo de Rauzy-Veech e, se isso acontecer, haveria uma contradigao com

a hipétese de que k(e) é o maximo. (Lema 4). Pelo mesmo argumento mostramos que

todos os simbolos a esquerda de . sdo constante dentro da classe de Rauzy:

7 1(i), para todo 1 < i < k(e). (2.24)

—~
S
Mmoo~
~—
L
—~
-~
~—
Il

Em particular, nenhum simbolo a esquerda de ¢ na linha € pode chegar a ltima
posicao na linha 1 —e:

me(a) < k(e) = 7 _ () <d=m|_. < k(1 —¢), (2.25)
para qualquer par 7’ em C(7). Vamos escrever
0 0 0
S O I ) R ORI O
Como visto em (2.24), a relacdo expressa em (2.25) implica
{af, ...,az(ﬁ)_l} C {a17, ...,a,lc(_f_e)}, para € € {0,1}. (2.26)
Em particular, k(e) — 1 < k(1 —€) < k(e) + 1. Existem quatro possibilidades:

1. k(0) = k(1) + 1: entdo o caso € = 0 em (2.26) implica
{ay, ..., ag(l)} = {ad, .., ai(l)}, e isso contradiz o fato da irredutibilidade;
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2. k(0) = k(1) — 1: esse caso é andlogo ao anterior usando € = 1 na expressao (2.26);

3. k(0) = k(1) e {aY, ..., ag(o)_l} = {a}, ..., a,lf(l)_l}: isso contradiz a irredutibilidade
a menos que k(0) = k(1) = 1;

4. k(0) = k(1) e existe 1 < i < k(0) tal que o? = Qp(1)1: junto com o caso em que
e =1 em (2.26) temos

{O&7 cey allc(l)—lv allﬁ(l)} = {a(l)v ) ak(o)o}

e isso implica que os conjuntos coincidem, portanto existe 1 < j < k(1) tal que

04]1- = ag(o), contradizendo mais uma vez a irredutibilidade.

Isso completa a prova deste lema.

Demonstracao da Proposicao 4: Como observado antes, os primeiros simbolos o
de cada linha permanecer inalterados pelo processo de iteracao de Rauzy-Veech. Pela
irredutibilidade, eles sao necessariamente distintos. Assim, usando o Lema 5, podemos
encontrar um par 7’ em C(7) tal que 7)(al) = d, ou seja, o dltimo sfmbolo da linha de
cima coincide com o ultimo simbolo da linha de baixo. Agora, iterando 7’ pelo processo
de Rauzy-Veech com tipo 0, nés mantemos a linha de cima inalterada, enquanto os
simbolos da linha de baixo se movimentam a direita de a%. Entao, eventualmente,
encontraremos um par 7’ que satisfaca 7/ (a9) = d, e claro 7} (al) = d. Assim 7" é
standard.



Capitulo 3

Funcoes C*1” e Transformacoes de
Mobius

Antes de enunciarmos e provarmos os principais resultados estudados nesse trabalho
precismos estudar um pouco a composicio de funcoes de classe C?*T" e também
comparé-la com as transformacoes de Mobius. Além desse estudo mais detalhado,
apresentamos também nesse capitulo algumas defini¢cGes que serao usadas nos resultados
principais.

3.1 Definicoes

Uma t.i.i.g. f é infinitamente renormalizavel se R"(f) estd bem definida para todo

n € N. Para simplificar a notacao usaremos f,, = R™(f). Vamos considerar aqui que f
satisfaz a condicao de Keane, uma propriedade que é invariante por iteragcbes como
mostrado anteriormente para t.i.i.s., mas que também é valida para t.i.i.g.. Em [3]
prova-se que essa condicao é necessaria para que a t.i.i.g. f seja infinitamente
renormalizavel.

Seja €, o tipo da n-ésima renormalizagao, o, (€,) o ganhador e ay,(1 — €,) o perdedor da
n-ésima renormalizacao.

Definicao 15. Diremos que f € uma t.i.i.g. infinitamente renormalizdvel e tem
combinatdéria k-limitada se para cada natural n € N e letras 8,~v € & existem
naturais ni,p > 0, com |n —n1| < k e |n —ny —p| <k, tais que ayp, (€n,) = B,
ny4p(1 = €nyp) =7 € anypi(l = €ny1p) = Oy tit1(€ny44) para todo 0 > i <p.

Definigao 16. Diremos que a t.i.i.g. f: I — I tem genus um como em [18] (ou que
pertence a classe de rotagao como em [13]) se f tem no mdzimo duas descontinuidades.

45
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Note que toda t.i.i.g. com dois ou trés intervalos possui genus um. Se f €
renormalizavel e tem genus um, é facil verificar que R(f) também possui genus um.

Exemplo 13. A sequinte transformacdo de intercambio de intervalos representada na
Figura 3.1 tem genus um.

A B C D E

Figura 3.1:

No entanto a transformacao do Exemplo 1 ndo tem genus um.

Definicao 17. Dada duas t.i.i.qg. f e g, definidas sobre o mesmo alfabeto <7, diremos
que f e g possuem a mesma combinatdria se w(f) = mw(g) e a n-ésima renormalizagdo
de f e a n-ésima renormalizacdo de g tem o mesmo tipo, para todo n € N. Seque que
7" (f) = 7"(g) para todo n, onde 7" (f) é a combinatdria da n-ésima renormalizacio da

f-
Definigao 18. Seja 93?”’, keNev >0 o conjunto das t.i.i.g. f: 1 — I tais que

1. para cada o € &/ podemos estender f a I, como um difeomorfismo preservando
orientacdo de classe C*1V;

2. a t.i.i.g. f possui combinatoria k-limitada;
3. a funcdo f tem genus um e satisfaz a condi¢do de Keane.

Definigao 19. Seja H um intervalo ndo degenerado e g : H — R um difeomorfismo.
Definimos o Zoom de g em H, denotado por Zg(g), como sendo a transformag¢ao
Zr(g) = Agogo Ay, onde Ay e Ag sdo fungoes afins preservando orienta¢ao que
mandam [0,1] em H e g(H) em [0,1] respectivamente.

Exemplo 14. Seja g : [0,1] — [0,1] com g(z) = 23 um difeomorfismo. Vamos
considerar H = [1/2,1] C [0,1]. Calculando a fun¢ao zoom de g em H obtemos

Zr(g) = Ayogo Ay,
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onde
Ap:[0,1] — =[1/2,1]
T 1( ) _ x—i—l

Ay 39(H) = [1/87 1] — [07 1]
x Ag(az):&”—;l.

Considere o conjunto C?([0,1],R) de todas as funcdes C? g : [0,1] — R com a norma
usual

de2(f.9) : ZsupxemD f(z) — DWg(x)|, (3.1)

onde D@ f e D@Wg denotam a i-ésima derivada de f e ¢ respectivamente.
Denotaremos por .# o conjunto das fungdes de Mobius M : [0, 1] — [0, 1] tais que
M(0) =0, M(1) =1 e que preservam a orientagao. Cada elemento M € .# tem a forma
—-N
re2
M = MN(a;) = —71\,1 (32)
1+x(e= )

para algum valor de N € R. Mais adiante justificamos a formula geral para as
transformagoes de Mdbius que pertencem a esse conjunto.

3.2 Nao-Linearidade

Definicao 20. Seja f : [a,b] — [f(a), f(b)] um difeomorfismo C? que preserva
orientacao. Definimos a ndo linearidade de f como sendo a fun¢do ny : [a,b] = R dada
por

_ DY@ o b
ns() = Sy = DaDI (@) (33)

Lema 6. Sejam f e g difeomorfismos de classe C?. A ndo linearidade da composi¢io
fogé
Nog(x) = nys(g(x))Dg(x) + ng(x).

Demonstragao: Podemos usar a definicdo dada em 3.3 e calcular a nao linearidade da
composicao de difeomorfismos de classe C2, ou seja, se f e g sdo difeomorfismos de
classe C? temos que a ndo linearidade da composta é dada por

D?[(f 0 g)(x)]

"10(®) = BliFog)@) 34
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Como

D[DI(f o g)(z)]]
D[Df(g(x)) - Dg(x)]
D?f(g(x)) - Dg(x) - Dg(x) + D f(g(x)) - D*g(x)

D?[(f o g)(x)]

D[(f o g)(x)] = Df(9(x)) - Dg(x)
segue de 3.4 que

R 2 (¢ Y)]C0)
fes D[(f o g)(x)]

D*f(g(x)) - Dg(x) - Dg(z) + Df(g(x)) - D*g(x)
Df(g(x)) - Dg()

Portanto
Nog(x) = nyf(g(x))Dg(x) + ng(x).

|
Corolério 5. Se f; é um difeomorfismo de classe C? tal que f = f, o ...0 fi estd
definido em [a,b] temos
D) & [ D2fi(x)
der = dx. 3.5
wy Df(x) ; fi1jap Dfi(2) (3.5)

onde fia,b] = (fi_10 fi_ao...0 f1)([a,b]), para i > 1 e fO[a,b] = [a,b].

Demonstragao: Vamos provar esse corolario por indu¢ao em n. Tomando n = 2 temos
que f = fy o f1 e portanto

/ "f(w)de/ Nfyof; (T)da.
[a,b] [a,b]

Pelo Lema 6 temos nyf,of, = nys,(fi(x)) - D fi(x) + ng (x) e portanto

/[mb] N faof (x)dx = /[a’b} nf, (fi(z))dx - Dfi(z) + / ng, (z)dz.

[a,b]
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Tomamos y = fi(x) na primeira parcela do lado direito da igualdade acima e além disso
temos dy = D f1(z)dx e como a < z < b entao fi(a) <y < f1(b). Assim obtemos

[ w@is = apn@) i@+ [ np
[a,b] [a,b]

:/ nfz(y)dy—l—/ ng (x)dx
fl[avb] [avb]

= / an(y)dy+/ ng (v)dx.
ft{a,b] fO[a,b]

Portanto a equacao 3.5 vale para n = 2.

Suponha que a equacao 3.5 vale para n = k, ou seja,

d:z:
(a,b] Df Z/ﬂ 1[a,b] ix

onde f = fro fr_10...0 f1.

No cason =k + 1 temos f = fryr10 fro fxr_10...0 fi. Chamando g = f;11 o fr obtemos
f=go fr_10..0 fi como uma composicio de k difeomorfismos de classe C? e usando a
hipétese de inducao em 3.6 que vale para composicao de k difeomorfismos obtemos

(3.6)

D*f() g D’ f(x)
der = d
b Df() ! ;/ﬂl[a,b} Dfi(x)
B D?%g(x)
B Z / ~1[a ] dm " /fkl[a,b] Dg(z) a2,

D2
aplicando o passo com n = 2 para o termo / 9(z)
f1[ap Dg()

D2%g(x) D? fri1(z) D2 fi.(x)
dr = 7d dx.
/fw,b] Dy(z) /W tos) Dfisr(2) “/fwa,b] Dfi(x)

dx obtemos
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Portanto temos que

D*f(x) , D?g(x)
wy Df() o= Z/ “1ab] sz dw+/,‘k1[a,b} Dy(x) o

2
_ Z/ d:c+/ D fk(x)dﬂj-i-/
i=1[q,b] sz fe=1iap) Df(x) (e ab)

D2 fry1(w)

D fry1(x) e

= Z/ ng(x d:n—l—/ nfk(:n)d$+/ Ngr1(x)dz
Hasb) fFanb) fHlab]

- z/“nﬁ

como queriamos.

Proposigao 5. Seja f : [0,1] = [f(0), f(1)] um difeomorfismo preservando a
orientagdo. Se [a,b] C [0,1] e f = Z|44)(f) € 0 z00m de f em [a,b], entdo a
nao-linearidade do zoom de [ €

np(z) = (b—a)nsla+z(b—a)).

Demonstracio: Da definicio 19 temos que f = A o f o A; tal que

Df(z) = DAs(foAi(z)) Df(Ai(z))  DAx(x)
(gif() Df((b—a)x—a)-(b—a)
B)— l]lc() Df((b—a)r —a)

\

&,,

(3.7)
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D*f(x) = D(Df(@ >>
N A
= Ty P f(b—a)z—a)

Pela defini¢ao de nao-linearidade em 3.3 obtemos

(g) = D@
i@ = D

f((zf) aJZ(a sz((b - a)$ - a)

W Df((b—a)z —a)

D2f((b—a)xz—a
= (b ) Dhieaiy

= (b—a) -n¢((b—a)xr —a).

|
Definigao 21. Se [a,b] = [0,1] definimos como nao linearidade média o nimero N
dado por
D2
L[ e,
01 Df(x)
Proposigao 6. Suponha que existam constantes Co > 0 e Cy > 0 tais que
Ing(z) —ng(y)| < Co- |z —yl” (3.8)
para x,y € [0,1] e defina
|nf|00[0,1] = Supxe[0,1]{|”f($)|} < (.
Entao por (3.8) e (3.7) temos
Inz(p) (@) = nzp W) < Co- 6" e Ingeplcopy < Cr -6, (3.9)

com z,y € [0,1] e 6 =b—a. Além disso, a nao-linearidade média da fungdo zoom €
dada por

[ o-a. Covae [ D@,
NZ(f)_/O (b—a) - npa+z(b—a)d _/M] . (3.10)
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Demonstracao: Para a primeira desigualdade partimos de 3.7 e assim obtemos

Inz(n(@) —nzpnW| = [(b—a)nsgla+z(b—a))— (- a)nsla+ylb—a))
[(b—a)(ns(a+z(b—a)) —nsla+y(b—a)))|
(b—a)-Cyo-latzb—a)—(a+y(b—a))l”
Co-(a—=10)-[(b—a)(z—y)"

A

Como z, y € [0, 1], segue que |x — y| < 1 e portanto

Co-(a—="0)-|(b—a)z—y)
Cy - (a _ b)l—l—u
00.514-1/‘

’nZ(f) (z) — nZ(f)(y)\

Al

Na segunda desigualdade também partimos de 3.7 e temos que

nzip @) = [(b—a)nsla+z(b—a))
= (b—a) Iny(a+z(b—a)l

Basta agora tomar o supremo variando z € [0, 1] nos dois lados da igualdade e assim

Inz(p)lcopa) = (b—a) . Ingla+a(b—a))| <Ci-6
z€|0,

Para o célculo da nao-linearidade média usamos a expressao em 3.4. Logo

1 1
NZ(f):/O ”Z(f)(x)dx:/o (b—a)ns(a+z(b—a))d.

Fazendo uma mudanga de varidveis com y = a + z(b — a) e assim dy = (b — a)dx com
a <y <bdado que 0 <z <1 obtemos

b b D2
NZ(f):/a ny(y)dy = ) Df((;))dw

concluindo assim o resultado.

A funcao ny define f bem como seu dominio e imagem. De fato, dada uma funcao
continua n : [0,1] — R existe um tinico difeomorfismo f : [0,1] — [0, 1] de classe C? tal
que f(0) =0, f(1) =1 e ny = n. Existe uma férmula interessante para um dado
difeomorfismo satisfazendo essas condicoes e que foi provada em [11]. Como faremos uso
dessa férmula vamos prova-la aqui.
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Proposigao 7. Se f:[0,1] — [0,1] é um difeomorfismo com f(0) =0 e f(1) =1 entdo

_ Jo exp(Jg n(y)dy)dz
Sk eap(J§ n(y)dy)d="

f(z) (3.11)

onde n =ny € dado por 3.3.

Demonstragao: Como ny(y) = D(InDf(y)) temos que

Df(t)
Df(0)’

t t

[ nstway = [ DanDs) = 05(0) - 1nD£0) = 0
e assim ,

Df(t) = Df(0) - elomr).
Integrando novamente obtemos
f@) = 5@)~ 10) = [ DIt = D) [ elimroa
0 0

Como f(1) =1 podemos obter o valor de D f(0)

1
fol eJo nr(w)dy

1
1= f(1) = Df(0) /0 eJoms W gs — D F(0) =

e portanto fica provada a expressao apresentada em (3.11).

3.3 Transformagoes de Mobius

A férmula geral para uma transformagao de Mdébius é da forma M : C — C

az+b

_ 12
cz+d’ (3.12)

M(z) =
com a, b, c e d nimeros complexos e ad — bc # 0, pois caso contrario teriamos

ad — be
M, = = 0
() (cz +d)? ’
para todo z.
Vamos trabalhar aqui com transformagoes de Mobius M : [0, 1] — [0, 1] que preservam a
orientacao e tais que M(0) =0 e M(1) = 1. Como uma transformagao de Mdbius é da
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forma M(z) = Zjig, com ad — be # 0, para que ela satisfaca M (0) = 0 devemos ter
b =0 e para que M (1) =1 devemos ter a = ¢ + d. Além disso, para M preservar a
orientacao devemos ter ¢+ d e d com o mesmo sinal. Nesse caso a fungao

nao-linearidade de M é dada por

_ D*M(z) —2c

- DM(z) cx+d

n (z)
e a nao-linearidade média de M é dada por

NM =2In

. 3.13
c+d ( )
A Proposicao 8 determina uma formula geral para as transformacoes de Mobius que
iremos usar nesse trabalho.

Proposicao 8. A férmula para uma transformacao de Mébius que satisfaca
My :[0,1] = [0,1] com Mn(0) =0, Mn(1) = 1, preservando a orientagdo e com
nao-linearidade média N € dada por
=N
re2
M(x) = My(x) = — . (3.14)
1+z(e=2 —1)

Demonstracao: Considerando a férmula geral para as transformacoes de Mobius em
3.12 e as hipoteses acima temos que a nao-linearidade média da transformacao de
Mobius My é dada por 3.13, ou seja,

= /2 = d

N =2 _d
" ctd c+d

=lIn

d N N
2

=
c+d

:>c+d:d-e_N/2<:>§:e_N/2—1.

Logo
ar  (c
cx+d d(1

M(z) = My(a) = i

)
d-e N2y e N2y

d(1+Sz) 1+ ¢z

e_N/2$

1+ 2(e V21
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3.4 Comparando funcoes C**" e Mobius

Proposicao 9. Sejam f :[0,1] — [f(0), f(1)] um difeomorfismo C?** preservando a
orientacio, [a,b] C [0,1] e defina f = Ziap)(f). Assim

d02 (f) MNf') = 0(51+V)
onde 6 = b — a.
Antes de provar essa proposicdo vamos provar o seguinte lema.

Lema 7. Seja fn :[0,1] — [0,1] um difeomorfismo tal que ng(x) = N € [0,1] para todo
x €10,1] e tal que fn(0) =0 e fn(1) = 1. Entao

de2(fv, My) = O(N?).
Demonstracao: Pela equacio (3.11) temos

foxedez _ eNt
fol eNzdz eN—1"

fn(z) =

Derivando a expressao de fy(z) obtemos

Nossa fungao de Mdobius é dada por

MN(J}) =

1+z(eN2-1)
Derivando a expressao de My (z) obtemos

—N/2 _9,—N/2(,—N/2 _
e D*My(z) = 2¢ (e 1
[1+x(e=N2-1)]2 [1+x(e=N2-1)3

DMy (x) =

Deste modo podemos calcular o médulo da diferenca entre as funcoes e suas derivadas.

eNz _1 re—N/2

|fN(:E) - MN(:E)| = eN_1 - 1+{E(67N/2—1)
_ | Q+Nz+N22?/24+0(N3)-1 z(1=N/2+0(N?)) ‘
- (I+N+NZ/2+0(N3)—-1) I+z((I-N/2+O0(N2)—1))

Nz+N222/240(N3)  x(1-N/2+O0(N?)) ‘
- N+NZ/2+0(N3) 1+z(—N/2+O0(N?))
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N(z+Nz?/2+O(N?)) m(l—N/2+O(N2))‘
N(+N/2+0(N?)) I—(Nz/2+O(N?))

z+Nz?/2+O(N?) x(l—N/2+O(N2))‘
I—(—N/2+O(N?)) ~ 1—(N=z/2+O(N?))

= |(@+Na?/2+ O(N?))(1 - N/2+ O(N?))-

—(z(1 = N/24+ O(N?%)))(1 + Nz/2 4+ O(N?)))|

= |(x— Nz/2+ Na?/2+ O(N?)) — (x + Na?/2 — Nz /2 + O(N?))|

= O(N?).

|Dfn(x) = DMy ()]

‘D2fN(a:) - D2MN(33)‘

NeN= efN/Z
eN-1 = [l4a(e-N2=1)2

N(1+Nz+O(N?)) e—N/2
(A+N+N2/2+0(N3))-1 = [1-Nz/2+O0(N?)]2

X 2 —
Hor O — (e7¥/?)(1+ Nz /2 + O(N2))2‘

1+Nz+O(N?)
1—(—N/2+0(N?))

—(e™ /)1 +2-1- (Nz/2+ O(N?)) + (Nz/2 + O(N?))|
|(14+ Nz +O(N?)(1 — N/2+ O(N?)) — (e"?)(1 + Nz + O(N?))|
|(1+ Nz — N/2+O(N?)) — (1 - N/2+ O(N?))(1+ Nz + O(N?))|

|(1+ Nz — N/2+O(N?)) — (1 - N/2+ Nz + O(N?))|

O(N?).

N2eNz _2671\7/2(671\1'/271)

eN—1 [14+z(e=N/2—-1)]3

2 T 2 _ _ _
LN G — (—2e~NP2(e=N21)) (1 = Naj2 4+ O(N?))|

N(1+Nz+O(N?))
1+O(N?)

—(=2)(1 = N/2+ O(N?))(=N/2 + O(N?))(1 — Nz /2 + O(N?)))?|
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T 2
= | MU — (N 4+ O(N)(1 - Na/2 + O(N?))¥

= |(N+O(N?)(1 - O(N?))-
—(N+O(N?)(1+3-1-(Nz/2+ O(N?)) + O(N?))|
= |(N +O(N?) - (N + O(N?))|

= O(N?).
Pela definigdo dada em (3.1) segue que

do2(fn, My) = O(N?).

|
Demonstracao da Proposicao 9: Pela relacao estabelecida em (3.9) temos
N7l < [nglcoo - 0,
ou seja ~
N = 0(9). (3.15)

Denotaremos N = N 7 Note que

dc2(f>MN) < dC2(f7fN) +d02(fN>MN)

pela desigualdade triangular. Como vimos no Lema 7 temos um limitante superior para
a parcela de2(fy, My ) e portanto precisamos apenas majorar a parcela dez(f, fx)-
Note que

1
N = /0 ng(s)ds =nz(6)
para algum valor de 6 € [0, 1] dado pelo Teorema do Valor Médio para integrais. Se
Ing(z) —ns(y)| < Colz —yl”,
entdo por (3.9) temos
I — N| = [ng (@) —nf0)] < Co - 8,

e entao . .
ni(x) = N+npx) - N=N+0(6"). (3.16)
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Assim obtemos ~
Jons@)yde = [((N+0(5"))dw

= Nt +tO(6');

Logo
ef(f ng(@)de _ eNt—i—tO(éhLV)
= 1+t(N +0(5"™)) + O(*(N + 0(6')?))
= 14+ t(N +0(") + t20(6?);

JEefoni@de gy — [Ty (N 4 O(5) + 20(52)dt
3

z+ NZ 4+ 0015 +0(62)%
= z(14+ NZ+0(5'1)),

e fazendo = = 1 obtemos
Jheloni@degy — 4 &4 o(st+y),
Portanto a expressao de f(a:) dada por 3.11 é dada por

i) = Jo exp(fy np(y)dy)dz
Jo exp(fy nj(y)dy)dz
z(1+NZ4+0(51+))
1+§+O(51+V) 3
z(1+N%+00")(1 - & +0(5'))
(1 — 5+ Jz+0(sH)).

Por consequéncia temos

f@) = 20 -Y+ Yz r00™) =
Df(zx) = 14 Nz— L +0(") =
D¥f(a) = N+0(5"7),

A expressao de fy(z) pode ser obtida a partir de 3.11 e é da forma

: . foz eNzdz
fN($) B fol eNzdz
eN”—l

N _

(1+N1z+N2m2/2+0(N3))—1
(1+N+N2/24+0(N3))~1

= z(1+ 52— 5§)+O(N?).
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Por consequéncia temos

fi@) = 21+ Y- T 1o)==

Dfy(x) = 1—%+N(E+O(N2):>
D*fi(z) = N+O(N?).

Comparando as funcoes f(z), Df(z) e D*f(x) com fx(@), Dfg(z) e D*fx (),

respectivamente, obtemos

F@) = fx@) = o= 5§+ T+ 06") -2+ Fo - §) + 032
= [20("+) + O(N?)|
= O(6");
IDf(x) = Dfg(x)| = [1+No—L4+006") —(1- 5+ Nz)+0(V?)]
= [0(5") + O(N?)
= O(8");
D?f(x) ~ D2fg(x)| = [N +0(") (N +O(N2)

Portanto temos

e por consequéncia

0(5™) + O(N?)|

— 0(51+u)_

de=(f, f5) = O(6'™")

dea(f,Myg) < de=(f. fg) +do2(f My)

— 0(51+V)+O(N2)

— 0(514-1/)

pois de 3.15 sabemos que N = O(4) e assim O(N?) = O(6'1¥). E com isso provamos a

proposicao.
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De agora em diante consideraremos f; : [0,1] — [0, 1], 7 € N, um difeomorfismo de classe
C?*" com f;(0) =0, f;(1) = 1 e tal que existam Cp, C; > 0 satisfazendo

Ing,(z) —ng(y) < Co- |z —y|” (3.17)

Ing oo,y < Ch (3.18)

para todo ¢ € N. Além disso, também vamos considerar [a;,b;] C [0, 1], §; = b; — a;,

fi=Zja 5 (fi); Mi = My ,

f?:fnofn—lo"'ofl (3.19)

M* = M, oM,_q0---0M. (3.20)
O resultado seguinte é o principal dessa secdo. Ele compara a composicao de f; e M;.

Proposigao 10. Seja f; como definido acima. Dado uma constante Cy > 0 existe uma

n
constante C3 > 0 obedecendo a sequinte propriedade: Se Z 0; < (9, entao
i=1

]f?—Mlnlcz <(Cj- <max (5j> .

1<j<n

A prova do Teorema 1 em [8] foi a principal motivagdo para a Proposi¢ao 10 enunciada
[1]. Como esta proposi¢ao nao estava explicitada no artigo de Khanin e Vul no caso
mais geral, ela foi incluida com um argumento mais completo. Precisaremos de alguns
lemas para a prova desta proposicao.

Lema 8. Existe uma constante Cy = Cy(Cy,Cs) > 0 de tal forma que
e G < fo(a:) < e,

para todo x € [0,1] e para todo n > 0.
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Demonstracao: Primeiramente observamos que

Dif@ _
Dff(y)

n

=1

Dfn(f1' " @)-Dfn-1(f{ (@)D fi(x)
Dfn(f7 YY) Dfa1(f72(y))DJ1(y)

n Df;(f] " (@)
Df;(fi ' ()

- Zlan] ) — InDf; (I~ (v))

- Z/ '(v) ny

nD2F (s ) y
- Y ZHE 11))\ff_1(w)— )
2 Dh

Fi—1

61

para algum valor de z;_1 € [f{ 1 (y), 1 " (x)] dado pelo Teorema do Valor Médio para

integrais.
Por (3.9) temos

D (x)
‘l" Dy (y)

IN

IN

<

C1Cy = Cy.

Do Teorema Fundamental do Célculo, do fato que f;(0) =0 e f;(1) =1 e de 3.19, temos

que

1 ~ ~ ~
/O Dff(s)ds = fr(1) - fr(0) =1-0=1

Logo, aplicando o Teorema do Valor Médio afl no intervalo [0, 1] e usando 3.21
podemos tomar y € [0, 1] de tal forma que D f{*(y) = 1. Tomando y € [0, 1] como

descrito temos provado o resultado.

(3.21)
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|
Lema 9. Existe uma constante Cs = C5(C1,C2) > 0 tal que
|D? i ()] < Cs,
para todo x € [0,1] e todo n > 0.
Demonstragao: Temos
ZD% Dfi™ (@)
D T n
D2fr(@)] = | SEE | 1IDfr @) = — D fp )|
Zij( 7
j=1
Rt
i=1
S | (= —— Y ST
=Y DR ) |
j=1
Rt
S ]:nl . 604 . 604
R
j=1
< C;- Z(;j .
j=1
S 01 02 . 6204 = 05
|

Lema 10. Existem constantes Cg = Cg(C1,C3) > 0, C7 = C7(C1,Co) >0 e
Cs = Cs(C1,C9) > 0 tais que

e= < |DM(2)| < €%, |D*M{'(x)| < Cr, |D*M{(z)| < G,

para todo x € [0,1] e todo n > 0.
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Demonstracao: .# é um grupo de Lie comutativo e portanto temos M{" = My onde

N = ZNﬁ. Por (3.9) temos que [Ny | < C16; e portanto [N| < Cy - Cs.
i=1
Vamos derivar a expressao de My (x) dada por (3.2). Obtemos

-N —N
MN(J}) = % = DMN(x) = #
1+z(e 2 —1) [14+z(e 2 —1)]2

-N -N
—2e72 (e 2 —1)

= D2MN(33) = —
[14+z(e 2 —1)]3
-N =N
= DMy(e) = o=
[1+z(e 2 —1)]4
Note que
IN|<Ci-Cy = _02102 < % < —01202

Tomando h(x) =1+ x(e% — 1) com z € [0,1] e sabendo que N > 0 obtemos
0<e? <h@) <1 = ez >>1
1 N
= < gup e
para todo z € [0, 1].
Assim
—C1Co =N C1Co 1 N
e 2 <e?2 <e ? el ————5<e =
(h(x))
N
—C1Co e 2 C1Co 3C1Co
=e 2 < s<e 2 +N=e 2 =
(h(x))
= 6736;102 6702102 < DMy (x) egcé%
Portanto
—3C1C Cc1C
e~ 06 — o 321 2 <DMN(x) <e3 32 — 06



64 CAPITULO 3. FUNCOES C*** E TRANSFORMACOES DE MOBIUS

Agora vamos trabalhar com a expressio de D? My (x). Temos

-N, -N
D2MN($) _ 22 (e 2 -1)

[1+a(e ™2 —1)3

—N —N
e 2 —2(e 2 —1)

—N : N
[l1+z(e™2 —1)]2 1+z(e 2 —1)

-N
= DMy(z) =22 =1

N
1+z(e™2 —1)

Como
_ CqC. — ciC
er <erl = |-2e —1<2Ae T -1
e
1 -N 1 =N C1Co
——<e2 = — <e2 <e 2, (3.22)
h(z) 14+z(e=z —1)
segue que
=N
D2My(z) = DMpy(z) =227
1+z(e™2 —1)
C1Co C1Cs

Por fim iremos trabalhar com a expressio de D3My(x), ou seja,

-N —N
6e 2 (e 2 —1)2

[Hta(e 2 —1))4

D3My(z) =

-N =N -N
—2e 2 (e 2 —1) 3(e2 —1)

Hdaz(e 2 1))  14a(e 2 —1)

-N
= D2My(z)- 22D
1+z(e 2 —1)

Temos valida a expressao em 3.22 e além disso
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Portanto
—N
D3My(z) = D2?My(z) 227
1+z(e™2 —1)
_ C1C.
< Cre3eT —1)] ez
5C1 Co 3C1Co C1C9

= (2 2 —2e2012) . (3e 7 —3e 2 )

7C1Cy 5C1Co
—e 2 +e

_ 6(640102 o 630102

Demonstracao da Proposicao 10: Vamos reescrever a diferenca fI” — M7 da
seguinte forma

n

fir= M= Mo fi— Mo fi71,
i=1

onde M | = f) = Id.

Desse modo obtemos

(@) = M @)| <Y [Mia(fio fi)(@) = M (M; o fi~)(2)]

i=1

n

< €%y |fio fi(w) = Mo fi ()|
i=1
< 606’0'253—“/
i=1
< €% .C.(max &) 252

S .., - Y
< e O -0y (I;lagxél),

onde C' > 0 é a constante apresentada na Proposi¢ao 9.
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Para a diferenca entre as derivadas temos a estimativa

N IDMi(fio fit (@) - DF(Fi (@)~

i=1

IDff(a) — DM{ (z)]

=DM, (Mio fiH (@) - DMi(fi~ (@)D fi (@)

Y IDME(fio fi7H () - DS (@)~

i=1

IN

~DM (M o Fi (@) - DM ().

Somando e subtraindo o termo DMZ."_H(fZ- o fi=Y(z)) - DM;(fi~(x)) na expressio acima
obtemos

e e N IDS(fi N (@) = DMi(fi (@) |+

[Dff'(x) = DM}(w)] <
=1
+eCt ey DM, (fio fi7' (@) — DMisa (M o fi™(2)]
=1
< eCielo. 0y gt et e 0r Yy St

i=1 =1

< 604 . 606 . (1 + 07) -C-Cy- (112?2{ 5Z)V

Vamos dividir a diferenca D2 f"(x) — D2M]"(z) em trés parcelas para facilitar a
demonstracao. Assim

D*f{(x) — D*M{(x) = (I) + (II) + (I11),

onde

(1) = Y DM (fiofi™) - (DfiT'(2))* - (Dfi H(2))*~

1=1

N D2MP (M o fiTN (@) - (DMi(fi (2)))? - (Dfi (@))%,
=1
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= Y DM} (fio /i) D*fi N (x) - (DFi (2))*-

=1
—ZD I (Mo fim (@) - D*My(fi (@) - (Dfi~ (2))%,

(II1) = Y DM}, (fio fi")-Dfi '(z)- D*fi ' (2)~
i=1

—ZD " (M; o fi M () - DM(fi ' (x)) - D* fi M ().

Vamos trabalhar com cada uma das parcelas separadamente. Com relagao a parcela (I)
n

vamos somar e subtrair Z D*MP (fio fi7l(z)) - (DMi(fi (2)))? - (D2 fi ' (x))? e

i=1
assim obtemos
(D) = Y IDAH(Fi)? = (DM(fi (2)))*] - (a)—
i=1
Y (DM (M; o fi (@) — D’ M, (fio fi(2))] - ()
i=1

< C- (e +e%) . (a)—Cg-C-(b)

onde
() = > DM (fio fi ' (2)- (D*fi ()
i=1
< 07'6204,
b)) = Y (DM(fi " (@)))” - (D*fi (2))?
i=1

< el . 20,
Portanto obtemos que

()] < 2-mazx{Cy,Cip} - (max 9i)",
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onde Cg = Cy - C7 - C'€204(€C4 —i—ecﬁ) e Clp=C-Cy Cg-e* . els,

Agora com a parcela (II) iremos somar e subtrair o seguinte termo

En: DM, 1 (M; o fi7Y(x)) - D2fi(fi~1(x)) - (Dfi7(x))? e assim obtemos

i=1
n

(D) = Y [DMf(fio fi~}(x)) = DM (Mo fi~'(2))] - (o)
i=1

=Y ID*fi(fi (@) = D2Mi(fiH (2))] - (@)
i=1

n

< Cr- Z;[fi( 7 (@) = Mi(fi™ (@) - (o)~
C - (d)
< Cr-C-(0)=C-(d)
onde
() = ;n;(Din( i (@) - (DfiH(x))?
< (C5- 2

IA

a
Q
(=2}

o
[\
Q

Portanto obtemos

(11 < 2. maa:{Cll, Clg} . (IIE‘a&X 0+;)",

onde Cll = C . C2 . C5 . C7 . 6204 e C12 — C . C2 . €2C4+C6,

Finalmente iremos trabalhar com a parcela (I11). Somamos e subtraimos o seguinte
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termo Z DM (fio fi ' (x)) - DM;(fi=(z)) - D?fi~(x) e assim obtemos
i=1

(I11) = Y IDf(fi (@) = DMi(fi~ ' (@))] - (h)—

1=1

=D DM (Mo fi (@) = DM (f o fiH(2))] - (k)
i=1

< C-(h)—Cr-C- (k)
onde .
() = > (DM (fie fi' (@) - (D*fi ! (x))
=1
< eCs -Cs
(k) = Y (DM(fi"(x))) - (D*fi (@)
=1
< 606 : 05.

Portanto obtemos

(LD < 2-maz{Cis, Cra} - (12

RY%
an(sz) )

onde 01320'0'05'606 601420'02'05'07'606.
Para obtermos o resultado basta tomar C3 = 6 max{Cy, C19, C11, C12,C13, C14}.
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Capitulo 4

T.i.i.g. e Homeomorfismos do
Circulo

Como podemos ver uma t.i.i.g. f como um homeomorfismo suave por partes do circulo
torna-se muito importante o estudo da dinamica das transformacoes de intercambio de
intervalos.

Podemos classificar os homeomorfismos suave por partes do circulo pelo seu nimero de
rotagao que, de uma maneira simplista, mede a taxa média de rotacao das érbitas de
uma aplicagdo entorno do circulo. Se o ntimero de rotagao é racional entao podemos
garantir a existéncia de um ponto periédico e todas as outras orbitas irao convergir para
a Orbita periddica de tal ponto, tanto no passado como no futuro. Se o niimero de
rotacao for irracional entao nao existem pontos periédicos e portanto a suavidade da
aplicagao f ird definir dinamica do sistema. Um resultado de Denjoy garante a
existéncia de uma conjugacao entre a aplicacdo f e a rotacao rigida com angulo p(f)
caso a aplicacdo f seja de classe C2. Outros autores como Herman, Yoccoz, Khanin e
Sinai, Katznelson e Ornstein estudaram sobre a suavidade dessa conjugacao e chegaram
a demostraram que caso a aplicacdo f seja de classe C3 ou C?T e p(f) satisfaca a
condicdo diofantina, entdo essa conjugacio serd no minimo de classe C'.

Uma generalizacao natural dos difeomorfismos do circulo sao os difeomorfismos com
descontinuidade, isto é, difeomorfismos do circulo que possuem saltos na primeira
derivada em um nidmero finito de pontos. Em [8] temos que para difeomorfismos com
apenas dois ramos o operador de renormalizacao converge para um espaco
bidimensional das transformacoes lineares fracionarias. Uma generalizacao desse
resultado foi provado em [1] onde os autores Cunha e Smania consideram
difeomorfismos do circulo com um nimero finito de ramos. Esse é o principal resultado
dessa dissertagao, o qual enunciaremos e demonstraremos a seguir.

71
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Pela definicao do operador de renormalizacao sabemos que
qp—1
[0,1) = \/ \/ &),
acd/ 1=0

onde \/ representa uma unido disjunta. Dessa forma, os elementos f(I") para todo
a € o e para todo 0 < i < ¢% — 1 formam uma partigao do intervalo [0,1) que
denotaremos por Z". A norma de ™ é definida por

|#" = max  A{|If'(UID}-

acd ,0<i<qge—1

FEm particular temos a desigualdade
n_1
Yol <,
i=0

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho provando que
quando o nivel da renormalizacdo de Rauzy-Veech para um classe de funcdes C?+
aumenta, os ramos da funcao se aproximam de uma transformacao de M&bius.

Teorema 1. Seja f € ;1" . Entdo existem C = C(f) >0 e0 < A= A(k) <1 tais que
do2(Ziy (R"(f)), Mnp) < CA"
para todo o € & . Aqui temos

o [ DR

= Ji DR

Em particular
dea(Zig (RM(1)), M) < CX™.

Demonstracao do Teorema 1: Vamos utilizar a seguinte proposicao cuja
demonstracao é dada mais adiante.

Proposicao 11. Seja f € %iJ”’. Entao para um valor de n suficientemente grande
existe A = A(A1,A2) com 0 < X\ <1 tal que
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Aplicando essa proposicao temos

sup | f(I)] < |27 < XVETL
0<i<qr—1

Usando a definigao de R™(f) e da aplicacdo zoom obtemos
Zi(RM(f)) = Zip(f%)
= qu%l([g)(f) -0 Zf(lg)(f) o Zn(f)-
Em seguida aplicando a Proposicao 10 as aplicagoes Z» (R"(f)) e M{* obtemos
|Z1g (R () = M2 < Cg - NO/R7D.

Além disso temos que M, o My = M, e portanto

M = My
onde - 01
K= K= D) [ D2R(f)x)
N = - NZfi(@)(f) - Zz:% /i(]g) Df(x) do = n Wdzﬂ

1=
para todo a € .

Para demonstrar a Proposicao 11 iremos precisar de alguns resultados anteriores.

Seja f € %2+V uma t.i.i.g. com d intervalos com apenas uma descontinuidade. Dessa
forma podemos identificar os extremos do intervalo do dominio I e assim obtermos um
homeomorfismo suave por partes do circulo com rotagao irracional. Podemos aplicar o
teorema de Denjoy para essa funcao e assim concluir que nao existem intervalos
errantes. Essa é a diferenca principal entre t.i.i.g. de genus um e as com genus maior
(até mesmo t.i.i.g. afim por partes com genus maior que um possui intervalo errante).
Vamos assumir que f possui apenas uma descontinuidade. Podemos ver f como uma
t.iig. com f € 932“ com dois intervalos. Se I, = (¢q,dq), onde d, é 0 inico ponto de
descontinuidade de f, basta definirmos

Jp = U Ig,
Jp = U Ig,
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e assim (f,{A, B},{Ja,Jp}) é uma t.i.i.g. com dois intervalos apenas. Vamos denotar
as renormalizagoes da t.i.i.g. com d intervalos por

Rd(f)’ R?l(f)’ Rg(f),

e as renormalizacoes da t.i.i.g. com dois intervalos por

Dessa forma R, serd a i-ésima renormalizagdo com d intervalos e R} serd a i-ésima
renormalizacao com 2 intervalos.

Se enxergarmos f como um homeomorfismo do circulo podemos considerar a
renormalizagdo usual do circulo. A sequéncia de renormalizagdes denotada por R: ,(f)
acaba sendo uma aceleracao do processo de renormalizacdo de Rauzy-Veech consistindo
em uma subsequéncia Rgl( f) definida da seguinte forma: ng =0 e n;41 é o primeiro

n > n; cujo tipo é disitinto da n;-ésima iterada da renormalizagdo com 2 intervalos.

A relacao entre as sequéncias de renormalizacoes com 2 e d intervalos é dada pela

proposicao a seguir.

Proposigao 12. Seja f € By uma t.i.i.g. com genus um e d intervalos e com apenas
uma descontinuidade, onde mo(ap) =1 e m(ay) = 1. Assim, um desses dois casos deve
acontecer

(A) Se tivermos

U rac U I

m1(B8)>m1(0) mo(B)>mo(a)

entao f € 2-renormalizdvel de tipo 0 e Ra(f) = R}(f) onde n € a primeira
d-renormalizagdo cuja letra o, ganha de ag. Aqui o, € tal que f(coy) € In,;

(B) Se tivermos

U 1c U rus,

mo(B8)>mo(a1) m1(8)>m1 (o)

entao f € 2-renormalizdvel de tipo 1 e Rao(f) = R}(f) onde n € a primeira
d-renormalizagdo cuja letra oy ganha de a.. Aqui au € tal que cq, € f(1a,).

Demonstragao: Vamos provar o caso descrito no item (A) e a prova para o caso (B)
é similar. Aletra letra a, vence da letra g pela primeira vez obrigatoriamente com tipo
0. Usando a notacao de monodromia invariante para o algoritmo de renormalizacao de
Rauzy-Veech nesse caso obtemos

(P(1),p(2), s D(8), s D)) 2 (D(2), v (1), P(5), ey D)), (4.1)



(0]

onde s é tal que p(s) =1, e

(P(L), cees P, ey () = ((L), ..o, p(r), p(d), -2, (4.2)

onde r ¢ tal que p(r) = d.

Como por hipétese temos que f tem apenas uma descontinuidade segue que
p=(k,...d,1,...k — 1), onde m(a1) = k.

Note que ao iterarmos o algoritmo N vezes, com N =s+1r <n — 1, onde n é tal que a
letra o, ganha de o pela primeira vez, temos que

PN =(k+s, .. dk—r . k+s—11 .. k—r—1), (4.3)
com(0<s<d—keO<r<k-—1sao tais que
s=t{emn=0:0<m<N}er=#{e,=1:0<m < N}

Para N =1 a afirmagéo é verdadeira poisou s =0er=1ous=1er =0. Assumindo
que (4.3) é valida para N — 1 e aplicando as férmulas expressas em (4.1) e (4.2)
garantimos que a férmula em (4.3) também é valida para N.

Agora, como sabemos que €, = 0 e que p"~!(1) = d, pois estamos trabalhando o caso

A) e portanto 7 Hag) = d e 7 H(ag) = 1, obtemos
1 0

PP 1) =i o ()TN = Al Hag) = d.
Entao
p=p"=(k, ..d 1, k=13 St =(d,j,....d—1,1,..5— 1),

e portanto p" = (j,...,d — 1,d,1,....,j5 — 1) o que completa a prova.

O seguinte corolario segue diretamente da Proposigao 12 demonstrada acima.

Corolario 6. Seja f uma t.i.i.g. com genus um e d intervalos em B e com apenas
uma descontinuidade. FEntao existe uma sequéncia m; < m;t1 tal que mip1 —m; < d e

Ry(f) = Rg"(f).

Demonstracgao: O resultado segue diretamente da Proposicao 12.
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Proposicao 13. Seja f uma t.i.i.g. tal que v(f) € k-limitada, onde y(f) = (7", €")neN
com 7" a permutac¢ao no nivel n e € € {0,1} o tipo da renormaliza¢ao no nivel n.
Entao para todo i > 0

Lot (f) = RY(f) = R™i(f).

Demonstragao: A primeira igualdade seque diretamente da definicdo de R,o: € Ro. J&
a segunda igualdade é consequéncia da Proposicao 12.

Obs: Se f € %y, temos que existe uma constante C' = C (k) tal que a aplicacao i — k;
dada pela Proposicao 13 é uniformemente limitada por C, ou seja, |kiy1 — ki| < C para
todo 7 > 0.

Um resultado cldssico para homeomorfismos do circulo de classe P (homeomorfismos do
circulo que sao absolutamente continuos e com variagao limitada derivével) é o seguinte
lema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [2].

Lema 11. Seja f uma t.i.i.g. com genus um. Seja ng o primeiro valor de n tal que
R}’ f possui apenas uma descontinuidade e defina n; tal que R} f = RL.,,(R}° f). Entao
para todo i > 0 e todo o € o, temos que

eV < DR} f(x) < e,
para todo x € I, onde V = Var(logDf).
Lema 12. Seja f € 95’,?”‘. Existe uma constante Cig > 0 tal que
eV < DRy f(x) < OV,
para todo x € I} en € N.
Demonstracao: Pelo Lema 11 temos que
exp(—=V) < DR™i(z) < exp(V)

para todo x € IZI”.
Considere 7 > 0 de modo que ng, <n < ny
Corolario 6 obtemos

.1+ Pela observacao da Proposigao 13 e pelo

‘nki+1 - nkz’ < ’nki+1 - nki+1—1’ + ’nki+1—1 - nki+1—2‘ + o+ ’nkrl-l - nkz’

< d+d+..+d
N——

C—vezes No maximo

d-C.

IN



7

Entdo DR™(f) = DR™:i* onde a, < d-C. Tomando

Cr= sup {DR(f)(x).z € [0,1)}

1<i<d-C
e
Cy= inf {DR(f)(x),x€0,1)}
1<i<d-C
teremos

Cy- exp(—V) < DR'(f) = DR™ - DR™:(f) < G - cap(V).
|

Lema 13. (Dominio nao-colapsados) Seja f € ,@iﬂ‘. Existe uma constante Ci7 > 1 tal
que

para todo o, 8 € o e todo n > 0.

Demonstracao: Primeiramente note que
18] > |15+
para todo a € . Isso porque

e Se o ndo perde nem ganha na n-ésima renormalizacdo, entdo [I7| = |I7F!];

Se a ganha na n-ésima renormalizacio entdo |I7| > [InT1];

Se a perde na n-ésima renormalizacio com tipo 1, entdo [I7| = [I7F;

Se a perde na n-ésima renormalizacao com tipo 0, entao |R"f(IZ)| = |Rnf(13+l)|,
e pelo Lema 12 temos |I7| > exp(—2C16V) |17 TL.

Vamos supor que o enunciado deste lema é falso e portanto existe a € & cujo
comprimento de [} é suficientemente pequeno, ou seja,

‘[n+k’

I <é .
Hal <0 < 2d - exp((k +2)Ci6V)

Por hipétese temos que f € ). e assim para todo 8 € o7 existem sequéncias
n<nyg<ng <..<njp<n+kea=ayar..,a4 =5 € tais que a; é o
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ganhador e a;41 é o perdedor da n;-ésima renormalizacao. Assim, pelo Lema 12 segue
que
se eng =0 = [I3°] > [R™ f(I30)] = exp(—C6V)a?;

se €ny =1 = [I3°] < |R™ f(I5°)] < exp(CreV )| 15°].
Nos dois casos temos [I})°| > exp(—C16V)|13°] e assim
5] = 50| 2 exp(=Ci6V) 157 | = exp(=CiV)| 1 .
Repetindo esse mesmo argumento j + 1 vezes