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BIDIMENSIONAL DEPENDENTE DO TEMPO: UM GÁS BIDIMENSIONAL
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Resumo

O presente trabalho de pesquisa foi motivado por um modelo de bilhar unidimensional deno-
minado de Bouncer. O modelo consiste em uma partı́cula movendo-se sob ação de um campo
gravitacional e que colide com um plataforma móvel. Apresentaremos suas caracterı́sticas e
propriedades que motivaram a pesquisa para um bilhar bidimensional com geometria da fron-
teira do tipo ovóide. Os objetivos desta dissertação são de estudar as propriedades estatı́sticas e
termodinâmicas de um bilhar ovóide com dependência temporal na fronteira em um regime dis-
sipativo em relação as colisões entre a partı́cula e a fronteira. Para o bilhar bidimensional, apre-
sentaremos as propriedades desenvolvidas inspiradas no modelo unidimensional. Desenvolve-
mos as expressões para determinar os expoentes crı́ticos do sistema em relação a velocidade
quadrática média, o número de colisões em função do tempo e a conexão com a termodinâmica
através do teorema de equipartição de energia. Nesta dissertação apresentamos um forma alter-
nativa de fazer a conexão com a termodinâmica através da lei de Fourier para a condução do
calor, para bilhares bidimensionais e de determinar o número de colisões em função do tempo.

Palavras Chaves: Termodinâmica, Bilhares, Escala.



Abstract

This work was motivated by a one-dimensional model called as bouncer. The model consists
of a particle moving under the action of a gravitational field and experiences collisions with a
periodic moving platform. We describe shortly its dynamical properties and move forward to
a two-dimensional billiard problem of the oval-like shape. The objective of this dissertation is
to study some statistical and thermodynamical properties of an oval-like shaped billiard whose
boundary moves in time. Upon collision with the boundary, the particle has a fractional lose of
energy produced by inelastic collisions. We then obtain equations that describe the dynamics
at both sort and large time. By the use of equipartition theorem, we make a connection of
the dynamical results with the thermodynamics approach. In this dissertation we present an
alternative way of making the connection with thermodynamics via the Fourier’s law for heat
conduction.

Key Words: Thermodynamics, Billiards, Scaling.
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3.5 a) esboço de Vrms vs n. b) sobreposição das curvas mostradas em a) um uma

única curva universal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.6 a) esboço de Vrms vs n para diferentes aε e γ. b) sobreposição das curvas

mostradas em a) um uma única curva universal. . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6



7

Lista de Sı́mbolos
tn tempo da enésima colisão
Vn velocidade da partı́cula da enésima colisão
γ coeficiente de restituição
g aceleração da gravidade
ω frequência angular
β expoente de aceleração
α1, α2 expoentes de saturação
z1, z2 expoentes de crossover

n número de colisões
T temperatura
Kb constante de Boltzmann
m massa da partı́cula
S entropia
U energia interna
Rb raio do bilhar
θn ângulo que descreve a fronteira
αn ângulo entre a trajetória e a linha tangente ao ponto de colisão com a fronteira
~Tn vetor unitário tangente
~Nn vetor unitário normal
a amplitude da pertubação temporal
ε parâmetro geométrico do bilhar
drms deslocamento quadrático médio



Capı́tulo 1

Introdução

Sistemas dinâmico são aqueles caracterizados por grandezas que variam no tempo, de modo
que se expressam essas variações em termos de equações diferenciais ou mapas discretos. Con-
siderando que esse campo de conhecimento teve inı́cio com o matemático Henri Poincaré ao
estudar a dinâmica de um sistema de três corpos, na qual objetivava determinar o movimento
dos corpos celestes. Este cientista contribuiu com um conceito denominado de seção de Poin-
caré [1]. A seção de Poincaré consiste em uma seção corte num fluxo contı́nuo no espaço de
fases com redução de uma dimensão [2].

Os sistemas dinâmicos foram impulsionados pelo estudo do meteorologista Edward Norton
Lorenz que tinha como objetivo estudar o problema da previsão do tempo. Seu trabalho gerou o
conceito do efeito borboleta, o qual produzia uma alusão de que pequenas pertubações causadas
pelo bater de asas de um borboleta no Brasil pode provocar o surgimento de um tornado no
Texas. Lorenz contribuiu com o conceito de atrator. Atrator consiste em uma região do espaço
de configurações ou espaço de fases que fica invariante, enquanto o tempo passa e que atrai
muitas configurações próximas [3, 4]. Diversos cientistas contribuı́ram para o desenvolvimento
deste campo de conhecimento que nos dias de hoje faz conexão com as mais variadas áreas do
saber humano, por exemplo, Fı́sica, Biologia, Economia e etc.

Os bilhares são de fundamental importância no estudo de sistemas dinâmicos. O motivo
desta afirmação é em função de seu caráter não-linear e suas propriedades fı́sicas e matemáticas.
Geralmente, os bilhares consistem de um conjunto de partı́culas contidas no interior de uma
região fechada, na qual sofrem colisões com a fronteira. Estas colisões podem ser tratadas
como elásticas (não dissipativa) ou inelásticas (dissipativa).

Os bilhares de fronteira estática podem ser classificados em três classes:

a) integráveis, por exemplo, bilhar circular e bilhar elı́ptico [5].

b) ergódico, por exemplo, bilhar stadium de Bunimovich [6] e bilhar de Sinai [7].

c) misto, cujo espaço de fase apresenta regiões de periodicidade, curvas invariantes spanning

e mares de caos [5].

8
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Quando uma dependência temporal [8] é introduzida na fronteira, o cenário muda bastante.
Dependendo da fase da fronteira no instante do choque e da velocidade da partı́cula, pode ser
que ocorra ganho ou perda de energia da partı́cula após o choque. Em bilhares dessa natureza,
pode ocorrer um fenômeno dinâmico conhecido como aceleração de Fermi [9]. O fenômeno
consiste no crescimento ilimitado da velocidade da partı́cula após sofrer colisões elásticas com
a fronteira dependente do tempo. Esse fenômeno produz a difusão ilimitada de energia. As-
sociado ao fenômeno de difusão de energia em bilhares dependentes do tempo, existe uma
conjectura com implicações relevantes. Proposta por três cientistas russos, Loskutov, Ryabov e
Akinshin [10], a conjectura Loskutov, Ryabov e Akinshin (LRA) diz que: a dinâmica caótica

de um bilhar com uma fronteira fixa é uma condição suficiente para ocorrer aceleração de

Fermi no sistema quando uma perturbação de fronteira é introduzida.
O modelo de bilhar ovóide correspondente à versão de fronteira estática apresenta espaço

de fase misto. De acordo com a conjectura LRA, a introdução de uma dependência temporal na
fronteira deve produzir difusão ilimitada de energia para as partı́culas. Esse resultado está em
bom acordo com o que é conhecido na literatura. Entretanto, está em total desacordo quando
comparado com um modelo fı́sico real, como por exemplo, um gás de partı́culas não interagen-
tes confinados em volume finito V a uma temperatura T . A figura 1.1 ilustra o comportamento
da temperatura do gás em função do tempo, segundo a previsão teórica que foi discutida em
[11].

De fato, em um gás real, onde as fronteiras sofrem agitações térmicas, é esperado que em
nı́vel microscópico, se movam aleatoriamente. Esse movimento produz uma troca de energia
aleatória com a partı́cula (ou um ensemble delas). De acordo com a conjectura LRA, a energia
do gás deveria crescer indefinidamente. Entretanto, com o decorrer do tempo, a energia do
gás, medida a partir de sua temperatura, mostra um crescimento exponencial, partindo de baixa
energia, até uma saturação, marcada pela condição de equilı́brio termodinâmico.

Nosso trabalho tem como hipótese que a saturação no comportamento da velocidade média
do ensemble é causado pela presença de colisões inelásticas. Portanto, devido a presença de
perdas fracionais de energia a cada colisão das partı́culas com a fronteira. É conhecido na
literatura, que a introdução de choques inelásticos é uma condição suficiente para supressão de
aceleração de Fermi. Sendo assim, de acordo com os trabalhos [12, 13], aceleração de Fermi
não é um fenômeno robusto.

Os objetivos desta dissertação são: explorar as propriedades dinâmicas do modelo de bilhar
ovóide no que tange à termodinâmica tanto analı́tica quanto numéricas; estudar o comporta-
mento da velocidade média do sistema para tempos curtos e longos; investigar as propriedades
termodinâmicas e de escala do modelo.

Essa dissertação está estruturada em quatro capı́tulos, no qual cada um tem seus respectivos
tópicos.

No Capı́tulo 2 é feita a apresentação do modelo motivador denominado Bouncer. Os re-
sultados obtidos são com um enfoque na termodinâmica estatı́stica, ou seja, os aspectos como



10

expoentes crı́ticos, teorema de equipartição de energia e outros elementos. O uso dos elementos
conceituais para a aplicação deste modelo motivador foram apresentados nos Apêndices I e II.

No Capı́tulo 3 abordaremos o modelo de bilhar bidimensional do tipo ovóide com de-
pendência temporal na fronteira. Neste modelo iremos obter a velocidade média do sistema
no regime estacionário e no regime dinâmico. A velocidade média fornece a informação dos
expoentes crı́ticos do modelo. O sistema tem grandezas termodinâmicas que são obtidas pelo
teorema de equipartição de energia e com o uso dos expoentes crı́ticos, podemos encontrar uma
relação entre número de colisões e o tempo.

No Capı́tulo 4 apresentaremos uma forma de determinar a termodinâmica de bilhares bidi-
mensionais de fronteira estática e para bilhares bidimensionais dependentes do tempo.

No Capı́tulo 5 faremos a conclusão deste trabalho e apresentaremos as perspectivas para
trabalho futuros sobre o modelo estudado.

No Apêndice I apresentaremos os postulados da termodinâmica de equilı́brio que são funda-
mentais na verificação das expressões obtidos pelo uso do teorema de equipartição de energia.

No Apêndice II apresentamos os conceitos e propriedades de valores médios em funções tri-
gonométricas utilizadas para a obtenção dos valores quadráticos médios dos observáveis fı́sicos.

Figura 1.1: Esboço da temperatura em função do tempo. Previsão teórica discutida em [11].



Capı́tulo 2

Modelo Motivador: Bouncer 1D

Neste capı́tulo discutiremos o modelo motivador para o desenvolvimento desta dissertação. A
apresentação do modelo Bouncer em sua versão simplificada se dará em seus aspectos analı́ticos
e seus resultados computacionais publicados recentemente [14, 15].

2.1 O Modelo

O modelo bouncer consiste de uma partı́cula clássica de massa m (ou um ensemble não
interagente delas) que se move na vertical, sofrendo ação de um campo gravitacional constante
e colidindo com uma plataforma móvel cuja equação é dada por

yω = ε cos(ωt),

onde ε fornece a amplitude de oscilação e ω é a frequência angular [14].

Figura 2.1: Esquema do modelo Bouncer.

A dinâmica do modelo é dada por um mapeamento discreto, não linear, bidimensional nas
variáveis velocidade da partı́cula e tempo avaliados no instante da colisão. O mapeamento é
dado por  tn+1 =

[
tn +

2Vn
g

]
mod

(
2π

ω

)
,

Vn+1 = |γVn − (1 + γ)εωsen(ωtn+1)|.

(2.1)

(2.2)

11
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As variáveis Vn+1 e tn+1 são, respectivamente, velocidade da partı́cula e o instante da co-
lisão, onde o módulo na equação (2.2) do mapeamento é usado para evitar que a partı́cula
atravesse a parede oscilante. O parâmetro γ é o coeficiente de restituição, γ ∈ [0, 1]. Se γ = 1

as colisões são elásticas ao passo que γ < 1 corresponde a perda fracional de energia a cada
colisão. O termo 2Vn

g
é o tempo de vôo da partı́cula.

2.2 Velocidade Quadrática Média

O caso dissipativo é considerado quando γ < 1. Como a não linearidade na equação (2.2)
é seno, a velocidade média não é o melhor observável a ser considerado. Ao invés dela foi
considerada a velocidade quadrática média. Para isso a equação da velocidade foi elevada ao
quadrado e depois uma média no ensemble na variável t ∈ [0, 2π/ω] foi realizada, o que conduz
a

V 2
n+1 = γ2V 2

n − 2γVn(1 + γ)εωsen(ωtn+1) + (1 + γ)2ε2ω2sen2(ωtn+1), (2.3)

V 2
n+1 = γ2V 2

n +
(1 + γ)2ε2ω2

2
. (2.4)

2.2.1 Regime estacionário

Agora que se tem a equação da velocidade quadrática média pode-se analisar o sistema no
regime estacionário e obter o observável Vrms =

√
V 2. Admitindo que V 2

n+1 = V 2
n = V 2, tem

V 2 = γ2V 2 +
(1 + γ)2ε2ω2

2
, (2.5)

logo isolando V 2 encontrou-se

V 2 =
(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)
. (2.6)

Finalmente tem-se

Vrms = εω

√
(1 + γ)

2(1− γ)
. (2.7)

Esta é a velocidade do sistema no regime estacionário. Este observável é relevante para o
desenvolvimento dos expoentes crı́ticos do sistema, como será visto adiante no trabalho.

2.2.2 Regime dinâmico

Para o regime dinâmico, temos que V 2
n+1 − V 2

n = ∆V 2. Esta variação pode ser utilizada para
o emprego da definição de derivada, e assim fez

V 2
n+1 − V 2

n

(n+ 1)− n
∼=
dV 2

dn
. (2.8)
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A partir da equação da velocidade quadrática média, obtém-se os elementos Vrms e os expoentes
crı́ticos do sistema, desse modo fazendo as devidas manipulações algébricas, obteve-se

V 2
n+1 − V 2

n = γ2V 2
n − V 2

n +
(1 + γ)2ε2ω2

2
, (2.9)

dV 2

dn
= V 2

(
γ2 − 1

)
+

(1 + γ)2ε2ω2

2
. (2.10)

Fazendo-se uma substituição de variáveis onde V 2 = E e integrando a equação∫ E

E0

dE

E(γ2 − 1) +
(1 + γ)2ε2ω2

2

=

∫ n

0

dn, (2.11)

utilizando uma nova substituição de variáveis u = E(γ2−1)+
(1 + γ)2ε2ω2

2
e du = dE(γ2−1),

obteve-se ∫ u

u0

du

u
= (γ2 − 1)

∫ n

0

dn, (2.12)

ln

(
u

u0

)
= (γ2 − 1)n. (2.13)

Aplicando a definição de exponencial, teve

u = u0 exp
(
(γ2 − 1)n

)
. (2.14)

Alterando as variáveis encontra-se

E(γ2 − 1) +
(1 + γ)2ε2ω2

2
=

[
E0(γ2 − 1) +

(1 + γ)2ε2ω2

2

]
exp
(
γ2 − 1

)
, (2.15)

o que leva a

E =
(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

)]
+ E0 exp

(
(γ2 − 1)n

)
. (2.16)

Voltando nas variáveis originais do sistema, tem-se uma relação V 2 e Vrms

V 2 =
(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

)]
+ V 2

0 exp
(
(γ2 − 1)n

)
. (2.17)

Aplicando a raiz quadrada em toda a equação, tem-se

Vrms =

√
(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)
[1− exp((γ2 − 1)n)] + V 2

0 exp((γ2 − 1)n). (2.18)
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Fazendo n→∞, tem-se

Vrms =

√
(1 + γ)

2
εω(1− γ)−1/2. (2.19)

Esse resultado é o mesmo obtido a partir da equação (2.6).

2.3 Expoentes crı́ticos

Os expoentes crı́ticos são elementos que descrevem mudanças no regime dos observáveis
de um determinado sistema. A criticalidade do sistema em estudo nesta dissertação esta na
mudança do crescimento para a saturação da velocidade quadrática média.

Para obter os expoentes crı́ticos do sistema realizou-se uma alteração de variáveis no mape-
amento do modelo Bouncer [11]. Sejam as seguintes manipulações algébricas: ν = ωV

g
, φ = ωt

e ε = εω2

g
. Aplicando-se estas relações nas equações do mapeamento, reescrevendo-se (2.1) e

(2.2) 
ωtn+1 =

[
ωtn + 2

ωVn
g

]
mod (2π),

2ωVn+1

g
=

∣∣∣∣2ωVnγg
− 2(1 + γ)εω2

g
sen(ωtn+1)

∣∣∣∣,
(2.20)

(2.21)

aplicando as relações
φn+1 = [φn + 2νn] mod (2π). (2.22)

A equação (2.14) simplificada por 2 resulta em

ωVn+1

g
=

∣∣∣∣ωVnγg − εω2

g
sen(ωtn+1)(1 + γ)

∣∣∣∣, (2.23)

finalmente encontra-se
νn+1 = |γνn − (1 + γ)εsen(φn+1)|. (2.24)

Então o mapeamento nas novas variáveis será

{
φn+1 = [φn + 2νn] mod (2π),

νn+1 = |γνn − (1 + γ)εsen(φn+1)|.

(2.25)

(2.26)

Utilizando o resultado obtido na seção anterior Vrms =
√

2ε2ω2n, pode-se obter as escalas do
sistema nas novas variáveis ν e φ. Tomando ν2

n+1, encontra-se

ν2
n+1 = γν2

n +
(1 + γ)2ε2

2
. (2.27)

Fazendo γ = 1, obtém-se
ν2
n+1 = ν2

n + 2ε2. (2.28)
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Fazendo a aproximação de derivada

ν2
n+1 − ν2

n '
dν2

dn
, (2.29)

dν2

dn
= 2ε2. (2.30)

Integrando a equação acima, tem-se

ν2 =

∫ n

0

2ε2dn, (2.31)

ν2 = 2ε2n. (2.32)

Realizando νrms =
√
ν2, encontra-se

νrms =
√

2ε2n, (2.33)

portanto tem-se a relação para obter o primeiro expoente, ou seja

νrms ∝
(
nε2
)β
, (2.34)

e o expoente β = 1/2.
O elemento de saturação será obtido tomando-se ν2

n+1 e com γ < 1,

ν2
n+1 = γ2ν2

n − 2(1 + γ)νnγsen(φn+1) + (1 + γ)2ε2sen2(φn+1).

Tomando-se o valor médio com φn+1 ∈ [0, 2π] obtém-se

ν2
n+1 = γ2ν2

n +
(1 + γ)2ε2

2
. (2.35)

Fazendo as devidas manipulações algébricas e integrações devidas encontra-se

νrms =

√
(1 + γ)ε2

2(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

)]1/2
. (2.36)

Aplicando o limite em que n→∞, obtém-se

νrms =

√
(1 + γ)

2
ε(1− γ)−1/2. (2.37)

Conforme discutido em [11], a velocidade de saturação é dada por

νsat ∝ εα1(1− γ)α2 . (2.38)

Dessa forma concluı́-se que os expoentes crı́ticos são α1 = 1 e α2 = −1/2.
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Para n pequeno, a velocidade média cresce com
√
n. Para n suficientemente grande, a

velocidade média aproximada de um regime de saturação. O número de colisões caracterı́sticas
onde ocorre a mudança de crescimento para saturação, conforme discutido em [11] é

nx ∝ εz1(1− γ)z2 . (2.39)

Para obter as expressões dos expoentes crı́ticos z1 e z2, basta igualar as equações ν =
√

2ε2n

com ν =

√
(1 + γ)

2
ε(1− γ)−1/2. Fazendo-se as devidas simplificações, encontra-se

nx =
1 + γ

4
(1− γ)−1. (2.40)

Com isso concluı́-se que z1 = 0 e z2 = −1.

2.4 Relação entre número de colisões e tempo

Na impossibilidade de medir o número de colisões em experimentos é necessário encontrar
uma forma alternativa para mensurar o tempo. A solução para esta questão é determinar uma
relação entre o número de colisões e o tempo. Para encontrarmos uma relação entre número de

colisões e o tempo utiliza-se a definição de aceleração [11], ou seja a =
∆V

∆t
, portanto tem-se

que

∆t =
∆V

a
.

No nosso caso é possı́vel escrever,

t =
2V

g
,

que identifica o tempo gasto entre duas colisões. Quando soma-se sobre todas as colisões tem-se
que

t =
2

g

n−1∑
i=0

Vi. (2.41)

Pode-se relacionar o conceito de soma discreta para soma contı́nua, pelo uso da integral defi-
nida,

t =
2

g

∫ n

0

V (n)dn. (2.42)

Usaremos o conjunto de variáveis utilizadas na obtenção dos expoentes crı́ticos ν e aplicaremos
uma função empı́rica proposta em [16]

f(x) =

[
x

1 + x

]β
, (2.43)
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na qual o expoente β é um expoente crı́tico.
Fazendo-se f(x)→ ν

εα1(1− γ)α2
e x→ n

(1− γ)z2
, encontra-se

ν

εα1(1− γ)α2
=


n

(1− γ)z2

1 +

(
n

(1− γ)z2

)

β

.

Tendo os valores dos expoentes α1 = 1, α2 = −1/2, z2 = −1 e β = 1/2, aplica-se na expressão
acima, obtendo-se

ν

ε(1− γ)−1/2
=


n

(1− γ)−1

1 +

(
n

(1− γ)−1

)


1/2

, (2.44)

ν(1− γ)1/2

ε
=

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
, (2.45)

ν =
ε

(1− γ)1/2

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
. (2.46)

Fazendo a substituição nas variáveis originais do modelo ν =
ωV

g
e ε =

εω2

g
, tem-se

ωV

g
=
εω2

g

1

(1− γ)1/2

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
, (2.47)

V =
gεω2

ωg(1− γ)1/2

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
, (2.48)

V =
εω

(1− γ)1/2

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
. (2.49)

Retornando na integral, encontra-se

t =
2

g

∫ n

0

V (n)dn =
2

g

∫ n

0

εω

(1− γ)1/2

√
n(1− γ)

1 + n(1− γ)
dn.
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Chamando n′ = n(1− γ) e dn =
dn′

(1− γ)
, tem-se

t =
2

g

εω

(1− γ)1/2(1− γ)

∫ n(1−γ)

0

√
n′

1 + n′
dn′.

Realizando a integração,∫ n(1−γ)

0

(
n′

1 + n′

)1/2

dn′ = n(1− γ)− ln(n(1− γ)),

o termo em logaritmo natural cresce muito lentamente em relação a termo linear para argumen-
tos muito maior do que 1 e por este motivo descarta-se o termo transcendente,

t =
2εω

g(1− γ)1/2(1− γ)
n(1− γ),

então
t =

2εω

g(1− γ)1/2
n. (2.50)

Isolando n da expressão, tem-se

n =
g
√

1− γ
2εω

t. (2.51)

Essa equação fornece uma relação explı́cita entre o tempo e o número de colisões.

2.5 Conexão com a Termodinâmica

Partindo do teorema de equipartição de energia [17, 18], tiveram

mV 2

2
=
KBT

2
,

logo

V 2 =
KBT

m
. (2.52)

Sabendo que

V 2 = V 2
0 exp

(
(γ2 − 1)n

)
+

(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

)]
, (2.53)

assim tem-se T (n) como

T (n) = T0 exp
(
(γ2 − 1)n

)
+

(1 + γ)mε2ω2

2KB(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

)]
. (2.54)
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Usando a relação n =
g
√

1− γ
2εω

t, encontra-se a velocidade e a temperatura em função do
tempo,

V 2 = V 2
0 exp

(
(γ2 − 1)

g(1− γ)1/2

2εω
t

)
+

(1 + γ)ε2ω2

2(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)

g(1− γ)1/2

2εω
t

)]
,

(2.55)

T (t) = T0 exp

(
(γ2 − 1)

g(1− γ)1/2

2εω
t

)
+

(1 + γ)mε2ω2

2KB(1− γ)

[
1− exp

(
(γ2 − 1)

g(1− γ)1/2

2εω
t

)]
.

(2.56)
A figura 1.1 ilustra um esboço tı́pico da temperatura em função do tempo, para T0 → 0.

Agora que tem-se as expressões da velocidade e temperatura pode-se obter a energia e a entropia
do sistema, ou seja

U(t) =
KB

2
T (t),

T (t) =
2

KB

U(t). (2.57)

Utilizando a relação
∂S

∂U
=

1

T
, (2.58)

encontra-se

dS =

∫
1

T
dU.

Como já se conhece a expressão de T (t), aplica-se a integração em toda e equação,∫ S

S0

dS =

∫ U

U0

(
2

KB

U(t)

)−1

dU,

o que conduz a

S = S0 +
KB

2
ln

(
U(t)

U0(t)

)
.

Sabe-se que ln

(
U(t)

U0(t)

)
= ln(U(t))− ln(U0(t)), então

S = S0 +

[
KB

2
ln(U(t))− KB

2
ln(U0(t))

]
. (2.59)

Agrupa-se os termos,

S = S0 −
KB

2
ln(U0(t))

KB

2
ln(U(t)). (2.60)
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Chama-se S̃ = S0 −
KB

2
ln(U0(t)), tem-se uma relação mais simples de ser visualizada,

S = S̃ +
KB

2
ln(U(t)), (2.61)

sendo U(t) =
KB

2
T (t), tem-se a expressão da entropia em relação a temperatura.

S = S̃ +
KB

2
ln

(
KB

2
T (t)

)
. (2.62)

Esse resultado confirmou o terceiro postulado da termodinâmica, ou seja, que a entropia é uma
função monotonicamente crescente da energia [18, 19].



Capı́tulo 3

Estatı́stica para o modelo do bilhar ovóide
dependente do tempo e dissipativo

Neste Capı́tulo apresentaremos a dinâmica e as caracterı́sticas do bilhar ovóide bidimensional
dissipativo. Para nosso estudo, consideraremos um ensemble de partı́culas não interagentes.
Obteremos as equações que descrevem o comportamento da velocidade quadrática média como
função dos parâmetros de controle assim como do número de colisões.

3.1 O Modelo e o Mapeamento

A dependência temporal em bilhares bidimensionais pode ser feita de diferentes formas.
Apresentaremos três tipos de dependências para o bilhar Ovóide.

1. Dependência temporal por rotação [20] é feita com a fronteira do bilhar rotacionando no
tempo. A forma que podemos visualizar esta dependência é pela equação que descreve o
raio do bilhar, na qual para este caso temos,

Rb = (θ, p, ε, t) = 1 + ε cos(pθ′(t)),

na qual θ′(t) = θ + ωt. O gráfico de fronteira no tempo apresentado abaixo.

21
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Figura 3.1: Bilhar rotacionando no tempo para ε = 0, 3, p = 2 e ω = 1. Cada curva identifica
um instante de tempo diferente.

2. Dependência temporal por oscilação do tipo breathing [21] é feita com a fronteira do
bilhar oscilando no tempo, na qual a forma da fronteira é preservada e sua área não é
preservada. A forma é de maneira análoga ao item anterior e a equação que descreve o
raio do bilhar é

Rb(θ, p, ε, η1, η2, t) = 1 + η1 cos(t) + ε[1 + η2 cos(t)] cos(pθ)

O gráfico de fronteira no tempo apresentado abaixo.
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Figura 3.2: Bilhar oscilante com forma breathing no tempo para ε = 0, 3, p = 2 e η1 = η2 = 1.
Cada curva identifica um instante de tempo diferente.

3. Dependência temporal por oscilação é feita com a fronteira do bilhar pulsando no tempo,
na qual a forma da fronteira não preservada e sua área é preservada. A forma é de maneira
análoga ao item anterior e a equação que descreve o raio do bilhar éR(θ, ε, t) = 1+ε(1+

a cos(ωt)) cos(pθ), na qual ω será igual a 1rad/s. A figura 3.3 ilustra a fronteira do bilhar
para diversos instantes de tempo.

Figura 3.3: Bilhar oscilante no tempo para ε = 0, 3, p = 2 e a = 0, 5. Cada curva identifica um
instante de tempo diferente.
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O nosso trabalho é desenvolvido para a dependência temporal oscilante da fronteira com os
parâmetros fixos de ε = 0, 3, p = 2 e a = 0, 5.

O bilhar Ovóide é um sistema dinâmico discreto e descrito por um mapeamento discreto
quadridimensional nas variáveis (θn, αn, Vn, tn). θn é o ângulo que descreve a fronteira; αn é
o ângulo entre a trajetória da partı́cula e a linha tangente ao ponto de colisão com a fronteira
em θn; Vn é a velocidade da partı́cula; tn é o instante da enésima colisão da partı́cula com a
fronteira.

Agora iremos apresentar as equações da dinâmica do Bilhar. As equações desenvolvidas
nesta seção serão utilizadas durante todo o Capı́tulo para a obtenção analı́tica de observáveis
fı́sicos.

Dada uma condição inicial, (θn, αn, Vn, tn) a dinâmica da partı́cula é regida pela relação,

X(t) = X(θn, tn) + |Vn| cos(αn + φn)(t− tn), (3.1)

Y (t) = Y (θn, tn) + |Vn|sen(αn + φn)(t− tn). (3.2)

Aqui φn = arctan(Y ′(θn, tn)/X ′(θn, tn)), sendo que X ′(θn, tn) = dX/dθ e Y ′(θn, tn) =

dY /dθ .
O termo θn+1 é obtido seguindo a trajetória da partı́cula até o momento t = tn + ∆t, onde

∆t satisfaz a equação
R(∆t) =

√
X2(∆t) + Y 2(∆t). (3.3)

O instante da próxima colisão tn+1 é obtido por

tn+1 = tn +

√√√√ [X(θn+1)−X(θn)] + [Y (θn+1)− Y (θn)]∣∣∣ ~Vn∣∣∣ . (3.4)

A regra de reflexão é dada por

~V ′n+1 · ~Tn+1 = ~V ′n · ~Tn+1, (3.5)

~V ′n+1 · ~Nn+1 = −γ ~V ′n · ~N ′n+1, (3.6)

onde ~T e ~N são vetores unitários tangente e normal respectivamente, dados pelas relações

~Tn+1 = cos(φn+1)̂i+ sen(φn+1)ĵ, (3.7)

~Nn+1 = −sen(φn+1)̂i+ cos(φn+1)ĵ, (3.8)

e ~V ′n é dado por
~V ′n =

[
cos(φn + αn)̂i+ sen(φn + αn)ĵ

]
~Vn, (3.9)
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onde î e ĵ definem os versores ao longo dos eixos x e y respectivamente. O termo ~V ′ corres-
ponde a velocidade da partı́cula no referencial não inercial, devido ao referencial não inercial
da fronteira. Assim temos

~V ′n+1 · ~Nn+1 = −γ ~V ′n · ~Nn+1 + (1 + γ)~Vb(tn+1) · ~Nn+1 (3.10)

o termo ~Vb(tn+1) é a velocidade da fronteira e é descrita pela equação,

~Vb(tn+1) =
dR(t)

dt
[cos(θn+1)̂i+ sen(θn+1)ĵ]. (3.11)

Para encontrar as componentes da velocidade da partı́cula após o choque, iremos desenvol-
ver cada termo das equações (3.5) e (3.10). Começaremos com o comportamento normal, ou
seja,

~Vn · ~Nn+1 = |Vn|[cos(φn + αn)̂i+ sen(φn + αnĵ)] · [−sen(φn+1)̂i+ cos(φn+1)ĵ],

~Vn · ~Nn+1 = |Vn|[−sen(φn+1) cos(φn + αn) + cos(φn+1)sen(φn + αn)], (3.12)

~Vb(tn+1) · ~Nn+1 = dR(t)
dt

[cos(θn+1)̂i+ sen(θn+1)ĵ] · [−sen(φn+1)̂i+ cos(φn+1)ĵ],

~Vb(tn+1) · ~Nn+1 =
dR(t)

dt
[−sen(φn+1) cos(θn+1) + cos(φn+1)sen(θn+1)]. (3.13)

Então finalmente temos

~Vn+1 · ~Nn+1 = −γ|Vn|[−sen(φn+1) cos(φn + αn) + cos(φn+1)sen(φn + αn)] +

+ (1 + γ)
dR(t)

dt
[−sen(φn+1) cos(θn+1) + cos(φn+1)sen(θn+1)]. (3.14)

A equação (3.5) apresenta um único termo a ser calculado.

~V ′n · ~Tn+1 = |Vn|[cos(φn + αn)̂i+ sen(φn + αn)ĵ] · [cos(φn+1)̂i+ sen(φn+1)ĵ],

~Vn+1 · ~Tn+1 = |Vn|[cos(φn + αn) cos(φn+1) + sen(φn + αn)sen(φn+1)]. (3.15)

A velocidade da partı́cula após a colisão é dada por

Vn+1 =

√
(~Vn+1 · ~Tn+1)2 + (~Vn+1 · ~Nn+1)2, (3.16)

na qual a coordenada angular αn+1 é

αn+1 = arctan
([
~Vn+1. ~Nn+1

]
/
[
~Vn+1. ~Tn+1

])
. (3.17)

A dinâmica da partı́cula é então descrita a partir das equações (3.3), (3.4), (3.16) e (3.17).
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3.2 Velocidade quadrática média

Para obter a velocidade quadrática média, V 2, e por fim estabelecer a relação com a tempe-
ratura e, consequentemente com a termodinâmica, devemos utilizar a equação do mapeamento
da velocidade da partı́cula após a colisão, A equação é dada por

Vn+1 =

√
(~Vn+1 · ~Tn+1)2 + (~Vn+1 · ~Nn+1)2. Elevando ao quadrado, temos

V 2
n+1 = (~Vn+1 · ~Tn+1)2 + (~Vn+1 · ~Nn+1)2.

Agora temos dois termos para realizar o valor quadrático médio. Fazendo a média no ensemble
com θ ∈ [0, 2π], α ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π] e t ∈ [0, 2π] e assumindo que a distribuição de
probabilidade das variáveis α e θ sejam constante e uniforme, eliminando os termos lineares,
então (~Vn+1 · ~Tn+1)2 é dado pela equação

(~Vn+1 · ~Tn+1)2 = V 2
n cos2(αn + φn) cos2(φn+1)+ V 2

n sen
2(αn + φn) sen2(φn+1),

como cada termo quadrático das funções periódicas contribui com 1/2, temos

(~Vn+1 · ~Tn+1)2 =
V 2
n

2
. (3.18)

Para o termo (~Vn+1 · ~Nn+1)2, utilizamos as mesmas ideias do termo anterior e temos

(~Vn+1 · ~Nn+1)2 = γ2V 2
n sen

2(αn + φn)cos2(φn+1)γ2V 2
n sen

2(φn+1)cos2(α + φn) +

+ (1 + γ)2

(
dR(t)

dt

)2

sen2(θn+1)cos2(φn+1) +

+ (1 + γ)2

(
dR(t)

dt

)2

cos2(θn+1)sen2(φn+1). (3.19)

Se R(θ, t) = 1 + ε cos(pθ) + aε cos(t) cos(pθ), sua derivada em t será

dR

dt
= −aεsen(t) cos(pθ),

logo (
dR

dt

)2

= a2ε2sen2(t) cos2(pθ). (3.20)

Voltando a equação (~Vn+1 · ~Nn+1)2 e utilizando as ideias discutidas no apêndice II, temos

γ2V 2
n

4
+
γ2V 2

n

4
+

(1 + γ)2

4
(a2ε2sen2(t) cos2(pθ)) +

(1 + γ)2

4
(a2ε2sen2(t) cos2(pθ)),

(~Vn+1 · ~Nn+1)2 =
γ2V 2

n

2
+

(1 + γ)2

2
(a2ε2sen2(t) cos2(pθ)).
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Então temos que o segundo termo é dado por

(~Vn+1 · ~Nn+1)2 =
γ2V 2

n

2
+

(1 + γ)2a2ε2

8
. (3.21)

Finalmente temos o V 2
n+1 é dado por

V 2
n+1 =

V 2
n

2
+
γ2V 2

n

2
+

(1 + γ)2a2ε2

8
. (3.22)

De posse da velocidade quadrática média, podemos estudar a velocidade do sistema em
dois regimes: (i) estacionário; (ii) dinâmico. Apresentaremos como é obtida a equação que
caracteriza o regime estacionário e depois a equação que caracteriza o regime dinâmico.

3.2.1 Regime estacionário

Para obter a equação da velocidade quadrática média no regime estacionário faremos seguinte
abordagem, V 2

n+1 = V 2
n = V 2, logo

V 2 =
V 2

2
+
γ2V 2

2
+

(1 + γ)2a2ε2

8
,

V 2 =
(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)
. (3.23)

Agora podemos obter a velocidade Vrms no regime estacionário, ou seja Vrms =
√
V 2, assim

Vrms =
aε

2

√
(1 + γ)(1− γ)−1/2. (3.24)

3.2.2 Regime dinâmico

Para o regime dinâmico, temos

V 2
n+1 = V 2

n

(
1 + γ2

2

)
+

(1 + γ)2a2ε2

8
.

Subtraindo V 2
n de ambos os lados, temos

V 2
n+1 − V 2

n = γ2V
2
n

2
− V 2

n

2
+

(1 + γ)2a2ε2

8
.

Podemos realizar a aproximação do termo V 2
n+1 − V 2

n pelo conceito de derivada,

V 2
n+1 − V 2

n

(n+ 1)− n
' dV 2

dn
,
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dV 2

dn
=
V 2

2

(
γ2 − 1

)
+

(1 + γ)2a2ε2

8
. (3.25)

Integrando a equação acima obtemos∫ V

V0

dV 2

V 2

2
(γ2 − 1) +

(1 + γ)2a2ε2

8

=

∫ n

0

dn, (3.26)

que conduz a

V 2 = V 2
0 exp

(
(γ2 − 1)n

2

)
+

(1 + γ)

4(γ − 1)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

2

)]
. (3.27)

Considerando V 2
0 −→ 0, temos

V 2 =
(1 + γ)

4(1− γ)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)

2
n

)]
.

Agora temos a velocidade Vrms no regime dinâmico que é a equação abaixo

Vrms =
(1 + γ)1/2

2
(1− γ)−1/2aε

[
1− exp

(
(γ2 − 1)

2
n

)]1/2

. (3.28)

Para investigar o comportamento de Vrms para tempos curtos podemos expandir a exponencial
em série de Taylor, o que conduz a

exp

(
(γ2 − 1)n

2

)
= 1 +

(γ2 − 1)n

4
+ .... (3.29)

Desse modo, a velocidade é dada por

Vrms =
(1 + γ)1/2

2
(1− γ)−1/2aε

[
1− 1− (γ2 − 1)n

4

]1/2

, (3.30)

Vrms =
(1 + γ)1/2

2
(1− γ)−1/2aε

[
(1− γ2)n

4

]1/2

, (3.31)

Vrms =
(1 + γ)1/2

2
(1− γ)−1/2aε

[
(1− γ)(1 + γ)n

4

]1/2

, (3.32)

Vrms ∼ (aε)n1/2. (3.33)

Podemos então concluir que o expoente crı́tico β = 1/2. Um esboço tı́pico do comportamento
de Vrms vs n, dada pela equação (3.28) é mostrando na figura 3.4 para diferentes valores de γ.
Vemos que para tempos curtos, ocorre um crescimento em lei de potência, conforme previsto
pela equação (3.33). Para tempos suficientemente longos o crescimento dá lugar a saturação,
como previsto pela equação (3.24).
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Figura 3.4: Esboço de Vrms em função de n para diferentes parâmetros de controle γ e ε = 0.3.

3.3 Expoentes crı́ticos

A partir dos resultados discutidos na seção anterior, podemos propor três hipóteses de escala
que conduzirão uma lei de escala [22, 23]. As hipóteses são:
1. Crescimento para n� nx

V ∝
[
(aε)2n

]β
, (3.34)

onde β é o expoente que fornece a lei de aceleração da velocidade quadrática média;
2. Saturação para n� nx

Vsat ∝ (1− γ)α1(aε)α2 , (3.35)

onde α1 e α2 são os expoentes que definem a saturação da velocidade quadrática média;
3. Crossover nx

nx ∝ (1− γ)z1(aε)z2 , (3.36)

onde z1 e z2 são expoentes crı́ticos.
Para descobrir o valor de cada expoente faremos uso de uma ferramenta da fı́sica estatı́stica

denominada de função homogênea generalizada, que é escrita como

V = lV
(
lb(aε)2n, lcaε, ld(1− γ)

)
, (3.37)

onde l é um fator de escala. Escolhendo lb(aε)2n = 1, então l = ((aε)2n)−1/b e substituindo na
função homogênea generalizada, temos

V = ((aε)2n)−1/bV1

(
aε((aε)2n)−c/b, (1− γ)((aε)2n)−d/b

)
,
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onde V1 é assumido constante para n� nx.
Escolhendo lcaε = 1. então l = aε−1/c e substituindo na função homogênea generalizada,

temos
V = aε−1/cV2

(
((aε)2n)(aε)−b/c, (1− γ)(aε)−d/c

)
, (3.38)

onde V2 é constante para n� nx.
Finalmente escolhendo ld(1 − γ) = 1, então l = (1 − γ)−1/d e substituindo na função

homogênea generalizada, temos

V = (1− γ)−1/dV3

(
((aε)2n)(1− γ)−b/d, aε(1− γ)−c/d

)
, (3.39)

onde V3 é constante para n� nx.
Comparando l = ((aε)2n)−1/b e l = aε−1/c, obtemos

((aε)2n)−1/b = aε−1/c,

n = (aε)b/c−1. (3.40)

Comparando agora l = ((aε)2n)−1/b com l = (1− γ)−1/d, obtemos

((aε)2n)−1/b = (1− γ)−1/d,

n = aε−2(1− γ)b/d. (3.41)

Agora vamos utilizar as equações das velocidades no regimes estacionário e dinâmico para
encontrar o crossover do sistema

aε

2
(1 + γ)1/2(1− γ)−1/2 =

(1 + γ)1/2

2
(1− γ)−1/2aε

[
(1− γ)(1 + γ)n

4

]1/2

,

então,
nx =

4

(1 + γ)(1− γ)
= 4(1 + γ)−1(1− γ)−1. (3.42)

Verificando a primeira hipótese V ∝ (aε)nβ , temos que β = −1/b, logo podemos afirmar
que b = −2. Assim obtemos o expoente de aceleração do sistema

β =
1

2
. (3.43)

O valor do expoente de aceleração, de acordo com a teoria do random walk [18], caracte-
riza um comportamento difusivo. A importância do comportamento difusivo é que a veloci-
dade da partı́cula tem a mesma ordem de grandeza da velocidade da oscilação da fronteira faz
com que as probabilidades de ganhar ou perder energia sejam iguais, em virtude da existência
de dissipação a velocidade do sistema não cresce ilimitadamente, ou seja, o fenômeno de
aceleração de Fermi é suprimido.
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Para a segunda hipótese Vsat ∝ (1− γ)α1(aε)α2 , com α1 = −1/d e α2 = −1/c podemos
afirmar d = 2 e c = −1 que os expoentes de saturação do sistema são

α1 = −1

2
, (3.44)

α2 = 1. (3.45)

Para a terceira hipótese usaremos as comparações realizadas anteriormente n = aεb/c−1 e n =

(aε)−2(1− γ)b/d para obter os expoentes z1 e z2, temos

z1 =
α1

β
=
b

d
= −1, (3.46)

z2 =
α2

β
− 2 =

b

c
− 2 = 0. (3.47)

Esses expoentes estão em total acordo com a expressão de nx,

nx = 4(1 + γ)−1(1− γ)−1.
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De posse destes expoentes podemos reescalar os gráficos da velocidade em função do número
de colisões. A figura 3.5 mostra um esboço de: (a) V vs n para diferentes valores de γ ao passo
que em (b) mostra a sobreposição de todas as curvas de V mostradas em (a) em uma única curva
universal usando uma escala apropriada nos eixos coordenados.

Figura 3.5: a) esboço de Vrms vs n. b) sobreposição das curvas mostradas em a) um uma única
curva universal.

A figura 3.6 mostra um esboço de: (a) V vs n para diferentes valores de aε e γ ao passo que
em (b) mostra a sobreposição de todas as curvas de V mostradas em (a) em uma única curva
universal.
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Figura 3.6: a) esboço de Vrms vs n para diferentes aε e γ. b) sobreposição das curvas mostradas
em a) um uma única curva universal.

3.4 Relação entre o número de colisões e o tempo

Nesta seção discutiremos o caminho para obter uma relação entre o número de colisões e o
tempo. Para fazermos isso é preciso calcular o livre caminho médio do sistema e utilizar os
expoentes crı́ticos para determinar a relação desejada.

3.4.1 Deslocamento quadrático médio

Seja R(θn, tn) = [1 + ε(1 + a cos(tn)) cos(pθ)], assim as coordenadas da posição da partı́cula
são X(θn, tn) e Y (θn, tn) expressas na forma

X(θn, tn) = R(θn, tn) cos(θn),

Y (θn, tn) = R(θn, tn)sen(θn).
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Para determinar o livre caminho médio faremos d2 = [X(θn+1)−X(θn)]2+[Y (θn+1)− Y (θn)]2,
logo

d2 = X2(θn+1, tn+1)− 2X(θn+1, tn + 1)X(θn, tn) +

+ X2(θn, tn) + Y 2(θn+1, tn+1)−

− 2Y (θn+1, tn+1)Y (θn, tn) + Y 2(θn, tn). (3.48)

Para cada elemento da equação acima, temos

X2(θn, tn) = R2(θn, tn) cos2(θn), (3.49)

Y 2(θn, tn) = R2(θn, tn)sen2(θn), (3.50)

X2(θn+1, tn+1) = R2(θn+1, tn+1) cos2(θn+1), (3.51)

Y 2(θn+1, tn+1) = R2(θn+1, tn+1)sen2(θn+1). (3.52)

Reagrupando os termos e utilizando a identidade trigonométrica sen2(x) + cos2(x) = 1, temos

d2 = R2(θn+1, tn+1) +R2(θn, tn)− 2[X(θn+1, tn+1)X(θn, tn) + Y (θn+1, tn+1)Y (θn, tn)].

(3.53)
Determinando o valor médio no ensemble θ ∈ [0, 2π] e t ∈ [0, 2π] para os termosR2(θn+1, tn+1)

e R2(θn, tn), temos

R2(θn, tn) = [1 + ε(1 + a cos(tn)) cos(pθ)]2,

R2(θn, tn) = 1 + 2ε(1 + a cos(t))cos(pθn) + ε2(1 + a cos(t))2 cos2(pθn).

Como a média dos termos lineares é nula, então restam somente os seguintes termos

R2(θn, tn) = 1 + ε2
(

2 + a2

4

)
. (3.54)

Resultado igual para o termo R2(θn+1, tn+1), logo

R2(θn+1, tn+1) = 1 + ε2
(

2 + a2

4

)
. (3.55)

O termo −2[X(θn+1, tn+1)X(θn, tn) + Y (θn+1, tn+1)Y (θn, tn)] será nulo devido as proprieda-
des discutidas no apêndice II. Então d2 = R2(θn+1, tn+1) +R2(θn, tn) é dado por

d2 = 2 + 2ε2
(

2 + a2

4

)
= 2 + ε2

(
4 + 2a2

4

)
.

A expressão de drms é dada por

drms =

√
2 + ε2

(
1 +

a2

2

)
. (3.56)
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A quantidade tem grande utilidade para a obtenção da relação entre número de colisões e o
tempo.

3.4.2 Relação entre número de colisões e o tempo

Para encontrar a relação entre número de colisões e o tempo precisamos determinar V (n)

através dos expoentes crı́ticos obtidos na seção anterior. Utilizaremos uma função empı́rica
[16] que relaciona os expoente crı́ticos com os elementos V e n.
Seja a função empı́rica f(x)

f(x) =

[
x

1 + x

]β
. (3.57)

Agora faremos as manipulações algébricas dos termos f(x) e x. Para o termo f(x) , temos

f(Vn) =
Vn

(1− γ)α1(aε)α2
,

e para o termo x, temos

x =
n

(1− γ)z1
.

Então a função empı́rica, será

Vn
(1− γ)α1(aε)α2

=


n

(1 + γ)z1

1 +
n

(1 + γ)z1


β

, (3.58)

sendo que os expoentes são β =
1

2
, α1 = −1

2
, α2 = 1, z1 = −1. Desse modo

Vn(1− γ)1/2

aε
=

[
n(1− γ)

1 + n(1− γ)

]1/2

,

Vn =
aε

(1− γ)1/2

[
n(1− γ)

1 + n(1− γ)

]1/2

. (3.59)

Agora que temos V (n), usaremos a relação abaixo para determinar número de colisões pelo
tempo, ou seja

t(n) = drms

n∑
i=1

1

V (n)
. (3.60)

Podemos aproximar o somatório por uma integral definida e obtermos a equação

t(n) = drms

∫ n

0

1

V (n)
dn. (3.61)
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Substituindo a expressão de V (n) na equação acima, obtemos a integral a ser resolvida por
substituição de variáveis e frações parciais

t(n) = drms

∫ n

0

1

aε

(1− γ)1/2

[
n(1− γ)

1 + n(1− γ)

]1/2
dn, (3.62)

t(n) = drms
(1− γ)1/2

aε

∫ n

0

[
1 + n(1− γ)

n(1− γ)

]1/2

dn. (3.63)

Fazendo a substituição do termo u = n(1− γ), dn =
du

(1− γ)
, encontramos

t(n) = drms
(1− γ)1/2

aε

1

(1− γ)

∫ n(1−γ)

0

√
1 + u

u
du (3.64)

Para resolver a integral faremos uma nova substituição de variáveis, w =
u+ 1

u
= 1 +

1

u
,

w − 1 =
1

u
e fazendo

dw

du
=

1

u
− u+ 1

u2
, então dw =

(
1

u
− u+ 1

u2

)
du. Com dw já definido

podemos fazer outra manipulação algébrica e obteremos o elemento infinitesimal dw final para
realizar a integral, ou seja

dw = −(w − 1)2du.

Voltando na integral (3.64), agora podemos reescrever de forma apropriada e realizar uma
integração por partes, ou seja

−
∫ √

w

(w − 1)2
dw = −

[ √
w

w − 1
−
∫

−1

(w − 1)

1

2
√
w
dw

]
. (3.65)

A segunda integral é obtida por frações parciais e será igual a
ln(
√
w − 1)− ln(

√
w + 1)

2
.

O resultado final da integração é

−
∫ √

w

(w − 1)2
dw =

√
w

w − 1
− ln(

√
w − 1) + ln(

√
w + 1)

2
, (3.66)

sendo w =
u+ 1

u
= 1 +

1

u
e w − 1 =

1

u
,temos

∫ n(1−γ)

0

√
1 + u

u
du =

√
u+ 1

u
u−

ln

(√
u+ 1

u
− 1

)
+ ln

(√
u+ 1

u
+ 1

)
2

n(1−γ)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

,

(3.67)
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os temos expressos em logaritmos são descartados devido ao crescimento lento em relação a
expressão da raiz quadrada e finalmente obteremos a relação t(n) dada pela equação,

t(n) = drms
(1− γ)1/2

aε

1

(1− γ)

√[
n(1− γ) + 1

n(1− γ)

]
n(1− γ).

Fazendo uma manipulação algébrica dos elementos dentro da raiz quadrada temos uma
relação mais simples e eficiente para uma analise do número de colisões n, ou seja

t(n) = drms
(1− γ)1/2

aε

1

(1− γ)

√[
1

n(1− γ)
+ 1

]
(n(1− γ)). (3.68)

Para uma análise simples sobre o crescimento ilimitado de colisões faremos o limite do termo
dentro da raiz quadrada tendendo ao infinito,

lim
n→∞

1

n(1− γ)
= 0

este resultado mostra que para podemos reduzir a equação t(n) de forma mais simples.

t(n) =
drms
aε

n(1− γ)1/2 (3.69)

Agora utilizaremos o resultado do deslocamento quadrático médio (3.56) para obter uma
relação final, logo

t(n) =
1

aε

√
2 + ε2

(
2 + a2

2

)
(1− γ)1/2n.

A relação de número de colisões e o tempo é finalmente dada pela manipulação dos elementos
onde esta no número de colisões

n = aε

 1(
2 + ε2

(
2 + a2

2

))1/2

 t

(1− γ)1/2
. (3.70)

n =
aεt

drms(1− γ)1/2
(3.71)

3.5 Conexão com a termodinâmica

A conexão com a termodinâmica é feita pelo teorema de equipartição de energia. Levando
em consideração que o sistema tem dois graus de liberdade, expressão fica da seguinte forma,

m

2
V 2(t) = KbT (t) = U(t). (3.72)
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Por outro lado, pela equação (3.27),

V 2 = V 2
0 exp

(
(γ2 − 1)n

2

)
+

(1 + γ)

4(1− γ)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)n

2

)]
, (3.73)

e como já temos a expressão da relação de número de colisões e o tempo (3.71), podemos
escrever

V 2 = V 2
0 exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)
+

(1 + γ)

4(1− γ)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)]
. (3.74)

Esta relação utiliza o elemento drms por questão de simplicidade em apresentar a discussão
sobre a conexão da termodinâmica. Então da equação (3.72) obtém-se

T (t) =
m

2Kb

V 2(t),

T (t) = T0
m

2Kb

exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)
+

m

2Kb

(1 + γ)

4(1− γ)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)]
.

(3.75)
Ao utilizarmos as relações termodinâmicas

∂S

∂U
=

1

T
, (3.76)

dS =
1

T
dU, (3.77)

com T (t) =
1

Kb

U(t), temos

dS = Kb
1

U(t)
dU ,

∫ S

S0

dS =

∫ U

U0

Kb
1

U(t)
dU, (3.78)

S = S0 −Kb ln(U0) +Kb ln(U). (3.79)

Chamando S̃ = S0 −Kb ln(U0), ficamos com

S = S̃ +Kb ln(U). (3.80)

Podemos reescrever a equação acima de modo que obtemos uma equação envolvendo todos os
parâmetros discutidos neste capı́tulo, ou seja,

S = S̃+Kb ln

(
U0
m

2
exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)
+
m

2

(1 + γ)

4(1− γ)
a2ε2

[
1− exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)])
.

(3.81)
Esse resultado confirma o 3o postulado da termodinâmica[18, 19].



Capı́tulo 4

Termodinâmica de Bilhares

Neste capı́tulo discutiremos a abordagem termodinâmica para bilhares bidimensionais gerais
e depois apresentaremos a abordagem para o bilhar apresentado no Capı́tulo 3. A descrição
nesse Capı́tulo segue a ideia básica apresentada nos trabalhos [24, 25].

4.1 Equilı́brio térmico

Consideraremos um bilhar bidimensional com fronteira dependente do tempo descrita por
R(θ, t). A fronteira consiste de N átomos. Então a área A′ de interação deve ser definida como
perı́metro interno da fronteira dividido por N . O Hamiltoniano da partı́cula no bilhar é

H =
p2
x + p2

y

2m
+ Ep(qx, qy), (4.1)

e a energia potencial Ep(qx, qy) é dada por:

1. se qx, qy não pertencerem à fronteira Ep(qx, qy) = 0;

2. se qx, qy pertencerem à fronteira Ep(qx, qy) =∞.

Para o movimento bidimensional, o teorema de equipartição de energia aplicado para a
partı́cula, pode ser escrito como

p2

2m
=
mv2

2
= KbT, (4.2)

uma vez que o sistema tem dois graus de liberdade.
De mesmo modo uma partı́cula na fronteira tem a energia na forma

P 2

2M
=
MV 2

f

2
= KbTf , (4.3)

na qual P , M , Vf ,Tf são respectivamente o momentum, a massa, velocidade e temperatura da
partı́cula na fronteira.

39
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Para a fronteira, teremos

P2

2M
=
NM

2
V 2 = NKbTf = RgasTf , (4.4)

na qual Rgas = NKb é a constante universal dos gases perfeitos e P2 é o momentum da fron-
teira. Quando o sistema atinge o equilı́brio termodinâmico, encontraremos T = Tf .

4.2 Troca de Calor

O equilı́brio termodinâmico será atingido através da troca de calor. Começaremos com a
equação da condutividade térmica ou Lei de Fourier [24, 26].

∂Q

∂t
= −κA′∂T

∂x
, (4.5)

na qual κ é o coeficiente de condutividade térmica bidimensional e definido por κ = κ∆h. A′ é
a área de colisão, que pode ser escrita como

A′ =
L
N
, (4.6)

o termo L =
∫
R(θ, t)dθ é o comprimento da fronteira. O elemento diferencial dQ pode ser

expresso na forma dQ = CdT , na qual C é a capacidade térmica do gás. Para um sistema
bidimensional, C tem a seguinte forma [24],

C =
q

2
KbNgas, (4.7)

sendo que q é o número de graus de liberdade do sistema, Kb é constante de Boltzmann, Ngas é
o número de partı́culas do gás.

Lembrando que o sistema tem dois graus de liberdade, temos a Lei de Fourier na forma

∂Q

∂t
= KbNgas

∂T

∂t
, (4.8)

usando o teorema de equipartição de energia, teremos

∂Q

∂t
=
m

2
Ngas

∂v2

∂t
, (4.9)

para a relação ∂T
∂x
∼= ∆T

∆x
, na qual ∆T é a diferencial de temperatura entre a fronteira e o gás;

∆x é a distância ou caminho médio livre, logo

∆x =
π

2
λ,
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na qual λ = A
L , paraA =

∫
R(θ, t)2dθ sendo a área do bilhar. Fazendo as devidas manipulações

algébricas teremos
m

2
Ngas

∂v2

∂t
= −κA′∂T

∂x
, (4.10)

m

2
Ngas

∂v2

∂t
= −κL

N

∆T

λπ
,

logo
m

2
Ngas

∂v2

∂t
=
−2κL2

πNA
(T − Tf ). (4.11)

Para os termos Tf e T temos as relações derivadas do teorema de equipartição

M

2
V 2 = KbTf,

NM

2
V 2 = RgasTf ,

logo

Tf =
NM

2Rgas

V 2. (4.12)

Para o gás de partı́culas, temos

m

2
v2 = KbT,

logo
T =

m

2Kb

v2. (4.13)

Resolvendo a equação (4.11) e considerando que a fronteira é um reservatório térmico V 2 =

constante

m

2
Ngas

∂v2

∂t
= − 2κL2

πNgasA

[
mv2

2Kb

− NMV 2

2Rgas

]
,

∂v2

∂t
=

2κL2

πNgasRgasA

[
M

m
V 2 − v2

]
,

logo

v2 =
M

m
V 2 +

[
v2

0 −
M

m
V 2

]
exp

(
−2κL2t

πNgasRgasA

)
. (4.14)
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Para o termo M
m
V 2 =

2KbTf
m

, teremos

v2 =
2KbTf
m

+

[
v2

0 −
2KbTf
m

]
exp

(
−2κL2t

πNgasRgasA

)
, (4.15)

Fazendo t→∞, temos

v2 =
2KbTf
m

. (4.16)

Usando o teorema de equipartição, teremos

2KbT

m
=

2KbTf
m

. (4.17)

Assim, podemos concluir que T → Tf , ou seja, o sistema atingiu o equilı́brio térmico.
Se consideramos que a massa da fronteira é muito maior do que a massa do gás de partı́culas,

ou se a temperatura da fronteira é muito maior do que a temperatura do gás, então podemos
escrever

M

m
V 2 � v2, (4.18)

e portanto,
∂v2

∂t
=

2κL2M

πNgasRgasAm
V 2 = constante. (4.19)

Esta equação indica um crescimento ilimitado da velocidade da partı́cula, levando para a aceleração
de Fermi de acordo com [25].

4.3 Comparação entre a abordagem termodinâmica e a abor-
dagem bilhar

Apresentamos nesta seção a comparação das abordagens feitas nos Capı́tulos 3 e 4 desta
dissertação. Partiremos das equações (3.74) e (4.15) e faremos uma manipulação algébrica da
equação (3.74) para mostrar a semelhança entre as duas abordagens da aproximação termo-
dinâmica, temos

v2 =
2KbTf
m

+

[
v2

0 −
2KbTf
m

]
exp

(
−2κL2t

πNgasRgasA

)
.

Por outro lado, do formalismo de bilhares encontramos

V 2 =
(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)
+

[
V 2

0 −
(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)

]
exp

(
(γ2 − 1)aεt

2drms(1− γ)1/2

)
.
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As equações apresentam termos de transientes e elementos que conduzem a saturação. A tabela
4.1 de comparações entre os procedimentos é apresentada a seguir. Admitimos que para esta
comparação a velocidade inicial é desprezı́vel.

Tabela 4.1: Expressões do coeficiente de transiente e coeficiente do termo de saturação para os
dois procedimentos usados nessa dissertação.

Abordagens Transiente Termo de saturação

Bilhar
(γ2 − 1)aε

2drms(1− γ)1/2

(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)

Termodinâmica
−2κL2

πNgasRgasA
2KbTf
m

Podemos manipular os elementos de saturação das duas abordagens para obter uma relação
entre o coeficiente de restituição e a temperatura da fronteira, ou seja

(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)
=

2KbTf
m

,

Tf =
(1 + γ)a2ε2

4(1− γ)

m

2Kb

. (4.20)

A energia interna do sistema no estado estacionário pode ser obtida a partir da equação
(4.20), logo temos que a U = KbT

U =
(1 + γ)a2ε2m

8(1− γ)
. (4.21)



Capı́tulo 5

Conclusões

O presente estudo mostrou que podemos obter uma relação da velocidade média semelhante
ao modelo motivador e obter relações termodinâmicas para o modelo do bilhar. Os expoentes
crı́ticos do bilhar ovóide, usando a descrição analı́tica são os mesmos do modelo Bouncer. A
Velocidade das partı́culas apresenta saturação.

Neste estudo foi possı́vel fazer a conexão com a termodinâmica por dois métodos distintos.
O primeiro método foi o teorema de equipartição de energia, na qual cada termo quadrático da
expressão do Hamiltoniano contribui com meio da constante de Boltzmann vezes a temperatura.
O segundo método foi a utilização do teorema de equipartição com elementos geométricos e
aplicação da lei Fourier.

Os expoentes crı́ticos obtidos neste trabalho mostram que o perfil do espaço de fases das
variáveis angulares tem forte impacto na determinação dos valores médios, na qual utilizamos
a hipótese de probabilidade uniformemente distribuı́da no espaço de fases entre 0 e 2π. Os
expoentes deste sistema são β = 1

2
para a aceleração do sistema; para a saturação temos α1 =

−1
2

e α2 = 1 e para o crossover temos z1 = −1 e z2 = 0. Neste sistema obtivemos as seguintes
leis de escala z1 = α1

β
e z2 = α2

β
− 2.

Para pesquisas futuras temos interesse em verificar o comportamento das variáveis angulares
para a integração dos valores médios no sentido da teoria de integração a Lebesgue, analisar a
possibilidade de utilizar a abordagem da termodinâmica generalizada e a mecânica estatı́stica
de não equilı́brio para estudar bilhares bidimensionais.
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Apêndice I: Conceitos Fundamentais

Abordaremos neste apêndice os conceitos fundamentais da Fı́sica Estatı́stica que norteiam
o desenvolvimento desta dissertação. Fı́sica Estatı́stica é uma área da Fı́sica Teórica e tem
como função estudar o caráter estatı́stico de sistemas com uma imensa quantidade de elemen-
tos. As grandezas fı́sicas nessa área de estudo são dadas em valores médios e probabilidades
de ocorrência no sistema, o que permite inferir que os resultados mais prováveis de serem en-
contrados possuam uma determinada probabilidade. O objetivo principal da Fı́sica Estatı́stica
consiste em desenvolver as propriedades macroscópicas dos sistemas, a partir das proprieda-
des microscópicas dos seus constituintes, sendo a base dessa área de estudo a termodinâmica,
pois esta descreve os comportamentos macroscópicos dos sistemas sem o auxı́lio de outra teoria
fı́sica.

Postulado da Termodinâmica

Existem quatro postulados que fundamentam a termodinâmica de equilı́brio e servem de base
para a fı́sica estatı́stica de equilı́brio [18, 19]. Apresentaremos os quatro postulados a seguir:

1 O estado de equilı́brio de um sistema termodinâmico macroscópico simples é caracteri-
zado pela energia interna U , pelo volume V e pelo número de partı́cula N .

2 Existe uma função S(Ui, Vi, Ni),i = 1, 2, ..., n que é chamada de entropia escrita em ter-
mos dos parâmetros extensivos (U, V,N), definida para todos os estados de equilı́brio.
Obedece ainda a propriedade de que removendo-se o vı́nculos internos de um sistema
composto, a entropia é maximizada no condição de equilı́brio.

3 A entropia de um sistema composto é uma função aditiva sobre seus componentes. É
também uma função contı́nua, diferenciável e monotonicamente crescente da energia.
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4 A entropia se anula para o caso em que:(
∂U

∂S

)
V,N

= 0. (5.1)



Apêndice II: Valores médios

Normalmente em fı́sica estatı́stica podemos no deparar com uma função ou variável aleatória
[28] que assume valores contı́nuos ou valores discretos e para nosso estudo utilizaremos con-
ceitos de variável contı́nua, valor médio e valor quadrático médio. Podemos entender como
variável contı́nua, toda variável aleatória compreendida no conjunto do números reais (R). A
condição da normalização da probabilidade é dada pela relação,∫ ∞

−∞
℘(x)dx = 1. (5.2)

Então o valor médio de x é na forma

x =

∫ ∞
−∞

x℘(x)dx. (5.3)

De maneira análoga, o valor quadrático médio apresenta a seguinte forma

x2 =

∫ ∞
−∞

x2℘(x)dx. (5.4)

Estes conceitos podem ser aplicados em funções aleatórias de forma análoga as expressões
acima

f(x) =

∫ ∞
−∞

f(x)℘(x)dx (5.5)

f(x)2 =

∫ ∞
−∞

f(x)2℘(x)dx (5.6)

Uma propriedade importante é independência de variáveis aleatórias, que com esta é possı́vel
calcular o valor médio ou valor quadrático médio do produto de variáveis aleatórias. Dessa
forma, o valor médio do produto xy é dado por

xy =

∫ ∞
−∞

x℘(x)dx

∫ ∞
−∞

y℘(y)dy, (5.7)

portanto

xy = x y.

O mesmo resultado das equações anteriores é valido para funções aleatórias.

47



48

As funções que utilizamos nesta dissertação são funções trigonométricas elementares[28],
do tipo seno e cosseno. Para estas funções o valor médio não contribui para a análise dos
observáveis fı́sicos, então o valor quadrático médio tem uma grande importância para realizar a
análise dos observáveis. Vamos mostrar que o valor médio em funções senoidais e cossenoidais
é nulo. Seja f(x) = sen(x) fazendo o valor médio da variável x ∈ [0, 2π] obtemos o valor nulo
para sen(x),

f(x) =
1

2π

∫ 2π

0

sen(x)dx =
1

2π

[
− cos(x)

∣∣∣∣2π
0

]
= 0. (5.8)

Fazendo para a função cosseno obteremos o mesmo valor, ou seja,

g(x) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(x)dx =
1

2π

[
sen(x)

∣∣∣∣2π
0

]
= 0. (5.9)

Para os valores quadráticos médio tanto a função seno quanto a função cosseno obtemos o

valor, que é
(

1

2

)
.

Seja f(x) = sen(x) e fazendo f(x)2 = sen2(x), a integral que corresponde a sen2(x) será

f(x)2 =
1

2π

∫ 2π

0

sen2(x)dx =
1

2π

[
x

2
− sen(2x)

4

∣∣∣∣2π
0

]
=

1

2
. (5.10)

No caso da função cosseno temos

g(x)2 =
1

2π

∫ 2π

0

cos2(x)dx =
1

2π

[
x

2
+
sen(2x)

4

∣∣∣∣2π
0

]
=

1

2
. (5.11)

O mesmo resultado aparece para funções trigonométricas com duas variáveis aleatórias na
mesma função desde que as variáveis sejam independentes.

Seja f(α, φ) = sen(α + φ) = sen(α) cos(φ) + sen(φ) cos(α) elevando ao quadrado a
função f(x)2, temos

f(α, φ)2 = (sen(α) cos(φ) + sen(φ) cos(α))2,

f(α, φ)2 = sen2(α) cos2(φ) + 2sen(α) cos(φ)sen(φ) cos(α) + sen2(φ) cos2(α).

Realizando a média em α ∈ [0, 2π] e em φ ∈ [0, 2π], os elementos lineares serão nulos como já
foi discutido nesta seção e só restarão os elementos quadráticos. Então podemos concluir que

sen2(α + φ) = sen2(α) cos2(φ) + sen2(φ) cos2(α).

Sendo que cada termo quadrático vale meio
(

1

2

)
, temos o resultado final

f(α, φ)2 = sen2(α + φ) =
1

2

1

2
+

1

2

1

2
=

1

2
. (5.12)
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Para o caso da função cosseno, dada por

g(α, φ) = cos(α + φ) = cos(α) cos(φ)− sen(α)sen(φ),

e fazendo procedimento semelhante mostramos que

[g(α, φ)]2 =
1

2
. (5.13)
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