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Resumo

O presente trabalho de pesquisa foi motivado por um modelo de bilhar unidimensional deno-
minado de Bouncer. O modelo consiste em uma particula movendo-se sob acdo de um campo
gravitacional e que colide com um plataforma mével. Apresentaremos suas caracteristicas e
propriedades que motivaram a pesquisa para um bilhar bidimensional com geometria da fron-
teira do tipo ovoide. Os objetivos desta dissertagdo sao de estudar as propriedades estatisticas e
termodindmicas de um bilhar ovéide com dependéncia temporal na fronteira em um regime dis-
sipativo em relacao as colisdes entre a particula e a fronteira. Para o bilhar bidimensional, apre-
sentaremos as propriedades desenvolvidas inspiradas no modelo unidimensional. Desenvolve-
mos as expressoes para determinar os expoentes criticos do sistema em relacdo a velocidade
quadratica média, o nimero de colisdes em funcdo do tempo e a conex@o com a termodinamica
através do teorema de equiparticao de energia. Nesta dissertacao apresentamos um forma alter-
nativa de fazer a conexdo com a termodinamica através da lei de Fourier para a condugdo do

calor, para bilhares bidimensionais e de determinar o ndmero de colisdes em fun¢do do tempo.

Palavras Chaves: Termodiniamica, Bilhares, Escala.



Abstract

This work was motivated by a one-dimensional model called as bouncer. The model consists
of a particle moving under the action of a gravitational field and experiences collisions with a
periodic moving platform. We describe shortly its dynamical properties and move forward to
a two-dimensional billiard problem of the oval-like shape. The objective of this dissertation is
to study some statistical and thermodynamical properties of an oval-like shaped billiard whose
boundary moves in time. Upon collision with the boundary, the particle has a fractional lose of
energy produced by inelastic collisions. We then obtain equations that describe the dynamics
at both sort and large time. By the use of equipartition theorem, we make a connection of
the dynamical results with the thermodynamics approach. In this dissertation we present an
alternative way of making the connection with thermodynamics via the Fourier’s law for heat

conduction.

Key Words: Thermodynamics, Billiards, Scaling.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dinamico sao aqueles caracterizados por grandezas que variam no tempo, de modo
que se expressam essas variacoes em termos de equagdes diferenciais ou mapas discretos. Con-
siderando que esse campo de conhecimento teve inicio com o matematico Henri Poincaré ao
estudar a dinamica de um sistema de trés corpos, na qual objetivava determinar 0 movimento
dos corpos celestes. Este cientista contribuiu com um conceito denominado de secdo de Poin-
caré [1]. A secdo de Poincaré consiste em uma secdo corte num fluxo continuo no espaco de
fases com reducao de uma dimensao [2].

Os sistemas dinamicos foram impulsionados pelo estudo do meteorologista Edward Norton
Lorenz que tinha como objetivo estudar o problema da previsao do tempo. Seu trabalho gerou o
conceito do efeito borboleta, o qual produzia uma alusdo de que pequenas pertubagdes causadas
pelo bater de asas de um borboleta no Brasil pode provocar o surgimento de um tornado no
Texas. Lorenz contribuiu com o conceito de atrator. Atrator consiste em uma regido do espago
de configuragdes ou espago de fases que fica invariante, enquanto o tempo passa € que atrai
muitas configuracdes proximas [3, 4]. Diversos cientistas contribuiram para o desenvolvimento
deste campo de conhecimento que nos dias de hoje faz conexao com as mais variadas dreas do
saber humano, por exemplo, Fisica, Biologia, Economia e etc.

Os bilhares sdo de fundamental importancia no estudo de sistemas dindmicos. O motivo
desta afirmacgdo é em funcao de seu carater ndo-linear e suas propriedades fisicas e matemaéticas.
Geralmente, os bilhares consistem de um conjunto de particulas contidas no interior de uma
regido fechada, na qual sofrem colisdes com a fronteira. Estas colisdes podem ser tratadas
como eldsticas (ndo dissipativa) ou ineldsticas (dissipativa).

Os bilhares de fronteira estdtica podem ser classificados em trés classes:
a) integraveis, por exemplo, bilhar circular e bilhar eliptico [5].
b) ergddico, por exemplo, bilhar stadium de Bunimovich [6] e bilhar de Sinai [7].

¢) misto, cujo espago de fase apresenta regides de periodicidade, curvas invariantes spanning

e mares de caos [5].



Quando uma dependéncia temporal [8] € introduzida na fronteira, o cendrio muda bastante.
Dependendo da fase da fronteira no instante do choque e da velocidade da particula, pode ser
que ocorra ganho ou perda de energia da particula apds o choque. Em bilhares dessa natureza,
pode ocorrer um fendmeno dinamico conhecido como aceleracdo de Fermi [9]. O fendmeno
consiste no crescimento ilimitado da velocidade da particula apds sofrer colisdes eldsticas com
a fronteira dependente do tempo. Esse fendmeno produz a difusdo ilimitada de energia. As-
sociado ao fendmeno de difusdo de energia em bilhares dependentes do tempo, existe uma
conjectura com implicacdes relevantes. Proposta por trés cientistas russos, Loskutov, Ryabov e
Akinshin [10], a conjectura Loskutov, Ryabov e Akinshin (LRA) diz que: a dindmica cadtica
de um bilhar com uma fronteira fixa é uma condicdo suficiente para ocorrer aceleracdo de
Fermi no sistema quando uma perturbacdo de fronteira é introduzida.

O modelo de bilhar ovéide correspondente a versdao de fronteira estatica apresenta espago
de fase misto. De acordo com a conjectura LRA, a introducao de uma dependéncia temporal na
fronteira deve produzir difusdo ilimitada de energia para as particulas. Esse resultado estd em
bom acordo com o que é conhecido na literatura. Entretanto, estd em total desacordo quando
comparado com um modelo fisico real, como por exemplo, um gas de particulas nao interagen-
tes confinados em volume finito V' a uma temperatura 7. A figura 1.1 ilustra o comportamento
da temperatura do gds em fun¢do do tempo, segundo a previsdo tedrica que foi discutida em
[11].

De fato, em um gds real, onde as fronteiras sofrem agitacdes térmicas, é esperado que em
nivel microscopico, se movam aleatoriamente. Esse movimento produz uma troca de energia
aleatdria com a particula (ou um ensemble delas). De acordo com a conjectura LRA, a energia
do gas deveria crescer indefinidamente. Entretanto, com o decorrer do tempo, a energia do
gds, medida a partir de sua temperatura, mostra um crescimento exponencial, partindo de baixa
energia, até uma saturacao, marcada pela condicao de equilibrio termodinamico.

Nosso trabalho tem como hipdtese que a saturacdo no comportamento da velocidade média
do ensemble é causado pela presenca de colisdes ineldsticas. Portanto, devido a presenca de
perdas fracionais de energia a cada colisdo das particulas com a fronteira. E conhecido na
literatura, que a introducdo de choques inelasticos € uma condi¢do suficiente para supressao de
aceleracdo de Fermi. Sendo assim, de acordo com os trabalhos [12, 13], aceleracdo de Fermi
nao € um fendmeno robusto.

Os objetivos desta dissertacdo sdo: explorar as propriedades dinamicas do modelo de bilhar
ovoOide no que tange a termodinamica tanto analitica quanto numéricas; estudar o comporta-
mento da velocidade média do sistema para tempos curtos e longos; investigar as propriedades
termodinamicas e de escala do modelo.

Essa dissertacdo estd estruturada em quatro capitulos, no qual cada um tem seus respectivos
tépicos.

No Capitulo 2 € feita a apresentacdo do modelo motivador denominado Bouncer. Os re-

sultados obtidos sdo com um enfoque na termodinamica estatistica, ou seja, 0s aspectos como



10

expoentes criticos, teorema de equiparticdo de energia e outros elementos. O uso dos elementos
conceituais para a aplicacdo deste modelo motivador foram apresentados nos Apéndices I e II.

No Capitulo 3 abordaremos o modelo de bilhar bidimensional do tipo ovéide com de-
pendéncia temporal na fronteira. Neste modelo iremos obter a velocidade média do sistema
no regime estaciondrio e no regime dindmico. A velocidade média fornece a informacgdo dos
expoentes criticos do modelo. O sistema tem grandezas termodindmicas que sdo obtidas pelo
teorema de equiparti¢ao de energia e com o uso dos expoentes criticos, podemos encontrar uma
relacdo entre numero de colisdes e o tempo.

No Capitulo 4 apresentaremos uma forma de determinar a termodinamica de bilhares bidi-
mensionais de fronteira estatica e para bilhares bidimensionais dependentes do tempo.

No Capitulo 5 faremos a conclusdo deste trabalho e apresentaremos as perspectivas para
trabalho futuros sobre o modelo estudado.

No Apéndice I apresentaremos os postulados da termodinamica de equilibrio que sao funda-
mentais na verificacdo das expressoes obtidos pelo uso do teorema de equiparti¢cdo de energia.

No Apéndice II apresentamos os conceitos e propriedades de valores médios em fungdes tri-

gonométricas utilizadas para a obtencao dos valores quadraticos médios dos observaveis fisicos.

2

10 T \\IIHI‘ T \\IIHIl T IIIHI| T IIIIHl T TTTTI T T TTTTTT T T TTTTTT T TTTTT
I
L I il
= | 3
I 1 I
C | ]
L | i
L i i
10’ — ! —
I
T i
|
E I E
= 1 -
C i T
L Crescimento Exponencial : Equilibrio Termodindmico -
I
107 — | _
I
I
I
Vi
1| \IIHI‘ 1| \IIHIl 1| IIIHI| 1| IIIIHl | III\IH‘ 7I( IIHHI‘ 1 \HHIl L1111
10’ 10 10° 10° 10° 10° 10° 1o’ 10°

Figura 1.1: Esboco da temperatura em funcdo do tempo. Previsdo tedrica discutida em [11].
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Capitulo 2

Modelo Motivador: Bouncer 1D

Neste capitulo discutiremos o modelo motivador para o desenvolvimento desta dissertagao. A
apresentacao do modelo Bouncer em sua versao simplificada se dard em seus aspectos analiticos

e seus resultados computacionais publicados recentemente [14, 15].

2.1 O Modelo

O modelo bouncer consiste de uma particula cldssica de massa m (ou um ensemble nao
interagente delas) que se move na vertical, sofrendo acdo de um campo gravitacional constante

e colidindo com uma plataforma mével cuja equacdo é dada por
Y, = €cos(wt),

onde ¢ fornece a amplitude de oscilagcdo e w € a frequéncia angular [14].

Figura 2.1: Esquema do modelo Bouncer.

A dindmica do modelo é dada por um mapeamento discreto, ndo linear, bidimensional nas

variaveis velocidade da particula e tempo avaliados no instante da colisdo. O mapeamento é

dado por
2V, 2
tpi1 = {tn + —} mod (l), (2.1
g w
Vo1 = YV — (1 + v)ewsen(wt, 1) (2.2)

11
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As variaveis V.1 e t,,1 sdo, respectivamente, velocidade da particula e o instante da co-
lisdo, onde o mdédulo na equacdo (2.2) do mapeamento € usado para evitar que a particula
atravesse a parede oscilante. O pardmetro -y é o coeficiente de restituigdo, v € [0,1]. Sey =1
as colisdes sdo eldsticas ao passo que 7 < 1 corresponde a perda fracional de energia a cada

colisdo. O termo % € o tempo de vOo da particula.

2.2 Velocidade Quadratica Média

O caso dissipativo € considerado quando v < 1. Como a nao linearidade na equacgdo (2.2)
€ seno, a velocidade média nao € o melhor observavel a ser considerado. Ao invés dela foi
considerada a velocidade quadratica média. Para isso a equagdo da velocidade foi elevada ao
quadrado e depois uma média no ensemble na varidvel ¢ € [0, 27 /w] foi realizada, o que conduz
a

V2 =7V = 29V (1 + ) ewsen(wt,r) + (14 7) w?sen®(wty), (2.3)

_ _ 1 2.2 2
V2 = vy L e (2.4)

n 2
2.2.1 Regime estacionario

Agora que se tem a equacdo da velocidade quadritica média pode-se analisar o sistema no

regime estaciondrio e obter o observavel V,,,, = vV V2. Admitindo que 1 1= V2 =12 tem

(1+ 7)262w2

logo isolando V2 encontrou-se
o 1 2,,2
pr = Uy (2.6)
2(1 =)
Finalmente tem-se
(1+7)
Vims = €Wy | 57— 2.7)
2(1 =)

Esta € a velocidade do sistema no regime estaciondrio. Este observavel € relevante para o

desenvolvimento dos expoentes criticos do sistema, como sera visto adiante no trabalho.

2.2.2 Regime dindmico

Para o regime dinimico, temos que V,2 | — V,2 = AV2. Esta variagdo pode ser utilizada para

o emprego da defini¢ao de derivada, e assim fez

Vi, -T2 dv?

(m+1)—n  dn’ (2.8)
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A partir da equacgdo da velocidade quadratica média, obtém-se os elementos V/.,,s € 0s expoentes

criticos do sistema, desse modo fazendo as devidas manipulacdes algébricas, obteve-se

(1+7)%e2w?

Vi =V =y Vi -V (2.9)
vz — (14 7)€%w?
— =V -1+ —F—. 2.10
- =1 +—7 (2.10)
Fazendo-se uma substitui¢io de varidveis onde V2 = F e integrando a equacio
E n
dE
/ TS :/ dn, (2.11)
Eo 9 )ewW 0
EH?*-1)4+ —F—
(¥ -1+ 5

utilizando uma nova substitui¢io de varidveis u = F(y*—1)+

[ [Can (2.12)
uQ 0

In (ﬂ) = (4 - D)n. (2.13)

Ug

obteve-se

Aplicando a defini¢do de exponencial, teve

U = U exp((fy2 — 1)n) (2.14)
Alterando as varidveis encontra-se
E(v*—1)+ w = |Ey(y* — 1) + L+ 72)262“’2 exp(7® — 1), (2.15)
o que leva a
E = % [1 —exp((7? = 1)n)] 4+ Eoexp((7* — 1)n). (2.16)

Voltando nas variaveis originais do sistema, tem-se uma relacao V2 e V..,

— (14 7)édw?

V= gy L ee((? =~ Dn)] + W exp((v” — 1)), 2.17)

Aplicando a raiz quadrada em toda a equagao, tem-se

(1 +7)ew? 2 V2 2
Vims = \/m[l —exp((v? — 1)n)] + Vi exp((7* — 1)n). (2.18)



14

Fazendo n — oo, tem-se

(1+7)
9

Esse resultado € o mesmo obtido a partir da equacdo (2.6).

Vims = ew(l —~)~12, (2.19)

2.3 Expoentes criticos

Os expoentes criticos sdo elementos que descrevem mudancas no regime dos observaveis
de um determinado sistema. A criticalidade do sistema em estudo nesta dissertacdo esta na
mudanca do crescimento para a saturacdo da velocidade quadratica média.

Para obter os expoentes criticos do sistema realizou-se uma altera¢do de varidveis no mape-
amento do modelo Bouncer [11]. Sejam as seguintes manipulagdes algébricas: v = %, ¢ = wt
eec = %. Aplicando-se estas relacOes nas equagdes do mapeamento, reescrevendo-se (2.1) e
(2.2)

wV,

Whyp1 = [wtn +2 ] mod (27), (2.20)

g
20V, 2(1 + y)ew?
- s

2wV,
Wil _ en(wtn)|, 2.21)
g Y g
aplicando as relacdes
Gni1 = [On + 2v,] mod (27). (2.22)
A equagdo (2.14) simplificada por 2 resulta em
Va Va g
Winit @7 ﬂsen((,utnﬂ)(l +7)|, (2.23)
g g g
finalmente encontra-se
Unt1 = [ — (1 + 7)esen(édni1)]- (2.24)
Entao o mapeamento nas novas varidveis sera
Gns1 = [Pn + 2v,] mod (27), (2.25)
Vnt1 = [ — (1 + y)esen(oni1)|- (2.26)

Utilizando o resultado obtido na se¢do anterior V,,,, = v 2¢2w?n, pode-se obter as escalas do

sistema nas novas varidveis v e ¢. Tomando 12, |, encontra-se

(1 +v)%e?

5 (2.27)

Vpi1 = ’VV_% +
Fazendo v = 1, obtém-se
V2., = V2 + 26% (2.28)

n



Fazendo a aproximacao de derivada

Integrando a equacdo acima, tem-se

ﬁ:/ 2e%dn,
0

V2 = 2e2n.

Realizando v,.,,,; = \/ﬁ encontra-se
Vrms = V 252”7

portanto tem-se a relagdo para obter o primeiro expoente, ou seja
Vpms OX (nez)ﬁ,

e o expoente 5 = 1/2.

O elemento de saturacdo serd obtido tomando-se 2, e com 7y < 1,

Va1 =700 = 2L+ Y)vmysen(dni) + (14 7)%e*sen’(dnsa)-

Tomando-se o valor médio com ¢,,;1 € [0, 27] obtém-se

(1 +v)%?
5 .

2 _ 275
Vn+1_ Vn+

Fazendo as devidas manipulagdes algébricas e integracdes devidas encontra-se

_ (14 7)e? 2
Vrms = m [1 - exp((v - 1)”)}

1/2
Aplicando o limite em que n — 0o, obtém-se

a4+ ’7)5(1 )2,

™ms — 2
Conforme discutido em [11], a velocidade de saturacdo € dada por
Vgat X €71(1 — )2,

Dessa forma conclui-se que os expoentes criticos sdo a; = 1 e ag = —1/2.

15

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Para n pequeno, a velocidade média cresce com /n. Para n suficientemente grande, a
velocidade média aproximada de um regime de saturagdo. O nimero de colisdes caracteristicas

onde ocorre a mudanca de crescimento para satura¢ao, conforme discutido em [11] é
N, o (1 — ). (2.39)

Para obter as expressdes dos expoentes criticos z; € 2o, basta igualar as equagdes v = V2e2n

1
comv = #5(1 — v)~Y/2. Fazendo-se as devidas simplificacdes, encontra-se
L+~ -1
Com isso conclui-se que z; = 0 e z, = —1.

2.4 Relacao entre numero de colisoes e tempo

Na impossibilidade de medir o nimero de colisdes em experimentos € necessario encontrar
uma forma alternativa para mensurar o tempo. A solu¢do para esta questdo é determinar uma

relacdo entre o nimero de colisdes e o tempo. Para encontrarmos uma relagdo entre nimero de

colisdes e o tempo utiliza-se a definicdo de aceleracao [11], ou seja a = AL portanto tem-se
que
AV
At = —.
a

No nosso caso é possivel escrever,

t="",
g

que identifica o tempo gasto entre duas colisdes. Quando soma-se sobre todas as colisdes tem-se

que
9 n—1
t==Y V. (2.41)
Y=o
Pode-se relacionar o conceito de soma discreta para soma continua, pelo uso da integral defi-
nida,
2 n
t= —/ V(n)dn. (2.42)
9Jo

Usaremos o conjunto de variaveis utilizadas na obtengao dos expoentes criticos v e aplicaremos

uma fung¢do empirica proposta em [16]

f(fc)z{ . r, (2.43)
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na qual o expoente /3 € um expoente critico.

v n
Fazendo-se f(zr) - ———— e x - ——————, encontra-se
=y T A=)
n B
v _ (1—9)=
aq — a2 o
(1 —7) m n
(1 =)=
Tendo os valores dos expoentes vy = 1, g = —1/2, 20 = —1 e § = 1/2, aplica-se na expressdo
acima, obtendo-se
n 1/2
— )1
AR B el ) , (2.44)
e(1—~)~1/2 n
1+ —
(1=7)
1 —)l/2 1—
v(1—7) n(l-9) (2.45)
3 1+n(l—7)
£ n(l—7)
= . 2.46
TR T =) 240
o . wV ew?
Fazendo a substitui¢@o nas varidveis originais do modelo v = — e ¢ = —, tem-se
g
V 2 1 1—
SASN nl=n) (2.47)
g g9 Q=92 1+n(1-7)
2
gew n(l —7)
V= 2.48
wg(L =72\ 1+n(l—7) (249
1 —
(e —— n(1 —7) (2.49)

Retornando na integral, encontra-se

2 (" 2 (" ew n(l—-)
t=— Vndn——/ dn.
g/o () gJo =2\ 1+n(l-7y)
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Chamando n' = n(l — ) edn = , tem-se

(1=

2 €w n(1=7) n
t== / dn'.
g1 =" 1 =7 Jo 1+n/

Realizando a integragao,

/On(l—w ( n )I/an, — n(1— ) — In(n(l — 7)),

1+n

o termo em logaritmo natural cresce muito lentamente em relag@o a termo linear para argumen-

tos muito maior do que 1 e por este motivo descarta-se o termo transcendente,

2ew
(T e ps st

entao

2ew
t=——-n. 2.50
g —)" 220
Isolando n da expressado, tem-se
1 —
n=2""14 2.51)
2ew
Essa equacdo fornece uma relag@o explicita entre o tempo e o nimero de colisdes.
2.5 Conexao com a Termodinamica
Partindo do teorema de equiparti¢ao de energia [17, 18], tiveram
mV?  KgT
2 2
logo
—  KgT
V2= B~ (2.52)
m
Sabendo que
o _ 1 2,,2
V2 =Veexp((y* = 1)n) + % [1—exp((v* = 1)n)], (2.53)
-7
assim tem-se 7'(n) como
1+ v)me2w?
T(n) = Tyexp((v* — 1)n) + 1+7) [1—exp((v* = 1)n)]. (2.54)

2Kp(1 =)
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/1 —
Usando a relagdo n = 92—%, encontra-se a velocidade e a temperatura em fungao do
cw
tempo,
= _ T3 L=\ | (L+7)ew? g(1 =)'
V2= 2 1y9 / 1- 2 1 /
Fow (07 - 220+ (2 - 22 |
(2.55)
gL ="\ (14 y)men? 2 91—
T(t) =T o)t — 1 - —1)=—t)|.
0= Toep((0? - I 20) o CEIME (2 -y
(2.56)

A figura 1.1 ilustra um esbogo tipico da temperatura em funcdo do tempo, para 7, — 0.
Agora que tem-se as expressoes da velocidade e temperatura pode-se obter a energia e a entropia

do sistema, ou seja

K
Ult) = =2T(0),
T() = U () 2.57)
=K . .
Utilizando a relagdo
oS 1
e 2.
U T (2.58)
encontra-se
1
dS = | =dU.
s— [ Law
Como ja se conhece a expressdo de 7'(t), aplica-se a integragdo em toda e equagdo,
S U 2) -1
ds = / (—U(t)) du,
/so v, \ Kz
0 que conduz a
Kp U(t)
S=5+—1 :
" n<Uo(t)>
Ul(t) .
Sabe-se que In =In(U(t)) — In(Uy(t)), entdo
Uo(t)
K K
S =5+ [TB In(U(t)) — TB ln(Uo(t))}. (2.59)
Agrupa-se os termos,
Kp Kp

S = So = = In(Uo()) 52 (U (1)). (2.60)
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Chama-se S = S; — TB In(Uy(t)), tem-se uma relagdo mais simples de ser visualizada,

-~ K
S=8+ TB In(U (1)), (2.61)
sendo U (t) = TBT (t), tem-se a expressao da entropia em relagdo a temperatura.
- K K
S=5+ TB ln<TBT(t)>. (2.62)

Esse resultado confirmou o terceiro postulado da termodinamica, ou seja, que a entropia € uma

fun¢cao monotonicamente crescente da energia [18, 19].



Capitulo 3

Estatistica para o modelo do bilhar ovéide

dependente do tempo e dissipativo

Neste Capitulo apresentaremos a dinamica e as caracteristicas do bilhar ovéide bidimensional
dissipativo. Para nosso estudo, consideraremos um ensemble de particulas ndo interagentes.
Obteremos as equagdes que descrevem o comportamento da velocidade quadratica média como

funcao dos parametros de controle assim como do numero de colisdes.

3.1 O Modelo e 0 Mapeamento

A dependéncia temporal em bilhares bidimensionais pode ser feita de diferentes formas.

Apresentaremos trés tipos de dependéncias para o bilhar Ovoide.

1. Dependéncia temporal por rotacdo [20] € feita com a fronteira do bilhar rotacionando no
tempo. A forma que podemos visualizar esta dependéncia € pela equagao que descreve o

raio do bilhar, na qual para este caso temos,
Ry = (0,p,¢e,t) = 1+ ecos(pb'(t)),

na qual ¢'(t) = 6 + wt. O grifico de fronteira no tempo apresentado abaixo.

21
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_—
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Figura 3.1: Bilhar rotacionando no tempo para ¢ = 0,3, p = 2 e w = 1. Cada curva identifica
um instante de tempo diferente.

2. Dependéncia temporal por oscilagdo do tipo breathing [21] é feita com a fronteira do
bilhar oscilando no tempo, na qual a forma da fronteira é preservada e sua area nao €
preservada. A forma € de maneira andloga ao item anterior € a equagao que descreve o

raio do bilhar é
Ry(8,p. €, 11, m2,1) = L+ 1y cos(t) + €1 + g cos(t)] cos(pé)

O gréfico de fronteira no tempo apresentado abaixo.
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WO —

Figura 3.2: Bilhar oscilante com forma breathing no tempo parae = 0,3, p =2emn, =ny = 1.
Cada curva identifica um instante de tempo diferente.

3. Dependéncia temporal por oscilagcdo € feita com a fronteira do bilhar pulsando no tempo,
na qual a forma da fronteira ndo preservada e sua drea € preservada. A forma é de maneira
analoga ao item anterior e a equag@o que descreve o raio do bilhar é R(0,¢,t) = 1+¢(1+
a cos(wt)) cos(pd), na qual w serd igual a 1rad/s. A figura 3.3 ilustra a fronteira do bilhar

para diversos instantes de tempo.

-2

Figura 3.3: Bilhar oscilante no tempo parae = 0,3, p = 2 e a = 0, 5. Cada curva identifica um
instante de tempo diferente.
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O nosso trabalho € desenvolvido para a dependéncia temporal oscilante da fronteira com os
parametros fixosde e = 0,3, p=2ea =0,5.

O bilhar Ovoéide € um sistema dinamico discreto e descrito por um mapeamento discreto
quadridimensional nas varidveis (0,,, a,, Vy,, t,,). 6, é o Angulo que descreve a fronteira; «,, é
o angulo entre a trajetdria da particula e a linha tangente ao ponto de colisdo com a fronteira
em 6,,; V,, é a velocidade da particula; ¢,, € o instante da enésima colisdo da particula com a
fronteira.

Agora iremos apresentar as equagdes da dinamica do Bilhar. As equacdes desenvolvidas
nesta se¢do serdo utilizadas durante todo o Capitulo para a obten¢do analitica de observaveis
fisicos.

Dada uma condig¢@o inicial, (0, o, V;,, t,,) a dinAmica da particula € regida pela relagdo,
X(t) = X(On,tn) + |Val cos(an + @) (t = ta), 3.1

Y(t) =Y (0, tn) + |Valsen(an, + ¢n)(t — t,). (3.2)

Aqui ¢, = arctan(Y'(0,,t,)/X'(0n,t,)), sendo que X'(0,,t,) = dX/d0 e Y'(0,,t,) =
dY /df.
O termo 6,1 € obtido seguindo a trajetéria da particula até o momento ¢ = t,, + At, onde

At satisfaz a equacdo

R(At) = /X2(At) + Y2(At). (3.3)

O instante da préxima colisdo ¢, € obtido por

(X (On11) — X(6n)]

thatr = tn + f (3.4)
Va
A regra de reflexdo é dada por
Vit Tor = Vi - T, (3.5)
Vit - Nass = =4V - N, (3.6)

onde 7' e N sdo vetores unitarios tangente e normal respectivamente, dados pelas relacdes

Tos1 = co8(dni1)i + sen(dnin), (3.7)
Nn—H = _Sen(gbn—kl)% + COS<¢n+1)ja (38)

e V', é dado por

V’n = [cos(gbn + an)% + sen(¢n + an)Jg Vn, (3.9
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onde 7 e 7 definem os versores ao longo dos eixos x e y respectivamente. O termo V'’ corres-
ponde a velocidade da particula no referencial ndo inercial, devido ao referencial ndo inercial

da fronteira. Assim temos
V/n—&-l : Nn+1 = —7‘7’n : Nn+1 + (1 + 7)%(757%1) : Nn+1 (3.10)

0 termo ‘7},(75%1) ¢ a velocidade da fronteira e € descrita pela equacao,

— dR(t A .
Vo(tns1) = dz<f )[COS(9n+1)i + sen(0,41)7)- (3.11)

Para encontrar as componentes da velocidade da particula apds o choque, iremos desenvol-
ver cada termo das equagdes (3.5) e (3.10). Comecaremos com o comportamento normal, ou

seja,

Vn : NnJrl = ‘Vn| [COS(¢7L + 0471)i + 8677,(¢n + Oénj)] : [_Sen(¢n+1)g + COS(¢n+l)j]’

v, - ]\7”“ = |Vo|[—sen(oni1) cos(o, + ) + cos(dni1)sen(o, + an)], (3.12)
Viltns1) - Nosr = B9 cos(0,11)i + sen(B41)]] - [—sen(dns)i + cos(dnra)],

. - dR(t)

Vi(tny1) - Np1 = 7[_56n(¢n+1> c08(On41) + cos(Pni1)sen(Ony1)]. (3.13)

Entao finalmente temos

VnH . ]\7n+1 = —|Val[—sen(dni1) cos(¢n + an) + cos(dpi1)sen(on + an)] +

—dR(t) [—sen(ppnyi1) cos(Opi1) + cos(Ppi1)sen(bni1)].  (3.14)

+ (1+47) o

A equacdo (3.5) apresenta um unico termo a ser calculado.

~

V/n : 7_—:n-i-l = |Vn| [COS(¢H + an)% + Sen(¢n + an)j] : [COS(gbn_H)% + Sen(¢n+1)§]’

Vnﬂ . fnﬂ = |Va|[cos(¢, + ) cos(dnr1) + sen(on + an)sen(dni1)]. (3.15)

A velocidade da particula ap6s a colisdo é dada por

— — —

Virr =/ (Vs - Toa)? + (Vi - N2, (3.16)

na qual a coordenada angular o, €

Q1 = arctan( [VM.NM] / [Vn+1.fn+1] ) . 3.17)

A dinamica da particula € entdo descrita a partir das equagdes (3.3), (3.4), (3.16) e (3.17).
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3.2 Velocidade quadratica média

Para obter a velocidade quadratica média, V2, e por fim estabelecer a rela¢do com a tempe-
ratura e, consequentemente com a termodinadmica, devemos utilizar a equacdo do mapeamento

da velocidade da particula apds a colisdo, A equacdo é dada por

— —

Vi1 = \/(Vnﬂ - Tii1)2 4 (Vi1 - Noyr)2. Elevando ao quadrado, temos

V2 = (Vagr - Tns1)®> + (Vasgr - Nogr).
Agora temos dois termos para realizar o valor quadratico médio. Fazendo a média no ensemble
com 0 € [0,27], « € [0,7], ¢ € [0,27] e t € [0,27] e assumindo que a distribui¢do de
probabilidade das varidveis « e 6 sejam constante e uniforme, eliminando os termos lineares,
entao (Vnﬂ : fnﬂ)? ¢ dado pela equagio

—

(Va1 - fn+1)2 = V_n2 cos?(au, + ¢p) cos?(Ppa1)+ V_,? sen?(au, + o) sen®(dna1),

como cada termo quadratico das fungdes periddicas contribui com 1/2, temos

- = W
(Vosr - Thi1)? = 7” (3.18)

Para o termo (V.1 - Nn+1)2, utilizamos as mesmas ideias do termo anterior € temos

(Visr - Nog1)? = ¥*V2Zsen?(an, + 6n)c08? (01 )72 V.2sen2 (dne )cos? (o + ¢p) +

+ (149) (%it)) sen?(0p,11)cos?(Pni1) +

T N 2
+ (1+7)? (%}Ew) co8?(0p11)sen?(Pns1)- (3.19)

Se R(0,t) =1+ ecos(pf) + ae cos(t) cos(pf), sua derivada em ¢ serd

d
d_}t% = —aesen(t) COS(PQ);
logo
IR\ 2
(?f) = a’csen?(t) cos?(pf). 20

— —

Voltando a equagdo (V41 - V,,11)? e utilizando as ideias discutidas no apéndice II, temos

V2 VZ O (1+9) 1+7)°

7471 + 7471 + ( Z’y) (a*e*sen?(t) cos?(ph)) + —( —27) (a%e®sen?(t) cos?(pb)),
R 2772 1 2
(Vs Nornp = 200 WD o oty cost (oh).

2 2
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Entdo temos que o segundo termo € dado por

—_—_ 2W 1 2.2.2
(Vo - Nor)? = 23 . ”; L (3.21)

Finalmente temos o V2, ; é dado por

(3.22)

De posse da velocidade quadratica média, podemos estudar a velocidade do sistema em
dois regimes: (i) estaciondrio; (ii) dindmico. Apresentaremos como € obtida a equacdo que

caracteriza o regime estaciondrio e depois a equagdo que caracteriza o regime dinadmico.

3.2.1 Regime estacionario

Para obter a equagdo da velocidade quadratica média no regime estaciondrio faremos seguinte

abordagem, V2, , = V2 = V2, logo

— V2 42 (14 7)%a?
Vio ,
> T Ty
— (14 7)a?e
V2 = 2 (3.23)
4(1—7)

Agora podemos obter a velocidade V,.,,,s no regime estaciondrio, ou seja V,.,,s = V V2, assim
ae _
Vims = 5/ I+ 7)1 =) (3.24)

3.2.2 Regime dinamico

Para o regime dinamico, temos

_ /1 2 1 2 2.2
v (L) e

Subtraindo V_n2 de ambos os lados, temos

2@ B E N (14 7)%a2e
2 2 8 '

2 _ 12 —
Vn+1 Vn - 7
Podemos realizar a aproximacdo do termo V;?,; — V;2 pelo conceito de derivada,

n

(n+1)—n  dn’

V2, —V2 dV?
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ave? v2, (14 7)%a%e
—_—=—"-1)+ —-. 3.25
= (v-1)+ (3.25)
Integrando a equag@o acima obtemos
\% 172 n
av?
L rgaa (320

que conduz a

_— V_()Qexp(wz - 1)n> . 4((1;_71)) 2,2 [1 s ((’VQ—_U”)} 32

Considerando V_02 — 0, temos

4(1 =) 2
Agora temos a velocidade Vs no regime dinamico que € a equacdo abaixo
1 1/2 2_q 1/2
Vims = %(1 — 7)71/2ae [1 — exp(%n)} . (3.28)

Para investigar o comportamento de V,.,,,s para tempos curtos podemos expandir a exponencial

em série de Taylor, o que conduz a

2 _ 2 _
exp(%) = 1+W+”" (3.29)

Desse modo, a velocidade é dada por

1 1/2 21 1/2
Vims = &(1 — ) qe {1 —1- u} , (3.30)
2 4
1 1/2 1 — 2 1/2
Vims = %(1 — ) 2ae {#] , (3.31)
1 1/2 1— 1 1/2
Vins = &(1 — ) Yqe [( 7+ 7)”1 , (3.32)
2 4
Vims ~ (ae)n*/2. (3.33)

Podemos entdo concluir que o expoente critico 5 = 1/2. Um esbogo tipico do comportamento
de V,..s vs n, dada pela equagdo (3.28) é mostrando na figura 3.4 para diferentes valores de ~.
Vemos que para tempos curtos, ocorre um crescimento em lei de poténcia, conforme previsto
pela equacdo (3.33). Para tempos suficientemente longos o crescimento da lugar a saturagdo,

como previsto pela equacio (3.24).
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Figura 3.4: Esboco de V,.,,s em fun¢do de n para diferentes parametros de controle v e ¢ = (.3.

3.3 Expoentes criticos

A partir dos resultados discutidos na secdo anterior, podemos propor trés hipéteses de escala
que conduzirdo uma lei de escala [22, 23]. As hipéteses sao:
1. Crescimento para n < n,
V o [(ae)Qn}'B, (3.34)

onde (3 é o expoente que fornece a lei de aceleracdo da velocidade quadratica média;
2. Saturacdo paran > n,
Viat ¢ (1 — ) (ae)*?, (3.35)

onde a; € ap sdo os expoentes que definem a saturacdo da velocidade quadratica média;

3. Crossover n,
ng o (1 — ) (ae)?, (3.36)

onde z; e z5 sA0 expoentes criticos.
Para descobrir o valor de cada expoente faremos uso de uma ferramenta da fisica estatistica

denominada de fun¢do homogénea generalizada, que € escrita como
V =1V (I’(ae)’n, (ae, (1 — 7)), (3.37)

onde [ é um fator de escala. Escolhendo 1°(ae)?n = 1, entdio [ = ((ae)?n)~"/* e substituindo na

funcdo homogénea generalizada, temos

V = ((ae)n)” T (ae((ae)?n) ", (1 = 7)((ae)?n) "),
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onde V; é assumido constante paran <K ng.
Escolhendo [°ae = 1. entdo | = ae'/¢ e substituindo na funcio homogénea generalizada,

temos
V = ae Vy(((ae)*n)(ae) ™, (1 - 'y)(ae)’d/c), (3.38)

onde V; é constante para n > n,.
Finalmente escolhendo /4(1 — v) = 1, entdo [ = (1 — )~/ e substituindo na fungdo

homogénea generalizada, temos
V=(1-9""V5(((ae)*n)(1 = 7)™, ae(1 —)~), (3.39)

onde V3 é constante paran > n,.

Comparando [ = ((ac)?n)~"/* e | = ae~'/¢, obtemos
((a€)*n) =" = ae™'/,
n = (ae)® 1. (3.40)
Comparando agora | = ((ae)?n)~/* com I = (1 — ~)~/%, obtemos
((ae)®n) =10 = (1 =)~/
n=ae 3(1—~)4 (3.41)

Agora vamos utilizar as equacoes das velocidades no regimes estaciondario e dindmico para

encontrar o crossover do sistema

1/2 1/2
E(l + 21— ) = (1+7) (1- 7)1/2%{(1 — )+ ’Y)n] ’

2 2 4
entao, A
ng = =4(1+)"'1 =)L (3.42)
Ay sy

Verificando a primeira hipétese V' o (ae)n®, temos que 3 = —1/b, logo podemos afirmar

que b = —2. Assim obtemos o expoente de aceleracdo do sistema

1

B = 7 (3.43)

O valor do expoente de aceleracdo, de acordo com a teoria do random walk [18], caracte-
riza um comportamento difusivo. A importancia do comportamento difusivo € que a veloci-
dade da particula tem a mesma ordem de grandeza da velocidade da oscilagdo da fronteira faz
com que as probabilidades de ganhar ou perder energia sejam iguais, em virtude da existéncia
de dissipacdo a velocidade do sistema ndo cresce ilimitadamente, ou seja, o fendmeno de

aceleracdo de Fermi € suprimido.
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Para a segunda hip6tese Vi, oc (1 — ) (ae)*2, com oy = —1/d e ag = —1/c podemos
afirmar d = 2 e ¢ = —1 que os expoentes de saturacdo do sistema sio
1
a1 = —5, (344)
ag = 1. (3.45)

Para a terceira hipStese usaremos as comparacdes realizadas anteriormente n = ae?/* ' e n =

(a€)72(1 — 7)"? para obter os expoentes z; € 2y, temos

a b
Zl:ﬁlzaz_l’ (3.46)
I RS Y (3.47)
15} c

Esses expoentes estdo em total acordo com a expressao de n,,

ne =4(1+7) " (1—7)"



32

De posse destes expoentes podemos reescalar os grificos da velocidade em fung¢do do nimero
de colisdes. A figura 3.5 mostra um esbogo de: (a) V' vs n para diferentes valores de v ao passo
que em (b) mostra a sobreposicao de todas as curvas de IV mostradas em (a) em uma tnica curva

universal usando uma escala apropriada nos eixos coordenados.

a) 102§ T T TTTT T T T TTTTI T T TTT70T A N\Mﬂ}\ ;IIM
- 3o =099 2 -
" | 56v=0,999 ;
_ 10" - 70,9999 !
S [|2av0,99999
10" ;
i N | | L1 il | 1 |||||||:
10 10° 10" 10°

[u—
=
TT IIIIII|

V(n)/(1-y)(ag) * &
o
T T IIIIII|

[
=
T IIIIIII|

10_3 L | Lo | Lo | L | L | L1
o 10° 10° 10° 107 10"

n/(1-y)"(ae)"

[
=

Figura 3.5: a) esbogo de V..., vs n. b) sobreposi¢ao das curvas mostradas em a) um uma tnica
curva universal.

A figura 3.6 mostra um esboco de: (a) V' vs n para diferentes valores de ae e v ao passo que
em (b) mostra a sobreposicao de todas as curvas de V' mostradas em (a) em uma Unica curva

universal.
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10 (5 L1 | Lo | 1 |||||E
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b) . n
10 ; T T TTTTT [T rrrm OO ;
=) E E
‘W -1
10 ¢ E
. = -
- B ]
= - O—O ae=0,01 y=0,999 | -
= -2 - 1 ae=0,01 v=0,9999 | —
= 10 E E
S ae=0,11=0,999 | 3
i A ae=0,1 y=0,9999 ]
-3 | [ o R RRTTT [0
10 _ _
10" 10” 10 10° 10"

n/(1-y)"(ag)"

Figura 3.6: a) esbogo de V,,,,s vs n para diferentes ae e y. b) sobreposicao das curvas mostradas
em a) um uma unica curva universal.

3.4 Relacao entre o nimero de colisoes e o tempo

Nesta secao discutiremos o caminho para obter uma relaciao entre o nimero de colisdes € o
tempo. Para fazermos isso € preciso calcular o livre caminho médio do sistema e utilizar os

expoentes criticos para determinar a relacdo desejada.

3.4.1 Deslocamento quadratico médio

Seja R(0,,t,) = [1 + €(1 4+ acos(t,)) cos(pfd)], assim as coordenadas da posi¢do da particula

sdo X (0,,,t,) e Y(0,,t,) expressas na forma
X (0, tn) = R(0n, t,) cos(0y),

Y (0,,t,) = R(0,,t,)sen(6,,).
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Para determinar o livre caminho médio faremos d* = [X (0,,+1) — X (0,)]*+[Y (6ny1) — Y (6,)]%
logo

d® = X*Ons1,tni1) — 2XOnitytn + DX (On,tn) +
+ X2(On,tn) + YV (Oni1, tnyr) —
— 2Y (Opi1s tng)Y (O, ty) + Y20, t). (3.48)

Para cada elemento da equagdo acima, temos

X2(0,,t,) = R*(0,,,t,) cos*(6,,), (3.49)
Y2(0,,t,) = R*(0,,t,)sen(6,,), (3.50)
X2(‘9n+17 tn+1> = R2(9n+17 tn+1) COSQ<9n+1)7 (351)
Y2(0n+1, tn+1) == R2(6n+1, tn+1)86n2<0n+1). (352)

Reagrupando os termos e utilizando a identidade trigonométrica sen?(x) + cos?(x) = 1, temos

d2 = R2(6n+17 thrl) + R2(0n> tn) - Q[X(enJrla thrl)X(en; tn) + Y(enJrla tn+1)Y(9n7 tn)]
(3.53)
Determinando o valor médio no ensemble 6 € [0,27] et € [0, 27| para os termos R% (0,1, t,,11)
e R*(0,,t,), temos
R%(0,,,t,) = [1 + €(1 + acos(t,)) cos(phd)]?

R2(0,,,t,) = 1+ 2¢(1 + acos(t))cos(pb,) + €2(1 + acos(t))? cos?(pb,,).

Como a média dos termos lineares € nula, entdo restam somente 0s seguintes termos

- 2 2
R (0n. 1)) = 1 +62( za ) (3.54)

Resultado igual para o termo R?(6,,1 1, t,+1), logo

- 2 2
R2(9n+1atn+l) =1+ 62( —za ) (355)

O termo —2[X (0,11, tn11) X (On, tn) + Y (0ni1, tni1)Y (0,, t,)] serd nulo devido as proprieda-
des discutidas no apéndice II. Entdo d2 = R2(0,,41,tn41) + R2(0p, t,,) é dado por

2 2
@:2+262(2~Za ) :2+62(4+42a >

A expressao de d,.,,,s é dada por
CL2
Ayms = 1|2 + €2 <1 + 5) (3.56)
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A quantidade tem grande utilidade para a obten¢do da relacdo entre ndmero de colisdes e o

tempo.

3.4.2 Relacao entre nimero de colisoes e o tempo

Para encontrar a relagdo entre nimero de colisdes e o tempo precisamos determinar V'(n)
através dos expoentes criticos obtidos na se¢do anterior. Utilizaremos uma func¢do empirica
[16] que relaciona os expoente criticos com os elementos V' e n.

Seja a fung¢ao empirica f(z)

x B
f(x) = {Hx} : (3.57)

Agora faremos as manipulagdes algébricas dos termos f(z) e z. Para o termo f(x) , temos

Vn = « s
) = T e
e para o termo z, temos
n
T = -
(="
Entado a fun¢do empirica, serda
n B
Vi B (14+~)* (3.58)
T=)" (™ | |
v 1+ ——
(1+7)
sendo que os expoentes sdo § = 5 ap = —5 ag = 1, z1 = —1. Desse modo

Va(1-9)'" _ { n(1 —7)7)]1/2,

ae 1+n(l—
B ae n(l—~) 12
T L Fall - w] | (39

Agora que temos V' (n), usaremos a relagéo abaixo para determinar ndmero de colisdes pelo

tempo, ou seja

n

1

) =dpy S ——. 3.60
(n) ;V(n) (3.60)

Podemos aproximar o somatério por uma integral definida e obtermos a equacao

|
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Substituindo a expressdo de V'(n) na equacdo acima, obtemos a integral a ser resolvida por

substituicao de varidveis e fragdes parciais

" 1
t(n) = d,,ms/ . ——dn, (3.62)
0 ae n(l—-) 12
(1 =" [1+n1—7)]
1— 1/2 n '1 1— 11/2
) = dymy 2= / =", (3.63)
ac  Jo | n(l—=7)
T du
Fazendo a substitui¢do do termo u = n(1 — ), dn = { ), encontramos
-7
1— 1/2 1 n(1—y) 1
Hn) = dp =) / Llph (3.64)
ae (=) Jo u
. S s u—+1 1
Para resolver a integral faremos uma nova substituicdo de varidveis, w = =14 —,
U
1 d 1 1 1 1
w — 1 = — e fazendo a2 i, entdodw = | — — Ut du. Com dw ja definido

U U U u? U u?

podemos fazer outra manipulacdo algébrica e obteremos o elemento infinitesimal dw final para

realizar a integral, ou seja
dw = —(w — 1)*du.

Voltando na integral (3.64), agora podemos reescrever de forma apropriada e realizar uma

integracdo por partes, ou seja

_ / %dw __ [w\/_al - (w__l 3 Q;Edw}. (3.65)

1 —-1)—1 1
A segunda integral € obtida por fracdes parciais e serd igual a n(yw - 1) 5 n(yw + )

O resultado final da integracao é

S LRV LV 566

w—1)2 w—1 2 ’
1 1 1
sendow:u+ =14+ —-—ew—1= —.temos
U U U

n(1—7)
u—+1 u+1
In —1]+1n — +1
-7 14y u+1 u u
du = U —
0 U U

2 Y

0
(3.67)
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os temos expressos em logaritmos sdao descartados devido ao crescimento lento em relagcdo a

expressdo da raiz quadrada e finalmente obteremos a relacdo ¢(n) dada pela equacao,

(1-—7)2 1 \/[n(l — ) +1

ac  (1—7) n(l—7)

Fazendo uma manipulacdo algébrica dos elementos dentro da raiz quadrada temos uma

t(“) = drms

171(1 — ).

relacdo mais simples e eficiente para uma analise do nimero de colisdes 7, ou seja

t(n):d,ﬁm(l_w/2 ! \/[n( ! +1} (n(1 —7)). (3.68)

ae  (1—) 1—7)

Para uma anélise simples sobre o crescimento ilimitado de colisdes faremos o limite do termo

dentro da raiz quadrada tendendo ao infinito,

lim ———— =0
noe (1= 7)

este resultado mostra que para podemos reduzir a equagio t(n) de forma mais simples.

t(n) = d””sn(1 — y)l/2 (3.69)

ae

Agora utilizaremos o resultado do deslocamento quadratico médio (3.56) para obter uma

Hn) = i\/2 + 62(2 2“2>(1 )2,

A relacao de nimero de colisdes e o tempo € finalmente dada pela manipulacao dos elementos

relacdo final, logo

onde esta no nimero de colisOes

1 t

(2+€2(2—;a2))1/2 (1 =)t/

aet
SRR o

(3.70)

n = ae

3.5 Conexao com a termodinamica

A conexdo com a termodinamica € feita pelo teorema de equiparticdo de energia. Levando
em consideracio que o sistema tem dois graus de liberdade, expressao fica da seguinte forma,
m—
3\/2(25) = K,T(t) = U(t). (3.72)
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Por outro lado, pela equacgao (3.27),

() ()] o

e como ja temos a expressao da relacdo de numero de colisdes e o tempo (3.71), podemos

escrever

T3 (7% = 1aet (1+7) 25 (2 = Daet
_ 12 _
V2=V, exp<2drm<1 _7)1/2) + i(1 —V)G € [1 exp<2alrms(1 — 7)1/2>]. (3.74)

Esta relacdo utiliza o elemento d,.,,s por questdo de simplicidade em apresentar a discussao

sobre a conexdo da termodinamica. Entdo da equacgao (3.72) obtém-se

m—

T(t) = 2(),
(1) = 5=V
m (72 — 1)aet m (14+7) 45, (v* — 1)aet
T(t) =To— 1— :
) =Tos eXp(2drmS(1 —2) T i)t TP e )
(3.75)
Ao utilizarmos as relagdes termodinamicas
os 1
— == 3.76
T (3.76)
s = laZU (3.77)
= =dU, ,
T(t) = ! U(t), t
com e , temos
dS = K ! au
s U 1
ds = Ky——dU, (3.78)
/30 w U@
S =5y — Ky In(Up) + K In(U). (3.79)
Chamando S = Sy — K, In(Up), ficamos com
S =5+ K,In(U). (3.80)

Podemos reescrever a equacdo acima de modo que obtemos uma equagao envolvendo todos os

parametros discutidos neste capitulo, ou seja,

_ s m (v* — 1)aet m (14+9) 5[, (v* — 1)aet
S = S+Kb1n(Uo 5 exp(zdrm(1 _7)1/2) + 210 _v)a e |1 —exp ¥ .

Esse resultado confirma o 3° postulado da termodinamica[18, 19].



Capitulo 4
Termodinamica de Bilhares

Neste capitulo discutiremos a abordagem termodindmica para bilhares bidimensionais gerais
e depois apresentaremos a abordagem para o bilhar apresentado no Capitulo 3. A descri¢cdo

nesse Capitulo segue a ideia basica apresentada nos trabalhos [24, 25].

4.1 Equilibrio térmico

Consideraremos um bilhar bidimensional com fronteira dependente do tempo descrita por
R(0,t). A fronteira consiste de N dtomos. Entdo a drea A’ de interagdo deve ser definida como

perimetro interno da fronteira dividido por /N. O Hamiltoniano da particula no bilhar é

it
2m

H

+ Ep(qer qy), 4.1)

e a energia potencial £,(q,, g,) ¢ dada por:
1. se g, g, ndo pertencerem a fronteira E,(q,, ¢,) = 0;
2. se g, g, pertencerem a fronteira E,(q,, ¢,) = oo.

Para o movimento bidimensional, o teorema de equiparticio de energia aplicado para a

particula, pode ser escrito como

P2 m?

= =— =K,T 4.2
2m 2 e 4.2)

uma vez que o sistema tem dois graus de liberdade.

De mesmo modo uma particula na fronteira tem a energia na forma

P? MV}
oM~ 2

= KT}, 4.3)

na qual P, M, V;/ Ty sdo respectivamente 0 momentum, a massa, velocidade e temperatura da

particula na fronteira.
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Para a fronteira, teremos

P2 NM—

— = — V2 =NK, T = Ry, T}, 4.4

5~ 9 oIy = RgasTy 4.4)
na qual Ry, = NK, ¢ a constante universal dos gases perfeitos e P2 é o momentum da fron-

teira. Quando o sistema atinge o equilibrio termodindmico, encontraremos 1" = 7.

4.2 Troca de Calor

O equilibrio termodinamico serd atingido através da troca de calor. Comecaremos com a
equacao da condutividade térmica ou Lei de Fourier [24, 26].
0Q oT
— = —RA'—, 4.5
ot " ox ()
na qual % € o coeficiente de condutividade térmica bidimensional e definido por & = kAh. A’ é

a area de colis@o, que pode ser escrita como

A = N’ (4.6)

otermo £ = [ R(6,t)df é o comprimento da fronteira. O elemento diferencial dQ) pode ser
expresso na forma d@) = CdT’, na qual C' é a capacidade térmica do gds. Para um sistema

bidimensional, C' tem a seguinte forma [24],

C = gKbNgas, 4.7)

sendo que g € o numero de graus de liberdade do sistema, K, € constante de Boltzmann, N, €
o numero de particulas do gas.

Lembrando que o sistema tem dois graus de liberdade, temos a Lei de Fourier na forma

0 oT

X KN O 438)
usando o teorema de equiparti¢ao de energia, teremos

Q0 m o?

a2 49

para a relagcdo g_i: = %, na qual AT é a diferencial de temperatura entre a fronteira e o gas;

Ax € a distAncia ou caminho médio livre, logo

Ar = =\,
2
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naqual A = %, para A = [ R(6,t)?df sendo a drea do bilhar. Fazendo as devidas manipula¢des

algébricas teremos

m ov? oT

_N _— —_A,— 4.1

g HeasTay T TR g (4.10)
m N ov? L L AT

9Ty T TN

logo
m o2 —2RLZ
- D T —T,). 4.11
99 ot 7WA< ) @10

Para os termos 7'y e T' temos as relagdes derivadas do teorema de equiparti¢do

M——
?VQ = Kbea
NM —
——V?2 =Ry Ty,
2
logo
NM —
Ty = V2. 4.12
T 2Ry, (+12)
Para o gas de particulas, temos
2 = KT
9 v bt
logo
m —
T=—n2 4.13
55, (4.13)
Resolvendo a equagio (4.11) e considerando que a fronteira é um reservatdrio térmico V2 =
constante
MmN 8@_ 2RL: |mw? NMV?
2 gas ot - WNgasA 2Kb 2Rgas )
2 = 2
ov? _ 2rL M Vo
Ot TNysRyas A m ’
logo
— M— [ M—. —2RL%
= —V2 2 —V2 —_— . 4.14
v - + [UO - ] exp<7TNgangasA> (4.14)
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—5  2K,T
Para o termo %Vz = be, teremos

—  2K,T% —  2K,T% —2RL%
2 2 _ i 4.15
v m * {UO m | P TNgas RgasA ) (+15)
Fazendo t — oo, temos
—  2K,T
I el el (4.16)
m
Usando o teorema de equiparti¢ao, teremos
2K, T 2K,T
b 2 S 4.17)
m m

Assim, podemos concluir que 1" — T, ou seja, o sistema atingiu o equilibrio térmico.
Se consideramos que a massa da fronteira € muito maior do que a massa do gas de particulas,

ou se a temperatura da fronteira é muito maior do que a temperatura do gds, entdo podemos

escrever
M—_—
— V2> 2 (4.18)
m
e portanto,
ov? 2RLM
v m V2 = constante. (4.19)

ot TNgas Rgas Am

Esta equacdo indica um crescimento ilimitado da velocidade da particula, levando para a aceleracao

de Fermi de acordo com [25].

4.3 Comparacao entre a abordagem termodinimica e a abor-

dagem bilhar

Apresentamos nesta secdo a comparagdo das abordagens feitas nos Capitulos 3 e 4 desta
dissertacdo. Partiremos das equagdes (3.74) e (4.15) e faremos uma manipulagdo algébrica da
equacao (3.74) para mostrar a semelhanca entre as duas abordagens da aproximac¢do termo-

dinamica, temos

—~_ 2K, Ty N {U—g_ 2Kbe1 eXp( —2RL% )
m

2
U _—
m TN gasRgasA

Por outro lado, do formalismo de bilhares encontramos

I % + {V_(?— %] = (2d(rfs(_1 1—)6;6)21/2)
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As equacdes apresentam termos de transientes e elementos que conduzem a saturacgio. A tabela
4.1 de comparacdes entre os procedimentos € apresentada a seguir. Admitimos que para esta

comparacao a velocidade inicial é desprezivel.

Tabela 4.1: Expressoes do coeficiente de transiente e coeficiente do termo de saturag@o para os
dois procedimentos usados nessa dissertacao.

Abordagens Transiente Termo de saturacao
2 _ 1 1 2.2
Bilhar (v Ja ﬂ
2drms<1 _ ’7)1/2 4(]— — 7)
—2RL? 2K, T
Termodindmica | ————— —
71'A]Vgas Rgas-/4 m

Podemos manipular os elementos de saturacdo das duas abordagens para obter uma relacao

entre o coeficiente de restituicao e a temperatura da fronteira, ou seja

(1 +’7>CL262 _ 2Kbe
4(1 —7) m

(14 7)a*e* m

T, = .
T 741 =) 2K,

(4.20)

A energia interna do sistema no estado estaciondrio pode ser obtida a partir da equacgdo
(4.20), logo temos que a U = KT
(1+7)a*e*m

U=t 421
8(1—7) 21



Capitulo 5
Conclusoes

O presente estudo mostrou que podemos obter uma relacdo da velocidade média semelhante
ao modelo motivador e obter relacdes termodinamicas para o modelo do bilhar. Os expoentes
criticos do bilhar ovéide, usando a descricao analitica sdo os mesmos do modelo Bouncer. A
Velocidade das particulas apresenta saturagao.

Neste estudo foi possivel fazer a conexao com a termodinamica por dois métodos distintos.
O primeiro método foi o teorema de equiparti¢cao de energia, na qual cada termo quadrético da
expressao do Hamiltoniano contribui com meio da constante de Boltzmann vezes a temperatura.
O segundo método foi a utilizagdo do teorema de equiparticdo com elementos geométricos e
aplicacdo da lei Fourier.

Os expoentes criticos obtidos neste trabalho mostram que o perfil do espaco de fases das
variaveis angulares tem forte impacto na determinacao dos valores médios, na qual utilizamos
a hipétese de probabilidade uniformemente distribuida no espaco de fases entre 0 e 27. Os
expoentes deste sistema sdo [ = % para a aceleracao do sistema; para a saturacao temos o =
—% e ap = 1 e para o crossover temos z; = —1 e 25 = (. Neste sistema obtivemos as seguintes

ar o

leis de escala z; = 5 €2 =F —
Para pesquisas futuras temos interesse em verificar o comportamento das varidveis angulares

para a integracdo dos valores médios no sentido da teoria de integracio a Lebesgue, analisar a

possibilidade de utilizar a abordagem da termodinamica generalizada e a mecanica estatistica

de ndo equilibrio para estudar bilhares bidimensionais.
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Apeéndice I: Conceitos Fundamentais

Abordaremos neste apéndice os conceitos fundamentais da Fisica Estatistica que norteiam
o desenvolvimento desta dissertacdo. Fisica Estatistica € uma area da Fisica Tedrica e tem
como fungao estudar o cardter estatistico de sistemas com uma imensa quantidade de elemen-
tos. As grandezas fisicas nessa drea de estudo sdo dadas em valores médios e probabilidades
de ocorréncia no sistema, o que permite inferir que os resultados mais provaveis de serem en-
contrados possuam uma determinada probabilidade. O objetivo principal da Fisica Estatistica
consiste em desenvolver as propriedades macroscopicas dos sistemas, a partir das proprieda-
des microscOpicas dos seus constituintes, sendo a base dessa drea de estudo a termodinamica,
pois esta descreve os comportamentos macroscopicos dos sistemas sem o auxilio de outra teoria

fisica.

Postulado da Termodinamica

Existem quatro postulados que fundamentam a termodindmica de equilibrio e servem de base

para a fisica estatistica de equilibrio [18, 19]. Apresentaremos os quatro postulados a seguir:

1 O estado de equilibrio de um sistema termodindmico macroscopico simples € caracteri-

zado pela energia interna U, pelo volume V' e pelo nimero de particula N.

2 Existe uma fun¢io S(U;, Vi, N;),i = 1,2, ...,n que é chamada de entropia escrita em ter-
mos dos pardmetros extensivos (U, V, N), definida para todos os estados de equilibrio.
Obedece ainda a propriedade de que removendo-se o vinculos internos de um sistema

composto, a entropia € maximizada no condicado de equilibrio.

-

3 A entropia de um sistema composto ¢ uma funcdo aditiva sobre seus componentes. E

também uma fungdo continua, diferencidvel e monotonicamente crescente da energia.
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4 A entropia se anula para o caso em que:

ou
(%>V7N =0. (5.1)



Apéndice II: Valores médios

Normalmente em fisica estatistica podemos no deparar com uma fun¢do ou variavel aleatoria
[28] que assume valores continuos ou valores discretos e para nosso estudo utilizaremos con-
ceitos de varidvel continua, valor médio e valor quadratico médio. Podemos entender como
variavel continua, toda varidvel aleatéria compreendida no conjunto do nimeros reais (R). A

condicdo da normalizacdo da probabilidade € dada pela relagdo,

/ o(z)dr = 1. (5.2)
Entdo o valor médio de x € na forma
T = / zrp(x)d. (5.3)

De maneira andloga, o valor quadratico médio apresenta a seguinte forma

22 = /OO v p(x)dz. (5.4)

o0

Estes conceitos podem ser aplicados em fungdes aleatorias de forma anédloga as expressoes

acima

fl@)= | fl)p(x)dx (5.5)

F@) = / " f@Pola)dz (5.6)

Uma propriedade importante € independéncia de varidveis aleatorias, que com esta € possivel
calcular o valor médio ou valor quadratico médio do produto de varidveis aleatdrias. Dessa

forma, o valor médio do produto xy € dado por

Ty = / rp(r)de / yp(y)dy, (5.7)

—00 [e.9]

portanto

Yy=Ty.
O mesmo resultado das equacdes anteriores € valido para funcdes aleatorias.
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As fungdes que utilizamos nesta dissertacao sdao fungdes trigonométricas elementares[28],
do tipo seno e cosseno. Para estas funcdes o valor médio ndo contribui para a andlise dos
observaveis fisicos, entdo o valor quadratico médio tem uma grande importancia para realizar a
andlise dos observaveis. Vamos mostrar que o valor médio em func¢des senoidais e cossenoidais

¢ nulo. Seja f(x) = sen(z) fazendo o valor médio da varidvel = € [0, 27| obtemos o valor nulo

2m
] =0. (5.8)

0

para sen(z),

- 1 2 1

flz) = o |, sen(x)dx = gy [— cos(z)

Fazendo para a fun¢@o cosseno obteremos o mesmo valor, ou seja,

g(x) ! /0 ’ cos(x)dx = L lsen(:v)

:% 2T

2
] =0. (5.9

0

Para os valores quadriticos médio tanto a fun¢do seno quanto a funciao cosseno obtemos o

1
valor, que é (5)

Seja f(x) = sen(z) e fazendo f(z)* = sen?(z), a integral que corresponde a sen? () serd

s 1 /27T 9 1|z sen(2z)|*" 1
_1 do — — | L osenter)p 5.10
oy =gr | sem@dr =513 VR R ©.10)
No caso da fun¢@o cosseno temos
5 1 /27r 5 1 |z sen(2z)|”" 1
- d — — | — = -, 511
g(x) o ), cos(x)dx 5| 3 + b, 5 (5.11)

O mesmo resultado aparece para fungdes trigonométricas com duas varidveis aleatdrias na
mesma funcdo desde que as varidveis sejam independentes.
Seja f(a,¢) = sen(a + ¢) = sen(a)cos(¢) + sen(¢) cos(a) elevando ao quadrado a

funcdo f(z)?, temos
fla, ¢)® = (sen(a) cos(¢) + sen(¢) cos(a))?,
fla, ¢)® = sen?() cos?(¢) + 2sen(a) cos(p)sen(o) cos(a) + sen?(¢) cos?(a).

Realizando a média em « € [0, 27] e em ¢ € [0, 27|, os elementos lineares serdo nulos como ja

foi discutido nesta secd@o e so restardo os elementos quadraticos. Entao podemos concluir que

sen?(a + @) = sen?(a) cos?(¢) + sen?(¢) cos?(a).

. . (1
Sendo que cada termo quadrético vale meio (5) , temos o resultado final

11 11 1
fla, ¢)? = sen?(a+ ¢) = 35 + 33= 3 (5.12)



49

Para o caso da funcdo cosseno, dada por

g(a, ¢) = cos(a+ ¢) = cos(a) cos(¢) — sen(a)sen(¢),

e fazendo procedimento semelhante mostramos que

[9(c, 9)]2 = (5.13)

1
5
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