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RESUMO

A dengue é a doenca viral de carater febril que se espalha pelo mundo
nos ultimos anos. Os mosquitos fémeas da espécie Aedes aegypti sao os responsaveis
por transmitir o patégeno conhecido como sendo responsavel por uma extensa mor-
bidade e mortalidade em cidades tropicais por todo o mundo.

A dengue é causada por quatro sorotipos distintos DENV-1, DENV-2,
DENV-3, DENV-4, sendo todos capazes de causar doenca, e caracterizados como
distintos entre si. Esses sorotipos determinam formas clinicas variadas como dengue
febril (DV), ou nas formas graves da doenga como a febre hemorrigica da dengue
(DHF).

O modelo matematico proposto neste trabalho considera lactentes nas-

cidos de mae imune ao virus da dengue, ou seja, mae que possui imunidade para dois
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ou mais sorotipos do DENV. A modelagem matematica é descrita por um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares. O modelo descreve a quantidade de
anticorpos do lactente transferidos pela mae imune, a interacao entre os mondcitos
infectados e nao infectados e o virus da dengue.

O objetivo deste trabalho é investigar a ocorréncia da dengue
hemorragica em lactentes com infeccao primdaria. Para isso, obtemos o nimero
reprodutivo basico, analisamos a positividade, a estabilidade local e global do

modelo proposto.



MATHEMATICAL MODELING OF HEMORRHAGIC DENGUE IN
INFANTS

Author: THIAGO MARIOTTO DE OLIVEIRA
Adviser: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA
Co-Adviser: Prof. Dr. DIEGO SAMUEL RODRIGUES

ABSTRACT

Dengue is a mosquito-borne viral disease that has rapidly spread in
all regions of the world in recent years. Dengue virus is transmitted by female
mosquitoes mainly of the species Aedes aegypti. Dengue is widespread throughout
the tropics.

The dengue is caused by four distinct serotypes: DENV-1, DENV-
2, DENV-3 and DENV-4, all capable of causing the disease and characterized as
distinct among themselves. These serotypes determine various clinical forms such as
the dengue fever and the severe forms of the disease (dengue hemorrhagic fever).

The mathematical model proposed in this work considers infants born
from mothers who are immune to the dengue virus, that is, mothers who have im-

munity to two or more DENV serotypes. The model is described by a system of
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non-linear ordinary differential equations. Describing the quantity of the infant’s
antibodies transferred from the immune mother, the interaction between infected
and non-infected monocytes and the dengue virus.

The aim of this work is to investigate behaviour of the occurrence of
hemorrhagic dengue in infants with primary infection. To do that we obtain the
basic reproductive number, analyse the positivity, the local and global stability of

the proposed model.



1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos apectos basicos sobre a dengue e imuno-

logia que serao importantes nesta dissertacao.

1.1 Dengue

A dengue é um problema de satide publica em paises tropicais e subtro-
picais, afetando 4reas urbanas e semiurbanas. Trata-se de uma pandemia' mundial,
abragendo regioes pobres com pouca infra-estrutura e também regioes desenvolvi-
das, sendo que nos ultimos 50 anos sua incidéncia vem aumentando, se tornando a

arbovirose?

mais importante em todo o mundo. Estima-se que mais de 100 milhoes
de novos casos sao notificados por ano, atingindo mais de 100 paises (WHO, 2018).
O virus da dengue (DENV) pertence a familia Flaviviridae do género
Flavivirus. O DENV é transmitido pelo mosquito do género Aedes, sendo o principal
mosquito transmissor o Aedes aegypti. Atualmente, sdo conhecidos quatro sorotipos
do virus da dengue, DENV-1, DENV-2, DENV-3 e DENV-4. Entretanto, ja foi
relatado um quinto sorotipo, DENV-5, na Maldsia (Maroun et al., 2008; Castanha
et al., 2016).
A infecgdo por um sorotipo do DENV gera protecao contra este so-

rotipo por toda a vida, e também, uma protecao cruzada entre eles que é apenas

transitoria, isto se deve ao fato de que cada sorotipo se distingue geneticamente dos

IEpidemia de grandes proporcdes, atingindo grande ntimero de pessoas em uma vasta &rea

geografica (um ou mais continentes) (WHO, 2018).
2840 doencas causadas pelos arbovirus, que por sua vez sio virus transmitidos por artrépodes,

como 0s mosquitos.
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demais. Desta forma, uma mesma pessoa pode apresentar a doenga por um outro
sorotipo do DENV (Castanha et al. (2016)).

A infeccao por um segundo sorotipo esta ligada ao risco de se desen-
volver a doenga na forma mais grave. E conhecido que células de memoria estao
presentes no corpo para combater patogenos da infeccoes em seu inicio. Ha um
mecanismo no qual a producao viral de células alvo é alterado pela presenca de anti-
corpos de reagao cruzada, este fendmeno sorolégico é chamado resposta dependente
de anticorpos (ADE). Num estudo pioneiro em 1977, Halstead et al. notaram que
estes anticorpos nao eram eficientes no combate de um novo DENV| e sim tornavam
a infeccao pior, sugerindo, entdo, uma explicagao para dengue severa (Halstead et al.,
2010).

O ADE funciona da seguinte forma: quando um paciente é primeiro
infectado com sorotipo da dengue, o hospedeiro produz anticorpos neutralizantes
especificos para este sorotipo. Apés a eliminacao da infeccdo primaria, as células
plasmaticas produtoras de anticorpos especificas para a primeira cepa do virus per-
sistem no organismo. Quando ocorre uma infeccao segundaria por um sorotipo di-
ferente da primeira infeccao, os anticorpos especificos da infeccao primaria se ligam
a este segundo virus, mas nao o neutralizam (Nikin-Beers & Ciupe, 2015). O com-
plexo antigenos—anticorpos é melhor fixado® pelas proteinas receptoras nas células,
como mondcitos e macrofagos, que podem facilitar a entrada dos virus nas células e
aumentar a replicacacao viral da dengue. Estudos in vitro mostram que o ADE esta
relacionado com o aumento da carga viral na segunda infecgao (Dias et al., 2010;

Dejnirattisai et al., 2016).

1.1.1 Tipos de infecgoes

Segundo a Organizagao Mundial da Saude as infeccoes geradas pelo

virus da dengue causam diferentes formas clinicas, sendo as principais, a dengue

30 termo correto é opsonizacdo. Em imunologia, é o processo que consiste em fixar opsoninas,

ou seja, imunoglobulinas, em epitopes do antigeno, permitindo a fagocitose.
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classica (DC) e a febre hemorragica da dengue (FHD), podendo esta evoluir para a
forma mais grave que é a sindrome do choque da dengue (SCD) (WHO, 2018).

A dengue classica se caracteriza por febre alta e é acompanhada de
manifestagoes como: dor abdominal intensa e continua, vomitos, hipotensao arterial,
pulso rapido e fino, diminuicao repentina da temperatura corporea e desconforto
respiratorio, mas pode evoluir para a forma mais grave da doenca.

A FHD ¢ classificada em quatro graus, de acordo com sua gravidade.
O grau I, se caracteriza por febre acompanhada de sintomas inespecificos. No grau
I1, além das manifestagoes do grau I, ocorrem hemorragias espontaneas leves (sangra-
mentos da pele, epistaxe, gengivorragia, por exemplo). O grau III, estd relacionado
com o colapso circulatério, com pulsacao fraca e répida, estreitamento da pressao
arterial ou hipotensao, pele pegajosa e fria, e inquietacao. Por fim, o grau IV, é ca-

racterizado por choque profundo com auséncia de pressao arterial e pressao de pulso

imperceptivel (WHO, 2018).

1.1.2 Histdérico de epidemias da dengue

A ocorréncia das epidemias de dengue, geralmente, estd associada a
introducao de novos sorotipos. Os primeiros relatos de surtos de dengue foram
reportadas nos anos de 1779 e 1780, no sudeste asiatico (Java), nos Estados Unidos
(Filadélfia) e no Egito (Cairo e Alexandria), no século seguinte, quatro epidemias
atingiram o Caribe e o sul dos Estados Unidos (Gubler, 1998).

Apos a Segunda Guerra Mundial uma pandemia de dengue classica
ocorreu no sudeste asiatico. Na década de 1950, foi relatado os primeiro casos de
dengue hemorragica nas Filipinas e na Tailandia, que em 1958, registrou o primeiro
caso da sindrome do choque da dengue. Alguns anos depois, o Sri Lanka, a India e
as [lhas Maldivas registraram os primeiros casos de epidemia da dengue hemorragica
(Rigau-Pérez et al., 2002).

Nas Américas, em 1953, o DENV-2 foi identificado pela primeira vez

na Ilha de Trinidad, no entanto, na década de 60 o virus da dengue se propagou, se
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tornando uma epidemia no Caribe e na Venezuela. Na Jamaica o sorotipo DENV-1 se
intensificou em 1977, vindo da Africa, se alastrando para o Brasil, Bolivia, Paraguai,
Equador e Peru e a dengue se tornou uma epidemia nestes paises (Gubler, 1998).

No Brasil, o primeiro surto registrado do virus da dengue foi no ano
de 1981 em Boa Vista, Roraima, com os sorotipos DENV-1 e DENV-4 comprovados
laboratorialmente, e alguns anos depois, o Rio de Janeiro sofre com um surto do
virus da dengue. Em 1990, ainda no Rio de Janeiro, com a introducao do DENV-2
foi registrado o primeiro caso de dengue hemorragica no Brasil. Quatro anos depois,
o mosquito Aedes aegypti se espalhou por todo o pais causando epidemias em alguns

estados brasileiros.

1.2 Imunologia

O sistema imunoldgico é de grande importancia para a saiude do ser
humano, pois é por meio deste que nosso organismo responde aos microorganismos
invasores.

A primeira resposta de defesa contra patégenos? estd relacionado com
a imunidade inata. Ela consiste em um mecanismo que ja existe em nosso organismo
antes mesmo da infeccao ocorrer e que age rapidamente contra o agente infeccioso,
eliminando-o. No entanto, alguns microorganismos patogénicos evoluem para resistir
a estes mecanismos e a defesa contra estes patdgenos é mediada pela imunidade
adquirida (Abbas et al., 2015).

O sistema imunolégico adquirido é formado pelos linfécitos e seus pro-
dutos, como os anticorpos especificos contra o agente infeccioso. A imunidade ad-
quirida pode ser classificada em dois tipos: imunidade humoral e imunidade celular
(Abbas et al., 2015).

A imunidade humoral é mediada por moléculas no sangue e por se-
crecao das mucosas, chamadas de anticorpos. Esses anticorpos impedem as infecgoes

por microorganismos extracelulares e os eliminam, no entanto, os anticorpos nao

40rganismos que sdo capazes de causar doenca em um hospedeiro.
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possuem acesso a microorganismos que vivem em células infectadas, assim, a defesa
contra estes patogenos intracelulares é efetuada pela imunidade celular.

A imunidade celular é mediada pelo linfécitos T, eles destroem as
células hospedeiras que apresentam agentes infecciosos, deste modo, eliminam a in-
fecgdo (Abbas et al., 2015).

A imunidade adaptativa pode ser considerada ainda como ativa ou
passiva. A imunidade ativa é aquela na qual o individuo é exposto aos antigenos.
A passiva por sua vez, é aquela na qual o individuo recebe a transferéncia de soro
ou de anticorpos especificos de um individuo imunizado, um exemplo importante
é a transferéncia de anticorpos maternos para o feto, j4 que ao nascer seu sistema
imunolégico nao esta totalmente desenvolvido, implicando maior suscetibilidade as
infecgbes e tal processo é fundamental para a protegao contra patdgenos (Fumitaka
et al., 1999; Abbas et al., 2015).

A transferéncia placentaria de anticorpos, da mae para o feto, confere
protecao ao recém-nascido. Trata-se de uma protecao temporaria contra os patégenos
que a mae foi exposta. Simultaneamente, o neonato comeca a desenvolver seu proprio
repertério de defesa contra patdgenos a medida que os niveis de anticorpos tranferidos
da mae diminuem (Fumitaka et al., 1999).

A transferéncia placentaria de anticorpos materno para o feto comeca
em torno da décima terceira semana de gestacao e aumenta progressivamente durante
a gravidez, atingindo o pico durante o terceiro trimestre, quando a concentracao de
anticorpos no soro fetal excede, frequentemente, os niveis da mae (Castanha et al.,
2016).

Esses anticorpos materno transferidos para o lactente geram um papel
duplo, primeiro confere protecao, e em seguida aumenta o risco de uma infeccao
grave (Castanha et al., 2016).

O presente trabalho de dissertacao de mestrado se insere num projeto
maior de pesquisa intitulado “Passive immunity and dengue hemorrhagic fever in

infants”em que fazem parte os Profs. Drs. Claudia Pio Ferreira, Diego Samuel
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Rodrigues, Fernando Luiz Pio dos Santos e Paulo Fernando Mancera de Arruda do
departamento de Bioestatistica da UNESP-IBB bem como o Prof. Dr. Mostafa
Adimy do grupo pesquisa INRIA - Francga, tendo como alunos de mestrado, Felipe
de Almeida Camargo e Thiago Mariotto de Oliveira. Os trabalhos de mestrados
de ambos os alunos consideram o mesmo modelo matemético, mas com enfoques
diferente, o presente trabalho de mestrado tém com foco principal a andlise de esta-
bilidade global, enquanto o de Felipe de Almeida Camargo tem como principais focos,
analise de sensibilidade e simulagoes numéricas, intitulado “Modelagem Matemaética
e Simulacao Computacional da Infecgao do Virus da Dengue em Lactente”.
Assim, o presente trabalho estd organizado da seguinte forma: no
Capitulo 2 faremos uma breve revisao literaria de modelos matematicos sobre a den-
gue. No Capitulo 3, apresentaremos o modelo matematico de dengue hemorragica

em lactentes e o analisaremos matematicamente.



2 MODELOS MATEMATICOS DE RESPOSTA
IMUNOLOGICA AO VIRUS DA DENGUE

Neste capitulo apresentaremos trés modelos matematicos que conside-
ram em suas estruturas o ADE e discutiremos seus resultados.

No artigo de Nikin-Beers & Ciupe (2015) é apresentado dois mode-
los, sendo que o primeiro, representa a dinamica da primeira infecgao pelo DENV,
enquanto que no segundo modelo, é incluido o efeito ADE causado pela infeccao
secundaria por um sorotipo diferente.

J& o modelo proposto por Gémez & Yang (2018), descreve a dinadmica
do ADE a partir de uma infeccao secundéria, no qual o principal resultado é a possivel
ocorréncia da dengue hemorrégica.

Estes dois artigos foram de grande importancia na elaboragao deste
trabalho, visto que, por meio deles que modelamos nossas variaveis e determinamos

a possivel ocorréncia da dengue hemorrdgica em lactentes.

2.1 Modelos Nikin-Beers & Ciupe (2015)

Nikin-Beers & Ciupe (2015) propoe dois modelos matemdticos para
descrever a dinamica do hospedeiro-virus para a primeira e segunda infecgoes pelo

virus da dengue, assim, estudam o papel dos anticorpos na reagao cruzada.



2.1.1 Primeira infecao

O modelo proposto para a primeira infecao é:

(dT BTV

= = s—d+T -

dt EC N
a- v

dt  1+nA

dv

— = pl—cV—4VA

i pl —cV =~

dB

B, _ aBV — kB,V —dp, B,
dt

dP P

— = rP(1—— ) +kB
o r < Kp)—l— oV
dA

— = NP —dyA
\ dt A

em que 1" é a quatidade de mondcitos nao infectados no tempo t, I, é a quatidade
de mondcitos infectados no tempo ¢, V, é a quatidade de virus da dengue no tempo
t, B e B,, sao as quatidades de linfécitos em repouso e ativados no tempo t, respec-
tivamente, P, é a quatidade de células plasmaticas no tempo t e A, é a quatidade de
anticorpos no tempo t e os parametros sao dados na Tabela 1.

Os autores assumem que os resultados obtidos do modelo (1) sdo in-
dependente do sorotipo do virus da dengue.

Dentre os resultados importantes temos que o ponto de equilibrio livre
da doenca ¢é dado por:

S

Sp = (Tf7lf7‘/1*7Bf7B:17PfaAy{) = (dT’

0,0,0,0,0, 0) ; (2)

sendo este instavel.
O ponto de equilibrio que ha a persisténcia do virus e a auséncia de

anticorpos é:

52: (Tgu-[;a‘/;aoao?()vo)a (3)



sendo instavel. E note que este ponto é biologicamente relevante quando,

_Ops

Ry = .
0 dT05



10

[_®Ip 20°0 sodI001UR Op OPRPI[RIIOW OP BXR], Vp
[_BIP;_SE[N[9D Se[NOY[OW 0T sodoonue op ordnpoid op exe], N
[T semyeo 0T X €T seorpewuse[d seneo op ajrodsuer) sp oapeploede)) dyr
[—®Ip 01 seorjewse[d Se[N[Eo Sep ORSIAIP Op BXE], A
[_BIP; VN [ ¢ 0T seorjewuse[d S[N[90 Op OJUIWIRITLINOY 5
[—®Ip 20 sepeAne g sempeo 10d apepI[eIIoW 8P BXR], vep
[—®Ip 20 201DU ¢ SR[N[PD 9P OPRPI[RIIOW OP BXR], dp
—CBIPr-VNY [W () d SeII[92 Op OrdRA)R O BXR], 0
[—®Ip_senogpout [ur . T X ('S odrjoros ered sooyroodso sodioorjur op ORIRZIRIINOU ORU dP O0)19J5] L
[—®Ip G STLITA 9P ORDRUIWI[D 8P BXR], 2
[—®Ip 0T X L9 snara op oednpoid op exey, d
[_®Ip Ge SOPRII9JUI SO}IDOUOWL 9P dPRPI[RIIOW OP BXR], o
[—Se[mogowr [, QT X 0°¢ sod.1oo1juR Op ORIRZI[RIINOU OP BXRE], b
(-BIPVNY W ¢ 0T X ¥°C OPBPISOIIJUL Op BXB], g
[_®Ip 10°0 SOPRIO9JUL ORU SODOUOW OP 9PRPI[RIIOW 9P BXE], Lp
(TP | _[UI SB[ OT X0F SOPRIIVJUL ORU SOJDOUOW Sp orvdNPoId op exeJ, s
apepIun JI0[RA oedLIDSO(] oOIjowRIR]

(6T07) odnr) 2y swog-uryiN oppow ered sorjourered :J ROQR],



11
O ponto de equilibrio onde ha a persisténcia do virus na presenca de

anticorpos ¢ dado por:
Sy = (13, 13,V5,0,0, K, Ka), (5)

que ¢é localmente assintoticamente estavel se Rf > 1, com

Ry

= (1+ 1K) (1 + %KA> ’

Por fim, o ponto de equilibrio da neutralizacao do virus pelos anticorpos é:

S4 = (i707070a07Kp7KA> ) (7)
dr

que é localmente assintoticamente estavel se R < 1, em que

( Bps — codr
Vy =——
2 Bed
- Bps — codr
2 Bed
co
Ty =—
> B
Ky = ﬁKp . (8)
da
0 dr
15 = — — —(1+4+nKas)(c+vK
5 B Bp( nKa)( 4)
s
I = 5(1+77KA)(0+7KA)
pl3
VS = ——
\ ’ c+vKa

Da Figura 1 temos que o valor maximo da carga viral é atingida em
3,3 dias apds a deteccao da infeccao. Além disso, eles preveram que o nimero de
virus cai abaixo do limite de deteccao de 357 RNA por ml que sao consistente com
as observacoes clinicas.

H&4 um crescimento do nimero de anticorpos, que se eleva acima do
limiar previsto, apds a detecgdo do virus (ver Figura 2). Este comportamento é

consistente com o aparecimento das [gG apés a eliminacao do virus.
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Figura 1: Dinamica do virus ao longo do tempo, ¢ > 0, para a primeira infeccao pelo
DENV. As condicoes iniciais sao dadas por: Ty =5 x 10°, [y = 3 x 1074, V;, = 357 e
Ap =1 x 10*.
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Figura 2: Dinamica do ntmero de anticorpos ao longo do tempo, t > 0, para a
primeira infeccao pelo DENV. As condicoes iniciais sao: Ty = 5 x 10°, Iy = 3 x 1074,

Vo =357e Ag =1 x 104
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Apo6s a infeccao primaria por dengue, o virus ¢ eliminado e tem células

plasmaticas e anticorpos especificos para o sorotipo persistindo no organismo, isto
pode ser visto pela estabilidade de S;. Assim, os autores assumem que a primeira

infeccao foi eliminada antes da ocorréncia da segunda infeccao.

2.1.2 Segunda infecao

O segundo modelo proposto pelos autores é dado por:

¢ dT BTV, BTV,

—  =s—dyT — —

dt ST T A T 1A,
ar; BTV 51

dt 1+nA
A%
d_tl =pli — (CV—’Y1A1)V1
dV.
d_z€2 =paly — (V — Ay — vy A1)Va
- , Q
— = —aBV] —aBV, —dgB

dt

B..
D = —aBV; — kB V; — dp, B

dt

dP; P,

L o =rP(1-- kBq;V;
o r ( Kp> + Vi
dA;
L = NP, —djA,;
dt A

comi?=1¢e2.

Os ponto de equilibrios do modelo (9) sdo dados por:

S5 = (divouou 0707070707Kp707KA70) ) <1O>
T

SG = (Tg’ 07[%(707 ‘/6*707070a Kp707KA70)7 (1]-)

S = (T5,0, 12,0, V¢,0,0,0, K, Ky K, Ka) (12)

&z(%ﬁﬂ&&&&&&M%KAKO, (13)
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em que,
( T, — d(c—veKa)
Bap2
I — 52]928 - 5dT(C - ’YEKA)
’ 0B2ps
Vi — Pap2s — 5dT(C - ’YEKA)
s =
325(0 - VEKA) (14)
T — S(1+nKa)(c+ (72— ve)Ka)
L=
Bap2
I - Bopa2s — ddp(1 +nKa)(c+ (2 —7E))Ka
S
dBapa
v, = Popas — 0dr(1 +nKa)(c+ (2 —vE))Ka
. B20(c+ (v2 —ve)Ka

Pelos célculos dos autovalores da matriz jacobiana, os pontos de

equilibrios S5 e Sg sao instaveis, ja o ponto S; é assintoticamente estavel se,

RS = Hoo > 1, (15)

(1+nKa) (1 yRTOE _C 7EKA)

com
Papas
Ryo = . 16
o= (16)
O estado estacionario Sg é localmente assintoticamente estavel quando
R; < 1.

O numero reprodutivo bésico, R}, representa o nimero médio de virus
gerado por um virus durante seu tempo de vida na presenca de anticorpos de reacao
cruzada, considerando uma populagao de mondcitos nao infectados.

Os autores mostraram que o efeito de neutralizagao e da nao neu-
tralizagao pelos anticorpos sao importantes para a eliminagao do virus. Também
notaram que a infeccao secundaria pelo mesmo sorotipo foi eliminada. Enquanto,
a infeccao secundaria com um sorotipo diferente cria uma alta carga viral, podendo
ocasionar a dengue hemorragica. E concluem que os anticorpos de reacao cruzada

podem ser responsaveis pela doenca na forma severa.
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2.2 Modelo Gémez & Yang (2018)

Goémez & Yang (2018) descrevem em seu trabalho a modelagem das
fungbes do ADE em infecgoes secundarias heterdlogas, assumindo que anticorpos
especificos para a infecao do virus primario da dengue sao produzidos pela memoria

imunologica. O modelo proposto é dado por

(dB

— = kB—l—ozBBV—uBB

dt

ds

— = ks+ol—(pacBV +pus)S

dt

aI , (17)
E = pacBVS—(U+M[)[

dv
\ E = ’}/]—NO{CBVS—<05VS+,UV)V

em que B sao os plasmécitos, S os macréfagos naive, I os macréfagos infectados e
V' os virides. As condigoes iniciais sao B(0) = By, S(0) = Sy, I(0) = I e V(0) = 4.
Entre varios resultados importantes, temos que o ponto de equilibrio,

livre do virus, W* é dado por

kg k
W* = (—B, —S,o,o> , (18)
UB ps
sendo localmente assintoticamente estavel se Ry < 1, com
kg k
ks
oy — + Wy

Hs

Ry é a quantidade de virides® produzidos por um virus invasor no
comego da infeccao secundaria.

O ponto de equilibrio na presenca do virus, W”*, também é exibido,
mas ha um parametro, denotado por (), que é fundamental em todo o estudo da

dinamica do modelo. Tal parametro é dado por

kg pv pur p ac
— , 20
@ ag (ay ks + py ps) (pr + o) (20)

Virido é uma particula viral completa, ou seja, infecciosa.
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Os autores mostram que o ponto de equilibrio na presenca do virus tem
sentido biolégico se QQ < Ry < 1ou @ > Ry > 1, e que W* é instavel se ) < Ry < 1

e estavel se Q > Ry > 1.

O parametro @) pode ser reescrito como () = Q_n’ com
d
kp
ao—
1 Hr
Qn = kS/LB ,u_p,u T o’ (21)
ay—=+puy "
Hs
1 1
Qd = —Oap—. (22)
kv UB

Segundo os autores, (), é a taxa que um macréfago é infectado, mas
morre. Entao, ele nao contribui na producgao de novos virioes, e aumentando @,
diminui a agao do ADE.

O termo (acl’j—';> / (avi—i + MV) pode ser interpretado como a chance
de um virus invasor formar o complexo imunolégico durante seu tempo livre de
circulagao 1/ (avﬁ—i + py). Enquanto, 1/us é o tempo de sobrevivéncia do macréfago
imaturo (naive), p é a probabilidade do complexo imunolégico ser infectado pelo
macréfago. Porém, o macréfago infectado nao contribui para a formagao de novos
virides se morrer, sendo a taxa de mortalidade dada por u;/(p; + o).

Temos que @)y mede a taxa na qual novos clones sao produzidos por
um plasmaécito®, e, entdo, quanto maior este valor, maior o ntimero de anticorpos
liberados para formar o complexo imunoldgico e também maior a possibilidade de
infectar os macréfagos. Portanto, aumentando )y diminui a acdo do ADE. Para
melhor entender tal conclusdo, um virus, no seu periodo de sobrevivéncia 1/uy,
encontra e ativa um plasmécito, com tempo de vida 1/up, que produz ag plasmécitos
por proliferagao.

O parametro () é um razao entre taxa de mortalidade de macréfagos

infectados e taxa de proliferacao de plasmécitos. Este valor é conhecido como fator

6Célula agranulécita e com aspecto de ovéide. Tem capacidade de produzir anticorpos contras

substancias e organismos estranhos.
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de enfraquecimento do ADE durante o processo de infeccao — maior o valor de @,
mais fraco o fenomeno do ADE.

Nas Figuras 3 a 8 apresentamos graficos da dinamica com o objetivo
de ilustrar o fenomeno do ADE. Os parametros usados sao dados na Tabela 2.

Nas Figuras 3 e 4 é possivel observar a convergéncia da quantidade
de plasmocitos, B, e da quantidade de macréfagos infectados, I, para o ponto de
equilibrio 0.

Pelo modelo proposto, quando ) < Ry < 1 e condigoes inicias dadas
por B(0) = 3,1882x 103, S(0) = 3,4796 x 10°, I(0) = 4,4237x 103,V (0) = 3, 7268 x
105 , as solucoes tendem ao ponto de equilibrio W?°.

As Figuras 5 e 6, em que Q < Ry < 1, o fenomeno do ADE é aumen-
tado, e notamos um pico antes de termos valores estacionérios.

As Figuras 9 e 10, ilustram a situagao Ry < 1 < ) em que o sistema
imune responde melhor ao fenomeno do ADE.

Na medida que ) aumenta, o fendmeno ADE é controlado.

3000«
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Figura 3: Trajetéria para B. Condicoes iniciais dadas por: B(0) = 3,1882 x
103, S(0) = 3,4796 x 10°, 1(0) = 4,4237 x 103,V (0) = 3,7268 x 10°.



18

(A)-[IN] 0‘e sogejoroeut 10d SOPIAJOATD SOXO[ATOIOUNTIT OP OIOUILLN] N
1—L ¢le SUOLIIA OpP D1dD) 4od ORDRAIIRUL OP BXE], Anf
—LIoA_[IN] 40T X0°S oAreu sogejoroewt 10d pdvo uod 9S003R Ap
LA -] 50T X219 SUOLIIA P D2dDo 4ad 0BIRIS(I[ O BXE], L
—L rall) sopejoejul sosejoroeut op eyded 1od opepIriIOU Op BXE], Il
—L — SOAT}OJO sOGRJoIORUL Op DJ1dvo 4od orderodnoor op exe], S50
—L Z0 SOPRIIAJUL SOFRJOIORW D DdDI 4ad ordeIodnosl op exe], 0
— 0T X9 ‘e SOPEIDSJUI SOTRJOINRUL O ORvIRI] d
—LeoA_[Alyld] 0T x0T ounwt oxo[duoo op pdpo 4ad 0JUIUWIRAO[SUD OP BXR], 20
—L 210°0 9ATRU SOZRJOINRW op D1dD) 4ad 9PepI[RIIOW 9P BXE], Sy
1—L1-T0A[A] 11-0T X € sojouuse[d op pdvo Jad oedersjijord op exe], o
—L 200 sojouse[d op Ddvo 4od SPRPI[RIIOW O BXR], gyl
—Li_Toald] 0‘0F seorjewuse[d semoo op osnodol weo ordnpoid op eXe], qy
opepIun IO[RA oRdLIDSO(] oOIjoweIRd

(8T07) Suex 2y zowior) ojppowt vred soljoweIR] :g BOQR],



19

40001
35001
3000+
25001
— 2000y
1500

1000

500r

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t

Figura 4: Trajetéria para I. Condigoes iniciais dadas por: B(0) = 3,1882 x
103, S(0) = 3,4796 x 10°, I(0) = 4,4237 x 103,V (0) = 3, 7268 x 10°.
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Figura 5: Trajetéria para V. Condigoes iniciais dadas por:B(0) = 3,1882 x
103, S(0) = 3,4796 x 10°, I(0) = 4,4237 x 103,V (0) = 3,7268 x 10°.

Os autores concluiram que o pico na Figura 8 e na Figura 9 é um
indicativo da ocorréncia da dengue hemorrégica, pois hd uma alta carga viral e uma

alta quantidade de células infectadas em um curto periodo de tempo.
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Figura 6: Trajetéria para B. Condicoes iniciais dadas por: B(0) = 3,1882 x
103, S(0) = 3,4796 x 10°, I(0) = 4,4237 x 103,V (0) = 3,7268 x 10°.
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Figura 7: Trajetéria para [. Condigoes iniciais dadas por: B(0) = 3,1882 x
103, S(0) = 3,4796 x 10°, 1(0) = 4,4237 x 103,V (0) = 3,7268 x 10°.
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Figura 8: Trajetéria para V. Condicoes iniciais dadas por: B(0) = 3,1882 x
10%, S(0) = 3,4796 x 10%, I(0) = 4,4237 x 103, V(0) = 3, 7268 x 10°.
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Figura 9: Trajetéria para I. Condigdes iniciais dadas por: B(0) = 2,9839 x
103, S(0) = 3,5574 x 10°, 1(0) = 3,7624 x 103,V (0) = 3,2973 x 10°.



22

12000

10000

8000 1

V6000

4000 1

20001

0 100 200 300 400

Figura 10: Trajetéria para V. Condigoes iniciais dadas por: B(0) = 2,9839 x
103, S(0) = 3,5574 x 10°, I1(0) = 3,7624 x 103,V (0) = 3,2973 x 10°



3 MODELO MATEMATICO DA DENGUE HE-
MORRAGICA EM LACTENTE

O modelo proposto descreve a dinamica da infeccao priméria pelo virus
da dengue em lactentes nascidos de maes imunes, ou seja, lactentes cuja as maes
possuem imunidade a dois ou mais sorotipos do virus da dengue. A dinamica envolve
a interagao entre a quantidade de mondécitos nao infectados ao longo do tempo, X,
a quantidade de mondcitos infectados ao longo do tempo, Y, a quantidade de virus
da dengue ao longo do tempo, V', e a quantidade de anticorpos co longo do tempo,
B.

Consideramos ainda, todos os parametros do modelo com valores po-
sitivos, em que, os mondcitos nao infectados sao produzidos a uma taxa constante
A, morrem numa taxa p; e quando em contato com o DENV| sao infectados a uma
taxa 3, tornando-se mondcitos infectados. Os mondcitos infectados morrem numa
taxa ps, devido a toxicidade induzida pelo virus e pelo sistema imune.

Para a dinamica do virus da dengue consideramos k como sendo a taxa
de producao de virus. O virus por sua vez, é eliminado numa taxa ¢ e neutralizado
pelos anticorpos numa taxa 7 (Nikin-Beers & Ciupe, 2015).

Os anticorpos maternos transferidos via placenta morrem a uma taxa
a, e sao consumidos a uma taxa 7, devido a neutralizagao do virus.

Considerando as afirmacoes anteriores, segue, entao que, o sistema de
equacgoes diferenciais ordinarias nao linear utilizado para modelar o problema da

dengue em lactentes ¢ dado por:
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( dB
@ _ BV —aB
dt " «

dX

A X —pUX

o TN BV

dy

o BVX - Y

dt A% M2

dV

Y kY —~ABV -V
| i

E importante observar que a dinamica de B, descrita por (23), é mo-
delada por dois termos negativos, isto porque, assumimos que os lactentes possuem

apenas anticorpos maternos transferidos via placenta.

3.1 Resultados analiticos

3.1.1 Positividade do modelo

Como se trata de um modelo matematico que descreve um fenémeno
biolégico, somos levados a impor que as variaveis B, X,Y e V sejam nao negativas.
Assim, analisamos a positividade do modelo (23). Consideramos que as condigoes

iniciais do sistema (23) tem a seguinte forma:
B(0)=By >0, X(0)=X,>0, Y(0)=Y,>0, V(0) =V, >0 (24)

e todos os parametros do modelo sao positivos.
Para provarmos a positividade, vamos igualar cada variavel do modelo
(25) a zero separadamente. Tomando as condigoes inicias (24), no hiperplano X =0

o sistema é reescrito da seguinte forma:
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( dB
— = —nBV —aB
7 nBV —«
dX
dt

dY
= - LY
di M2
dV

Y WY —~ABV -V
|t i

Como o parametro A é positivo, temos que a > 0 e, portanto, neste hiperplano,
o nimero de mondcitos nao infectado é positivo, o que significa que para a condicao
inicial positiva, Xy > 0 os valores permanecerao positivos.

Consideremos agora o hiperplano V' = 0. O sistema ¢é reescrito da
seguinte forma:

( dB
dt

dX
— = A—u X
dt M1

dY
— = —up Y
dt M2

ﬂ
\ dt
av
dt

= kY

Note que para = kY ser maior que zero, precisamos verificar se

Y > 0. Neste hiperplano temos que estudar a seguinte equacao diferencial,

dy

B v

dt ILLQ )
cuja a solugao é

Y = Yoe ¥,

com Y (0) =Y,
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Como definido anteriormente, Y; > 0 e sabendo que e 2 > 0, temos
. d . o
que Y > 0. Desde modo, concluimos que ’r > 0, ou seja, tomada a condigao inicial
positiva, V5 > 0, o nimero de virus permanecera positivo.

No hiperplano Y = 0, o modelo é dado por:

( % = —nBV —aB
% = A—muX—-pVX
T vy

\ ij—‘; = —yBV -6V

Para mostrarmos que — > 0, é necessario verificar se X > 0 e V > 0. Mas, isto ja
dt
foi verificado anteriormente. Logo o niimero de mondcitos infectados sera positivo
ao longo do tempo.
Por fim, vamos analisar o hiperplano B = 0. Sendo assim, temos a

seguinte sistema:

( dB

= =0
dt

dX

— = A-mX-pVX
dt H1 B
dyY

- = X— Y
dt 5‘/ M2

Vo oy sy
\ dt

dB

Como o 0, concluimos que se trata de um subespaco invariante,

ou seja, dado By > 0 o ntimero de anticorpos permanecerd sendo nao negativo.
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Deste modo, fica provado a positividade do modelo (23), ou seja, dadas
condicoes iniciais positivas, as variaveis, B, X,Y e V, serao sempre nao negativas ao

longo do tempo.

3.1.2 Pontos de Equilibrio

Para obter os pontos de equilibrio, devemos resolver o seguinte sistema

de equagoes:

(

—nBV —aB = 0

A-mX—-BVX =0

(25)
BV X —uY =0
\ kY —~vBV — 0V = 0
Desta forma obtemos
( B* =0 ou V*:—g
n
o o4
p + BV (26)
Ve — LXV
M2
kY
vV =

Donde E; = (B*, X*,Y*,V*), com i = 1 e 2 sdo os pontos de equilibrios
associados ao sistema (23). Dada a positividade do modelo e considerando que
todos os parametros sao positivos, segue que a unica condi¢ao valida ¢ B* = 0, pois

a e~
V* = —— < 0. Dessa forma, os pontos de equilibrio sao:

7
B = (0, é,o,o) (27)
M1
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B — (0 Opo BEA —dpaps BEA — 5#1#2) . (28)

"BET Busk T Bugd

FE representa o ponto de equilibrio livre da doenca e Es representa o
equilibrio onde nao ha a presenca de anticorpos materno e a persisténcia do virus da

dengue.

3.1.3 Numero Reprodutivo Basico

Em doencas transmitidas por vetores, assim como em doencas transmi-
tidas diretamente, o nimero reprodutivo basico, Ry, fornece o nimero de infecgoes
secundarias em que um individuo humano infectado pode produzir em uma po-
pulagao de individuos humanos suscetiveis (Anderson & May, 1992).

Quando Ry < 1, a doenca nao propaga, ou seja, se um individuo
infectado for colocado em uma populacao de suscetiveis, este individuo nao consegue
gerar novas infecgoes. Agora, se Ry > 1, a transmissao da doenga ocorrerd (Anderson
& May, 1992). Notamos assim, que o Ry é um termo limiar para a estabilidade do
ponto de equilibrio livre da doenga (Diekmann et al., 2009).

Para calcularmos o Ry, ¢ essencial que o modelo seja bem posto, ou
seja, que o modelo seja bem definido, e que haja um ponto de equilibrio livre da
doenca, visto que o Ry é calculado neste ponto. O Ry pode ser obtido por meio do
raio espectral da matriz obtida pelo método da matriz da préxima geracao (Diek-
mann et al., 2009).

Assim sendo, consideramos os compartimentos relacionados as in-

fecgoes, Y e V', do modelo (23), dado por:

dYy
— = X — Y
dt A% H2

(29)
dVv

& L kKY—~BV —§
dt " v
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Ainda, o sistema (29) pode ser escrito como

Y
a ~ F(B.X.Y,V) = V(B,X,Y,V),
dt Vv

em que F(B,X,Y,V) é a matriz dos termos que representam o surgimento de no-
vas infecgoes e V(B, X, Y, V) a matriz que representa os termos que incorporam as
transigoes, ou seja, nascimentos, mortes, progressao da doenca e recuperacao. Desse

modo, temos as seguintes matrizes:

BXV
0
e
V— paY
—kY + 0V +~4VB
Assim,
A
0 f—
F=DF=F(F) = H1 (30)
0 0
e
pe 0
V=DV=V(E)= : (31)
-k ¢

sao as devidadas de F e V em FEj.
Portanto, pelo método da matriz da préxima geracao, obtemos a se-

guinte matriz:

kA pA
FV!= popiid  pid | (32)
0 0

Donde, o valor do Ry ¢ dado pelo maior autovalor em moédulo da matriz
(32). Assim, Ro:
~ BkA
Opupla

Ro (33)
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3.1.4 Estabilidade local

A anélise de estabilidade local dos pontos de equilibrio, (F;, i = 1,2),
¢ feita através da andlise dos autovalores da matriz jacobiana, J, do sistema (23)

(Keeling & Rohani, 2008), dada por:

—nV*—a«a 0 0 —nB*
0 —pu — BV 0 —pBX*
J(E;) = (34)
0 pV* —p2  PBX*
—yV* 0 k. —6—~B*

Deste modo, a matriz jacobiana no ponto livre da doenga, Fy, é:

De (35) segue que, a equagao caracteristica



Aa 0 0 0
0 A+p 0 oA
det(M — J(E,)) = =0,
BA
0 0 A+ o i
0 0 —k  A+90

ou equivalentemente,

kA
e |t (ko) - 22 | <o,
1
possui as seguintes raizes:

Al = —« ) A2 = —[n

Ma=1 (‘(M2+5) + \/(M2+5)2 IR '“fA)> ,

os autovalores associados a J(Fy).

Entao, temos que E; é assintoticamente estavel se

kBA

M25 - > 07
281
e isto é equivalente a
kBA
Ro = B < 1.
2ft10

Temos que, E; é instavel se

kBA
#25 - L < 07
231
ou seja, para
kBA
fa 10 '

Ro =

31
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Analogamente, vamos analisar o ponto de equilibrio endémico, Es, cuja

a equagao caracteristica associada é:

AV +« 0 0 0
0 A+ + BV 0 BX*
det(A — J(Es)) = =0, (39)
0 —5‘/* A+ 125 —BX*
yV* 0 —k A+0

que resulta em
(A4 g1+ BV A+ p2) (A + 0) + kBPV*X* — kBX (A + pu + BV*)) +
A+nV*+a)=0. (40)
Logo, temos um autovalor dado por:
A =-—nV*—a.

As outras raizes sao obtidas ao resolver a seguinte equacao de terceiro

grau, extraida de (40).

N+ (1 + BV + g + )N + (pa(pn + BV*) + 6( + BV*) + pad — BEX*) A +
(1 + BV ) a0 — pkX* = 0. (41)

As condicoes de estabilidade dadas pelo critério de Routh-Hurwitz,

segundo Edelstein-Keshet (2005), para uma equagao da forma:
aoX\> + a N>+ ash+ a3 =0

sao: a; > 0, az > 0 e ajas > a3. Vamos analisar a estabilidade de Fy e para tanto
reescrevemos Fs em funcao do Ry, ou seja,

1 A pd
"Ropm’ kB

Logo, para que Ej seja biologicamente relevante temos que Ry > 1.

By = (B, X*,Y*,V*) = (o (Ro — 1), %(Ro - 1)> .
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e Analisando se a; > 0.

Temos que

ay = pi1 + V" + pg + 9.

Como, V* = %(Ro — 1), e Ry > 1, segue que a; > 0.

e Analisando se az > 0

Temos que

az = (1 + BV )p2d — pukBX*
M1 1 A)
= (m+8(Em -1 §— mkp [ =2
(ul /ﬁ(ﬁ( 0 )))M? i ﬁ(ROm
= p1p20Ro — p1p20
= /LUJQ(S(RO — 1)

Como p, 1o € 0 sao positivos eRy > 1, segue que az > 0.

e Analisando se ajay > a3, 0 que é equivalente a ajas — az > 0.

Temos que

aray —az = (1 + BV 4 pg +0) [pa(pn + BV*) + 6(pa + V™) + p2d — BeX"]

— (1 + BV )20 + pu kBX].

Substituindo os valores de X* e V* na expressao acima e fazendo ma-

nipulagoes algébricas, segue que

(uipz) + 2043 (Ro — 1) + pps + +2p7p2(Ro — 1) + pupz(Ro — 1)
+ 2uped + (i pa(Ro — 1)* + p36(Ro — 1)* + 1110% + 116°(Ro — 1)
+ pi0 + Spapa(Ro — 1) > 0,
pois Ry > 1 e todos os parametros sao positivos. Logo, as condicoes de Routh—

Hurwtiz sao satisfeitas se Rg > 1, em outras palavras, todos os autovalores tém

parte real negativa. Portanto, s é assintoticamente estavel.
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3.1.5 Estabilidade Global

Nesta se¢ao nosso objetivo é provar a estabilidade global do ponto de
equilibrio endémico. Por isso, algumas definigdes, com base em Martcheva (2015),
Shuai & van den Driessche (2013) e Vargas-De-Ledn (2011), sao apresentadas, com
a finalidade de elucidar a construcao da funcao de Lyapunov e, entao, provarmos a
estabilidade global do ponto de equilibrio.

Consideremos um sistema dinamico autonomo

&= f(x), (42)

r € R™ f:R" — R" com z* um ponto de equilibrio, ou seja, f(z*) = 0.
Considerando L como sendo a funcao de Lyapunov. Associado ao

sistema (42) temos as seguintes definigoes:

Definigao 1. Uma funcao escalar L : R" — R é chamada radialmente ilimitada se
L(z) = o0, quando ||z|| — oc.
Definicao 2. Seja L uma funcao escalar continua dada por
L:R" — R.

A fungao L é dita definida positiva em todo o espago (globalmente) se,

2. L(z) > 0 para x # z*,
em que z* ¢ um equilibrio de & = f(x).

Defini¢ao 3. (Estabilidade de Lyapunov)

Se a funcao L é definida positiva (globalmente) e radialmente ilimitada, e

dL dl’ . *
= L(z) <0, paratodo x# ",

entao, o ponto de equilibrio, x*, é globalmente estavel.



35

Teorema 1. (Krasovkii-LaSalle)
Suponha que exista uma funcao continuamente diferenciavel L : R — R e que esta

funcao seja definida positiva em todo o espaco, radialmente ilimitada e que satisfaz
L(z)<0, VYt e VYzreR"™
Seja o seguinte conjunto invariante
U={reR": L (zr)=0}.

Se U contém apenas o equilibrio z*, entao, x* é ponto de equilibrio globalmente

estavel.

Agora, iremos fazer o estudo de estabilidade global para o modelo
(23). Como nao hé regras estabelecidas para encontrar uma fungdo de Lyapunov,
e frequentemente encontra-la é complicado, vamos definir a fungao de Lyapunov

segundo Martcheva (2015), como sendo,

sow — (- (X)) ”

Y
(v ()
* * V
c n(r-vorn()
+ h4Ba
com W= (B,X,Y,V)eR*e L:R* > R.

Note que,
L0, X*, Y*, V*) = 0.

Mostremos que L(W) > 0. De fato,

P(X)zX—X*—X*ln(%):X*<%—1—1n(%)>. (44)

X
Fazendo a mudanca de variavel x = = > 0, temos que P(X) > 0,

pois a funcao g(z) = x — 1 — In(x) tem as seguintes propriedades:
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1o -1 _ Lo PR
1. ¢'(z) =0= == = 0=z =1, que é o tnico ponto critico;

3. d"(1)=1>0;
4. x =1 é ponto de minimo global;
5. g(1) = 0.

Logo, g(z) > 0,V > 0,2 # 1.

Analogomente, para os termos envolvendo Y , V e com B > 0. E em
particular L (W) > 0, para W # (0, X*, Y*, V7).

E importante notar que L(W) — 400 , se ||[W)|| — 400, ou seja, L(W)
¢ ilimitada.

Agora vamos provar que L(W) < 0. Assim, derivando L(WW) obtemos:

. X* Y* V*
+ DB

Substituindo as derivadas do modelo na expressao anterior, temos:

LW) = hy (1 — Xy) (A— X — BXV)
+ hy (1 - Yv) (BXV — psY)

_|_

h (1 - VV) (kY — 8V — vBV)
+ hy(—nBV —aB). (46)

Deste modo, de X’ =0,Y’ =0 e V' =0, temos que, no equilibrio,

A= X"+ BXHV,

XV
po = y
e
Y*
0=k

W?
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respectivamente, pois no equilibrio B* = 0.

Entao,

X* PAVAS
% —hlﬂXV‘i‘hlﬁX*V

XV Y X*V*
ye ¥ T hel e
V* Y+ V*Y* V*
Y — hak—Y — hgk—— 1V kB B
hgk h3]€ v hng*V + hgk’ % V*V ’}/hg V+ ’}/hg v %

hy(—mBV — aB). (47)

(X — X*)2
X

Y*
+ hyfXV — h275XV — hof8

LW) = —hum + i BX*V — 3

Para cancelarmos termos positivos, basta tomarmos h; = hy = 1, hg =

/BX*V* o h _ ,Y/BX*V*V*

Y 4 I e, entao,
. X . X* 2 X* 2‘/*
LOWwW) = —ul% + XV — ﬁ% — XV 4+ XV
Y* X*V* Y* X*V*
+ BXV—VQXV—/B v Y+B? v
BX*V* 6X*V* V* BX*V* Y* /BX*V* V* Y*
Y — k—Y — k— ——
* ( v )" e )V v )T T ) Py
/BX* v* /BX* V* V* ,.}//BX* V* V*
- 5 ( g BV +~ Y % BV + N (—mBV —aB). (48)
Portanto,
. X — X*)?
Lw) = _ﬂl%

X VXY YV
B EX*V* BV B ,yﬂX*V*V*

Eoyr ! kY~

X* VXY* YV*
+ BX*V* <3— <—+ + ))
nBYV. (49)
Observamos que

X V*X*YY*V

X*VXY*YVs ]

e como a média aritmética é maior ou igual que a média geométrica (Martcheva,

2015), isto é,

I1+J/’2+"'+$n
n

> (zy@y - x0)™,
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segue que,

1 /X VXY* YV*
3 (X Tyxy T Y*V) 2 (1) b

ou seja,

X* n VXY™ +YV* >3
X VXY YV
Portanto, L(W) < 0.
Agora analisaremos o conjunto de ponto em que L(W) = 0. Isto ocorre
se, e somente se,

X* N VXY* N Yve
X VX*Y YV

X =X* 3 e B=0. (50)

dX
Desde que, X = X*, entao = 0. Da segunda equagao (23) segue

que V' = V*. Logo, pela segunda equagao de (50), temos que

% + Y7 = 2. (51)
A igualdade ocorre se, e somente se, Y = Y*.
Entéo, o conjunto de pontos em que L(W) = 0 é composto somente
pelo ponto de equilibrio W = (0, X*,Y*, V*) e, portanto, W é globalmente estavel,

pelo teorema de Krasovkii-LaSalle.

3.2 Simulagoes Numéricas

Serdo apresentadas simulagoes numéricas do modelo (25), com o ob-
jetivo de ilustramos a analise matematica realizada anteriormente, assim como, en-
tender o desenvolvimento dos fatores imunolégicos importantes relacionados com a
imunidade passiva de lactentes nascidos de maes imune a dois ou mais sorotipos do
virus da dengue.

As condigoes iniciais usadas para cada variavel de estado do modelo

sao apresentadas na Tabela 3. Em todas as simulagoes numéricas, o passo de tempo
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para o método de Runge-Kutta de quarta ordem é At = 1072 e o tempo méximo
de simulacao é de 500 dias. Na Tabela 4 apresentamos os valores dos parametros do
modelo, que foram retirados da literatura, como citado. Ressaltamos que a taxa de

infectividade, (3, tem a seguinte unidade de medida, ml RNA~! dia~!

, cujo o valor
nao sera exibido na Tabela 4, pois para este sao tomados diferentes valores, afim
de criarmos dois cenarios de simulacao, para Ry < 1 e para Rg > 1. E importante
ressaltar também, que as simulagoes ilustram o comportamento das varidveis a partir

da infeccao pelo DENV, ou seja, t; é o momento no qual o lactente é infectado.

Tabela 3: Condicoes inicias das varidveis do modelo

Condicao Inicial Descrigao Valor Unidade

By Anticorpo 1,0 x 10*  Moléculas por ml~*
Xo Mondcitos nao infectados 5,0 x 105>  Células por ml~*
Yo Monécitos infectados 3,0x10™* Células por ml~!

Vo Virus 357 RNA por ml™!
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3.2.1 Cenario 1: Eliminacao do virus da dengue.

Considerando os valores da Tabela 4, ainda 3 = 2,4 x 1078 e valor do

nimero reprodutivo basico, Ry, como sendo,

Ry KOA
f2pi10

com o intuito de analisarmos o comportamento das variaveis e ilustrarmos a con-

~ 0, 93257142,

A
vergéncia para o ponto de equilibrio livre da doenca, F; = (0, —,0,0 ).
M1
Na Figura 11 temos o comportamento dos mondcitos nao infectados
X, que ao entrar em contato com o virus decrescem rapidamente, se tornando infec-

tados, e apds este periodo, com neutralizacao do virus, seu niimero aumenta até se

estabilizar em X* =4 x 10°.

5-10° T y
Xo =5,0x 10°
Xo =3,0x10°
Xo =39x 105
X

5.10° |- B

X 4-10° N ————

4.10% - E

3.10° ! ! ! ! ! ! . . .

Figura 11 - Dinamica do nimero de mondcitos nao infectados ao longo dos dias,
t > 0. Os valores das condicoes iniciais e dos parametros sao dados nas

Tabelas 3 e 4, respectivamente.

Nas Figuras 12 e 13 temos os comportamentos das quantidades de
monocitos infectados e virus ao longo do tempo, respectivamente. Foram considera-
dos as condicoes iniciais Yy = 3 x 107* e V; = 357. Notamos que ambas as varidveis
possuem comportamentos similares. A medida que a carga viral aumenta o nimero

de mondcitos infectados aumentam proporcionalmente, pelo fato do virus estar em
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contato com os mondcitos nao infectados. Apds este periodo de crescimento, os an-

ticorpos especificos neutralizam o virus e o eliminam em torno de 70 dias apds a

infeccao pelo DENV.

2500 T T T T T T T
Yo =3x10*
Yo = 1,00 ——
Yo =50 —
2000 ]
1500 g
>
1000 R
500 g
0 .
70 80

Figura 12 - Quantidade de mondcitos infectados ao longo do tempo, ¢t € [0,80]. Os
valores das condicoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3

e 4, respectivamente.

600000 ;
Vo =357 ——
Vo = 1000 ——
500000 |- Vo =100 g
400000 |- -
> 300000 | E
200000 |- -
100000 | -
0 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 13 - Quantidade de virus da dengue ao longo do tempo, t € [0,80]. Os valores
das condicgoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3 e 4,

respectivamente.
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O ntumero de anticorpos maternos adquidos pelo lactente via trans-

feréncia placentdaria é ilustrado na Figura 14. Consideramos no modelo apenas a
imunidade passiva, deste modo é esperado o decaimento do nimero de anticorpos,
justificado pela neutralizacao do virus e do consumo natural, como descrito no lado

direito da equagao dos anticorpos no modelo (25).

10000

T
By =1x10% ——
9000 - By =5x10° —— -
By =1x103 ——

8000
7000 -
6000
o0 5000
4000 -
3000 -

2000

1000 \g
) ) )

Figura 14 - Nimero de anticorpos do lactente transferido via placenta ao longo dos
dias, t € [0,30]. Os valores das condigoes iniciais e dos parametros sao

dados nas Tabelas 3 e 4, respectivamente.

Portanto, os resultados numéricos das simulagoes desde cenario mos-

tram a convergéncia para o ponto de equilibrio livre da doenca, E; = (0,4 x 10%,0,0).

3.2.2 Cenario 2: Persisténcia do virus da dengue.

Considerando os valores da Tabela 4, ainda 3 = 2,4 x 1077 e valor do
nuamero reprodutivo basico, Ry, como sendo,

Ry = kBA
aft10

~9,325714,

com o intuito de analisarmos o comportamento das variaveis e ilustrarmos a con-
vergéncia para o ponto de equilibrio endémico,

B, — (0 Ops PkA = Opnps fEA — 5u1u2)
"Bk Busk 7 Bugd '
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Notamos que as Figuras 16 e 17 possuem comportamentos similares.
Isto se justifica pelo fato dos mondcitos nao infectados ao entrarem em contato com
o DENYV se tornam infectados, diminuindo a quantidade desses mondcitos conforme
ilustrado na Figura 15(a). Estes mondcitos se tornam infectados, aumentando o
nimero de mondcitos infectados e assim aumentando a quantidade de virus, conforme
Figuras 16(a) e 17(a).

Com base no trabalho de Gémez & Yang (2018), o pico ilustrado nas
Figuras 7 e 8 ¢é caracterizado como um possivel cendrio da ocorréncia da dengue
hemorragica. No presente estudo, podemos notar um comportamento similar, con-
forme exibido nas Figuras 16(b) e 17(b). Portanto, em particular, podemos concluir
a ocorrencia da DH em lactentes em um dos picos obtidos na dinamica de Y ou V.

A Figura 18 descreve o decaimento dos anticorpos pelo consumo na

neutralizacao do virus e pelo fato de considerarmos apenas a imunidade passiva.
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500000

T T
Xg = 5,0 x 10°
Xo =3,0x10° ——
Xo =39x 105

X

450000

400000
350000 B
300000 B
> 250000
200000
150000
100000

50000

0

90000 T T T T T T T T T T

T T T
Xo =5,0x10° ——
Xo =3,0x 10°
80000 - Xo =3,9x10° ——
Xt —
70000 - .

60000 .
<

50000 | /\ .

/\ I\ SN

40000 \/ \/ v/ Vv .
30000 .
20000 . ! . . L . . . L . .

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 150

Figura 15 - Numero de mondcitos ao longo do tempo, t € [0,150]. Os valores das
condicoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3 e 4, respec-

tivamente.



46

250000 T T T T T T T

200000 [ —

150000 - 1

100000 - 1

50000 B

10000 — T T T T T T T T T

Yo=3x10% —
Yo=1— 4
Yo =50 ——

8000 - Y — 4

9000

7000

6000

> 5000 - 1

4000

3000
2000

1000 S
N AW AYA 4

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 150

—
—

>

D

)

)

Figura 16 - Numero de mondcitos infectados ao longo dos dias, t € [0,150]. Os
valores das condicoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3

e 4, respectivamente.
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7x107 T T T T T T T T T
Vo =357 ——
Vo = 1000 ——
6x107 - Vo =100 —— -
[V —
5x107 - :
4x107 ]
>
3x107 |- :
2x107 - :
1x107 :
0 , . , , , , ,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
(a)
3.5%100 T T T T T T T T T T T T T
Vo =357 ——
Vo = 1000 ——
3%10° | Vo =100 —— -
[V —
2.5%106 | E
2x106 |- B
>
1.5x10° - E
1x100 - /\ i
500000 /\\//\VA —~—— ]
A AWAY .

10 20 30 4 50 60 70 8 9 100 110 120 130 140 150
t

(b)

Figura 17 - Quantidade de virus da dengue ao longo do tempo, t € [0,150]. Os
valores das condicoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3

e 4, respectivamente.
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10000

By = 1x 10
By =5x103 ——
By =1x103 ——

8000

6000

4000

2000

1.5

Figura 18 - Numero anticorpos do lactente ao longo do tempo, ¢t € [0,1,5]. Os
valores das condigoes iniciais e dos parametros sao dados nas Tabelas 3

e 4, respectivamente.



4 CONCLUSOES

Nesta dissertacao, foi desenvolvido um modelo matematico descrito
por equagoes diferenciais ordinarias, com o objetivo de compreender os conceitos
basicos da imunologia da dengue hemorragica em lactentes. A modelagem levou
em consideragao apenas a imunidade passiva dos lactente, ou seja, o compartimento
dos anticorpos, (B), foi modelado com os anticorpos adquiridos via transferéncia

placentaria da mae para o feto. Pode-se enumerar as seguintes conclusoes:

1. A estabilidade local dos pontos de equilibrio foi analisada para o modelo;

2. O numero reprodutivo basico, Ry, foi estabelecido por meio da teoria da matriz

da préxima geracao;

3. Quando Ry < 1, o ponto de equilibrio livre da doenga, E1, é localmente assin-
toticamente estavel, ou seja, temos a eliminagao completa do patdgeno; Para
Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico é globalmente estavel, isto é, tem-se a

persisténcia da doenga ao longo do tempo;

4. As simulagoes numéricas permitiram analisar a dinamica temporal do modelo
desenvolvido. Pode ser visto nos resultados numéricos o decaimento da quan-

tidade de virus, devido a neutralizacao pelos anticorpos;

5. Consequentemente, os niveis de anticorpos decrescem, possibilitanto a infeccao
pelo virus da dengue, observando-se um pico da carga viral importante, que
caracteriza segundo Gémez & Yang (2018) a dengue hemorragica, particular-

mente, em lactentes.
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Para estudos futuros, temos a possibilidade de criarmos uma funcao
que descreva a neutralizacao e o consumo dos anticorpos para modelarmos a dinamica

da dengue hemorrégica em lactentes levando em consideragao o Delay.
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