UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

"JULIO DE MESQUITA FILHO"
CAMPUS DE GUARATINGUETA

VITOR BENTES MENDROT

Formulacao Feynman-Gell-Mann

para o movimento fermionico planar

Guaratingueta
2020



Vitor Bentes Mendrot

Formulacao Feynman—-Gell-Mann

para o movimento fermionico planar

Trabalho de Graduacdo apresentado ao Conse-
lho de Curso de Graduagdo em Fisica da Fa-
culdade de Engenharia do Campus de Guara-
tinguetd, Universidade Estatual Paulista, como
parte dos requisitos para obten¢ao do diploma

de Graduacao em Fisica.

Orientador: Prof®° Dr.  Antonio Soares de

Castro

Guaratingueta
2020



Mendrot, Vitor Bentes

M539f Formulagao Feynman--Gel-Mann para o movimento fermidnico planar
/ Vitor Bentes Mendrot — Guaratinguetd, 2020.
98 f.:1il.

Bibliografia: f. 72-73

Trabalho de Graduagdo - Bacharelado em Fisica — Universidade
Estadual Paulista, Faculdade de Engenharia de Guaratingueta, 2020.
Orientador: Prof. Dr. Antonio Soares de Castro

1. Dirac, equacgdes de. 2. Feynman, Diagramas de. 3. Teoria quantica
de campos. 1. Titulo.

CDU 530.145

Luciana Maximo
Bibliotecaria CRB-8/3595




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

"JULIO DE MESQUITA FILHO"
CAMPUS DE GUARATINGUETA

VITOR BENTES MENDROT

ESTE TRABALHO DE GRADUACAO FOI JULGADO ADEQUADO COMO PARTE DO
REQUISITO PARA A OBTENCAO DO DIPLOMA DE "GRADUADO EM FiSICA"

APROVADO EM SUA FORMA FINAL PELO CONSELHO DE CURSO DE GRADUACAO EM
FISICA

Prof° Dr. JULIO MARNY HOFF DA SILVA
Coordenador

BANCA EXAMINADORA:

P

Prof°® Dr. Antonio Soares de Castro
Orientador/UNESP-FEG

Qs A0 N A

Prof°® Dr. Pedro Almeida Vieira Alberto
Universidade de Coimbra

Tira Canciars 2 Bofods”

Prof? Dra. Tatiana Cardoso e Bufalo
Universidade Federal de Lavras




AGRADECIMENTOS

Agradeco em primeiro lugar a minha familia, em especial aos meus pais por me proporciona-
rem irrestrita liberdade e incondicional apoio para perseguir os meus sonhos.

Aos amigos do grupo ‘Rocks’n Roses’ pelo companheirismo e camaradagem em todos os
momentos, em especial a Thaynara Americano pelas sugestoes e discussdes levantadas e Jorge
Lucas Migoto pelas correcdes ortograficas.

Aos amigos da van, por tornarem as idas e voltas da Universidade uma experiéncia inesque-
civel.

Em especial aos amigos Mathias, Douglas, Jhonata “Yudog” e Bruno “Cachoeira”, por
estarem ao meu lado durante o curso.

A todos os funciondrios e colaboradores da Universidade por proporcionarem a infraestrutura
e conforto.

A todos os professores com quem tive o prazer de estudar, por todo o conhecimento transmi-
tido.

Aos membros da banca avaliadora Profa. Dra. Tatiana Cardoso e Bufalo e Prof. Dr. Pedro
Vieira Alberto sou grato pelas consideracdes e sugestdes sobre o trabalho. Agradeco em especial
ao meu orientador Prof. Dr. Antonio Soares de Castro, por sua dedicacdo impar e inestimével
mentoria.

Agradeco especialmente a FAPESP pelo suporte financeiro para a realizacdo ndo apenas

deste trabalho, mas do projeto de pesquisa que o engloba.



O presente trabalho foi realizado com apoio da Fundag¢do de Amparo a Pesquisa do Estado de
Sao Paulo (FAPESP) - Processo n® 2019/06734-2.



“A great deal of my work is just playing with equations and seeing what they give. “
(PA.M. Dirac)



RESUMO

Realizamos um estudo minucioso de uma formulagdo alternativa de segunda ordem da equagao
de Dirac, a formulacdo Feynman—Gell-Mann. Discutimos as condi¢des que devem ser satisfeitas
para se obter uma corrente de probabilidade conservada, e a partir disso construimos a matriz
potencial de interacdo mais geral possivel em 3+1 dimensdes. Apresentamos a motivacao,
seguida da discussdo e derivacao completa da formulagao Feynman—Gell-Mann, generalizando-a
para incluir interacdes além das abordadas por Feynman e Gell-Mann, resultado que expande
o horizonte de possibilidades de emprego deste ferramental. Por mérito de completeza do
estudo, a particula livre foi estudada. O limite ndo-relativistico e algumas consideragdes sobre a
exequibilidade do emprego da formulagdo em um mundo com 2+1 dimensdes também foram
tratados. Neste trabalho focamos no estudo das interagdes vetoriais, da qual faz parte a interacio
eletromagnética minimamente acoplada. Empregando o sistema de coordenadas cilindricas no
estudo do movimento planar, obtivemos solu¢des analiticas para um férmion imerso em duas
configuracdes de campos circularmente simétricos, a saber, um campo magnético uniforme e um
campo elétrico radial inversamente quadrético. Verificamos que dada a natureza da formulagao, é
possivel mapear solu¢des de problemas da teoria nao-relativistica no nosso problema em ambos
0s casos, estratégia que certamente pode ser usada para outros sistemas. Conjecturas sobre

futuras investigacdes foram feitas.

PALAVRAS-CHAVE: Equagio de Dirac. Formulacdo Feynman—Gell-Mann. Movimento

relativistico planar



ABSTRACT

A meticulous study about a second order alternative version of the Dirac equation, the Feynman—
Gell-Mann formulation, was carried out. The necessary conditions to obtain a conserved
probability current were discussed, and the most general interaction potential matrix in 3+1
dimensions was built based on it. It was presented a motivation, followed by a complete
discussion and derivation of the Feynman—Gell-Mann formulation, generalizing it to include
interactions beyond those covered by Feynman and Gell-Mann, a result which expands the
horizon of possibilities of work with such a tool. For the sake of completeness of the discussion,
the free particle was covered. The non-relativistic limit, and some considerations about the
feasibility of the formulation in a (2+1)-dimensional world were also treated. In the present
work, we focused on the study of vector interactions, which contains the minimally coupled
electromagnetic interaction. Using the cylindrical coordinate system to describe the planar
motion, we obtained analytical solutions for a fermion embedded in two circularly symmetric
field configurations, namely, a uniform magnetic field and an inversely quadratic electric field.
It was verified that due to the nature of the formulation, it is possible to map solutions of the
non-relativistic theory to our problem in both cases, strategy which can certainly be used in other

configurations. Conjectures about possible future investigations were made.

KEYWORDS: Dirac equation. Feynman—Gell-Mann formulation. Relativistic planar motion.
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1 INTRODUCAO

No comecgo do século XX, a Fisica passou por duas grandes quebras de paradigma que culmi-
naram no surgimento da mecanica relativistica e da mecéanica quantica. Essas duas novas formas
de compreensdo da Natureza, entretanto, manifestaram-se de forma parcialmente independente,
contestando a Fisica em diferentes pontos ao demonstrar a insuficiéncia das teorias vigentes em
explicar certos fendmenos.

No contexto relativistico, as leis classicas deixam de ser apropriadas para a descri¢do de
corpos em velocidades compardveis a da luz. Ainda, hd uma necessidade autoevidente de
entendimento em nivel mais fundamental da estrutura desses corpos, o que é logrado pela teoria
quantica.

No dominio da mecanica quantica, a equagao de Schrodinger e sua subsequente interpretacao
estatistica se apresentaram como uma formulacio tedrica adequada para a descri¢do de sistemas
nas escalas atdmica e subatomica. Contudo, quando aplicada ao problema de maior interesse na
época do seu surgimento, o do elétron no dtomo de hidrogénio, a equacao falha em prever os
dados experimentais. A origem dessa discrepancia entre teoria e experimento reside na auséncia
da considera¢d@o do ainda a ser descoberto momento angular de spin do elétron, cuja proposi¢dao
¢ geralmente creditada a Goudsmit e Uhlenbeck (UHLENBECK; GOUDSMIT, |1926)). A
adequacdo da equacdo de Schrodinger para um modelo em que o elétron possui spin 1/2 foi feita
por Pauli adicionando artificialmente um novo termo na equacio que representa a interagdo deste
momento angular intrinseco com o campo magnético devido ao nicleo eletricamente carregado
(vide Apéndice[D.2). Além de ndo contemplar o spin, a equagdo de Schrodinger apresenta outro
problema: ela nao € covariante sob transformagdes de Lorentz. Isso € facilmente resolvido pela
sua generalizacao relativistica, a equagao de Klein-Gordon, que descreve particulas de spin O
(vide Apéndice [E.T).

Em 1928, Dirac propds uma equagdo relativistica (DIRAC, |1928)), que naturalmente se
reduz a equacdo de Pauli no limite ndo-relativistico (vide Apéndice [E.2.3)), sem a necessidade
de uma modificagdo com base fenomenoldgica para contemplar os efeitos do spin. Por ser de
primeira ordem tanto no tempo quanto nas coordenadas espaciais, a equagdo de Dirac admite uma
densidade de probabilidade positiva definida, o que permite empregar interpretacdo estatistica
idéntica a da teoria ndo-relativistica. Ademais, a funcdo de onda da equagdo de Dirac é um
espinor de quatro componentes, em contraste com a equagao de Klein-Gordon, que é um fun¢do
escalar de apenas uma componente.

Surge entdo uma questdo muito pertinente: por que o espinor de Dirac deve ter quatro
componentes? Em primeiro lugar, uma caracteristica notdria das teorias quanticas relativisticas é
a possibilidade (ou melhor, a inevitabilidade) de solu¢cdes com energia negativa, cuja interpretagao
fisica estd ligada as antiparticulas. Logo, € justificada a necessidade de quatro componentes pois,

para descrever a particula sdo necessdrias duas componentes para as duas possiveis projecoes de
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spin, e mais duas para representar a antiparticula. Entretanto, Feynman e Gell-Mann apontam
que este argumento € insatisfatério (FEYNMAN; GELL-MANN, |1958), pois na equagdo de
Klein-Gordon, ha apenas uma componente na fun¢do de onda, de forma que ambos os sinais da
energia sdo abrigados em uma equagio de segunda ordem (vide Apéndice[E.T). Isso os levou a
sugerir que a particula de spin 1/2 possa ser descrita em termos de espinores de duas componentes
obedecendo equagdes de segunda ordem, de forma que ambos os sinais de energia e ambas
as projecoes de spin sao abrangidas, sem perder a positividade da densidade de probabilidade.
Feynman declarou explicitamente uma predisposi¢cdo por essa formulaciao da equacdo de Dirac
(FEYNMAN; GELL-MANN;, 1958), que hoje é conhecida como formulacdo Feynman—Gell-
Mann (BARUT; MULLEN, 1962; BIEDENHARN, [1961; DEPAQUIT; GUERET; VIGIER,
19715 GALLONE, |1970; GRANDY/| 2012; MERZBACHER|, 1998 PETRONI et al., [1985;
STRANGE, |1998)).

O propésito deste trabalho é fazer uma investigacao das propriedades da equagao de Feynman—
Gell-Mann, generalizando-a para formas possiveis de interacdo além das consideradas por
Feynman e Gell-Mann, com a condi¢do de manter a densidade de probabilidade conservada, e
verificando em quais condi¢des a formulagdo se torna util e conveniente de ser usada. Serdo
abordados entdo alguns sistemas passiveis de solucdo analitica, focando em interacdes vetoriais
acopladas minimamente, onde temos o interesse particular no movimento planar, de maneira
que o uso do sistema de coordenadas cilindricas se mostra apropriado. Serd mostrado também
que a adequacdo da formulagao Feynman—Gell-Mann para um mundo com 2+1 dimensdes tem
sido abordada de forma equivocada na literatura recente (OLIVEIRA; BORGES; SOUSA,2019;
OLIVEIRA et al.,|2020), o que constitui mais uma motivagdo para o estudo da formulagdo, visto
que € um assunto corrente na comunidade cientifica.

Este trabalho serd organizado da seguinte forma: No capitulo[2] serd feita uma breve revisdo
de propriedades que serdo necessdrias da equacdo de Dirac. Na subsecdo [2.1] ¢ discutida a
algebra e propriedades tteis das matrizes -y, e as condi¢Oes para a conservagao da probabilidade
da teoria. Na secdo [2.2]serd proposta uma base para o espago das matrizes 4 x4, que serd util
para a se¢do [2.3] onde serd construida a matriz potencial de interagdo mais geral possivel, e em
seguida estudada as condi¢des em que a probabilidade se mantém conservada. No capitulo 3 é
feito todo o desenvolvimento da formulagdo Feynman—Gell-Mann. Na sec@o [3.1] ¢ feito o estudo
dos autoestados do operador quiralidade v°, necessario para o desenvolvimento da fomulac3o.
Em seguida, na secdo sdo construidos os projetores quirais — que envolvem a matriz
quiralidade —, fundamentais na formulagio Feynman—Gell-Mann. E apresentada finalmente na
secdo [3.3]— trecho fundamental deste trabalho —, a formulagio Feynman—Gell-Mann, onde sdo
discutidas as restri¢gdes necessdrias aos potenciais para a exequibilidade da formulacdo. Na se¢dao
[3.4.1] nossas atengdes se voltam especificamente para as interagdes vetoriais, que modelam o
acoplamento minimo de um campo eletromagnético. As secdes [3.5]e [3.6]apresentam, por mérito
de completeza da discussdo, a avaliagdo do limite ndo-relativistico da formulacdo Feynman—

Gell-Mann e o estudo da particula livre de interagcdes. Em seguida, € discutido brevemente
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na se¢ao diferencas na abordagem tomada neste projeto em comparagdo com o trabalho
que o motiva (FEYNMAN; GELL-MANN| [1958). Para finalizar o capitulo, na se¢ao[3.§]sdo
apresentadas consideracdes sobre o uso da formulagdo Feynman—Gell-Mann em um mundo com
2+1 dimensdes, pautadas em algumas criticas sobre dois trabalhos recentemente publicados
cuja discussdo € instrutiva (OLIVEIRA; BORGES; SOUSA| 2019; OLIVEIRA et al., 2020).
Por altimo, no capitulo 4 sdo avaliados sistemas planares envolvendo campos eletromagnéticos
circularmente simétricos, de tal sorte que o uso do sistema de coordenadas cilindricas € o mais
adequado. Sdo obtidas solucdes analiticas para um férmion imerso em um campo magnético
uniforme, e para um férmion imerso em um campo elétrico radial inversamente quadratico.
Para concluir o trabalho, sdo apresentadas as consideracdes finais, e conjecturas sobre proximos
passos na investigacdo da formulacgdo.

Parte deste trabalho foi apresentado na primeira fase do XXXI Congresso de Iniciagdo
Cientifica da Unesp, em 30 de setembro de 2019, com o titulo “Frustracdo na inclusdo de
interacoes escalar e tensorial no formulacdo Feynman—Gell-Mann da equagdo de Dirac”,
embora posteriormente este resultado tenha sido reavaliado e descartado, haja vista que foi
encontrada uma forma de incluir ndo apenas as interacdes escalar e tensorial, mas também a
pseudoescalar. Eis uma novidade que serd discutida na se¢do[3.3] Tal resultado foi apresentado
no XXXII Congresso de Iniciacdo Cientifica da Unesp, nos dias 20 de outubro e 24 de novembro
de 2020, com o titulo “Inclusdo de intera¢des ndo-vetoriais no formalismo de Feynman—Gell-
Mann: satisfacado e felicidade”. Outra parte deste trabalho foi aceito para ser apresentado no
XV International Workshop on Hadron Physics sob o titulo “Relativistic Landau levels via
Feynman-Gell-Mann formulation”.

Este Trabalho de Graduacao € fruto de um projeto de Inicia¢do Cientifica financiado pela
FAPESP (Processo n°: 2019/06734-2).
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2 A EQUACAO DE DIRAC E SUAS PROPRIEDADES GERAIS

A equacdo de Dirac é uma equagdo diferencial parcial de primeira ordem no tempo, assim
como a equacdo de Schrodinger. Além disso, é também de primeira ordem nas coordenadas
espaciais, como era o objetivo de Dirac (DIRAC,|1928)), pois as equagdes relativisticas devem
tratar todas as coordenadas de forma simétrica. A equacdo permite uma interpretacio probabilis-
tica igual aquela da teoria nao-relativistica (vide Apéndice [D.I)). Ademais, em 3+1 dimensdes a
funcdo de onda € um espinor de quatro componentes sendo que todas essas componentes, no caso
livre, obedecem a equagdo de Klein-Gordon, estando de acordo com a relacdo energia-momento
relativistica (E.4). Neste capitulo, serd feita uma revisdo da equagdo de Dirac e suas propriedades,
com o fim de estabelecer a notacdo que serd usada durante todo o trabalho e obter algumas

propriedades que serdo fundamentais para o desenvolvimento do capitulo seguinte.

2.1 A EQUACAO DE DIRAC E AS MATRIZES ~

Em 3+1 dimensdes, a equacdo de Dirac para um férmion de spin 1/2 livre na forma manifes-

tamente covarianteﬂ em notacao indicia]E], ¢ dada por (em unidades naturais, i.e., h = c = 1)

(Y'py—m)¥ =0 , p=0,1,2,3, (2.1)
onde p, = i0, = 1(0/0t, V), m é a massa da partl’cul e o espinor W possui quatro componen-
tes, sendo que cada componente obedece a equacao de Klein-Gordon. Os fatores v* sdo matrizes
4 x4 e obedecem a élgebra de Clifford

VT M = 29", (2.2)

que em termos do anticomutador é

{7} = 29", (2.3)

Uma demonstracio da covaridncia pode ser encontrada na literatura, vide por exemplo (WACHTER| [2010).
Uma discussdo sobre a notagéo indicial pode ser encontrada em diversos livros, vide por exemplo (LEMOS|
2007).

E deixado implicito durante todo o trabalho que a massa m é multiplicada pela matriz identidade 1 de ordem
apropriada para a equagdo.
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onde g"” ﬁ] representam os elementos do tensor métrico de Minkowski tal que

+1 , pu=v=0
g =9¢-1 , p=v=1,23 (24)
0 ., wu#v,

que possui as seguintes propriedades

%

g =g, (2.5)
gupgpu - 6”;,7 (26)

em que 0*,, € o delta de Kronecker relativistico, cujo valor é 1 se i = v/, e 0 para os demais casos.

Outra relacdo aproveitdvel € obtida ao se fazer u = v em (2.2)

(Y1)? = g (2.7)

Uma terceira relacio conveniente € expressar o produto v#~* em termos do tensor métrico g"”, e

da quantidade antissimétrica

no~V
o = i1 ’27 | (2.8)
produzindo
HAV 1 AVl HAV AV A
AHAY = S i 1 g i
2 2
b
- T
— v 2 [7“77”]
g ? B
= g — oM. (2.9)

2.1.1 A equacao de Dirac conjugada hermitiana

Aplicando o conjugado hermitiano na equagdo (2.1]), temos

4 Durante todo o trabalho, ficar4 implicito que o termo g"” é acompanhado da matriz identidade 1.
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(7D —m)¥]" =0

_p#qﬂ,yw —mut =0

P U+ mUT = 0. (2.10)

Multiplicando (2.10) por 7 a direita
P T 4 mITTA =0, (2.11)

tal que definindo o espinor adjunto
U= Uia0 (2.12)

e usando a propriedade (2.7) para 7°, obtemos

PV 10 mWty® =0
pM\TnyO”y“T’yO +mW¥ =0, (2.13)
que € a equacgdo de Dirac conjugada hermitiana.

2.1.2 A equacao da continuidade na teoria de Dirac

Uma das razdes pela qual Dirac buscou uma generalizacdo relativistica da equagdo de Schro-
dinger diferente da equacao de Klein-Gordon foi a possibilidade de adotar uma interpretacao
probabilistica da teoria da mesma forma que a teoria nao-relativisitica (DIRAC, 1928), o que ndo
€ possivel no caso de Klein-Gordon. Busquemos entdo as grandezas envolvidas na equagdo de
continuidade da equacdo de Dirac (2.1)). Tal equacdo € obtida por meio do seguinte procedimento:
multiplicaremos a equagao por ¥ pela esquerda

\Ily"pulll —mU¥ =0, (2.14)

e multiplicaremos a equagdo de Dirac conjugada (2.13)) por W pela direita
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(P 010 + MU T = 0 (2.15)

Somando (2.14) e (2.15), explicitando o operador p,,, obtemos

09 (0,9) +1 (9 W) 7°7"17"W = 0. (2.16)
Para permitir uma quadricorrente conservada, surge a necessidade de impor uma propriedade

sobre a hermiticidade das matrizes

Py = 4%,
(Y2 = 29", (2.17)

ou seja, as matrizes  sdo hermitianas com respeito a 7°. Isso nos permite escrever a equacdo
(2.16) na forma de uma equag@o de continuidade
oJ" =0, (2.18)

com

JH = Wy, (2.19)

A equagio (2.19) define uma quadricorrente conservada de acordo com a equagao (2.18)), com

uma possivel densidade de probabilidade p e uma densidade de corrente J

J =040 = UTg = p,
(2.20)
J = Uy ¥ = Uy,

tal que v = (7,72, ~7%). Pela defini¢do, temos que p € de fato positivo definido, pois

4
p=Uw =" @.21)
=1
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onde V; sdo as componentes do espinor. E permitido portanto associar a equagdo (2.1) uma

interpretacdo estatistica muito semelhante aquela usada na teoria de Schrodinger (vide Apéndice

2.2 BASE DO ESPACO DAS MATRIZES 4x4 E FORMAS COVARIANTES BILINEARES

As matrizes y* sdo linearmente independentes, mas elas nao formam uma base do espago
vetorial das matrizes 4 x4, pois sdo necessarios dezesseis elementos matriciais linearmente
independentes para que qualquer matriz 4 x4 possa ser escrita como uma combinacao linear
dessas dezesseis matrizes. Com as matrizes v*, e a matriz identidade 1, E], J& dispomos de cinco

elementos. Outra matriz linearmente independente as citadas é a matriz >, definida por

7° = iy Oyy2es. (2.22)

Com essas seis matrizes é possivel fazer combina¢des para compor os dez elementos que
faltam necessarios para constituir uma base do espaco. Mas antes, esmiucemos as propriedades

da matriz ~°, pois ela serd indispensdvel para o desenvolvimento do préximo capitulo.

2.2.1 A matriz +°

Das equacgdes (2.3)), (2.7) e (2.17) podemos deduzir a sua hermiticidade:

A partir daqui, serd suprimido o subscrito “4” para indicar a ordem da matriz. Serd mantido o indice excepcio-
nalmente para matrizes de ordem 2, para distingui-las.

5
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(75)T _ (Z’YO’YI’YQ’V?’)

= — i)' (IR
= —i(Y*7 ) (") (1)
— 2707372”)/1
= — i’y (=%
=’ (=y'")’
= —iy"y' (=)
0.1 .2 3

=YY, (2.23)

ou seja,

() =" (2.24)

Da equacio (2.7), podemos deduzir que o seu quadrado € a identidade

(75)2 _ (27071,}/273)

00 0 0 0 o B0 G & (2.25)

Como {7°, 7'} = 0e {y',79} = —24;; parai, j = 1,2, 3, é facil perceber que|]

®  Durante todo o trabalho serd usada a convencio de que letras latinas representam apenas componentes espaciais,

enquanto letras gregas representam todas as componentes do espaco-tempo.



2
(7°)" = =)y

= (V)2 (v 2

= (V') %y
= (7274

,}/2,73,}/2,}/3

ou seja,

Vejamos agora que v° anticomuta com as matrizes 7:

°7° = (7% 7*?)

Z,.}/0,}/0f)/1,)/2,.}/i’>

Como hd um ndmero {mpar de matrizes ~*, € trivial observar que

7 = = (')’

= — 7>,

ou, em termos do anticomutador

{~*,7°} =0.
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Analogamente, " anticomuta como todas as matrizes de indice espacial, exceto consigo mesmo.

E de imediata conclusdo entdo que +* ird anticomutar com +°, e com mais duas matrizes espaciais,

cujos indices diferem de ¢
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Yy ="

= — "Y', (2.31)

relac@o que, expressa na forma de anticomutador, seréd

{7’} =0 (2.32)

Podemos entdo escrever (2.30) e (2.32)) como uma tnica expressao

(", 4"} = 0. (2.33)

2.2.2 Formas covariantes bilineares

Para os dez elementos que faltam, basta fazer as seis combinagdes y*~", i < v que por
motivagdo de conveniéncia, serdo representadas pela grandeza supracitada o*”, definida por
(ndo hé perda de generalidade do elemento, pois [y, "] = Y#~* — 4*~*, i.e., uma combinacdo
linear de 7#~") e as quatro combinacdes *~°, totalizando dezesseis elementos, que serdo

rotulados por I'™. Todos os elementos formam a chamada forma covariante bilinear

YTy, (2.34)

cujo comportamento sob transformagdes de Lorentz € bem definido (veja por exemplo a referéncia
(WACHTER, [2010)), permitindo classificar '™ com respeito a esse comportamento (vide
Apéndice|E.2.4). Isso leva entdo a um elemento escalar I'(®), quatro elementos vetoriais I'("), seis

elementos tensoriais '™, quatro elementos pseudovetoriais I'), e um elemento pseudoescalar
(P, dispostos na Tabelal1]
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Tabela 1 — Elementos da base do espaco das matrizes 4 x4.

Notacgdo n° Forma explicita
r =1 1 1
V) = ¢ 7,94, 9%, 48

4
R T e T i G A A e e T M
D =qty® 4 iy, in0y 9 in 2 iyt

[P = ~5 1 iy l23

Fonte: Wachter, A. Relativistic Quantum Mechanics

2.3 A EQUACAO DE DIRAC COM INTERACOES

A equagdo de Dirac expressa por (2.1)) governa a evolu¢do de um férmion livre, i.e., na
auséncia de qualquer forma de interacdo. E possivel incluir um termo de interagdo na equacdo

via uma matriz potencial de interacdo V, representando uma interagdo genérica

(7P —m — V)T = 0. (2.35)

2.3.1 A conservac¢ao da probabilidade com uma interacao mais geral possivel

Assim como na se¢do [2.1.2] € necessario que a equacdo (2.35) possa ser associada a uma
quadricorrente conservada, i.e., que obedeca equagio semelhante a (2.18). Devemos entdo verifi-
car quais condicdes devem ser impostas sobre ) para que ocorra a conservacao da probabilidade.
As condigoes podem ser verificadas realizando o mesmo procedimento feito na segao [2.1.2}
multiplicando a equagao por ¥ pela esquerda, obtemos

Uyip, U — mb¥ — UPY = (. (2.36)

Analogamente a equacdo (2.13)), mas ja usando a relagio imposta (2.17), temos a equagdo de

Dirac conjugada hermitiana com interacao

U +mU + UA VTR0 = 0. (2.37)
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Multiplicando (2.37)) por ¥ pela direita

(p V)T + mUW + U~ V00 = 0. (2.38)

Somando (2.36)) e (2.38), jd explicitando o operador p,,, teremos

i‘I"YM(au\II) +1 (0,}1’) Y+ \IJ(’YOVT’YO —V)¥ =0, (2.39)

ou seja,

0, (UNMT) = 9, = i0 (7 Vin" — V). (2.40)

Logo, surge a necessidade de impor que V seja hermitiana com respeito a v (CASTRO, [2011)

PV -y =0
(V)" =4, (2.41)

Conhecendo a base exposta na Tabela [ e a restri¢ao (2.41)), podemos construir a matriz

potencial de interacdo mais geral possivel

V=844, + " T, + " AP + iy S0P (2.42)

em que S é um potencial escalar, A, ¢ um potencial vetorial, 7},, € um potencial tensorial, ALP)
é um potencial pseudovetorial, e S”) é um potencial pseudoescalar. Todos os potenciais sio

reais, surgindo no caso do potencial pseudoescalar a necessidade da unidade imaginéria : em

(2.42) para nao violar a condigao (2.41).

2.4 A REPRESENTACAO DE DIRAC

Existem diversos conjuntos de matrizes relacionadas por transformagdes unitdrias, as chama-

das representacdes, que satisfazem tanto a dlgebra de Clifford quanto a propriedade (2.17). Ao



25

longo deste trabalho, serd utilizada a representacdo de Dirac, também chamada de representacio

12 0 0 o
0_ 4= 7 2.43
ee(v ) (07 2

em que 1, é a matriz identidade 2x2, v = (v!',72,73) e ¢ = (01, 09,03) (vide Apéndice

padrao

[A). Nesta representacdo, as componentes inferiores do espinor sao suprimidas em relaco as

componentes superiores no limite nio-relativistico, e a matriz +° possui a forma

. (0 1,
- . 2.44
! <12 0) (249
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3 A FORMULACAO FEYNMAN-GELL-MANN DA EQUACAO DE DIRAC

Segundo Feynman e Gell-Mann, de fato sdo necessarias duas componentes para abrigar os
dois possiveis estados de spin de uma particula de spin 1/2, e mais duas para os dois possiveis
sinais de energia (FEYNMAN; GELL-MANN; 1958). Porém, a equacdo de Klein-Gordon tem
apenas uma componente, embora também precise abrigar os dois possiveis sinais de energia. Em
vez de ter duas componentes, esses possiveis sinais da energia sao abrigados em uma equagio
diferencial de segunda ordem no tempo (veja Apéndice para a demonstragao).

E possivel transformar a equacio de Klein-Gordon, entretanto, em uma equagéo de primeira
ordem no tempo, ao custo de a fun¢do de onda se tornar um objeto de duas componentes em que
cada uma abrange um dos dois sinais de energia possiveis. Isso pode ser feito para a equacao

com uma intera¢do vetorial minimamente acoplada

[(p" — qA")(p — qA,) — mP]p =0, 3.1)

definindo duas novas fungdes ¢ e , tal que (WACHTER, [2010)

»=p+x (3.2)

0
G@—QM)¢=mw—x> (3.3)

Expandindo a primeira parcela de (3.1)) e separando a parte temporal do restante, obtemos

2
<z’% — qu> ¢=[(p—qA)?+m?] ¢=0. (3.4)

Recorrendo a (3.3), construimos

(i% — qAO) m(e—x) = [(p—qA)’ +m*] ¢

(’i% - qAO) (p—x) = F(p —qAP? +m| ¢. (3.5)

m

Substituindo (3.2) em (3.3) obtemos a seguinte expressao
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(i% - qAO) (o +x) =m(p —x) (3.6)

A soma e a subtracao das equacdes (3.5) e produzird duas equacdes de primeira ordem
no tempo acopladas

Op 1

o . 2 0
iy = —Qm(p qA)* (¢ +x) + (m+qA%)p (3.7)
X L A (ot ) — (m— g% (3.8)
5 = o P aA) (et x qA”)x. :

Definindo

12
U = , (3.9)
X
obtemos a equacdo matricial
(p— qA) + (m + gA) L (p—qay
0¥ 2m 2m

_ — 0A)? _ —agA)? — — gA°
5, (P —4A) 5 (P = qA)” = (m —qAY)

Esta intricada matriz pode ser escrita de forma mais elegante dispondo das matrizes de Pauli
(A.1)) e da matriz identidade 2x 2, visto que estas formam uma base do espaco das matrizes 2x2.

Teremos finalmente]

8\11 . iOQ —|— 03

oY _ B 2 0
i3 5 (p—qA)* +o3m+eA”| V. (3.11)

Dessa observacao podemos inferir a possibilidade de se realizar o processo inverso para a
equacdo de Dirac, i.e., reduzir o nimero de componentes necessarias para duas ao dispéndio de
aumentar o grau de equagdo a que elas obedecem. E ainda temos que garantir que a positividade
da densidade de probabilidade seja mantida, diferentemente da equacido de Klein-Gordon.
Feynman declarou explicitamente uma predisposi¢ao por tal formulacdo da equacao de Dirac
(FEYNMAN; GELL-MANN, |1958), que hoje é conhecida como formulacdo Feynman—Gell-

Mann. Veremos que, por ser de segunda ordem nas coordenadas espaciais, esta formulagdo

' Para uma discussio pormenorizada desse procedimento, vide (FESHBACH; VILLARS| |1958))
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também apresentard a vantagem de permitir o mapeamento das equacdes diferenciais parciais no
espaco em sistemas descritos pela teoria de Schrodinger. Neste capitulo, exploraremos entdo a
possibilidade de se obter o espinor de Dirac ¥ em termos de um espinor de duas componentes
que obedece uma equacado de segunda ordem, mas o faremos de forma nada semelhante ao
feito acima para a equacao de Klein-Gordon, pois disporemos do operador quiralidade e suas

convenientes propriedades.

3.1 AUTOESTADOS DO OPERADOR QUIRALIDADE

Para obtencdo da formulagio de segunda ordem, nossa protagonista serd a matriz v°, cujas
propriedades foram estudadas na se¢do[2.2.1] Em primeiro lugar, analisemos os autoestados de
~®. Para tanto, escrevemos a equacio de autovalor com o par caracteristico (A, UV))

AT = T (3.12)
tal que os autovalores A podem facilmente ser obtidos explorando a propriedade (2.27). Multipli-

cando a equacdo (3.12)) por v°, obtemos

(75)2\11()\) — )\75@()\)

TN = AT
TN = \2gW) (3.13)
logo
M=1 . A==l (3.14)

5 (3.15)
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onde as componentes superior e inferior dW e IV, respectivamente, sdao espinores de duas
componentes. Explicitando a equagdo (3.12) na representacdo de Dirac [vide (2.44)], obtemos

0 1,\ (oW AP
1, 0/ \II()\) AT
(3.16)
&Y 2D
PN B ATV
Concluimos entdo que [TV = A\d™W, ou seja
1%y
g = . (3.17)
AP

3.2 PROJETORES QUIRAIS

A partir do operador quiralidade ~°, podemos definir os chamados projetores quirais (GRANDY,
2012)

B 1+ M\°
2

Py , A==£1, (3.18)

onde ) corresponde justamente aos autovalores de 7°. Os projetores quirais possuem as proprie-

dades comuns a todos os projetores

P} = P, (3.19)
P\P_, =0, (3.20)
Y p=1, (3.21)
A

e de (2.33), deduzimos a propriedade particular
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Pyt = 44P_,. (3.22)

As projecdes quirais de W, definidas como

PU = v (3.23)
sd0 justamente autoestados de ~°, j4 que
V' Py = APy, (3.24)
e logo
PV (RY) = A(PD). (3.25)

3.3 A FORMULACAO FEYNMAN-GELL-MANN

Aplicando P_) na equacdo de Dirac com intera¢io

P_x(v"p,—m—=V)¥ =0, (3.26)

nos atentaremos para a matriz potencial de interagdo (2.42), de onde observaremos que ela pode
ser decomposta em duas partes: uma que anticomuta com ~° e uma que comuta com °, Vyy e

V), respectivamente. Explicitamente

V=V +V, (3.27)

tal que
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Vi =" A, + 7" AL, (3.28)
Vi =8+iy°SP + oM, (3.29)

Da propriedade (3.22)), vemos que os termos Vy} € V| herdam das relagdes (3.28) e (3.29) as

seguintes propriedades com respeito aos projetores quirais Py,
P\Vy =V Py, (3.30)

PV = Vb (3.31)

Substituindo (3.27) em (3.26)), e utilizando as propriedades (3.30) e (3.31)), obtemos

(VMpu - V{})P/\\I/ = (m -+ VH)P_,\\I’
(Y'pu — Vi) ¥ = (m + V) eV, (3.32)

Agora vamos escrever ¥(— em termos de V), o que nos permitird usar a propriedade (3.21))
para obter uma relacio entre W(») e W. Para tanto, é necessario impor uma nova restrigio:
(m + V) deve admitir uma inversa. Com essa restricdo, podemos isolar TN em (3.32)
multiplicando a equagdo por (m + V})) ! pela esquerda

VN = (m o+ V) (7 p — V) I (3.33)

Logo

DU =0 W (V)T (- V) U = 0 (3.34)
A

Rearranjando a equacao, teremos

U= (m+V)) " (¥'pu — Vg +m+ V) e, (3.35)

Substituimos (3.35) na equacio (2.35) para obter uma equacio de segunda ordem para WV,
Concluimos entiio que as projecdes quirais de ¥, autoestados de °, sdo justamente os espinores
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que obedecem a equacao de segunda ordem

OvWM =, (3.36)

onde

O =(y"pu— Vg —m =V (m+Vy) " (¥'p. — Vg +m+ V). (3.37)

A equacdo (3.36) € a equagdo de Feynman—Gell-Mann para uma intera¢do mais geral possivel.
Essa equacdo € uma generalizacdo da equagdo obtida por Feynman e Gell-Mann, que exploraram
apenas uma interacdo vetorial minimamente acoplada (FEYNMAN; GELL-MANN;, 1958)), e por
Brown, que além dessa também incluiu interagdes pseudovetoriais (BROWN, 1958). Além disso,
a dedugdo apresentada aqui também constitui uma justificag¢do, visto que Feynman e Gell-Mann
ndo demonstram e ndo motivam a origem da relacdo (3.35), que € o ponto de partida deles,
tomando-a apenas como um pressuposto dispositivo para aumentar a ordem da equagdo de Dirac.
Deve-se observar que, exceto pelas parcelas que envolvem V), a equacao de Feynman—Gell-Mann
se reduz a equagado de Klein-Gordon. De fato, na auséncia de interacdes, a dinamica do férmion
de spin 1/2 sera idéntica aquela do bdson de spin 0, em virtude de ambos obedecerem a relagao
energia-momento relativistica (E.4)).

A nova equacao € de segunda ordem, implicando na duplicidade do nimero de solucgdes.
Porém, os autoestados de v° possuem apenas duas componentes independentes, de forma que
ainda possufmos no total quatro componentes independentes. Contudo, sera mostrado que &
e (- obedecem uma mesma equacio que possui A como parimetro, de maneira que basta
resolvé-la para algum deles, e pela troca do sinal A — — ), é imediatamente obtido o outro.

Por meio da relagcdo , podemos escrever ¥ em termos de (V)

O 1 (=N
U =
)\(cp(k) — q;(f/\))

) (3.38)

e de (2.20) podemos deduzir a densidade de probabilidade e a densidade de corrente de probabi-

lidade em termos de &™)

p=2 Z @(A)TQ)(A)’
A

(3.39)
J=2 § APNTgd)
A
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3.4 A INTERACAO ANTICOMUTANTE COM ~° NA FORMULACAO FEYNMAN-GELL-
MANN

O foco principal deste trabalho serd a forma de interagdo vetorial acoplada minimamente,
em virtude desta possuir um mais amplo emprego na Fisica. Antes de nos restringirmos es-
pecificamente a esse grupo de interacdes, € instrutivo desenvolvermos o operador O além da

forma exposta em ((3.37)) para o conjunto maior de intera¢des que anticomutam com 7, (3.28)),
visto que o que serd desenvolvido a seguir pode, até certo ponto, ser adaptado para a interacao

pseudovetorial.

Fazendo V|; = 0 em || temos

1
Yo, — Vg +m). (3.40)

O="'p.—Vy — m)g(

Logo, rearranjando e expandindo o operador

mO = 9" pupy +'pum — ' pVy — mytp, — m? +mVy =V pu + Vi
=Y by — V'V —m® = Vo, + V)
= Y'Y pupy — m® + Vi — (Y'pu Vi + V) (3.41)

Reescrevendo a primeira parcela de (3.41)) usando a relagdo (2.8), conseguimos

Yy Pupy = 9" pupy — 10" pup,
= pl'py — i pup,. (3.42)

Explorando a troca de indices e a antissimetria de o*”

(3.43)

podemos mostrar que
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Ulwpupu = Uyupzzp,u

= Uyup,upu
= —oc"pup . pup, =0. (3.44)
Logo
mO = ph'p, —m* + Vf} — (P Vg + V' ou) (3.45)
e a equagdo (3.36) torna-se
[Py —m® + V3 — (v"pVg + Vr'pu)] ¥V = 0. (3.46)

Essa equacdo € valida para uma combinacdo linear arbitraria das interacdes vetoriais e pseudove-

toriais.

3.4.1 O potencial eletromagnético na formulacio Feynman-Gell-Mann

A partir de agora, nos debrugaremos especificamente na interagdo vetorial, tal que Vg =
qy"A,, onde ¢ é a carga elétrica da particula, e o quadripotencial A* é constituido de uma
componente temporal A° e de trés componentes espaciais A, i.e., A* = (A%, A), que sdo

definidas por intermédio das relacdes

E_—VAO—%—‘? , B=VxA, (3.47)

onde E e B representam os campos elétrico e magnético, respectivamente. Existe uma liberdade
de escolha sobre A° e A que mantém a forma dos campos elétrico e magnético intactas, chamada

liberdade de gauge. Convém fixar uma das escolhas possiveis, e escolheremos o gauge de
LorenZ?]

9, A" = 0. (3.48)

Logo, desenvolvendo (3.46) e dispondo da relacao (2.9)

2 Costuma-se chamar erroneamente essa fixacdo de gauge de Lorentz (JACKSON; OKUN, 2001}).
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[Py = m® + Py AL A, — (7 apu Ay + "y Apy)] B = 0
[P — Mm% + (P AA, — Ay — qAup,)] T =0
[P — m? + (¢ — ic" ) (¢ Ay Ay — qpuAy — qAup,)] TV =0

[P"py — m* + 9" (¢ AuAL — qp AL — qAupy)
+igot (pu A, + Aupy) — iq2a””AuA,,} v = 0. (3.49)

A primeira e a terceira parcelas de (3.49) podem ser compactadas na forma

(p" — qA")(p — qAL) = P"pu + 9" (P ALAL — ap Ay — qADy). (3.50)

Busquemos agora simplificar a quarta parcela, explicitando o operador p,,

iqgo" (p A, + Aup,,)\ll()‘) = —qo"(0,A, + Au&,)\D(A)
= —qa“”(@MAV)\I/(’\) — qUWA,,GM\If(A) — qa"”Au&,\IJ(}‘). (3.51)

Manipulando (3.51)) com (3.43), obtemos

iqgo" (p A, + Aup,,)\lf()‘) = —qa””(@HA,,)‘II(’\) — qa‘“’A,ﬁ“\If(A) + qa"”A,,(?“\Il(’\)
_ —qUW@“Au)\I’(A)- (3.52)

Empregando mais uma vez (3.43), podemos escrever (3.52) em termos do tensor eletromagnético

Fo =0,A, — 0,4, = : (3.53)

tal que
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iqo™ (DA, + Aupy) = —g(o’“’ﬁuA,, + oM, A,)
= Loy A, — od,A,)
~ 9 [ v

- —ga‘“’(auAl, —9,4,)

- _ggw Fo. (3.54)

Assim como (3.44)), a ultima parcela de (3.49) serd nula. Finalmente, a equagdo (3.49) se reduzird

a

[(p“ — qA") (py — qA,) —m? — ga"”F,w o™ =, (3.55)

que € a equacdo de Feynman—Gell-Mann original. Desenvolvendo a tltima parcela, entendemos
que esta representa o acoplamento do campo eletromagnético com o spin (vide Apéndice[E.2.2)),

visto que

q iq
—50" Fuw = =5 1" E+9' (= Ex) +7°(=B) +7(B,)]

7V’ [V(Ey) + 7 (B) +7°(=Bo)] + 2v°[V°(E.) + 7' (= By) +7*(B.)]}

= —%(2707 -E + 29’y E - 2iv*y*B, — 2i7*y' B, — 2iv'v*B)

=—-igX-7"E+¢% B
=¢% (B -1"E)
=2¢S - (B - iv’E). (3.56)

em que X estd relacionado com o operador spin de Dirac pela relacio (E.28). Desenvolvamos
(3.55)) em termos de ™. com uso de (3.56). Basta observar que todas as parcelas envolvem

matrizes diagonais, exceto —ig>. - 75E. Para esta, teremos, conforme (E.30)
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S YE=+"%-FE

12 0 0 o-F
0 o-FE
= . (3.57)
o-E 0
Logo, é de imediata conclusdo que
[(p" — gA*)(p — qA,) — m* + go - (B — i E)| @Y = 0. (3.58)

Restringindo-nos aos casos em que tanto B quanto E independem do tempo, é possivel
separar a equagao nas varidveis temporal e espaciais empregando o mesmo Ansatz comumente

usado na teoria de Schrodinger (D.10). Explicitando as partes temporal e espacial da primeira

parcela de (3.58)

2
[(Z'% - qA0> —(p—qA? —m? +qo- (B —i\E)| dW =0, (3.59)

a separacao de varidveis serd feita ao observar que o espinor de Dirac pode ser fatorado na forma

U(r,t) = p(r)e™™, (3.60)

onde ¢ € a energia do férmion, se os campos elétrico e magnético EZ e B independerem do tempo,
i.e., se as expressdes forem

E=-VA" | B=VxA, (3.61)
tal que A° = A%(r) e A = A(r). Logo, se o espinor de Dirac pode ser fatorado na forma (3.60),

é evidente de (3.17) que @™ também pode

PN = N ()it (3.62)
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A principio, poderia se esperar que ¢ também dependesse de A, visto que ha dependéncia em
®W, Para confirmar a independéncia em ) de &, basta perceber que as projecdes quirais W)

possuem a mesma autoenergia que W. Observe que (3.60) dita que

ov
ZE = 8\11
ov
ZP)\ ot —EP)\\II
BNIRY
j =P, 3.63
-y 3 (3.63)

Vamos expandir a equagdo (3.59)

2
[(z%) - 2qAOz'% + (qA°)? — (p— qA)? —m® + qo - (B —i\E)| dWM =0

[52 —2¢A% + (qA°)? — (p — qA)? —m* + qo - (B — ME)} >Ne—iet — )
(e — gA")? — (p — qA)? —m® + qo - (B — iAE)|p™ = 0. (3.64)

Assim, o espinor de Dirac é

@(/\) + @(—/\) A
v = e, (3.65)

tal que a densidade de probabilidade e de corrente de probabilidade sao independentes do tempo

e dadas por
-2y
A
Z >Vt
A

Embora (3.65) nio esteja escrito explicitamente em termos de um tnico espinor de duas

(3.66)

componentes, é evidente de (3.64) que basta resolver a equagio para ¢V, e por uma simples
troca de sinal A — — )\ obtemos de imediato o outro espinor, de maneira que, em tltima instancia,
a determinacdo do espinor de Dirac depende de resolver apenas uma equagao de segunda ordem

para um espinor de duas componentes, como desejado.
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Observando a equagdo (3.32)), podemos extrair uma relagéo que serd de grande utilidade nas

paginas a seguir. Basta perceber que esta constitui um vinculo entre as duas projecdes quirais.

Desenvolvendo-a em termos de cﬁ(’\), obtemos

@(—A) 4
m e—zat —
A=Y
S5(*/\) ‘
m efzst —
AN
95(_’\)
m
—ApN

Logo, extraimos que

Somando em A

m(pY = V) = —(e = qAM)(BY = 5TV + Ao - (p — g A) (G + 5TV,

(e — qA% +m)(

Concluimos que

/\(550\)

-

@(A)
Y (pu — qA,) e '
ApW)
~° ié—qAO —v-(p—qA)
ot
. ; g50\)
[V0(e = qA°) — v - (p — qA)]
AgX)

_(cay _ T (P—qA)
)_5—qA0+m(

gA’ — Ao - (p — qA)]@'

)\)‘

PV =) = o (p— qA) (Y +27Y).

5O 4 V).

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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3.5 O LIMITE NAO-RELATIVISTICO NA FORMULACAO FEYNMAN-GELL-MANN

Um dos primeiros triunfos da equagdo de Dirac foi que no limite ndo-relativistico, obtém-
se naturalmente a equacdo de Pauli (vide Apéndice [E.2.3). Presumivelmente, a formulagao

Feynman—Gell-Mann deve fornecer resultado andlogo. Tomemos o limite ndo-relativistico

e~m , |gA% <<m , |qA|l<<m , |o-(p—qA)| <<m. (3.72)

na equagio (3.64)
[£2 —m? — 2eqA° 4 (qA°)? — (p — qA)* + qo - (B —iAE)|pgW™ =0
(e +m)(e —m) — 2eqA° + (¢A°)? — (p — qA)? + qo - (B — i AE)|pW™ =0
[2m(e —m) — 2mqA° + (qA°)? — (p — qA)? + qo - (B —iAE)|g™ =0.  (3.73)

Ay

Dispondo da defini¢do de energia néo relativistica (E.57), temos

[2meME — 2mgA°® + (¢A")? — (p — qA)? + qo - (B —iAE)|pW = 0. (3.74)

Rearranjando a equacao para uma forma mais familiar

eNBGN — L(p —qA)* +qA" + w - Lo Bt+id-Lo E o™, (3.75)

2m 2m 2m 2m
De (3.65)), se espera que »V) obedeca a equacio de Pauli no limite nido-relativistico (vide
Apéndice [E). Matematicamente, o limite ndo-relativistico € descrito pelo limite ¢ — co. Porém,
podemos escolher como nos convir até qual ordem da poténcia de 1/¢ iremos considerar como
ndo nula. A equacgdo de Pauli € uma aproximacao de primeira ordem, ou seja, termos cuja
poténcia de 1/c sdo maiores que 1 sdo desprezadas. Momentaneamente, iremos deixar de utilizar

as unidades naturais, de maneira que 5 e c serdo explicitados. Logo, a equacio (3.75)) serd

1 AY)? h h
vego) | L Ty g0 AT R g Mgl (376
2m c 2mce?  2me 2mc?
E evidente que podemos desprezar as terceira e tltima parcelas do segundo membro em uma

aproximagdo ndo-relativistica mantendo apenas termos de primeira ordem. Logo, retornando
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para as unidades naturais, o limite ndo-relativistico de primeira ordem da equagdo de Feynman—

Gell-Mann sera

|
VRGN = | (p— qA)? +qA° — Lo B|pW, (3.77)
2m 2m

3.6 REVISITANDO A PARTICULA LIVRE COM A FORMULACAO FEYNMAN-GELL-
MANN

E instrutivo abordar pela formulacdo de Feynman—Gell-Mann a particula livre de qualquer

interagdo. Para esta, a equacgdo (3.64) se reduz, como esperado, para a equacao de Pauli

(e2 —m? —pHpWM =0, (3.78)

cuja soluciio é PNV = ¢MePT onde ¢ é um espinor de duas componentes constantes
indeterminadas. Como ambos 0s espinores sio iguais, ndo € necessario explicitar o sobrescrito \.

Vejamos como ficard a densidade de probabilidade dada por (3.66)

p=4¢'¢. (3.79)

Para classificar os estados da particula livre e determinar ¢, podemos observar que um niimero
quantico util € a helicidade, definida como autovalor da projegio do operador helicidade (E.47).
Vamos supor que o elétron se propaga no sentido positivo do eixo z, tal que p = (0,0, |p|). Logo

1 03 O
Ag == (3.80)
2
0 O3
cujos autovalores sdo s = 4-1. Portanto, os autoestados ¢, serao
Os = Xs (3.81)

Obviamente, a particula também sera autoestado do operador momento
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PPipjs = |P| Plpls (3.82)
Por fim, normalizando 95|(;|)s’ temos que

~(A) _ 1 ei|p\z (3 83)

Pipls — 2Xs . .

Logo, dispondo de (3.71)), as autosolugdes (3.65)) serdo

U, pls = e~ i(et=lpl=), (3.84)

3.7 COMENTARIO SOBRE O ARTIGO “THEORY OF THE FERMI INTERACTION”

E vilido comentar algumas diferencas importantes na abordagem que foi tomada neste
trabalho em relacdo ao artigo de Feynman e Gell-Mann que o motiva, intitulado “Theory of the
Fermi Interaction” (FEYNMAN; GELL-MANN| 1958)).

N3ao ¢ discutido pelos autores supracitados a origem da relagdo que permite obter uma
equacgdo de segunda ordem, i.e., a equacao , onde V = v#A,, (os autores tratam A, como
a energia potencial, enquanto neste trabalho a energia potencial é dada por gA,,). Ela € apenas
inserida como um dispositivo capaz de gerar uma equacgdo de segunda ordem. Para lidar com
a duplicidade no nimero de solugdes, eles também exploram a matriz v° ao observar que esta
comuta com o operador de segunda ordem, e possui uma redundéncif] nas componentes dos
autoestados (vide (3.17)).

Ademais, € dito pelos autores mencionados nos paragrafos precedentes: “We may select, say,
the first set”, i.e., que pode-se pegar um dos dois possiveis autoestados de 7°, e em seguida,
¢ afirmado: “Then we can put the solutions ...into one-to-one correspondence with the Dirac
equation'ﬂ De fato isso € possivel, bastando resolver a equacdo para a componente do
autoestado escolhidﬂ e colocando a solu¢do na relacdo para obter o espinor original

E usada pelos autores uma definicdo diferente de v°, embora os autoestados possuam a mesma redundéncia.
O que eles chamam de solu¢des correspondem neste trabalho a UM,
E escolhido o autoestado de v® cuja forma equivale ao autoestado com autovalor -1 na nossa defini¢io.

4
5
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1 [le—qA° +0o-(p—qA)+m]®
v L , (3.85)
" \[e—qA°+ o (p—qA) —m|d

onde ® € o espinor de duas componentes que compde o autoestado escolhido de 7.
Nao ¢ discutido a normalizacdo de W em termos de ®, mas é de facil observagao que isso

poderia levar a um cdlculo muito dificil, dada a forma da densidade de probabilidade

2
vy = ﬁ@T{k—QAO—FU"(p—qA)]2+m2}(D‘ (3.86)

Neste trabalho, assim como em Brown (BROWN] [1958) — embora nossos métodos nao
sejam os mesmos —, sdo usados ambos os autoestados de +°, que sdo as projecdes quirais de ¥,
de forma que o espinor de Dirac (3.65) possui uma forma muito mais conveniente. Finalmente,
outra vantagem da forma usada neste trabalho € que a aproximag¢do nado-relativistica do espinor
pode ser obtido de forma muito mais simples, como demonstrado na se¢do (3.5, dado que
a componente superior, que prevalece no limite ndo-relativistico, é expressa de forma direta,

diferente de (3.83)), em que ainda ha derivadas a serem tomadas.

3.8 CONSIDERACOES SOBRE O USO DA FORMULACAO FEYNMAN-GELL-MANN
EM UM MUNDO COM 2+1 DIMENSOES

Em 3+1 dimensdes, o espinor de Dirac possui quatro componentes € a matriz potencial de
interagdo mais geral possivel é dada por (2.42). J4 o mundo com 2+1 dimensdes é muito diferente:
o espinor de Dirac possui duas componentes e hd apenas quatro matrizes 2x2 linearmente
independentes, que formam estruturas escalares e vetoriais, de maneira que a interacao mais

geral possivel serd

V=S +q A, (3.87)

tal que as matrizes y* podem ser representadas por matrizes 2x2, e a matriz identidade junto das
trés matrizes de Pauli constituem uma base para este espaco vetorial. Ademais, elas satisfazem a
algebra {y*, "} = 2¢g"'1s, u =0,1,2.

Adequar os conhecimentos no mundo em 3+1 dimensdes para o mundo em 2+1 dimensdes

pode ser perigoso. Em 1978, de Vega salientou que o spin de um férmion em um espago-tempo
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com 2+1 dimensdes nao € um grau de liberdade independente e que o estado quantico pode ser
completamente especificado pelo momento linear e sinal da energia (VEGA, |1978). Ademais, as

matrizes v* possuem duas representacdoes ndo-equivalentes

70 =03 , 71 = 0301 , 72 = 50302, (3.83)
emque s = 1.

Em trés recentes trabalhos (OLIVEIRA; BORGES; SOUSA, 2019; OLIVEIRA; MALUF;
ALMEIDA| 2019; OLIVEIRA et al., 2020), em que os autores se propdem a estudar sistemas
envolvendo massas dependentes da posi¢do, sdo construidos dois projetores, “left-handed” e

“right-handed”, P, e Pg, respectivamente, definidos como

(3.89)

que claramente sdo o que neste trabalho chamamos de projetores quirais (3.18). Contudo, eles
definem 7° = o4, o que leva a um problema fatal: a propriedade ndo € mais valida, e ela é
fulcral para a obtencdo da equagdo de segunda ordem. Este fato ndo foi percebido pelos autores,
que prosseguiram o desenvolvimento tomando-a como verdadeira. Eles em seguida incorrem
em um segundo erro ao obter a equacio para a projecio PV = Wy (equivalente a U(*) neste
trabalho)

[Vpu — m(r)][y*pu + m(r)|¥r = 0, (3.90)

em vez de

(Y'p, —m(r)] mzr) Y'pu +m(r)|¥r = 0. (3.91)

A incorregdo em (3.90) consiste em os autores ndo terem considerado a atua¢do do operador
momento — que € derivativa— em 1/m(r). Isso estd em flagrante contradi¢do com o que os

3

préprios autores afirmam no inicio de um destes trabalhos, ipsis litteris: “...the mass m(r) is
an operator, it does not commute more with the moment operator...” (OLIVEIRA; BORGES;
SOUSA, 2019).

Ademais, a equacdo quadratica leva a uma duplicidade no nimero de solu¢des, mas os
autores ndo discutem como se livrar das componentes espurias. Também nao sdo discutidas
as duas representacdes ndo-equivalentes, e os autores escolhem uma delas sem justificativas.

Deve-se ressaltar também que os autores ndo se sustentam no trabalho de Feynman e Gell-Mann
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— Ou a0 menos nao o citam.

A critica aqui exposta estd publicada sob os titulos Comment on ‘Energy Spectrum of a
Dirac Particle with Position-Dependent Mass Under the Influence of the Aharonov-Casher Effect’
(MENDROT; CASTRO, [2021) e Comment on ‘The relativistic Aharonov-Bohm-Coulomb system

with position-dependent mass’ (MENDROT; CASTRO| 2020), ambas nas respectivas revistas de
publicagdo dos trabalhos criticados.
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4 SOLUCOES ANALITICAS DA EQUACAO DE DIRAC VIA FORMULACAO
FEYNMAN-GELL-MANN

A busca por solugdes analiticas da equacao de Dirac possui uma importancia tedrica auto-
evidente, uma vez que elas fornecem a descri¢do mais elementar que nossos conhecimentos
permitem obter acerca de férmions de spin 1/2. Além disso, elas também sdo de vital importancia
para obter as correcdes relativisticas de maior ordem para a teoria nao-relativistica.

Neste capitulo serd mostrado como a formulacao Feynman—Gell-Mann desenvolvida no
capitulo precedente permite obter equacdes que podem ser mapeadas em equagdes ja conhecidas
da teoria de Schrodinger (vide referéncias (AUVIL; BROWN, [1978; ILAM, |1970; ITZY KSON;
/ZUBER| [1980) para exemplos disso), fornecendo solu¢des analiticas que permitem construir
completamente o espinor de Dirac original. Isso serd realizado para sistemas cujas simetrias

tornam conveniente usar sistemas de coordenadas curvilineas.

4.1 SISTEMAS CILINDRICAMENTE SIMETRICOS

O nosso caso de interesse serd o de sistemas cuja expressao das equagdes no sistema de coor-
denadas cilindricas (r,0,z) é mais vantajoso, devido as simetrias (veja Apéndice [B). Imporemos
entdo algumas restricdes as formas dos potenciais A* de forma a obter equagdes radiais passiveis
de solugdo analitica.

Chamando o operador da equacgdo de QW, vamos em primeiro lugar converté-lo para
coordenadas cilindricas, e expandir os operadores diferenciais, lembrando que da independéncia
da forma dos campos no tempo, o gauge de Lorenz (3.48) se reduz ao gauge de Coulomb

V-A=0

0? 10 1 0? 0? 0 10 0
N = 4 -2 -2 = 9l A= A= A
Q 8r2+r8r+7’2892+822 Zq( T8T+ O + A z)

emque £ =7F, + éE@ + I;iEZ e B=7rB,+ éBg + I%BZ possuem a forma
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4.2)

(104, 0A)\ s (0A, 0AL\ . 1[0(rAy) 0A,
B_T(Fae _W)+0(82_8r)+k;{ or _69]

4.1.1 Momento linear conservado na direcao 2

A primeira restricdo serd que o movimento da particula deve ser livre na direcao z. Fisica-
mente, isso significa que ndo ha qualquer aceleracio nessa direcdo, ou seja, a componente na
direcdo z do momento linear é conservada. Em termos do espinor de Dirac, isso reflete em que
ele deva ser autoestado simultaneo de Q™) e da componente = do operador momento linear p, o
que em ultima instancia permite realizar uma separacdo de varidveis da equagdo. Para o espinor

ser autoestado de p,, € necessario que

(., QM) = 0. (4.3)

Basta observar (4.1) para perceber que isto s6 € satisfeito se os potenciais A° e A independerem

de z. Isto reduz E e B para

0AY  10A°
E=—%——60-——
"or r 00’
4.4)
10A, -0A, ~1[0(rds) 0A,
B=m"%% "% +k?[ or 90|’
e o gauge de Coulomb se reduz para
8(7’AT) aAg
= 0. 4.5
or 08 ()
Com essas condigdes, a equacao (3.64) pode ser separada usando o Ansatz
GV(r,6,2) = ;) (r,0)e*, (4.6)

em que ¢ € autoestado da componente z do operador momento linear p, assim como procedemos

para separar o tempo em (3.62). Isso transforma a equag@o (3.64)) para



48

Qe =0, @.7)
onde o operador (4.1)), se torna
2 2
o 0 19 10 , 0 10 5
=+ -+ === —2iq | A=+ Ag——= +iAk, | — k
O =2 o Trege H\ Mg T gt i 4.8)

+ (e = qA")? = (¢A)? —=m® + qo - (B —i)\E),

e as densidades de probabilidade e de corrente de probabilidade serdo, respectivamente

AT A (A
p=2> e,
A
(4.9)
(A ~A(A
J =2 Z /\gol(gzﬁagofﬁz).
A

4.1.2 Potenciais axialmente simétricos

Uma outra restricdo que poderia simplificar significativamente a equagdo € supor que o
potencial seja axialmente simétrico, i.e., A° = A%(r) e A = A(r), que reduz os campos E ¢ B

para

dA° dA - Ld(rAy)
E— —»r— B =-6 k-
r dr dr + rodr

(4.10)

onde vemos que A, ndo contribui mais para a forma dos campos, e o gauge fixado o define de

forma univoca, a menos de uma constante

=0 . A= (4.11)

C
-
Como A, ndo possui significado fisico, todos os termos de (4.8)) que o envolvem podem ser
eliminados da equagao. Isto poderia ser feito simplesmente fazendo C' = 0 em (4.11)), mas ha
uma forma mais elegante de mostrar que se os campos independem de A, a equagdo para ¢\
g q 1Y P r» @ €qUacao para ¢,
também independerd, tornando evidente que este termo ndo interfere no valor das observaveis.

Isso pode ser mostrado com a seguinte transformacao
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P (r,0) = o) (r,0)e'1C 07 (4.12)

Substituindo em lb obtemos que o espinor 9012) obedece a equacdo que gb,(s) obedeceria se
A, =0,ie.,

w_ 0 10 10 o (410 R

Q. =52 T ot o 2iq A9r80+ZAzkz k?
+ (e — ¢A")? — (qAp)* — (qA)* —m? +qo - (B — i\E).

(4.13)

Desta forma, as densidades de probabilidade e de corrente de probabilidade serdo, respectiva-

mente

A A
p=2> oo,
A
(4.14)
A A
J =2 Z /\gol(fz”agpggz).
A

4.1.3 Autoestados da componente z do momento angular total

E conveniente representar as parcelas que envolvem derivadas com respeito a  em termos
da componente na dire¢do z do momento angular L, (B.T5). Podemos também unir parte das
parcelas que envolvem k. e A, em um quadrado perfeito. Logo, (4.13)) se converte em

A N N VI A%)? — (qAg)? — (k. — qA.)?
k=g T o, T ket 2040 Lo+ (€ — qAT)” — (qAo)” — (k: — qAs)
—m*+qo - (B —i\E).

(4.15)

Analisemos as relacdes de comutacio entre Q,(ﬂé) e as componentes na direcdo z dos operado-
res momento angular L, e momento angular de spin s,. Comecemos por L,. Como os potenciais
sdo radiais, basta avaliar se este comuta ou ndo com a ultima parcela de . Nos atentando
para a forma dos campos E e B dadas por (4.10), dispondo da propriedade (A.6) das matrizes
de Pauli e do operador spin (A.10), obtemos (vide Apéndice [B])
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[L,,o0-B—i\o-E|=[L,,00Bg+0,B, —i)\o,E,]
= [L,,09|By + [L.,0,]B, —i\[L,,0,]|E,. (4.16)

Utilizando (B.19)), (B.20) e (B.21)) concluimos que

[Lz, Q@)} =1iq (0,Bg + iAoy E,) 4.17)

Analisemos agora o operador s,. Das mesmas consideragdes feitas para L., obtemos

[s,,0 B —i\o - E|=s,,0§Bg+ 0,B, — iAo, E,]
= [8.,09|Bg + [8.,0.]B, —i)\[s,, 0, E, (4.18)

Empregando (A.5), concluimos que

|:Sza Q;(C);)] = —iq(0,By + iAoy E,) . (4.19)

Assim como em (4.17)), a relagdo nos permite avaliar diretamente qual configuragdo
dos campos nos permite obter solu¢des que sao autoestados de s,. Finalmente, logramos um
resultado importante: comparando (#.17) e (#.19), imediatamente observamos que um compensa
o outro, de sorte que para as restri¢des até aqui impostas, a componente na dire¢do z do momento

angular total j, serd uma constante de movimento independente da configura¢do dos campos, i.e.

jo=L.+s. , [0V =0, (4.20)

entdo podemos buscar solu¢des que sao autoestados do operador 7,

1.3
A A R R “2n

em que [ € autovalor de L, (vide Apéndice[B)) e s é autovalor de s, (vide Apéndice[A), e

i, = 0. (4.22)
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As densidades de probabilidade e de corrente de probabilidade, em termos deste espinor, serdo,

respectivamente

p - 2 Z ()Okzn spkz/w

(4.23)
=2 Z )\SOI(:\LTO-QOI@ K*

A forma de j. em (4.20) nos permite propor que ¢y_, pode ser construido a partir dos
autoestados de s, (vide Apéndice[A) e L, (vide Apéndice[B). O operador s, ¢ hermitiano, logo
possui a propriedade de que seus autoestados ;, dados por (A.12), compdem uma base para os
espinores de duas componentes (COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 2005). Como ©,, dado
por (B.I8), é uma fungdo apenas de 6, o processo de construir o espinor a partir dos autoestados
de s, e L, constitui, em dltima instncia, uma separacao de varidveis. Proporemos entdo que

k. seja da forma

FOP (r)04(0)

P, 0) =X BV (ren6) + x FLT(mee) = | . @2
Fy2(r)ei(9)

2K

Aplicando j, no espinor, temos

(L. + SZ)(X“FF](EZAI:F)@Z + XfFlgj;)@l_)

1 -1 _
- (l + 5) A EOP e+ (l - §> x-F e

(1+3) B (e (4.25)

(1— 1) F&7r)en)

zK

jchk n(r 9)

Concluimos que

(4.26)
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E conveniente definir o harmonico cirular espinorial

I () = X3 (6), (4.27)
que possui as propriedades
b = Kh), (4.28)
o h) = h=9), (4.29)
s B
/ BB = G50 (4.30)
0

Logo, o espinor sera

P (r,0) =Y FOD ()h)(0) = S 431)

e a densidade de probabilidade radial, em termos de Fk(;\,f), ser

(4.32)

p=23 3 ‘Fk(:j:) 2
A s

Por conveniéncia, facamos a redefini¢ao

| L[ fPme
() _ M) e ) "
Pin(r,0) = 5= (TR +if 5700 ) = SNCES)
z 2 z z 2 . —
vr VIO me,,

e a densidade de probabilidade radial correspondente €

(4.34)

=5 > |i]
A s

(N

k.k

Recapitulando, temos que ¢, obedece a equagdo

' A partir daqui, ndo serd explicitada a densidade de corrente de probabilidade, por ndo apresentar uma forma

compacta e simples de se escrever, embora ndo seja dificil obté-la.
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2 190 1, 1 0o ) )
2 + Far T_L + QQAQFLZ + (e — qA")" — (qAs)” — (k. — qA.)
(4.35)

—m2+qa-(B—i)\E)]<p,(€’\) =0

2R

Explicitando (4.33)) na equacdo, obteremos as equagdes radiais para fk " ). Fazendo uso de (B.9 ,

obteremos
& e,
ﬁ + E + (8 - qA0>2 - (QA9)2 - (kz - qu)2 - m2
" 7 (A’_)@ 1
k.k kt+3
1\2 p(A+) 1\ £(A+)
1 (H N §> kzk ®’€—l 1 ('L<v - 5) koK @N—%
_7’_2 1\2 . r(A\—) + 2qA9_ 1 (A-)
(K +3) i Oy (k+3)ifil Our
(>‘7_) —1 ()‘»+) ()"_) —1
fk‘zn € 96/{—{-% kok @l{—% szn e 9@){4_1
+qBy ' +qB., + g\E, | =0
ifOPeie, —if>7e, ., —if* e,
z B} » 5

(4.36)

+if _
Percebamos que e @K:F% =0, +1- Logo, como todas as parcelas possuem @,{7% na compo-
nente superior € ©, 1 na componente inferior, estes termos podem ser fatorados da equagdo
2
(.36). Além disso, todas as parcelas possuem um fator ¢ na componente inferior, que também

pode ser fatoradoﬂ Obtemos finalmente uma equacao radial

()
Bt el (A (kg | [
dr? " 4r? ’ T 700
k.x
(=57 D (e =3) £ e
- + 240 N R (4.37)
- +
( %) szﬁ ( %) szn k.k
A A
FH) i
+qB. +g\E, —0.
A — A
_flgzn ) _-flgz.:_)

Podemos agora separar a equacio de duas componentes em duas equagdes de uma componente,

2 Por isso o espinor (4.33)) foi definido com um fator 7 na componente inferior, permitindo a eliminaco total deste

da equacdo.
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e observar que f;” A1) e £ gbedecem equacoes acopladas. Reorganizando os termos de forma

zK

mais conveniente, € observando que eles estdo relacionados com os autovalores de s, temos

2 —
A ) a0t (5= 2) (e - 0% — (g
(4.38)

— (k. — qA.)? + qB.s —m?] £ + q(By + AsE,) £ = 0.

Unindo todo o desenvolvimento aqui até aqui mostrado, o espinor de Dirac (3.65)) serd,

dispondo de (4.6), (4.12), @.21)) e (4.33),

A -2
ok + Pl
] L= e—i(akzﬁt—kzz—thlr)' 4.39
e — qu +m k.k k:zm
Enfim estamos prontos para lidar com sistemas envolvendo campos restritos a configuracao

(@.10), em que os potenciais possuem dependéncia apenas radial.

4.2 CONFIGURACOES ESPECIAIS DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Iremos abordar especificamente uma configuracao de grande interesse em aplicacdes fenome-
noldgicas, e analisaremos dois casos possiveis, buscando solucdes analiticas. Essa configuracdo

serd a dos potenciais

B
A= 2y 22 (4.40)
r 2

em que « e B sdo constantes ndo-negativas. Os demais potenciais sdo nulos. Essa configuragcao

gera 0s campos

E--+# , B=Bk (4.41)
T

Como estamos interessados apenas no movimento planar, tomaremos k., = 0. Logo, a equacio

#@.33) serd
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qBr 2 2eqo
= -5t —m +QB(LZ+O'3>—( ) +

or?2  ror 2 r
(4.42)
L? — (ga)* — i\gao, o)
- r2 P =Y,
enquanto a equacao ({.38) sera

& k(k—s)— (qa)2+25qa _ (gBr 2

dr? r? r 2
(4.43)

A
+4qB (l{ + g) +e% - m2] M) gfé)"_s) = 0.
r

Analisaremos dois casos particulares: aquele em que hd apenas interacdo magnética, ou seja,

fazendo @ = 0 e B # 0 e aquele em que hd interagdo puramenta elétrica, fazendo B = O e

a # 0.

4.2.1 Um férmion imerso em um campo magnético uniforme

O caso do campo magnético B = Bk jé foi explorado na literatura com o uso da formulagao
Feynman-Gell-Mann como um caso particular de campos elétricos e magnéticos uniformes
cruzados (LAM, 1970; STRANGE! 1998) em coordenadas cartesianas utilizando o potencial
At = (—yEs, —yB,0,0). Iremos revisitar tal sistema empregando o sistema de coordenadas
cilindricas, fazendo o = 0 em (#.43). Usamos o gauge axialmente simétrico porque ele permite
se explorar de forma mais conveniente as simetrias do problema. Também sera assumido que
a carga da particula é ¢ > 0, sendo que para se obter o caso ¢ < 0, basta realizar a operacao
conjugacio de carga (vide Apéndice [E.2.3).

De vemos que o termo que envolve A serd nulo, de forma que féA’S) e fé‘“’ obedecerdo
a mesma equagdo. Portanto, podemos suprimir o sobrescrito A, visto que a solucdo servird para

ambos. Temos entdo que

¥ =o. (4.44)

a2 k(k —s) ¢B\* , 2 s
K o M\vee) [ Y (8)* .2 e
02 —i—[ 2 (2) (A o m—l—qB</£+2>

De (.17) e (@.19) vemos que ndo apenas j, ¢ constante de movimento, mas L, e s, individu-
almente também sdo — o que da mesma forma ocorre na equagdo de Pauli para o mesmo sistema
(THALLER| 2005). De (4.20) observamos que basta escolher dois dos trés operadores para

rotular o espinor, visto que assim o outro € automaticamente contemplado. Por conveniéncia,
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escolhamos j, e s,. Como (4.33) ¢ uma superposicao destes dois estados, temos que

5.0 = ggoﬁﬁ s =1, (4.45)
cujas solucdes sao
o) = LR I NG (4.46)
K 2\/; K K ? K 2\/; K K

Em outras palavras, o operador s, “filtra” do espinor (4.33)) a projegdo do spin rotulada por s.

Isto posto, o autoespinor de s, € dado por

1
) (S me, )
e (r,0) = 5—= ; (4.47)
2 1-— _
VIS0, 0)

o0 que nos permite normalizar f(*) e () individualmente, pois a densidade de probabilidade
radial (4.34) serd dada por

‘ 2

1
p=—|£ (4.48)

Se quisermos normalizar ¥ tal que

/ drUT = 1, (4.49)

concluiremos que f,@ deve ser quadrado integrdvel, pois considerando o elemento de volume do
sistema de coordenadas cilindricas 1| , a integral de UM serd

/ Tl = 1. (4.50)
0

Agora voltemos nossas aten¢des mais uma vez para a equagao radial (4.44). Como menci-
onado no inicio deste capitulo, uma das virtudes da formula¢do Feynman—Gell-Mann é gerar
equacodes radiais de segunda ordem, o que nos permite resgatar os conhecimentos obtidos da
teoria nao-relativistica. Particularmente para (4.44)), esta equagdo possui uma forma muito seme-
lhante a equagdo radial para um potencial harmonico singular em coordenadas hiperesféricas da
equacgdo de Schrodinger (NOGUEIRA; CASTRO, [2016)
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#u
dr?

Mw\? 2_1/4 92ME

r2 h2

h

em que M, w sdo pardmetros positivos e S > 0. As autofungdes e suas respectivas autoenergias,

. . ~ 2 ~
considerando a normalizagdo [} dr |U|” < oo, sdo

1 M M

Un.s = Ap g2 exp _ W L;S) ko , (4.52)
2h r h

Ens=hw(2n, +1+8), 4.53)

emquen, = 0,1,2,3,... Logo, como U € quadrado integravel, podemos mapear diretamente as

suas autosolugdes para o nosso problema. Teremos

1
S =1 =rlE—s) (4.54)
Mw\> qB 2
— | =\ = 4.55
(%) - (%) @59
2ME S
=i —m’+qB (r+ 5) , 4.56)
logo, obtemos as solucdes

s B 2 K—2 B

f?&f‘ai = Aglsr)ﬁr%‘f'lﬁ_i‘ewp (_q 4T ) LSL! 2|) (%7,2) (4.57)
(5)2 2 S S

Epp = M +qB(2nr+1—n—§+‘n—§D, (4.58)

e observamos de imediato que, das propriedades dos polindmios de Laguerre (vide Apéndice
, n, é o nimero de nés de f(*). As solucdes obtidas admitem valores positivos e negativos de

energia dados por

= fm B (om 1 n

), (4.59)

que sdo simétricas em relagdo a ¢ = 0.
De (4.58)), podemos distingur quatro casos:
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ny ) 52% , s=+1
1 1 _
ngr)i—mz ny+35—~K , K< —3 , s=+1
B oD
q n, +1 , /12% , s=-—1
\ nr+%—/i , mg—% , s=—1

de onde concluimos que hd infinitos estados que possuem as mesmas energias. Em outras

palavras, ha uma degenerescéncia infinita das autoenergias, tal que

e _ 2 0,1,2,3,... , s=+1
0B "7 (4.61)
q 1, 2, 3, . s S = _1
€
1
nEg T (4.62)

Essa andlise pode ser melhor visualizada na|Figura I|e na|Figura 2|

Figura 1 — Espectro de energia em termos do autovalor do momento angular total para proje¢ao
positiva do spin.

nr=4

nr=3

nr=2

nr=1

nr=0

T T T T T h
-712 -5/2 =312 -1/2 12 312 5/2 712 K

fonte: Producio do préprio autor.
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Figura 2 — Espectro de energia em termos do autovalor do momento angular total para proje¢ao
negativa do spin.

n=0 nr=1 =3

nr=2 nr=3
\H—'—'—F

nr=0

T T T T T T T T i
-712 -5/2 =32 -1/2 112 312 5/2 712 K

fonte: Producdo do préprio autor.

Ha um fato curioso sobre o espectro (4.58): para a projecdo positiva do spin, os niveis de
energia com x > 1/2 estdo mais proximos de € = 0 do que para a outra proje¢do — avaliando
as figuras acima, podemos dizer que ha uma “translagdao” dos pontos de uma projecao relativa a
outra. Para esclarecer esta questdao, devemos analisar a energia relacionada ao momento de dipolo
magnético, o que fica mais claro se tomarmos o limite nao-relativistico do espectro. Teremos
(vide Apéndice [E)

S B 1
enf & g—m@nr +tl-s) , K> (4.63)
€
eNRO o 172 [n - <n - —ﬂ L K< —= (4.64)
" m 2 2

Uma particula de spin 1/2 imersa em um campo magnético sofre um torque pu X B, que
tende a alinhar o momento de dipolo magnético p (vide Apéndice [D.2) ao campo. A energia

relacionada a esse torque € dada pelo autovalor do operador (GRIFFITHS, 2005)

H=-pn-B=-14, (4.65)
m
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ori

o serd

Portanto, a energia orientacional de spin ¢

_ 4B, (4.66)

m

ort
s

As energias fundamentais serao dadas pela soma da contribui¢do da energia orientacional

ori orb

s

€2 e da energia orbital ¢

8NR(S) _ 52” _’_eorb' (467)

Teremos entdo que as energias fundamentais para as duas projegdes de spin com ~ > 1/2 serdo,

respectivamente

(+)
oon =0
(4.68)
NRC) _ 9B
00k m :
Comparando (4.66), (4.67) e (@.68)), concluimos que a energia orbital fundamental é
B
et — 412 (4.69)
m

de maneira que, para a projecao positiva de spin, a energia orientacional compensa a energia
orbital totalizando 0, ao passo que para a projecdo negativa, as quantidades se somam, fazendo
com que a mais baixa energia para essa projecdo seja nao-nula e portanto, mais alta.

Dois fatos notérios do limite ndo-relativistico que devem ser mencionados sdo que o spin
ainda é uma quantidade conservada de maneira que o seu autovalor constitui um bom nimero
quantico. Além disso, as caracteristicas expostas napara k < —1/2 também ocorrem
para o limite ndo-relativisticof|

Ainda tratando do limite ndo-relativistico, podemos tomar a média nas duas projecdes de
spin, para k > 1/2, e obtemos os ja esperados niveis de Landau (STRANGE, |1998)

1\ B
eNR — (n i —) = (4.70)
4 2) m

reproduzindo entdo o comportamento classico.

3 Na referéncia (GOTTFRIED; YAN, 2003) h4a um diagrama semelhante ao exposto aqui, evidenciando essa

caracteristica.
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Agora busquemos normalizar as autofuncdes para obter A,(f)K via li Para resolver as

integrais, faremos a substituicao

B qBT2

x 7
2

4.71)

e usaremos as propriedades dos polindmios de Laguerre generalizados (vide Apéndice [C)), para

obter

o] e8] 2 s 2 2
/ dr | fO.7 = |A®) \2/ dr 25l (1B (=3l (4B
0 nrk nrk 0 9 r 2

K—3 00 s 2
2 2|1—|2|5/ e [L1(1|TK2 ) (x)]
(qB)" "2l o

— |A(S)

nrk

S
R R R )]

= |A(8) (4.72)
nrk (qB)1+|nf% n,!
Logo
(gB) 3]
(e = 51 )12l

Por fim

N(gB)Fl3) . Br2\ (|«:|) (¢B

g = elaB) TR s gy (—q4r )LS' i) (%ﬁ). (4.74)

S s
ot — 2] )1ol3
(n + ‘“ 2’)

Dispondo de (3.71)), podemos finalmente escrever o espinor de Dirac (#.39), tomando C' = 0

(s)

Onrk
() _ —ield) t
\Ijnrn o - (p o QA) (®) (& s (475)
e+m nrh

em que, de (4.33),
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= ) 4.76
Qpnrm \/—fm«n K ( )

Ademais, os nimeros quanticos podem ter os seguintes valores

ny=0,1,2,3, ...
1 3 5

ST R 477

P Ey Ty Ty .77

s = +1.

Como objetivado, fomos capazes de obter o espinor de Dirac apenas calculando um tinico
espinor de duas componentes, o que em Ultima instancia constituiu a busca por uma tnica fungao
radial, que como mencionado no inicio deste capitulo, pdde ser obtida resgatando conhecimentos
da teoria ndo-relativistica.

O espectro obtido estd de acordo com resultados disponiveis na literatura, como pode ser
visto por exemplo na referéncia (STRANGE, |1998) — embora nela se encontre apenas os valores
para k > 1/2. Ademais, é vdlido comentar também que o espectro é 0 mesmo para o sistema
andlogo em 2+1 dimensdes, como pode ser visto na referéncia (THALLER) [1992). A forma
das fungdes radiais é corroborada por outro trabalho (CASTRO; ALBERTO, 2020)), ainda a ser
publicado. O resultado obtido para o espectro, contudo, estd em conflito com outros resultados
difundidos na literatura, como o disponivel na referéncia (GRANDY), 2012). Certamente, o
nosso resultado € favordvel, pois o espectro de energia obtido na referéncia supracitada permite

e? < 0, 0 que é claramente um absurdo.

4.2.2 Um férmion imerso em um campo elétrico radial inversamente quadratico

Analisemos agora o caso particular em que B = 0 e o # 0, e novamente tomemos g > 0.
De (4.17) e (4.19) observamos que nossa solucao nao serd autoestado de L, e s,, de maneira

que ndo hd mais uma conveniéncia especial em escrever o espinor (4.33) em uma base que seja

autoestado destes operadores. Portanto propomos uma nova base para o espinor 90,9)

o005.0) = 5= (FODI + iR

X 1 (0) (4.78)
(A+) A=) f

=57 (FO) 4 a7 f0) ,

em que A & uma combinacdo linear dos harmodnicos circulares espinoriais
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A = p® 4 irMp=e), (4.79)

e (M%) é um pardmetro ainda a ser determinado. A vantagem de se utilizar esta base reside em,

ao avaliarmos a ultima parcela de (#.42)), e convenientemente definirmos o operador

QW = L2 — (qa)? — ilgao,, (4.80)

observarmos que existe um valor para o parametro 7**) que torna /~7J,(f) autoestado de Q™M o que
em ultima instancia constitui a diagonalizacdo de (4.42).

Mas antes, precisamos garantir que nossa solucdo seja autoestado simultineo de Q™ e ;..
Dispondo de (A.6) e (B.19), descobrimos que

[, 5] = [, L] + [, 5]

= —i\qu ([ar, L]+ %[0-7’70'3]>
(4.81)

= —iAqa (iog — i0g)
= 0.

Para descobrirmos o valor adequado para 7%, devemos avaliar a equagio de autovalor

QMR = Wh), (4.82)

. 2
QMR = { [(/@ — g) - (qa)z} - i/\qom'(’\’s)} )

s 5\ 2 IAqo s
+ 7 ){[<ﬁ+2) —(qoz)ﬂ —m}hg )

Comparando e (4.83), devemos igualar ambos os termos entre colchetes com w,

(4.83)

gerando um sistema de equacdes para as varidveis w e 7**). Resolvendo-a, obtemos, em termos

da defini¢do auxiliar
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k= +/K? — (qa)?, (4.84)
que as solugdes sdao dadas por
(+%)
w=|\|K-+ 7
., w==£L (4.85)
~0) i)\sn + Wk
qo
A,8)

E vilido ressaltar que o pardmetro 7(**) satisfaz as convenientes identidades

X)) = 282 (FA8) = (4.86)
) = 757, (4.87)

Poderiamos usar w como nimero quantico, porém isso ndo ¢ muito conveniente, ja que ele
depende de . E mais apropriado utilizar w.
Comparando as componentes do espinor na nova base (4.78|) com a antiga base (4.33)),

podemos aproveitar os célculos ja desenvolvidos em (4.43)). Teremos

flg)\,s) _ f:g)\,s) + Z~S7_()\,—s)J?()\,—s)7 (4.88)

K

de maneira que — considerando que a dltima parcela foi diagonalizada em termos de w —

obtemos, definindo

F(/\)Ef

K

A+ 4 z’r(*’_)f,?’_), (4.89)

K

a seguinte equacao

2 (A (R
Cliw | [2mge  RE+AA) o el py g (4.90)
dr? r 7 i "

tal que 4,0,(4)‘) serd
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R B0

(M) —
i (r,0) = (4.91)
2\/1 T(A,—i—)@,ﬁ_% (0)
e a densidade de probabilidade radial (4.23)) tomard a forma
L[5l (] + ) =02
=—|— EW 4.92
PR 22

A

em que observamos que £V deve ser quadrado integrdvel para permitir a normalizacdo do
autoestado. De (4.92)), surge uma restri¢ao para os valores possiveis de go, dado que a densidade

deve ser real

1
ga < || = qa< 5 (4.93)
Nos atendo novamente a equagdo radial (4.90), observamos que podemos mais uma vez
mapear resultados da teoria ndo-relativistica no nosso problema. Especificamente, a equacao
(4.90) possui a mesma forma que a equagao radial para um potencial de Coulomb singular em
coordenadas hiperesféricas da teoria de Schrodinger (NOGUEIRA; CASTRO, [2016)

(4.94)

2U oMZ S2—1/4 2ME
dr? (_ R2r 2 + h? >U_O’

em que M € um pardmetro positivo, Z < 0 e S > 0. As autofuncdes e suas respectivas

. . . ~ 0 2 ~
autoenergias, considerando a normaliza¢ao fo dr|U]” < o0, sd0

1 T 2r
U,s=DB,srzerp|— L5 , 4.95
= = p[ a(nr—i-%—i-S) i a(nr—i-%—l—S) ( )
h2

E,s=— - 5 (4.96)

2Ma? (n, + 3+ S)

emquen, =0,1,2,3,...e
ﬁ2

- 4.97
a 7 4.97)

Logo, como U € quadrado integrdavel, podemos mapea-la diretamente para o nosso problema.
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Teremos entdo

1
S? — 1= k(K + \w), (4.98)
2MZ
2 T 2ewqQy, (4.99)
OME
= g2 —m?. (4.100)

Pelas condi¢des acima, as energias negativas devem ser excluidas. Por conveniéncia, definamos

At , (4.101)

1
N)\wETLS,Aw)‘i‘—‘f‘ 9

2

logo, obtemos as solucdes

aw) T PO - nO) Ny

. s g Aw
FOw) = g dme ] g (——qo‘i?mr) Al (—2q0‘8"T“‘”r) , (4.102)
Ty

2 m

Snrn/\w = . (4103)

De @.101), distinguimos trés casos

Ny=nP +1+F&

41—k k<3 (4.104)

1
K? — (qa)* < 1 (4.105)
2 1 2 1
K< =+ (qa)” < = (4.106)
4 2
2 1
K] < g 5l = 5. 4.107)
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Analogamente, & > 3 s6 é possivel para |x| > 1/2

1
K — (qa)* > 1 (4.108)
2o | 2 1
kS 2>~ + (qa)” > ~ (4.109)
4 4
1
|k| > 3 (4.110)
Logo, as relacdes (4.104) serdo
Ny =0 41+ /s2 — (qa)?
(-) _ (4.111)
N +l—y/=(g@)? Ikl =5
SRRV O S
Contudo, sabemos de (3.63)) que a energia deve independer de A, e portanto
Nyw = N_xp- (4.112)

Desta relagdo, podemos fazer uma anélise para os estados com |k| = 1/2 e || > 1/2. Nos
debrucaremos primeiro sobre o segundo caso, pois 0 primeiro apresenta alguns problemas que
devem ser discutidos. Igualando a primeira e terceira expressoes de (#.1TT)), obtemos a igualdade

que permite definir 7,

. n,.=0,1,2,3, ... (4.113)

e desta forma teremos (readequando o rétulo de B para se igualar ao de )

~ w - . 2qae, .1
FOw) = pOw) sy, (90l ) posow) 2000 kT >1/2 (4.114
i e P\ wm ) ) Ty 1R o IRl > 172 )
2 m2 _
€nrnzw , N=n,+kK , ’/il > 1/2 4.115)
1+
N2

Para o caso particular |x| = 1/2, ndo é possivel satisfazer a relagio (4.112), e portanto ou o
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estado com A\w = +1, ou com Aw = —1, deve ser nulo. As autofuncdes serdo

FOw g g, (0 92T
n,(«kw)n n?‘w)n (Aw)

ny 4+ 14+ \wk
(4.116)

n (Aw)

_ 2qaE (wy T
1+2 \wk ny K
XL((j\Fw) ) < _) ) |"i‘ :1/2
r n 4+ 1+ Ak

Para determinar qual estado serd nulo, recorreremos ao vinculo entre as projecdes quirais

(3.68). Recapitulando (3.62), (#.6) — fizemos k, = 0 —, {@.12) — tomemos C' = 0 — e @.91),

obtemos

FOw) 4.117)

nrk °

mECM) = g, —

nrk

R(E 4+ Awk) (n+/\w/<;) d]

qor qo dr

Substituindo (#.T16) na expressdo acima e tomando o limite  — 0 obtemos
R+ D(E+ ) (1= 28)! () + 2R + D! sk1 g4)

B 4.118
ik mqa a1 (L4 28)! () — 2 4 1)) NN (4.118)

r

e portanto devemos fazer

B =0 (4.119)

ny 'K

As autofungdes e o espectro serdo — chamemos nffr) de n,, — 1, conforme (4.113]) — dados por

F(f) = B Fexp (—W) L) (M) |kl =1/2 (4.120)
" " n, + kK v n, + kK
m2
= gy 0 NEmEE o Iel=172 (4.121)
1+ 4

Observamos que nao € possivel um estado com \w = +1 e n, = 0, pois desta maneira o
indice inferior do polindmio generalizado de Laguerre seria —1, o que ndo € aceitdvel (vide

Apéndice [C). Desta maneira, devemos impor para ambos os casos tratados

B{P =o. (4.122)
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Unindo a analise de ambos os casos, temos

- w L . 2qae,, kT
F(/\w) — B()\w) %Jﬂq _qagnwﬁr L(2/€+/\w) nrk 4.123
nrk P exrp —nT = m-—(l-’_T)‘w) n. + R ) ( )
m2

e, =———5 , N=n,+F8, (4.124)

L4 (eo)

N2

tal que
B =B", ,=0. (4.125)
E conveniente definir um nimero quintico principal n
1 1

TZETLT+|I£|+§ , n=123 .. |, ]/£|§n—§, (4.126)

que permite escrever N para ambos os casos discutidos como uma tnica expressao

1
N:n—§+/?a—|/<c|. (4.127)

E claro entio que o espectro de energia possui uma degenerescéncia quadrupla, haja vista
que ele depende do |x|, independente do seu sinal, e é insensivel ao sinal ao valor de w.

O limite nao-relativistico com corre¢des relativisticas pode entdo ser obtido de forma seme-
lhante ao do espectro do potencial de Coulomb, i.e., considerando o limite para campos fracos
(qar) << 1/2. Primeiro, devemos tomar a raiz quadrada da expressao — lembrando que

os valores negativos de € estdo excluidos. Obtemos

P L — (4.128)

(qo)?
1+

Em seguida devemos observar que no limite para campos fracos, podemos expandir (4.84),

desprezando termos de ordem maior que (g )?, obtendo

R~ K| [1 IO (qo‘)j , (4.129)
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0 que permite transformar a relagdo para

2 2
Nan L (69) {H (g0) ] (4.130)

Podemos entdo realizar a seguinte expansao para o radicando do denominador da expressao

[N

(4.131)

Como (gar) << 1/2, também é verdade que (ga) << |k|, logo, podemos realizar as expansdes

dos termo entre chaves de (4.131). Rearranjando a equac@o, temos

_ N 1+ 1 + N (4.132)
z(n—ﬁ) |n|(n—§) 8(n_§>

Por fim, reorganizando os termos e dispondo da defini¢do de energia ndo-relativistica (E.S7)),

obtemos as energias ndo-relativisticas e as primeiras correcdes relativisticas

|
4 (n_i) 3 n:1,2,3,...
~ _ () - (4.133)

m 1\ 2 1\ K 4
2(n— = 2(n— = % ]/@|§n—%
2 2

Comparando nossos resultados com a literatura disponivel, o espectro (4.124) estd em

acordo com o espectro de um potencial 1/ restrito ao plano encontrado na referéncia (GUO et
al., [1991), embora as autofun¢des encontradas sejam diferentes. Os autoestados aqui obtidos
sdo certamente favoraveis, pois apds uma minuciosa inspec¢ao dos resultados encontrados na
referéncia supracitada, testando-os na equagao de Dirac, vemos que as autofunc¢des obtidas nao
a satisfazem. Como contra-exemplo, basta verificar o autoestado — na notacdo adotada nesta
referéncia —comn =2,n' =0, |k| =3/2,l=1es=1/2.

O espectro ndo-relativistico também corrobora resultados encontrados na literatura (THAL-
LER, 2005)). Uma caracteristica do espectro obtido é que ele é muito semelhante ao do problema
de Coulomb em 3+1 dimensdes, bastando substituir n — 1/2 por n e |k| por j + 1/2 para obté-lo
(GREINER, 2000).
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Agora busquemos normalizar as autofungdes via (4.92). Para o cason, = 0 e |k| # 1/2,

(@#.125)) nos permite normalizar a autofungdo diretamente. Teremos

2

_ 1 P"v" (|r] + R)} ‘F(—) (4.134)
.

(qar)? O

Portanto, recorrendo as propriedades dos polindmios generalizados de Laguerre expostos no

Apéndice [C] podemos normalizar a fun¢do de onda a unidade. Definindo

2qaen, s
[=——F— 4.135
T (4.135)
teremos
> LU+ R) o [ )2
rdr i 2 "B O =1 (4.136)
/o [1+2R (goy )2 (2%) 0
Finalmente
(=) 2qa 3+h qo
‘BM - (—) . 4.137)
’ ] v 2R sl (6] + F)

Para o caso |k| = 1/2 e n, # 0, (4.125]) também torna possivel a autofuncdo ser diretamente
normalizada. Dispondo de (.135)), calculamos

2
(2n, + 27) ‘Bf;)i — 1. (4.138)

0 |k| (|| + &) (n, + 2R)!
/0 rdrp = 1/2‘

2425 (qa)? (n, — 1)!

Logo

)B

2 nrk r o 1
- ( 99En, " (4.139)

+
ne£1/2| nr_i_/g) /] ( |,€’+,€ \/nr+2/<; N(2n, +2R)

Para os demais casos, F,&;ﬁ? e 13’,5:,2 nao podem ser normalizadas individualmente. Novamente
podemos recorrer ao vinculo entre as projecdes quirais (3.68) para relacionar as constantes de
normalizagdo Bfﬂb e BT(L:,.%. Substituindo a expressao (4.114) em (4.117) e tomando o limite

r — 0 na equacao resultante, obtemos entao
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() — _ (’;;j) ne(n, + 27) B, (4.140)

nrk

0 que nos permite obter a normaliza¢do de ambas as autofungdes. Utilizando (@.135)), teremos

T

(R + K)?n2(n, + 2k)?
472(qa)2 T

(4.141)

2

Nnrk

(o 2 (o)) | B

Portanto, recorrendo 4s propriedades dos polindmios generalizados de Laguerre expostos no

Apéndice [C] podemos normalizar a fun¢do de onda a unidade, i.e.

> |5l (I&] + 7) [ 22k ~Tr [ 1 (2541) 2
/0 rdrp=1= { (q0)? e ), Ldr(Tr)*tFe [Lmil (FT)]

2

(F + k)*n%(n, + 2R)? /°° e Tr (251 9
r - Ldr(Tr)?e~1r [LEF=D (1 B)
+ 472(qa 2T 1+2R ] r(I'r)™e [ Ny ( T)} ’ nek

_ || (|k] + &) (n + E)(n, 4+ 2R) (n, + 28 — 1)!
2R2(qa)* [3+2% (n, — 1)!

x {4R%(qa)® + T%(% + #)%np(n, + 28) } | B

nrk

(4.142)
Logo
‘B(H 2 2R*(qo)* [3+2% (n, —1)!
el k| (JK] 4 ) (0 4 B) (4 28) (0, + 2R — 1)
(4.143)
x 4R2(qa)? + I'2(k + K)?n, (n, + 2R)
e
‘B(_) 2 _ (qa)*(k + &) n, + 2Rn2 gior  (ny — 1)
it 2|kl (|k| + &) n,. + R " (n, + 2k — 1)!
(4.144)

X IR2(qa) - T2 (A + R)2ny (4 28)
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Os cdlculos de normalizacao para os casos particulares efetuados acima estio dispostos na
Tabela 2]

Tabela 2 — Constantes de normalizagdo dos casos particulares de autofuncdes radiais.

n. K| ’Bnm

>0 j:% 0 (2qa5nm n, — 1)!

1+&
nr+/%) 1/‘/@| ‘HH‘H \/nr—l—Z/f ) (2n, + 2R)

1 2aa 2+ —
0 >3 0 ( || ) v (28! k] (|K] + &)

Fonte: Producdo do préprio autor

Dispondo de (3.71)), podemos finalmente escrever o espinor de Dirac (4.39)

(w)

Sonrn
=l oop o | (4.145)
e—qA Y +m"""

em que, de (4.91))

(FTEM + R )) o,

(w) 1 1
Pron(r:0) = (4.146)
2\/F <7(+,+)FTE£U£ + 7—(*#)}%:&”)) @H—i—l (9)
Recapitulando, os ndmeros quanticos sao
n.=0,1,2,3,.
1
mzi—,iiii... 4.147)
27272
w = *x1.

Novamente fomos capazes de calcular o espinor de Dirac calculando um unico espinor de

duas componentes, o que na prética significou calcular uma fun¢io radial, mapeando um sistema
da teoria ndo-relativistica no nosso problema.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS PARA FUTURAS INVESTIGA-
COES

Neste trabalho, propugnamos analisar minuciosamente a formulagdo Feynman—Gell-Mann
da equacao de Dirac para toda a gama de interacdes possiveis. Do estudo da conservacao da
corrente de probabilidade, surgiram restricdes sobre as estruturas possiveis para compor uma
matriz potencial de interagdo mais geral.

Ao fazer consideragdes sobre o fato de a teoria de Klein-Gordon ser de segunda ordem,
percebemos um precedente para a proposicao de uma formulagdo alternativa de segunda ordem
também para a equagdo de Dirac. Em particular, exploramos o caminho em que se faz uso do
operador quiralidade, representado pela matriz +°, que possui a conveniente propriedade de
que seus autoestados possuem uma redundancia nas componentes superior e inferior, o que é
essencial para compensar a duplicidade do nimero de solucdes de uma equacao de segunda
ordem. Construimos entdo os chamados projetores quirais, cujas projecoes sao justamente
os autoestados do operador quiralidade. Mostrou-se conveniente entdo separar as interagdes
possiveis em dois grupos: os potenciais que comutam € 0s que anticomutam com +°, de maneira
que obtivemos a equacdo lograda por Feynman e Gell-Mann como um caso particular de uma
equacao muito mais geral, que permite o tratamento de sistemas além dos que envolvem as
interacdes vetoriais minimamente acopladas. Este belo e sui generis resultado abre um vastissimo
leque de novas possibilidades de investigacao.

Voltamos entdo nossas atengdes as interagdes anticomutantes, visto que essa forma contempla
campos eletromagnéticos minimamente acoplados, com mais amplo emprego na Fisica. Por
mérito de completeza do estudo da formulagdo, analisamos a particula livre e o limite ndo-
relativistico de primeira ordem, demonstrando que eles estdao de total acordo com a literatura
estabelecida, ndo apresentando nenhuma anomalia.

Foi avaliada também a exequibilidade da formulagdo em um mundo com 2+1 dimensdes,
tendo em vista que foi difundido na literatura recente trabalhos que envolvem procedimentos
semelhantes aos da formula¢do Feynman—Gell-Mann, mas em um mundo com 2+1 dimensdes,
onde uma série de equivocos sdo cometidos, tal que os desenvolvimentos expostos neste trabalho
podem ajudar a esclarecer. Este € certamente um ponto positivo para o estudo da formulacao, ja
que constitui uma ferramenta de interesse na comunidade cientifica, e ainda € fonte de equivocos,
exigindo um estudo aprofundado. Atualmente, dois comentdrios esclarecendo essas incorre¢des
estdo sob julgo para possivel publicacio nas revistas em que se encontram os trabalhos originais,
sob os titulos Comment on ‘Energy Spectrum of a Dirac Particle with Position-Dependent Mass
Under the Influence of the Aharonov-Casher Effect’ e Comment on ‘The relativistic Aharonov-
Bohm-Coulomb system with position-dependent mass’.

A partir da imposi¢ao de certas restricdes as formas dos potenciais vetoriais, derivou-se a

condi¢do para que o momento angular total seja conservado, e foram obtidas equacdes radiais
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em coordenadas cilindricas que permitem o mapeamento direto em problemas da teoria nao-
relativistica que possuem solugdo analitica, a saber: um campo magnético uniforme e um campo
elétrico radial inversamente quadratico. A estratégia utilizada neste trabalho certamente pode ser
estendida para o estudo outros de estados ligados de férmions de spin-1/2.

A possibilidade de inclusdes nao previstas, das quais destacamos as interacdes escalar e
tensorial, sdo de muito interesse em diversas aplicacdes, constituindo um horizonte proficuo de
possibilidades de investigacdo. Atualmente, buscamos utilizar este instrumento na abordagem do

comportamento planar dos sistemas quanticos relativisticos circularmente simétricos.
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APENDICE A - AS MATRIZES DE PAULI

As matrizes de Pauli sdo as matrizes 2x?2

01 = , 02 = ,03 = ) (Al)
que possuem as propriedades
F=o (A2)

o? = 1,. (A.3)

Elas satisfazem a seguinte dlgebra (veja por exemplo (WACHTER| 2010))

{Oi, O'j} = 2(51']‘, (A4)
[O’Z’,O'j] = ZiZEiijk, (AS)
k
010 =05 +1 ) Eiju0, (A.6)
k

em que 9;; € o delta de Kronecker, cujo valor é 1 se ¢ = j, e zero para os demais casos, e €;;x € 0

simbolo de Levi-Civita, cujos valores sdo

+1 ., (4,5,k) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),
gk =4 —1 , (i,5,k)=(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3), (A7)

0, i=jj=kk=i

\

As matrizes de Pauli formam, junto da matriz identidade 1, uma base do espago das matrizes

2x?2. Das matrizes de Pauli podemos definir o vetor matrizes de Pauli

o = (0-170-270-3)a (A8)
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que satisfaz a identidade vetorial

c-aoc-b=a-b+ioc-(axb), (A9)

e nos permite definir o operador spin

(A.10)

VA
Il
vo] Q

Para a componente 3 do operador spin, os autoestados e autovalores sdo dados pela equacdo de

autovalor

03 S

e = X, A1l
5 Xs = 35X ( )

cujas solucdes sao Yy, relacionados aos autovalores s = +1

_ (! _(° (A.12)
=1y =1, :
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APENDICE B - O SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS

O sistema de coordenadas curvilineas cilindricas € definido por meio das relacdes

x = rcosf = costt + sentj
y=rsenf 0 = —senbi + cosfj , (B.1)
z=2z k=k

\ \

de onde deduzimos o vetor posi¢cdo

r=xt+yj+ 2k
= rcostt + rsenfj + 2k
= 1(cosbi + senbdj) + zk

=7 + zk. (B.2)

O elemento de volume diferencial é

dr = rdrdfdz (B.3)

Os operadores diferenciais vetoriais sao

6f 10f 4 f
Vi= gt a0 Tk (B4
10 1dvg = Ov.
V.-v= raT(TUT)—F;W‘F G (B.5)
1 a'l}z 8'09 A avr avz A 110 aUT ..
VX”‘(F&‘%)”(&Z—ar)9+i[5(m9)_89]k’ ®.6)
N 7“87“ 87" r2 002 = 022 '

O vetor matrizes de Pauli o em coordenadas cilindricas pode ser escrito como



o= 0,7+ 040 + 0312:

AL A A A

= (o -P)F+(0-0)0+ (o k)k.

Expandindo as componentes usando (B.T)), obtemos

o -7 =0, = 01c080 + oy5enb

0 6—29
e 0
o0 =0y=—015enb + oycosl
0 —ie ™
ie® 0
o-k= 03
E de facil averiguacio que
2 _ 2 92 _
0, =05 =03 =1y,

H4 duas relagdes convenientes e simples entre o, € 0y que nos serdo uteis adiante

do,
a0 "
dog _
a0
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(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

Ademais, as componentes também obedecem as relagdes (A.4), (A.3) e (A.6), que

definem a dlgebra das matrizes de Pauli, com indices ciclicos ordenados como 7, 6, .

O operador momento em coordenadas cilindricas é
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p = 7p, + Opy + kps

. 0 - i 0 -~ .0

De (B.2)) e (B.13)), podemos determinar o operador momento angular L em coordenadas cilindri-
cas. O operador € definido, (vide por exemplo (STRANGE, |1998))

L=rxp. (B.14)

Logo

L=+L,+0Ly+kL,

= (rf + zk) x (p,7 + pgb + psk)

~ ~ ~

= (7 X 0)rpg + (7 X k)rps + (k X 7)zp, + (k x 0)zpy

z 0 - 0 0 - 0
=r|i—— Oi | r— —z2— k| —i— B.15
T(Zrae) * Z(raz Zar) * ( Zae) (B.15)
Voltemos nossa atengdo para a componente L,. Os autoestados de L, obedecem a equagao

diferencial L,0;(0) = 1©,(0), em que [ sdo os autovalores relacionados ao autoestado O, ou

seja,

_Z.d@z(e)
do

= 10,(0), (B.16)

que tem as solucdes, ortonormalizadas, i.e., solucdes tal que

2T
0707 = iy, (B.17)

0

dadas por

0,(0) = L el (B.18)

Analisando a condi¢@o de contorno ©,(0 + 27) = ©,(0), deduz-se que [ = 0, +1, £2, ...
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Vejamos também as relagdes de comutacio entre L, e as componentes do vetor o. Analise-

mos componente a componente ', dispondo de (B.11) e (B.12).
p p p

[Lza Ur]f = ngrf - O-TLZf

_ 0o f i of
~ o0 7o
L . of . of
= —iopf — wr% + ZUT%
= —iogf
Ly, 00] = —iog; (B.19)

[szab"]f = L.ogf —ooL.f

_ _;00f , OF
I T
. . .0
= +io. f — zaga—g + ’lO'@a—g
= ian
Ly, o) = doy; (B.20)

[L2703]f = L.osf —osL.f
of of

= —2'03— + iUg—

00 00

- [L., 03] = 0. (B.21)

' Iremos usar uma fungio teste diferencidvel f.
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APENDICE C - OS POLINOMIOS DE LAGUERRE GENERALIZADOS

Os polindmios de Laguerre generalizados Lv(f;)(a:), comk € R, k > —1, e o dominio se

restringe ao semieixo positivo [0, +oo[ sdo solugdes da equagdo de Laguerre associada (ARFKEN,
1985)

gdeL,(ﬁ) (z) dLP ()

T3 +(k+1-u1) g +n.LF(x)=0 , n=01,23,.. (C.1)
X X

A férmula de Rodrigues para esses polindmios €

—x,.—k dmr
LWy =22 (e~ozmr+k), (C.2)

nr n,! dxznr

Em forma de série, os polindmios podem ser escritos comd]

- m (nT+k)' m
L@ =2 " o i 1 it (€3)

m=0

onde vemos que Lgi) () é um polindmio de coeficientes reais e grau n,.. A ortogonalidade dos

polindmios depende da funcdo peso e *z*, de tal forma que

> »+k)!
/ dx e_xkagi) () LW (2) = wdmm. (C4)
0 ny!
Ademais, a integral de normalizacdo correspondente €
> r+k)!
/ da e~ "2M ! (Lgf)(a:))Q = M(Qnr +k+1). (C.5)
0 n,!

A derivada dos polindmios € dada por, param € Z

o ()7L (@), k<n
I SOy C.6
L (@) (C6)

0 , k>n

' Assumiremos que a nota¢do n! se estende para nimeros ndo-naturais, tal que z! = I'(z + 1), em que z é um

nimero real e I' é a funcdo gama.
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O comportamento dos polindmios na origem € dado por

_ (n, + k)!

n,lk! €7
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APENDICE D - A TEORIA QUANTICA NAO-RELATIVISTICA

D.I A EQUACAO DE SCHRODINGER

A teoria quantica nao-relativistica é formulada pela ideia de que o movimento de uma
particula ndo € mais representado por uma trajetéria definida, mas um estado dependente do
tempo representado por uma fungio de onda W(r, t) que contém todas as informagdes possiveis
de serem obtidas sobre a particula. Ademais, usando as relagdes de Einstein e de Broglie,
podemos motivar a equagdo que determina a evolugdo dessa funcao de onda a partir da equagao

de energia cléssica

2

_r
e= -+ V(r), (D.1)

fazendo a correspondéncia entre as varidveis envolvidas com operadores diferenciais

0
€ — za , p—~>—iV | r—>r. (D.2)
E entdo obtida uma relagdo envolvendo operadores, que aplicada na fungio de onda, leva a

equacdo de Schrodinger

oV 1,
_ (- L v D.
i ( 5V +V> , (D.3)

tal que V representa a influéncia de um potencial sobre a particula. O comportamento de uma
particula descrito pela equagdo de Schrodinger € unicamente estatistico, de maneira que todas
as informagdes possiveis de se obter sobre a particula estdao contidas na funcdo de onda que
representa o seu estado e a teoria permite obter apenas as probabilidades de um dado evento, que
chamamos de valor esperado de um observavel, ocorrer. Especialmente, a funcdo de onda ¥

podemos associar uma densidade de probabilidade de posi¢do da particula p

p=UT = |, (D.4)

que esta associada a uma equacdo de continuidade

__'_‘7. e D.
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em que J representa uma densidade de corrente de probabilidade dada por

J = —— (VT — TV (D.6)
2m

O valor esperado de um observavel A pode ser definido convenientemente com a notacao de

produto interno. Define-se o produto interno de duas fungdes como (veja por exemplo (?7?))

(1) = / dr* (v, 1) (r 1), D7)

de maneira que o valor esperado do observavel .A pode ser expresso na forma

(A) = (D] A|T) / dr U AT, (D.8)

Evidentemente, (A) deve ser real, e isto deve ser vdlido para qualquer func¢do de onda.
Deduz-se entdo que operadores representando observédveis devem ser hermitianos, i.e., possuem

a propriedade
(AV| W) = (U|AV) = AT = A (D.9)
Para sistemas em que o potencial V' em (D.3) é independente do tempo, uma solugio
particular da equacdo de Schrodinger pode ser encontrada fazendo uso do método da separacio
de varidveis, por intermédio do Ansatz
U(r,t) =(r)e ™, (D.10)

em que ¢ € a energia total do estado estaciondrio 1), que obedece a equacdo de Schrodinger

independente do tempo

(—LVQ + V) Y = e, (D.11)
2m

As solugdes 1, relacionadas as energias €,, formam uma base para o espago de Hilbert, tal

que se elas satisfizerem a relagdo
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(Vnltbm) = nm, (D.12)
elas serdo ditas uma base ortonormal. Escrevemos entdao ¥ como uma combinacio linear dessas
solucdes

U(rt) =) Cothue ™", (D.13)
n=1
tal que C,, = (¢¥,|¢) (uma discussdo pormenorizada pode ser encontrada em (COHEN-

TANNOUDIJI; DIU; LALOE} 2005)).
De (D.T1)), definindo-se

1
= —%vz +V, (D.14)

nota-se que ¢, € ¢, formam um par caracteristico do operador H, i.e., eles constituem um
autovalor e autovetor, respectivamente.

Além disso, se encontramos outro operador hermitiano tal que este comute com H, estes
possuirdo autovetores comuns, de forma que os estados estaciondrios v,, podem ser rotulados
pelos autovalores destes dois observaveis. Em outras palavras, os autoestados destes operadores
podem formam uma base ortonormal do espago dos estados.

Podemos obter a equacio de Schrodinger para uma particula de carga ¢ sujeita a uma interacao
vetorial em termos dos potenciais eletromagnéticos A’ e A — em que todo o desenvolvimento
precedente neste Apéndice pode ser aproveitado —, cuja relacio com os campos elétrico e
magnético € dada por (GRANDY/ 2012)

E——VAO—%—‘? , B=VxA. (D.15)

Para tal, deve-se utilizar a prescricdo andloga aquela da mecanica classica (ROMAN, [1965)

z% — 2% —qAY;
(D.16)
p—p—qA.

Temos entao
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o0r [ 1 ) 0
iy = %(p qA)* + qA”| V. (D.17)

D.2 O USO DAS MATRIZES DE PAULI PARA INCORPORAR O SPIN NA TEORIA
NAO-RELATIVISTICA

Um fato notério acerca da equagdo de Schrodinger € a sua discordincia com o espectro do
atomo de hidrogénio devido ao fato de o spin ndo ser levado em conta. Embora esta caracteristica
seja naturalmente contemplada pela teoria quantica relativistica, ele pode ser incluido com a
hipétese ad hoc feita por Pauli, produzindo a equagdo que leva o seu nome. Facamos uso da
identidade para o caso em que a = b = p — g A, e obtemos (WACHTER, 2010)

[0 (p—qA)* = (p—qA)’ —qo - B. (D.18)

Entdo, substituindo (D.I8) no lugar da primeira parcela do segundo membro da equagio

original (D.17)), e substituindo a funcdo de onda ¥ pelo espinor de duas componentes ¢

o= <w1> (D.19)
P2

obtemos a equacdo de Pauli
Op 1 q
= | —(p—qgA)¥? +gA°—- 1 o-B D.20
"ot [Qm(p 1A) +a om° } 4 (D:20)

em que o ultimo termo do primeiro membro representa a interacdo do momento angular de spin

com o campo magnético. Usando o operador spin (A.10), a equacdo de Pauli se torna

Oy 1 q
ot [Qm (p—qA) +4q m° } 7 ( )
em que a projecdo do spin na dire¢do do campo magnético se torna evidente. Ainda mais

interessante é explicitar o momento de dipolo magnético definido como (??)

(D.22)

em que g5 = 2 é o chamado fator giromagnético e ¢/m é a razdo giromagnética. Classicamente,
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esse valor € 1, mas se verifica experimentalmente que para o elétron o seu valor € aproxima-
damente 2, 0 que naturalmente surge na teoria de Dirac, constituindo um dos seus primeiros

triunfos.
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APENDICE E - A TEORIA QUANTICA COVARIANTE DE LORENTZ

A teoria da relatividade especial tem como um de seus axiomas a invariancia das leis fisicas
em diferentes referenciais inerciais. Isso significa que a estrutura matematica dessas leis deve
ser manifestamente covariante de Lorentz, ou seja, deve-se manter invariante em diferentes
referenciais inerciais do espaco-tempo de Minkowski apds uma transformacdo de Lorentz, que

em notac¢do indicial, é definida pela transformacao linear do quadrivetor (??)

ot — 2t = AP Y, (E.1)

onde A¥, representam os elementos da matriz transformag@o de Lorentz, e estdo condicionados

pela restricdo que mantém o elemento de espago-tempo ds? invariante

A A 5905 = Gra (E.2)

em que gog € o tensor de Minkowski definido como

(—1—1 a=p=0;
Jop=1—1 a=p=1723; (E.3)

0 a#p.

E.l EQUACAO DE KLEIN-GORDON

A equagdo de Schrodinger ndo € covariante, logo nao é compativel com a teoria da relativi-
dade. E indispensdvel entio que haja uma generalizacdo relativistica desta equagdo. O passo

natural a se tomar é considerar a expressao relativistica de energia

2 =m?+ pQ, (E.4)

e utilizar as relagdes entre as grandezas e os operadores diferenciais dadas por para obter
uma equacgdo de operadores, que aplicadas em uma funcdo de onda, nos forneca uma equagao
covariante. Deste processo surge a equacdo de Klein-Gordon, cuja forma manifestamente

covariante
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P'pu—m*p=0 , ¢=o(x) (E.5)

expressa uma equagio de segunda ordem, com uma fun¢do de onda de uma componente. Essa
equagao foi sugerida pelo proprio Schrodinger em 1926, e estudada mais a fundo por Klein e
Gordon (WACHTER, 2010), que a propuseram como a descri¢ao relativistica do elétron. Embora
a covariancia da equacdo seja autoevidente, ela apresenta dois problemas relacionados a sua
interpretacdo como equacdo de estado de uma particula (livre) por ser uma equacio de segunda
ordem.

Em primeiro lugar, as solu¢des de Klein-Gordon sé sdo univocamente determinadas se houver
uma condi¢do inicial tanto em ¢ quanto em 0¢/0t. Contudo, ndo hd uma interpretacdo fisica
para a derivada temporal de ¢.

Além disso, a equacdo admite solugdes com energia negativa. Esse fato estd intimamente
relacionado com a ordem da equagdo no tempo, o que pode ser observado ao realizar a separacio
das varidveis temporal e espaciais assim como feito em (D.10) na equagdo (E.5), de forma que a

equacao independente do tempo serd

(V2 +e*—m?) ¢ =0, (E.6)

em que < € a constante de separacdo e corresponde a energia total do sistema. A solucdo de onda

plana é

6= AT, (E7)

onde p e r representaram os vetores momento e posi¢do, respectivamente. Substituindo o Ansatz
na equagdo (E.6)), obtetmos

2om?=0..e=+/p>+m2 (E.8)

—p°+e
em que fica evidente a inevitabilidade de solucdes negativas. Essa possibilidade acarreta em
mais um problema: ndo € possivel definir uma densidade de probabilidade positivo definida. A

equacgao de continuidade

dp
o TV I =0 (E.9)

s € satisfeita se p e J forem definidos como
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i (09 09T
P="om <¢ ot ot ) E10
e
/l: * *
J = —%(gb Vo — oVoh). (E.11)

Ja que ¢ e 0¢ /0t podem assumir valores arbitrarios em algum tempo, a expressao para p nao é

necessariamente positiva. Isso ja se torna aparente para o caso livre, em que p assume a forma

p= £¢*¢_ (E.12)
m

Aliado a tudo isso, a discordancia da equagdo com o espectro do hidrogénio foi o golpe
final para que ela fosse descartada como candidata a contraparte relativistica da equagdo de
Schrodinger para o elétron. Efetivamente, nem a equacao de Klein-Gordon e nem a equagao
de Schrodinger modelam o elétron, visto que elas ndo contemplam o spin da particula. Elas na
verdade fornecem a descrigdo relativistica e a aproximagdo nao-relativistica, respectivamente, de
bosons de spin 0.

E possivel por meio de uma simples mudanca estender a equagio de Klein-Gordon para
0 caso em que a particula ndo € mais livre, mas sujeita a um campo eletromagnético externo
descrito por um potencial vetorial A e um potencial escalar (nfio no sentido de Lorentz) A°. Para
1sso, deve-se transmutar o operador quadrimomento de forma anédloga ao que se transforma o
momento na mecanica quantica ndo relativistica (D.16)), i.e., (ROMAN, [1965)

pt = pt —qA", (E.13)

em que A" = (A%, A), e q é a carga da particula. Desta forma, a equacdo de Klein-Gordon para

uma interacdo eletromagnética minimamente acoplada sera

[(p" — gA*)(p. — gA,) — m*)¢ = 0. (E.14)
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E.2 A EQUACAO DE DIRAC

E.2.1 O espinor de Dirac

Diferentemente da equacao de Klein-Gordon, a equacdo de Dirac exige um objeto de quatro
componentes, o espinor, para descrever o estado de um férmion de spin 1/2. Mas qual € a natureza
deste objeto? Para determinar isso, podemos analisar a condi¢do que permite a covariancia da
equacgdo. Serd reproduzida aqui parcialmente uma discussdo que pode ser encontrada de forma
pormenorizada na referéncia (WACHTER, [2010).

A equacgdo de Dirac de primeira ordem com uma interacao vetorial minimamente acoplada é

dada por

V' (pu = qAu(x)) = m] ¥(z) = 0. (E.15)

A demonstragdo da covariincia consiste em provar que em outro referencial inercial, que

denotaremos com o uso do simbolo *”’, a equagdo de Dirac possui a mesma forma, i.e.,

[v"(pl, — qAl () — m] ¥'(z) = 0. (E.16)

Porém, como ~* também obedece a dlgebra de Clifford, ela constitui nada menos que outra
representacdo das matrizes, de maneira que podemos assumir que elas possuem a mesma forma

que y*. Logo

[V (), — qA, (")) —m] ¥'(z') = 0. (E.17)
Como a transformacdo de coordenadas € linear — vide equacdo (E.I)) —, a transformagdo de
U(x), D(A), também deve ser, pois
U'(z') = W' (Az) = D(A)U(x). (E.18)
Substituindo na equagio (E.I7)), e também exprimindo as grandezas no referencial transformado
em termos do referencial original, descobrimos que a covariancia da equagdo € possivel se, e
apenas se, para cada transformagdo de Lorentz A, existir a matriz D(A) tal que

D YA D(A) = A* A", (E.19)

Fazendo consideracdes acerca de transformacdes de Lorentz ortdcronas infinitesimais —
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que ndo serdo reproduzidas aqui, pois sdo um tanto complicadas —, a repetida aplicacdo dessas

transformagdes nos permite construir explicitamente a transformacdo do espinor, que é dada por

D(A) = exp (—%waw([n)‘“’) : (E.20)

em que w corresponde ao angulo de rotagdo em torno eixo n, o*” = i[y* ~*]/2, e I,, corresponde
a unidade de rotacdo de Lorentz em torno do eixo n. O espinor € definido entdo como o objeto
que, sob uma transformacao de Lorentz, se transforma de acordo com , em que D(A) é
dado explicitamente por (E.20)).

E.2.2 O spin como grau de liberdade na equacao de Dirac

Buscando encontrar uma forma natural de incluir o spin na teoria quantica, Dirac formulou
a equacao que leva seu nome. A dindmica da particula, interagindo minimante com o campo
eletromagnético, considerando a mesma prescri¢do dada para a teoria de Klein-Gordon (E.13)) —

que por sua vez € inspirada na teoria nao-relativistica —, é

Y (p, — qA,) — m]¥ = 0. (E.21)
Consideremos o movimento da particula em um campo de for¢a central independente do tempo,
em que teremos ¢A° como uma funciio de dependéncia apenas radial e A = 0. Expandindo a
primeira parcela, isolando o operador derivada temporal, e multiplicando a equagio por ~° pela
esquerda, obtemos o operador hamiltoniano de Dirac

HY =¥ = [y - p+ qA” + my°] V. (E.22)

Definindo o operador momento angular L

L=rxp, (E.23)

vejamos o comutador de L com H.

[H, L) = [’y - p, L] + [¢A°, L] + m[y°, L]

= -p, L. (E.24)
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Como o potencial A° possui gradiente na diregdo radial, [¢A°, L] = 0, pois L nio possui
derivadas em r. E evidentemente [1°, L] = 0. Resta determinar a primeira parcela. Analisemos

a componente na direcao z. Em coordenadas cartesianas, L possui a forma

TXPp=—i 2—22 T—1 zﬁ—xg ] —1 :cg— g k
L y(‘?z oy ox 0z J oy y@x

= L+ L,j+ L.k. (E.25)

Vamos calcular o comutador [y%~ - p, L,]

= —iv°(v*ps — ¥°pa)

= —i7°(y x p) - 4.
(E.26)

Analogamente, para as demais componentes de L, obtemos a correspondente componente de
(5 x p). Assim, obtemos

Vv p, Ll = —ir"(v x p) . [H, L] = i7" (v x p). (E.27)

Concluimos entdo que o momento angular orbital ndo € uma constante de movimento, embora
a particula esteja sujeita a um campo central. Buscaremos um termo adicional que, somado a
L, seja uma constante de movimento. Nos inspiraremos no operador spin da equagdo de Pauli

(A.10), generalizando-o para matrizes 4 x4. Definamos o operador spin de Dirac
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1 o 0
S=-X , XY= , E.28
2 (O ) ©28)

que possui as seguintes propriedades (vide por exemplo (GREINER| 2000))

[, 2] =0, (E.29)
[V, %] =0, (E.30)
Pl = 3. (E.31)

Verifiquemos a relagdo de comutagdo com H. Analogamente a (E.24)), o tinico termo que

ndo comuta serd 7%~ - p. Logo

1
[H,S] = 5[7% -p, %] (E.32)

Procederemos da mesma forma que para L, analisando a componente na dire¢ao = de S

1

1 1
= 570(7 Py — 5757071 °(v - p). (E.33)

Usando as propriedades das matrizes v (vide por exemplo (STRANGE, |199§))

{97} = 29", (E.34)
(v*)? = g™, (E.35)
{+°,7°} =0, (E.36)

simplificamos a expressao
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1 1
[H, 8] = 5(v-p)7"7' + 57" (v - p)
1
=57 =(v-P +7 (v Pl (E.37)

Expandindo o produto escalar e reorganizando os termos, obtemos dois comutadores

1
[H,S,] = 575([71,72}192 + v, ¥ pa)- (E.38)

Da dlgebra de Clifford podemos obter uma relacdo de comutag@o, mas restrito as matrizes y com

indices espaciais. Dispondo de (2.3), sejam duas matrizes de indices espaciais i e j, teremos

7] = 27"y + 6iy), (E.39)

o que permite simplificarmos ainda mais os comutadores

[H, S2] =" (v'9?p2 +v'7°ps), (E.40)

e dispondo da propriedade (A.6)), podemos simplificar os produtos +*y e finalmente obter

[H, S.] = i’ (v*ps — 7°p2)
=iy x p)-i. (E.41)

Analogamente para as outras componentes, temos

1, 8] = in"(v x p), (E:42)
que € exatamente o valor que buscamos para compensar L em (E.27). Desta forma, o momento
angular total

J=L+S (E.43)

comuta com H e € portanto uma constante de movimento do problema.

Para a particula livre, i.e., em que A° = 0 em (E.22)), o operador momento p comuta com a
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hamiltoniana. Podemos construir outro operador conveniente (veja por exemplo (GREINER)
2000)), ao observar que o operador 3 - p também comutard com a hamiltoniana

H,%-pl=[’v - p+m)", X p|

=Ny p.T-pl+ M’ T pl.

(E.44)
De (E.29), a segunda parcela € nula. Da propriedade
(75)2 -1 (E.45)
e (E.31), v’y - p = v°2 - p. E dispondo da propriedade (E.30), temos finalmente
[H.Z-pl ="y p.Z P
=2 p, T p|
=7’ (2 p)’ -2 -py’S p
=7’ (Z-p)* = (2 p)’
=0. (E.46)
Logo, 3 - p é constante de movimento. O mesmo vale para o operador helicidade
As=3m- B (E47)
p

que para o caso em que p = (0,0, |p

), possui autovalores +1 relacionados aos autoestado{]

0 — 0
e e () . , (E.48)
0 X+ 0 X—
em que Y- sdo autoestados de o3 (A.12).

1

os autovalores tomam estes valores apenas se a equacao de autovalor para X for da mesma forma que ||
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E.2.3 Limite nido-relativistico da equacao de Dirac

Uma das primeiras vitdrias da equagdo de Dirac foi que o seu limite nao-relativistico, ao
restringir-se as solugdes com energia positiva, é¢ exatamente a equagao de Pauli (D.20). Nesta
secdo, obteremos esse limite via formulacio de primeira ordem.

Partimos da equacdo de Dirac na presenca de um campo eletromagnético minimamente
acoplado . Procedemos em multiplicar a equagdo por 7" (idéntico ao procedimento

realizado ndo secao [E.2.2). Obtemos entio

el = [y (p— qA) + ¢A” + my"]V. (E.49)

Tratemos das componentes superior e inferior de W separadamente. Definamos

¥
X

U = , (E.50)

e substituamos na equagéo (E.49). Organizando os termos, obteremos as duas equagdes acopladas

ep=0-(p—qA)x+ (qA° +m)p (E.51)
ex =0 (p—qA)p+ (qA° —m)x (E.52)

Aplicamos agora o limite ndo-relativistico, i.e., o limite de campos fracos e energias baixas

e~m , |gA’ <<m , |qA| << m. (E.53)

Empregando o limite em (E.52), arranjamos uma relagdo direta entre y e ¢

1
X 50 (p—qA)e. (E.54)

Essa equagdo nos permite saber a relacdo entre as grandezas de y e ¢. Como no limite ndo-
relativistico a energia de repouso tem a maior contribui¢ao para a energia total, |o - (p — ¢A)| <<
m, € compreendemos portanto que no limite nao-relativistico, a componente inferior do espinor

de Dirac € muito menor que a componente superiorﬂ ie.,

2 Isso é uma particularidade da representagio de Dirac, justificando a sua escolha.
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Ix| << ool (E.55)

Substituindo (E.54) em (E.5T)), obtemos a equacdo para a componente superior

1 q
ep=Hp= %(p—qA)2+qA0—%0'~B+m ©. (E.56)

Devemos agora, para obter a equagao de Pauli, definir a energia nao relativistica, dada por

VB = _m, (E.57)
de maneira que (E.56) se torna
1
MRy = HVRy = | —(p— qA)? + A" — Lo . Bl . (E.58)
2m 2m

que é exatamente a equacio de Pauli (D.20) com o autovalor de energia explicito, onde HV* ¢ o

operador hamiltoniano nao-relativistico.

E.2.4 O comportamento das formas bilineares covariantes sob transformacoes de Lo-

rentz

Dada a transformacao do espinor ao se mudar de referencial, teremos para o espinor

adjunto, definido como

AERVIEES (E.59)

que

U(z) — U'(2)) = ¥(z)D(A). (E.60)

Desta maneira, as formas covariantes bilineares WT'™ W possuem um comportamento trans-

formacional definido. Para méritos de esclarecimento, iremos demonstrar aqui o caso da forma

V)

covariante bilinear do elemento vetorial I'"V), cuja forma explicita Uy*U se transformard de

seguinte modo
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Uy —U(z) D (A" D(A) ¥ ()
= WA 7"V ()
= A" U U(7). (E.61)

Portanto, WI'(V)W possui comportamento de vetor sob transformagdes de Lorentz.

E.2.5 A conjugacao de carga

A operagdo conjugacao de carga nos permite obter o estado com energia positiva de uma
particula com carga —q a partir do estado de energia negativa com carga ¢ sujeito a0 mesmo

potencial A*. A transformac?o do espinor de Dirac é dada por

U — Vo = iy2 0", (E.62)
Esta operacdo ndo é uma transformagdo de simetria, mas ela pode ser estendida para uma
transformando também os potenciais. Temos

gA* — —q A", (E.63)

A transformacao leva do estado de um férmion a de um antiférmion com os mesmos nimeros
quanticos. Em outras palavras, o férmion de carga +¢ sob o potencial A* possui 0 mesmo
comportamento que o antiférmion de carga —q sob o potencial —A* (WACHTER, 2010).



