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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal analisar o comportamento linear estatico e
dindmico de placas, com carregamento perpendicular ao seu plano médio,
realizando a discretizacéo estrutural com o elemento finito prismatico regular linear.
Na deducdo das matrizes de rigidez e de massas do elemento finito em questao,
utiliza-se a formulacdo com parametros generalizados e com coordenadas
homogéneas, cujas funcgdes aproximadoras com vinte e quatro mondmios,
respectivamente, foram extraidos do polindbmio algébrico cubico em “X”, “y” e “Z".
Para a consideracdo do amortecimento utiliza-se o Método de Rayleigh e para a
integracdo numérica ao longo do tempo utiliza-se o Método de Newmark, via
algoritmo previsor / corretor. Ao final deste trabalho foram elaborados exemplos
elucidativos visando uma analise quantitativa e qualitativa dos resultados obtidos,
que foram comparados com os valores determinados do elemento finito de placa
retangular. Como conclus@es finais, para placas muito delgadas deve-se utilizar o
elemento finito de placa retangular; em placas delgadas é possivel a utilizacdo dos
elementos finitos de placa retangular e o prismatico regular linear; e para placas
espessas deve-se utilizar o elemento finito prismatico regular linear.

Palavras-chave: Analise linear estatica e dinamica. Comportamento estrutural de
placas. Método dos elementos finitos.



ABSTRACT

The main objective of this work is to analyze the static and dynamic linear behavior of
plates with perpendicular loading to its mean plane, performing the structural
discretization with the regular linear prismatic finite element. In the deduction of the
stiffness and mass matrices of the finite element, it is used the formulation with
generalized parameters and with homogeneous coordinates, whose approximate
functions with twenty-four monomials, respectively, were extracted from the cubic
algebraic polynomial in x, "y" and "z". For the damping consideration, it is used the
Rayleigh Method and for the numerical integration by along the time it is used the
Newmark Method, via forecaster / corrector algorithm. At the end of this work,
elucidative examples were elaborated aiming a quantitative and qualitative analysis
of the obtained results which were compared with the finite element determined
values of rectangular plate. As final conclusions, for very thin plates must use the
rectangular plate finite element; in thin plates it is possible to use the rectangular
plate finite elements and the linear regular prismatic; and for thick plates the linear
regular prismatic finite element must be used.

Keywords: Static and dynamic linear analysis. Structural behavior of Plates. Finite
element method.
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1 INTRODUCAO
1.1 TEMA E MOTIVACAO

O objetivo do Engenheiro de Estruturas € determinar os esforcos internos e os
deslocamentos, que ocorrem em um sistema estrutural quando submetido a um
carregamento arbitrario.

Quando as grandezas vetoriais dos esforcos internos e deslocamentos do
sistema estrutural forem invariantes no tempo, a analise estrutural € classificada
como estatica, como por exemplo, o0 peso proprio.

No entanto, se as a¢fes dos carregamentos provocarem no sistema estrutural
um comportamento onde as tensdes e deformacgdes variem com o tempo, a analise
sera classificada como dinamica. Como exemplos de carregamentos que provoquem
um comportamento estrutural dindmico, podem ser citados: a incidéncia do vento
nas edificacdes, a frenagem/aceleracdo/movimentacdo de veiculos em pontes, o
salto de pessoas em um estédio de futebol, o sismo, etc.

Os Meétodos Analiticos Classicos, através da solugcdo das Equacdes
Diferenciais, dentro das hipéteses adotadas, determinam a resposta exata dos
esforcos internos e dos deslocamentos da estrutura em seus infinitos pontos. Porém
essas solucdes sdo possiveis em sistemas estruturais de geometria simples. Em
funcdo da continuidade do calculo analitico, os sistemas estruturais possuem um
namero infinito de graus de liberdade.

Para contornar tal dificuldade, o Método dos Elementos Finitos considera um
sistema estrutural discreto, que contém um ndmero finito de graus de liberdade. E
realizada a divisdo do modelo geométrico dos elementos estruturais em pequenas
regides, chamadas de elementos finitos, que séo interconectadas entre si por meio
de nds para formar o conjunto estrutural.

A precisao da solucdo do Método dos Elementos Finitos sera funcéo do tipo
do elemento, da sua disposi¢do e do numero de elementos finitos a ser considerado
na analise estrutural. Quanto maior for o numero de elementos finitos maior sera a
precisao dos resultados gerados, como consequéncia, maior sera o sistema discreto
de equacdes a ser resolvido.

“‘Com a idealizacdo do Método dos Elementos Finitos, que ocorreu na década
de cinquenta com os trabalhos de Argyris e Kelsey, publicados em 1954, e de Turner
et al. Publicado em 1956,” (RODRIGUES, 1997, p.1) e do desenvolvimento da
informatica ocorrido no final da década de 1980, principalmente em funcdo do
aumento da capacidade de armazenamento, gerenciamento e processamento de
dados, apresentados pelos computadores de pequeno porte, proporciou ao
Engenheiro de Estruturas a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos em
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programas computacionais, com geracdo de modelos mais refinados,
proporcionando maior seguranga e menor custo aos projetos estruturais.

Neste contexto, em janeiro de 2004 foi apresentado na dissertacdo de
Waidemam (2004) a andlise estrutural dindmica de placas delgadas, utilizando-se
elemento finito de placa retangular. As figuras 1 e 2 apresentam tal elemento.

Figura 1 — Elemento finito de placa retangular

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p. 61).

[{peel)

Devido a espessura “t” ser muito menor do que as outras duas dimensdes “a

e “b”, o elemento finito de placa retangular é classificado como elemento finito
laminar.

Figura 2 — Graus de liberdade do elemento finito de placa retangular

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p. 61).

Neste trabalho sera apresentado a analise estrutural linear estética e
dindmica de placas, com a utilizacdo do elemento finito prismatico regular linear. Os
resultados determinados neste trabalho serdo comparados com os de Waidemam
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(2004), para validacdo e comparacédo das respostas determinadas pelos diferentes
elementos finitos.

Segundo Martinelli et al. (1986) as placas séo elementos estruturais
simétricos em relacdo a um plano médio, cuja dimensdo normal a esse plano,
chamada de espessura, € pequena em relacdo as demais. As placas tém a
particularidade de serem solicitadas por esfor¢cos externos normais ao plano médio.

A figura 3 ilustra uma placa com carregamento perpendicular ao seu plano
médio.

Figura 3 — Placa com carregamento perpendicular ao seu plano médio

Carregamento

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Em Martinelli et al. (1986) as placas sao classificadas de acordo com a

relacao “t/a”, onde “t” é a espessura e “a” € o menor dos vaos da placa:

» Espessas: t/a >1/5;
» Delgadas: 1/5 >t/a > 1/100;

» Muito delgadas: t/a < 1/100.
Consta em (VAZ, 2011, item 7.2) que o parametro r=alt classifica a placa em:

» Delgadas: r > 20;
» Espessas: r < 20.

Para formar uma biblioteca de softwares para analise estrutural, sera
desenvolvido um programa computacional em linguagem MATLAB, que contemple
as analises estatica e dinamica de placas com comportamento linear, permitindo
sempre que possivel realizar a comparagédo do comportamento estatico e dinamico
de tais sistemas estruturais.
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7 CONSIDERACOES FINAIS
7.1 CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo a analise estrutural linear estéatica e
dindmica de placas, com a utilizacdo do elemento finito prismatico regular linear. Os
resultados determinados neste trabalho sendo comparados com os de Waidemam
(2004) para validacdo e comparacado da resposta obtida pelos diferentes elementos
finitos.

Primeiramente foi apresentada toda a teoria, as analises estatica e dinamica
linear via método dos elementos finitos, o0 método de Newmark para integracédo
numeérica da equacao do movimento. Do elemento finito prismatico regular linear foi
citada sua matriz de rigidez, foi deduzida a matriz de massas utilizando-se a
formulagdo em coordenadas homogéneas, a matriz de amortecimento caracterizada
pelo método de Rayleigh, e determinadas as forcas nodais equivalentes para os
carregamentos concentrado e distribuido.

Depois de estabelecida toda a teoria, foi desenvolvido o programa
computacional capaz de solucionar as analises linear estatica e dinamica,
possibilitando o entendimento estrutural da placa.

O problema relativo a analise dindmica com amortecimento demonstrou a

importancia dos parametros de amortecimento “&,”, uma vez que esses possuem

influéncia direta nos deslocamentos maximos e no tempo para cessar a vibracao.

O numero de discretiza¢des do elemento finito prismético regular linear para
obter a solucédo esta relacionado com o valor de “t/a” da placa, quanto maior for “t/a”
menor sera a malha a ser discretizada no plano xy, e maior sera o nimero de
camadas a serem discretizadas na diregao z.

Para “t/a” de 1/100 com carga distribuida neste trabalho ndo foi determinada
a malha necessaria do elemento finito prismatico regular linear para chegar a
solucédo, devido a dificuldade computacional. Portanto para “t/a” de 1/100 deve-se
utilizar elemento finito de placa retangular, que obteve a solugdo com uma malha de
16x16 no trabalho de (WAIDEMAM, 2004).

Para “t/a” de 1/20 com o carga concentrada a resposta do elemento finito
prismatico regular linear convergiu com 4 camadas na direcdo z, e com uma malha

de 32x32 para os apoios fixos na altura média da placa, e malha de 42x42 para o
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engaste nas bordas. O elemento finito de placa retangular alcancou a solugdo com
uma malha de 20x20.

Os problemas desenvolvidos no capitulo 6 para placa delgada, segundo a
classificacdo de (VAZ, 2011), mostram que as malhas do elemento finito prismatico
regular linear necessarias para a solugdo dos problemas, foram maiores do que as
malhas desenvolvidas pelo elemento finito de placa retangular. Portanto a aplicacao
do elemento finito de placa retangular proporciona economia no processamento
computacional.

As funcdes interpoladoras do elemento finito prismatico regular linear tem
variacéo linear nos lados do prisma, este fato explica a necessidade de uma maior
discretizacdo de sua malha para a precisao dos resultados finais, pois a deformacéo
da placa proveniente da flexdo ndo é uma funcéo linear.

O elemento finito prismatico regular linear apresentou um diferencial em
relacdo ao elemento de placa retangular, que é a possibilidade de restringir a placa
por apoios fixos em pontos distintos na altura da placa, neste trabalho foi
desenvolvido com os apoios fixos na altura média e na base da placa. Este fato
possibilita ao projetista estrutural definir o ponto de aplicacdo dos apoios fixos que
fardo a restricdo da placa, que melhor representar o encontro da viga com a placa na
estrutura. A deformacéo da placa proveniente da restricdo com 0s apoios na base é
menor, comparada com a determinada com 0s apoios na altura média. Em relacéo a
reacdo de apoio horizontal, com a placa apoiada em sua base o valor obtido foi
maior do que a reac¢ao horizontal obtida pela placa apoiada em sua altura média.

Pelo o fato do elemento finito prismatico regular linear ser um elemento sélido,
recomenda-se a sua aplicacdo nos problemas de placas espessas, conforme
classificacdo dada por (VAZ, 2011), ao invés do elemento finito de placa retangular.
Os problemas resolvidos pelo elemento finito prismatico regular linear para “t/a” de
1/10 e de 1/5 mostrou-se malhas menores no plano xy necesséarias a solugéo,
guando comparadas com as malhas da placa delgada, viabilizando assim sua
aplicacao em placas espessas.

Com o decorrer do tempo, a tendéncia € que o desenvolvimento da
informatica continue ocorrendo, fazendo com que a aplicagdo dos elementos finitos
sélidos tenha uma maior aplicagdo nos projetos de engenharia estrutural,

principalmente em elementos estruturais com geometrias tridimensionais.
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7.2 PROPOSTAS DE DESENVOLVIMENTO

Uma proposta de desenvolvimento € a aplicagdo de outros elementos finitos
sélidos no software desenvolvimento neste trabalho, como o elemento finito
prismatico regular parabdlico que tem 20 nds, onde a poténcia de seus monémios
gue formam a sua funcéo interpoladora é maior, comparada com a do elemento finito
prismatico regular linear.

Como perspectiva futura pode-se fazer a analise da néo-linearidade, fisica
e/ou geométrica de sistemas estruturais, uma vez que 0 programa computacional

desenvolvido pode fazer a adaptacao faciimente.
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