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Resumo

Nesse trabalho estudamos resultados de existéncia e concentracao de solucoes positivas
para uma equagao de Schrodinger estacionéria nao-linear, quando um parametro tende a
zero. Mais especificamente, provamos que quando o parametro tende a zero, a sequéncia
de solucoes obtidas possui um ponto de maximo que tende a se concentrar em torno de
um ponto de minimo global do potencial. A técnica utilizada consiste na utilizacdo de
métodos variacionais para comparar as solucoes obtidas com a solucao de um problema
limite que envolve o valor de minimo do potencial.

Palavras-Chave: Fquacoes Diferenciais Parciais, Andlise Funcional, Equacao de Schré-
dinger, Métodos Variacionais.






Abstract

In this work we study some results about existence and concentration of positive
solutions for a nonlinear stationary version of the Schrédinger equation, as a parameter
goes to zero. More specifically, we prove that the sequence of solutions have a maximum
points which concentrate around the global minimum of the potential, as a parameter goes
to zero. The technique used relies on variational methods to compare the solutions with
the solution of a limit problem which have information on the minimum of the potential.

Keywords: Partial Differential Equations, Functional Analysis, Schridinger equation,
Variational Methods.
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CAPITULO

1

Introducao

De grande interesse na fisica-matemética é a versao estacionaria da equagao de Schro-
dinger nao-linear, ou mais especificamente,

—eAu+V(z)u = f(u) em RY
u € HY(RY) (1.1)
u > 0.

A equagao (1.1) foi estudada por Rabinowitz em [13], onde foi provado um resultado
de existéncia de solugoes usando pioneiramente métodos puramente variacionais, supondo
que a nao-linearidade f se comporta como uma poténcia subcritica e o potencial V' satisfaz
uma condic¢ao global. Apos isso, Wang em [15], provou que o problema (1.1) com a néo-
linearidade f(u) = |u|[P~ u, admite uma sequéncia de solugdes que se concentram em torno
do minimo global do potencial V. Antes desses, resultados de existéncia e concentragao
de solugoes para (1.1) haviam sido provados pela primeira vez por Floer e Weinstein em
[5] para o caso unidimensional e depois generalizados para dimensées mais altas por Oh
em [10].

Outro trabalho bastante importante no estudo desse tipo de problema é o artigo de Del
Pino e Felmer [4], onde os autores abordam o problema (1.1) com uma nao-linearidade do
tipo poténcia subcritica e potencial satisfazendo uma condicao que pode ser vista como
uma versao local da condi¢do suposta por Wang em [15]. Nesse trabalho, os autores in-
troduzem uma técnica que ficou conhecida por Método de Penalizacao, a qual vem sendo
largamente utilizada até os dias atuais.

Generalizacoes acerca dos resultados de Rabinowitz, Wang, Del Pino e Felmer e outros,
vém sendo desenvolvidos por varios autores, envolvendo hipdteses mais gerais sobre a nao-
linearidade f e potencial V', bem como também para outros operadores como por exemplo
o p—laplaciano, desenvolvido por Alves e Figueiredo em [2] e biharménico de Pimenta e
Soares |11, 12|, entre outros.

Neste trabalho, faremos um estudo detalhado dos trabalhos [13] e [15], onde se estuda
o problema (1.1) com nao-linearidade f e potencial V satisfazendo o seguinte conjunto de
hipoteses.

(V1) V e CORN);
(Vo) 0<Vy = %RanV < liminf V;

|z| =400

11



1. Introducao 12

(f1) f€CHR);
(f2) f(0) = f(0)=0

existem constantes c;,co > 0 e p € — tals que s)| < c|s| + cols ara

x _ 2N
todo s € R, onde 2" = 5,

(f1) Existe 6 > 2 tal que
0 < 0F(s) < f(s)s,

para todo s € R\{0}, onde F(s / f(t)

f()

(fs) —= é crescente para s > 0.

Os principais resultados desse trabalho sao os seguintes teoremas.

Teorema 1 Suponha que (f1) — (f5), (Vi) e (Va) valham. Entdo existe ¢g > 0 tal que
para 0 < € < €, existe ue solugdo de (1.1) tal que I (ue) = c..

Teorema 2 Sejam V satisfazendo (V1) e (Va) e f(s) = |s|P™ s onde 1 < p < 3E2. Entao
para toda sequéncia €,, — 0, existe uma subsequéncia que continuaremos a denotar por
(€m) tal que (1.1) (com €, no lugar de €) possui uma solugdo positiva u,, € H'(RY)
e U, se concentra em um ponto de minimo global xo de V no sequinte sentido: Para
cada m > 0 suficientemente grande, u,, possui somente um ponto de mdzimo local x,,
(portanto, global), com x,, — o, quando m — oo, e para todo 6 > 0 e m suficientemente
grande,

max  U,(x) > (Vo)ﬁ. (1.2)

|x—x0|<0

Na demonstragao de ambos, empregamos métodos variacionais e utilizamos os argu-
mentos de Rabinowitz para a prova da existéncia de solu¢ao para o problema (1.1), para
valores de € suficientemente pequenos.

Uma vez obtidas as solu¢oes, mostramos que os niveis minimax associados ao problema
(1.1) convergem para o nivel minimax do seguinte problema limite

—Au+Vou = f(u) em RV
u € HY(RY)
u > 0.

Isto, por sua vez, nos permite mostrar a concentracao das solucoes em torno de um ponto
de minimo de V' utilizando-se dos argumentos de Wang.

Nossa principal contribuicao é de carater estritamente pedagogico no sentido de fa-
cilitar a leitura dos artigos [13] e [15], para iniciantes na érea de Equagoes Diferenciais
Parciais Elipticas. Para isso, procura-se exibir todos os calculos e justificar todas as passa-
gens nas demonstragoes. Para procurar manter o texto tao auto-contido quanto possivel,
serao apresentados no Capitulo 2 alguns resultados preliminares.



CAPITULO

2

Preliminares

2.1 Os Espacos de Sobolev

Seja @ C RY um dominio qualquer, limitado ou ndo. Comecaremos este capitulo
definindo o conceito de derivada fraca de uma funcao.

Definicao 1 Um multi-indice o € uma n-upla (o, ..., ay), onde a; € N, para todo 0 <
1t < n. Temos associado ao multi-indice o alguns simbolos, um deles €

Do — olel

onde |a] = aq + ag + ... + ay, chamado de ordem do multi-indice .
Definicao 2 Seja u localmente integrdvel em €2, ou seja, para cada subconjunto compacto
K C Q, temos que luldx < oo e considere o um multi-indice qualquer. Entdo uma
funcdo v localmente z'gtegmvel € chamada de a-ésima derivada fraca de u se satisfaz
/ udr = (—1)l / uD%pdx (2.1)
Q Q

para toda ¢ € CJ)Q‘(Q). Nesse caso denotamos v = D%u.

Dizemos que uma funcao é fracamente diferenciavel se a sua derivada fraca de primeira
ordem existe e diremos que ela é k vezes fracamente diferenciavel se sua derivada fraca
até a ordem k existe. Vamos denotar o espago linear das funcoes k vezes fracamente
diferenciéveis em Q por W*(Q). Note que C*(Q2) C W*(Q2) e que o conceito de derivada
fraca ¢ uma extensao do conceito de derivada cléssica que preserva a validade da integracao
por partes (2.1).

Definicao 3 Sejam Q C RY um aberto, 1 < p < oo e k € N. Definimos os espacos de
Sobolev W*P(Q) como sendo

Wk?(Q) .= {u € LP(Q); D*u € LP(Q), para 0 < |a| < k}
Observagao 1 O espagco W*P(Q) é um espaco de Banach, dotado da norma

P

lullkp = | D ID™ulf] , sel1<p<oo (2.2)
0<a|<k
|u]|kco = max [[D% w, se p = o00. (2.3)
0<al|<k

13



2. Preliminares 14

Observagao 2 Quando p = 2, denotamos W*P(Q) simplesmente por H*(Q). Em parti-
cular, se k =1, temos o espaco

ou

H'(@) = W'3(@) = {u € IXQ): 5

€ L*(Q), para 1 <i < n}.

Definimos também, o espaco Wok’p(Q), como sendo
Wi () = Gy
Teorema 3 O subespago C=(2) N WHFP(Q) ¢ denso em WHEP(Q).
Ver demonstragao em [1].

Teorema 4 Se () satisfaz a condicao do cone interior uniforme, isto é, existe um cone
fizo Kq tal que cada x € Q) € o vértice de um cone Kq(x) C Q) e congruente a K, entdo
eriste uma imersao continua

N
WHP(Q) — LYQ), para 1 < q < I pk , onde kp < N, (2.4)

isto €, a aplicagdo de inclusdo i : WHP(Q) — L(Q) € continua.

Ver demonstragao em [1].

2.2 0O Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao vamos provar o Teorema do Passo da Montanha e para isso, definiremos
objetos que servirao de pré-requisitos para a prova desse.

Seja F um espaco de Banach real. Uma aplicacao [ : £ — R é chamada de funcional.
Para fazer sentido o que vamos entender por ponto critico de I, vamos definir o que vem
a ser um funcional ser diferenciavel no sentido de Fréchet.

Definicao 4 Dizemos que 1é Fréchet diferencidvel em u € E se existe uma aplicacio
linear continua L = L(u) : E — R que cumpre a sequinte condi¢ao: para qualquer € > 0
dado, existe um § = 0(e,u) > 0 tal que

[ (u+v) = I(u) — Lo| < €ljv]],
para todo v € E, com ||v]| < 4. A aplicacio L serd denotada por I'(u).
Note que I'(u) € E*, onde E* é o espaco dual de E.

Definigao 5 Um ponto critico u de I é um ponto em que I'(u) =0, ou seja, I'(u)) =0
para toda Y € E. O valor de I em u € entao chamado de valor critico de 1.

Iremos provar agora o Teorema do Passo da Montanha e para isso usaremos o seguinte
resultado.

Lema 1 (Lema da Deformacao) Seja ¢ := o7 1(] — oo,d]), X um espaco de Hilbert,
0 € C*(X,R), c e R, e > 0. Considere que para todo u € p~([c—e,c+e€]), || (u)]| > 2e.
Entao, existe n € C(X, X) tal que:
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(i) n(u) = u, para todo u & ¢~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]);

(i) n(™") C e,
Teorema 5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espacgo de Hilbert, p € C*(X,R),
e € X er >0 tais que |le| > r. Considere b := irlllf o(u) > p(0) > p(e). Entdo, para

[[ull=
cada € > 0, existe u € X lal que

(a) ¢ —2e < p(u) < c+ 2

(@) ' (w)| < 2e.

onde

— inf 2.5
¢ = inf max o(y(u)) (2.5)

el ={yeC([0,1], X); 7(0) =0 e y(1) = e}.

ao. < a <c< .
Demonstracao. Note que b < max ©(v(t)), e entdo b < ¢ < max ©((te)). Suponha

que, para algum € > 0, a conclusio do Teorema néo seja valida. Podemos assumir que
¢ —2e = ¢(0) = p(e). (2.6)
Pela definicao de c, existe v € I" tal que

max p(y(t)) < c+e. (2.7)

0<t<1

Considere  := no~, onde 1 ¢ dado como no lema anterior. Pelo item (i) do Lema da
Deformacao e por 2.6 temos que

e que (1) = e. Logo, temos que 5 € I'. Segue do item (i7) do Lema da Deformagdo e de
2.7 que

< <c-—
c < max p(b(t)) <c—e

o que é uma contradi¢ao. m






CAPITULO

3

Resultados de Existéncia

Nesta secao, o nosso objetivo é provar que o problema

—EAu+V(z)u= f(u) em RN
u e HY(RY) (3.1)
u > 0.

possui solugdo, onde N > 3 e f e V satisfazem as condigoes (f1) — (f5), (V1) e (V) sdo
satisfeitas.
A abordagem comeca observando que o problema

—Au+ V(z)u = f(u) em RY
é equivalente ao problema
~Av+ V(ex)v = f(v) em RY, (3.2)

onde as solucoes u, de (3.1) e v, de (3.2) s@o relacionadas por v.(z) = uc(ex). Assim
estudemos o problema (3.2).
Para cada € > 0 definimos o espago de Hilbert H, C H*(RY) como sendo

He={u€ H'RY); [juf. < oo},
onde
|.lle : Ho— R
define uma norma em H, dada por
3
lulle = (/ (IVul? + V(ex)zﬁdx) ,
RN
que vem do produto interno
(u,v) = / (VuVv + V(ex)uv)dz.
RN
Por (V1), para N > 2 temos as imersoes continuas:
H, — H'(RYN) — LP(RY), para 2 < p < 2%,

Temos associado & equacao (3.2), o funcional dado por

17



3. Resultados de Existéncia 18

1

I.(u) = 5 /RN(]VUF + V(ex)u?)dx — /RN F(u)dx

para u € H..
Prova-se que I, € C'(H,R). Além disso, temos que I.(0) = 0.

Lema 2 O funcional I, satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Mon-
tanha, ou seja:

(i) ewistem constantes p, o > 0 tais que I|sp, > o, e
(ii) existe um e € H\B, tal que I.(e) < 0.

Demonstracao. Primeiramente, provemos o item (ii). Note que, para u € H, \ {0} e
t > 0, existe r > 0 tal que

Hz € RY; |tu(z)] > r}| >0 (3.3)
onde | X| denota a medida de Lebesgue do conjunto X.

De fato, se [{x € RY; [tu(z)| > r}| = 0 paratodo r > 0, teriamos que |[tu(x)| = 0
q.t.p, o que contraria o fato de u # 0 em H.. Entao,

/ F(tu)dx > / F(tu)dzx.
RN {zeRY; |tu(z)|>r}

Logo, por (3.3) e pela condicao (fy), segue que

2

t t°
Lta) = Gl = [ Plenyds <Gl - [ F(tu)ds
2 RN 2 {2€RN; [tu(z)|>7}

2

t
< EHUHE — agt“/ lu|tdz — —o0,
{zeRN; |tu(z)|>r}

quando t — oo e dessa forma, o item (ii) esta provado.
Agora, provemos o item (7).
Por (fs), temos que para todo n > 0, existe § > 0 tal que se |t| < 0,
F(2)] < JJt (3.4)
Note que, por (f4), existe A = A(n) > 0 tal que, se |t| > 0,
[E ()] < At (3.5)
De fato, como
[F@)] < [If O] < [t (calt] + c2lt?) = caft]? + colt*,

temos que

[E@O] _ alt? + et o
e+t ias i

Cc
+ C S W%—FCQ = A(é)
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De (3.4) e (3.5), segue que
F)] < T + At

para todo t > 0.

Fazendo J(u) = / F(t)dz, pelas imersoes continuas de Sobolev, temos que
RN

[ Fw

< C(Fllullz + Alulz) = Cllull? (3 + Allullz™).

|/ (u)] =

do< [ (B + Alupt) do = Zuli + Al
RN \2 2

Entao, tomando |Jul|. < (%)P%l, temos
[ J(w)] < nCllulle (3.6)
Como
Le(u) = 5llull? = J(w),

por (3.6) segue que

Le(u) = llull? = J(u) >

2 [ull? = Cllull? = lluli? (5 — Cn).

1
2
Logo, escolhendo 1 > 0 de modo que % —Cn >0, se ||u|le = p, temos que
I(u) > a,

onde a:=p* (3 —Cn). =m

A seguir, além de definir o que vem a ser a Variedade de Nehari, vamos também apre-
sentar uma propriedade muito interesante a respeito dela. Mostraremos que a variedade
de Nehari, denotada por N, é radialmente homeomorfa & esfera unitaria S* em H..

Definicao 6 Definimos como sendo a Variedade de Nehari o conjunto N, dado por
N, = {u € H.\ {O};/ (|Vul* + V(ex)u?)dz = f(u)udx} . (3.7)
RN RN

E interessante notar que N, é um conjunto que contém todas as solucoes fracas nio-
triviais do problema (3.1).

Antes de provar o proximo lema, considere para todo u € H.\ {0} e t > 0 a aplicagao

Ye(t) = I(tu). (3.8)

Note que 1.(0) = 0 e usando argumentos similares ao do Lema 2, temos que ¢.(t) > 0
para t suficientemente pequeno e 1.(t) < 0 para t suficientemente grande. Portanto, o
max (1) existe e é assumido em um certo t = p.(u) > 0. Derivando 1), temos que

GU(t) = I(tuyu = tuf}2 - / S(twude =2l = [ (e
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Aplicando em t = p.(u), temos

Y (@e(u) = (e(u)lull - /RN f(pe(u)u)udz. (3.9)

Como ¢.(u) é o ponto onde ¥ assume o seu maximo, a derivada nesse ponto é nula,
ou seja, ' (p.(u)) = 0. Entao, usando esse fato em (3.9), segue que

()l = [ Flodwp)oduyuda

Portanto, ¢ (u)u € N..
Lema 3 O nidmero o (u) > 0 € o tnico valor de t tal que tu € N.

Demonstragao. Para provar a unicidade de ¢ (u) , vamos supor que existem dois
valores diferentes e mostrar que eles sdo os mesmos. Para isso, tomemos um ¢ (u), tal
que 0 < @ (u) # pe(u) e @(u)u € N . Sendo assim, temos que

I Pe(u)u)pe(u)u =0,

ou seja,
(@e(w))?[[ull? = /RN f(@e(u)u)@e(uyudz.
Entao G (wu)
ful = [ HEH (3.10)
Por outro lado, como ¢ (u)u € N,
lull? = /RN %&);)udﬂ (3.11)
Logo, de (3.10) e (3.11) segue que
FE@wu [ fedwu)
o B dx v o) dx. (3.12)

Como escolhemos @ (u) # p.(u), podemos supor, sem perda de generalidade que
Pe(u) < pe(u). Pela hipotese (f5), temos que

F(@e(uwyu)) _ flpe(u)u(z))
Pe(u) pe(u)

Pe(u) < @c(u) =

para todo z € RY. Assim,

[ (A5 1)

contradizendo (3.12). =

Lema 4 A aplicagio T : S' — N, definida por T(u) = ¢.(u)u € bijetora e sua inversa

T N. — 8 é dada por T (u) = ﬁ
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Demonstracao. Para provar esse lema, basta verificar que ToT ' =T"to T = w.

De fato, primeiramente note que para todo u € S*!,

pe(u)u

Tl oT(u)=T"YT(u)) = m =

u.

Y ) = ||u|l.. Entao, para u € N,

HUHE

Note ainda que, para todo u € N, temos que ¢, <

ToT—1<u>=T<T—1<u>>=goe( u ) u

[ulle /- [lulle

[ ]
Assim, para concluirmos que N, é radialmente homeomorfa a esfera S' em H,, basta
mostrar que a aplicacao u — ¢(u) é continua em H, \ {0}.

Proposigao 1 A aplicagao A : H. \ {0} — R™, dada por A(u) = ¢ (u) é continua.
Demonstragao. Seja u,, — u em H\{0}. Como (U, )u, € N, temos que

T Pe(tm ) tim ) Pe(tm )t = 0,
ou seja,

(906(um))2||um||z = /IRN f(pe(tm ) tm ) pe(tm ) umdz. (3.13)

Mostremos que, a menos de subsequéncia, (¢c(u,)) ¢ limitada.

Como ¢ (u,) > 0, temos que analisar dois casos. Se ¢ (u,) < 1 ao longo de
uma subsequéncia, ndo h& o que provar. Consideremos entdo ¢.(u,,) > 1 e note que,
Oe(Um ) || > |tm|. Assim, por (fy), se un(z) > 0, entao

Pe(Um)um () e(Um)um(z)
/ Hds < / f(5) ds
o (2) s () F(s)

= F(pc(tm )t (7)) > (Pc () F () (3.14)
Analogamente, se u,,(x) < 0, prova-se que
F(pe(um)um(x)) > (0e(wm))" F(um) (3.15)

Assim, por (f4) temos que

f(SDE(um)um)SDe(um)umdx > M/

RN

(et )tz > g / (e (ttm) " F (1)t

RN RN

Assim, em (3.13)

(el Pl = [ Fommdun)oliminde > [ (oum)V"Flun)do

N
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a /R F(up)da

= (pe(um)“72 < (316)

Devemos encontrar um limite superior para ¢.(u,,) e para isso é suficiente que

/R Flu)dr /R ) F(u)dz

Como u,, — u em H,, pela continuidade da norma, temos que

lamlle — Tl (3.17)

Sendo assim, vamos provar que

/ Flun)ds — | Flu)da. (3.18)

RN

A ideia é utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada, entao vamos
verificar que suas hipoteses sao satisfeitas. De fato, observe que

(i) Como F é continua e u,, — u q.t.p em RY segue que F(u,,) — F(u) q.t.p em RV,

(77) Temos também que
[F(s)| < a1]s|* + azls["*.
Entao,
|F ()| < anftim|? + ag)ti, [P — aq|ul? + ag|ulPH!
Além disso, pelas imersoes continuas de Sobolev
(i) [ (lunf? + aalun )iz — [ (aalul + asfup* )

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Generalizada,

/ F(up,)dx — F(u)dz.

RN
Sendo assim, em (3.16), por (3.17) e (3.18) temos que

2 2
@e(um)“_Q S l ||um||e — ||U’||e

H /RN F(up,)dz /RN F(u)dzx

quando m — oo.
Logo ¢.(u,,) é limitada, entdo possui uma subsequéncia que converge para um @ > 0.
Afirmacao: g # 0.
De fato, se g = 0, temos em (3.13) que

2
f ()06 Um Um> mdx
SOE um U

Como [|um[[¢ — [Jull?, por (f2) segue que

(3.19)

eI =
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R (e ()t ) U,
et tim—0 Pe(tm)

=0.

Além disso, (u,,) é limitada, entdo segue que a integral do tltimo membro de (3.19)
converge para zero. Logo, teremos que ||ul]|. = 0, contradizendo o fato de que u €
H.\ {0}. Dessa forma, g > 0. Entdo, a menos de subsequéncia, ¢(u,,) — @ > 0. Pela
unicidade de ¢.(u), segue que P = @ (u). Portanto, p.(u,) — @.(u) o que implica que
A(up) — A(u), mostrando a continuidade de A. =

Assim, concluimos que N, é radialmente homeomorfa a esfera S em H..

Sejam ¢, e ¢! definidos por

ce = lnf max I(g(¢)) (3.20)
e
¢t = inf maxI.(tu) (3.21)

ueHA{0} >0

onde I'. é dado por
I'e={g€C([0,1], Hc); g(0) =0 e L(g(1)) < 0}, (3.22)
Proposigcao 2 ¢ =c. = ij\r}f I..

Demonstracao. Para cada u € H,, como 1. assume o seu maximo em ¢.(u) > 0, temos
que

max pc(tu) = max I(tu) = L(pc(u)u).

onde a ultima igualdade segue da unicidade de ¢ (u). Logo,

e ue}{{l\f{o} maxle(fu) = uellﬁlrg{o} Le(pe(u)u) = inf I, (3.23)

Afirmacdo: Para todo g € T, ¢([0,1]) " N, # 0.

De fato, tomemos u € H, \ {0}, de forma que ou v € N; ou u esté no interior de N..
Se u esta no interior de N, temos que . (u) > 1 e entdo ¢.(1) > 0. Note que,

¢l(1) > 0= I/(u)u > 0.

Assim,
Jul2 > / f(wude (3.24)
RN

Note que, por (f;), temos que, para todo s € R\ {0},

WE(s) < f(s)s = /

RN

F(s)dx < f(s)sdx.
RN
Logo,
L

§/RN F(s)dr < % - f(s)sdx. (3.25)

Por (3.24) e (3.25),
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I(u) = Ljufl? - /}RN Flu)dz > | [ Hpuds - /RN Flu)da

> g/RN Flu)de — /RN Flu)dr = (4 1) /RN Flu)de.

Como p > 2, temos que 5§ —1 > 0. Assim,

(% . 1) /N F(u)dz > 0

o que implica
I.(u) > 0.

Temos que g(1) esta no exterior de N, pois I.(g(1)) < 0. Por outro lado, g(0) esta no
interior de N.. Logo, pelo Teorema da Alfandega, ¢([0,1]) NN, # 0 e a afirmagcdo esta
provada. Sendo assim,

> inf I, = ¢,
max L(g(t)) 2 inf I = ¢

Portanto,
Ce > Cr. (3.26)

Por outro lado, para v € H. \ {0} fixo, I.(tu) < 0, para ¢ suficientemente grande.
Assim, cada raio {tu; t > 0} pode ser associado a uma funcao g, € I'c a menos de um
reescalonamento. Assim,

T el RIS = iy 0202 () 2 gy o) = 320

Portanto, de (3.26) e (3.27) obtém-se que ¢, = ¢f. =

Observacao 3 Como N. homeomorfo & esfera unitdria, este divide H, em duas com-
ponentes conexas. Na prova anterior, os termos "interior"e "exterior"de N, se referem,
respectivamente, ¢ componente conexa que contém a origem e a que nao contém.

Observacao 4 Como ¢, = ij{l/f I. e qualquer ponto critico nao trivial de I, pertence a N,

€

se ¢ € um wvalor critico de I., entao € o menor valor critico positivo de I..

O proximo resultado nos mostra a dependéncia mondtona de ¢, com relacao a V.
Considere para cada j = 1, 2, o problema

—Au+ aj(r)u = f(u) em RY (3.28)

onde o funcional associado a (3.28) ¢ dado por

I(u) = EAN(yvuyZ+aj(x>u2)dx—/ F(u)da,

2 RN
e considere o conjunto I'; dado por

Iy ={g€C([0,1]), H'); g(0) = 0 e I;(g(1)) < 0}.
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Proposigao 3 Seja f satisfazendo as hipoteses (f1) — (fs) e a1 e ay € CO(RY) de modo
que eziste d > 0 tal que ay,as > d em RYN. Se ay > a; em RY, entdo cy > c1, onde 0s C;
5G40 0s respectivos niveis minimaz associados ao problema (3.28) com a; igual a aq € as.

Demonstragao. Temos que

as > ap = Ir(u) > I(u), (3.29)

para todo u € H'(RY). Entao, pela defini¢ao de I';, temos que g € I'y = g € I';.

Por (3.29),
Io(u) 2 Ih(u) = max I(g(t)) > max Li(g(t)).
Logo,
_ S S _
= B0 RO0) 2 I o ) 2 Il g o) = e
|
Para provar a proxima proposicao, considere o funcional Iy, definido por
1
Iy, (u) = —/ (|Vul® + Vou?)dx —/ F(u)dz.
2 RN RN
Além disso, sejam I'y, e cy, definidos como
Ty, = {g € C([0,1], H'(RY)); g(0) = 0 e Iy (g(1)) < 0}
e

vy = gg;f% max Iy, (g(t))-

Proposicao 4 Se as hipdteses (V1) — (Vo) e (f1) — (f5) s@o satisfeitas, entdo ou c. € nivel
critico de I. ou c. > cy,.

Demonstracao. Por (2.5), existe uma sequéncia (w,,) C H, tal que ||w,,|| = 1 e quando
m — 00,

Iglgg{ I.(Ow,,) — c.. (3.30)

Entéo, associando a cada w,,, uma funcao g, € I'c, de modo que max gm(t) = max I.(Ow,,),

temos que pelo Teorema 2.4 de [16], existe uma sequéncia (un,) C He, 0 < 6, — 0 e
0 <t, <1 tais que,

[t = G (tm)lle < O (3.31)

Ce — O < Ic(up) < ce (3.32)

12 ()|l < O (3.33)
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Sendo assim, (3.32) e (3.33) implicam que (u,,) ¢ limitada em H.. Logo, a menos de
uma subsequéncia u,, — u. em H, e u,, — u. em L;luoc(RN)’ para 1 < p < 2% onde u, é
uma solugao fraca de (3.1). Entdo, existem (y,,) C RY, >0 e R > 0, tais que

lim inf/ u? dr > B. (3.34)
BR(y'm.)

m—r0o0

De fato, pois caso contrério, para todo R > 0, teriamos que

lim inf sup / u? dr = 0.
Br(y)

m—o0 yGRN
Consequentemente, pelo Lema 1.1 de [8], segue que
Uy — 0 em LP, para 2 < p < 2. (3.35)

Mas, usando (3.32),(3.33) e o fato de ||u,,|| ser limitada, obtém-se

1
I (up) — ilé(um)um — ¢ >0 (3.36)

Por outro lado, (3.35) e as hipoteses (f2) e (f3) mostram que

I (tm) — 31t Yt = /R ) (%um Flum) — F(um)) dz — 0,

o que contraria (3.36).

Se (ym) contém uma subsequéncia limitada, por (3.34), u. # 0. Além disso, para cada
p > 0, como por (f;), temos que, para s € R\{0},

0 < uF(s) < sf(s) = F(s) < Sff) _ sf2(s)

o que implica
1
53]”(3) — F(s) > 0.

Logo, pelas imersoes compactas de Sobolev,

() — LTt Yt > / (% F )t — F(um)) dz — /B . G Flu)u, — F(u6)> da.

B,(0)
Por outro lado,

Te(tn) — T (U )ty — Ce.

Entao, quando m — oo, temos que

= . (5w - Fu)) d

Como p é qualquer e o integrando é positivo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona,
segue que

¢ > /R ) (% Flud)u, — F(u€)> dz. (3.37)

Como u, € uma solugao fraca nao trivial de (3.1), temos que u. € N, ou seja,
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¢ > /RN (%f(ue)ue _ F(u€>) do = I.(u,).

Logo, pela Observacdo 5, I.(u.) = ¢, e o resultado esta provado para este caso.

Agora, suponhamos que (y,,) ndo seja uma sequéncia limitada, entdo, para todo a > 0
ep>0,

max I (Ow,,) > I.(cqw,,) = Iy, (aw,,) +/ 1(V(Eac) — Vo) |aw,, |*dx
R

9>0 N 2
]‘ 2 1 2
= Iy, (qw,,) + —(V(ex) — Vo) |awy,|*dx + —(V(ex) — Vo) |awy,|*dz.
B,(0) 2 RN\B,(0) 2

Como por (V) podemos escolher p de modo que V(z) > Vp, para todo z € (B,(0))°,
segue que

1
max [ (Ow,,) > Iy, (qwy,) —|—/ —(V(ex) — V)| aw,, [*dz. (3.38)
620 B, (0) 2
Como (3.38) vale para todo a > 0, podemos escolher em particular a = @y, (wy,).
Logo, segue que,

1
e L(0w,) = T ovywn)wn) + [ S(V(en) = Vo)l () Pda
0>0 B,(0) 2

1
> i'/\I}'f Iy, +/ §(V(ex) - %)](pvo(wm)wmIQd:(:.
€ B,(0)

1
ot [ SV Cer) = Vo)l P
B, (0)

ou seja, temos que

1
max I (fw,,) > cy, +/ —(V(ex) — Vo) |ovy (W) wp|*d. (3.39)
620 B, (0) 2

Afirmagao: A sequéncia (v, (w,,)) é limitada, a menos de subsequéncia.

com efeito, como @y, (w,,) > 0, temos dois casos a considerar. A saber:
(1) ao longo de uma subsequéncia ¢y, (w,,) < 1 ou
(77) ao longo de uma subsequéncia py, (w,,) > 1 para m suficientemente grande.

No caso (i) ndo ha o que provar.

Para o caso (i7), como ¢y, (w,,) > 1, por (f4) temos que

P (wm)? > u/

RN

vy (wn)wm)d > pipus ()" / F(wp)dz

RN

Logo, temos que
_ 1 1
A% (wm)ll 2 < -

S (3.40)
,u/ F(wy,)dx
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Se ao longo de uma subsequéncia o termo do lado direito de (3.40) é limitado, encon-
tramos um limite superior para ¢y, (w,,). Caso contrario, para m — oo,

j/ Fluwn)dz —s 0. (3.41)

Aﬁrmagz’io:/ F(w,y,)dz -+ 0.

RN

De fato, note que como em (3.31)

g (tm) = Emm (3.42)
onde g, € I'c e &, € R, para todo m € N. Por (3.31),

[€mtWm — Umle < 0 (3.43)

e como anteriormente, por (3.32) e (3.33), temos que (u,,) ¢ limitada em H..
Logo, como vale (3.43), existe uma constante K > 0, que independe de m, tal que
Em < 08+ Junll. < K.
Sendo assim, para qualquer r > 0 e y € RV,
w228, ) = e |€mwmll L2(B, ) 2 % 1€mWmll 2B, ()

Logo, temos que

1
il 2 2 l€mwmllze.w) 2 22 (lwmll2,.w) = i = Gnwmllzm.op) -
(3.44)
Segue de (3.43) e das imersoes de Sobolev que
! :
1w |l 2B, () = K (HumHLZ(BT(y)) - C5m) . (3.45)

Logo, pelo Lema 1.1 de [8] existe uma sequéncia (y,,) C R" e constantes § > 0, R > 0,
tais que

lim inf wﬁldx > 0.

Entao em (3.45), escolhendo y = y,, e r = R, para m grande obtemos

1 /B\2
fm e = 7 (5) (3.46)

Para provar que / F(wy,)dz - 0, basta mostrar entao que existe 5, > 0 tal que, a
RN
menos de subsequéncia,

Br(ym)



3. Resultados de Existéncia 29

Por (fy), temos que F(s) > 0 para todo s € R tal que |s| > 1 e F(s) > Kj|s|* com
K, > 0. Logo, para todo v > 0, existe uma constante A, > 0 de modo que

s < 7+ A, F(s), (3.47)
para todo s € R.

Para mostrar que (3.47) vale, considere v > 0 pequeno, ou seja, podemos supor que
v < 1. Temos que analisar dois casos.

Caso 1: Se |s| > 1, entdo como u > 2,
F(s) > Ki|s|* > Ki|s|*.
Caso 2: Se [s| < 7, entdo temos novamente que considerar dois casos.

i) Se [s| <1, como A, F(s) > 0, segue que
( ) 7 4 I g q
s < Jsl <7 <7+ AL F(s).
ii) Se v < [s| < 1, para A, suficientemente grande,
(ii) Se v Y g

|s]> < v+ A, min F(s).

y<s<1

Logo,
/ |wm|2dm < / (v + A F(wy,)) de = v|Bg| + Av/ F(wy,)dz,
BRr(ym) BRr(ym) Br(ym)

onde |Bg| é a medida de Lebesgue de Bg. Se

/ F(wp,)dx — 0
RN

quando m — oo, como 7y é arbitrario, segue da desigualdade anterior que

/ w? dr — 0
Br(ym)

quando m — 0o, 0 que é impossivel em virtude de (3.46).
Portanto, ¢y, (wy,) é limitada.
Dando continuidade na demonstracao da Proposicao 4, vamos supor que existe um

n > 0, tal que
Wl L2(B,(0)) = M- (3.48)

Essa suposigao serd provada logo abaixo.
Como g (tm) = Emwm, onde &, € R, para todo m € N, por (3.31), temos que

Assim, usando as imersdes continuas de Sobolev, temos que
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um | z2(8,0) = lémwWml2(8,0) = 1§mWm — tmlL2(B,(0))- (3.50)

Por (3.49), o ultimo termo do lado direito de (3.50) tende a zero, quando m — 0.
Assim, se &, — 0 ao longo de uma subsequéncia, como w,, é limitada, &,w,, — 0. E
pela continuidade de I, I.(¢,w,) — 0, o que contraria (3.30), ou seja, (&) ¢ limitada
inferiormente por um M > 0. Isso significa que para todo m € N, [§,,| > M. Sendo
assim, de (3.50)

um 28,00 = 1mwml|L2B,0) = IémWm — tml|L2(B,(0))

> |Enlm — Cllémwm — umlle > My — Co5, (3.51)

1
Portanto, (3.51) nos mostra que existe uma constante 7o > 0 dada por 9, = M, —Cé3
tal que,

|m || £2(B,(0)) = M2-

Logo, ao longo de uma subsequéncia, u,, — u. em H, que é solugao fraca nao trivial
de (3.1), com I.(u.) = c..

Agora nos resta verificar que (3.48) ¢ valido.

De fato, se (3.48) nao valesse, terfamos que, ao longo de uma subsequéncia de m's —
OO?
Wl 2(B,(0)) — 0. (3.52)

Assim, por (3.30), (3.52) e pelo fato da sequéncia (v, (w,,)) ser limitada, segue da
relagao (3.39) descrita por

1
max I (fw,,) > cy, +/ —(V(ex) — Vo)lew, (W )W |2 d,
020 B,(0) 2

que c. > cy,. Desta forma, a prova da Proposicao 4 estd completa. m

Lema 5 Eziste w € H*(RY) tal que
—Aw + Vow = f(w) em RY (3.53)

1
e Iy, (w) = cy,, onde Iy, (u) = 5/ (|Vul* + Vou?) —/ F(u)dx, u € H, e cy, € o nivel
RN RN
minimaz associado a Iy, .

Demonstragao. Pelo Teorema 8.5 de [16], existe uma sequéncia (w,,) C H'(RY) tal que
Iy, (wm) — ¢y, e Iy, (wy,) — 0. Note que, por (fy), por um lado

1
Iy (wn) = L1 () = (3 = 1) w3, + / ) (;f(wmmm - F(wm>) da

> (3= 1) lwml?,

onde
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W||tr = Wy oW )dx.

ol = [ (90 + Voun)d
RN

Por outro lado, temos que

IVo(wm) - ,%I{/O(wm)wm <cy + Om(1>||meVo + Om(1>7

Assim, segue que
(5= 1) iy < evi + om(Dllwnllv, + om(1).

Logo, (w,,) é limitada em H'(RY). Além disso, pelo Lema 1.1 de [8], existem uma
sequéncia (y,,) C RY e constantes 3 > 0, R > 0, tais que

lim inf/ w2 dr > 3.
Br(ym)

m— 00

Note que, se T u(x) = u(z — y), entdo pela regra da cadeia e fazendo uma simples
mudangca de variavel, temos que Iy, (7,u) = Iy, (u).
Assim, a menos de uma translacao de w,,,

m—0o0

lim inf/ w? dr > .
Br(0)

Sendo assim, w,,, — w em H'(RY), onde w é solugao fraca e nao trivial de (3.1). Logo,
de forma similar a (3.37), mostra-se que Iy, (w) = cy,. B

Finalmente, vamos mostrar que o problema (3.1) possui solu¢do fraca nao trivial.
Neste intuito, vamos provar o principal teorema deste capitulo.

Teorema 6 Suponha que (f1) — (f5), (Vi) e (Vo) valham. Entao eziste ¢g > 0 tal que
para 0 < € < €, existe uc solugao de (3.1) tal que I (uc) = c..

Demonstragao.
Vamos supor que ¢, nao é um valor critico de I, entao, pela Proposicao 4, temos que

e > ey (3.54)

Vamos mostrar entao que (3.54) é impossivel para e suficientemente pequeno. Para
iss0, vamos empregar um argumento de comparagdo. Seja w uma solugao de (3.1) tal que
I, (w) = cy,. Considere R > 0 e xg € CH(RT,RT) tal que

(i) xr(t)=1,set <R,

(ii) xr(t) =0,set>R+2,

(ili) |xR(t)] <1, para R <t < R+ 2.
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Seja v = yrpw. Entao, para qualquer 0> 0,

N 1 ~
vr = max Iy, (0v) > I.(0v) + —/ (Vo — V(ex))|0v|*dx. (3.55)
>0 2 JBris(0)

Escolha § = ©ve(v), onde ¢, é dada pela Proposicdo 1. Assim, como na prova do
Teorema 6,

1 ~
YR > Ce + —/ (Vo — V(ex))|0v|*d. (3.56)
2 Br2(0)
Note que, para € > 0 suficientemente pequeno,
Vo — V(ex) > 5(Vo — V(ex)) em Bri2(0).

Entdo, em (3.56), temos que

1 ~ 1/1
YR > Ce + —/ (Vo — V(ex))|0v|?dx > cc + = (—(VO - V(O))) gz/ vidr.
Br2(0) 2\2 Br42(0)

Assim,
1
> et 5 (Vo= V() P / V. (3.57)

Br2(0)

~

Note que 6 = (€, R) depende de € e de R.

~

Vamos mostrar que existe um 6y > 0 tal que (¢, R) > 6, para todo € suficientemente
pequeno e R suficientemente grande. Além disso, escolhendo R de modo que

1
/ vidr > —/ wdz, (3.58)
B2 (0) 2 Jry
teremos que
1
YR > Ce+ 3 (Vo —V(0)) 9(2)/ wdzx. (3.59)
RN

Por outro lado, vamos mostrar que existe uma funcao ¢(R) > 0 tal que, ¥(R) — 0,
quando R — oo e

Yr < ey, +Y(R) (3.60)
Portanto, escolhendo R suficientemente grande tal que
1
W(R) < 5 (V- V)& [ ulds (3.61)
RN

teremos que (3.59), (3.60) e (3.61) implicam que ¢, < ¢y, contradizendo (3.54). Vamos
verificar a existéncia de §, e mostrar que vale (3.60). Temos que 6 é caracterizado por

7 / (Vo2 + Vi(ex)?)dz = [ F(@v)fude. (3.62)

RN
Por (f2) e (f3), para todo n > 0, existe uma constante A, > 0 tal que
[F ()] < mlzl + Ay[2P (3.63)

para todo z € RY. Logo, por (3.61), (3.62) e (3.63), segue que
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é?/ (|Vv]2+V0v2)dx§/ (nBv? + A, |Gv["*)da.
RN RN

Note que, como v = xygw, temos que

o] < Ixallw] = o] < o] = / P dz < / ol dz.
RN RN

Além disso, como v = w em Bg(0),

(3.64)

(3.65)

% Vi |
/ <|VU|2 + —Ov2> dx > / (|Vv\2 + —ng) de = / (\Vw|2 + —Ow2> dx
RN 2 Br(0) 2 Br(0) 2

Portanto, para R suficientemente grande,

1
/ <|Vw|2 + EwQ> dr > —/ <|Vw|2 + Euﬁ) dx
BR(O) 2 2 RN 2

Dessa forma, tomando n = % > 0 em (3.64), temos que

/9\2/ (|V1}|2—i—%1)2)dx§/ (§Ev2+An§p+llv|s+l) dr.
RN RN 2

Logo,

v ~
/ (|W|2 + Vou? — —%2) dx < An0p‘1/ vPHd,
RN 2 RN

Por (3.65), temos que

/ (\Vv|2 + EUQ) dz < Anép—l/ vPHde < Anép_l/
RN 2 ]RN RN

Assim, por (3.66) e (3.67), segue que

1
/ (\Vv]2+%v2> dx 5/ (\Vwﬁ%—%uﬂ) dx
é\p—l > RN > RN )

A, wPdx A, wPdx
RN RN

Portanto,

1

1-s
%/ (|Vw]2 + E11)2) dx
RN 2

A, / wTdx
]RN

Agora, resta provar que (3.60) vale.

52 = é\o > 0.
De fato, note que por (3.55),

TR = IVo(QO(U)U) =cCy, + ]Vo (SO(U)U) - ]Vo (w>

Entao, basta mostrar apenas que

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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vy (p(v)v) = Iy (w)] = 0, (3.70)
quando R — oc.
De fato, como v = ygw, temos que
XrW — w em H..

Pela Proposicao 1, ¢(v) — ¢(w). Mas como w é uma solugao fraca nao-trivial de (3.1),
temos que ¢(w) = 1. Desta forma, a continuidade de ¢ implica (3.70) e a prova do
resultado estd completa. m



CAPITULO

z

Resultados de Concentracao

Neste capitulo vamos mostrar que as solucoes obtidas no capitulo anterior apresentam
um fenémeno de concentracao em torno de pontos de minimo global do potencial, no caso

particular em que a ndo linearidade ¢ do tipo f(s) = |s[P7!s, onde 1 < p < %

Seja €, — 0, quando m — oo. Para m suficientemente grande, pelo Teorema 6,
do Capitulo 3, sabemos que existe uma solucao de energia minima w,, € H,, para o
problema

—2 Au+V(z)u = |ulPu, (4.1)

Lembremos que o problema (4.1) é equivalente ao seguinte problema
—Av + V(epr)v = |vfP v, (4.2)

onde v, € Uy, solugoes de (4.1) e (4.2), respectivamente, estao relacionados por v,,(z) =
U (€mx), onde portanto I, (v,,) = c.,,-
Para o problema (4.2), temos associado o funcional I, , : H., — R, dado pela expressao

1 1
I (v) = 5 /RN(]VUIZ + V(emz)v?)de — 03T o lv[PHdz. (4.3)

E valido lembrar que, de forma analoga ao Capitulo 3, pode-se provar que I, €
C'(H,R) e que qualquer ponto critico de I, ¢ uma solugao fraca de (4.2). Para estudar
os pontos criticos de I, vamos introduzir o seguinte conjunto que também ja é conhecido
em virtude do capitulo anterior. Esse conjunto é conhecido como a Variedade de Nehari
para [, e é dado por

M, ={v e H,, \{0}; I. (v)v =0} (4.4)

Definimos também o conjunto

L ={n € C([0,1]), He,); n(0) =0, n(1) #0, I, (n(1)) <0}

e o valor minimax do passo da montanha por

e, = inf max I, (n(t)).
Cem = Inf max L, (n(t))

35
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Entdo, para qualquer v € H, \{0}, existe um tnico € > 0 tal que

I, (6v) = max I (tv), v € M,,. (4.5)
Além disso,
0<e¢,, = inf I, (v)= inf max/, (tv). (4.6)
VEM vEH,, \{0} t=0

Em vista de (4.6), v, € um minimizante de I, em M,,. Note que cada minimizante
U de I, em M,, ndo muda de sinal. De fato, por (4.5), existe um 6 > 0 tal que
Olvm| € My, e

11
I, (tHou) = L, 0loa)) = [ 5 — —— ep“/ m|P T
max I, (t|vm]) = Le,, (0]vm]) <2 p—l—l) el

=P, (vy) = 0P, .

Esse fato juntamente com (4.6) implica que # > 1. Mas,

/ (V|| ? + V(emz)v2 )do < / (|VUm|* + V(emz)v2) = / Uy [P dr
RN R

N RN

e Ov,, € M,,. Entao, 6§ < 1. Logo, segue que § =1 e |v,,| € M,,. Assim, |v,,| também é
um minimizante de I, em M,,. Argumentos semelhantes ao do Capitulo 3, nos mostram
que |v,,| € uma solugao fraca de (4.2). Agora, pelo principio do maximo forte, |v,,| nunca
se anula e desta forma v,, ndao muda de sinal.

Vamos provar o teorema que jé foi enunciado no Capitulo 1, mas por praticidade, sera
enunciado novamente aqui.

Teorema 7 Sejam V' e f satisfazendo (V1) e (Vo) e (f1) - (fs), respectivamente. Entdo
para toda sequéncia €,, — 0, existe uma subsequéncia que continuaremos a denotar por
(€m) tal que (3.1) (com €, no lugar de €) possui uma solugdo positiva u,, € H*(RY) e
(unm) se concentra em um ponto de minimo global o de V no sequinte sentido: Para cada
m > 0 suficientemente grande, u,, possui somente um ponto de mdrimo global x,,, com
T — Tg, quando m — 0o, e para todo 6 > 0 e m suficientemente grande,

max um(z) > (Vo)Ts. (4.7)

|x—x0|<0
Para provar o Teorema 7, a ideia serd comparar v,, com a solucao positiva ug de
Au—Vou+uP =0, u(oco) =0, u(0) = maxu (4.8)

e a prova seguird de uma série de lemas que serao provados ao longo deste capitulo. Antes
de comecarmos efetivamente a prova do teorema, provaremos o seguinte resultado que nos
serd muito util para os resultados posteriores.

Lema 6 lim c., = cp.
m—00

Demonstragdo. Para qualquer R > 0, tome ¢r € C(RY) tal que, pr = 1 em
Br(0) = {|z| < R}, g = 0 em (Br41(0))9, 0 < pr < 1e [Vpp| < ¢(N). Seja
Vg = @Rrug. Tome uma sequéncia y, tal que V(yx) — Vo. Seja w(z) = vg | v+ %)
Entao, existe um unico 6 = 6(k, m, R) > 0 tal que fw € M., , ou seja,
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92/ (|Vw|? + V(emz)w?)de = 91’“/ wPdx
RN R

N

N UVwﬁt%V@mx+y@v@dx:6pl/jU?ﬂm
RN RN

Dessa forma, temos que

V()védx—/ Vovpd
RN

/RN(|VUR|2 + V(emz + yk)vé)dx + /
gr—t =

RN
1
U? dz
RN

/ V(emr + yi) — Vo)va)do
RN

1
v? dx
]RN

/JWWF+%@Mx
= gr! = ZE

/]RN U%de
/ (|Vug|? + Vovi)de
Afirmacdo: lim Y&

R—o0 1
/ P da
RN

A afirmacao segue do fato de vy convergir para uy quando R — oo em H'(RY) e em
LY(RY) para 2 < ¢ < 2%, somado ao fato de ug ser solugao de (4.8).

Também, para R fixo, se tomarmos k e m suficientemente grande tal que V' (yx) esta
suficientemente perto de V), fixando tal k£ podemos provar que o segundo termo do lado
direito da igualdade em (4.9) esté suficientemente proximo de 0.

Juntando esses fatos vemos que dado n > 0, existe R e k suficientemente grandes de
tal forma que

+ (4.9)

= 1.

1 —n <liminfd <limsupf < 1+ . (4.10)
m—00 m—00
Agora, observe que
1
¢ < I, (0w) =1 / (V0P + V(enz) (0w)?)dz — —— [ [owdz
RN p +1 RN
1—ort
= 6? ([em (w) + —/ |w|p+1d$)
p+1l Jrwy
=6 Iy, (w) +1/ (V(emz) — Vo)widz + 1_—91)_1/ lw[PT dw
Vo 2 RN m 0 P + 1 RN
2 1 2 -6 +1
=0° | Iy,(vgr) + = (V(emx + yi) — Vo)vgde + ———— log[PT dx (4.11)
2 RN p+ 1 RN
=0?A(k,m, R)

onde para todo 1 > 0, existe k € N e R > 0 tais que

co —n < liminf A(k,m, R) < limsup A(k,m, R) < co + 1. (4.12)

m—00 m—00

Assim, por (4.10), (4.11) e (4.12) segue que para todo n > 0, temos que existe uma
constante K > 0 tal que
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limsupc,,, < limsup6(k, m, R)*A(k,m, R) < co + Kn.

m—ro0 m—o0

Como 7 > 0 é arbitrario, segue que limsup,,_, . ¢ < co.
Por outro lado, como V = infgy V, temos que I (v) > Iy, (v), para v € E.. Logo,
Ce,, > Co. Assim segue que de fato

lim ¢, = ¢.
m—00

Como comentamos no inicio deste capitulo, a prova do Teorema 7 seguird dos lemas
enunciados e provados a seguir. Primeiramente, note que

1 1 1 1
Cerm Gm(/Um> (2 D+ 1) /RN(’VUm’ +V(em$)vm)dx (2 P+ 1) va”em

Como ¢, — ¢y, quando m — 0o, segue que ||vp, ||, ¢ limitada, quando m — oc.

Lema 7 Eziste uma sequéncia {y,,} e constantes positivas R e [3, tais que

lim inf/ v2 (x)dz > B. (4.13)
Br(ym)

m—0o0

Demonstracao. Caso contrario, para qualquer R > 0,

lim sup / 02, (z)dx = 0,
Br(y)

m—r0o0 yERN

e pelo Lema de Lions, terfamos que v,, — 0 em LI(RY), para 2 < q < 2*. TIsso é
impossivel, pois pelo Lema 6, temos que

1 1
- — / v Hdr = ¢, — co > 0,
2 p+1 RN

quando m — co. m
Seja we,, () = v, (T + Ym) = Ue,, (EmT + €,Ym). Entdo, por (4.13),

lim inf w? (z)dz > 3> 0. (4.14)

Além disso,

—Aw,, + V(enx + €Y )we,, = Wl | (4.15)

onde w,,, > 0 em RY. Ainda, como w,,, € M,, temos que

1 1
=5~ —— Ve, |2+ V(em med:———/”“d.
Cm (2 p+1)/RN(| w'm| + (6 .T+€ y )wem) T (2 p_|_1) RNwEm T

Seja o conjunto M dado por

Mo ={v e H'(RY)\ {0}; I, (v)v =0},
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onde

1 1
In(v) = /RN(WUF FVot)de = | ol

Vamos mostrar o seguinte resultado.
Lema 8 {¢,y.,.} € limitada quando m — oc.
Demonstracao. De fato, pois caso contrério, existiria uma sequéncia €, — 0T, tal que
€EmYe,, —> OO.

Por (4.16) e pelo Lema 6, temos que
Cllwm |l < / (VW + V(emz + €mym)ws,) dz
RN

— / (|va|2 + V(emx)vfn) dx
RN

/1 1\ L (! 1\
-~ \oTpx1) T\ 1) @

quando m — 0o, ou seja, w,, = w,, ¢ limitada em H'(RY). Portanto, passando a uma
subsequéncia se necessario, temos que

(i) wm — wo >0 em HY(RY);
(ii) wm — wo > 0 em L (RY), para 2 < p < 2%

(iii) wp, — wo > 0 q.t.p em RY.

Por (4.13), wg # 0. Logo, existe um 6 > 0 tal que wy € M.

Afirmagao: Como liminf V(z) > Vj, por (4.14) existe 6 > 0 tal que

200
Awy — (Vo + 0)wp + wh > 0 em H'(RY) = (H'(RY))", (4.17)
onde (H'(R™))* denota o dual de H'(RY).
De fato, primeiramente note que para toda ¢ € H'(R") o funcional
Awg — (Vo + 0)wg + wh : HY(RY) — R,

é dado por
(Awg — (Vo + d)wo + wh)(p) := /RN(Awo.go — (Vo + O)wo.o + wh.p)dx.

Assim, temos que

Awy — (Vo + 0)wo + wh) > 0 < (Awg.o — (Vo + §)wg.0 + wh.p)dz > 0, (4.18)
RN
para todo ¢ € HY(RY), ¢ > 0.
Como C§°(RY) é denso em H'(RY), para provar (4.18), basta provar entdo que, para
toda ¢ € C°(RY), com ¢ > 0,
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/N(Awo.cp — (Vo + O)wo.p + wh.)dx > 0.
R

Seja ¢ € C°(RY), tal que ¢ > 0 e note que

/ (—=Vw, Vo = V(en® + €nlm)Wmp +wh p)dr =0 (4.19)
RN
Tomando o liminf em ambos os lados, temos o seguinte:

(i) wy, = wo = liminf Vw,Vedr = VwoVpdz;

m—o0 RN RN

(i) lim inf/ —V(emT + €mYm)Wmpdr > / — (Vb + 0)wopdx pelo Teorema da Con-
RN

m—0o0 RN
vergéncia Dominada;

(ili) wy,, — wo em LP(suppy) = lim inf/ wk pdr = / wppdz.
RN RN

m—0o0
Logo,
/ (=VwoVe — (Vo + §)wop + whp)dx > 0. (4.20)
RN

Como (4.20) vale para toda ¢ € C3°, ¢ > 0, entdo, aproximando |wg| por fungoes
suaves e positivas, temos que

/ (—|Vwo|* — Vowg + wé’“)dw > / (—|Vwo|* — (Vo + 5)w§ + wé’“)dm >0. (4.21)
RN

RN

Assim,

/ (|Vwo|* + (Vo + §)wd)dz < / wh ™ dz.
RN RN

Logo, 0 < 6 < 1. Como p > 1, temos

. 1 1
Co = i\I/llg IVO(U) < IVO(HU)()) = gt (5 — ﬁ) /RN wgﬂdx

1 1
< liminf ( - — —— / wh M dx
m—oo \2 p+1/ Jgn

= liminf I, (w,) = lim I (w,) = c,
m—0o0 m—00

onde a ultima desigualdade e a ultima igualdade seguem do Lema de Fatou e do Lema
6, respectivamente. Assim chegamos a ¢y < ¢y, 0 que é uma contradicao, o que prova o
resultado. m

Pelo tltimo resultado a menos de subsequéncia, temos que Z,, = €,Y.,, — Zo €, pelo
Lema 6, w,, = w,, — wy >0 em H'(RY) e q.t.p. em RY, quando m — oc.

Lema 9 z( é um ponto de minimo global de V.
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Demonstracao. Aplicando a Teoria da Regularidade Eliptica para (4.15), temos que

Wy, — wo em CF_(RY) e portanto

—Awg + V(z)we = wh, v € RY. (4.22)
Como Vy = inf V(z), segue que
z€RN
/ (|Vwo|* + Vowd)dz < / (|Vwo|? + V(wo)wd)dr = / wh ™ d. (4.23)
RN RN RN

Logo, existe um 0 < 0 < 1 tal que fwy € M.

Observe que, pelo Lema de Fatou,

. : 1 1
Co — lim Cepy, — lim 5 — ?
m—00 m—00 p

1 1
2 PO — / (Hwo)p“dx
2 P + ]_ RN

IVO(H’LUO) 2 inf ]V() Z Co.
Mo
Dessa forma, 0 = 1 e de fato wg € M. Assim temos que

/ ([Vwo|?* + Vowg)da :/ whdx :/ (IVwo|* + V (z0)wd)dx,
RN RN RN
o que s6 é possivel se V(zg) = V) e o lema esta provado. m

Provados os lemas, passaremos agora a prova do Teorema 7.
Demonstragao. (Teorema 7:)
Note que, como w,, — wy = ||wp|| < liminf ||w,,|| e pelo Lema 10, temos que
m—0o0

/ (|Vwo|* + V(zo)wd)dr < liminf/ (|Vwp|? + V (20)w?,)dx
RN RN

m—0o0

< hmsup/ (|Vwm|? + V (zo)w?,)dx
RN

m—o0

< lim sup/ (|Vwm|* + V(emz + Tp)w?, ) dz
m—00 RN
Cem Co

= lim =
m—oo (1 1
2 p+1

_ /RN(Wwa? +V (o)ud)da

Observacao 5 A igualdade da quarta linha acima € justificada da sequinte forma.

Note que, como vy, satisfaz —Avy, + V(€n2)v, = P, temos que

€m

0=1 (vy)vm = vaHzm —/ ]vm\p“dx = vaHfm :/ |Um\p+1dx. (4.24)
RN RN

Por outro lado, I, (vy,) = c.,,, entao usando (4.24),
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1 1 11
Cop = Loy (V) = Sl = —= [ |om[Tde = 5 = —— ) [lvnl
= Cem (4.25)

- s = 2
2 p+1

/N(|Vwm|2 + V(zo)w?))dz — (|Vwol* + V (w0)w?)da,
R

RN

Assim, temos que

quando m — oo, ou seja, ||wy,||lg1 — |Jwo|lgr. Logo, wy, — wy em HY(RY) e portanto,
Wy, — wo em L% . Pela reciproca do Teorema de Frechet-Kolmogorov (Corolario 4.27 de
[3]), segue que para todo n > 0, existe R > 0, tal que |[wn,| 22 @y p,) < 7, para todo
m € N. Isto é,

||wm||L2*(RN\BR) — 0, (4.26)

quando R — oo uniformemente em m € N.
Note que, como V > 0 e w,, > 0,
—Awy,, < —Awy, + V(ene + Ty ) wy, = wP,.
Entao temos que w,, ¢ uma subsolucao de
-Au = |uP .

Pela Desigualdade de Harnack (Teorema 8.17 de [14]), tomando f;, g =0e R = 1,
temos que

sup Wy, < Cllwn|| 12+ (3, (q)): onde @ € RY, (4.27)
B1(Q)

Afirmagao: w,,(z) — 0 quando |z| — oo uniformemente em m € N, ou seja, para
todo n > 0, existe um Ry > 0 e um my € N tal que |w,(z)| < n, para todo z € RY tal
que |z| > Ry e para todo m > my.

Com efeito, para todo n > 0, existem, por (4.26), um Ry > 0 e um mqy € N tal que

/ w? dx
RM\Bpr

para todo R > Ry e para todo m > my. Seja o € RN tal que |2| > Ry +2 e m > my.
Note que

<7

By(z) € BS(0). (4.28)

Entao, como w,, é positiva, por (4.28) e pela Desigualdade de Harnack, temos que

1 2
2*
Wy () < max w,, < C (/ w? dx) <C / w? dx < C’n%*
Bl(lbo) Bg(x) (BRO (0))0
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e a afirmacao estd provada.

. r—x o
Sendo assim, u,,(z) = wy, ( m) decai uniformemente para zero para todo x fora
m
ualquer vizinhan Zo, quando m — oo. A porque como T,, — Tg, quan
de qualque hanca de x(, quando m — Isso se da porque como — 2, quando

T — Ty

m — 00 € T # g, temos que o quociente — 00, quando m — o0.

€m

Afirmagao: Seja x,, um méaximo local de u,,. Por (4.1), e pelo principio do maximo
forte,

U () > (Vo) 7T

De fato, como u,,(x,,) = MAX Uy, LEMOS que — Aty () > 0. Logo,
R

Votm (2m) < V(@) (Tm) < —€2 At () + V(@) U (Trn) = U (2,)P

Entao,

Vot (Tm) < U (2n)? =t (2m) > (Vo) 7. (4.29)

Portanto, x,, — xy, quando m — 00, pois caso contrario u,,(x,,) tenderia a zero quando
m — 0.

Continuando a prova do Teorema 7, vamos verificar a unicidade de z,,,. Seja Wy, (x) =
U (€EmT + T, ). Entdo,
— AW, (2) + V(emT + 2,)Wp, = WE,, Wy, > 0 em RY. (4.30)

m?

Além disso, temos que W,,(0) = uy,(z,y,), ou seja, 0 é um ponto critico de w,, e como x,,
¢ um ponto de maximo, segue que —AwW,,(0) > 0. Assim, como Vy < V(zx), para todo
r € RN, segue de (4.29) que

Voum(0) < —Aw,,(0) + V(6,0 + x,,) W0, (0) = W, (0)P

Logo,

_1
Wn(0) > Vi .

Pelos mesmos argumentos usados acima para w,, temos que, que passando a uma
subsequéncia de (W,,), W, — wy em C?_(RY) e em H'(RY), onde wy # 0 satisfazendo
(4.22). Além disso, w,, — 0 quando z — oo uniformemente com relagdo a m. Entao,

para todo compacto K € RY, w,, — wy em C*(K) e Vw,, — Vwy em C°(K). Logo,

sup |V, (z) — Vwy(z)| — 0
zeK

quando m — oo. Assim, 0 = Vw,,(0) — Vwe(0) = 0, pois o fato de zero ser ponto
critico de w,, implica que ele é também um ponto critico de wy. Por um resultado devido
a Gidas-Ni-Nirenberg [6], wq é esfericamente simétrica com respeito a algum ponto P e
ainda radialmente decrescente. Logo w((s) < 0, para 0 # s = |z — P|, onde por um abuso
de notagao, estamos usando o mesmo simbolo wy para representar a funcao wo(s) = wp(x),
onde |x — p| = s. Desta forma, P = 0, isto &, wy é radialmente simétrica com respeito a
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origem. Assim, pelo resultado de unicidade de solucao radialmente simétrica e decrescente
para problemas auténomos provado por Kwong (ver [7]), segue que wy = uo.

Para mostrar a unicidade do ponto de méaximo local de u,,, como w,, é definida como
sendo a translacao pelos pontos de maximo x,, através de u,,, é suficiente mostrar que
ele é o tinico ponto de maximo de w,,.

Afirmacao: Todo ponto de maximo de w,, converge para zero quando m — oo.
De fato, seja z,, = maxgn~y W,, e suponha que Z,, — Top # 0 a menos de subsequéncia.
Entao,

0 = VW (Zy) = Vwe(To) =0,

0 que nao é possivel, pois o tinico ponto critico de wy é a origem. Portanto, W, (Z,,) — 0
e a afirmacao estd provada.

Agora, como w,, decai para zero uniformemente com respeito a k quando x — oo, todo
ponto de maximo local de w,, estd numa bola finita em RY. Observe que w,, — wy = ug
em C? _(RY) e somente o zero ¢ ponto de maximo de ug, entdo dado ¢ > 0, temos que
up(r) < 0, para 0 < r < e. Logo, uj(0) < 0 (estamos identificando uy : RY — R
radialmente simétrica com @y : R — R tal que Uy(r) = up(z), onde x € RY, |z| = r).
Como uy € C*(RY), pelo Teorema da Conservagao do Sinal, segue que ujj(s) < 0, para
—e < s <e. Agora, por um resultado de unicidade de pontos criticos devido a Ni e Takagi
(ver Lema 4.2 de [9]), segue que para m suficientemente grande, a origem é o tinico ponto
critico de w,,. Isso encerra a prova do resultado. m
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