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Resumo

Nessa tese, estudamos algumas propriedades dinamicas no contexto de Dinamica Linear
em espacos de Banach de dimensao infinita, como transitividade por cadeia, transitivi-
dade por cadeia em média, sombreamento e sombreamento médio, entre outros. Varios
resultados foram provados e muitas outras questoes foram propostas. No que concerne a
transitividade por cadeia, provamos que toda componente conexa do espectro de um ope-
rador transitivo por cadeia intersecta o circulo unitario. A reciproca desse resultado foi
investigada em dimensao finita e para deslocamentos ponderados. Estabelecemos também
critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais seja transitivo por
cadeia. Quanto a transitividade por cadeia em média, provamos que a classe dos ope-
radores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores transitivos por
cadeia e dos operadores hiperbdlicos. Estudamos ainda a transitividade por cadeia para
uma transformacao esférica induzida por uma matriz inversivel. Além disso, foi demons-
trado que um operador hiperbdlico possui sombreamento médio; que em dimensao finita
hiperbolicidade e sombreamento médio coincidem; que, na presenga de expansividade uni-
forme, a propriedade de sombreamento médio implica a de sombreamento. Introduzimos
também o conceito de expansividade média e demonstramos que expansividade média
mais sombreamento médio implicam expansividade uniforme e, em particular, hiperboli-

cidade.

Palavras-chave: Dinamica linear. Transitividade por cadeia. Transitividade por cadeia

em média. Sombreamento. Sombreamento em média.



Abstract

In this thesis, we studied some dynamical properties on the context of Linear Dynamics
on infinite-dimensional Banach spaces, such as chain transitivity, average chain transiti-
vity, shadowing and average shadowing, among others. Many results were proved and
many other questions were proposed. Concerning chain transitivity, we proved that each
connected component of the spectrum of a chain transitive operator intersects the unit
circle. The converse was investigated for finite dimension and for weighted shifts. We also
established criteria so that a class of unilateral weighted shifts may be chain transitive.
For average chain transitivity, we proved that the class of average chain transitive ope-
rators contains the class of the chain transitive operators and the class of the hyperbolic
ones. We studied yet the chain transitivity for the spherical transformation induced by an
invertible matrix. Moreover, we showed that a hyperbolic operator has average shadowing
property; in finite dimension, hyperbolicity and average shadowing coincide; under the
presence of uniform expansivity, the average shadowing property implies the shadowing
property. We also introduced the concept of average expansivity and then we proved that
average expansivity plus average shadowing imply uniform expansivity and, in particular,

hyperbolicity.

Keywords: Linear Dynamics. Chain transitivity. Average chain transitivity. Shadowing.

Average shadowing.
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Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos se ocupa da anélise do comportamento a longo prazo
de sistemas em evolugao. De modo geral, os possiveis estados de um determinado sistema
sao descritos através dos elementos de um dado conjunto X, enquanto a evolugao do
sistema ¢é descrita por meio de uma aplicagao T': X — X, ou seja, se x,, € X ¢é o estado
do sistema em um instante n > 0, entao x,.1 = T'(z,),n =0,1,2,.. ..

Uma tal andlise pode ser feita, por exemplo, do ponto de vista topoldgico, dotando-se
o conjunto X de uma topologia e considerando T" uma aplicagao continua; ou de modo
probabilistico, munindo X de uma o-algebra e supondo 7" mensuravel. Essas abordagens

dao origem a dois ramos de estudo dos sistemas dinamicos:

i A Dinamica Topoldgica, que se ocupa de propriedades como transitividade to-
poldgica, minimalidade, sombreamento (shadowing), estabilidade estrutural, caos,

entropia topoldgica, entre outras;

ii A Dinamica Mensurdvel, que trata dos estudos probabilisticos (do ponto de vista
de medida) dos sistemas dinamicos, como existéncia de medidas invariantes, ergo-
dicidade, mistura forte ou fraca (strong or weak mizing), entropia métrica, entre

outras.

Atualmente, uma area dos Sistemas Dinamicos que se encontra muito ativa é a Dinami-
ca Linear, cujo proposito é o estudo da dinamica de operadores lineares continuos sobre
espagos vetoriais topoldgicos, principalmente espacos de Fréchet, de Banach e espacos de
Hilbert. Esta area encontra-se na interseccao das grandes areas de Sistemas Dinamicos
e Teoria dos Operadores, empregando métodos de ambas as dreas, além de apresentar
conexoes com outros ramos da Matematica, tais como Analise Complexa, Anélise Fun-

cional, Teoria da Medida, Teoria dos Numeros e Probabilidade. Tém sido encontradas
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aplicacoes da Dinamica Linear em &areas diversas, tais como Dinamica Celular, Dinamica
Populacional, Engenharia de Transito, Teoria da Difusao e Fisica Quantica. Os livros de
Bayart e Matheron [5] e de Grosse-Erdmann e Peris [20], publicados por volta de 2010,
fornecem amplo panorama da area, além de vasta bibliografia.

Algumas das nogoes investigadas em Dinamica Linear sao: hiperciclicidade (transitivi-
dade topoldgica), superciclicidade (densidade de uma érbita projetiva na esfera unitéria),
hiperciclicidade frequente (a érbita densa visita cada subconjunto aberto e nao vazio com
densidade positiva) e caos no sentido de Devaney (hiperciclicidade e densidade do con-
junto dos pontos periédicos). E sabido que estas nogoes jamais ocorrem quando o espago
X tem dimensao finita (veja, por exemplo, [20], Teorema 2.58, ou [5], Proposigao 1.1).

Neste trabalho, consideraremos as nocoes de transitividade por cadeia e sombreamento
médio (average shadowing). A primeira no¢ao é uma generalizagdo do conceito de tran-
sitividade topoldgica. A transitividade por cadeia foi estudada por Hirsch et al [21] em
dinamica topoldgica com respeito a repulsores e persisténcia uniforme. Esta nog¢ao junto
com a de recorréncia por cadeia tém aplicacoes em Economia, Epidemiologia, Teoria dos
Jogos e Biologia Matematica (veja-se, por exemplo, as citagoes e referéncias de [21]). J&
o sombreamento médio é um dentre os varios tipos de sombreamento que tém sido estu-
dados nos iltimos anos, com importante papel em muitos ramos dos Sistemas Dinamicos,
como Dinamica Topolégica, Dinamica Diferencidvel e Teoria ergédica (veja [28], [2], [31]).

Para operadores lineares definidos em espacos de Banach, provamos que toda com-
ponente conexa do espectro de um operador transitivo por cadeia intersecta o circulo
unitario, estendendo para os operadores transitivos por cadeia um resultado devido a
Kitai [22] que havia sido provado para operadores hiperciclicos. Como consequéncia, ope-
radores que sao hiperbdlicos (aqueles cuja interseccao do espectro com o circulo unitario
é vazia) ou compactos (operadores cujo fecho da imagem da bola unitaria é compacto no
contradominio) nao possuem transitividade por cadeia (Teorema e Corolario .
Investigamos a reciproca do resultado em dimensao finita e para deslocamentos ponde-
rados. Apresentamos ainda critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados
unilaterais tenha a transitividade por cadeia. Também demonstramos que a classe dos
operadores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores hiperbdlicos
a dos transitivos por cadeia.

Referente ao sombreamento médio, conseguimos provar que os operadores hiperbélicos
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possuem sombreamento médio. Provamos também que as nogoes de hiperbolicidade e
sombreamento médio coincidem em dimensao finita. Mostramos ainda uma classe de
deslocamentos bilaterais ponderados inversiveis que possuem sombreamento médio e que
nao sao hiperbdlicos e que, na presenca de expansividade uniforme, sombreamento médio
implica sombreamento. Além disso, introduzimos uma nova noc¢ao, a de expansividade
média, e entao demonstramos que operadores expansivos em média que possuem sombre-
amento médio sao uniformemente expansivos e hiperbdlicos.

Estudamos propriedades dinamicas da aplicacao esférica ¢ : S* — S”, induzida por

Az

uma matriz inversivel A, dada por ¢(z) = TAa]> @ qual ja foi caracterizada no que diz

respeito a propriedade de sombreamento em termos dos médulos dos autovalores (veja
[28], Teorema 3.2.2). Parece-nos que também é possivel caracterizar tal aplicagdo no
que se refere a transitividade por cadeia, o que nos levou a propor uma conjectura e
apresentamos uma prova em um caso particular.

Organizamos a tese em trés capitulo, distribuidos conforme a descricao seguinte.

O Capitulo 1 é destinado a apresentar os conceitos de hiperciclicidade, expansividade
e hiperbolicidade, bem como alguns resultados cléssicos, envolvendo esses conceitos, além
de fixar a notagao a ser empregada no restante do trabalho.

O Capitulo 2 trata da transitividade por cadeia, apresentando exemplos de operadores
que possuem essa propriedade, a relacao dessa nocao com hiperciclicidade e hiperbolici-
dade. Faz-se ainda uma caracterizacao de operadores transitivos por cadeia através do
seu espectro e propomos critérios de transitividade por cadeia para uma classe de desloca-
mentos ponderados (weighted shifts) para a esquerda. Finaliza-se o capitulo introduzindo
uma variacao do conceito, a saber, a transitividade por cadeia em média e discutimos sua
relacao com a transitividade por cadeia e a hiperbolicidade. Encerramos entao o capitulo
com um estudo das aplicagoes esféricas.

No Capitulo 3, inicia-se apresentando uma compilacao de alguns resultados referentes
ao sombreamento e ao sombreamento limite no contexto da Dinamica Topoldgica e entao

sao apresentados os resultados da nossa investigacao no ambito dos operadores lineares.



Consideracoes finais

Como vimos no Capitulo 2, a nocao de transitividade por cadeia é mais geral que a de
hiperciclicidade, pois esta s6 faz sentido para operadores definidos em espagos separaveis,
enquanto que a primeira também pode ser considerada em espagos nao separaveis, sendo o
deslocamento para a esquerda definido em /., (N) um exemplo de um tal operador. Além
disso, o Teorema generaliza um resultado devido a Kitai [22], o qual afirma que toda
componente conexa do espectro de um operador hiperciclico intersecta o circulo unitario
St e, portanto, nao pode ser hiperbélico. Como consequéncia, todo operador compacto,
definido em um espaco de Banach de dimensao infinita, nao pode ser transitivo por cadeia.
Por outro lado, para operadores em espacos de dimensao finita, deve-se ter seu espectro
contido em S'. Naturalmente, pode-se indagar se a reciproca desta ultima afirmacao é
valida, o que foi respondido parcialmente na Proposicao Foi visto ainda um critério
de transitividade por cadeia para uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais a
esquerda. H&, entanto, varias questoes para responder no que diz respeito a transitividade

por cadeia, por exemplo:

e Se T' é um operador transitivo por cadeia, entao T x T é transitivo por cadeia? No

caso particular em que 7' é uma rotagao, a resposta é afirmativa (veja Proposigao

2.27).

e Se T x T ¢é transitivo por cadeia, entdao T x --- x T é transitivo por cadeia? E
sabido que se T' x T' topologicamente transitivo implica 7' x - - - X T" topologicamente

transitivo (veja [20], Teorema 1.51).

e FE possivel caracterizar os deslocamentos ponderados a esquerda que possuem tran-

sitividade por cadeia?
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e Vale a reciproca do Corolario para operadores definidos em C" Esta questao

foi respondida parcialmente pela Proposicao [2.22

e Serd que existe que um critério (andlogo ao da hiperciclicidade) que garanta que um

operador ¢ transitivo por cadeia?

e Serd que existe alguma caracterizacao espectral de um operador T transitivo por
cadeia (mas nao topologicamente transitivo) que tenha alguma implicagao sobre o

espectro pontual do operador adjunto 77

Ainda no Capitulo 2, foi considerada a nocgao de transitividade por cadeia em média
e, tal como foi definido, segue todo operador transitivo por cadeia também é transitivo
por cadeia em média. E mais, provamos (Coroldrio que um operador hiperbdlico
também pode possuir transitividade por cadeia em média e foi apresentado ainda um
exemplo de um operador que tem essa propriedade, embora nao seja transitivo por cadeia

e nem hiperbdlico. Duas perguntas importantes a serem consideradas nesse caso sao:

e Existe algum operador que nao seja transitivo por cadeia em média?

e Quao grande ¢é a classe dos operadores transitivos por cadeia em média?
No que se refere as transformacgoes esféricas, ha algumas questoes interessantes:

e A Proposicao [2.58 permanece vélida para aplicagoes esféricas em S™7

e Existe alguma caracterizagao para aplicagoes esféricas induzidas por operadores li-

neares definidos em espacos de Banach de dimensao infinita?

Por fim, no Capitulo 3 discorremos sobre a nogoes de sombreamento, sombreamento
limite e sombreamento médio. Sabe-se que um operador inversivel que seja expansivo e
tenha sombreamento também tem sombreamento limite, pois é hiperbélico (veja [7], Teo-
rema 1) e todo operador hiperbdlico tem sombreamento limite [6]. Vimos ainda que se um
deslocamento inversivel ponderado para a esquerda tem a propriedade de sombreamento,
entao é transitivo por cadeia em média (Proposicao . Foi provado ainda que em
hiperbolicidade implica sombreamento médio e que em dimensao finita essas proprieda-
des, bem como a propriedade de sombreamento, coincidem. Do mesmo modo, provamos
que se um operador é uniformemente expansivo e possui sombreamento médio, entao ele
possui sombreamento. Assim, os resultados obtidos conduzem a alguns questionamentos,

por exemplo:
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Quais sao as relagoes entre sombreamento, sombreamento limite e sombreamento
médio? Existe algum operador que possui sombreamento, mas nao sombreamento

limite ou médio? E vice-versa?

Quando um operador 7' é normal, entao sombreamento médio equivale & hiperboli-

cidade?

Um operador que tenha sombreamento médio e seja expansivo também é hiperbo-

lico?

Sombreamento implica transitividade por cadeia em média? A resposta para esta
pergunta é afirmativa no caso de deslocamentos ponderados a esquerda, como con-
sequéncia dos resultados obtidos em [6] que caracterizam quais desses deslocamentos

possuem sombreamento.
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