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RESUMO

O desenvolvimento de modelos numéricos para simulagdo de escoamentos tem se dado em diversos
aspectos: desde os métodos de acoplamento entre pressdes e velocidades até as técnicas de
estabilizacdo da solucdo. Neste contexto, este trabalho se propde a implementar e avaliar o
comportamento de um destes algoritmos, o CBS, utilizando-o na simulagdo de um escoamento
isotérmico de fluido incompressivel. Para tanto, foram utilizados variantes do esquema de solucao
com relacgdo a discretizagdo no tempo, com os métodos explicito e semi-implicito, além de algumas
outras alteracdes na discretizagdo no espago e nos termos de estabilizacdo. A discretizagdo geral do
problema foi feita com o método dos elementos finitos utilizando-se uma malha formada por
elementos bilineares. O algoritmo e suas variagdes foram avaliados através de uma série de
resultados, para diversos valores do nimero de Reynolds, de um problema classico: a cavidade
recirculante. Desta forma, foi possivel mostrar que todas as variagdes da solucdo usando a malha
estabelecida apresentaram concordancia satisfatéria com os resultados da literatura. Além disto,
verificou-se que a omissdo do termo caracteristico ndo apresentou diferengas significativas nos
resultados para os valores de numero de Reynolds testados. Os resultados mostraram também que o
método semi-implicito converge com um menor nimero de incrementos de tempo que o método

explicito.

Palavras-chave: CBS. Compressibilidade artificial. Método de elementos finitos. Cavidade

recirculante.
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ABSTRACT

The development of numerical models for fluid flow simulation occurred at many aspects: since
coupling methods between pressures and velocities until stabilization techniques. In this context,
this work intends to implement and evaluate one algorithm behavior, the CBS, used in a simulation
of incompressible and isothermal flows. This work also uses the explicit and semi-implicit methods
of the time discretization scheme and some others changes in space discretization and stabilization
terms for tests with algorithm . The discretization technique used is the finite element method with
the mesh formed by bilinear elements. The algorithm's changes were evaluated using results for
several Reynold's number in a classic problem: the lid-driven cavity. All the changes in solution
algorithm with the used mesh show good agreement with other results from bibliography. It was
verified too, that the omission of characteristics term didn't present significant differences in results
with Reynolds' number tested. It was observed yet that the solution code using the semi-implicit

method converges with less time steps than the explicit one.

Keywords: CBS. Artificial compressibility. Finite elements method. Lid-driven cavity.



SUMARIO

I = INEEOAUGAO. ...t e e e et e e et e e e ettt e e e e e eaaae e e e eaaaeeeeeaaeeeeeeataeeeeenreeas 1
IT — ReviSA0 BIDLIOGIATICA. .. ...eeiuiieiieeiieeiie ettt ettt et e e enes 4
ITT— MEtOAOLOZIA. ...ttt ettt ettt ettt e et e e e e saaeesseesebeenseesssaessaeasseenseessseenseeasseessennsaens 9
3.1 = MOAEIO FISICO ittt ettt ettt esbe e e aee 10
3.2 — FOrmulagao ZICNKICWICZ ........ccciuiiiiiiiiiiieeeiieieeeeieee e e eeitee e e eeetee e e e eaee e e eeaaeeeeeeaaeeeeeeareeeeeennees 13
3.2.1 — Aproximagdo de elementos finitos para equacao convecgao-difusao.........cccceeeueennnnne 13

3.2.2 — Procedimento de determinagdo da linha pseudo-caracteristica de Galerkin................. 14

3.2.3 — Discretizacao da equagdes em elementos fiNItoS........eeecveeercieeerciieerieeeriie e e 23

3.2.4 — AIgoritmo — CBS.....oi ettt 26

325 SPLE Attt ettt sttt sae et 27

3.2.6 = SPLIE Boeeeeeee et e bttt b et ettt eaeen 35

3.3 — Formulagao NIthIQrasu..........ccceeiieiiuiiiiiiiiiii e e e e e e e eva e e e aaeeaeas 35
3.3.1 — AIOritmo — CBS ...ttt st 36

3.4 — Compressibilidade Artificial.........ccoooiiiiiiiiiiiiie e 41
3.5 — INCremento de TEMPO.....cc.eeiiieiiieeiieiieeie ettt et ete e e e et e sbeebeeesbeesaeesseesseeesseensaesnsaens 42
3.6 — MeEtodo SEMI-TMPIICTLO...ccuvviieiiieeiiieciie ettt ettt e e e et e et e e eaeeesaaeesnseeesnseees 43
3.7 — Auséncia do termO CAraACIEIISTICO. ..uuiiiuiieriieeerieesieeesieeerteeesireeerereeeeaaeeeaaeesaaeesneeesnseeennnes 43
3.8 — RESUIMO ETAL....couiiiiiiiiiiicii ettt ettt ettt et e et e et e e ssaeeabe e st e snseensaeenseas 44
IV — Resultados € DISCUSSOES. ...cueeuieuiiruieriieiiriierteeieeite st et st e st et eite st e bt sstesseebeeseesbeeteeatesaeenseenees 47

4.1 — Andlise da solucao do problema da cavidade recirculante para diversos valores do numero

4 S 35 % 110 L6 PR SRRSUS 50
4.1.1 — Resultado para nimero de Reynolds = 400..........c.cocuiriiiiiiiiienieiieeceeee e 51

4.1.2 — Resultado para nimero de Reynolds = 100..........ccccocviiiiiiniieiiienieeieeeeeeeee e 61

4.1.3 — Resultado para numero de Reynolds = 1.000...........ccceervieeiiieeiiieeieeeeeeee e 65

4.2 — Analise do tempo necessario para execugao do problema...........ccceecveeeciieriieencie e, 69

V — Conclusdes e propostas de trabalhos fUtUIOS...........oecuieriiiiiieriiiiieeeee e 74
VI — Referéncias BibliOGrafiCas..........ooviiiieiiiiiiieiiecieciecteese ettt ee 76

YN 013116 LTSRS 79



A — Meétodo de elementos fINTLOS. .......evveruieriirieriiieeteeeert ettt s 79
ALT - PrINCIPIOS ZOTAIS. . .eevieiiiieiieeiiieiiieeteeiteeteeteesiteeteestaeeseessaeesseesseesnseenssesnseenseesnseenseesnseens 79
A.2 - Aproximagao por elementos fINIL0S........cccuveriiieiiiieeriie et et e 81
A.3 - Elementos de refernCia........coiiiiiiieiiiiiieiie ettt 84

A.4 - Propriedades das fungdes de aproximacdo importantes para o método dos elementos

FINTEOS. .ttt b e b et h ettt b et eh e e bt et eat e teenteenean 86
A.5 - Construgdo das funcdoes de INterpolagao........cceevveeerieeeriieeiiieeieecee e e 87
A.6 - Transformacgao de operadores diferenCials..........cccueercuveeriieeeriieeriee e 90
A.7 — Coordenadas nodais € conectividade...........cceevuerieriiiiiniinieiinieneeeeeee e 92
A.8 — O método dos residuos ponderados..........eeevieiieriieriienieeiierie et 93
A9 — INtEGTACAO NUIMETICA. ...eeeuvvieeeieeeiieeeieeeeieeeetreesteeesaeeessseeessseeessseeesseesnsseesssseesseeessseeens 95
A.10 — Tratamento das condigOes de CONLOINO........ccuuviiieiiuiiieeeiiiie e et et eeaeee e 96
B - Procedimento de resolugdo — Método Zienkiewcz — ROtINGS..........cccevveerviieeiieeciie e, 99

C - Procedimento de resolucdo — Método Nithiarasu — Rotinas...........cccceeeeeveieeiieeeniieeeeiee e, 100



vii

LISTA DE FIGURAS
Figura 1: Cavidade Recirculante. ............cocooiiiiiiiiiiiiiii e 3
Figura 2: Fluxograma geral do processo de SOIUGA0. .........covuieiiiiiiiiniiiiiieie e 9
Figura 3: Condig0es de CONTOINO ........eeuieriiiiiriieiieieeitesteete sttt ettt sttt ettt aeeaees 10
Figura 4: Procedimento de determinagao da linha pseudo-caracteristica de Galerkin....................... 15
Figura 5: Fluxo geral considerando as variantes utilizados no trabalho. ...........ccocceiiiniiiniiniinn. 44
Figura 5(cont.): Fluxo geral considerando as variantes utilizados no trabalho. .............cc.ccocceeeie 45
Figura 5(cont.): Fluxo geral considerando as variantes utilizados no trabalho. .............ccccceceevennene. 46
Figura 6: Malha EXponencial 21 X 21.......cociiiiiiiiiiieienieeeee ettt 49
Figura 7: Malha EXponencial 41 X 41 ..ot 49
Figura 8: Esquema mostrando as linhas onde foram retirados os resultados para a montagem dos
ETATICOS COMPATATIVOS. c...evieniiiniieiiete ettt ettt ettt ettt sat bt et sbe et e et e bt e bt et sat e bt ebeeaeesbeentes 50
Figura 9: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split A — (Re=400)................. 51

Figura 10: Comparativo da evolucdo dos resultados — Zienkiewicz — Split A — Semi-Implicito —
(REFA00) ettt ettt ettt et et et e s st e st e e st et e enseeseanseenseeseeseenseesse st enseeneenseenseeneenseensans 52
Figura 11: Comparativo da evolucdo dos resultados — Zienkiewicz — Split A — STC — (Re=400)....52
Figura 12: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split A — STC — Semi-
IMPICTEO — (REZA00) ...ttt s e st e et e e st e e esaaeeesseessseeesaeesnnneesnsneennnneas 53
Figura 13: Comparativo da evolucdo dos resultados — Zienkiewicz — Split B — (Re=400)............... 53

Figura 14: Comparativo da evolu¢do dos resultados — Zienkiewicz — Split B — Semi-Implicito —

(RETAD0) ettt et ettt et e a et e e s et e bt et e e bt et e et e eh e e bt et e eate bt entesseenbeenteas 54
Figura 15: Comparativo da evolugao dos resultados — Zienkiewicz — Split B — STC — (Re=400) ... 54
Figura 16: Comparativo da evolucdo dos resultados — Nithiarasu — (Re=400)..........ccccerverniennennne. 55
Figura 17: Comparativo da evolucdo dos resultados — Nithiarasu — Semi-Implicito — (Re=400)..... 55
Figura 18: Comparativo da evolucao dos resultados — Nithiarasu — STC — (Re=400)..........cc.c....... 56
Figura 19: Comparag¢do dos resultados entre os métodos — vx — (Re=400).........ccceeevvreecveencreeennnnn. 57
Figura 20: Comparacao dos resultados entre os métodos — uy — (Re=400).........cccceeviierienieennennnen. 57
Figura 21: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressao (Ap) (Re=400)....... 58

Figura 22: Perfil de velocidade (RE=400)........c.eoiiriiriiiriiieieiiesteeee ettt 59



Figura 23: Perfil de Press@o (RE=400)........coouiiiiiiiiiiiieiieeiieeeee ettt 60
Figura 24: Linhas de Contorno da Fungao Corrente (Re=400).........cccceevieriiieniiiiiienieeieerieeieeieens 60
Figura 25: Comparagdo dos resultados entre os métodos — vx — (Re=100)........ccceevevrercveencreeennnnn. 61
Figura 26: Comparagao dos resultados entre os métodos — uy — (Re=100)........ccceeeevreecveercreeennnnn. 62
Figura 27: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressao (Ap) (Re=100)....... 63
Figura 28: Perfil de Velocidade (Re=100)........ccceeiiiiiriiiiiiiiiiieeiieie e 64
Figura 29: Perfil de Pressao (Re=100)........ccceeeiiiiiiiiiiiiiiieiieesiee ettt see e e 64
Figura 30: Linhas de Contorno da Fungao Corrente (Re=100)........cccccevvieriiieeiiieniieeiieeeiee e 65
Figura 31: Comparacao dos resultados entre os métodos — vx — (Re=1.000)...........cccceereerieenrennnen. 66
Figura 32: Comparacao dos resultados entre os métodos —uy — (Re=1.000)........cccceveverueneenuenee. 66

Figura 33: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressao (Ap) (Re=1.000)....67

Figura 34: Perfil de Velocidade (Re=1.000)..........cccoieriiiiiiiieiieeiee et 68
Figura 35: Perfil de Press@o (Re=1.000).........c.ccoiiiiiiriiiiiieiieeieeie ettt 68
Figura 36: Linhas de Contorno da Fungao Corrente (Re=1.000)...........ccceeevuierieriiienieeieenieeieeieenns 69

Figura 37: Divisao do tempo para rodar o programa na plataforma Gnu-Octave, considerando 1
incremento de tempo para “Zienkiewicz — Split A” para Re=100 em um computador Atlon XP
1900+ COM 250MD.....c.eiiiiiiiiiiieieeit ettt ettt ettt b e ettt st sbe e et nae et sanen 70

Figura 38: Divisdo percentual do tempo para o calculo das sub rotinas em “Zienkiewicz — Split A”

PATA RETT00....c ettt e ettt e e ettt e e e ettt e e e eabb e e e e e abteeeeennbeeeeennnbeeeeennees 71
Figura 39: Divisao percentual do tempo para o céalculo do “Passo 17 da rotinas em “Zienkiewicz —
Split A” para RE=100......c.covuiiiiiiiiiiieee ettt sttt ettt st b et 72
Figura 40: Divisao percentual do tempo para o calculo do “Passo 2” da rotinas em “Zienkiewicz —
Split A7 para RE=100......cccuiiieiiieeiie ettt e et e e e ate e st e e sabeeesnbeeennseeenseesnneesnneees 73
Figura 41: Divisao percentual do tempo para o céalculo do “Passo 3” da rotinas em “Zienkiewicz —
Split A” para RE=100......c..oriiiiiiiiiiiieieet ettt sttt ettt b e et sbe et 73
Figura 41: Anomalias comuns na discretiza¢do de um dominio através de malhas............ccccceeeeneee 82
Figura 42: Erro comum na discretizagao do dominio. .........c.ceeveerieiiieniieinienieiiee e 83
Figura 43: Transformacao do dominio €lementar............ccccccuvieeiiieeiiieeeiie e 84
Figura 44.: Elemento bidimensional, linear € iSOparameétriCo............covevuereenienierieneenenieneeieneenne 89
Figura 45: Pontos de integragdo para elementos triangulares e quadrangulares..............cccccveevurenneen. 96

Figura 46: Tipos de fronteira para a discretiza¢do da C.C. de terceira espécie.........occeevvervueerueennnen. 98



LISTA DE TABELAS

Tabela 1: Métodos € variagoes teStadas...........ccccuiieieiiiiiiieiiiee et eete e et e e eeaaa e e e e eaaeeeeenns

Tabela 2: Base polinomial para elementos de até¢ duas dimensoes...........cccveeeeveeerieeenieeeiieeereeeees

X



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

AC — Artificial Compressibility — Compressibilidade Artificial

CBS — Characteristic Based Split — Algoritmo utilizando o método das caracteisticas

NI — Método descrito em Nithiarasu (2003) na forma explicita

NI-IMPL — Método descrito em Nithiarasu (2003) na forma semi-implicita

NI-STC — Método descrito em Nithiarasu (2003) na forma explicita sem o uso do termo
caracteristico

SUPG - Streamline Upwind Petrov-Galerkin

Z1-A — Método descrito em Zienkiewicz e Taylor (2000) com o Split A na forma explicita

Z1-A-IMPL — M¢étodo descrito em Zienkiewicz ¢ Taylor (2000) com o Split A na forma semi-
implicita

ZI-A-IMPL-STC - M¢étodo descrito em Zienkiewicz e Taylor (2000) com o Split A na forma
semi-implicita sem o uso do termo caracteristico

Z1-A-STC — M¢étodo descrito em Zienkiewicz e Taylor (2000) com o Split A na forma explicita
sem o uso do termo caracteristico

Z1-B — Método descrito em Zienkiewicz e Taylor (2000) com o Split B na forma explicita

Z1-B-IMPL — M¢étodo descrito em Zienkiewicz e Taylor (2000) com o Split B na forma semi-
implicita

Z1-B-STC — M¢étodo descrito em Zienkiewicz ¢ Taylor (2000) com o Split B na forma explicita

sem o uso do termo caracteristico



SIMBOLOGIA

Latinos

B matriz da derivada da fungao de aproximacao elementar
c velocidade do som adimensional
C matriz auxiliar
f matriz relacionada as condi¢des de contorno
F; termo da equagdo geral de difusao
g aceleracdo da gravidade adimensional
G matriz auxiliar
G, termo da equagao geral de difusao
h menor dimensao do elemento
H matriz auxiliar
k constante difusiva genérica
K matriz auxiliar
L comprimento caracteristico
M matriz auxiliar
N matriz da fungdo de aproximacao elementar

pressao adimensional

matriz auxiliar
o termo da equagdo geral de difusdo
Re numero de Reynolds
t tempo adimensional
u componente adimensional da velocidade na dire¢ao horizontal
U fluxo de escoamento de massa igual a pu
v componente adimensional da velocidade na dire¢ao vertical
V fluxo de escoamento de massa igual a pv
x coordenada adimensional na dire¢do horizontal

y coordenada adimensional na diregdo vertical



Sobrescritos

ksk

Subscritos
X,y

i, ], k

-

u

Xii

fator de compressibilidade artificial

comprimento da linha de corrente durante o instante de tempo

variacdo da propriedade que o acompanha

propriedade genérica

representacdo da superficie de controle

viscosidade dinAmica (Ns/m?)

fatores, entre 0 e 1, que determinam o esquema de discretizagdao no tempo
densidade adimensional

tensdo de cisalhamento

representacao do volume de controle (dominio)

simboliza instante atual

simboliza instante posterior

simboliza instante intermediario 6

simboliza matriz transposta

simboliza valor médio

simboliza um valor dimensional

simboliza variavel auxiliar na formulacao de Zienkiewicz (Split A) e Nithiarasu
simboliza varidvel auxiliar na formulag¢do de Zienkiewicz (Split B)

simboliza a mudan¢a de uma variavel independente para trabalhar coincidente

com a linha corrente

simboliza a dire¢do de atuagao
notag¢ao tensorial

valor referencial

associado ao campo de velocidades

associado ao campo de pressoes



I — Introducao

A simula¢do numérica, ou modelagem computacional, em mecanica de
fluidos e transferéncia de calor teve um grande crescimento nos ultimos 30 anos. O grande
interesse se explica pela grande versatilidade e relativa simplicidade de aplicacao desses
métodos, diminuindo sensivelmente os trabalhos de laboratorios e conseqiientemente os
custos, ja que hoje em dia existem computadores de alta velocidade e com grande capacidade
de armazenamento.

Pode-se dizer que essa area, que trata da simulacdo de solucdes para
problemas cientificos, deve ser capaz de analisar os fendmenos, desenvolver modelos
matematicos para sua descri¢do e, ainda, elaborar cddigos computacionais para obtengdo das
solugdes desejadas. E area em expansdo, de ampla aplicagdo, em desenvolvimento de
produtos industriais, pesquisas cientificas basicas e aplicadas, simulacdes e previsdes
temporais e espaciais de fendmenos, dentre outras.

Dentre os métodos estudados na modelagem computacional pode-se destacar
alguns que tém aplicacdo direta a solucdo de problemas tipicos das engenharias como:
métodos dos elementos finitos, métodos dos elementos de contorno, método dos volumes
finitos, métodos das diferencas finitas, métodos integrais e variacionais e métodos
autoadaptativos. Além destes, existem ainda técnicas de computagdo distribuida, redes e
malhas computacionais e, ainda, computagdo vetorial e paralela aplicada que podem em muito
contribuir para o aprimoramento e, principalmente, aumento de velocidade de solucao dos
modelos anteriormente descritos. Por fim tem-se ainda principios e, muitas vezes, programas
que permitem etapas de pré e pos-processamento grafico e otimizagdo, sistemas de orientagao
espacial e modelagem que muito auxiliam nas etapas de estabelecimento do dominio
computacional e visualizag¢ao das solucdes.

Cabe ressaltar, entretanto, que a andlise numérica ¢ anterior em muitos
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séculos ao uso dos computadores. A interpolacdo linear, por exemplo, ja era utilizada ha mais
de 2000 anos atras. Muitos grandes matematicos do passado ja estavam preocupados com a
analise numérica que resultaram em nomes de importantes algoritmos como o método de
Newton, interpolacdo polinomial de Lagrange, eliminacdo Gaussiana, o método de Euler entre
outros. Foram produzidos muitos livros com férmulas e tabelas contendo dados, tais como,
pontos de interpolagdo e coeficientes de fungdes que eram e ainda sdo utilizados atualmente.

A solucdo numérica de um problema ¢ uma aproximacdo da solucdo de
equagdes diferenciais, tanto ordinarias como parciais. As equagdes diferenciais parciais sao
resolvidas primeiramente através da discretizacdo da equacdo, trazendo para dentro de um
subespaco dimensional finito. Isso pode ser feito através do método de elementos finitos,
método das diferencas finitas ou método dos volumes finitos. A justificativa tedrica desses
métodos envolvem teoremas de andlise funcional que reduzem o problema para solugdo de
equacdes algébricas. No presente estudo esta analise foi realizada utilizando-se o método dos
elementos finitos.

Procedimentos numéricos necessarios para este tipo de procedimento levam
a necessidade de solugdo de sistemas, lineares ou ndo lineares, de equagdes. Estes sistemas
representam outra importante interface entre os métodos numéricos e a analise matematica.
Para a sua solugdo, pode-se considerar a existéncia de duas alternativas: o método direto e o
iterativo. No método direto, a solugdo ocorre em um ntimero finito de passos e fornece uma
resposta precisa se utilizados com precisdo aritmética infinita. No método iterativo ndo existe
um numero especificado de passos a serem calculados, comega com uma estimativa inicial
que posteriormente com sucessivas aproximagoes converge para a resposta do problema. Um
critério de convergéncia ¢ especificado para decidir o quanto a solugdo esta suficientemente
precisa. Em geral, nos procedimentos de solu¢cdo numérica os métodos iterativos sdo mais
comumente utilizados que os métodos diretos, mesmo porque, sdo os indicados em sistemas
de equacdes nao-lineares .

Conhecidas as principais ferramentas disponiveis e seguindo a tendéncia de
opcdo pelos modelos numéricos, este trabalho se propde a implementar e aplicar um
algoritmo numérico para simulacdo de escoamento isotérmico de fluido incompressivel
através de métodos computacionais, sendo utilizado o método de elementos finitos.

Muitos algoritmos e programas podem ser utilizados para implementar e

executar a analise numérica nos computadores. Este trabalho se propde a implementar as



rotinas de teste num ambiente matematico onde as ferramentas de analise ¢ solugdo se
encontram pré-implementadas. Para tanto, serd utilizado o programa GNU-Octave (2007), que
¢ um programa livre, aberto e com distribui¢do gratuita e pode ser executado nos sistema
operacionais Linux e Windows. Para o pés processamento e elaboragdo dos graficos, embora
pudesse ser feito diretamente pelo programa GNU-Octave, serd utilizada uma outra
ferramenta que melhor se adequa as necessidades de geracao de isocurvas. Esta ferramenta
pode ser encontrada em Kelley e Galbraith, GRI (2007) e também ¢ livre, aberto, com
distribuigdo gratuita e pode ser executado nos sistema operacionais Linux e Windows.

Foi utilizado para avaliacdo dos resultados obtidos no estudo um problema
teste de escoamento chamado de cavidade recirculante (“Lid-driven cavity”). Este problema
consiste em uma cavidade fechada na qual a face superior se desloca com velocidade
uniforme e todas as demais paredes permanecem estaticas, conforme pode ser observado na
Figura 1. A cavidade recirculante é provavelmente um dos problemas mais utilizados como
teste nos estudos aplicados a problemas no campo da dindmica de fluidos em simula¢des
computacionais. Os resultados obtidos para diversos valores do numero de Reynolds nestes
problemas permitirdo uma comparagdo entre as diversas variantes de implementacdo a serem

testados neste, indicando o seu comportamento em cada caso.
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Sentido de movimentagSo /
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Figura 1: Cavidade Recirculante.



II — Revisao Bibliografica

Existem inimeros trabalhos que abordam os método numéricos e alguns,
especificamente, o conhecido como método das pseudo-caracteristicas possui uma vasta gama
de adaptacdes e aplicagdes. Estas caracteristicas, aliadas a sua formulagdo adequada para o
acoplamento a estruturas, o torna um método muito flexivel na adaptagdo as diferentes
condi¢des encontradas nos problemas de engenharia.

Um problema classico para o teste do funcionamento de modelos numéricos
¢ o problema da cavidade recirculante, anteriormente descrito. Uma solugdo classica para o
problema foi apresentada por Ghia, Ghia e Shin (1982). Neste caso foi utilizada uma
formulagdo baseada nas equacdes para escoamentos bidimensionais e incompressiveis de
Navier-Stokes. O trabalho apresentou, ainda, uma grande variedade de informagdes dos testes
realizados, com resultados avaliados para diversos nimeros de Reynolds. Desta forma ele seré
utilizado como referéncia na comparacdo das respostas obtidas nos testes realizados neste
trabalho, como também foi para a grande maioria dos outros trabalhos que se utilizam desta
geometria e estdo presentes nesta revisdo. Uma série de outros resultados para cavidade
recirculante e com diferentes geometrias também podem ser vistos no trabalho de
Erturk (2007).

Com relag@o ao modelo numérico utilizado, pode-se dizer que, embora tanto
o método das pseudo-caracteristicas como a solugcdo acoplada usando a compressibilidade
artificial fossem conhecidas ha algum tempo, o trabalho precursor do método ora utilizado foi
apresentado por Massarotti, Nithiarasu e Zienkiewicz (1998), onde o mesmo era usado na
solugdo de problemas envolvendo transferéncia de calor. A partir deste estudo foi possivel
mostrar a eficiéncia do método através da comparacdo com outros resultados. O trabalho

mostrou solugdes compativeis com diversos estudos experimentais e tedricos anteriores e



uma boa concordancia. Em fungdo disto o trabalho conclui que, da forma apresentada, a
metodologia seria capaz de resolver complicados problemas de transferéncia de calor com
uma precisdo adequada.

Nesta mesma linha de desenvolvimento, Zienkiewicz et al (1999),
apresentam outro trabalho com inovagdes que o permitiam substituir o método de Taylor—
Galerkin (ou Lax—Wendroff), utilizados para solucdo de escoamentos compressiveis. Esse
algoritmo, entdo chamado de CBS (Characteristic Based Split), foi aplicado para uma grande
variedade de situagdes, incluindo escoamentos completamente incompressiveis € escoamentos
com superficie aberta. Com relagdo a velocidade do escoamento, o método foi aplicado em
condigdes supersonicas e hipersOnicas e apresentou uma precisdo maior que os outros até
entdo utilizados. Esse algoritmo ¢ baseado nas equacdes de conservagdo da fluido-mecanica
utilizando para solucdo o procedimento caracteristico de Galerkin para a parte da equagdo do
tipo conveccao-difusdo e o procedimento de Galerkin para a parte autoadjunta. Devido aos
bons resultados obtidos e a generalidade do método, o interesse em seu desenvolvimento
persistia.

Fazendo uma compilacdo dos trabalhos até entdo publicados, Zienkiewicz e
Taylor (2000), apresentam um livro com a descricdo completa da metodologia CBS.
Utilizando-se da discretizagdo de Galerkin e do métodos de elementos finitos o livro mostra
os passos da resolucdo, as formulagdes utilizadas e avaliagdes do método, entre outras
informagdes. Essa metodologia, a partir deste seu maior detalhamento, serviu como base de
desenvolvimento para diversos autores no mundo inteiro, que passaram a trabalhar e divulgar
este novo modelo.

Deste mesmo periodo, destaca-se ainda, outro trabalho de Nithiarasu e
Zienkiewicz (2000) onde sdo apresentadas as técnicas de estabilizacdo com os passos de
tempo. Este trabalho tinha o seu principal foco nos escoamentos incompressiveis ¢ na
aceleracdo convectiva, utilizando o algoritmo CBS. Os modelos foram novamente testados
para o caso da cavidade recirculante e, assim, foi possivel uma avaliacdo dos resultados
obtidos com a nova técnica.

Mudando alguns aspectos da discretizagdo usual apresentada por
Zienkiewicz e Taylor (2000) com a utilizagdo da forma fraca da equagdo em alguns outros
pontos, Nithiarasu (2003), apresenta uma proposta variante do algoritmo CBS tradicional. As

alteracdes propostas, de acordo com os resultados apresentados, mostraram que a a qualidade
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do resultados ndo foi afetada e que a facilidade de aplicagdo teve um ganho. A eliminacao da
necessidade de determinadas matrizes e/ou procedimentos trouxe um ganho para a sua
aplicagdo, principalmente em problemas dindmicos mais complexos onde o tempo de
processamento torna-se mais significativo.

Dando prosseguimento ao procedimento proposto, Nithiarasu et al. (2004)
apresentam o uso da metodologia CBS para simular escoamentos de fluidos incompressiveis
isotérmicos e ndo isotérmicos. Com base nos resultados os autores concluiram que o método
apresentou bons resultados para esses tipos de escoamentos mostrando uma interessante
flexibilidade de uso em diferentes condigdes.

Dentre as diversas aplicacdes do modelo vale destacar o trabalho de
Nithiarasu, Massarotti e Mattur (2005), onde ¢ analisada a transferéncia de calor por
convecgdo forcada em soldas executadas em uma placa de circuito impresso utilizando o
algoritmo CBS. Analises realizadas a partir do resultado da simula¢do numérica permitiram
verificar que a transferéncia de calor aumenta com o aumento do nimero de Reynolds e que o
angulo de ataque também ¢ um fator importante na quantificacdo do processo.

Escoamentos sem viscosidade e compressiveis utilizando como base o
algoritmo CBS também foram analisados por Thomas e Nithiarasu (2005). Os resultados
obtidos com este trabalho demonstraram que o tamanho do elemento e a sua uniformizagao
sdo aspectos importantes na avaliacdo de sua precisdo. Através deste estudo, os autores
demonstraram que algoritmos que produzem maior refinamento, na direcdo da linha
aerodinamica, melhoram a acuracidade da solug@o na regido supersdnica do escoamento.

Outras inovagdes importantes para o esquema foram apresentadas por
Nithiarasu (2005), onde ¢ utilizada uma formulacdo arbitrdria Lagrangiana-Euleriana (ALE).
Este trabalho utilizou-se da aplicagdo do algoritmo CBS, associado a implementacdo de
compressibilidade artificial na aplicacdo de escoamentos em superficie livre obtendo bons
resultados. Liu e Nithiarasu (2006), também fizeram uso com sucesso do algoritmo CBS, nas
formas explicita e semi-implicita, para a solu¢do de escoamentos viscoelasticos.

As diversas aplicagdes e as pequenas atualizacdes sofridas pelo modelo
levaram a publica¢do de um novo trabalho por Nithiarasu, Codina e Zienkiewicz (2006). Este
trabalho contém uma apresentagdo unificada de varias técnicas da dindmica dos fluidos
aplicadas no algoritmo CBS desde a sua concepgao original.

A questdo do conservacionismo também foi abordada no trabalho de
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Nithiarasu e Zienkiewicz (2006). Neste estudo, foi realizado uma analise do método explicito
para fluidos incompressiveis utilizando o algoritmo CBS, empregando tanto a forma
conservativa como a nado-conservativa. A estabilizacdo, convergéncia e aspectos de
conservagdo do presente método foram discutidas. Um procedimento para eliminagdo dos
erros de primeira ordem no tempo foi proposto. Os resultados foram comparados com outros
métodos e tendo apresentando uma boa concordancia.

Massarotti et al. (2006), apresentaram em seu trabalho uma comparacao dos
métodos explicitos e semi-implicitos do algoritmo CBS-compressibilidade artificial. O estudo
mostrou que os dois métodos apresentaram bons resultados, mas pequenas diferengas sdo
notadas nas simulacdes em cavidade recirculante quando utilizados elevados numeros de
Reynolds. Todas as solugdes para o estado estaciondrio se mostraram praticamente idénticas,
especialmente para problemas de conveccdo natural. Entretanto, a aplicacdo do método
explicito em problemas desta natureza apresenta alguns problemas de convergéncia e forcas
de flutuacdes extremamente altas. Na solucdo de problemas transientes nota-se algumas
diferengas com relacdo ao incremento de tempo utilizado em cada situagao.

O uso de um termo adicional de estabilizagdo Taylor-Galerkin no algoritmo
CBS foi proposto por Li e Duan (2006). No trabalho, este algoritmo foi implementado e os
resultados numéricos obtidos foram satisfatorios se comparados com os de outras referéncias.
Com isto, foi possivel demonstrar a potencialidade e estabilidade deste tipo de procedimento
na simulagdo de escoamentos incompressiveis usando as equacdes de Navier-Stokes.

Embora o algoritmo CBS ja tenha sido utilizado com sucesso em problemas
de escoamento intenso, como o caso da cavidade recirculante com elevados valores do
nimero de Reynolds, modelos de turbuléncia ainda ndo haviam sido testados. Percebendo-se
desta lacuna, Nithiarasu e Liu (2006), apresentaram um algoritmo utilizando
compressibilidade artificial e o algoritmo CBS para fluxos continuos e com instabilidades de
turbuléncia que pode ser aplicado a fluidos incompressiveis. Testes realizados pelos autores
demonstraram o sucesso da aplicacdo do modelo k—e , aumentando assim, a gama de uso
de variacdes do algoritmo CBS.

Uma grande variedade de trabalhos poderia, ainda, ser citada abrangendo a
utilizacdo do algoritmo CBS e AC (Artifical Compressibility) em diversas situacoes.
Entretanto, foi dada uma maior énfase aos trabalhos relacionados ao desenvolvimento da sua

metodologia e a solugdes de escoamento de fluido incompressivel isotérmico utilizando o



algoritmo CBS associado a compressibilidade artificial. Também foram destacados alguns
trabalhos que analisam o comportamento da solu¢cdo do problema de cavidade recirculante.
Cabe destacar entre as referéncias apresentadas os trabalhos Zienkiewicz e Taylor (2000) e
Nithiarasu (2003), que propdem as bases dos modelos utilizados e serdo citados de forma
recorrente durante o texto.

Cabe destacar ainda que a grande maioria dos trabalhos citados utiliza-se da
solucdo através de elementos finitos por elementos bidimensionais triangulares. Para o
trabalho proposto a solucdo sera avaliada com outro tipo de elemento: os elementos
bidimensionais quadrangulares ou bilineares.

Conforme mencionado na introdugdo, o estudo realizado no presente
trabalho se propde a avaliar a interferéncia na solucdo de uma série de fatores como: o tipo de
esquema utilizado dentre os principais sugeridos na literatura (e brevemente descritos nesta
revisdo), a influéncia do termo pseudo-caracteristico, o esquema de discretizacdo no tempo
em cada caso e outros fatores considerados relevantes. Com isto serd possivel avaliar as
condi¢des em que cada implementacdo ¢ a mais adequada e quais os fatores influenciam na

precisdo dos resultados obtidos e/ou convergéncia do problema.



III- Metodologia

As duas principais formulagdes utilizadas neste trabalho tiveram como base
os procedimentos descritos por Zienkiewicz e Taylor (2000) e por Nithiarasu (2003). O
modelo semi-implicito, utilizado nas duas formulagdes, foi baseado no trabalho Liu e
Nithiarasu (2006). O procedimento geral de solucdo, em qualquer das formulacdes, segue o

apresentado no fluxograma da Figura 2.

,, l

Montar as matrizes Calcular & varisco da
conectividade e preszdo
pontos i

h J h

caloul 4 Calcular & variagio da
alcular o passo de i
B welocidace

tempo Lt Al

h 4 h 4
Célcular oz valores
das velacidades (U, v)
& da pressao (p)

lartar as matrizes
glakbais

h 4 h 4
Calcular & variagSo da
—  welocidade auxiliar

Salvar arguivos com

AL 0z dados
h 4
compressiine § N
N

Figura 2: Fluxograma geral do processo de solugdo.
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3.1 — Modelo Fisico

O problema solucionado como maneira de verificar a eficicia do modelo
numérico implementado ¢ o da cavidade recirculante, apresentada na Figura 1. A geometria
deste problema consiste em uma cavidade quadrada, com trés paredes estaticas e a superficie
superior se movimentando com uma determinada velocidade uniforme de translagdo u
Esta velocidade ¢ o fator responsavel pela movimentagao do fluido. As equagdes que regem o
problema serdo resolvidas na sua forma adimensional.

Este problema sera resolvido num dominio bidimensional, com coordenadas
adimensionais x na dire¢do horizontal e y na direcdo vertical. As componentes
adimensionais da velocidade na dire¢dao de x serdo representadas por u e na direcdo de

y serd representado por v

Considerando-se, pelo principio da aderéncia, que a velocidade do fluido
nas trés paredes estaticas da cavidade ¢ igual a zero e que na parte superior ¢ igual a
velocidade da superficie superior movel que se encontra em deslocamento no sentido da

coordenada x , pode-se observar as condi¢des de contorno conforme apresentada na Figura

3.

]
[ Y

Sentido de movimentagSo
—»
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1]
[
- =
n 1]
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= =
n

& =0
o v =0

Figura 3: Condigées de Contorno .
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As equagdes que descrevem a solugdo do problema sdo as de continuidade e
de Navier-Stokes e sdo apresentadas na sua forma adimensional nas equagdes (2), (5), (7) e
(8). As variaveis adimensionais utilizadas sao:

! u \% C
=p—’ u=

p, U+ U+ U+

p , P= x=

N
p
+2°
p.U
® FEquacgdo da conservagdo da massa:
A lei da conservagdo da massa ou lei de Lomonosov-Lavoisier, especifica
que a massa das substancias de um sistema fechado permanecera constante, apesar do
processo agindo dentro deste sistema.

Na sua forma mais geral pode ser escrita na forma:

aa—’er V.(pu)=0 ou

(2)
Op _ _Opu_0dpv
ot ox 0y

A equacao geral do estado, se considerada a mecanica classica, da

velocidade do som para um fluido pode ser calculada da seguinte forma:

¢ = g_p ou

p

1 3)
op =—0p

c

onde a diferenciagdo ¢ dada com respeito a mudancga adiabatica.

Considerando-se a diferenciagdo da equagédo (3) em relagdoa 0Of , tem-se:

dp _ 10p
ot 2 Ot “4)
Igualando os termos da equagdo (2) e (4) , tem-se:
1 op _ 0U oV
G T T oy 5)
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® FEquacgoes da conserva¢do da quantidade de movimento nas dire¢oes x e y:

As equacdes de Navier-Stokes, descrevem o movimento de fluidos, tais
como liquidos e gases. Essas equacdes estabelecem que as mudangas no momento em
volumes infinitesimais do fluido sdo simplesmente a soma das forcas dissipativas viscosas,
mudancas da pressdo, gravidade e outras for¢as agindo dentro do fluido, uma aplicagao da

segunda lei de Newton.

(6)

6U+8(uU)+8(vU) _ aTXX+5Tyx op
ot ox oy ox 0y

Considerando a hipotese de fluido newtoniano com viscosidade constante e
incompressivel, a equagdo (6) pode ser reescrita da seguinte forma:
op

-+
5y P8 (7)

oU  0(uU) ovU) _ 1 (&, du
ot ox oy Re

- ox> 9y’

Analogamente na dire¢do de y, tem-se:

ov owy), obr) _ 1 (&v, dv| ap
ot ox oy Re

S 8
oxl oy Pg, (8)
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3.2 — Formula¢ao Zienkiewicz

O método utilizado como base para este esquema foi o proposto por
Zienkiewicz e Taylor (2000). Este procedimento e os fundamentos necessarios para a sua

formulacao sdo apresentados ao longo desta se¢ao.

3.2.1 — Aproximacio de elementos finitos para equacio conveccao-difusio

Pode-se escrever a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento
utilizando uma variavel geral apresentadas em coordenadas cartesianas na equacao escalar da

forma:

op oUp) o[, 0¢

E-i_ 0x; axi(kéxi o )
_0¢ 0U$) U o[, 08 o, 08\ .
S o T ax dy 8x(k8x dy\ oy T =0

mas,

oU$) _ 04, OU,

ox, Uiaxi+¢ ox, (19)

assim:

o¢p o ou, o o¢p _

E_'_Ui@xi—i_qb@xi 6xi(k6xi)+Q_0 (i

Note que todos os termos da equagdo acima, exceto o segundo (termo
convectivo), sdo auto-adjuntos. O terceiro termo desaparecera se a divergéncia da velocidade

¢ zero, conforme segue:

%—O 12
ox, (12)

Desta forma a equacgdo (11) pode ser escrita como:
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o¢ op 0 o
L +U,—- k +0 =0
ot 'ox, 6xi( ox, | 7€ (13)
O comportamento padrdo da equacdo acima pode ser determinado pela
mudanga da variavel independente x para x' , para trabalhar em coincidéncia com a

linha corrente, tal que:
dx, = dx,—U,dt (14)

Note que para ¢ = ¢(x,;, ¢) tem-se:

o o¢p Ox," O¢ op O¢

— = | vy = Ui+ = | veoms

a[ X const 6 X," a[ at X "const i 6xi at X 'const (15)
Substituindo a equagdo (15) em (13), tem-se:

op 0 0

———k—|+0(x;') =0

o1 6xl.( 6xl.) Ol (16)

3.2.2 — Procedimento de determinac¢ao da linha pseudo-caracteristica de Galerkin

Neste trabalho, por se tratar de equagoes diferenciais parabdlicas e elipticas,
optou-se por utilizar o0 método da linha pseudo-caracteristica. Essa nomenclatura ¢ utilizada
como uma forma de diferenciar o modelo atual do conhecido método das caracteristicas,
largamente utilizado na solucao de equagdes diferenciais hiperbolicas.

Uma alternativa simplificada foi desenvolvida e algumas dificuldades foram
evitadas mesmo com o custo da estabilidade condicional. Esse método foi primeiramente
publicado por Zienkiewicz et al. (1984) e completamente descrito em numerosas publicacdes.
Esta derivacao inclui uma expansao local de Taylor e esta ilustrada na Figura 4 :

A equagdo (13) pode ser escrita ao longo da linha pseudo-caracteristica

como:
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O0b o 0 [, 0 N
2(x(0).1) ax;(" 57| FOx =0 (17)
|:Dn+1
s at
# I
R
t o
!.l-r i
" (- 8) 7 Lo
5= At
=

Figura 4: Procedimento de determinagdo da linha pseudo-caracteristica de Galerkin.
Como mencionado, na coordenada x' , o termo convectiv0 desaparece e
os termos fonte e difusdo sao quantidades médias ao longo da caracteristica. Agora a equagao
¢ auto-adjunta e a aproximagdo espacial de Galerkin ¢ utilizada. A discretizacdo do tempo na

equagdo (17) ao longo da caracteristica, como pode ser observado na Figura 4, resulta em:

&ﬁozefﬁfkgf)—g 4«1—9411(k99)—g]

n+1

1
At

((l)n+l_(l)n es) (18)

ox\ Ox Oox\ Ox

onde 6 ¢é igual a zero para forma explicita e entre zero ¢ um para forma semi e
completamente implicita.

A velocidade média ao longo da pseudo-caracteristica pode ser dada por
diversas aproximagdes. Uma alternativa comumente utilizada, descrita no trabalho de

Zienkiewicz e Codina (1996) ¢ calculada conforme segue:

ou”

U=U"-U"At
0x

(19)

A distancia percorrida por uma particula na direcdo do eixo x (Figura 4) ¢

dada por:
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5=U At (20)

Substituindo (19) em (20), tem-se:

21

ou"
ox

6=At(U"—U"At
A solucdo da equagdo (17) na movimentagdo das coordenadas para

atualizag¢do da grade apresenta algumas dificuldades, entdo ¢ sugerida a expansdo de Taylor e

o uso da equacao (20), tem-se:

2 A2
509", 6% 0
ax 2 6)(2

+0(4r) (22)

n g
d) (x—5)~(l)

e assumindo 6=0,5

1o, 00\, _10o(, 8¢\ &0 o\ 2
—Z k== — 2| k=—=] ———=— k——| |+0 (4t 23
2ax( ax) =077 ox ( 8x) 2 0x ax( 0 x (4t )
c:
Lol,.mE-32 (4)
2= =g 2 ax
Substituindo (21) em (22), tem-se:
o ou\l a¢"
n n n 3
" | o5 = P = At( a )ax + At( ax) o2 +0(4r) (25
n n nad) naU a(bn
i~ —A + 4
A I e PR o6
2 n 62 n
o A gy g 00 e g2 T U\ G
2 ox ox" | Ox
] ] 0" 0U" 09" At 20° "
P =AU "+ AU
Plin = #=AUG o ox 2 > Vor @)
_ pgr QU A 00 ¢+O(At)

ox ox° 2 8x2 0x’
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Omitindo-se os termos que possuem ordem (A7) ou superior em (26) ,

tem-se:

n n 84) nﬁU”a(l) At nzazd)n

~ = At +A¢° —+—U""—
Pl = @ i Vi ox ox ox’
Substituindo (21) em (23), tem-se:
10,09 1 0[,0¢) 1 ouU"\| o o)\
—— | k— ~ ——|k—) —=<|4 A k—
28x(k6x) (x=3) 26x(k6x) 2 I(U —uta 6x) axlﬁx( Ox
+0(47)

o\
(’“a)

2 Ox|0x

o¢
Ox(k 8x)

Omitindo-se os termos que possuem ordem

10,00 _at,. 3 [, 00
(x=0) = 26x(k 8x) 2 v ox’ (kax)

.oU" 0
ZU Ox Ox

Substituindo (21) em (24), tem-se:

_0 At( . oU"\o0"
ox | 0x

Q" At naQ"_At yoU” 20U" 6Q"
2 2 o0x 2 Ox Ox

Omitindo-se os termos que possuem ordem

Assumindo 6=0,5 em (18), tem-se:

b o]
ox

+0(4¢%)

(4¢7) em (30) , tem-se:

(4¢*) em (33), tem-se:

(28)

(29)

(30)

€2))

(32)

(33)

(34)



(x=5)

I n+1 n
L _ gy ~ L0 (02 L2 (,0¢)_
(" =g ] ) = .ax("ax) 0| + >[ ("ax) Q]

N =

o n+1 n
Lt g ~ 1] 2,99\ 10 (,9¢
209 ) 2 2_ax(kax) Q_ +26x(k6x)

1

(x—5)_5 Q”

(x=5)

Substituindo (28), (31), (34) em (36), tem-se:

_L(¢“*—¢¢+A1U”%¢ —A°U

At X ox O0x 2 ox’

n+1 n n

1| of, o¢ 1 of, op\ At,.. &, 0\ O, At 00"

—| = k—=|- +—-——hk— | -—=ZU"—|k— | —=+—=U"—=
2[8x( ax) Q] 26x( 8x) 2U ox>\ Ox v

naU”a¢ﬂ_AﬁLﬂz#¢f):

Rearranjando (37), tem-se:

P =" = MU+ AL L 22 ==

0 At o 0d\"" Ao, 00\ At e At .
420

Ox 2 0x\ Ox 2 O0x\ Ox 2
2 W 0U" 3" AP, 0" AP, [, 0\ AP 00"
Ay Ox Ox 2U ox’ 2U ax2kax * 2U ox
Mas:
n+l Qn+l+Qn
2 _
Q"= 2

o 0e)2_ 1o, 00)" li( 8_¢)"
8x(k6x) Bl (k ) +2 k

4 8 | 200 20U 09" AL 200"

2 ox ox| ox O0x 2 ox?

Substituindo (39), (40) e (41) em (38) , tem-se:

18

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)
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n 1 1
a(b a a(l) n+5 nt—
n+l_ n ~ —At Un __v k— 4 2
¢ ¢ Ox Ox\ Ox 0 “2)
at o [200]_ae,, & (,00), 4, 00
+At[28x[U ax] 2Uax2(k8x)+2U8x

Para problemas multidimensionais a equagdo (42) pode ser escrita com
notagdo indicial e aproximando os termos n+1/2 para n (para a forma completamente

explicita), tem-se:

n+1 n ad) a a¢ ’
- = —At - k +
¢ ¢ UI@x, ox;\ Ox; ©
5 5 . (43)
At 0 b | At 0 b\, 4., 00
+At ——|U.U, —|-—U, —|hbk—+—U,—=
t[ 20x)| " 'ox;| 2 k@xk( ox,| 2 '0x

Uma alternativa para aproximagdo do valor de U  recentemente

recomendada Zienkiewicz ¢ Codina (1996) é:

Un+l + Un
2

0= (x=3) (44)

Usando a expansao de Taylor, tem-se:

n — n naU"

+0(47) (45)

Substituindo (45) em (44), tem-se:

n+1 n
U:Uz +% U= At U"aﬁU ) (46)
X
Rearranjando (46), tem-se:
_ Un+1+Un At naUn
V== 32U % “7)
1 n
o=u"-2Ly 0 (48)
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onde:

" 1 n+1 n
U +2:¥ (49)

Substituindo (48) em (20), tem-se:

1 n
5=m(U 3_At 00U )

50
2 ox (50)
Substituindo (50) em (22), tem-se:
At . 0U" 09" 1 ot wou\| 2
" =¢p"—-AM|\U *==U" +=|at\U *==U"
P o~ ¢ ( 2 odx)ox 2 ( 2 ax) 0x’ (51)
+0(47)
309" AP, 0U" 09"
! = ¢"-MU P ——+—U"
P lin = @ ox 2 ox 0x
At2 RS ntl ouU" Atz ZazUn 62(1)" ; (52)
+ =—|U *U *-U *U"4t +=U" +0(At
2 0x 4 axz 8x2 ( )
30" AL, 0U" 09"
" = ¢"-MU ——+"U"
P lin = @ ox 2 ox O0x
2 n+l n+Laz n 3 n+L n@z n 4 2 naz n
+ A—tU 2U 2 (bz_A_tU 2UnaU (b2+A_t 1126[]2 (bz (53)
2 ox 2 ox Ox 8 ox" Ox
+0(47)
Omitindo-se os termos que possuem ordem (A¢’) ou superior em (53) ,
tem-se:
(l)n

30" AP, 0U" 0" APy 500
~ n_AtU 2_+_Un +—U 2U 2
xma) < ox 2 ox Ox 2 0 x’ (54)

Substituindo (50) em (23), tem-se:
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10,00 1o, 09\ 1 wy At 0U"|| 8 o\’
~Z k== ~Z k== —= Y% k——
28x(k6x) (x=0) ™~ 26x(k ax) 2 At(U 2 ox ||ox ax ox
(55)
+0(47)
1o 00\, 1o 06\ 4t 10 o’
28x(k8x) =00 ™ 2 ox (kax) 2V s ax “ox
A, 0U" 0| o, 00 O
£
At | < +0(4
+4U8x8x8(k8 (4r)

Omitindo-se os termos em que possuem ordem (A¢°) em (56) , tem-se:

10 (, 8¢ 10 6¢) At & ( 8¢>)"

——|k— s R ok -——=U “—l|k— 57

28x( ax) (x=4) ZGx( 0x 2 ox*\ 0x (57)
Substituindo (50) em (24), tem-se:

1 O" At|, 5 At,.0U"\00"

— = ——U"—|—= 58

2Q|<X—5> 2 2(U 2 Y ax)ax (%)

1 Q" 500" A, 0U" 90"

L —=z 4 == 59

2Q|("'5) 2 2 U ox 4 % Y ox 0Ox (59)
Omitindo-se os termos que possuem ordem (4¢”) em (59) , tem-se:

1 At 500"

2 —z A ¥ 60

291e0=575 Ox (60)
Substituindo (54), (57), (60) em (36), tem-se:

1 [ net 30" A ,0U" 0" Al oy 1az¢"
— -+ At U Ly i U =
At (d) ¢ v ox 2 ox o0x 2
0 | (61)
1o ae) 1" 10 (29) _a, eI 100"
2] ox\" ox 20x\ Ox 2 6 0x

Rearranjando (61),tem-se:
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RS n n+l1 n
o~ a2 +£i(ka—¢)) (Ao (ka—qb) —At(u

ox 2 0x\ Ox 2 0x\ Ox 2
U 0" AP g rs O A e L 00) ()
2 0x 8x 2 ox: 2 ox:\ Ox
A 500"
+—U
2 0Xx
Substituindo (39) e (40) em (62), tem-se:
1 n 1 1
n+7a(l) 0 a¢ "‘LE n+=
n+l_ no —A 27 U r + 2
¢ ¢ ‘v ox Ox k@x © (63
,OU" 0" n+1— n+%82¢n_Un+— kad) U ;c’iQ" )
2 ox 0x ox? ox*\ Ox 0x

Pode-se, como mencionado anteriormente, fazer uma aproximacgao do termo
n+1/2 para n ,obtendo assim a forma completamene explicita. Deste modo a equagio

(63) pode ser aproximada da seguinte maneira:

oo i
ox Ox 6x

oUOp L0 & (kaqb
0

" =" = —aAt|U +Q

(64)
cwe|

—\ U+ —-U—;
ox

O0x Ox ox> ox’

mas,

a n
U _~ Ul‘l ¢

U——+U
6x 0x

ox Ox o x?

(65)

oU 0¢ 262‘13]”

Substituindo (65) em (64), tem-se:

¢n+l_¢n: —At +Q

O¢
L) Q]

ob_ 0o, 00
U&x @x(
o o

U_
ox ax

(66)

A
+—U —
Gx

Generalizando para forma multidimensional e escrevendo em notacao

indicial na forma conservativa a equagao (66) torna-se:
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¢n+l_¢n ~ — At a(U]¢)_ 0 ka¢ +Q
ox; ox;\ Ox;
(67)
s oU,p) o [, 00
3 Ukaxk ox, 0ox ( ox, +Q

Pode-se notar que embora se tenham realizado diferentes aproximagdes para
o valorde U , a diferenga entre elas é muito pequena (equagdes (43) e (67)) e quando
U ¢ constante as aproximacdes resultam em termos de estabilizagdo idénticos. Para os

calculos posteriores sera utilizada a forma conservativa da equagao (67).

3.2.3 — Discretiza¢ao da equacoes em elementos finitos

Para o caso bidimensional com a equacao (66), tem-se:

i op ¢ od ¢ |
Ad = 1 = At|l—-u——+k —v—=-+k
b ="' —¢" t( ugy kvt ay2+Q)

u6u8¢ 2 o' v8v5¢ e ’p\
0x Ox ox> 0Oyoy oy’

3 3 3 3 !
u aqg—l— a¢)2 +v azd) +ad;
ox 6x6y ox"0y Oy
,00. 00Y
6x 8y

(68)

At

Mas:

A_t2 5u6¢+uza¢+ 6va¢+28¢ A_fz
“ox ox ox° Oy oy oy 2

o[ oo\, o[ as)l
et o

Substituindo (69) em (68) e rearranjando a equacao, tem-se:
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2 2 4 \"
Ap = 9" '—¢" = —Az(u@+va—¢)+mk(a ?,9 d;)

ox 8y 8x2 8)}
acl o o), o[ ao|l
2 ["ox\"ox oy v
At o(°¢p ’p\, o[ ¢ (70)
T u=- > T 2|V > T 2
2 ox\ox" oy oy\ox" oy
A 60 00Y
+E -y == v ==
2 \"ox " Vay
AL

= At(=Al+BI) + Z-(CI-DI+EI)

Como a equagdo resultante ¢ bem extensa, optou-se por simplificacgdo,
substituir os termos, na ordem em que estdo dispostos na equacdo, pelas variaveis auxiliares
A1l aEl e que serdo utilizadas na sequéncia.

Aplicando-se os conceitos de residuos ponderados no termo A/ da
equagdo (70), tem-se:

ON,
J Nlald@ = —(jQNj(Nuu) -

dQ+[ NI(N )aN”dQ " (71)
X o MulVuY oy ¢

Em termos matriciais a equacdo (71) pode ser escrita como:

[oNiata@ = =([, INJINJwlBJde+ [, INVIN]VIB,1dQ) ¢’ (72)

Aplicando-se os conceitos de residuos ponderados no termo B/ da

equagao (70), tem-se:

[ NiB1a = ([, 1BxT0Y [QlB]de+ [, [ByV Q) [0]1B,)dQ) ¢’ (73)

Aplicando-se os conceitos de residuos ponderados no termo C/ da

equagao (70), tem-se:
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a aNll n
J Nicldo = fQNf(Nuu)—[(N u) ]dQ b

ox YT 0x (74)
+fNN)a(N )aN“dQ "
v 8)/ llv ay (b

Fazendo a forma fraca de (74) desprezando os termos de superficie, tem-se:

N, N
[ N'crao = - M(Nuu)aN”dQ ¢
Q Q 0x ox (75)
—f NNv Nuv)aNdch)
oy
Para uma iteragdo a velocidade pode ser considerada constante e tem-se:
J Nicido = —f 8N rON, u(N u)aN”dQ ¢
“ Ox “7 ox
(76)
f ll aNM (N v)aNu dQ (bn
- v
“ oy Y0y
A equacdo (76) pode ainda ser escrita como:
JoNicrae = [ ([BYIN NS BN ]MB,1d2 ¢ -

— [ [B,YINJ+IN V1B 1) IVIIN,VIIB,ld2 ¢

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), o termo D/ da equagdo (70) pode
ser desconsiderado. Aplicando-se os conceitos de residuos ponderados no termo E/ da

equagao (70),tem-se:

[ NTEla@ = —|[ NI(N )aN" )aN”dQ " (78)
o tu - o Vul IV, U 0 x 75y 0

A equacio (78) pode ainda ser escrita como:
[,NLE1d@ = ~([,INJINJul[B,ld+ [, [NV IN,]V][B,1d2) ¢ (79)

Os principios da metodologia de elementos finitos para se chegar nesta

integragdo podem ser observada no apéndice A.
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3.2.4 — Algoritmo — CBS

Todas as pseudo-caracteristicas essenciais da forma padronizada

completamente conservativa podem ser escritas pelo conjunto de equagdes de continuidade e
de Navier-Stokes apresentadas anteriormente nas equagdes (5) a (8).

As equacgdes (7) a (8) podem ser discretizadas no tempo usando o processo

caracteristico de Galerkin, com excec¢do ao termo de pressdo, que deve ser tratado como uma

variavel conhecida. Pode-se reescrever essa equacao na forma:

an 5 1 62ui n+o

— = ——(u,U)+=—— —pg,+0"""

50 = "ax, U e g PO (80)
com Q""" sendo tratado como conhecido no instante t=¢"+0, At conforme a equagio:

n+0, — _8p"+01

© ox, (81)
com

apn+92 apn+1 apn

=0 +(1-0

il el (82)
ou

op"™ _oap' , 04

ol (83)
e

Ap=pn+1—pn (84)

Utilizando a equagdo (67) e substituindo ¢ por U, ,tem-se:
owu.U) 1 o [0U, !
Urt'-ur = — M| ———-— -]+
! ! 0x; Re O0x;\ 0x; 2
(85)

At o |ouw,U,) 1 o [0U, "
+_ n ] 1 o 1 +
Ui [ o0x; Re 8x,-( 6xl-) Q]
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E considerada também a seguinte hipétese (termo desprezado):

1 o (0U,
Re O0x;\ 0x;

Isso se deve ao fato do termo apresentar uma derivada de terceira ordem,

2 n
AL gy 8 =0 (86)

2 Fox,

que aumenta a complexidade da solucdo, aliado ao fato de ainda estar sendo multiplicado por
At

Desta forma, a equacao (85) torna-se:

U'M—U" = —A¢ +

1 1

a(ujUi)_L o [oU, +0 +0 &)
ox,; Re 0x;\ Ox;

J

A_tzUn 8 a(u[Ul)
2 T fox, ox,

Pode-se ainda, por ser considerado escoamento isotérmico com viscosidade

constante, realizar a seguinte substitui¢ao:

oU, d’u,
0 (k )— L ou (88)

o\ o, | = ke ov

Substituindo QO por Q""" visto na equagdo (81), a equagdo (88) e

acrescentando o termo de campo na equagao (87), tem-se:
o(u,U;) 1 u, "
0x; Re 9 x_zl.
At 0 [a(u_/Ui)

+—Uj;
2 fox, 0x;

U''=U" = —A¢

1 1

+0" "+ pg,

(89)

n

+0" "+ pg,

Duas alternativas de aproximagdes podem ser realizadas para o termo Q, que
serdo chamadas de “Split A” e “Split B”. Na primeira ¢ removido todos os termos do
gradiente de pressdo da equagdo (89) e na segunda ¢ mantido os termos do gradiente fazendo

com que ele corresponda a um incremento de tempo.

3.2.5— Split A

Discretizacdo temporal:
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Ser4 introduzida uma variavel auxiliar AU, | tal que:

AU =U = U= at| == (0 U i)+ 0w, + n
=Y, i— 6x.uj l Re ﬁxi PE;

J

At 0 [ 0
o (w U )+ pe
2 Uy axk(ﬁx A (u_] Uz) pgl) (90)

J

Essa equagdo sera resolvida com o método explicito aplicado para a forma
discretizada tornando possivel uma solugdo. A corre¢do dada abaixo ¢ avaliada primeiramente

no incremento da pressao:

6p"+92_A_lz 00"

AU =U""'=U"=AU = At 91
i i i i axi 2 uk axk ( )
Da equacao (5) tem-se:
1 ou™tY ou; 04U,
Ap=|—|dp=—At =—At +0
p (BZ) p axi axi 1 axi (92)

onde B ¢ a compressibilidade artificial, que sera explicada em um topico especifico neste
presente trabalho.

Substituindo AU, da expressdo (91) nesta expressdo e expandindo-se o
valor de 0 p""*/6x de acordo com a equagdo (83), e rearranjando apds desprezar os

termos de alta ordem tem-se:

oU;
ox,

04U,
0 x,

+0, + 416, (93)

62])11 82Ap
+6
0x,0x, ’0x,0x,

1
Ap=(E)Ap=—At

onde AU, e ostermos de pressio na equagio acima sdo calculados pela equagdo (91).
A equagdo também ¢é completamente auto-adjunta na varidvel 4dp (ou
dp ) que ¢ desconhecida. Agora a padronizacdo tipo Galerkin pode ser utilizada pela

discretizacdo espacial.

Discretizacio espacial:

Empregando a forma fraca da discretizacdo na equagdo (90) utilizando uma

fun¢do peso da aproximagao de Galerkin, tem-se:
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J NLaUdQ = A1+RLBI+CI+%D1 (94)
onde:
ar = [ NM=-Z(u,u)|de = - N* -2 (u,U)d0
~ Jo M T M R R AL ©3)
J J

o 0'u,
Bl = [ N, = dQ (96)

J

como ¢ um termo de segunda ordem, deve-se realizar uma integral por partes, assim:

k

o N*
Bl =-f, = “u,dQ+ [ Niundl (97)
)C
Cl= [, Niy-pg)d2 = —[ Nipg,d2 (98)
DI = [ ( (u,U,)+pg; ||d2=
“ox,\o
(99)

como a equagdo possui um termo de segunda ordem, podemos reduzir a ordem utilizando a

forma fraca, assim:

0
Q 0x,

e

J

DI = - (u,U,) dQ—i—fFNkuk%( U,)n,dl

(100)
+f pg )dQ

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), o termo residual da superficie pode

ser desprezado, a equacdo acima, torna-se:

0

Dl:jﬁa_x,

(Mw)(—%(uj%)wgi)d@ (101)

J
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Substituindo (95), (97), (98) e (101) na equacdo (94),tem-se:

P _ r O 6N§ k '
J NEauaQ =+at|- [ Nua—xj(ujU,.)dQ—fQ o u,dQ— [ N¥pg,dQ
42[ ¢ 0 o ©ao)
+— — ———(u.U,)+pg. |dQ
2 fQ 6xl(Nuuk)( axj(u]Uz> pgl)d
+At“r N’;uin_idf]n
Pode-se ainda escrever a equacdo acima na seguinte forma:
Passo 1 : (procedimento para o célculo da variagdo da velocidade nodal auxiliar).
AU ==M; 2e[(C,U+ K= )= At(K, T+ 1 )] (103)
onde:
M=[_ N.N,dQ (104)
C,=f NV (uN,)dQ (105)
K=[_ (VN,)VN,dQ (106)
1
K,=— EJ‘Q(VT(MNu))T(VT(uNV))dQ (107)
f=[ Nipgd2 + [ N,t'dr (108)
_ 1 T T
fi== S,V (w.N)) pgd@ (109)

Empregando a forma fraca da discretiza¢do na equagdo (93) utilizando uma

funcdo peso da aproximagao de Galerkin, tem-se:
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[, NtapaQ = [ N —A dQ

kK O 0 (110)
= —atf N Voo | Ui+, AU =410, 5 (p'+0,4p) dQ
X;
como p"*" = (p"+0,4p) ,tem-se:
[, NidpdQ = [ N} —A dQ
111)
a apn+9 (
= -t Nk— Ui+0,4U; -4t 0, dQ
'[9 Pox ox;
como a equagao possui um termo de segunda ordem, deve-se integrar por partes, assim:
[, NtapdQ = [ N Ade
k 6 n+0,
= 2l U0, AU = A10,“L—|do
i X; (112)
. . a n+0,
— At [ N UI+0,4U; + 410, — [mdr
Pode-se ainda escrever a equacgao acima na seguinte forma:
Passo 2 : (procedimento para o calculo da variagao da pressao nodal).
(M ,+4£0,0,H) A p=M[GU"+0,GAU =410, H p'— f ] (113)
onde:
r( LY
M= NP(E) N,dQ (114)
H=fQ (VN,/'VN,dQ (115)

G=[_(VN,.N,.d2 (116)
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fo=atf N a'[0"+0,(U = 4tV p'**)]dr (117)
mas:
V"=V p"+0,V(4p) (118)

Substituindo (118) em (117), tem-se:
fo=atf N[0 +6,(U" = 4t(V p"+0,V (4 p)))]dr (119)
Expandindo a formula obtém-se:

fo=at] N U dr+4e [ NTa0,U"dr+ 4t [ N'n"0,(~46)V p".dl

120
+Atfr N,n"0,(=4t)0,V (4 p)dr (120)
Resumidamente tem-se:
fp=fp]+fp2+fp3+fp4 (121)
onde:
T Ty5n

fplzdl‘erpn u'dr (122)
fo=at0, [, Non" 4U" dr (123)
fp==4t’0, [ Nin"V p'dr (124)
S ==400,0, N n'V (4p)dr (125)

Substituindo (121) em (113), tem-se:

(M ,+ 40,0, H+At f ,,) Ap=4t[GU"+6,G 4 l}*—AtGIHI;"—fp,—fpz—fp3] (126)



33

Empregando a forma fraca da discretiza¢do na equagdo (91) utilizando uma

funcdo peso da aproximagao de Galerkin, tem-se:

apn+9 Atz aQ;?
N' AU, dQ = | Ni|4U; -4t = dQ
Jow,au I, ox, 2 "ox,
(127)
[A2 Ath—Athzl
onde:
42 = [N, AU dQ (128)
B2 = N"—p—dQ
f P ax, (129)
Substituindo (83) em (129), tem-se:
B2 = [ N %”— Q%B)d[) (130)
v 00/
c2=J N, ox, do (131)
Mas Q! = _9p assim
0X;
0 op"
2 = | Nu-—=—|-2L£|do
-[Q pukaxk( axi) (132)

Como a equacdo possui um termo de segunda ordem, deve-se integrar por

partes, assim:

_ 0 k k op"
2 = —|-f “(Nu,) dQ+] Npuk(ax

?0x,

ap"
0x

i

n,dl (133)

i
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Desprezando o gradiente normal de pressdes no termo de superficie, tem-se:

0
C2 = fga—x]C(NZuk)

op'

dQ
o, (134)

Substituindo (128), (130), (134) em (127), tem-se:

[ Ntau,a@ = [ N AU aQ-at dQ
e''r i Q'r i

ox, °0x,

fg N/;(@_p+0 %

(135)

_4'7’2 Q%(N';uk)(%ij)d!)
Pode-se ainda escrever a equagdo acima na seguinte forma:
Passo 3 : (procedimento para o calculo da variagdo da velocidade nodal).
AT =AU -M" 4t GT(;S"+92A;3)+%P;§" (136)
onde:
P=[_V(uN, VN,dQ (137)

Resumidamente o método funciona da seguinte maneira:
a) E calculada a variagdo da velocidade nodal auxiliar (4 (} ") através da equagdo (103);

b) E calculada a variagdo da pressdo nodal (4 p) através da equagdo (126) utilizando o

valor da velocidade nodal auxiliar (A (} *) calculado no item “a”;

¢) E calculada a variacdo da velocidade nodal (40) atraves da equacgdo (136) utilizando os

valores da velocidade nodal auxiliar (4 U *) calculado no item “a” e da variagao da pressao

nodal (4 p) calculado no item “b”;

d) Esta seqiiéncia de procedimento se repete até que a variavel de tempo (1=t+4t) seja
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igual ao valor de (fmax) -

3.2.6 — Split B

Com Split B, a discretizagdao e o processo de solu¢do devem ter pequenas
modificacdes, pois considera-se o gradiente de pressao. Como podera ser notado nas equagdes
(138), (139), (140), os termos de pressao que eram considerados nos passos 2 e 3 agora sao
considerados no passol, deixando de existir nos outros dois. Deixando os detalhes de
derivacdo e utilizando processos idénticos de discretizagdo, os passos finais podem ser

resumidos conforme segue:

Passo 1 : (procedimento para o calculo da varia¢ao da velocidade nodal auxiliar).

n
ok

AU =—M"" At (CMU+Ktﬂ+GTp—f)—At(KuU+fs+%Pj)) (138)

Passo 2 : (procedimento para o calculo da variagao da pressao nodal).

(M ,+ A7 0,0, H) A p=At[GU"+0,G AU = f] (139)

Passo 3 : (procedimento para o calculo da variagao da velocidade nodal).

AT=AU" =M 4t[6,G" 4 p] (140)

3.3 — Formulacao Nithiarasu

Uma formulagdo alternativa foi proposta por Nithiarasu (2003). Do mesmo
modo que na formulacdo de Zienkiewicz e Taylor (2000), o autor se baseou-se nas leis da
conservagdo, que sdo descritas pelo conjunto de equacdes de Navier-Stokes apresentadas

anteriormente (equagdes (5), (7) e (8)).
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3.3.1 — Algoritmo — CBS

Discretizacio temporal:

Passo 1 : (procedimento para o calculo da varia¢do da velocidade nodal auxiliar).

: \ 0 1 0u, At o [0
AU, = U, -U; At|——(u.U.)+— +—u,—|—(u, U, 141
i i 8)(]-( J 1) Re axi 2 kaxk(axj( J z)) ( )
Passo 2 : (procedimento para o calculo da variagao da velocidade nodal auxiliar).
Ap=p""'=p =(E Ap=—A4t %, +0, ox, —A4t0, 12 +0, o’ (142)

onde B ¢ a compressibilidade artificial, que sera explicada em um topico especifico neste

presente trabalho.

Passo 3 : (procedimento para o célculo da variagdo da velocidade nodal auxiliar).

n+0,
AU, = UM'=U! = AUf—Azaap—x (143)

1

no presente estudo 6,=0 .

Discretizacio espacial:

Empregando a forma fraca da discretizagdo na equacao (141) utilizando uma

fun¢do peso da aproximagao de Galerkin, tem-se:

J NI AU d@ = at

u,
_%(ujUi)JrL Y e, i(i(u.U.))
J

(144)

At

= At A+B+7D]

Substituindo (95), (97) e (101) na equacado (144),tem-se:



T
r 0 : oN,
fQNuaxj(ujUz)dQ I, o 142
2

J NI aU dQ =+

[N uk>(§<u, U»)dsz]

J

+AZUF N uin‘jdf]n

Pode-se ainda escrever a equagdo acima na seguinte forma:

Passo 1 : (procedimento para o calculo da variacao da velocidade nodal auxiliar).

AU ==M M[(C,U+K,ii~ f)=At(K,T)]'
onde:

M= N,N,dQ

C,=[ N.(V(uN,)dQ
K=[_(VN,) VN,

K== 3, (V' @N, ) (V(«N,)de

f= [, Nittar
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(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)

Empregando a forma fraca da discretiza¢do na equacao (142) utilizando uma

funcao peso da aproximagdo de Galerkin, tem-se:

T _ rl
[, Ny dpdQ = fQNpEAde

a n * a n
= —AzfQNQa US+0,4U] =41 0,=—(p'+0,4p) |2

como p"*" = (p"+0,4p) ,tem-se:

(152)
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1
[, NTapdQ = fQNZEAde

a apn+92 (153)
_ T n *
= —AthNpa—Xi U'+0, AU, _Atngx,. do
como a equagao possui um termo de segunda ordem, deve-se integrar por partes, assim:
1
[, N dpdQ = ngﬁEAde
ou! oN,[ . apm©
= —At| N,——dQ+4t0 2AU - dQ
JIQ P ox lfg 0 x; " Ox ] (154)
. a n+0,
—At6, [, N[ aUT+ 41 px_ n,dl
Pode-se ainda escrever a equagdo acima na seguinte forma:

Passo 2 : (procedimento para o calculo da variagao da pressao nodal).

(M ,+480,0, H) A p=M[-GU"+0,GAU = A0, H p'— [ ] (155)
onde:

r( 1Y
Mp:fg NP(E) N,dQ (156)
H=fQ (VN,/VN,dQ (157)
T
G=[_(VN,.N,.d2 (158)
f,=4t0,[, Ny (U =tV p"yn"dr (159)

Expandindo a formula obtém-se:

fo=4t0,[ NTU n"dr+4t0, [ N (= 4V p"n” dl (160)
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u, resumidamente:

fp:fp]+fp2 (161)
sendo:

fou=4t0,[ N" AU #"dr (162)

fp2=—At201fF N,V p'n"dr (163)

Substituindo (161) em (155), tem-se:

(M ,+ 47 0,0,H) A p=M[GU"+0,GAU = At0, H p"—f 1= £ 1] (164)

Empregando a forma fraca da discretizacdo na equagdo (143) utilizando uma

func¢do peso da aproximagao de Galerkin, tem-se:

n+0,

* 0
N aU,d@ = [ N'|4U;-4:9L—|d0

IQ o IQ p[ ’ 0x; (165)
= (42— 4t B2]
Substituindo (128) e (130) em (165), tem-se:

[ Nav,de = [, N avTdao—ai|[ N2 10,2492 ) g0 166

o) P i - Ie) P i fo) P a xi 2 6.xi ( )
Pode-se ainda escrever a equagdo acima na seguinte forma:
Passo 3 : (procedimento para o calculo da varia¢ao da velocidade nodal).
AT =AU =M 4t[G"(p"+ 6,4 p)] (167)

Resumidamente o método funciona da seguinte maneira:
a) E calculada a variagdo da velocidade nodal auxiliar (4 (} *) através da equacao

(146);



b)

d)

40

E calculada a variagdo da pressdo nodal (4 p) através da equagdo (164) utilizando o

valor da velocidade nodal auxiliar (A4 (} *) calculado no item “a”;

E calculada a variagio da velocidade nodal (40) atraves da equacdo (167)

utilizando os valores da velocidade nodal auxiliar (4 U *) calculado no item “a” e da

varia¢do da pressio nodal (4 P) calculado no item “b”;

Esta seqiiéncia de procedimento se repete até que a variavel de tempo (¢=t+A¢)

seja igual ao valor de (fmax) -
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3.4 — Compressibilidade Artificial

O valor do fator da velocidade do som utilizado na equacdo (5) pode
acarretar restricdes na escolha do incremento de tempo. Deste modo, normalmente ¢ utilizado
um pardmetro B como um fator de compressibilidade artificial, que sem comprometer os
resultados, ameniza os efeitos impostos ao incremento de tempo. Este fator, ndo estd
associado as propriedades fisicas do fluido, mas aos diferentes niimeros de Reynolds e
também aos diferentes regimes (denominados conveccao e difusio).

Segundo Nithiarasu (2003), o valor utilizado para a compressibilidade

artificial pode ser calculado conforme segue:
B =max (8 s vcanv H thﬁ’) (168)

onde ¢ ¢ uma constante igual a 0,5, V., ¢ a velocidade convectiva e Var € a

velocidade de difusdo, que podem ser calculadas conforme segue:

Vem=(tt;1;)" (169)
2
leﬁr=ﬁ (170)

sendo % o valor da menor dimensio do elemento considerado.
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3.5 — Incremento de Tempo

O incremento de tempo ¢ um pardmetro muito importante em solugdes, pois
deve ser o maior possivel de forma que ndo comprometa a estabilidade da solucao e, também,
diminua a quantidade de passos a serem utilizados para atingir a solugdo em regime
permanente.

O incremento de tempo para o método de Nithiarasu (2003) ¢ calculado

através da seguinte férmula:
At, = min(At,,., Atgy) (171)

Os pardmetros At e At,; podem ser calculados conforme segue:

h
At =
cony u+B (172)
_ I’Re

Ao valor obtido deve-se aplicar um fator de seguranca que deve ser
estimado de forma iterativa, ou seja, considera-se o valor encontrado na execugao da solugao
e verifica-se a ocorréncia da estabilidade da solucdo, em caso negativo deve-se multiplicar o
valor por um percentual deste nlimero até que a estabilidade seja mantida. Neste trabalho os

valores utilizados foram de 0,4 ¢ 0,6. Assim:
At = FS*xAt, (174)

onde FS ¢ o fator de seguranca utilizado.

A obtencdo do incremento de tempo utilizado por Zienkiewicz e Taylor
(2000) tem uma pequena diferenga ao utilizado por Nithiarasu (2003), no primeiro caso os
autores ndo calculam o valor de At,; e consideram que At¢. = At,, . As demais

etapas seguem conforme anteriormente mencionado.
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3.6 — Método semi-implicito

O uso do método semi-implicito implica em diferentes esquemas de
aproximacdao no tempo. Neste caso, o procedimento ¢ analogo ao anteriormente descrito
alterando-se apenas os parametros:

® Manter na equacdao (103) ou (146) a solu¢do da velocidade de forma
explicita e nas demais equagdes considerar 6, = 1 ¢ 0, = 1 ;

® Estabelecer um ponto de pressao referencial inicial para rodar a rotina de
solucao;

® Nao calcular a compressibilidade artificial e estabelecer um valor tendendo a

infinito para o valorde B , no caso o valor adotado foi de 1x10*

3.7 — Auséncia do termo caracteristico

No desenvolvimento do trabalho optou-se por testar o uso e a omissao dos
termos caracteristicos nas expressoes utilizadas por Zienkiewicz e Taylor (2000) e Nithiarasu
(2003) em seus trabalhos para verificar a influéncia no desenvolvimento da solugdo. Este fato
representa, neste caso, a eliminagio das matrizes K, e P . Assim as expressdes anteriores

sofreriam alteracdes nos seguintes passos:

Zienkiewicz — Split A:

Passo 1: Omissdo da matriz K, , deste modo a a equagdo (103) passa a ser escrita na

forma: AU"=—M_'At[(C,U+K,i— f)= At f.]

Passo 3: Omissao da matriz P , deste modo a a equagdo (136) passa a ser escrita como:
AT =AU =M 2t[G"(p"+0,4 p)]

Zienkiewicz — Split B:

Passo 1: Omissdo da matriz K, e P , deste modo a a equagdo (138) passa a ser escrita:

AU ==M7' At[(Cu U+K,i:+GTZ7—f)—Affs]n
Nithiarasu:

Passo I: Omissdo da matriz K, | deste modo a equagdo (146) passa a ser escrita:

~

AU ==M; At[(C,U+K,ii—f)]
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3.8 — Resumo geral

O fluxo apresentado na Figura 5 apresenta um resumo geral do processo

considerando todos os métodos utilizados no trabalho.

Explicito ou
semi- implicto

5. Impl =1

Montar as matrizes
conectividade e
pontos

l

Calcular o passo de
tempo it

l

Montar as matrizes
globaiz: M, Kt H, G

Wétoco
Mithiarazu

Mortar a matriz global:
Gh

Figura 5: Fluxo geral considerando as variantes utilizados no

trabalho.



Método
zemi- implicto

Eztabelecer um porto
com valor de pressdo
fixo referencial

¥

Figura 5(cont.): Fluxo geral considerando as variantes utilizados no

trabalho.

Montar & matriz Cu

Ltiliza
termo caract.

Montar matriz Ku

Mortar matriz P

Célcular & variagio da
welocidade auxiliar
PN

l

Calcular o fator de
compressibiidade f

l

Calcular & variagio da
pressaon

i

Métoco
semi-implicito

Corrigir pressdo do
ponta referencial
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Figura 5(cont.): Fluxo geral considerando as variantes utilizados no

trabalho.

Mantar matriz P

Calcular & variagio da
velocidade

A

l

Calcular oz valores
daz velocidades (U, )
& da pressdo (p)

l

Salvar arguivos com
0= dados
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IV - Resultados e Discussoes

O presente trabalho utiliza-se dos esquemas explicito e semi-implicito
baseados no método das pseudo-caracteristicas com o uso do método de compressibilidade
artificial (AC) em métodos de elementos finitos utilizando malha formada com elementos
bilineares para a solucdo do problema da cavidade recirculante com alguns niimeros de
Reynolds (100, 400 e 1.000). Sao apresentados, ainda, resultados para as diversas condigdes
com e sem o0 uso do termo caracteristico, como pode ser observado na Tabela 1.

O cddigo computacional utilizado para as rotinas, como comentado
anteriormente, foi implementado sobre uma plataforma matematica: o GNU-Octave (2007),
similar ao MATLAB. Todas as subrotinas foram escritas na forma de fungdes que eram
chamadas a partir do programa principal de acordo com o fluxograma anteriormente
apresentado na Figura 5 e o descrito nos Apéndices B e C.

Para a montagem da malha também foi utilizada uma subrotina no GNU-
Octave (2007) tomando-se a perspectiva dos pontos onde seria necessario ter um maior
refinamento. Considerando o fato da cavidade recirculante possuir uma maior variacao nas
extremidades (proximo as fronteiras), principalmente na parte superior, onde existe a
aplicacdo da velocidade, optou-se por montar uma malha mais refinada neste pontos,
utilizando para isso fungdes exponenciais para realizar a divisdo dos elementos.

Para a malha 21 x 21 as expressdes exponenciais utilizadas foram:
emx (0,0 -0,5): x(i) = —3.0le-2 + (2.25932%107%) ¢'*265%6+)
emx (0,5-1,0): x(i) = 1 + 3.0le-2 — (2.25932%1072) !P2oorm+1=i)
emy (0,0 - 1,0): (i) = 1 + 0.0675847 — 0.0588736 ¢!*1*7%x(m+1=i)

Para a malha 41 x 41 as expressdes exponenciais utilizadas foram:
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emx (0,0—0,5): x(i) = —0.113696 + 0.104505 "%+
emx (0,5-1,0): x(i) = 1 + 0.113696 — 0.104505 !*o842o84=tmt1=0)
emy (0,0-1,0): y(i) = 1 + 0.237218 — 0.227622 ¢ **»!1*w+1=0)
Sendo i o numero do ponto que se esta calculando, nx o nimero maximo de
pontos na dire¢ao x e ny o nimero maximo de pontos na diregao y.
O modelo de malha utilizada pode ser visto nas Figuras 6 e 7. Um

refinamento de malha (21 x 21) foi utilizada para a solu¢do do escoamento com numeros de

Reynolds de 100 e 400 e um refinamento de malha (41 x 41) para o valore de Re de 1.000.

Tabela 1: Métodos e variacoes testadas.

Termo | Malha Exponencial Numero de Reynolds
Esquema O, (S8
Caract. | 21 x21 | 41 x 41 100 400 1.000
X X X
S
X X
0,5 0,0
X X X
Zienkiewicz N
X X
X X X
Split A S
X X
1,0 1,0
X X X
N
X X
X X X
S
X X
Zienkiewicz 0,5 0,0
X X X
N
X X
Split B
X X X
1,0 1,0 S
X X
X X X
S
X X
0,5 0,0
X X X
Nithiasaru N
X X
X X X
1,0 1,0 S
X X




0,5

05

Figura 6: Malha Exponencial 21 x 21

0,5

0,5

Figura 7: Malha Exponencial 41 x 41
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4.1 — Analise da solucio do problema da cavidade recirculante para

diversos valores do numero de Reynolds

Foram realizados 10 diferentes testes de métodos e a comparacdo de cada
caso foi baseada em resultados para o mesmo do numero de Reynolds. Desta forma, a partir
de cada condicao foram montados graficos que permitiam a visualizagdo comparativa entre
resultados dos perfis de velocidade, distribuicdo de pressdo e linhas de contorno de fungdo
corrente do presente trabalho com os resultados obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982). Nas
secdes subseqlientes estdo apresentados os resultados da forma descrita e uma discussdo sobre
os fatores de maior influéncia sobre a solugdo. Os graficos com resultados mostram os valores
das velocidades obtidos na linha central conforme pode ser observado na Figura 8.

A principio todos os métodos utilizaram-se de passos de tempo (Af)
proporcionais ao seus valores maximos calculados de acordo com os trabalhos de
Zienkiewicz e Taylor (2000) e Nithiarasu (2003) e apresentados anteriormente independente

do esquema a ser utilizado.

Superficie mowvel

/

Eixo central horizortal para analise
doz valores da velocidade v

Eixo central verical para andlise
dos valores da velocidade

Figura 8: Esquema mostrando as linhas onde foram retirados os resultados para a montagem dos

grdficos comparativos.
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4.1.1 — Resultado para numero de Reynolds = 400

Para a solu¢ao considerando Re=400 foi utilizado um incremento de tempo
(Ar=0,003) que corresponde a 60% do maximo incremento de tempo possivel. As Figuras 9 a
12 apresentam a evolucdo do perfil de velocidades v e u nas linhas centrais horizontais e
verticais, respectivamente, para as diversas implementagdes do esquema “Split-A”. Os perfis
sao apresentados para cada 2.500 incrementos de tempo. Nestas figuras, a evolucao dos
resultados em fungdo do tempo ¢ mostrada nas diversas curvas, enquanto o resultado
comparativo obtido por Ghia, Ghia e Shin (1982) para regime permanente ¢ apresentado na
forma de pontos.

A Figura 9 apresenta a evolucdo transiente para o esquema explicito mais
comumente utilizado e mostra que a convergéncia do problema foi atingida quando o nimero
de incrementos de tempo ¢ de 7.500 passos. Nesta situagdo, os perfis de velocidade descritos
estdo praticamente coincidentes com os valores de referéncia, indicando que a solucao atingiu
a sua estabilizacao.

A Figura 10, por sua vez representa o mesmo resultado para o caso semi-
implicito, ou seja, quando utiliza-se esquema explicito apenas para o campo de velocidades e
esquema implicito ¢ usado nas discretizagcdes de pressdo e correcdo da velocidade. Nota-se
que, neste caso o processo de convergéncia ¢ mais rapido e, o resultado para 5.000 passos de

tempo se encontra um pouco mais proximo da condi¢do de regime.

0;4 1 1 1 '1 1 1 1
x Guia ef al (1982) x Guia et al (1982)

Re=400

Velocidade - u
=0.003

Velocidade - v
dt

oo =
== I3}
o
ol
U] |

N5 —4—m———————————————————— 04 ——F————7——— .

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 9: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split A — (Re=400)
A Figura 11 apresenta resultados muito similares aos apresentados na Figura

9, indicando que para a faixa de Reynolds analisada e elementos bilineares o uso de termos
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caracteristicos nesta implementagao nao se justifica.

A Figura 12 mostra o resultado para o esquema semi-implicito sem o termo
caracteristico. Esta figura indica que, da mesma forma que no caso anterior, nesta condi¢ao o
termo caracteristico ndo representa um fator preponderante para a solugdo. Note que neste
caso, a velocidade de convergéncia foi praticamente a mesma da do caso representado na
Figura 10, indicando que este tipo de formulagdo ndo ¢ muito suscetivel a presenga do termo

caracteristico, assim como, nos esquemas explicitos.

0.4 ' : : 1
x Guia et al (19821 x Guia et al {1982]

Velocidade - v
Velocidade - u

t= 12500

0.5 T T T T T T T T T T -0.4 T T T T T T T T T
[} 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 10: Comparativo da evolug¢do dos resultados — Zienkiewicz — Split A — Semi-Implicito —

(Re=400)

0.4 ' ' : 1
x Guia et al (1982) x Guia et al (1982)

Velocidade - v
Velocidade - u

-]
88 =]
& B o
I Il
0.5 —_— 04 _— A e
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Herizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 11: Comparativo da evolu¢do dos resultados — Zienkiewicz — Split A — STC — (Re=400)
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0‘4 1 1 1 -1 1 1 1
x Guia et al (1982) x Guia et al (1982)
0.8 - Fo
[=]
=+
4
0.6 | =
= 3
ﬁ ﬁ 0.4 - —m
n =] =]
D 8 =]
3 s %27 q
= = T
0 -
024 % lggs88
\ ggrcd
= AL R
-0.5 T T T T T T T T T T -0.4 T T T T T T T T T -
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 12: Comparativo da evolug¢do dos resultados — Zienkiewicz — Split A — STC — Semi-
Implicito — (Re=400)

As Figuras 13 a 15 representam resultados similares aos das Figuras 9a 11
para implementagdes do “Split-B”, que considera o termo de pressdo desde a etapa da
estimativa da correcdo da velocidade. Embora, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), este
tipo de acoplamento apresente menor estabilidade que o “Split-A”, entendeu-se como
necessaria a sua implementacao para verificar o seu comportamento em cada caso.

Foram realizados os mesmos testes dos casos anteriores, excetuando-se o
caso da aproximag¢do semi-implicito sem o termo caracteristico que ja ndo apresentou bons
resultados para o proprio “Split-A”. Uma comparagdo entre as Figuras 9 e 13 mostra que,
realmente, o esquema tipo “Split-A” apresenta uma convergéncia um pouco mais rapida além

de um resultado em regime permanente mais proximo do esperado.

0‘4 1 1 1 -1 1 1 1
x Guia ef al (1982) x Guia et al (1982)
0.3
0.8 Fo
g
0.2 - i
D6 - T
0.1
= 3
ﬁ 0 ﬁ 0.4 - -
3 : g
g0 802 B=
= 2 i
-0.2
0 |
-0.3
- - Lo O
0.4 02 \ B S
S— o D
-0.5 T T T T T T T T T : 04 § . . . . | i i : A S
0 0.25 0.5 0.75 1 [} 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 13: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split B — (Re=400)
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Raciocinio equivalente poderia ser feito para o caso semi-implicito

comparando-se as Figuras 10 e 14. Neste caso, entretanto, ndo se nota variagdes significativas

entre os dois acoplamentos, seja na qualidade dos resultados ou na velocidade de

convergéncia, mostrando que ambos sdo equivalentes. Desta forma, nota-se que a forma de

acoplamento tem uma menor influéncia neste tipo de discretizagdo. A comparagdo entre os

esquemas semi-implicito e explicito no “Split-B”, Figuras 14 e 13, nos leva as mesmas

consideragdes anteriormente destacadas para o “Split A”.

0.4 1 1 1 -1 1 1 1
x Guia et al {1982] x Guia ef al {1982]
0.3 -
0.8 - =
3
02 3 4
06 x
0.1
N 3
‘g U _§ 0.4 . | I~
3 g g
- g o2 =
g E X
-0.2 -
O -
-0.3 §
0.2 2828
0.4 - =R
- [T R —
i Il
0.5 — T T T T T 0.4 L e A =
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 14: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split B — Semi-Implicito

(Re=400)

0.4 : ' : 1
x Guia et al (1982) x Guia et al (1982)

Velocidade - v
Velocidade - v

i=

0.5 — —_— -0.4 —— T T
[} 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 15: Comparativo da evolugdo dos resultados — Zienkiewicz — Split B— STC — (Re=400)

12500

t=

12500

A Figura 15 apresenta os resultados para o “Split-B” sem o termo
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caracteristico e poderia ser comparado ao comportamento apresentado na Figura 11 pelo
“Split-A”. Neste caso nota-se, novamente, a superioridade de convergéncia dos resultados do
“Split-A”. Com relagdo a compara¢do com e sem o termo caracteristico (Fig. 13), ndo se
nota diferengas significativas nos resultados.

As Figuras 16 a 18 representam resultados similares as implementacdes
anteriores do esquema proposto por Nithiarasu (2003). Como pela observacao dos resultados
obtidos entre o método com e sem termo caracteristico no “Split-A” semi-implicito
apresentaram as mesmas caracteristicas do “Split-A” explicito, achou-se desnecessario a

aplicagdo do esquema semi-implicito sem termo caracteristico para o “Split-B” e Nithiarasu.

0;4 1 1 1 -1 1 1 1
x Guia ef al (1982) x Guia et al (1982)
= 3
g g
R 8
= 2
2288
gred
-0.5 T T T -0.4 ———————— USSR
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central
Figura 16: Comparativo da evolugdo dos resultados — Nithiarasu — (Re=400)
0‘4 1 1 1 '1 1 1 1
x Guia ef al (1982) % Guia et al (1982)
0.8 - Fo
[=]
d
06 - T
= 3
ﬁ ﬁ 04 - —m
s ° ® =1
£ £ oo :
4 2 4
D -
0.2 - 122288
AN ggo84
: h 1l I
0.5 —_— 0.4 _— Salhale TRl
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 17: Comparativo da evolugdo dos resultados — Nithiarasu — Semi-Implicito — (Re=400)
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0.4 1 1 1 -1 1 1 1
x Guia et al (1982) x Guia ef al (1982)

Velocidade - v
Velocidade - u

12500

t=

05 — — 77— 0.4 _— T
[} 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Eixo Horizontal Central Eixo Vertical Central

Figura 18: Comparativo da evolugdo dos resultados — Nithiarasu — STC — (Re=400)

Uma andlise geral dos resultados mostra que este esquema apresenta, em
termos gerais, resultados de qualidade inferior tanto ao “Split-A”, Figuras 9 a 11, como do
“Split-B”, Figuras 13 a 15. Cabe ressaltar, entretanto, que este ultimo esquema ¢ um pouco
mais rapido, uma vez que a quantidade de matrizes geradas ¢ menor.

Como pode ser observado nos graficos apresentados nas figuras anteriores, a
partir de 7.500 passos as curvas permanecem estabilizadas nos resultados. Portanto a
comparagdo das respostas obtidas para regime permanente para todas as combinagdes de
esquemas e discretizacdes foram incluidos em um unico grafico e podem ser visualizados nas
Figuras 19 e 20, para os perfis de velocidades v e wu ,respectivamente. A nomenclatura
utilizada nas figuras correspondem a cada método avaliado e estd descrita na lista de
abreviacdes na parte inicial deste trabalho.

Estes resultados permitem confirmar as afirmacdes realizadas anteriormente
identificando resultados mais proximos e mais afastados da solucdo de referéncia. Deve-se
ressaltar, entretanto, que as figuras mostram que os resultados para a velocidade v , Figura
19 , sd3o muito mais sensiveis ao tipo de esquema utilizado do que o relacionado ao perfil de

velocidades u , Figura 20.
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Os resultados apresentados confirmam que os esquemas semi-implicitos
com termo caracteristico, seja Split-A ou B, foram as aproximagdes que mais se aproximaram
da solugdo de referéncia. O “Split-A” explicito também apresentou resultados equivalentes,
apenas ressaltando que pelo anteriormente demonstrado, o seu tempo de convergéncia ¢ um
pouco maior.

A Figura 21 apresenta o desvio da pressao, calculado através da norma dois
do vetor do desvio da pressdo dividido pelo termo de compressibilidade artificial B> , para
os diversos casos analisados. Este desvio pode ser calculado apenas para os casos do “Split-
A” e de Nithiarasu (2003) e ndo foi possivel calcula-lo para o “Split-B” em funcdo das

diferengas da formulacao.
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Figura 21: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressdo (Ap) (Re=400).
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Os resultados dao uma idéia da velocidade de convergéncia de cada modelo
e mostram a acentuada velocidade de convergéncia do esquema semi-implicito. Este fato pode
ser verificado pelo proprio nimero de passos necessarios para atingir um erro de 107
Para o esquema semi-implicito sdo necessarios 5.000 passos, enquanto para o “Split-A” o
valor de 7.500 passos nem sequer ¢ suficiente.

Esta diferencga se justifica pela propria forma como a convergéncia ocorre,
enquanto no semi-implicito ela se d4 de forma monotdnica, no caso do “Split-A” ela se da de
forma oscilante. Cabe destacar entretanto que a Figura 21 ndo ¢ capaz de garantir a qualidade
da solugdo, uma vez que o fato de um esquema reduzir a sua variagdo ndo garante que ele
chegou a solugdo correta. Este ¢ o caso, por exemplo, do esquema Nithiarasu, que embora
tenha atingido um nivel de oscilagdo baixo ndo foi capaz de se aproximar da solugdo de
referéncia como os demais, como foi mostrado pelas figuras anteriores.

Analisando-se apenas as isocurvas nao se verificam grandes diferencas entre
os resultados para as diversas formulagdes anteriores e, por conta disto, serdo apresentados
resultados apenas de um caso. Estes resultados para vetores de velocidades, isobdricas e
isocurvas de funcdo corrente estdo apresentados nas Figuras (22) a (24).
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Figura 22: Perfil de velocidade (Re=400)



Figura 24: Linhas de Contorno da Fun¢do Corrente (Re=400)
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4.1.2 — Resultado para numero de Reynolds = 100

Para a solugdo do Re=100 foi utilizado um incremento de tempo
(Ar=0,0013332) que corresponde a 40% do maximo incremento de tempo possivel. Os perfis
sdo apresentados para cada 1.000 incrementos de tempo. Ao contrario do que ocorre em
Re=400 ¢ Re=1.000, com Re=100, todos os métodos chegam a convergéncia e apresentam
resultados praticamente iguais.

As curvas permanecem estabilizadas nos resultados no incremento de tempo
de 6.000, para o Re=100. Portanto a comparagdo das respostas obtidas para regime
permanente para todas as combinacdes de esquemas e discretizagdes foi incluida em um unico
grafico e podem ser visualizados nas Figuras 25 e 26, para os perfis de velocidades v e

u , respectivamente.
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Figura 25: Comparagdo dos resultados entre os métodos — vx — (Re=100)
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Figura 26: Comparagdo dos resultados entre os métodos — uy — (Re=100)

Como ja visto com os outros numeros de Re, os resultados dao uma idéia da
velocidade de convergéncia de cada modelo. A Figura 27 apresenta o desvio médio da
oscilagdo da pressao para os diversos casos analisados e apresentam as mesmas caracteristicas
que foram mencionadas para os outros numeros de Re. As caracteristicas da solugao,

monotdnica ou oscilante, continuam ocorrendo da mesma maneira que nos casos anteriores.
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Figura 27: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressdao (Ap) (Re=100).

Da mesma forma analisando-se apenas as isocurvas nao se verificam
grandes diferencas entre os resultados para as diversas formulagdes, por conta disto, serdo
apresentados resultados apenas de um caso. Estes resultados para vetores de velocidades,

isobaricas e isocurvas de funcdo corrente estdo apresentados nas Figuras 28 a 30.
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Figura 30: Linhas de Contorno da Fun¢do Corrente (Re=100)

4.1.3 — Resultado para nimero de Reynolds = 1.000

Para a solugdo do Re=1.000 foi utilizado um incremento de tempo
(Ar=0,002) que corresponde a 40% do maximo incremento de tempo possivel. Os perfis sdo

apresentados para cada 2.500 incrementos de tempo. Andlises e comentarios idénticos aos

realizados para Re=400 podem ser aplicados para Re=1.000.

Enquanto para Re=400 as curvas permanecem estabilizadas nos resultados
no incremento de tempo de 7.500, para o Re=1.000 elas ocorrem no incremento de tempo
15.000. Portanto a comparagdo das respostas obtidas para regime permanente para todas as

combinagdes de esquemas e discretizagdes foi incluida em um unico grafico e podem ser

vistas nas Figuras 31 e 32, para os perfis de velocidades v e u ,respectivamente.

65



0.4 1 | I

Velocidade - v

06 +——m—7—
0 0.25
Eixo Horizontal Central
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Com o niimero de Re=1.000, os resultados que dao uma idéia da velocidade
de convergéncia de cada modelo, e podem ser vistos na Figura 27, apresentam as mesmas
caracteristicas que foram mencionadas para Re=400. As caracteristicas da solucdo,

monotdnica ou oscilante, continuam ocorrendo da mesma maneira que no caso ja citado.
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Figura 33: Comparativo dos resultados entre os métodos no desvio de pressdo (Ap) (Re=1.000).

Da mesma forma analisando-se apenas as isocurvas nao se verificam
grandes diferengas entre os resultados para as diversas formulac¢des, por conta disto, serdo

apresentados resultados apenas de um caso. Estes resultados para vetores de velocidades,
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isobaricas e isocurvas de funcdo corrente estdo apresentados nas Figuras (34) a (36). Os
resultados apresentados, da mesma forma que no caso anterior sdo equivalentes, em termos

qualitativos, aos encontrados na literatura.
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4.2 — Analise do tempo necessario para execucio do problema

Para obtencdo dos resultados ¢ necessario realizar o célculo das equagdes
utilizando um programa, no caso o GNU-Octave (2007) que demanda uma certa quantidade
de tempo para executar as rotinas e gerar os arquivos de dados. Deste modo, neste topico,
estara sendo apresentado uma breve analise do consumo de tempo, utilizando como referéncia
o método de Zienkiewicz — Split A — Explicito para Re=100 utilizando uma malha de 21x21.

A Figura 37 apresenta a distribui¢do do tempo consumido considerando
apenas um passo. A divisao foi realizada em trés etapas conforme segue:

calculos inicias: compreende a divisdo dos pontos que formam a malha
com suas respectivas coordenadas, conectividades e condigdes de
contorno; o célculo do incremento de tempo e a montagem das matrizes
auxiliares iniciais. Esta etapa ¢ somente realizada uma vez durante a

rotina.
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Figura 37: Divisdo do tempo para rodar o programa na plataforma Gnu-Octave, considerando 1
incremento de tempo para ‘“Zienkiewicz — Split A” para Re=100 em um computador Atlon XP 1900+
com 256Mb

+ procedimento iterativo: compreende o calculo da variacdo da velocidade
auxiliar, a variacdo de pressdo e posteriormente a variacdo da
velocidade, montando suas respectivas matrizes € a solugdo das
equacdes diferenciais apresentadas na metodologia deste presente
trabalho. Esta etapa ¢ realizada diversas vezes durante a rotina,
dependendo da quantidade de passos necessarios para a obtengdo da
estabilizacao dos resultados.

- gravagdo de arquivos de dados: compreende a gravacao dos arquivos de
dados para a geracdo dos graficos e andlises dos resultados. Por motivo
de seguranca e acompanhamento optou-se por atualizar os arquivos a
cada 25 passos e gravacao da copia de analise a cada 1.000 passos para
Re =100 e 2.500 passos para Re superiores .

Conforme pode-se perceber da Figura 37, o procedimento iterativo ¢
responsavel pelo consumo da maior parcela de tempo, uma vez que abriga a maioria dos
procedimentos mais complexos. Um complicador deste fato ¢ que, justamente, este passo ¢ o
que precisa ser repetido por inimeras vezes. Desta forma, o numero de passos multiplicado
pelo tempo de cada iteragdo sera o indicador fundamental do tempo necessario para que o
programa se complete.

Um detalhamento de qual parcela do tempo ¢ utilizada em cada tarefa do
procedimento iterativo pode ser vista na Figura 38. Esta etapa pode,ainda, ser subdividida em

outras trés partes:
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Figura 38: Divisdo percentual do tempo para o cdlculo das sub rotinas em “Zienkiewicz — Split A”

para Re=100

célculo da variagdo da velocidade auxiliar: compreende a montagem das
matrizes auxiliares necessarias para a solucao da equagdo da quantidade
de movimento e as operagdes entre elas. Corresponde ao passo 1 do
procedimento apresentado na metodologia.

calculo da variagdo de pressdo: compreende a montagem das matrizes
auxiliares necessarias para a solu¢dao da equagdo da variagdo de pressdo
e as operacdes entre elas. Corresponde ao passo 2 do procedimento
apresentado na metodologia.

calculo da correcdo da velocidade: compreende a montagem das
matrizes auxiliares necessarias para a solu¢do da equagdo de correcdo da
variacao de velocidade e as operagdes entre elas, atualizacao dos valores
de velocidade e pressdo. Corresponde ao passo 3 do procedimento

apresentado na metodologia.

Uma anélise desta figura mostra que a maior parte do tempo ¢ tomada para a

montagem das matrizes globais para os passos 1 e 2. Nota-se que, estes deveriam ser os

principais alvos de qualquer a¢ao no sentido de redugdo de tempo de processamento. Em

funcdo disto estes dois passos também foram subdivididos buscando uma melhor

identificacdo dos gargalos. O célculo do desvio da velocidade auxiliar, passo 1, que representa

44,9% da Figura 38, esta apresentado na Figura 39, e subdividido em:
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Figura 39: Divisdao percentual do tempo para o calculo do “Passo 1” da rotinas em “Zienkiewicz —

Split A” para Re=100

86,36%

- montagem das matrizes: compreende o calculo e a atualizacdo das

matrizes.

-« operagoes entre elas: compreendendo a solugdo do sistema de equagdes.

Para este caso apresentado na Figura 39 os calculos e a montagem da matriz
global sdo os principais consumidores de tempo de CPU. Embora, ndo tenham sido feitos
testes adicionais, técnicas alternativas para a montagem da matriz global poderiam ser muito
eficazes na redugdo do tempo necessario para o processo de solu¢ao. O passo 2, ou a etapa de
calculo do desvio de pressdo, que representa 7,7% da Figura 38, apresentado na Figura 40,
também foi subdividido em:

- montagem das matrizes: compreende o calculo e a atualizacdo das

matrizes.

- operagoes entre elas: solu¢do da equacao.

« calculo do indicador do desvio de pressao.

A analise desta etapa apresenta resultados similares ao do passo 1,
apresentando como uma etapa de grande consumo de tempo a de montagem de matriz.
Entretanto, este passo apresenta também uma outra etapa como a maior consumidora de
tempo o calculo do desvio de pressao, que apenas serve para avaliar a convergéncia do
modelo e, por conta disto, ndo tem a necessidade premente de ser calculado em todas os
intervalos de tempo. Procedimentos de célculo deste pardmetro alternados no tempo seriam

capazes de reduzir o tempo final necessario para a sua conclusdo de maneira significativa.
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Figura 40: Divisdo percentual do tempo para o calculo do “Passo 27 da rotinas em ‘“Zienkiewicz —

Split A” para Re=100

O célculo da correcao da velocidade, passo 3, que representa 47,4% da
Figura 38, que esta apresentado na Figura 41, tem também a maior parte do tempo tomado na
montagem da matriz. Para a sua apresentagdo o mesmo foi dividido em:

- montagem das matrizes: compreende o calculo e a atualizacdo das

matrizes.
« operagoes entre elas: solugcdo da equagao.
- atualizagdo dos valores de velocidade e pressdo. Tempo muito pequeno

representando menos de 0,01% do total consumido.

7,76%

Montagem das
matrizes

[[] Operagdes entre
elas

] Atualizagdo dos de
velocidade e
pressao

92,24%

Figura 41: Divisdao percentual do tempo para o cdlculo do “Passo 3" da rotinas em “Zienkiewicz

— Split A” para Re=100
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V — Conclusoées e propostas de trabalhos futuros

O desenvolvimento do modelo numérico, montagem das subrotinas, a

implementagdo de diversas condi¢cdes de teste aliadas a andlise dos resultados permitiram

concluir que:

Todos os métodos implementados no trabalho apresentaram-se
adequados a solucdo do problema com resultados satisfatorios e
convergiram para proximo da solucdo do problema da cavidade
recirculante apresentada por Ghia, Ghia e Shin (1982).

A andlise dos resultados para escoamentos menos intensos, como com
Re=100, indicam que todos os métodos apresentados foram capazes de
solucionar o problema com pequenas diferencas entre si. Estas
diferencas somente sdo perceptiveis nos pontos mais criticos da curva de
comparagdo “velocidade v x eixo horizontal central”.

Para os escoamentos com Re=400 ¢ Re=1.000, os resultados obtidos
para os diversos modelos j4 apresentaram uma maior diferenca entre si.
Os resultados mostram que os métodos baseados no “Split-A”
apresentaram, de maneira geral, resultados proximos da solugdo
encontrada na literatura. Do “Split-B”, apenas o esquema semi-implicito
foi capaz de repetir o desempenho do “Split-A”. Os demais esquemas —
“Split-B” e de Nithiarasu (2003) apresentaram resultados mais afastados
da solucdo esperada nas mesmas condi¢des de malha.

O esquema semi-implicito, geralmente, convergia para a solugdo com
um menor nimero de incrementos de tempo que os demais casos.

Todos os modelos testados com o método semi-implicito, apresentaram

curvas de convergéncia para desvio de pressao monotOnicas, enquanto
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nos métodos explicitos essas curvas se apresentaram de forma
oscilantes. Convergéncias oscilantes complicam o estabelecimento de
critérios de parada.

Para os valores de Re testados, a omissdo dos termos caracteristicos das
equagdes que descrevem a solucdo do problema ndo redunda em
diferencas significativas nos resultados.

Os resultados para a velocidade vertical v sdo, em geral, mais sensiveis a
mudancga do esquema utilizado que os da velocidade horizontal .
Analisando-se apenas as isocurvas, para o mesmo valor de Re, ndo se
verifica grandes diferencas qualitativas entre os resultados nos diversos
esquemas e formulagdes.

A andlise do tempo de cada etapa de solugdo mostrou que a montagem
das matrizes ¢ responsavel pela maior parte do consumo de tempo de

processamento utilizando-se os “scripts” do GNU-Octave (2007).

Da experiéncia adquirida durante a execugao deste trabalho, surgiram alguns

topicos que, embora ndo tenham sido ainda realizados, poderiam trazer flexibilidade ao

programa e/ou permitir avaliacdes importantes. Para tanto, sugere-se como futuros trabalhos a

abordagem dos topicos:

A analise da influéncia do refinamento da malha nas variantes analisadas
nos parametros de solugdo.

Implementacdo e aplicagao das condi¢des de contorno para condigdes
onde exista fluxo de massa de entrada e saida num volume de controle.
Realizar testes com novas formas implementacdo com o objetivo de
reduzir o tempo necessario para execugdo do programa.

A implementacdo e aplicacdo de modelos de turbuléncia, permitindo ao
codigo computacional resolver uma maior gama de problemas.
Implementacdo da equacdo da energia, de maneira a permitir a solugdo
de problemas de convecg¢ao natural e forgada.

Testar outros métodos de estabilizacdo além do método das
caracteristicas, como o SUPG, e verificar o comportamento de solucao.
Avaliar a influéncia do uso de elementos de maior € menor ordem, como

os triangulares, no desempenho da solucgao.
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Apéndice

A — Método de elementos finitos

As areas da engenharia (mecanica dos solidos, fendmenos de transporte,
entre outras) sdo formadas por fendmenos fisicos descritos, em sua maioria, por equagodes
diferenciais parciais. Atualmente, o método dos elementos finitos tem se tornado o mais
popular na resolugdo de problemas em regime permanente ou transiente, em regides lineares
ou nao lineares, com dominios uni ou multidimensionais.

O processo de discretizagao na formulagdo por elementos finitos transforma
as equagdes diferenciais parciais, suas condi¢des de contorno e iniciais, em equagdes
algébricas, as quais sdo resolvidas computacionalmente.

A finalidade deste item ¢ apresentar os conceitos do método dos elementos
finitos mais importantes e pertinentes a este trabalho, sem a pretensao de esgotar o assunto.

Ser4 utilizado como base material preparado por Scalon (2004).

A.1 - Principios gerais

Aproximacio por funcoes

O principio fundamental de elementos finitos consiste em utilizar fungdes
polinomiais, de diferentes ordem, para aproximar a solu¢ao dentro do dominio do elemento

(subdominio do problema). Normalmente quando se tem uma determinada quantidade
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expressa em termos de uma variacdo, espacial ou temporal, pode-se determinar uma equagao
de aproximagdo. A qualidade desta aproximagao pode ser determinada através de um desvio

€Xpresso por:
e(x)=u(x)+u,(x) (175)

sendo e(x) o desvio, u(x) a aproximacao e u, (x) o valor exato desta aproximacao
para este mesmo ponto.
Estdo sendo utilizadas neste trabalho as expressdes propostas por

Zienkiewicz e Taylor (2000) e Nithiarasu (2003), que foram descritas anteriormente.

Aproximacio nodal

Este mesmo procedimento pode ser utilizado para expressar uma fungao para
uma variavel genérica em func¢ao dos pontos nodais.

Imagine que se tenha um dominio qualquer e se conheca os valores de uma
funcdo qualquer em pontos determinados. Pode-se montar uma fun¢do que represente o
comportamento da variavel em funcdo do seu valor nestes pontos. Para uma fun¢do u(x) tem-

se que para uma sériec de pontos nodais X;,X,,..,X, os valores da fungdo sdo,

respectivamente, U, U,,...,u, . Pode-se desta forma fazer a aproximag¢ao nodal:
u(x)=N,(x)u,+N,(x)u,+..+ N, (x)u, (176)

ou ainda, numa forma matricial:

[N] u (177)

sendo N; chamada de fungéo de interpolagdo (interpolation function).
Assim sendo, € possivel notar que:

. como u(x;)=u, ,asfun¢des de interpolagio assumem os valores:

N,=0(x,), se i#j e N,=1, se i=j (178)
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o erro da aproximagdo nos pontos nodais ¢ nulo.

e(x)=0 se x=x, (179)

A.2 - Aproximacao por elementos finitos

A construgdo das fungdes de aproximagdo u(x) vai se tornando mais

dificil a medida que o numero de no6s aumenta. Uma maior complexidade ainda ¢ verificada

quando o dominio ¥ ¢ irregular ou possui condi¢des de contorno mais complexas. Por outro

lado, as aproximagdes nodais de sub-dominio simplificam a obtencdo da solugdo u(x) e sdo

extremamente faceis de serem implementadas em um computador. Este procedimento

consiste, basicamente, dos seguintes passos:

divisdo do dominio principal ¥ em sub-dominios V* ;

a escolha de uma aproximagao nodal adequada para cada sub-dominio,
de maneira geral, depende dos pontos nodais e aproximagdes utilizadas
nas vizinhangas. O método dos elementos finitos ¢ apenas um tipo de
aproximagdo nodal por sub-dominio, sendo suas caracteristicas
principais: a aproximag¢ao nodal dentro do sub-dominio depende apenas
dos nos do proprio elemento e a aproximagdo elementar 4°(x) deve
garantir um minimo de continuidade entre dois elementos assim como

nas suas fronteiras.

Algumas defini¢cdes importantes:

Nos: sao os pontos do sub-dominio onde a fungao ¢ avaliada;

Coordenadas nodais: sdo as coordenadas geométricas dos pontos avaliados.

Variaveis nodais: sio valores da fungio de interesse, #(x) ,nos nos.

Definicio geométrica dos elementos

Imagine o problema genérico aproximado por elementos compostos pelos

nos 1, 2, 3 e 4 e compreendendo o dominio total entre X; e X, .Os trés elementos lineares
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seriam responsaveis pelos seguintes dominios:
-Elemento 1: V' x, < x < x,
-Elemento 2: V* X, < x < X, (180)
-Elemento 3: 7°  x; < x < x,
Utilizando para cada um destes elementos de dois nos a fungdo Lagrange

tem-se que para cada elemento:
u'(x)=N,u,+N,u, (181)

sendo N, dado pela expressdo de Lagrange. No caso de elementos de dois nds utiliza-se

apenas o polindomio de segunda ordem.

Regras para a discretizacio de dominios através de elementos finitos

A subdivisdo de um dominio V¥ em sub-dominios }* deve obedecer a

algumas regras:

« deve haver sempre uma fronteira comum entre os elementos adjacentes
onde estardo os unicos pontos comuns entre os elementos. Estas
fronteiras podem ser compostas por pontos, linhas ou areas;

« ndo ¢ permitida a existéncia de regides comuns a mais de um elemento
(superposi¢do) e nem regides dentro do dominio que ndo pertengam a

regido alguma (vao). Estas anomalias estdo mostradas na Figura 41 .

e e e R , F—— — — — — — —

(a) Superposicéo (b) Véo

Figura 41: Anomalias comuns na discretizagdo de um dominio através

de malhas.
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(a) Malha Linear Grosseira (b) Malha mais refinada (c) Malha com elementos

de maior ordem
Figura 42: Erro comum na discretiza¢do do dominio.

« quando a fronteira do dominio do problema ndo coincide forma-se uma
anomalia (v@0) que acarreta em um erro que ndo pode ser mensurado.
Entretanto, estes erros, denominados erros geométricos, podem ser
minimizados utilizando-se elementos menores ou elementos de maior
ordem, que melhor se adequam a fronteira. Estes procedimentos s3o
melhor compreendidos quando se discretiza uma fronteira do tipo
mostrado na Figura 42. Note que na Figura 42a a discretizacdo ¢ feita
com elementos grosseiros € ndo ¢ possivel representar a fronteira de
forma adequada, apresentando maiores vaos, nestas regides. Na Figura
42b utiliza-se elementos menores e a fronteira j4& pode ser melhor
representada. E finalmente, na Figura 42c, nota-se que foi obtida uma
boa representacdo da fronteira mesmo com elementos mais grosseiros,
desde que estes sejam de ordem superior e suas fronteiras possam ser

deformadas para se ajustar ao dominio do problema.
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T =X a

£=0

I le{} FE_\

Figura 43: Transformagdo do dominio elementar.

A.3 - Elementos de referéncia

Quando se trabalha com elementos finitos existem dois tipos basicos de
sistemas de coordenadas. A metodologia de elementos finitos usa ferramentas matematicas
para efetuar a transformacao de um sistema de coordenadas para outro. A Figura 43 mostra o
sistemas de referéncia para um elemento triangular. Os sistemas de coordenadas que
coexistem neste caso sao:

Sistema de coordenadas local: ¢ aquele que existe dentro do elemento ideal
e cujas coordenadas sdo expressas em termosde ¢ e 7

Sistema de coordenadas global: que existe no sistema fisico real e expresso
em termos de coordenadas globais para todos os elementos.

Pode-se expressar a transformacao de um sistema de coordenadas em outro

através da expressao:

¢ & x4(¢) (182)

onde o ponto ¢ representa um ponto no sistema de coordenadas local ¢ x o ponto no
sistema global.

Esta mesma expressdo pode ser escrita em termos de variaveis nodais sendo
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expressa na forma:
= x(E)=N(¢)x* (183)

Para que esta transformacgao seja feita de maneira adequada sdo necessarias
algumas condigdes:

- o sistema de transformacdo deve ser biunivoco (um ponto em cada
conjunto tem correspondéncia a outro Unico ponto do outro sistema).

« cada nd local do sistema de coordenadas corresponde a um né do
sistema generalizado e vice-versa.

« da mesma forma que os nds, cada fronteira do elemento corresponde a
uma fronteira global.

Neste sistema de coordenadas pode-se utilizar as proprias coordenadas para

verificar as fungdes de interpolagdo. Desta forma:

x(&,m)=N,(&.n) x,+N, (<, n) x_/+N3(€Z’77) x,=[N] {x} (184)

y(&m)=N(&n) y+N,(En) y+Ny(&En) y=[N] {y} (185)

sendo N as funcdes de interpolagao.

E possivel notar que para que a transformagao de coordenadas seja adequada
¢ preciso considerar as amplitudes da transformacdo, assim como a multipla composicdo de
dimensdes ( # , por exemplo, apresenta derivadas tanto na direcdo x como y ). Para
corrigir este fator ¢ necessario conhecer o Jacobiano [J] da transformagdo. O Jacobiano ¢ dado

pela expressao:

ax 0y
_ o0& on
J =
/] dx 0y (156)
o0& on

E importante notar que o valor do determinante do Jacobiano resulta em

duas vezes a area do mesmo.
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A.4 - Propriedades das func¢does de aproximacdo importantes para o método dos

elementos finitos

Propriedade Fundamental: o valor da fungdo deve coincidir com os

respectivos valores nodais. Com base na expressao geral (178):

u(x) = N, (x)u,+N,(x)u,+..+ N, (x)u, = Zn:Ni(x)xi (187)

i=1
tem-se que a propriedade ¢ atendida sobre o ponto nodal considerado j se:
N;(x)=0, se i#j e N/x)=1, se i=j (188)

Continuidade no elemento: as fungdes N (x) devem ser continuas em

todo elemento, assim como as derivadas até a ordem s considerada.

Continuidade entre elementos: tanto os valores da fungcdo como de suas

derivadas devem ser os mesmos nas fronteiras de elementos adjacentes, sejam eles calculados
por um ou outro elemento.
Funcéo polinomial completa: O erro de truncamento ¢ minimizado com a
diminui¢do do elemento. Por muitas outras razdes € necessario diminuir o erro das derivadas e
da funcao de aproximag¢ao. Além do mais, € necessario que para que se resolva um problema a
funcdo de interpolacdo possua pelo menos a mesma ordem (s) de derivadas continuas. Caso
contrario a fun¢do seria automaticamente anulada e nao se conseguiria os resultados desejados
para o problema.
Além disto existem algumas definicdes importantes que devem ser
destacadas:
- se uma fungdo ¢ continua pelas suas fronteiras ele é classificada com C°,
se a fun¢do e a primeira derivada sdo continuas, ela ¢ classificada de C',
e assim sucessivamente.
- se a transformacdo de coordenadas e as funcdes de aproximacgdo se
utilizam das mesmas func¢des de interpolacdo, o elemento ¢ chamado de
isoparamétrico.

- se as funcdes de interpolagdo sdo diferentes podem haver dois tipos de
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transformacgao:
pseudo-paramétrico: se as fungdes sao diferentes mas
utilizam a mesma base.

subparamétrica: quando as fungdes de interpolagdo da

geometria sdo de ordem inferior a da variavel de interesse.
- 0 numero de variaveis nodais associadas a cada um dos nds de cada

elemento ¢ denominado por grau de liberdade do sistema.

A.5 - Construcio das funcoes de interpolacio

Escolha da base polinomial esta diretamente associada ao nimero de pontos
nodais do elemento, sendo que quanto maior o nimero de pontos, maior a base polinomial. A
Tabela 2 mostra a base associada ao nimero de pontos do elemento.

Para a construgdo do polinomio ¢ utilizada a propriedade basica da fun¢ao de
interpolagdo, ou seja, o fato de que no ponto nodal o valor resultante ¢ igual ao proprio valor

da funcao.

Tabela 2: Base polinomial para elementos de até duas dimensaoes.

Dimensao Grau Base polinomial Aproximagdo Nos
Base Completa
1 1 <l¢&> linear 2
1 2 <1&8& > quadratico 3
2 1 <1 é&n> linear 3
2 2 <lENE 0> quadratico 6
Base Incompleta
2 2 <1&né&n> quadratico 4
Sabendo que a transformagao de sistemas ¢ dada na forma:
u(¢) = (P(<)) (a(x)) (189)

sendo (P(&)) a base polinomial e (a(x)) as variaveis generalizadas para montagem da
funcdo de interpolagdo. A expressdo apresentada na (189) representa a aproximagao

generalizada, diferenciada da aproximacao nodal.
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A relacdo entre o sistema generalizado e nodal é dada pela aproximagao

avaliada no ponto nodal:
[u,] = ) ) {a} = [P,] [a} (190)

ou ainda invertendo a matriz dos polindomios:

{a} =[P, (u) (191)

As Expressdes analiticas para as fungdes de interpolagdo podem ser obtidas
a partir dos resultados anteriores com respeito a base polinomial e o vetor a . Se substituir

(191) em (189), obtém-se:

u(&) = (P(&) [PI7" {u,) (192)

que implica em dizer que as fun¢des de interpolagdo para a aproximacao nodal:

u(¢) = (N(&) (u,) = (PE) [PT" {u,) (193)

ou ainda as fun¢des de aproximagao nodal sdo dados por:

(N(&)) = (P&)) [P,T (194)

As derivadas de  u(&) podem ser obtidas diferenciando em rela¢do a cada

uma das variaveis geométricas, como no caso unidimensional:
[“ '7]

quadrilateral de quatro n6s conforme exemplo da Figura 44:

(P;)

(P (P17

= [B.] (u,] (195)

) <N )

Neste trabalho foram utilizados funcgdes de interpolagdo para elemento
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Figura 44.: Elemento bidimensional, linear e isoparamétrico.

Tomando como base o elemento de quatro nos (Figura 44), que ¢ o utilizado
neste trabalho, é preciso escolher uma base de acordo com este tamanho. Ja que ndo existe
nenhuma base completa para quatro nds a melhor escolha, que respeita as condigdes de

simetria e inter-continuidade dos elementos pela Tabela 2 ¢:
(P.)={(1¢&nén) (196)

A Montagem da matriz P, | com base na avaliagdo da base polinomial

nos quatro nos possiveis (com seus respectivos valoresde ¢ e 7 ):

-1 -1 I -1 -1 1
1 -1 I 1 -1 -1
= = => P =
= e =17 Pl= T (197)
-1 1 1 -1 1 -1
Invertendo-se a matriz da expressdo [P,] , tem-se
11 1 1
_ 1 T |-t 1 1 -1
Pl = -[P] = -
[P,] 4[] -1 -1 1 (198)
1 -1 1 -1

Obtém-se as expressdes de (N) a partir da multiplicacio da base
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polinomial pela inversa de [Pn], assim:

1 1 1 1
N) = PRI = e eyl LT
1 -1 1 -1

= <N1(f:77) Nz(é:’?) N3(€r,77) N4(§:’7)> (199)

1 ‘
= JU=¢=n+én 1+&=n=Cn 1+&tn+en 1=c+n—=En)
1
= 7 {1=9)=n) (1+5)(1=y) (1+&)(1+ny) (1=)(1+7))
O elemento determinado ¢ isoparamétrico e portanto as mesmas fungdes

utilizadas para a interpolagdo de uma quantidade genérica podem ser utilizadas para as

variaveis espaciais ( x e » no caso deste elemento bidimensional):

Xy W1

x(Eq) = (N2 o p(En) = (N2 (200)
X3 Vs
Xy Va

A.6 - Transformacao de operadores diferenciais

As equagdes que governam os fendomenos fisicos envolvem normalmente
ndo somente as funcdes u , mas também as suas derivadas. Como ja foi destacado, a
aproximacdo no espaco real ¢ sempre complexa devendo ser dada preferéncia para se
trabalhar no dominio elementar. Isto implica na utilizacdo das fungdes de aproximagdo no

espago ¢
u, = u(&) = (N(&)) {u,) (201)

sendo possivel a obtengdo da solucdo através da transformacdo de coordenadas.
Normalmente a transformac¢do ¢ complexa, como ja foi enfatizado. De
qualquer forma, quando ¢ preciso avaliar uma derivada da referida funcdo, seja qual for a

transformagao desejada, esta ¢ feita através do principio da regra da cadeia, que numa forma
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matricial poderia ser expressa por:

0 Ox
o\ _ |o¢
ol |ox
on on

oyl |0

oc1oxl — (o) = [J] (o,

avlla > {0.) = [J] [d,] (202)
onl |0y

sendo [J] o Jacobiano da matriz de transformagao.
De forma andloga pode-se enfatizar que transformagdo inversa respeita a

mesSma regra:

0 o¢ dn| |0
ox| _ |0x Ox|]ox| _ _ -1
Oy oy oy]\dy

Com isto € possivel obter qualquer matriz de transformagao, desde que esta
seja biunivoca e, portanto, gere matrizes inversiveis.

No caso bidimensional temos que:

1
det[J ]

J1,1
J2,I

J1,2
Jz,z

Jz,z
_Jz,l

_J1,2

- [J] ;
11

[/] =

(204)

onde det[']] = J1,1J2,2_J1,2J2,1

Montagem do Jacobiano

Considerando a matriz de transformagdo de variaveis entre um espago real

x eum espaco elementar ¢ tem-se que a aproximagao nodal se apresenta na forma:

(x y z} = (V) l{x} v} {2]] (205)
No caso bidimensional:
(x »} = (V) [[x.} {»]] (206)

E o Jacobiano pode ser montado a partir das proprias derivadas da fungao:
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o o(N)
I N EIR I P g EA 207)
on on

Transformacio de uma integral

Supondo agora que se deseje realizar uma integragdo de uma funcgao
genérica f no dominio elementar, muito mais simples, e transforma-la para o dominio real.
Para realizar este objetivo € preciso analisar a natureza da integracdo. Para

uma integragdo sobre uma determinada area no espacgo real tem-se que:
d4 = (dx x dy) (208)
sendo:

dc = J,dE + J,, di

- N 209
dy=J1’2d§+J2’2d77 (209)

dA = det[J] d¢ dy (210)

A.7 — Coordenadas nodais e conectividade

Com os no6s numerados de forma sequencial de 1 até n e expresso num
sistema de coordenadas global (generalizado), pode-se montar uma descricdo com todos os
pontos em uma tabela. No caso bidimensional devem constar na tabela o nimero do no e sua
respectiva coordenada x e y.

A unido de alguns nés faz surgir os elementos que também podem ser
numerados sequencialmente de 1 até m (m < n). Estes elementos podem ser descritos através
do niimero dos nds que o compdem, e que podem ser associados ainda a tabela anterior, que
possui as coordenadas dos pontos. Esta tabela que apresenta as conexdes entre os nds de cada

elemento é chamada de conectividade.
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A formulagdo por elementos finitos exige alguns cuidados sendo o principal
deles o fato que a mesma deve obedecer uma seqiiéncia de conexdo entre os elementos, nao
podendo ser apresentada em uma ordem aleatoria. Normalmente ¢ utilizado um ponto como
referéncia inicial e um sentido de numeragdo, horario ou anti-horario, para expressar a
conectividade.

Considerando todo o procedimento nao faz diferenca qual o ponto que se
adota como origem para o elemento e nem o sentido de rotacdo, no entanto, para todos os

elementos deve ser adotado o mesmo sentido de rotagao.

A.8 — O método dos residuos ponderados

Considere a resolucao de um sistema fisico qualquer, do qual se conhece a
equacao diferencial. Trata-se de uma equagdo em termos de derivadas parciais ou totais, linear

ou nao linear e de ordem e pode ser expressa na forma:

£(u)+f, = 0 emtodo dominio V 211)

e sujeitas as condi¢des de contorno:

C(u) = f, nocontorno S (212)

sendo u a variavel principal do problema e varia de acordo com a posi¢ao no espaco.

Define-se a fun¢ao residual como sendo:
W) = [ ) [Rw)) dv = [ (V) [£u)+f,} dV (213)

O método dos residuos ponderados ¢ normalmente expresso em sua forma

integral:

?-H
=

_|_
>

I

0  em todo dominio V (214)

sendo ¥ uma fungdo peso dentre as possiveis ¢ u# a solug@o para o problema que satisfaz

as condicdes de contorno C(u)
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Transformacio Integral: integracio por partes

As transformagdes integrais sdo utilizadas para reduzir a ordem das equagdes

diferenciais. Relembrando ainda que para uma integracdo genérica:

uv = fVudV + vadV => fVudV = - vadu + uv (215)
Unidimensional:

I:V’d = f —“dX+ u) (216)
Bidimensional:

uv = fVudV + J.VvdV => fVudV = - J.Vvdu + uv (217)

A forma fraca da equagdo, obtida a partir da integragcdo por partes mostrada
anteriormente, apresenta algumas caracteristicas e requisitos diferenciados:

(a) a ordem da maior derivada de variavel de interesse u ¢ reduzida, o que
relaxa a condi¢do de continuidade necessaria para a convergéncia;

(b) algumas das condi¢des de contorno aparecem diretamente na expressao

geral;
(c) reduz a ordem necessdaria para a fun¢ao de interpolagdo entre os nos;
(d) aumenta a ordem necessaria para a func¢ao peso da solucao.

Método de Galerkin

Existem varias opgdes de escolha para a fun¢do peso, sendo que cada uma
pode apresentar melhores ou piores resultados de acordo com o tipo de problema a ser
solucionado. Esta escolha pode ser auxiliada com a utilizagdo de referéncias basicas de
elementos finitos, como Dhatt, G. ¢ Touzot, G. (1984).

No entanto existe um esquema de escolha de fungdo peso que se destaca pela
grande utiliza¢do nos mais diversos tipos de problemas. Este esquema de solugdo, conhecido

como o método de Galerkin, se utiliza da mesma fun¢ao usada na interpolacao da variavel
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principal (u) para a fun¢do de interpolagdo (y) , ou seja:

y=(N) (218)

A.9 — Integra¢cao numérica

Até agora todas as integrais a serem resolvidas o foram analiticamente, no
entanto ndo pode-se deixar de se considerar a integral numérica como ferramenta importante
neste tipo de solu¢do. Da forma ja vista anteriormente pode-se dizer que a integral a ser

solucionada é:

f.etvae = [ Géndédn~2w > 0,6(¢,) =
Zzwwk G(&;,mi)

Jj=1k=1

(219)

Os pontos de integrag@o sdo obtidos assim como a fungdo peso para diversas
geometrias sendo as mais comuns a quadratura de Gauss e o método de Newton-Cotes para
elementos quadrilaterais ¢ o método de Gauss-Radau para elementos triangulares. Existem
uma série de pontos de integracao escolhidos com fungdes peso também determinadas. Dentre
estas possibilidades estdo mostradas na Figura 45 as mais utilizadas que sdo as de 4 pontos

para elementos quadrangulares e 3 pontos para elementos triangulares.
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Esquema Num. pontos Posigoes Peso
|
2| 1
— 3_|r_4 4
| 4 +1/v3, £1/vV3 | 1
n
3
LA : 2, { 1:
3 1/6,2/3 1/6

Figura 45: Pontos de integracdo para elementos triangulares e

quadrangulares.

Neste trabalho serdo considerados elementos quadrangulares.

A.10 — Tratamento das condi¢oes de contorno

O tratamento das condi¢des de contorno através do método dos elementos
finitos ndo ¢ uma tarefa simples, ele vem acompanhado de uma série de operagdes que nao
sao imediatas. Para simplificar esta tarefa sera utilizado neste estudo um tratamento, vide
Patankar (1980), das condigdes de contorno onde ¢ definida uma condicdo de contorno

genérica na forma:
oy - XU T B (220)

Esta equacdo ¢ capaz de representar qualquer condi¢dao de contorno usual
(das trés espécies) e outras ainda podem ser aproximadas. Para esta representagdo € necessario
que:

+  Condicao de contorno da primeira espécie onde o valor da variavel
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u ¢& especificado na fronteira. Isto é possivel de se obter substituindo
os valores constantes em (220) por: &.——© e B.——® X u,
sendo u, o valor especificado para a variadvel u na fronteira. Este
esquema pode ser facilmente explicado indicando uma tendéncia de para
qualquer valor resultante da derivada ( du/0# ),0 valor de u estara
muito proximo do valor especificado u,

Uma outra possibilidade para este tipo de condi¢cdo de contorno, e até
mesmo mais comum no tratamento de condigdes deste tipo ¢ a
substitui¢do da linha da matriz equivalente ao n6 pela respectiva
igualdade, ou sejam, #; = u#, onde i ¢ o numero do n6 considerado.
Condicao de contorno de segunda espécie onde o valor conhecido ¢ a
taxa de variacdo, ou fluxo, da variavel considerada. Neste caso substitui-
se os valores em (220) por: «.=0 e B.=u,” onde u,” é o valor
da derivada na fronteira considerada, ndo se esquecendo de considerar o
sinal da derivada, que deve estar de acordo com o sentido de 7
Condicao de contorno de terceira espécie ¢ uma condigdo tipica de
transmissdo de calor com a condicdo de convecgdo e deve expressar a

igualdade (caso em que se trata de uma fronteira final de x):

oT oT _ h hT
—k— = nT-T —=—T+—=
Koy =MI-T) = Fo==0 T+ (221)
e se igualarmos esta expressdao em (220) obtém-se que:
h _hT,
x==7 © B=" (222)

E importante ressaltar que caso se trate de uma fronteira inicial de x,
como mostrada na Figura 46, 7 e i tem direcdes opostas, no entanto
o sinal da expressdo para convecgdo também se inverte pela posi¢do da
fronteira. Desta forma, o resultado final é sempre o mesmo e independe

de se tratar de uma fronteira inicial ou final.
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Fronteira
Inigial

vy
=3

Fronteira
Final

Figura 46: Tipos de fronteira para a discretizagcdo da C.C. de terceira espécie.

Neste trabalho serd considerado as condi¢cdes de contorno de segunda

espécie.
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B - Procedimento de resolu¢ao — Método Zienkiewcz — Rotinas

Passo 1: E necessario calcular as matrizes da equagio (103) e substituir na formula. Essas

matrizes sao calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:
Programa Principal: geral.
Subrotinas: matmass: M,

matvel: Cy, K,

matdifu: K,

ccgrad: f.

Passo 2: E necessario calcular as matrizes da equagdo (126) e substituir na formula. Essas

matrizes sdo calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:

Programa Principal: geral2.

Subrotinas: matmass: M,
matdifu: H
matgpr: G
matfppr:  f,.

Passo 3: E necessario calcular as matrizes da equagio (136) e substituir na formula. Essas

matrizes sao calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:
Programa Principal: geral.
Subrotinas: matmass: M,.

matgpr:  G.
matppr:  P.
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C - Procedimento de resoluciao — Método Nithiarasu — Rotinas

Passo 1: E necessario calcular as matrizes da equagio (151) e substituir na formula. Essas

matrizes sao calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:
Programa Principal: geral.
Subrotinas: matmass: M,

matvel: Cy, K,

matdifu: K,

ccgrad: f.

Passo 2: E necessario calcular as matrizes da equagio (169) e substituir na formula. Essas

matrizes sdo calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:

Programa Principal: geral.

Subrotinas: matmass: M,
matdifu: H
matgpr: G
matfppr:  f,.

Passo 3: E necessario calcular as matrizes da equagio (172) e substituir na formula. Essas

matrizes sao calculadas através de subrotinas no programa principal conforme segue:

Programa Principal: geral.

Subrotinas: matmass: M..

matgpr:  G.
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