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“If after every tempest come such calms,

May the winds blow till they have waken’d death."”
Othello (Act II,Scene i).

(William Shakespeare)



RESUMO

Neste trabalho estudamos, de maneira fundamental, estados de uma particula na Mecanica Quantica
através da aplicacdo da Relatividade Restrita via Teoria de Grupos e Teoria de Representacdes de
Grupos. Para tanto, faz-se uma introdugdo as nocdes basicas em Tensores, bem como em Teoria de
Grupos, com énfase em Grupos de Lie e também em Teoria das Representacdes de Grupos de Lie.
Por fim se desenvolve uma aplica¢do do formalismo de Teoria de Grupos em Relatividade Restrita
para que seja possivel descrever estados de uma particula na Mecanica Quantica através da busca de

representacoes irredutiveis do Grupo de Poincaré.

PALAVRAS-CHAVE: Grupo de Lorentz. Grupo de Poincaré. Wigner. Estados de uma Particula.



ABSTRACT

In this work we studied, in a fundamental way, one-particle states in Quantum Mechanics by the appli-
cation of Special Relativity through Group Theory and Representation Theory of Groups. Therefore,
an introduction is made to the basic notions in Tensors, as well as in Group Theory, with emphasis of
Lie Groups and also on Representation Theory of Lie Groups. Finally, an application of the Theory of
Groups in Special Relativity is developed to describe the states of a particle in Quantum Mechanics

through the search for irreducible Poincaré Group’s representations.

KEYWORDS: Lorentz Group. Poincare Group. Wigner. One-Particle States.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho teve origem em um projeto de iniciacdo cientifica que tinha como propdsito estudar
fundamentos em Teoria Quantica de Campos via formalismo desenvolvido em (WEINBERG, 1996).
No entanto, nio se pode deixar de mencionar o trabalho de Wigner em (WIGNER,1959) e (WIG-
NER,1939) como fonte de inspiracdo. Portanto, o que se pode esperar do texto nada mais € do que a
impressao do autor sobre assunto por deveras complexo, a saber, descri¢ao de estados de uma particula
de maneira fundamental. E importante salientar que o trabalho tem como publico alvo estudantes de
nivel de graduagdo interessados no assunto. Sob nenhuma hipétese ele deve ser tomado como referén-
cia na drea de fundamentos em Teoria Quantica de Campos, pelo contrério, ele no mdximo pode vir a
ser um material complementar do estudo que deve ser feito em (WEINBERG, 1996), (DIAS, 2015),
(HOFF DA SILVA, 2019), (WIGNER,1939) e (WIGNER,1959).Isto posto, € conveniente salientar que
o trabalho foi feito e disposto de maneira que o estudante iniciante possa entender os pontos mais rele-
vantes. No capitulo 2 serd possivel encontrar elementos basicos em tensores, grupos e representacdes de
maneira que a transi¢ao para o assunto encontrado nos capitulos vindouros ndo seja grosseira, mas sim
gradual. O objetivo do Capitulo 2 €, além de introduzir o leitor nos aspectos matematicos basicos para
a compreensdo do texto, mostrar um caminho consistente via Teoria de Grupos e Representacdes para
se encontrar os estados de uma particula. Vale ressaltar o topico sobre Grupos de Lie, em que temos a
oportunidade de apreciar o desenvolvimento da férmula de um elemento genérico qualquer de um dado
grupo de Lie, tdo utilizada na literatura mais profissional sobre Teoria Quantica de Campos. Parte-se do
pressuposto que o leitor tenha pouca familiaridade com os assuntos desenvolvidos, mas sob nenhuma
hipétese uma boa leitura ou mesmo uma disciplina que verse sobre os temas do Capitulo 2 podem ser
substituidas pela leitura desse texto. J4 no Capitulo 3 pretende-se estabelecer, com o que se tem em
maos, o conceito de Grupo de Lorentz e Grupo de Poincaré, comegando por se ter contato com a fisica
propriamente dita. Deste capitulo pode-se destacar as no¢des de simetria que sdo estabelecidas gracas
a abordagem feita em Relatividade Restrita via Teoria de Grupos. Vale notar que foi proposital a ideia
de inverter o praxe e primeiro falar sobre os grupos e depois abordar a Mecanica Quantica; tipicamente,
em livros da area, os assuntos sdo desenvolvidos concomitantemente. Uma vez estabelecido o conceito
de Grupo de Lorentz e Grupo de Poincaré o Capitulo 4 mostra como a busca por uma representacao
do grupo de Poincaré acaba por se confundir com a descri¢do de um estado de uma particula na
Mecanica Quantica, dessa "confusdao premeditada"se pode extrair conceitos valiosos, a saber, a no¢ao
de spin, que surge de maneira natural como consequéncia da necessidade de se preservar as simetrias
da Relatividade Restrita na Mecanica Quantica, mais precisamente, ao se buscar uma representacao
para as transformacdes pertencentes ao Grupo de Lorentz via acdo de operadores no espago de Hilbert,
ndo sO conseguimos extrair a informac¢ado do spin de uma particula, como conseguimos uma boa de-

finicdo do que € uma particula em si, seja ela fundamental ou ndo. No Capitulo 5 concluimos o trabalho.

Que o leitor ndo prossiga sem novamente se atentar para o seguinte aviso: esse trabalho deve

ser lido pelo que €, uma tentativa de manifestar, em um material de apoio para alunos de nivel de



graduacdo, as impressdes do autor sobre um aspecto da teoria de fundamentos em Teoria Quantica de

Campos.
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2 UMA BREVE INTRODUCAO A TEORIA DE TENSORES, GRUPOS E REPRESENTA -
COES

Diferentes tipos de formalismos podem ser aplicados para o desenvolvimento da teoria de tensores,
bem como a teoria de grupos e a teoria de representacdes. Cada formalismo tem um propdsito de
acordo com a necessidade e o contexto do trabalho.

Como nao poderia ser diferente, no nosso caso foi feito um recorte bastante especifico que visa
cobrir apenas o essencial de cada uma dessas teorias para a compreensao dos assuntos tratados nos

capitulos posteriores.

2.1 TENSORES

Uma boa maneira de introduzirmos o conceito de tensor € estabelecer certa familiaridade com
indices. Para isso vamos usar como pretexto a convencdo de Einstein para somatério. Vamos considerar

um vetor escrito na base canonica do R3 como

3
T =x1€] + T965 + 1363 = E i€, (2.1
i=1

segundo a convencao de Einstein para somatdrios essa mesma equacao pode ser escrita da forma
r=a'e, i=123. (2.2)

O raciocinio por trds dessa convengdo € simples: quando tivermos casos de indices repetidos uma
soma estd implicita. Assim, podemos dizer que o caso a;;x;, ndo tem nenhuma soma implicita, mas
para o caso a;’ z; temos uma soma implicita sobre o indice j que nos produzird

g 1 2 3 _
a;x; = a; r1 +a; vo +a;°xr3, j=1,2,3. (2.3)
O indice j na equagdo acima ganha o nome de indice mudo, ja o indice ¢ ganha o nome de indice
livre. Note que em se tratando de indices mudos nés podemos, sem maiores problemas, fazer j = k e

k1, ou seja, a;’ T = a;*z), (produz a mesma soma). Mas quando tratamos de indices

ficarmos com aq;
livres, em geral, temos a,’ xj # aJx;, ando ser que i = n.

Doravante, quando objetos que possuirem indices fizerem alguma operagdo matematica, estara
implicita a soma em caso de indices iguais. Do contrario, mencao explicita seré feita. Vale notar que
os indices mudos estdo sempre restritos ao intervalo da soma que estd implicita, ja os indices livres

estardo restritos a um intervalo definido de maneira conveniente para cada situacdo de interesse.

No nosso caminho para entendermos um tensor, podemos definir dois objetos muito importantes, o
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delta de Kronecker:

0, se 1+#7
0ij = 7 2.4)
1, se i1=7,

e o simbolo de Levi-Civita:

1, se ijk for uma permutagdo par de 123,
€ijk = § —1, se 15k for uma permutacdo impar de 123, (2.5)
0, se dois ou mais indices forem iguais.

As duas defini¢des acima suscitam uma divida muito pertinente. Ja que um objeto de um indice
estd representando um vetor, o que estd sendo representado por um objeto de dois indices, como no
caso do delta de Kronecker? E de trés indices, como no caso do simbolo de Levi-Civita? Para o caso
do delta de Kronecker podemos fazer a relacdo com uma matriz, em que os indices 7j representam
linha e coluna, respectivamente, e d;; seria um elemento de uma matriz com n-linhas e m-colunas,
com 0 em todas as posicdes a ndo ser na diagonal principal, onde teriamos os valores iguais a 1. Para

n=4comt=0,1,2,3em =4comj =0,1,2,3 ficamos com

o o O =
o O = O
o = O O
- o O O

repare que essa matriz é a conhecida matriz identidade, nao importando sua dimensao.

Mas e para o caso do simbolo de Levi-Civita? A ma noticia € que por conta do seu nimero de
indices ser trés, nds perdemos a capacidade de associar com objetos ja conhecidos da matemadtica. Por
outro lado, a boa noticia € que existe um outro objeto matematico capaz de descrever o simbolo de
Levi-Civita. Na verdade, ele € capaz de descrever todos os objetos anteriores, sejam eles vetores ou

matrizes. Esse objeto é o que chamamos de tensorE]

Com isso em mente, vamos trabalhar um pouco melhor nossa no¢do de tensores. Como dito acima,
um tensor € um objeto matematico capaz de descrever tanto um vetor quanto uma matriz, ou ainda
objetos mais gerais. No entanto, essa ndo € uma nocao que traz muita informaca@o. O problema € que
uma boa defini¢do de tensor demanda um conhecimento bastante profissional de areas da matemdtica
que fogem do escopo desse trabalho. Entdo, na tentativa de encontrar um meio-termo, por assim dizer,

vamos tomar como aceitdvel em nosso contexto a seguinte defini¢do:

"Um tensor é um objeto matemdtico dotado de indices e componentes que, sob uma mudanca de

coordenadas, transforma-se respeitando regras determinadas."

Nio obstante a falta de precisdo matemadtica, vamos extrair alguns conceitos relevantes da defini¢cao

acima. Por incrivel que pareca, para o contexto desse trabalho, a maneira como definimos um tensor

' De maneira mais precisa o simbolo de Levi-Civita é uma densidade tensorial. Ver (WEINBERG, 1972).
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nos traz informagdes valiosas. O objetivo final € que sejamos capazes de entender como se comporta
uma possivel manifestag¢do da teoria da Relatividade Restrita na Mecanica Quantica, entdo nada mais
adequado que entendermos tensores como objetos matematicos que respeitem determinadas regras de

transformacdes da Relatividade Restrita.

Na fisica é importante que se trabalhe com objetos matematicos que sejam independentes do sistema
de coordenadas utilizado. Essa necessidade se manifesta claramente quando pensamos em termos
experimentais. Desejamos que os resultados obtidos em um laboratério nao mudem simplesmente
pelo fato do experimento ser feito em outro lugar, em outras palavras, ndo queremos perder poder de
previsibilidade. Para tanto, necessitamos que as equagdes matematicas utilizadas no emprego da fisica
sejam capazes de manter as leis fisicas invariantes. Vamos supor a existéncia de /N varidveis reais
x!', 22, ..., 2" representando um sistema de coordenadas z%, em que i = 1,2, ..., N. Uma curva nesse

sistema pode ser parametrizada através de
z' = f'(t), sendo tum pardmetro qualquer. (2.7)

Como queremos que a fisica ndo dependa do sistema, vamos supor um outro sistema de coordenadas

2’ dado através de

2= it 2?, ). (2.8)
. . . % .
Ao assumirmos que o jacobiano dado por J' = ‘%‘ nunca se anule podemos inverter a Eq. (2.8) e
ficamos com
r' = g' (2", 2, . 2. (2.9)

As equagdes (2.8) e (2.9) sdo chamadas de transformagdo de coordenadas. Vale ressaltar que

J = 22| = L. Podemos escrever as equagdes (2.8) e (2.9) na forma 2" = 2"(x) e 2’ = z'(a’),
respectivamente.

Defini¢do: Seja X* um conjunto de N grandezas em um ponto qualquer de um espago de N

dimensoes que se transforme segundo a seguinte regra:

X/i (.I,) _ ax

nessas condi¢oes X' é conhecido como as componentes de um vetor contravariante nos pontos do
espago em questao.

Definicdo: Seja T um conjunto de N? grandezas que se transformem sob mudangas de coorde-
nadas segundo a seguinte regra:

1% 1J
_0x" 0y,

T (') = o (z), 2.11)

nessas condigoes T é conhecido como as componentes de um tensor contravariante de segunda

ordem ou ordem dois.
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Definicdo: Seja X; um conjunto de N grandezas em um ponto qualquer de um espaco de N

dimensoes que se transforme segundo a seguinte regra:

Ox’

(2.12)

nessas condigcoes X; é conhecido como as componentes de um vetor covariante nos pontos do espago
em questdo.
Definicao: Seja T;; um conjunto de N* grandezas que se transformem sob mudangas de coordena-

das segundo a seguinte regra:
. 0xF Ox

nessas condigoes T;; é conhecido como as componentes de um tensor covariante de segunda ordem ou

(2.13)

ordem dois.

Dotados das definicdes acima estamos bem confortaveis para melhorarmos nossa no¢ao sobre
tensores. Vemos por exemplo que um vetor contravariante (covariante) nada mais € que um tensor
contravariante (covariante) de ordem um ou de primeira ordem. Aqui é uma boa oportunidade para
que seja feito uma ressalva: sempre que for feita referéncia a um tensor, estaremos nos referindo (de
fato) as componentes de um tensor e nao a um tensor propriamente dito. Isso é condizente com nossa
definicdo simples de tensor, mas pode causar algum conflito caso o leitor seja mais afeito a matematica.

E de se esperar que se temos tensores de ordem um e ordem dois devamos ter tensores de ordens
superiores. E de fato isso acontece, a extensao desse conceito para dimensdes maiores € imediata e
ndo traz muita informacao diferente do que j4 foi discutido, mas o pensamento reverso nos revela algo
curioso. Como se comporta um tensor de ordem zero? Ora, utilizando por comodidade a definicao de
tensor contravariante, vamos assumir que para esse caso N° = 1 e com isso tenhamos 7" (2’) = T'(x).
Essa grandeza é também conhecida como sendo um invariante ou um escalar. Por coeréncia devemos
ressaltar que esse objeto estd associado as componentes de uma funcdo escalar dos sistemas referenciais
2'" e 2 de um determinado espago de N dimensdes, respectivamente. Também podemos estender essa
mesma noc¢ao para os tensores covariantes sem perda de informagao. Dessa andlise podemos inter-

pretar que um invariante vai sempre manter seu valor, independente da escolha do sistema de referéncia.

Estabelecida nossa no¢do de tensores covariantes e contravariantes podemos ter também tensores

chamados de mistos, como por exemplo tensores que se transformam segundo

k
w  Oxt 9x™ ot
i = 70 o Lims (2.14)
ox'* 0x'7 Jx™
para esse caso temos um tensor misto de terceira ordem se transformando uma vez contravariante e
duas vezes covariantes. Também € possivel encontrar a notagdo do tipo 7. Dessa forma podemos
entender um tensor contravariante de segunda ordem como sendo do tipo 7 € um tensor covariante de
terceira ordem como sendo do tipo 7%.

Seguindo esse raciocinio podemos voltar ao delta de Kronecker e notar que embora ele possa ser
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escrito como d;; = 6 = 7 podemos melhor entendé-lo como sendo um tensor de segunda ordem do

tipo T}'. Vejamos algumas operagdes bésicas para tensores.

Adicao e Subtracdo: Dois tensores de mesma ordem e tipo podem ser somados e subtraidos

dando origem a um novo tensor de mesma ordem e tipo que os anteriores.

4= A4+ BY, s
Djy = A — By,

Multiplicacao externa: Se tomarmos um tensor de ordem m e um tensor de ordem n e multipli-
carmos cada uma de suas componentes teremos as componentes de um tensor de ordem m + n. A
essa operacdo da-se o nome de multiplicacdo externa e seu resultado de produto externo dos tensores
anteriores

M7 = EI'Dj. (2.16)

Contraciao de um tensor misto: Chamamos de contracdo de um tensor quando igualamos os
indices covariantes e contravariantes de forma que seja realizada sobre eles uma soma (notacao de
Einstein para somatdrios) de forma que o tensor final, contraido, ndo expresse mais os indices anteriores.

Tomemos como exemplo um tensor de segunda ordem, misto, TJ’ e facamos 1 = 7,
T/ =T, =T/ =T. (2.17)

Multiplicacdo interna ou contracdo: Nesse caso a multiplica¢do interna nada mais é que uma
combinacdo de uma multiplicac@o externa com uma contracdo, ou seja, tomemos dois tensores E; i €

C"™, se fizermos [ = 7 ficamos com
ERCi™ = B O™ = ER O = I, (2.18)

Tensores simétricos e Tensores Anti-simétricos: Para nosso contexto, um tensor € dito simétrico
em relacdo a dois indices contravariantes ou a dois indices covariantes se apds a troca entre esses
mesmos indices o tensor resultante € 0 mesmo. Por exemplo, com relagdo aos indices contravariantes ¢
e 7, temos:

Tk = i (2.19)

m mnl?

para todas as permutagdes entre i e .
Para o caso de tensores ditos anti-simétricos temos que na mesma situacdo acima o tensor resultante

ou é nulo ou € diferente por uma troca de sinal, ou seja,

Tk = ik (2.20)

mnl — nl

Tomemos o caso interessante de um tensor qualquer covariante de segunda ordem 7;;, podemos
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escrevé-lo da seguinte maneira:
1 1
Ty = 5Ty + T5) + (T = Ty, 2.21)

0 que temos acima € a decomposiciao de um tensor qualquer em uma parte simétrica e outra parte anti-
simétrica. Claramente nds temos o primeiro termo %(Tz ;+T;;) simétrico e pode ser representado como
Tt = 3(Ti; + Tij) = Tji) e o segundo termo 1 (7;; — Tj;) é anti-simétrico e pode ser representado
como Ty = 5(T;; — Tj;) = —Tj;. Esse processo também é conhecido como simetrizagdo e anti-
simetriza¢do de um tensor. O caso do tensor ser covariante € apenas um exemplo, esse raciocinio
facilmente vale para tensores contravariantes. Vale notar que a contragdo entre um tensor, por exemplo,
simétrico por dois indices covariantes com um tensor anti-simétrico por dois indices covariantes € nula.

Podemos, agora, olhar para o simbolo de Levi-Civita. Dentro de nossas defini¢cdes o simbolo de
Levi-Civita em trés dimensodes pode ser considerado um tensor de ordem trés totalmente anti-simétrico,
uma vez que ele é anti-simétrico por qualquer permutacao feita por pares de indices. Essa idéia se

mantém na expansao da defini¢do do simbolo de Levi-Civita para dimensdes superiores.

Tensores associados: Tensores resultantes de abaixamentos e levantamentos de indices sao cha-
mados de tensores associados. No exercicio de entendermos melhor o funcionamento do abaixamento
e levantamento de indices vamos definir um tensor chamado tensor fundamental covariante. Para
tanto, vamos assumir a existéncia de um espago cartesiano de /N dimensdes e que nesse espaco as
coordenadas sdo representadas por " e a distincia entre pontos infinitesimalmente proximos seja
dada por

ds®* =g, dx'"dx'™, (2.22)

com n e m variando de 1 até N. Podemos escrever a equacdo (2.22) em coordenadas genéricas z°

fazendo dz'™ = %“; “dz', com isso temos
ax/n iawlm ) ax/n al./m ; ) ; )
s’ = g,,, B dx Wdaﬂ = 8um Gt g do'de’ = g;;da'da’. (2.23)

A equagio (2.23) é denominada forma fundamental ou forma métrica, com

8xln ax/m

lembrando que x'" sdo as coordenadas cartesianas. A equagdo € chamada de tensor fundamental
covariante ou simplesmente tensor métrico. Duas importantes observagdes devem ser feitas nesse
ponto. Primeiramente, por vezes, no jargdo fisico se faz referéncia a métrica querendo se referir a
matriz que representa o tensor métrico e nao a equacao (2.23)), ou seja, esta se fazendo referéncia a
equacao (2.24); como ndo temos a pretensdo de violar uma das tradigdes mais sagradas da fisica que se
manifesta em usar palavras iguais para conceitos importantes e diferentes (muitas vezes de maneira
imprecisa causando confusdo), € possivel que isso seja feito no decorrer desse trabalho (assim como
no caso dos tensores!). Como segunda observacao € importante destacar que a métrica € um tensor

simétrico.
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De maneira mais simples vamos definir o chamado fensor fundamental contravariate como sendo

o tensor g que respeita
2,8’ =0, (2.25)

o tensor fundamental contravariante também é simétrico.

De posse do conhecimento dos tensores definidos acima podemos voltar nossa aten¢ao para o
proposito dessa definicao, abaixar e levantar indices de um tensor. Um tensor, por exemplo, de ordem

2 misto, TJI'D, pode ter seu indice abaixado ao realizarmos a seguinte operagao
Tip = gijT]p. (2.26)

O mesmo pode ser feito para levantar um indice, basta que usemos o tensor métrico contravariante ao
invés de usarmos o tensor métrico covariante. Vale ressaltar, portanto, que uma das func¢des do tensor
métrico € subir e abaixar indices em operacdes com tensores. Neste momento é muito importante
ressaltar que os indices no tensor ja ndo aparecem mais de maneira indistinta, suas posicdes verticais e
horizontais sdo importantes. Em geral, T{; ¢ diferente de ij que ¢ diferente de TI{ . Eles s6 poderdo ser
0 mesmo tensor se se tratar de um tensor simétrico. Ou no caso de estarmos tratando de coordenadas
cartesianas, pois ai o tensor métrico assume o mesmo comportamento do delta de Kronecker e portanto
Xi = g;X J = X', 0 que mostra o cardter de indistinguibilidade de um vetor cartesiano quanto a
covariancia e contravariancia.
Para finalizarmos nossa introducdo aos tensores vejamos duas maneiras uteis de se escrever o
simbolo de Levi-Civita relacionado com delta de Kronecker.
gine™ = 0;"0," — 0 asr

m-n

2.27)
EijkEimn = 5]m5kn - 5jn5km-

2.2 GRUPOS E REPRESENTACOES

Assim como no caso de tensores muito pode ser dito sobre teoria de grupos e teoria de representa-
¢oes, dos mais diversos formalismos, com as mais diversas necessidades. Para esse trabalho o recorte
escolhido € tal que possibilite a compreensao do leitor nos assuntos vindouros. Mais especificamente
o que vai ser desenvolvido nesta secao € o suficiente para se compreender no¢des de representacdes
irredutiveis de um grupo de lie conexo, sempre com a ideia de que essas nogdes estdo intimamente

ligadas a resultados bastante expressivos quando aplicados em fisica. Assim sendo, vamos ao trabalho.

Defini¢do: Um grupo G é um conjunto de elementos {g} que possui uma regra de composigdo, o,

bem definida entre seus componentes de forma a satisfazer quatro condicoes:

1) identidade: 37 € G tal que Vg € G
goi=iog=g
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ii) fechamento: Vg, h € G
gohed

iii) inversa: Vg € G,3 ¢~ € G tal que
gog =g log=i

iv) associatividade: Vg, h, f € G
(goh)o f=go(hof)

Ou seja, de maneira informal, um grupo € qualquer conjunto de elementos que respeitem a mesma
regra de composic¢ao e satisfacao as quatro condi¢des acima; que exista um elemento identidade que
ao compor com qualquer elemento do grupo ele retorna o proprio elemento; que exista a propriedade
de fechamento, pois ao realizar a composi¢ao entre dois elementos do conjunto se espera que ele
retorne um elemento que também pertenga a esse conjunto; que exista uma inversa de tal forma que ao
compor esse elemento inverso via regra de composi¢do do grupo ela lhe retorne o elemento identidade;
por fim que exista associatividade entre os elementos do grupo seguindo a regra de composicao. Um
exemplo de grupo bem conhecido € o chamado grupo abeliano e tem como caracteristica todos os seus

elementos comutarem (g o h = h o g).

Definicao: Seja G um grupo e H um subconjunto desse grupo. H é chamado de subgrupo de G

se possuir as mesmas propriedades de grupo de G.

Definicao: Seja H um subgrupo de G, H é dito ser subgrupo invariante de G se ¥ g € G e
VheHgohog € H. Emlinhas gerais a ideia por trds dessa defini¢do é que um elemento de G

atuando em um elemento de H gera outro elemento de H, ou seja, H ndo se altera com a atuagdo de G.

Basicamente, com o que temos acima, sabemos o que € um grupo. No entanto, sdo conceitos
bastante abstratos que em termos fisicos nos trazem poucas informagdes. E preciso que se avance mais
um pouco na teoria para podermos obter resultados mais uteis. Nesse propdsito nada mais natural que
comecarmos a olhar para o que a teoria de representacdo de um grupo tem a nos dizer.

Entdo o que podemos entender como uma representacao de um grupo? De maneira abrangente,
quando falamos em representacdes de um grupo, estamos nos referindo a uma espécie de realizacao
da regra de composicdo entre os elementos pertencentes a um grupo. Em outras palavras, uma repre-
sentacdo de um grupo é a maneira que se encontra de representar atrdves de objetos matematicos os
elementos que constituem um grupo e suas relacdes. Esses objetos matemédticos podem muito bem ser

fungdes, vetores, matrizes, tensores e etc.

Formalmente temos o seguinte: imaginemos um grupo GG em que hd uma correspondéncia de
cada elemento g para com um operador 7, que atua em um espago vetorial V' (de dimensdo finita

ou ndo) que leva a0 mesmo espago vetorial V', de maneira que se gh = f entdo 1,1}, = T (ou seja,



18

preservando a regra de composicdo do grupo). Suponhamos que ¢, a identidade do grupo, esteja
associada a T; = 1 e esse operador seja o operador identidade e também que tenhamos 7,1 = T;l
(que o operador associado ao elemento inverso seja o proprio operador inverso), podemos dizer entao
que temos uma representagdo do grupo G.

E do nosso interesse tratarmos da chamadas representagdes matriciais, uma vez que elas serdo
amplamente utilizadas no decorrer deste trabalho. Para tanto vamos supor um espago vetorial V' que

tem como base {e; }, ao fazermos todos os operadores 7}, atuarem sobre essa base teremos
Tye; =ej(ty),;. (2.28)

O conjunto de todas as matrizes (tg)ji € chamado de representacdo matricial do grupo GG. Como
estamos falando de uma representacdo matricial para operadores em um espago vetorial, € natural
que se pergunte o que aconteceria com a representacdo caso fizéssemos uma mudanga de base. Sob
uma mudanga de base e, = eij,L- se obtém uma outra representa¢do matricial de mesma dimensio
relacionada a anterior por

(2.29)

1

(tg)ij — (S_l)jk(tg)kzsl*

Duas representagdes matriciais relacionadas através da equacio (2.29)|sdo ditas representagées simila-

res ou representacoes equivalentes. Um importante conceito para nés € o de representacdo irredutivel.

Definicdo: Representacdo irredutivel é a representagdo na qual os inicos subgrupos invariantes
sdo o proprio grupo em questdo e o vazio. Em outras palavras, pensando como operadores em um
espaco vetorial, uma representacdo é dita irredutivel se ao menos um operador linear ndo deixa

nenhum subespago invariante.

Trabalhando esse importante conceito, podemos entender que uma representacao irredutivel de um
espaco vetorial que atue nesse espacgo vetorial precisa do espaco inteiro para representar um grupo
ndo sendo possivel reduzir esse espaco necessario a um subespacgo. Por trds disso temos a ideia de
construir representagdes irredutiveis para separar o grupo no maior nimero de subgrupos invariantes
possivel, fazendo com que estejamos trabalhando com os elementos mais fundamentais do grupo. Em
termos de representacdes matriciais deve haver pelo menos uma matriz que nao esteja na forma de

diagonal de blocos, como por exemplo

(2.30)

o O o 2
S O a0
~ 0 O O
>SS @ O O

A relacdo entre uma representacdo e um grupo, em geral, ndo € univoca, o que significa que € possivel

que um mesmo grupo tenha diferentes tipos de representacoes.

2 Seja S:V — V umamudanga de base: ¢}, = ¢;S%, temos, T,e} = (Tne;) S%; = ex (to)" S%. Mas ¢} (Sil)ik =

. . . J
;8% (5—1)2k =e;0’, = ex. Ouseja, Tye; = ¢ (S‘l)lk (ta)kj S
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Um importante grupo para o estudo da Fisica € um grupo conhecido como grupo de Lie. Esse grupo
se mostra bastante util porque como veremos mais a frente todo grupo de Lie possui uma estrutura
conhecida como 4dlgebra associada a seus geradores, a dlgebra de Lie. Esses aspectos sdo relevantes
pois em posse dos mesmos podemos extrair qualquer informag¢do em relagdo ao grupo que estamos
trabalhando, inclusive nos possibilita encontrar as representacdes do grupo. Por sorte dois grupos que

estamos interessados, a saber o Grupo de Lorentz e o Grupo de Poincaré, sao grupos de Lie.

Definicao: Um grupo A é dito paramétrico se for possivel pelo menos localmente parametrizd-lo
por v pardmetros reais de forma que o produto e a inversa sejam fungoes continuas dos mesmos r
pardametros.

Definicao: Um grupo de Lie é um grupo paramétrico em que a func¢do que define a operacdo do
grupo é uma funcdo real e analitica. Em outras palavras, um grupo de Lie é um grupo que pode ser
escrito, pelo menos de maneira local, como uma série de Taylor em cada ponto do dominio dessa

Sfungdo.

Para terminarmos nossa introdu¢do nos conceitos basicos em grupos e representacdes, vamos olhar
com certo cuidado um tipo especifico de grupo de Lie conhecido como grupo de Lie conexo. Dele

vamos extrair informacdes valiosas sobre os grupos de Lie.

Dado um elemento A de um grupo (e esse elemento é caracterizado por um nimero finito de
pardmetros a',a?, ...,a") formando um conjunto {a}, se todos os elementos estdo conectados a
identidade por sequéncias continuas de elementos que pertencem ao grupo, o grupo formado por
elementos como A recebe o nome de grupo de Lie conexo. Dois elementos distintos de um grupo
de Lie conexo correspondem a dois conjuntos distintos de valores para os parametros, como por
exemplo A(a) e A(b). E dito que os elementos do grupo dependem de maneira suave dos parimetros

a'. Também € dito que a lei de composi¢io entre dois elementos do grupo deve ser A(a)A(b) = A(c)

tal que
¢ = ¢'(a,b), (2.31)
em que ' sdo fungdes suaves de a € b.
Outras propriedades relevantes sdo:
1. Associatividade:
#'(a, (b, c)) = ¢'(p(a,b), 0); (232)
2. Identidade:
¢'(a,a0) = ¢'(ag, a) = a’; (2.33)
(com A(ag) = A(0,0,...,0));
3. Inversa:
¢'(a,a) = ¢'(a,a) = a5 = 0, (2.34)

(com A(a) tendo sua inversa em A(—a)).
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As matrizes de representacao associadas a uma dada representacdo de um grupo de Lie devem
depender suavemente dos parametros a’. Isso nos permite expandir cada elemento de cada matriz em

uma série de Taylor em torno do ponto a’ = 0. Em termos da matriz A, temos:

[ 0A 1 .. [ 0°A : 1.,
_ 1 — Aqtqd e rt . —Atnd ..
Ala)=1+a (8ai>a:0 + 51 (&Li@aﬂ)azo +..=1+idX; + 500 Xij+ ... . (2.35)
. —i0A . ,
As matrizes X; = 5 sdo chamadas de geradores de grupo. Através delas (os geradores)
at a=0

é possivel exprimir um elemento genérico do grupo, desde que sejam especificados o conjunto de
parametros que o caracteriza. Para chegarmos a esse resultado vejamos algumas considerag¢des sobre o
que foi desenvolvido até agora.

Podemos expandir em série de Taylor a lei de composi¢cao dos parametros (:

(0" [ Op" L g 9%
k b — k 7 i b7* - —ata’ - -
eila,b) = ¢7(0,0) +a ( da’ >ab() i ( N ) oo i 21"\ 9aidai a=b=0

2.36
2! oo ), . 2! daiobi ) _,_,
Notemos que as relacdes
©*(0,0) =0;  ¢*(a,0)=a" &0,b) =" ¢*a,—a) =0, (2.37)
implicam:
OpF OpF
( 8“01.) - ( 5;.) — ¥, (2.38)
a a=b=0 a=b=0
¢ 82 k 82 k
L — (27 —0. (2.39)
da*dal ) ,_,_, o oI ) .,
Podemos entdo escrever 1
©"(a,b) = a® + b* — §C’fjaibj +.. (2.40)
com 62 k
Chalt) = — ( hd ) . (2.41)
J 0atobi ) _, o
De (2.37) e (2.40)), temos .
0=dad"—a*+ 50{;@% +.. (2.42)

e devemos satisfazer Cfia’a’ = 0. Decompondo C¥ como Cf, = (CK + C%) + L(CE — Ck) =
e, + f&, notamos que ef; = 0. Isso nos permite obter C¥ = fF = —fk_ Utilizando (2.35) em

A(a)A(b) = A(p(a,b)), temos

4 1 . 1.
(2.43)

(1 +ip*(a,0) X; + 590’(@, b)¢’ (a, b) X;; + ) :
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Substituindo (2.40) em (2.43)), igualando os coeficientes de a'b’ dos dois lados da equacio e

lembrando que X;; € simétrico, temos:
) ) . 1 ) )
—d"V X, X = _% [ Xia"V + 5 (0" + a/V") Xy (2.44)

Rearranjando a equagdo (2.44) ficamos com

1 ow 1
—3 (@ + V)X X} = 2@V — W)X, X =

i o 1 o (2.45)
—Zféin(akb] —ab") + Eij(a’W + a’bh).
Por fim, comparando os coeficientes adequadamente encontramos:
1
Xij = —Q{Xk,Xj} (2.46)
e
(X, Xj] = i f3; X (2.47)

Podemos agora definir elementos importantes, as chamadas constantes de estrutura, representadas por
i

Com o conhecimento das constantes de estrutura e o que foi desenvolvido até agora, para encon-
trarmos a forma de um elemento genérico do grupo basta que trabalhemos a expressao de A(y(a,b)) e

substituamos a expressdo para X;;, que nos dd

A(QO(CL, b)) =1+ Z.901<a7 b)XZ - §Soz<a7 b)gpj (CL, b)Xsz+
i (2.48)
—ggoi(a, b)goj(a, b)gpk(a, b) X X; X,...

Ao olharmos para a equagio (2.48) conseguimos observar que ela equivale a expansdo em série de

Taylor para a fun¢@o exponencial, de modo que
Ap(a,b)) = exp(ig'(a, ) X;), (2.49)

com ¢'(a, b) sendo determinado ordem a ordem em fungdo de a’, b’ e as constantes de estrutura. Para

o caso especifico em que b = 0, temos
A(a) = explia'X;). (2.50)
A equacgdo (2.50) é a representag@o de um elemento genérico A(a).

E bastante benéfico que tenhamos uma defini¢do mais precisa do que estamos nos referindo quando

falamos de algebra, para que sejam esclarecidos mal entendidos.

Definicao: Definimos como dlgebra de Lie G sobre R, o espago vetorial G acrescido de uma
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operagdo bilinear | , |:G x G — G, tal que para quaisquer A, B,C € G as relagdes abaixo

sdo satisfeitas:

A, Bl =—[A, B] = [A, A] =0 antissimétrica

2.51
[[4, B], C]+[B, C], Al +[[C, A], B] =0 identidade de Jacobi. @D

Com a defini¢ao de dlgebra de Lie escrita acima podemos verificar que de fato existe para todo
grupo de Lie uma dlgebra de Lie associada aos seus geradores. Para o nosso caso, dos grupos de Lie
conexos, temos

(X5, X;] = iff: X, (2.52)
k>
ij
a existéncia de um objeto importante no estudo de grupos, o chamado Operador de Casimir. Um

em que f;7’s sdo as constantes de estrutura e os X;’s os geradores do grupo em questdo. Vale ressaltar
operador, obtido através da dlgebra de Lie associada ao grupo, que tenha a propriedade de comutar
com todos os geradores do grupo € denominado Operador de Casimir.

Com os elementos desenvolvidos neste capitulo estamos prontos para avangar no estudo de grupos
de interesse fisico. E o que ser4 feito adiante. Para exemplos de grupos interessantes ver (DIAS, 2015)
e (HOFF DA SILVA, 2019).
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3 GRUPO DE LORENTZ E GRUPO DE POINCARE

Agora que estamos munidos de alguns conceitos mateméticos importantes podemos finalmente
estudar alguma fisica. Para tanto, vamos concentrar nossa aten¢ao em dois grupos muito uteis, o Grupo

de Lorentz e o Grupo de Poincaré.

3.1 GRUPO DE LORENTZ

Como motiva¢cdo vamos comecar fazendo um breve comentdrio sobre a teoria da relatividade
restrita € como isso se relaciona com o grupo de Lorentz. A Teoria da Relatividade Restrita, proposta

por Albert Einstein em 1905, pode ser amparada em dois postulados:

- A velocidade de propagagdo de uma onda eletromagnética no vdcuo é independente de qualquer

referencial inercial, ou seja, assume um valor constante para qualquer observador;
- As leis da fisica sdo vdlidas para qualquer referencial inercial.

Com base nesses postulados, Einstein encontrou equacdes para as transformacdes que conectavam
dois referenciais inerciais. Vale notar que essas equacdes coincidiram com as equagdes encontradas por
Lorentz e Fitzgerald (em outro contexto). N@o por acaso, essas equacdes tem o nome de transformagoes

de Lorentz.

Para um caso em particular, como exemplo, em que v = vX, temos:

2
, x — vt , , , t—owvx/c

Vi ) b

Uma observacao importante advinda dos postulados da relatividade é que a forma quadratica que

relaciona dois eventos em relagcdo a dois referenciais inerciais distintos €
(2=20)*+(y—yo)*+(2—20)* = *(t—to)* = (&'~ +(y' —4)* + (= —20)* ~*(t—1)* = a, 3.2)

em que o é uma constante e as coordenadas “sem linha” indicam os eventos em um referencial da
mesma maneira que as coordenadas “com linha” indicam os dois eventos no outro referencial. Essa
relacdo deve se manter invariante pelas transformac¢des mencionadas acima.

Vamos definir uma matriz conveniente que, por construcio, se mantém invariante pelas transforma-

¢oes de Lorentz:

n= (n,uu) = > (3-3)

o o o =
o
|
—_
o
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e denotar

L=ct; = P=y 2=z 3.4)

Suponha que as transformagdes que ligam dois referenciais inerciais sejam dadas por

2 =" A+ ot (3.5)

essas transformagdes sao chamadas de transformacoes de Poincaré. Vale notar que para o caso em que
ot = 0, a equagdo (3.5) passa a representar as transformagoes de Lorentz. A tinica restri¢io sobre o

€ que ele seja real, ja4 A deve satisfazer a condi¢do das transformacdes de Lorentz:
A'nA =, (3.6)
com 7) fixa.

Uma outra maneira de chegarmos ao mesmo resultado da equagdo (3.5) ¢ a seguinte: a equacdo
(3.2) descreve um intervalo entre dois eventos que deve se manter invariante (segundo os postulados da
teoria) e esse intervalo pode ser escrito como ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz? (a forma métrica definida
no capitulo anterior) € 7, (0 tensor métrico como definido no capitulo anterior) como sendo a métrica

do espago. Utilizando das propriedades da se¢@o de tensores ficamos com ds? = 7, dz*dz”, mas

s . . 2 18
como ele € invariante temos ds”? = 1, dz'*dx" = n.s2r 22 detde” = 1y, datds” = ds®. Portanto
0z’ Ox'"

N = naﬂﬁ OV (37)

A equagio (3.5)) € a tinica transformagdo linear ndo-singular (matriz com determinante ndo nulo) que
satisfaz a condi¢do manifesta em (3.7)).

Pois bem, com isso em maos podemos definir o grupo de Lorentz.

Definicao: Suponha um conjunto L de matrizes 4 x 4 que satisfazem a condi¢do de Lorentz (3.6) e
tem as seguintes propriedades:

1.Se A;e Ay € L, A1 A5 € L, em que A; A5 denota o produto de matrizes usual;

2.1€L;

3.VA €L, A' € L(Neste caso, de fato, as matrizes que pertencem a L possuem inversa, e
verificamos isso aplicando o determinante em (6) obtendo detA = +1);

4. (A1A2)As = A1(A2A3).

Esse conjunto, que pelas propriedades ja estudadas forma um grupo, é o Grupo de Lorentz.

Voltando nossa atencdo para a condi¢dao de Lorentz, podemos escrevé-la em forma de componentes
e ficamos com

v = Tep AN, (3.8)
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e quando fizermos p = v = 0 em (3.8)) ficamos com

L= (A%)7 = (M)~ (3.9)

1

Com o fato de implicar em A% > +1 ou A% < —1 e det(A) = £1 podemos dividir o grupo
de Lorentz em quatro setores distintos:

1. O subconjunto das transformagdes de Lorentz préprias ortécronas, com detA = 1 e A% > 1,

sendo representado pelo simbolo L;

2. O subconjunto das transformagdes de Lorentz préprias ndo-ortdcronas, com detA = 1 e

AOO < —1, sendo representado pelo simbolo L:;

3. O subconjunto das transformagdes de Lorentz improprias ortocronas, com detA = —1e A% > 1,

sendo representado pelo simbolo L'

4. O subconjunto das transformagdes de Lorentz imprdprias nao-ortdcronas, com detA = —1 e

AO0 < 1, sendo representado pelo simbolo Li_;

Dos quatro casos acima, apenas o caso 1 pode ser considerado um subgrupo, uma vez que € o Gnico
que possui a identidade. Este subgrupo é conhecido como SO(1, 3)ﬂ Mesmo se trabalhando na maior
parte do tempo com o subgrupo SO(1, 3), é importante salientar outras duas transformagdes que estdo
presentes nos outros subconjuntos do grupo de Lorentz.

A transformacao de inversao espacial (ou paridade),

1 0
p_ 8 -1 ° 7 (3.10)
0 0 -1
que pertence a L', e ainversdo temporal
-1 0 0 0
el
0 001

que pertence a L. Note que € possivel escrever qualquer transformacao de Lorentz, pertencente

a qualquer subconjunto do grupo, através do produto de A € Ll com P,7T ou PT. Vejamos um

' Essa sigla significa que esse subgrupo é formado por matrizes ortogonais (Orthogonal) e de determinante 41 (Special).

A numeragdo (1, 3) faz referéncia a assinatura do espago, indicando que a métrica utilizada é (+,-,-,-) ou (-,+,+,+). Dai
a utilizagdo de SO(1,3)
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exemplo a seguir. Suponhamos A € L', sabemos que PP = P? = 1 (matriz identidade), entdo
A =P?A = P (PA). Por hipétese A% > 1, entio (PA)% = 14% > 1. Como det (PA) = +1
podemos concluir que (PA) € Ll. Portanto fica demonstrado a afirmagao supracitada para o caso de
uma transformacao qualquer pertencente a P. Os casos restantes seguem 0 mesmo raciocinio.

E comum que ao se fazer referéncia ao grupo de Lorentz esteja se fazendo referéncia, na verdade,
ao subgrupo proprio-ortocrono de Lorentz. Ao olharmos para o que estudamos na se¢ao sobre grupos
percebemos que Ll ¢ um grupo de Lie conexo.

Uma caracteristica importante do subgrupo das transformacdes de Lorentz préprias ortdcronas,
SO(1,3), é que suas transformagdes séo continuamente conectadas a identidade, ou seja, nos permite

escrever A em sua forma infinitesimal:;
A=14+w

em que w deve ser uma matriz 4 X 4 anti-simétrica (W), = —Wgp).
Por fim, vamos olhar para um aspecto do grupo de Lorentz. As matrizes pertencentes ao grupo de

Lorentz sdo 4 x 4, ou seja, possuem 16 elementos. Mas se olharmos com cuidado veremos que

(i) Npp = A" 1A, (sem soma em p)

(11) Noo = AMUT/MVAVp (p 7& U)

(3.12)

(i) nos dé 4 relacdes entre os elementos e (ii) nos dé outras 6 relagdes entre os elementos, o que faz
com que os 16 elementos das matrizes do grupo ndo sejam todos necessarios para descrever as mesmas
matrizes, mas na verdade apenas 6 desses elementos (16 — 4 — 6 = 6) sdo independentes. Portanto
dizemos que o grupo de Lorentz precisa de 6 pardmetros para descrever uma transformacao arbitraria

pertencente ao grupo.

3.2 GRUPO DE POINCARE (QUANTICO)

Para trabalharmos com o grupo de Poincaré podemos fazer diversas abordagens, mas a que nos
interessa € a que revela o cardter mais importante deste grupo para a Fisica, na opinido despretensiosa
de quem vos escreve. O grupo de Poincaré estd, de alguma maneira, relacionado com o que se conhece
por simetrias fundamentais da natureza. No entanto, € ululante que ndo podemos mencionar a palavra
simetria sem pelo menos nos dedicarmos a ela por um momento. E € bastante adequado que seja antes
de comecarmos a investigar o grupo de Poincaré.

Certamente o leitor ja se deparou com a palavra simetria em seu cotidiano. Do senso comum € de
se esperar que simetria signifique alguma coisa que ao ser dividida em varias partes ainda preserve
sua forma caracteristica. E essa propriedade, preservar uma caracteristica basica (fundamental), que
permite a apropriacdo da palavra pela Fisica. Simetria de um sistema fisico é uma caracteristica que
permanece inalterada quando se sujeita esse mesmo sistema a um processo de transformacgdo. Essa
caracteristica pode se manifestar de maneira intrinseca ou extrinseca ao sistema; na forma matematica

ou fisica.
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Teoria de grupos e suas representacdes sdo de extrema utilidade no estudo de simetrias de um
sistema fisico, uma vez que algumas simetrias podem formar um grupo de simetrias. Aproveitando
o que noés discutimos sobre grupos e representacdes, em geral, os grupos de Lie sdo relacionados ao
estudo de simetrias ditas continuas e o estudo de grupos finitos estd relacionado com simetrias ditas
discretas. Feita essa ponderacdo bastante simples sobre simetria (para mais informagdes sobre simetria

veja (WEYL, 2016)) podemos seguir ao grupo de Poincaré propriamente dito.

Poderiamos definir o grupo de Poincaré como sendo, de maneira simplificada, uma extensdo
do grupo de Lorentz por um vetor de translacdo, ou ainda, de modo mais familiar com o que
desenvolvemos, como um grupo de Lie ndo-abeliano e ndo—compactaﬂ Essa udltima defini¢ao fica
clara quando se olha para os geradores e sua dlgebra associada; os geradores do grupo de Poincaré
estdo presentes no proprio grupo, mas dissemos, en passant, que grupos abelianos sdo grupos em que
todos os elementos comutam, e alguns geradores do grupo de Poincaré ndo comutam (a saber, por
exemplo, os geradores associados aos boosts definidos posteriormente como sendo os K’s).

Mas também € possivel, com vista a um propoésito, estudarmos o grupo de Poincaré via operadores
unitarios. O processo € constituido basicamente de se encontrar a regra de composi¢ao do grupo
de Poincaré; feito isso podemos sem problemas encontrar seus geradores através de transformacgdes
infinitesimais e a a¢do de operadores unitdrios; assim encontramos sua dlgebra de Lie associada ao
seus geradores e partimos para suas representacdes. No entanto, a busca de representacdes de Poincaré
serd feita em circunstancias especiais. Por hora vamos nos restringir a trabalhar até estarmos aptos a

encontrar suas representagf)es .

Como dissemos, vamos em algum momento associar o grupo de Poincaré a operadores unitarios.
Para isso € valioso darmos uma pequena no¢do do espago sobre o qual operadores unitarios trabalham.

Esse espaco € conhecido como espago de Hilbert e pode ser definido como se segue.

Suponhamos um espaco onde seja possivel se definir uma norma, bem como uma distancia. O
espaco em questdo se chama espaco de Hilbert, denotado por H, que é um espago vetorial sobre os

complexos que satisfaz as seguintes propriedades:

(9, 9) = (¥, 9)", (3.13)
(¢7 a1 + 042%) = 041(¢, wl) + Oé2(¢7 Tﬂz), (3.14)
(CY1¢1 + C¥2¢2, ¢) = 04’{(¢1>¢) + 04;((%527@5)» (315)

2 No contexto desse trabalho, o grupo em questio é dito ndo-compacto porque engloba transformacdes nio-compactas

(nesse caso os boosts e as translagdes). Por sua vez, essas transformagdes sdo consideradas transformagdes ndo-
compactas devido ao fato do espago paramétrico relacionado ao subconjunto de Lorentz que as contém ser limitado,
porém nao ser fechado.
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(p,0) >0, com (¢, ¢) = 0, se, e somente se, ¢ = 0. (3.16)

Aqui (, ) € o produto interno, com o qual podemos definir uma norma:

9]l = (0, ). (3.17)

Com a norma € possivel se definir uma distancia

(¢, 9) = o — |- (3.18)

O espaco de Hilbert € dito completo em relagdo a norma definida. Isso quer dizer que qualquer
sequéncia de Cauchy de vetores de H tem um limite que estd em H. A preocupacdo com esses dois
ultimos aspectos existe no contexto desse trabalho apenas para garantir que os métodos usados em

espacgo de dimensao finita também valham aqui, um espago vetorial de dimensao infinita.

Com essa introdugdo ao espago de Hilbert vamos apreveitar e definir operadores desse espago e
posteriormente operadores unitarios.

Operadores sdo aplicagdes que levam vetores do espaco ‘H em vetores do espagco H. Duas classes
de operadores sdo importantes para o desenvolvimento do trabalho. Os operadores lineares e os

operadores anti-lineares, representados, respectivamente por:

Ala1d1 + asge) = a1 Ady + azAds, (3.19)

Al + @) = ajAdy + ay Ado. (3.20)

O adjunto de um operador linear e de um operador anti-linear é definido, respectivamente, por:

(¢, ATp) = (Ag, ) (3.21)

(¢, ATyp) = (Ap,¥)* = (¢, Ag). (3.22)

Os operadores conhecidos por auto-adjuntos, ou hermitianos, sao definidos como
A=At (3.23)
Com isso podemos definir um operador unitario como sendo o operador que respeite
UU* =U*U =1, ouseja, U = U*. (3.24)

Estamos agora preparados para comecarmos a trabalhar com o grupo de Poincaré.



29

Comecemos por tomar duas transformacgdes sucessivas de Poincaré como definidas no capitulo

anterior:

" = (M) 2" + af = P(Ay,ay)x", (3.25)

' = (AZ)“VJJ/V + CL'; = P(Ag, CLQ)ZL’/‘U‘. (3.26)
Substituindo (3.25)) em (3.26)) ficamos com
T = (MaAa)i 2" + (Mo)yal + af = P(AoAs, Asan + ap)a”, (3-27)

em que P(A,a) é uma transformacdo de Poincaré. Com a equac@o (3.27) nds temos a regra de
composi¢do. As transformacdes de Poincaré, assim como as transformagdes de Lorentz, formam um
grupo, conhecido como grupo de Poincaré. Como propriedade de grupo, uma sucessao de composicoes
de elementos do grupo também pertence ao grupo. E o que observamos na equacio . Podemos
associar cada transformacao do grupo de Poincaré a um operador unitdrio no espaco de Hilbert, e

esperamos que essa associagdo nos conduza ao mesmo processo de composi¢ao, ou seja,
P(A1,a1)P(Ag, az) = P(As, a3), (3.28)
implicando
U(A1,a1)U(Agy az) = U(As, a3). (3.29)

Essa associacao com operadores unitdrios € importante para buscarmos uma representacao do grupo de
Poincaré de maneira a podermos associar suas representacdoes com resultados na Mecanica Quantica.
Para podermos identificar os geradores do grupo e darmos alguma interpretacdo fisica aos mesmos,

vamos tomar as tranformac¢des de Poincaré em sua forma infinitesimal:

? 4
Ul4w,e) ~1+ §wpo.Jp” —ig,PP. (3.30)
Da equac@o (3.30), com o que mostramos sobre tensores e o fato de w,, ter que ser antissimétrica,

podemos notar que
(Jr)t =g, (PP =P JPT ==, (3.31)

a0 variarmos o0s parametros w,, € €, podemos interpretar os geradores.

Para o caso em que w,, = 0 e €, # 0, temos z'* = x* + £*, ou seja, temos apenas translagdes em
R*3. As translagdes temporais serdo realizadas por P e as translacdes espacias geradas por P°. Isso
nos conduz naturalmente a interpretar P° = H como hamiltoniana e P* como o momento linear sendo
essas as definicdes das mesmas grandezas.

Com wg, = 0ee, = 0temos 2" = 2% e 2" = 2 4 w';27 e devido a anti-simetria dos pardmetros
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wij, 1.€., wij = —w,’. Essas transformag¢des também sdo transformag¢des de Lorentz que preservam

uma forma quadratica tridimensional, >, (2"*)* = > ,(2")? e isso nos leva a interpretar os geradores

1 .
Ji=5 zk: S LS (3.32)
J

como os momentos angulares.
As outras transformagdes, em que wy; # 0 e todos os outros pardmetros sdo nulos, relacionam o
espacgo e o tempo "0 = 20 + Wz’ e temos 2”0 = 2" + Wiz € estdo associados aos chamados boosts.

Os geradores correspondentes sdo denotados por
K, =J". (3.33)

Vamos agora em busca da obten¢do da dlgebra de Lie dos geradores. Para tanto, vamos comecar
considerando uma conjugacdo de uma transformacgdo de Poincaré por uma transformacgdo unitaria

infinitesimal
UN,a)U(l+w,e)U (A a) =U(l = AwA™!, Ae — AwA™a). (3.34)

Expandindo infinitesimalmente o primeiro termo € o dltimo termo e usando (A~1)# = A * e também

Woe N AT 0" P = woo (A LA — APA ) (a” P* — aP), e rearranjando os termos, temos

i o . - i o v v .
U(A,a)(1+ §wpUJ” —ig,P YU (A, a) =1+ §wpo(AlfAV [J* + 2a” P"]) —ig,A fP*. (3.35)

Comparando, j4 que w e € sdo parametros independentes e geradores ndo dependem dos parametros,

os termos proporcionais a w e a € nos dois lados da equagdo (3.35), ficamos com

UAN,a)J”U (A a) = ALAS(JM — a#P” + a” P*) (3.36)

U(A,a)PPU (A a) = ALP". (3.37)

Considerando A = 1+ w como sendo infinitesimalmente préximo a identidade, a* = ", e substituindo
essas consideragoes nas equacoes (3.36) e (3.37) chegamos a

1

i[§wWJW — e P J] = wl M+ w M — P P74 €7 PP (3.38)
e
= % wope P ph
Z[EwWJ — e P!, PPl =w/fP". (3.39)

Utilizando w, /' JH7 + w 7 JPH* = %ww(n”pJ“" — P JVT 4 PO JPH — o JPV) em li e |D
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conseguimos encontrar a dlgebra de Lie associada aos geradores do grupo de Poincaré:
z'[J’“’, Jpo] _ (nl/pJ/M — P JVT 4T JOH — anPV);
i[P“, JPU] — n#ﬁpff _ nwpp;
[P*, P"] = 0. (3.40)

Utilizando as propriedades do capitulo de tensores e o que foi desenvolvido até aqui, convertendo para

notacdo tridimensional, as equagdes expressas em (3.40) se tornam mais familiaref]:

(i, Jj] = ieiji Ik, [Ji, K| = iei, K, (K, K| = —iciju g,

Com isso feito, vamos buscar as representacdes do grupo de Poincaré.
Como foi dito anteriormente nesse capitulo, a busca das representacdes do grupo de Poincaré
seré feita de maneira especial, ela serd feita através da aplicacdo do grupo de Poincaré na mecanica

quantica.

3 Aqui, de acordo com a convencao 1| e li vale soma em k.
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4 ESTADOS DE UMA PARTICULA

O leitor pode se perguntar por qual motivo buscaremos as representacoes de Poincaré na Mecénica
Quantica. Bem, como foi visto, uma representacdo de um grupo nao € dnica, o que nos habilita
a procurarmos as representacdes que melhor nos convém. Para nds, entdo, vamos atrds daquelas
representacOes que mostrem algum contetido fisico. Como estamos trabalhando com o grupo de
Poincaré, vamos aproveitar e buscar as representacoes que preservem simetrias na Mecanica Quantica,
uma vez que o grupo de Poincaré € o grupo que possui as simetrias da relatividade restrita. O
que estamos dizendo é que ao buscarmos as representacdes do grupo de Poincaré na Mecanica
Quaéntica estaremos buscando ndo s6 simetrias no sentido quantico, que faz referéncia a preservacao de
probabilidades de se obter um observavel, mas também estamos interessados em investigar o que as

simetrias da Relatividade Restrita tem a nos dizer na Mecanica Quantica.

4.1 BREVE INTRODUCAO A MECANICA QUANTICA

A boa noticia é que a Mecénica Quantica se constrdi sobre 0 mesmo espacgo de Hilbert que introdu-
zimos no capitulo anterior. No entanto alguns aspectos devem ser ressaltados. Até esse capitulo nada
havia sido mencionado em relacdo a mecénica quantica. A conexao entre os contetidos pode ser feita

via espaco de Hilbert. Vejamos.

Os operadores lineares hermitianos definidos no capitulo anterior apresentam uma caracteristica
importante, seus autovalores associados sao sempre reais. Podemos entdo associar aos observaveis
fisicos operadores lineares hermitianos que possuam um conjunto completo de autovetores.

Em uma equacgao de autovalor e autovetor, dada por

definimos os autovalores \,, como os possiveis valores a serem medidos de um observavel fisico A.
Num sistema fisico descrito por um estado v, a propabilidade de que uma medida do observavel A

forneca )\, é dada por:

P(A) = (0, ¢0) [ 4.2)

Obviamente € necessario que os vetores ) que sdo associados com estados fisicos sejam normalizados,

ou seja,

(Y, 1) =1, (4.3)

uma vez que ndo queremos perder poder de previsdo todas as vezes que experimentos forem realizados.
Nesse ponto devemos observar que operacdes de simetria em Mecanica Quantica sdo transfor-

macodes globais no espaco de Hilbert que preserva as suas probabilidades. Ficamos entdo tentados a
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fazer uma associagdo direta entre transformacdes de simetria e as relagdes diretas entre vetores do
espaco de Hilbert. No entanto, na mecénica quantica, os estados fisicos sdo descritos como classes de
equivaléncia ou raios. Portanto o que podemos afirmar no momento € que transformagdes de simetria
relacionam mapeamento entre raios.

Para resolver este problema, utilizaremos um teorema devido a Wigner que € a pedra fundamental
na Mecanica Quantica pelo formalismo de teoria de grupos e representacoes: "Toda transformagdo
de simetria pode ser representada no espaco de Hilbert de estados fisicos por um operador que serd
unitdrio e linear ou anti-unitdrio e anti-linear”. Uma demonstracdo simplificada desse teorema pode
ser vista no Apéndice A, bem como uma apreciacdo mais refinada pode ser vista em (WEINBERG,
1996), (DIAS, 2015), (HOFF DA SILVA, 2019) e (WIGNER, 1959).

Operadores unitdrios e lineares sdo definidos como

Y = Uy, (4.4)
(Uo, Urp) = (9,v); (4.5)
U(ar¢r + azpa) = anUdy + aoU o, (4.6)

enquanto os operadores anti-unitarios e anti-lineares sao definidos por

V' = Ui 4.7)
(U, U) = (9,9)"; (4.8)
U(a1¢1 + azg) = ajUg¢y + ayUgs. 4.9)

Das definicdes anteriores, para operadores adjuntos, temos que para operadores unitarios ou anti-

unitarios vale
Uut =U'U = 1. (4.10)

Como observagdo final, em termos de simetrias, operadores unitarios e lineares estdo associados as

simetrias continuas e operadores anti-unitarios e anti-lineares estardo associados a simetrias discretas.

4.2 REPRESENTACOES DE POINCARE

Agora que encontramos a dlgebra de Lie associada aos geradores do grupo de Poincaré e introduzi-
mos a Mecanica Quantica, vamos finalmente procurar pelas representacdes do grupo de Poincaré e ver

o que elas tem a nos dizer.

Ao escolhermos uma base de autovetores em relagdo as constantes de movimento estaremos
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trabalhando com os operadores H e P*, por exemplo. Para tanto, os estados devem satisfazer:

Pul/}p,cr - pud}p,m (411)

com o sendo um rétulo para possiveis casos de degenerescéncias.
Agora vejamos um fato interessante sobre a atuacdo do operador unitdrio associado as transforma-
¢oes de Poincaré; uma vez que U (A, 0)U(1,A " a) = U(A,AA"ta + 0) = U(A, a) temos

U(A,a) =U(A,0)U(1,A"a), (4.12)

o que significa que podemos interpretar uma transformagéo de Poincaré (U (A, a)) como sendo o pro-
duto de uma transformagdo de Lorentz (U(A, 0)) por uma translagdo (U (1, A~'a)), nos possibilitando
trabalhar com as partes separadamente. Ocorre, curiosamente, que o grupo de translagdes tem a sua

representacdo, no espaco em questdo, dada por

U(1,a)ty,, = exp(—ia, P*), , = e 4, . (4.13)

o que € facilmente perceptivel. Ora, escolhemos justamente uma base de estados em relacdo as
contantes de movimento, portanto € de se esperar que a parte de translacdo, engendrada pelo operador
associado a0 momento, seja representada dessa forma. Uma outra maneira de se observar essa
trivialidade € através de um outro teorema também atribuido a Wigner que nos garante que ao
buscarmos representagdes irredutiveis de um grupo unitdrio ou obteremos uma representacao trivial de
dimensao finita ou obteremos uma representacao nao-trivial de dimensao infinita. Como ndo estamos
interessados na representacao trivial EL obviamente vamos optar por escolher a representagdo nao-trivial.
No entanto observa-se que na natureza apenas o momento e a posi¢ao possuem graus de liberdade
continuos (dimensao infinita). Por isso podemos dizer que a equagdo (4.13)) descreve trivialmente a
representacdo da parte translacional do grupo de Poincaré, uma vez que nio estamos interessados em
representar a posicao.

Como foi dito, o fato de podermos separar o grupo de Poincaré da maneira descrita acima nos coloca
em uma posic¢ao bastante conveniente, pois procuramos por representacoes do grupo de Poincaré, mas
sabemos que podemos realizar essa busca separando as transformacdes, ou seja, basta que encontremos
como representar as transformacgdes de Lorentz, uma vez que as translagdes ja se encontram trivialmente
representadas. Para tanto, também sabemos que as transformagdes de Lorentz podem ser escritas como
produtos de P, T e PT por transformagdes pertencentes ao subgrupo de Lorentz ortécrono préprio, o
que reduz o trabalho em procurar representagdes desse subgrupo, de P e de 7.

Comegaremos pelo subgrupo de Lorentz ortcrono préprio. Vamos definir U (A, 0) = U(A), isso

nos diz que

PHUMNYpq) = Ap” (U (M) ¢hp,o)- (4.14)

! Uma representacdo trivial de uma dlgebra de Lie associada a um grupo de Lie, é a representaciio que est4 relacionada

com a transformacao linear que ao atuar no elemento neutro do espago vetorial em questao, leva ao elemento neutro
desse mesmo espago vetorial.
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Em palavras, olhando para vemos que (U(A),,,) € autovetor de P* com autovalor A* p”, pois
PHU(AN)po) = UM UA)PEU (M), mas UPPU~! = A PP, portanto PPU~" = A U~ P~
Com isso, temos P? = AU 'PFU = (A™) FAPU'P*U = (A7) FP?. Ficamos entdo com
U'PFU = (A)FP? ou UT'PPU = AMPP. Por fim, PP(U(A)y,) = (U(N)AL P,
portanto, P*(U(A)po) = Ap"(U(A)ibp,q).

Isso nos leva a escrever a acdo do operador unitério sobre esse estado como sendo igual a combina-

¢ao linear de todos os autoestados associados ao autovalor transformado:
77Z)pa ZOO'U A » D wApa (415)

Ficamos tentados a supor que os C’s da equagao (4.15) sejam as representacdes procuradas. No
entanto isso ndo é verdade. Ao fazermos duas transformagdes sucessivas, notamos que os C’s podem,
eventualmente, estar relacionados ndo apenas a A; e Ay, mas também a A; e Ay simultaneamente,
que os impediria de serem as representacdes que buscamos, uma vez que o carater de representacao
de matrizes em relagdo a transformacdes de um grupo exige que as matrizes estejam em associagao
biunivoca com as representacdes, 0 que ndo aconteceria para o caso mencionado acima. Esse aspecto
fica claro quando se faz duas composi¢des sucessivas para a acdo do grupo em um estado nao

transformado. Vejamos isso explicitamente. Realizando transformacdes sucessivas temos:

U(Al)U(AQ)wp,a = U(Al) Z CJ’O'<A27p)wA2p,o" = Z Ca”a’(Ala A2p)CJ’J(A27p)¢A1A2p,a”'

a—/ o-llo-/

Para que tenhamos uma representagao devemos ter U(A;)U(A2) = U(A1As). Mas

(A A2 wpo ZCO'”O' A A27 )¢A1A2p ol

o’

e ficamos com

> Corgr (M1, Aap)Coro (Mg, p) = Cong(AiAg, ).

Como foi dito, para que os C’s sejam matrizes representando as transformagdes do grupo eles devem
respeitar uma associac@o biunivoca com as mesmas, o que implicaria, ao olharmos para a equacao
acima, C'(A1, Asp) ser C(Ay,p).

No entanto um método muito engenhoso desenvolvido por Wigner é capaz de contornar esse
problema e, além disso, fazer a associagdo entre as representacdes do grupo de Poincaré com estados

de uma particula.

Vamos a algumas consideragdes a respeito do subgrupo Ll. Devemos atentar para o fato de
que as transformagdes pertencentes a LL tem como caracteristicas preservar a norma de um vetor
(p'"p), = p"p, = m?) e também o sinal da componente zero (p* > 0 se p” > 0 e p < 0se p° < 0).
Faz-se notar que U(A) associa 1, , a autovetores de P* relacionados a Ap. Com isso, o grupo de

Lorentz pode ser representado dentro de espacos com p? e p° fixos. Vetores com a mesma norma
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podem ser escritos como o efeito de uma transformagao de Li aplicada a um vetor k* da seguinte
maneira:
P = L* (p)k" [ (4.16)

2

em que p> = k% = m? e o sinal de p° é o mesmo de A°.

Dessa forma, ao atuarmos com o operador unitdrio temos

P)ko Z Coro (L(D), k) por = 7~ Upios (4.17)

1
N(p)

em que o fator N (p) E] € obtido através da normalizagﬁoﬂ Também através do processo de normalizagao
se justifica um outro aspecto, o fato dos C’s ndo poderem ser independentes de valores de p. Note que
se isso acontecesse o problema da relag@o biunivoca entre os (s estaria resolvido. Por conseguinte, é
necessario buscar as representacdes sobre uma outra base que também dependa de valores quaisquer
de p, mas que respeite as condigdes descritas acima, ou seja, 1, , = N (p)U(L(p)) -

Assumindo QEW, como uma nova base para os autovetores de P*, o efeito de uma transformacao de

Lorentz sobre um vetor desta base é

U(A)poe = N(p)U(L(Ap))U(W (A, p))ro, (4.183)

em que W(A,p) = L~ (Ap)AL(p). Note que W (A, p)k = k e W (A, p) é um elemento de L. O
conjunto de todos os W’s que mantém um vetor & invariante € um subgrupo de Ll conhecido como
grupo de isotropia (ou little group) de k".

A atuagdo de W no espaco de Hilbert é dada por

UW (p)tor,e = Z Do k) ko (4.19)

e para este caso, os D's, de fato, sdo representagdes do grupo de isotropia. Pois
U(WI)U(WQ)wk,U = U(Wl) Z DJ’U(W27 k)¢W2k,a’ =

= Z Dogrgt (Wi, Wok) Doro (Wa, k) wiwokor = > Dot (Wi, k) Doto(Wa, k)i o

O.IIO./

Mas
U(Wi W)y, = ZD (Wa, k)ibg o,

= ZD Wl; ao‘(W27k) - DUIIU(W1W27k>‘

Com o que foi mostrado nas equagdes acima podemos notar que, agora, os D's podem ser representa-

i = Mo LOKT o pPpy = DRV 1,0 LY = L L2 0, kKT = kUK = Ky k.
Bt = LAkv - LF =60 = N(k) =1

Ver (WEINBERG, 1996), (DIAS, 2015) e (HOFF DA SILVA, 2019)

W(A,p) k= L""(Ap) A L(p) k= L~"(Ap) Ap= L' (Ap) L(Ap) k = k.

L )
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¢oes do grupo de isotropia, uma vez que nos livramos do problema da associagdo biunivoca. Portanto,
ao descobrir as representacdes do grupo de isotropia, estd-se descobrindo como se representar o grupo

de Lorentz sobre a nova base. Apés a normalizagio, a forma final da atuagdo de U(A) sobre 1, , é

(Ap)°
pO

UMy, = > Dorg(W(A, p))orpor. (4.20)
Neste ponto devemos parar para apreciar a destreza do método de Wigner. Tinhamos um claro problema
para encontrar as representagdes do grupo de Poincaré porque ndo podiamos trabalhar com matrizes
que ndo estivessem associadas de maneira biunivoca com as respectivas representacdes. O que Wigner
fez, no fim das contas, foi encontrar um subgrupo, dentro do préprio subgrupo ortécrono-prorpio,
formado por elementos que mantém um vetor qualquer k invariante; esse vetor, desde que pertenca a
espagos com p? e p° fixos, permite, ao respeitar a equagio a busca por representagdes relacionadas
a atuacdo de operadores unitdrios sobre vetores da base que dependam de valores arbitrarios de p. Isso
se manifestard, finalmente, como a representagao do grupo de Lorentz descrita pela equagdo (4.20).

Para uma melhor apreciacdo desse método, bem como do processo de normalizacao, veja (WIG-
NER, 1939) e (WEINBERG, 1996), também ver (WEINBERG, 1996), (DIAS, 2015) e (HOFF DA
SILVA, 2019), respectivamente.

4.2.1 Grupos de isotropia

O problema agora é representarmos o grupo de isotropia. Como sua caracterizacdo depende apenas
da escolha de um vetor qualquer, isso serd feito de acordo com casos de interesse.
Podemos avancgar em relagdo ao método de Wigner para obter as representagdes do grupo de

isotropia. Para isso, vamos escrever uma transformacao infinitesimal do grupo em questdao como
WHE =68 4+ ot (4.21)
Da condig¢ao que define I temos
WHEE” = (08 + o)) kY = k¥, (4.22)

o que implica o,k = 0 ou o, k" = 0. Das equagdes acima, fica claro que determinar 1 depende da

escolha que € feita para k*.

1. Caso em que: k* = (£m, 0,0, 0), k? = m?. Corresponde a momento de tipo tempo, associado

a energias positivas ou negativas, a depender do sinal da componente zero. As condic¢des de vinculos
estabelecidas para esse caso apés andlise das equagdes e s30 ag, k¥ = 0 que é aidentidade
€ g = Qg = ¥z — 0.

Para esse caso teremos uma transformac@o do grupo de isotropia parametrizada por o2, 13, (a3
como U(W) =1+ Loy J9.

Lembrando que J; = J%, J, = J¥ e J; = J'2 e que [J;, J;] = igi1Jk, temos, apds definir
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0 = ass, 02 = az1 e 0% = ays, U(W) = 1+ £6;;.J;. O grupo que mantém o vetor escolhido invariante

¢ 0 SO(3), e a representagdo para esse grupo de isotropia é dada por:
D, (W(A.p)) = [eap(iB(A.p) - Dlavo. (4.23)

Como estamos tratando de um grupo que respeita a mesma dlgebra de SO(3), e estamos no referencial
de repouso da particula, a maneira mais natural de se interpretar o o0 € como uma projecao de um
momento angular intrinseco, conhecido como spin. Portanto pode-se dizer que o estado v, , representa
a situagdo fisica na qual estamos tratando de uma particula com momento p*, massa p*p, = m?, spin

J e projecdo de spin o.

Neste ponto vale a pena lembrarmos de um tipo de operador que definimos anteriormente, o
operador de Casimir. No grupo de Poincaré podemos construir dois importantes operadores de Casimir;
um deles é dado pelo quadrado do momento, ou seja, P*P, = P? e o outro é dado por WHW,, = W?
com W, sendo o vetor de Pauli-Lubanski, definido como W, = 1¢,,,,.J"* P°. Note que ambos sdo
construidos com os geradores do grupo de Poincaré P e .J. Para o caso especifico desse exemplo,
esses dois operadores de Casimir serdo responsaveis por ajudar a rotular a particula em questdao. Como
escolhemos um referencial adequado, o de repouso, o autovalor associado a P? = m? é a massa da

particula e no caso de W? = —m?J? o autovalor associado a J* é o spin da particula.

2. Caso em que: k" = (£k,0,0, k), k? = 0. Corresponde a momento tipo luz, também associado

a energias positivas e negativas como no caso anterior. Aqui, o grupo de isotropia encontrado € o
grupo euclidiano em duas dimensdes, ou também /SO(2). A forma da representagio desse grupo de

isotropia é dada por
Dyie(W) = exp(ic0)dyre- (4.24)

E possivel associar o vetor escolhido com uma particula de massa zero, em que se define os autovalores

relacionados ao operador

J-P

—g.p-TF
P

(4.25)
como sendo a chamda helicidade. Esse operador € obtido no processo de se encontrar os geradores do
grupo de isotropia, desde que o vetor escolhido tenha momento na dire¢do p, do contrario, J; se torna

apenas Js.

3. Caso em que: k* = (0,0,0,0), k* = 0. O grupo que mantém esse vetor invariante € todo o

grupo de Lorentz (SO(3,1)). Como esse grupo é ndo-compacto, segundo o outro teorema atribuido

a Wigner, devemos tomar uma solucao trivial para podermos ter uma representacdo unitarias com
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dimensao finita. Para isso a representacio escolhida € a representagdo trivial do grupo de Lorentz

U(A)bo = . (4.26)

Esta situagdo estd associada a ndo termos nenhuma particula presente, e usualmente € chamda de

vdcuo. E considerado invariante de Lorentz e tomado como sendo normalizado (¢, ¢) = 1.

4. Caso em que: k* = (0,0,0,m), k* = —m?. O grupo de isotropia desse caso envolve rotagdes

em torno do eixo 2, boosts nas direcdes & e g, que define SO(2, 1). Vale ressaltar que até hoje nao
foram observadas particulas que correspondem a momento desse tipo. Essas particulas sdo conhecidas

como tdquions.

Para melhor apreciar os grupos de isotropia ver (WIGNER, 1939) e (DIAS. 2015).

4.2.2 Paridade e Reversao Temporal

O caso agora é encontrar representagdes para P e para 7. Em rela¢do a quadrivetores do tipo x*,

as transformacgdes de paridade e reversdao temporal sdo descritas, respectivamente, por:

1 0
0 —1
P = , (4.27)
0 0 -1
0 0 -1
€
~100 0
0 100
T = (4.28)
010
00 1

Note que P? = T2 = 1. Os operadores P = U(P) e T = U(T) que representam, respectivamente, P

e T devem satisfazer:

PU(A,a)P™' = U(PAP™, Pa),
TUA, )T ' =U(TAT ', Ta). (4.29)

Supondo A e a infinitesimais, para o caso de P, temos

PU(1+w,e) P~ =UPQ +w)P,Pe) =U(1 + PwP ™!, Pe), (4.30)
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trabalhando o lado esquerdo da equagio (#.30) chegamos a

PU(1+w,e)P'=P {1 + %%JW - z‘gppp} pt=

) (4.31)
=1+ 5wp(,,J.D(iJﬂff)P—l — e, PP P!
e trabalhando com o lado direito da equagdo (4.30) ficamos com
U(l+PwP ' Pe)=1+ = (PwP Y™ —i(Pe), P, (4.32)
mas
Pe), = (Pe) fe,,
( )M ( )/L P (433)
(PwP_l)W = (Pe)upwpg(Pe_l) , = (Pe) L (Pe), Wpos
portanto

U(l+PwP ! Pe) =1+~ (Ps) P (Pe)wpe " — i(Pe) Le, PP, (4.34)

Comparando os coeficientes encontramos:

P@uJ”) P~ =iP /P,
(4.35)
P@pP*)P~" =iP/P".
O mesmo processo vale para o caso 7 de modo que tenhamos:
T(iJ*)T ™ = iT,* T, ",
(4.36)
TP )T =47, P".

Analisando as equag¢des acima com mintcia, percebe-se que buscamos representagdes unitarias
para o caso da paridade e representacdes anti-unitdrias para o caso da reversao temporal. Por exemplo,
para o caso da paridade, vamos assumir que sua representacio seja anti-unitdria, e olhemos para a

componente zero da conjuga¢do do momento:

P(iP°)P~' =iP/)P" = iP° (4.37)

ou seja,
P(iH)P™ =iH. (4.38)
Caso P fosse anti-unitério, teriamos PH = —H P e consequentemente, ao atuarmos em um auto-

estado ¢ de H com energia E, ficarfamos com

H(Py) = —iPHy = —E(Pi)). (4.39)
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O que a equacdo acima estd nos dizendo é que nossa hipétese implicaria no fato do hamiltoniano nao
ter um estado de energia minimo, o que ndo faz sentido fisicamente. Portanto, a representacdo que
procuramos deve ser unitdria e ao aplicarmos o Teorema de Representacdo de Simetrias concluimos
que ela também deve ser linear. Uma andlise parecida pode ser feita com relacdo ao caso da reversao
temporal e encontraremos

T(H)T' = —iH, (4.40)

que nos leva a concluir que a representacio nesse caso deve ser anti-unitdria e portanto anti-linear.

Sobre as representacdes propriamente ditas, para o caso em que m # 0, temos

P¢p,a = 77’4/}7717,07
Twp,a = (—1)j_0¢7>p,—m (441)

como as representacoes de paridade e de reversdo temporal, respectivamente.

Para o caso em que m = 0, temos:

P¢p,a = naexp(j:iﬂ-g)wpp,—aa
T¢p,a = gaexp(j:iﬂ-o-)djpp,m (442)

como as representacdes de paridade e de reversdo temporal, respectivamente.

Vale ressaltar que foge do escopo desse trabalho um tratamento mais profundo sobre os casos
das transformacgdes de paridade e de reversao temporal, dado o elevado grau de dificuldade que se
manifesta no estudo desses casos para particulas com massa ou sem massa. Portanto, para uma anélise
mais detalhada, veja (DIAS, 2015).

Com o desenvolvido nessa subsecao, na subsecdo anterior mais a representacdo da parte de
translacdo do grupo de Poincaré, podemos dizer que o grupo de Poincaré se encontra inteiramente

representado no espaco de Hilbert.
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5 CONCLUSAO

O que € uma particula? Pode parecer pouco usual comecar a conclusdo de um trabalho através
de uma perguta, mas essa pergunta foi o que nos guiou de maneira implicita por todo o caminho
desenvolvido até aqui. Portanto, ela € de muita utilidade para nos ajudar a entender o que temos
em maos. Vdrias sdo as maneiras com que podemos responder a essa questdo. Mas no contexto da
Fisica de Particulas, ou ainda, de fundamentos em Teoria Quantica de Campos, podemos utilizar o
que foi apresentado no capitulo 2, juntamente com o desenvolvido no capitulo 3 e capitulo 4 para
atestarmos: uma particula é uma representagao irredutivel do grupo de Poincaré. O caminho necessario
para que chegdssemos nessa definicdo nos permitiu apreciar, ainda que de maneira timida, conceitos
fundamentais para a fisica. Como um fisico, dos mais capazes, me disse certa vez: "se eu pudesse
resumir a fisica em duas palavras elas seriam, simetria e conservagdo'. E por sorte nos deparamos
com esses dois conceitos ao longo do texto.

As simetrias, que sao a razao maior pela qual se estuda fisica através do formalismo de teoria de
grupos e de teoria de representacdes de grupos, puderam se manifestar no momento em que tivemos a
pretensdo de unirmos Relatividade Restrita e Mecanica Quantica. E isso aconteceu justamente quando
buscamos representar o grupo de Poincaré (que carrega as simetrias do espago-tempo) na Mecanica
Quantica. Além disso conseguimos encontrar essas simetrias de modo a respeitar as simetrias da
prépria Mecanica Quantica. Essa ligacdo foi possivel porque as representacdes do grupo de Poincaré
foram estudadas no espaco de Hilbert. Vale notar que para esse caso, quando estudamos estados de
uma particula através das representacdes, nds nos deparamos de maneira natural com o conceito de
spin. E pudemos entender de maneira peremptdria que se quisermos atuar com a Relatividade Restrita
na Mecanica Quantica n6s devemos aceitar que o spin passe a ser um elemento que caracteriza uma
particula, fundamental ou ndo. Mais que isso, a forma final da nossa representa¢do nos permitiu
descrever outras particulas, bastando apenas tomarmos vetores convenientes.

O conceito de conservagdo aparece de forma mais implicita, mas o que sdo as relacOes de simetrias
continuas, simetrias discretas, com operadores lineares e anti-lineares e as relagdes e interpretacdes
do geradores do grupo de Poincaré analisadas pela dlgebra de Lie associada aos mesmos geradores
sendo uma forma de se entender a la Teorema de Noether? Pois nao podemos aferir do teorema,
de maneira simplificada, que simetrias de um sistema fisico implicam na existéncia de quantidades
conservadas do mesmo sistema? Por exemplo, uma simetria manifesta em uma translag¢do espacial
nos d4 a conservagdo de momento linear do sistema, j4 uma simetria manifesta em uma translacao
temporal nos da a conservacdo da energia, e ainda, uma simetria manifesta em uma rotacao no espago
nos da a conservacao do momento angular. Aqui, isso foi utilizado para se definir os geradores de
transformacoes do grupo de Poincaré na Mecanica Quantica.

Todas essas simetrias estao presentes no grupo de Poincaré e isso foi possivel ser observado gracgas
ao tratamento de grupos e suas representacoes aplicado a duas dreas fundamentais da fisica moderna,
Relatividade Restrita e Mecanica Quantica. Isso mostra o caréter indispensavel de teoria de grupos na

Fisica atual.
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APENDICE A - TEOREMA DE REPRESENTACAO DE SIMETRIAS

Esse apéndice tem como propdsito prover uma demonstragdo simplificada do Teorema de Repre-
sentacdo de Simetrias. Para maiores detalhes ver (WEINBERG, 1996), (DIAS, 2015), (HOFF DA
SILVA, 2019) e (WIGNER, 1959).

No espaco de Hilbert, estados fisicos estdo em correspondéncia um-a-um com os chamados raios
do espaco. Um raio consiste em um conjunto de vetores de estado de norma unitdria e que diferem
entre si apenas por fatores de fase multiplicativos. Por exemplo, os estados 1) e €4 pertencem ao
mesmo raio X para algum 6 real, ambos descrevem o mesmo estado fisico. Por isso, podemos dizer
que descrevemos estados fisicos como classes de equivaléncia de estados do espago de Hilbert. Nesse

contexto, apresentamos o teorema da seguinte maneira:

Teorema: Toda transformacdo de simetria pode ser representada no espaco de Hilbert de estados

.....

Demonstracdo: Sejam 1, € Ry e 1), € Ry, e também w/l €TR;e 1?,2 € TR, entdo

(W, a)|* = [(e1, ) |2 (A.1)

se T' for uma transformacado de simetria. Vamos requerer que a transformacao tenha inversa que
também preserve a probabilidade. Comecemos por verificar a preservacao de simetria na Mecanica
Quantica de estados transformados, para isso vamos analisar um conjunto completo e ortonormal de
vetores de estado e um conjunto equivalente de vetores transformados.

Seja {¢x} € R um conjunto completo ortonormal, i.e., (Vg,¥;) = d € {w;} € TR vetores

transformados. Devemos ter

(W, )P = (W, ¥0)|* = O, (A2)

mas (1, ;) > 0 ereal, portanto (¢, 1) = 0y, como pode ser verificado abaixo:

(Vpr 1) (Wpey )" = O,

mas (¢, ¥;) > 0e (Y, ¥y) =n . n*=1=n=1. a3
k£ () W) =0,
mas (¢, 1) = (a+ib) e (Y, ;) = (a—ib) = a®> + =0 . a=b=0
(¥, %) = 0,
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As equagdes em (A.3) implicam em (1, v;) = 6.
Consideremos, por um momento, que {1/1;6} ndo seja completo. Existe, entdo, ¢’ tal que

W ) =0 . |(ty, )P =0 (A.4)

e pela transformagdo inversa teremos

(W, 0)* = |k, )] = 0 (A.5)

o0 que é impossivel pois {1} é completo por hipétese. Com o desenvolvido acima nés mostramos que
um conjunto de vetores de estados que formam uma base no espaco de Hilbert se mantém invariantes
sob transformagdes de simetria. Como o teorema nos diz que transformacgdes de simetria no espaco
de Hilbert sdo representadas por operadores, devemos entdo estudar a atuacdo desses operadores em

vetores do espaco. Para tanto comecemos por escolher um elemento de {¢;. }, digamos 1, e definamos

br = % (Y1 +12), (K#1) € Ry, (A.6)

Como a transformacao preserva a completeza, qualquer vetor que pertence a 1'R;, pode ser escrito

como: ¢, = >, Cyt; e podemos calcular

1 2

W, ) = ](w o)

v =Sl + Wbl = 5, AD)

2 2

(6r0) = | (143
l

S Cu (w1 41)
l

=10, com  (¥ur) = dn,

(A.8)
’ N 12
como |(4r, dp)|* = [ (¥, 6,) [ = |Cul* = 3.
Podemos fazer o mesmo procedimento para um vetor qualquer e teremos:
2
(v ¢>I2‘(¢ (1 +¢)) — (A.9)
ky Pk — 1 \/§ k k — 9 .
(v d)| = ICul® - Il = 5 (A.10)
ko Pr kk| o |Ckk 5 .
analogamente, temos C; = 0 (k #le k # 1).
Escolhamos C};, = Cy1 = \/Li e chamemos essa transformacao de U
/ 1
o = U = —= (Ur + Utyy) - (A.11)

V2
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Construimos um mapa que engendra uma transformacao de simetria em um estado. Vamos estendé-

lo a todo o espago de Hilbert. Seja ¢ = >, Cyok. Como {@Z);g} = {Uyy} é completo, temos
wl = Ek CI;ka

2
|wme=‘Q%§qu) = |C,[ (A.12)
!
’ N |2 ;12 ;12 9
‘(wk,w) = ‘Ck ’Ok = |Ci|? VE, (A.13)
em particular para |C}|? }C’i|2 :
72 2 2 72
Gl _ G 1GI° |G Cy
= = = |=| = |4 (A.14)
(e e L (e I e C,
( C, o
Re (C—) = Re (C—> :
(A.15)
c, . C
\]m (C—’f) =1Im (C—’;)
Ouseja,oug—’f = g—’; (I) ou g—’f = g—’l“ (I11).

Observagdo 1: Se (', = 0, devemos repetir o procedimento com outra escolha para ¢;. Alguma
escolha serd possivel, pois 1) € ndo nulo.

Observagdio 2: A condigo advinda de | (¢;, ") |2 = |(¢x, )| fixa a escolha em (1) ou (I1).

/

!
C c Cr .
Devemos mostrar agora que a mesma escolha o= g—’; ou = = deve ser feita para cada k.
1 1 1
! /
C
Suponhamos que para algum k tenhamos —%

o = C—’;, enquanto para tenhamos [ # k c, _ Cf
Definamos agora ® = \/Lg (W1 + U+ 1) = &=

!

o~ or
\/Lg (U?/Jl -+ ka + U”lbl)l
2
(@ 0)P = | &5 (W1 + e+ ), 2, Contim| = 31C1 4+ G+ 1P
(A.16)

(@, )| =L|Cr+Co+ G
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IC1+Cr+ G| |C1+C +

T cil?
(A.17)
C. G c, o
1+ —=—+—=| =1+ =+ =
‘ oo ' ot
fazendo as substitui¢cdes(/) e (I1) em (A.17), temos
Cv  C Cv  Crl?
1+—+ = =11
‘+q+q ’+q+0
(A.18)
Cy Cy Cr Cy Cf Cr C
1+ — 1+ —+ — 1 — | 1+ =
(+g+a)(ra+a)-(+d+3) (-5 +3)
desenvolvendo os termos das equagdes acima e rearranjando ficamos com
CCy, n CrCy  CrGy n C,Cy
C,C,  CrCr  C:C, o O CF
Ax A B* B
2Re(A) = 2Re(B),
Ck C*) (C’k c )
Re Re
Re(uv*) = Re(uv),
Re(uv®) = Re[(uy + tug)(vy — ivg)] = uyvy + ugve,
Re(uv) = ugvy — ugve,
Ck C
Uy =0 = ]m<01>]m(01) =0,
o que é uma contradi¢do, pois partimos de razdes complexas.
e [
Devemos ter o= ou g = c* para todos os casos.
C'=C, —» ClL=Cy,Vk,e U (Z Ckwk> => G ();
" g (A.20)
Cl=Cr - C,=C Yke U (Z cwk) = CrUt (%)
k k
E finalmente, sejam 1) = Zk At € ¢ = Zk By com U atuando segundo (%) :
Ula + 56) = U (ady + BBr)e = Y _(aAy + BBi) Uty =
b k (A.21)

Q> AU+ B By = ol + UG
k k
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portanto U € linear.

Por outro lado (Uv, U¢) = (¢, UTU@), logo (¢, UU®) = (¢,¢) = UU=1 .. U =U e
U € unitéria.

Tomando U atuando segundo (x%): U(atp + o) = a*Utp + f*U¢ ... U ¢ anti-linear. Por outro
lado

k l
(Z AU, ZBTUQ/U) =3 AB (U ¥) =Y ApB;p = (1,0)"
k l k,l A

(A.22)

e U ¢ anti-unitario.

Com o que foi desenvolvido acima o teorema fica demonstrado.
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