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Introducao

No estudo de formas quadraticas sobre corpos as técnicas de valorizacoes e ordens sdao de
grande ajuda. Por outro lado, para se estudar formas quadraticas e determinar suas estruturas
sobre algebras de quatérnios ou algebras centrais simples mais gerais, os problemas sdo bem
mais complexos. Um método de estudo é tentar reproduzir alguns bons resultados ja exis-
tentes na teoria de formas quadraticas sobre corpos. Para isto seria interessante que ordens ou
valorizagoes sobre o corpo, que é o centro da édlgebra, estendesse a dlgebra toda. Mas isto nao
¢ possivel sempre. Mesmo em casos simples ha contra-exemplos. Para algumas valorizagoes
henseliana ou de Krull é possivel. As melhores valorizagoes, em se tratando do estudo de forma
quadratica sobre corpos sao as valorizagoes ditas compativeis com o radical (Ver Defini¢ao 5.1.2).
Assim, o principal objetivo deste trabalho é demonstrar que sobre um corpo Hilbertiano (cor-
pos que admitem uma tnica algebra de quatérnios com divisao, a menos de isomorfismo) existe
valorizacdao compativel com o radical e ela se estende de modo tnico a dlgebra de quatérnios
com divisao sobre o corpo em questdo. Isto é feito no tltimo capitulo. A partir disso, é possivel

determinar o anel de Witt das formas quadraticas sobre a algebra de quatérnios, (ver [S]).

A idéia por tras disto é que um corpo F' admite uma valorizagao discreta (isto é: o grupo
de valores ¢ Z) se, e somente se, o anel de Witt de I é o anel de grupo W(F).[A], onde
A é um grupo com dois elementos e F é o corpo de residuos. Este é o famoso Teorema de
Springer, e ele afirma que o calculo do anel de Witt de F' se reduz ao calculo do anel de Witt
de F. Além disso este anel de Witt é o anel de Witt do corpo de séries de poténcias formais

sobre o corpo F. Estes sdo os anéis de Witt mais simples. Mas isto ocorre se o radical de F
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é trivial. O capitulo 4 ¢é finalizado com infinitos corpos com o radical nao trivial. Caso isto

ocorra as melhores valorizagoes sobre F' que reproduzem levemente o resultado anterior (qual

seja W(F) = W(F).[A]) sao as valorizagdes compativeis com o radical. Este é o assunto do

capitulo 5; um capitulo bastante técnico.

Como se vé, nao gostariamos de simplesmente citar o ‘Teorema de Springer como motivador
de extensoes de valorizagées, mesmo porque o assunto poderia ficar vago. Por outro lado, para
desenvolveé-lo suscintamente e de modo simples, apenas para justificar os capitulos posteriores
e nao ser o foco central, foi tarefa ardua. Espero que tenhamos conseguido. Tratamos dele
no capitulo 2 e como aplicagao dele, nesse mesmo capitulo determinamos o grupo de Witt dos
corpos p-adicos. Assim o capitulo anterior trata de resumos de formas quadraticas sobre corpos

e o comeco do capitulo 2 sobre a construgao do anel de Witt, para dar sustentacao a este.
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Capitulo 1

Formas Quadraticas e Espacos

Quadraticos

1.1 Formas Quadraticas

Em todo o contexto V denotara um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F de

caracteristica diferente de dois.

Uma forma quadrdtica (n-dimensional) sobre F' é uma funcdo ¢ : V — F, (onde dimpV = n)
tal que

(1) q(au) = a’q(u), Va € F e Vu € V e a fungao

(i1) by : V x V — F, definida por by(u,v) = 1(g(u+v) — g(u) — ¢(v)) é uma forma bilinear

simeétrica.

O par (V, q) é dito um espago quadrdtico (n-dimensional) sobre F' e b, é dita a forma bilinear

associada a q.




Se b é uma forma bilinear definida sobre F, podemos verificar que ¢, : V — F' dada por
@(u) = b(u,u), é uma forma quadratica tal que b,, = b. Dada uma forma quadratica g, por
verificagao imediata temos que ¢, = ¢. Portanto do fato da caracteristica de F ser diferente de

dois, temos uma correspondéncia um-a-um entre as formas quadraticas e as formas bilineares

definidas sobre F.

Dois espagos quadraticos (V,q) e (Vi,q1) sobre um corpo F' sido isométricos e denota-
mos (V,q) ~ (Vi,q1) ou simplesmente q =~ g, se existir um isomorfismo de espagos vetoriais
o:V = V) tal que ¢ = ¢ 0 0. Esta relagao é de equivaléncia e podemos checar facilmente que

g = q100 (ou g~ q) se, e somente se, b,(u,v) = b, (o(u),o(v)).

Se q é uma forma quadratica definida de V em F e B = {¢;}", é uma base de V, seja
M, = (b(ei,e;)), onde b é a forma bilinear associada a q. A existéncia de um isomorfismo
o:V 3V tal que ¢ = ¢ o 0, equivale a existir C € GL,(F) (C é a matriz de o em
bases de V' e V] fixadas) tal que M, = C*M,, C. Portanto existe uma correspondéncia um-a-
um entre as classes de isometrias das formas quadraticas sobre F' e a classe de semelhanga de
matrizes simétricas de M, (F'). Em outras palavras, dois espagos quadraticos (V,q) e (V1,q1)
sao isométricos se, e somente se, suas matrizes M, e M, (com relagdo a bases fixadas) sao
congruentes. A classe de semelhanca de M, é dita matriz da forma quadratica q ou de sua

classe de isometria. Notemos ainda que o determinante de M, e de M,, diferem pelo fator

quadratico det(C)?. Portanto definimos o determinante da forma quadrdtica ¢ como sendo o

elementos d(q) = det(M,) € -F*;— Isto ja mostra que o grupo -‘-';; desempenhara um papel

importante na teoria de formas quadraticas.

Da teoria de algebra linear temos:

Proposicao 1.1.1 Seja (V,q) um espago quadrdtico sobre um corpo F. Entao as proposigéoes

abaizo sdo equivalentes:

1. M = (by(ei,ej)) € nao singular.
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2. A aplicagdo 6 : V — V*, §(z) = by( ,z) € um isomorfismo.

3. Parax €V, by(x,y)=0; Vye€V implica que z = 0.

Dizemos que um espago quadratico (V ¢q), ou a forma quadratica q é ndo singular ou regular,
ou ainda ndo degenerado(a) se o espago quadratico (V,q) satisfaz uma das (portanto todas)
condigdes equivalentes da proposigao anterior. A menos da forma quadratica nula (¢ : {0} — F),
em todo o texto serao consideradas apenas estes tipos de formas quadraticas. Portanto o termo
espago quadratico ou forma quadratica significara, respectivamente, espa¢o quadratico nao

singular ou forma quadrética nao singular.

Exemplo (1)

Sejam V um espago vetorial de dimensao 2 sobre F' e ¢, ¢, : V — F definidas por ¢(z,y) =

z? —y* e qi(z,y) = zy. Entao o(z,y) = (z +y,z — y) nos da a isometria q =~ q;.

L= 1)
Temos que M, = , M, =

q1
0 -1

| R |
1 -1

e CC'cm =

O w3

= = vt 2
Assim M, = Cg,, M, Ccan-

Sejam u,v € V, onde (V, q) é um espago quadratico. Se b,(u,v) = 0 dizemos que os vetores
u, v € V sao ortogonais. Além disso, se U e W sao subconjuntos de V e b(U, W) = 0, ou
seja, b(u,w) = 0 para todos u € U, w € W, também dizemos que U e W sido ortogonais. A

ortogonalidade sera denotada por L . Assimu LveU L W.

A cada subconjunto X de V| o subespago X+ := {v € V | by(v,z) = 0, Vo € X} é

dito complemento ortogonal de X. Quando X = V, diz-se que V* é o radical de V, e também

denotaremos V'* por rad V. Notemos que a Proposi¢ao anterior nos diz que o espago quadratico

(V, q) é nao singular se, e somente se, rad V = {0}.

Exemplo (2) A forma quadratica de dimenséo trés dada por g(u) = X*M,X, onde u tem

coordenadas X = (z,y,z) numa base fixada e
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2 ¢ nao singular pois tem determinante nao nulo.

2 0

Se (V,q) é um espago quadratico e U é um subespago de V, entdao a restricao da forma
quadratica g ao subespago U, qu é uma forma quadratica sobre U. Pode ocorrer de (V, g) ser um
espago quadratico regular e (U, qu) ndo ser regular. Por exemplo, tome U = {ae; + fe;, a, B €
F'}, no exemplo anterior. Encontramos U+ = {A(e;+e€2), A € F'} # {0}. Logo qu nio é regular.

No entanto temos
Proposicao 1.1.2 Sejam (V, q) um espago quadrdtico regular e U um subespago de V. Entdo:

1. dim U +dim U+ =dim V

2. (UHY =U.

Demonstragao: Também é um exercicio de algebra linear e sera evitada.

1.2 Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Definigao 1.2.1 Sejam (V},q1) e (Vz, ¢2) espagos quadraticos sobre um corpo FeV =V, & V,.
Definimos q : V. — F por q(vi+v2) = ¢i1(v1)+g2(v2). Entdo (V, ¢) é um espago quadratico com
forma bilinear associada b, : V xV — F dada por b,((u1,uz), (v1,v2)) = bg, (w1, v1)+by, (u2, v2).

Denota-se este novo espago quadratico por (V,q;) L (V2,4q2) ou simplesmente por q; L g,.

Uma vez fixada uma base para o espago vetorial V' toda forma quadratica sobre V' pode

n

ser posta na forma g(z1,...,x,) = Y_ a;jz;x;. Termos mistos z;z; podem ocorrer na somatéria,
1=1

e normalmente ocorrem. Nossa intengao agora é diagonalizar uma forma quadratica, ou seja,

T
obter uma forma quadratica ¢, isométrica a ¢ de modo que ¢;(zy,...,2,) = Y. a;;z?. Dai em
i=1

diante s6 trabalharemos com este tipo de formas, por ser mais pratico.




Definigdo 1.2.2 Sejam ¢ : V — F uma forma quadratica sobre F e d € F. Dizemos que ¢
representa d se existir v € V tal que ¢(v) = d. Denota-se por Dr(q) ou por D(q), ou ainda
por Dgq o conjunto dos elementos de F representado por q. Se D(q) = F dizemos que ¢ é (uma

forma quadratica) universal.

Observagéo 1.2.3 E claro que q e q sdo formas quadrdticas isométricas e q representa
d se, e somente se, q, também representa d. Assim, o conjunto D(q) dos elementos de F
representados pela forma quadrdtica q depende apenas da classe de isometria de q. Além disso,
sea,d € F, temos que d € D(q) se, e somente se, a*d € D(q) (pois: g(u) = d se, e somente se,

q(au) = a*d). Com isso vemos que D(q) ¢ uma reunido de classes de F médulo ‘&-2, e podemos

considerar D(q) C -P{;

Notagao 1.2.4 Se V = F.ey, a forma quadrdtica sobre V definida por q(z.e;) = dz?* serd

denotado por <d>. Para d € F ¢ evidente que q € ndo-degenerada.

Proposigao 1.2.5 (Crilério de Representagdo).

Sejam q uma forma quadrdtica definida sobre F ¢ d € F. Entdo d € D(q) se, e somente

se, eriste uma forma quadrdtica q, definida sobre F tal que g ~<d> L q.

Demonstracgao:
Se g ~<d>1 q, entdo d € D(<d>1 q) = D(q).

Reciprocamente se d € D(q) entdo existe v € V tal que ¢(v) = d. O subespago quadratico
(Fw,qrw) = (Faw,<d>) é regular. Provemos que (F.w,<d>) L ((F.w)*, qrws) = (V,q).

De fato, seja F.w := U. Como (U,< d >) é regular, temos que 6, : U — U* dada por:
01(u) = by( ,u) é um isomorfismo. Como para todo v € V, 8(v) € V*, vem que 0(v)|y € U*.
Como 6, é um isomorfismo existe u € U tal que 6(v)|y = 0;(u). Assim 0(v)|v(u1) = 0;(u)(uy),

Vu; € U. Ouseja by(v,uy) =by(u,uy), Vuy € U. Dai b(v—u,uy) =0, Vu, € U. Istosignifica que

8
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v—u € U+. Como v = u+(v—u) segue-se que V = U+U*, e como b(u,v) =0, Vu e U, v € U+

a proposicao esta demonstrada. =

A primeira consequéncia deste critério é a existéncia de uma base ortogonal para qualquer

espaco quadratico. De fato por indugao sobre dim ¢ temos:

Teorema 1.2.6 Seja (V,q) um espago quadrdtico sobre F. Entdo (V,q) € uma soma ortogonal
de subespacos quadrdticos unidimensionais, ou seja, existem escalares dy, ds, ..., d, € F, tais
que q ~<d;>1<dy> ... L<d,> . Em outras palavras, V tem uma base constituida de vetores

dois a dois ortogonais entre si (base ortogonal), com relagdo a b,.

Notagao 1.2.7 A isomelria ¢ ~< d; >L ... 1< d, > serd denotada por q =

<dy,day...,dn,>, € dizemos que q estd na forma diagonal. Considerando esta base ortogonal
n T n

temos que se u = Y xz;e; € V, entdo q(u) = by(u,u) = Y by(ei, ej)ziz; = D by(ei,e;)x? =
1 1 =1

i=

i,7=1
diz? + dyx? + -+ + d,2k. Ou seja, na expressio de q(u) ocorre a separagio de varidveis. Este

fato so € verdadeiro se a caracleristica do corpo F for distinta de dois. Ainda temos a notagdo

reduzida n <d> quando d; = d para todo 1 = 1,2,...,n.

Temos ainda que se q =<ay,asy,...,a,> € uma forma quadrdtica sobre F' entdo o deter-

minante de q ¢ d(q) = (al...cl:,,)»";“2 e no caso em que q = q L q; entdo d(q) = d(qy).d(q2).

Observacao 1.2.8 Algumas isomelrias entre formas quadrdlticas sdo evidenles. Por exemplo

s€r

(1) o € um elemento do grupo das permutagées de n elementos, entio as formas quadrdticas

<ly(1)s Ag(2)s - - - 3 Bg(n) > € <Q1,d2,...,0,> 540 iSomélricas.

(1) Para qualquer 3; € F, as formas quadrdticas <a,03%,axP;,...,a,8:> e <ay,az,...,an>
também sdo isométricas. De fato, basta considerar o isomorfismo de V definido por 7(x1,x3,...,2y)

(Br1z1, B2x2y . - - s Bny). Assim os elementos a; da forma quadrdtica <ay,as,...,a,> podem ser

tomados livre de quadrados, ou seja, elementos do grupo -F‘%
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1.3 Isotropia, Plano Hiperbodlico e Decomposicao de

Formas Quadraticas

Definigao 1.3.1 Seja (V,q) um espago quadratico. Dizemos que ¢ é isotrdpica (ou (V,q) é
isotropico), se existe um vetor nao nulo v € V tal que g(v) = 0. O vetor v é dito vetor
isotropico. Caso contrario dizemos que g é anisotropica (ou que (V, q) é anisotropico) e v é um

vetor anisolropico.

Um subespago quadratico (U,q;) de (V,q) (1 = qu) é dito totalmente isotropico se

by, (z,y) = 0 para todos z, y € U.

Dizemos que uma forma quadratica q (ou espago quadrético (V, q)) contém a forma quadrdtica

¢1 como subforma se existe uma forma quadratica ¢, tal que g ~ ¢, L ¢,.

Consideremos as formas quadraticas g e q; do exemplo (1). Ja vimos que elas sao isométricas.
Por abuso de linguagem vamos denotar por /H tanto sua classe de isometria quanto um de seus
representantes. Sendo assim os teoremas que vem a seguir caracterizam as formas quadraticas

isotropicas e a classe . Comecemos por

Teorema 1.3.2 Seja (V,q) um espago quadrdtico bidimensional. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. (V,q) € nao singular e isotrdpico,

2. (V,q) € ndo singular, com d(q) = —1.F?,

3. (V,q) € isométrico a (V,<1,—1>),

4. 9~ q, onde q(z,y) = zy.




Demonstragao:
O exemplo (1), mostra que (3) e (4) sao equivalentes. Vejamos as demais:

(1) = (2) Seja {e1,e2} uma base ortogonal de V' em relagao a qual ¢ ~<d;,dy > . Por

d
hipétese temos que d(q) = det . = dyd; # 0. Como q é isotrépica, segue-se que
dg

<d;,d;> é isotrépica. Seja v = ze; +ye, # 0 tal que dyz% + dyy* = 0. Como z # 0, temos que
dy = —dy(¥)*. Consequentemente d(q) = (-1).F2,

(2) = (3) Diagonalizando ¢ temos que ¢ ~< a,b > . Por hipdtese ab = —1, ou seja,

b= —aem % Logo ¢ ~<a,—a> . Sejam q(z,y) = ary e o(z,y) = (¢ —y,z + y). Entao
@100 =<a,—a>,ou seja, ¢~ q;. Desde que ¢ é universal, ¢ também o é. Assim —1 € D(q) e
pelo Critério de Representacao segue que ¢ ~< —1,¢>. Calculando o determinante obtemos

a isometria ¢ ~¥<1,—1>.

(3) = (1) Desde que <1,—1> é isotrépica e nao singular, o mesmo vale para ¢, devido a

hipotese. B

Observagao 1.3.3 (a) O item (4) do Teorema justifica o nome plano hiperbdlico, porque o
grdfico das equagées xy = d, (com d # 0,) sdo chamados de hipérboles. Uma soma ortogonal
de m planos hiperbolicos ¢ chamada espago hiperbélico e sera denotado por mIH. Dois repre-
sentantes desta classe sio x? — z2 + ... + x%m_l — x%m e T1T3 + ... + Tam—1T2m, pelos itens (3)

e (4) do Teorema anterior.
(b) Como q(z,1) = z, para todo € F seque-se que o plano hiperbélico é universal. Logo
qualquer forma quadrdtica que contém o plano hiperbolico também € universal.

Teorema 1.3.4 Seja (V,q) um espago quadrdtico regular. Entdo:

1. Todo subespago totalmente isotropico, (U,q) de (V,q), de dimensdo positiva r, estd con-

tida num subespago hiperbolico rlH C (V, q).

11
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2. q € isotropico se, e somente se, q conlém um plano hiperbolico.

3. q € isotropico = q € universal.

Demonstracao:
(1) = (2) é claro, basta fazer r =1 em (1).

(2) = (3) é dbvio, pois por (2) ¢ D IH cujo uma das formas quadraticas representantes

é q(z,y) = xy que ¢ universal.
Agora demonstraremos (1), por indugao em r.

Tome uma base {e1,¢€;,...,¢.} de U, e seja S o subespago gerado por {ez,...,€,}. Entao

U+ C S* e desde que (V, q) é regular, pela Proposicao 1.1.2(1) obtemos:

dim St = dimV — dimS > dimV —dimU = dimU*.

Isto significa que existe v, ortogonal a ey, e3,...,¢, mas nao ortogonal a €;. Desde que ¢, é
isotropico, {ej,v;} € linearmente independente. Consequentemente a forma quadratica ¢ :

Fe, ® Fvy, - F tem determinante

0 b, (e, s .
d(q) = wern) | po ) e

by, (€1,v1) bq.(”h‘”l)

Entao (Fe; @ Fvy,q) = H, pelo Teorema 1.3.2. Assim temos decomposto (V,q) na soma
(V,q) = H L (V',q'), onde (V',q') = IH* e IH* contém e,,..., €, por construgao. Desde que
(V',q') é regular (pois 0 # d(q) = d(q1).d(q’)), a demonstracao se completa por indugio em r.

Observagao 1.3.5 Uma consequéncia importante do item (2) deste Teorema € que podemos
repelir este raciocinio para a forma quadrdtica qy, desde que ela seja isotropica. Como q tem

dimensdo finita, depois de alguns passos vamos chegar a ¢ ~ q, L. mIH, onde q, € uma subforma
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de q anisotrépica e m > 0. Mais que isto, o Teorema de Decomposi¢io de Witt que veremos

adiante nos afirma que esta decomposicao € unica, a menos de isometria.

Teorema 1.3.6 (Teorema de Representagdo). Seja ¢ uma forma quadrdtica, e d € F. Entio

d € D(q) se, e somente se, q L<—d> € isotropica.

Demonstracao:

Seja X = (z1,...,%,) tal que ¢(z1,...,2,) = d. Entdo (¢ L<—d>)(X,1) =d—-d =0.
Como (X,1) #0, ¢ L<—d> é isotrépica. Reciprocamente, se X’ = (z1,...,Tp,Tpy1) € um

vetor isotrépico para ¢ L<—d>, entdao (¢ L<—d>)(X’) = 0. Se z,41 # 0, isto implica que

T Iy i ;s 5k ;
d=q(—,..., ) € D(q). Se zp41 = 0, entdo gq(z1,...,2,) = 0 e ¢ é isotropica, pois
Tntl Tnil

(z1,22y...,2,) # 0. Logo ¢ D IH, e como IH é universal segue que ¢ € universal, ou seja,

de D(q)=F. &

Corolario 1.3.7 Para um inteiro positivo r, as afirmagées sequintes sio equivalentes:

1. Toda forma quadrdtica regular de dimensdo r ¢ universal.

2. Toda forma quadrdlica de dimensdo r + 1 € isotropica.

Demonstragao

(1) = (2) Seja ¢ ~<ay,az,...,ara,41> . Como ¢ =<ay,as,...,a.> é universal segue-se

que ¢' representa —a,4;. Pelo Teorema da Representacdo ¢ ~ ¢' L<a,41> € isotrépica.

(2) = (1) Seja ¢’ ~<ay,ay,...,a,> . Para qualquer d € I, ¢ L<—d> é isotrépica. Pelo

Teorema da Representacao d € D(q'). Logo ¢’ é universal. B

Para demonstrarmos o Teorema de Cancelamento de Witt precisaremos da nogao de reflexao

segundo um hiperplano. Um hiperplano é determinado por um vetor anisotrépico v de V. E

exatamente o complemento ortogonal de v, (Fv)*.
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Lema 1.3.8 Sejam (V,q) um espago quadrdtico, v um vetor anisotropico de V.

2b
Definimos 7, : V. — V por 1,(u) = u — %.v. Entao T, satisfaz:
v

. Ty € um endomorfismo de V.

. T, restrita a (Fv)* € a aplicagdo identidade e 7,(v) = —v. Em particular, temos que 7,

€ uma involugdo (ou seja: 72 = Id).
3. 1, € uma isometria.

. det(,) = —1.

Demonstragao:

E imediata e se resume a verificagoes.

Lema 1.3.9 Sejam (V,q) um espago quadrdtico e u, v € V tais que q(u) = q(v) # 0. Entdo

existe uma isometria 7 : V — V tal que 7(u) = v.

Demonstracgao:

Geometricamente, se considerarmos a reflexao em torno de F(u —v)* o vetor u sera levado
em v. Isto é possivel se u—wv é um vetor anisotrépico. Por outro lado tem-se g(u+v)+gq(u—v) =
b(u+v,u+v)+b(u—v,u—v)=b(u,u)+2b(u,v)+b(v,v)+b(u,u)—2b(u,v)+b(v,v)+ (u,u)+
2b(v,v) = 2q(u) + 2q(u) = 4q(u) # 0. Assim g(u + v) # 0 ou q(u — v) # 0. Se q(u —v) # 0,
o Lema esta concluido, pois tomamos 7 = 7,_,. Agora, se g(u — v) = 0 entdao g(u +v) # 0

2b(u,u + v

_ ) . & ) =
e neste caso T,4,(u) = u — (a1 (u + v). Mas q(u + v) = q(u) + q(v) + 2b(u,v) =

2q(u) + 2b(u,v) + (u,u + v). Logo Tuqu(u) = u

2b(u,u + v

) —(u+v) = —v
ST ) {u + v)u — (u+v) 5

Portanto —7,4,(u) =v. Logo 7 = 7,4, € a isometria procurada. m

Teorema 1.3.10 [Cancelamento de Witt.] Sejam q, q, q2 formas quadrdticas arbitrdrias.

Seql g ~qlq entdo q ~ ¢,.




Demonstragao:

Sejam g3 =< a; >L ¢, € ¢4 =<a; >L q. Sejaoc:V — V tal que ¢z = gs00. De
0 # a; € D(g3) N D(q), existem u, v € V tal que g3s(u1) = a1 = qu(v), ou a; = g3(uy) =
qs(o(u1)) = qa(u), onde w = o(uy). Assim ¢s(u) = gs(v). Pelo Lema anterior existe uma
isometria 7 de V tal que 7(u) =v e gso00 =q. Temos g3 =quo(T00) e g(u)
qs((1 0 0)(uy)) = q4(v,), (onde (1 0 o)(u;) =v). Logo (To0) : (Fuy)t — (Fv)* é um

i!-"uz)J'

isomorfismo tal que

q o(To — .
LH[FIJ}J" (T O)I{Ful)l qs'(Fl.I]]J-'

ou seja,

@ o (Too) = q.

Assim q; =~ ¢;. O resto segue por inducao.

Teorema 1.3.11 [Decomposicao de Witt.] Todo espago quadrdtico (V,q) se decompoe em
uma soma ortogonal (V,q) ~ (Vi,q1) L (Va,q.), de modo inico (a menos de isometria) onde

(Vi,qn) espago hiperbdlico, (V,,q.) espago anisotropico.

Demonstracao:

Pela Observagao 1.3.5 ja vimos que (V,q) se escreve na forma (V,q) ~ riH L1 (Vi,q.)

(r > 0), onde rlH é o espago hiperbdlico (se r > 0) e (V;, q.) é anisotrépico.

Para a unicidade, suponhamos que existe outra decomposicao de (V,q) ~ nlH L (V! q.).
Sem perda de generalidade podemos supor r > n. Pelo Teorema do Cancelamento temos
(r—m)H L q, ~ ¢',. Desde que ¢, é anisotropica, concluimos que r —n = 0. Logor =ne

qﬂ = q’u = .




1.4 Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos.

Ja foi definido soma ortogonal de formas quadraticas. Agora definiremos produto de formas
quadraticas, que juntamente com o Teorema de Cancelamento de Witt serdo titeis na construcao

do anel de Witt das formas quadraticas sobre um corpo F.

Definicao 1.4.1 Sejam (Vi,q1), (V2,q2) espagos quadraticos sobre F' de dimensdes m e n,
eV = Vi, ® V,. Definimos b : V x V — F a tnica forma bilinear simétrica satisfazendo
b(v) @ va,u; @ uz) = by(v1,uy).ba(ve, uz) para todos uy, vy € Vi e ug, v € V5, onde b; é a forma
bilinear associada a ¢q;, ¢ = 1,2. Agora definimos q : V — F por g(vi ®@vsy) = b(v @v2, v1 @v2).
Portanto g(v, ® va) = by(vy,vy).ba(v2,v2) = qi(v1)-q2(v2). Segue-se que (V,q) é um espago
quadratico de dimensao m.n, e a forma bilinear associada a ¢ ¢ a forma bilinear definida acima.

Denotemos ¢ por q; @ ¢2 (ou q := q1.q2).

Sejam {e., ...,em} base de V, {fl, ..,fﬂ} base de V5, a;; = b(e,-,e_,') e b = b(fk,fe). Entao
M = (a;j) e N = (b.) sdo as matrizes de q; e ¢, nestas bases. Na base {e; ® fi,e; ® fo,...,e1 ®

faseesem ® fiy-.yem @ fn} de V a matriz de q é

(011511 ﬂnblz fllzbll ay2by; \

anbiz anby .- anN  a;pN
021N {122N
azbyy  azb

ﬂ,glblg aglbgg e IO i B Am1 N amgN

que ¢é chamado de produto de Kronecher das matrizes M e N. Em particular

<a>® <b>=<ab> VabeF.




Proposicao 1.4.2 (Propriedades):

.1 @ g~ q @ q (let comutativa).
(1 ® )R e ~q ®(q® qs) (lei associativa).

. @ (1 L ) ~(q@q1) L (@ q2) (lei distributiva).

Demonstracao:

VD V=VeoV, 5 V;®V, dada por o(z ® y) = y @ = leva base em base e ¢ = ¢’ 0 0.

2) (Mi@V)oVe 3 Vi@(Va®@W:) (zQ@y)®2 = z® (y® 2) o leva base em base e
(1@ (2@ g3)) 00 = (1 @ q2) D g3.

BVeWV1lV,) 3 (VeWw)l (V ®@V3) definida por o(z® (11 +¥2)) = (2Qw1) + (2 @ y2)
satisfaz (¢ 0 0)[z @ (11 L 12)] = ¢((z @)+ (2@ y2)) = (@ @) (=1 Q@ y1) = (@ ¢2)(z R y2) =
q(z)( L @2)(n1+y2) =q@(q1 L 2)(x @ (y1+y2)). Logo ¢@(q1 L q2) 2 (¢@q1) L (¢R¢q2). W

Observagao 1.4.3 1. Pela lei distributiva tem-se:

<Ayy ey @y > @ <b1, ...,bn>2<d|b1,a1b2, et ,G]bn,agbl, ae ,ambﬂ >
2. Se q é regular entdao q ® IH ~ (dim q)./H.

3. (1 L q2) L g3 =q1 L (g2 L gq3) (lei associativa).




Capitulo 2

Anel de Witt

2.1 Construcao do Anel de Witt

Seja M(F') o conjunto de todas as classes de isometria das formas quadraticas nao singulares
sobre F. Sabemos que a operagao L é associativa, comutativa e admite elemento neutro, e a
operacgao @ € associativa e distributiva em relacao L . Assim L e ® definem uma estrutura de
semi-anel em M(F'). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt para L, segue-se que M(F') é um
semi grupo com cancelamento, embora todos elementos nao nulos em M(F') ndo tém inverso
aditivo. A construgao do anel de Witt Grothendieck resolve este problema. Ele é construido do

mesmo modo em que se constréi o anel Z dos inteiros a partir do semi-anel com cancelamento

IN.

Seja (M, 1) um semi-grupo aditivo, comutativo com cancelamento. Definimos a relagao ~

sobre M x M por:
(z,y)~(z,y)ezly =2 Lye M.

A relagao ~ definida sobre M x M é uma relagao de equivaléncia. Vamos denotar o conjunto

das classes de equivaléncia por Groth(M), ou seja, Groth(M) := {(a,b), (a,b) € M x M},
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onde (a,0) = {(z,) | (z,y) ~ (a,b)}.

Agora definimos em Groth(M) a operacao de adigao por:

(a,b) + (¢,d) = (a L ¢,b L d).

E facil a verificacio de que esta operacdo estd bem definida sobre Groth(M) e que valem
as propriedades associativa, comutativa e existéncia do elemento neutro para a adigdo. Este

elemento ¢ (a,a), « € M. O oposto de (a,b) é (b, a) pois:(a,b) L (b,a) = (a L b,b L a) = (c,c).

Denotemos (b, a) por —(a,b). Em particular temos que —(b,0) = (0, b).

A aplicagao ¢ : M — Groth(M) definida por ¢(a) = (a,0), injeta M em Groth(M),
ou seja, ¢ ¢ um homomorfismo injetor. Identificando M com sua imagem {(a,0), a € M}}

em Groth(M), podemos dizer que M C Groth(M). Assim para (a,b) € Groth(M) temos que
(a,b) = (a,0) L (0,b)(a,0) — (b,0) = a — b. Com isso, no caso em que M = M(F'), podemos

subtrair uma forma quadratica de outra, via a identificagao ¢ = ¢(q). Esta dltima identificagao

sera denotada pela igualdade g = ¢(q).

Sabemos que (M, L) é um semi-grupo comutativo com cancelamento. Se M tem outra

” N

operagao "e” associativa e distributiva em relagao a L, definimos e : Groth(M) x Groth(M) —

Groth(M) por (z,y)e(z',y') = (z.2' L y.y, .y’ L z'y).

E facil demonstrar que esta operacio estd bem definida sobre Groth(M) e que (Groth(M),+,e)
é um anel. Este anel é dito anel de Witt Grothendieck. Assim, o anel de Witt Grothendieck
de IN é Z : o anel de inteiros. Também para M = M(F), o produto tensorial nos da uma

multiplicacdo com as propriedades desejadas. Entao temos:

Definigao 2.1.1 W(F):= Groth(M(F)) é chamado de Anel de Witt Grothendieck das formas

quadrdlicas sobre o corpo F.

Todos os elementos de W (F) sdo do tipo (q1,92) = (¢1,0) + (0,42) = ¢1 — q2, onde ¢ e
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¢ sao formas quadraticas nao singulares. Para quaisquer formas quadraticas ¢, e ¢, sobre F,

tem-se q; = gz € W(F) se, e somente se, (41,0) = (92,0) <= @1 ~ qa.

Para m,n € IN os elementos, (mIH,nlH) € W(F) sao iguais a ((m —n)H,0) se, m > n ou

igual (0, (n—m)IH) caso n > m. Segundo a notagao dada temos que (mIH,nlH) = slH, s € Z,

qualquer que sejam, n € Z.

Juntando isto, ao fato de que ¢ ® IH ~ (dim ¢)IH, podemos provar que o conjunto ZIH =
{mIH,m € Z} é um ideal de W(F).

Definigao 2.1.2 O anel quociente %l denotado por W(F') é chamado de anel de Witt de
F.

Note que em W(F), H =< a,—a >= 0. Logo — < a >=< —a > e por
extensao — < ay,...,a, >=< —ay,...,—a, >, em W(F). Isto mostra que podemos represen-
tar qualquer elemento de W(F') por formas quadraticas. Mais exatamente, pelo Teorema de
Decomposigao de Witt cada elemento do anel de Witt corresponde exatamente a uma tnica

forma quadratica anisotrépica, a menos de isometria. Formalizemos na seguinte proposicao,
Proposigao 2.1.3

. Os elementos de W(F') estdo em correspondéncia um a um com as classes de isometria

de todas formas quadrdticas anisotropicas.

. Duas formas quadrdticas ndo singulares q e ¢', representam o mesmo elemento de W (F)

se, e somente se, q, ™ q, (isto €, suas partes anisotropicas sdo isométricas).

. Se dim q = dim ¢ entdo, q e q' representam o mesmo elemento de W(F) se, e somente

se, q~¢.




Demonstracgao:

Seguem das defini¢oes e dos Teoremas de Decomposi¢ao e Cancelamento de Witt.

2.2 Anéis de Witt de Alguns Corpos

Alguns passos importantes para determinar o anel de Witt de um corpo F sao:

(i) Como todos os elementos de W(F') sao representados por formas quadréticas diago-

nalizadas basta considerar este tipo de forma.

(i1) Determinar o grupo de classes de quadrados }% pois as entradas a; da forma quadratica

diagonal sao elementos deste grupo. (Ver Observacao 1.2.8(ii)).
(ii1) Determinar a classe —1 € }:‘%, para conhecer JH =<1,—1>: o gerador do ideal Z IH.

Comecemos com

Exemplo 2.2.1 F € um corpo quadraticamente fechado.

Um corpo F' € dito um corpo quadraticamente fechado se qualquer um de seus elementos ¢

um quadrado. Assim }% = {1}, e portanto toda forma quadrdtica q sobre F' admite a sequinte

diagonaliza¢do q =<1,1,...,1> . Como 1 = —1 em ; , seque-se que IH =<1,1> . Logo se q

tem dimensdo 2n entio q = nlH, e se dimq = 2n + 1 entdo q =<1> +nlH. Pela Proposi¢do

2.1.3 obtemos W(F) = {<0>,<1>}, ou seja, W(F) € isomorfo a %.

Exemplo 2.2.2 F = IR.

Temos duas classes de quadrados em IR uma constituida pelos elementos positivos (repre-
sentada por 1) e outra constituida pelos elementos negativos (representada por -1). Logo toda

forma quadrdtica sobre IR se escreve de modo inico na formaq=n <1>+m <—1>. Como
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H=<1,-1>, temos que ¢ = s <1> € W(IR), onde s =n—m € Z. Agora ¢ fdcil provar que
a aplicagao ¢ : W(IR) — Z definida por p(s <1>) = s € um isomorfismo de anéis. Assim
W(IR) ~ Z.

Exemplo 2.2.3 F': corpo finito.

Lema 2.2.4 Seja F' um corpo finito. Entao

1. -1— = {1, s}.

2. Toda forma quadrdtica bindria sobre F' € universal.

Demonstragao:

(1) Segue do fato que o grupo multiplicativo F é ciclico, pois F é finito.

: F = BT ps '
(2) Vamos demonstrar que < 1, 1> representa s. Como |F?| = u 1= pois F' é ciclico,

2 2
1
+ 1. Portanto |s — F?| = T+1 Como |F?|+|s— F?|=2.1"= 5 +2_

, —1
entdo |F?| = —

g+ 1> q=|F| segue-se que F?N (s — F?) nao é vazio. Logo existem z e y € I tais que
22 = s—y% Dai s = 2% +y?, isto é, s é soma de dois quadrados. Logo <1,1> é universal, pois
leD<1,1>. De<s,s>=<s>.<1,1>, temos que D <s,s>=3s5.D <1,1>= s = F

Como < 1,s> é evidentemente universal o lema esta demonstrado. =

Agora precisamos saber qual é a classe de —1. Como ¢ = p” onde p = ¢(F) # 2 segue-se
que g = 1(mod. 4) ou q = 3(mod. 4). Da teoria dos nimeros tem-se ¢ = 1(mod. 4) se, e somente

se, =1 € F2 e q = 3(mod. 4) se, e somente se, —1 ¢ F2. Com isto temos:

Teorema 2.2.5 Sejam F = F, um corpo finito com q elementos e -F% =11, s}

1. ¢ =1(mod. 4) entio W(F') ~ %[{13}]
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2. Se g = 3(mod. 4) entdo W (F') ~ %.

Demonstracao:

(1) Se ¢ = 1(mod. 4), entao 1 = —1 em _'F% Assim H =< 1,1 >=< s,5 >, (Veja o
Teorema 1.3.2(2)). Seja < a,b,c> uma forma quadratica sobre F. Como < a,b> é universal
pelo Teorema de Representagio segue-se que < a,b,c > é isotropica. Consequentemente as

formas quadraticas anisotrépicas sobre F' tem dimensdes 1 ou 2. Da Proposicao 2.1.3 vem que

W(F) ={0,<1>,<s>,<1> + <s>}. Estruturalmente W(F) é isomorfo a ;Z[{1, s}].

(2) Se ¢ = 3(mod. 4) entao 1 # —1 em -f'F;, e podemos considerar s = —1 € -F'".;— Dai
H =< 1,s >=< 1,—-1 > . Como < 1,1 > representa —1 (Lema 2.2.4), pelo Critério de
Representacao segue-se que q =< 1,1,1 > é isotropica. Pelo Teorema de Representagao
<1,1,1 >= H+ < d >, e calculando o determinante de ¢ temos que: d = s = —1. Lo-
go 3 <1>=<—-1>em W(F). Dai 4 <1 >=<1,—-1 >= 0 em W(F). Do mesmo mo-
do3 <l1>=—-<1,1,1>= - <-1>>=<1>e4 <—-1>= 0 em W(F). Portanto

W(F)={0,<1>,2<1>,3<1>}, e W(F)~ Z.

2.3 Teorema de Springer

O Teorema de Springer nos permite classificar formas quadraticas sobre os Corpos Locais (cor-
pos completos relativamente a uma valorizagao v). Um corpo Local F tal que o corpo de
residuos F, referente a valorizacio em questdo, é finito é dito Corpo P-Adicos. E o caso dos
completamentos p-adicos do corpo dos niimeros racionais €, para p um nimero primo positivo
em Z. Como aplicagao do Teorema de Springer no préximo capitulo calcularemos o grupo de
Witt de um corpos P-adicos €),. Para isto vamos precisar apenas do conceito de valorizacao

nao arquimediana e outros conceitos que seguem deste.
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Definigao 2.3.1 Se F' é um corpo, uma aplicagao v : F' — Z (que pode ser assumida sobre-

jetora) € dita uma valorizagdo de F' se

(i) v(z.y) = v(z)+v(y), ¢, y€ F,

(ii) v(z +y) > min{v(z), v(y)},se y # —x, Vx,y € F.

Definimos ainda v(0) = oo de modo que Im(v) := v(F') = Z U{o0}, e estendemos a adi¢ao

de Z a Z U {oo} por ¢ + 00 = 00 + & = 00 + 00 = 00.

O conjunto A = {z € F' | v(z) > 0} é um sub-anel de F' dito anel de valorizagdo. Ele é
um anel local com ideal maximal P = {& € F | v(z) > 1}. Este ideal é principal e é gerado
por qualquer elemento 7 tal que v(7w) = 1. Os geradores de P sao determinados a menos de
unidades do anel A, e sao chamados de uniformizadores de A, ou de F. O corpo F = % é
chamado de corpo de residuos de F' (relativamente a valorizacdao v). O grupo das unidades
(= elementos inversiveis) de A é dado por U = {x € A |z ¢ P} = {x € A | v(z) = 0}. Todos
elementos de F podem ser escritos de modo tnico na forma: y = u.7*®), onde u € U. De fato
se y € F, seja v(y) = r € Z. Entao v(y) = v(x"). Dai v(y.7~") = v(y) — v(7") = 0. Logo

y.n~" =u € U. Portanto y = ur*®),

Temos uma sequéncia encaixada de ideais: A D P D P? D --- D (0), com (| P* = {0}.

Definimos um Corpo Local como sendo um par (F,v) como acima, onde F' é completo
relativamente a valorizacao v. Isto significa que na métrica d(z,y) = eV*~¥), toda sequéncia
de Cauchy converge. (Note que nesta métrica, dois elementos z, y estao prozimos se, e somente

se, ¢ — y pertence a uma poténcia P", para n € IN grande).

Uma situagao tipica do uso da completude de F' é que se é dada uma sequéncia &y, Tq,...,&,
em A tal que z;4y = x;(mod. P) para todo i, entao A possui um elemento x(= limz;) tal que
T = z;(mod. P*) para todo i. De fato, esta propriedade pode ser tomada como definigao de

completamento.
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Exemplos de corpos P-adicos sao os corpos de séries de poténcias formais F = k((t)), sobre
um corpo finito k. Os elementos de F' sao da forma f a; X' = X"(am +amp1 X ++++), @G #
0, para algum m € Z. Os completamentos p—éd;:cr; do corpo €) dos numeros racionais é
outro exemplo, e seus elementos se escrevem do mesmo modo quando se troca X por p, e

0<a;<p, a; € Z.

Lema 2.3.2 Sejam (F,v) um corpo local tal que a caracteristica de F € distinta de 2 e u € U.

Entao u € um quadrado em F se, ¢ somente se, U é um quadrado em F.

Demonstragao:

[=]Seu=0a? a€ Féclatoqueu=a*€F =uckF.

’ I , ; s o
[«] Agora consideremos @ = b°, b € F. Desejamos construir uma sequéncia (b;) € U tal

que b? = u(mod. P') e by = bi(mod. P*), i > 1; pois se tivermos tal sequéncia, e tomarmos
b= lim b;, entao b* — u = lim b? —u = lim (b? — u) = 0. Logo b* = u, e u € F2, pois F é

completo.

A existéncia de b, é garantida pois u© = b’ € F°. Como u € U, também b, = b € U.
Temos que b} = u(mod.P). Suponhamos achados b; € U; i > 1 tal que b? = u(mod.P') e
b; = b;_i(mod. P! )- Queremos determinar b;4; € U tal que be = u(mod. 'P") ebiy = bi+z27t,
com z € A a determinar. De b? —u = cr', ¢ € A, segue-se que b?, | —u = (b; +z7*)? —u(b? —u) +
2b;zm' + 22w = 7¥(c+2b;z)(mod. PHY). Como car(F) # 2, b; € U, entao basta achar z € A tal
que ¢+ 2b;z = w. Dal segue-se que z = (7 — ¢)(2b;)™! € A. Logo biy; € U e biy; = bi(mod. P*).
|

Teorema 2.3.3 [Levantamento de Raizes]

Sejam (F,v) um corpo local com c(F) # 2, e f(X)=aX?+bX +c € F[X]. Se existe
uma raiz@ em F de f(X) =aX?+ bX + ¢ entdo existe uma raizu em F de f(X).

AVA
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Demonstragao: Note que a reciproca ¢ valida e sua demonstragao € trivial.

Comecemos a demonstragao observando (e isto é tudo) que a mudanga de variavel X para
Y- 2% leva f(X)ag(Y)=aY?— %. Além disso zg é raiz de f se, e somente se, yo = zo+ Eb;
é raiz de g. Por outro lado, g(Y') tem raiz y, se, e somente se, h(Y) = 1g(Y') tem raiz yo. Assim
o calculo de raizes de um polinémio de grau dois se resume ao calculo de quadrados. Entao

basta demonstrarmos que se h(X) = X? +d € F[X] tem uma raiz @ € F entao h(X) = X%*+d

tem uma raiz u € F; e isto segue do Lema anterior.

Corolario 2.3.4 Nas hipdteses do Lema anterior temos que um elemento nao nulo ur™ (u €
T s -y r — _2 .
U, m € Z) é um quadrado em F se, ¢ somente se, m € par e W € F'. Em particular,

i=1= ue U2

Este Corolario implica na existéncia de uma sequéncia exata de grupos. Primeiro definimos

um homomorfismo de grupos de < para ?”%’ onde a imagem de @ é u € U; um levantamento de
F

. Este homomorfismo esta bem definido pois se v é outro levantamento de u, entao uv=! = 1.

Dai o Corolario anterior implica que u € v.F?.
Coroldrio 2.3.5 Nas hipdteses do Teorema anterior temos que a sequéncia exata curta

Z

.
| e e — 0 (2.3.1)

= F Z

se fatora.

Demonstragao:

A exatidao é clara. Para a fatoragao, defina j : % — }% que leva 1 em 7 F2.




Lema 2.3.6 A aplicagao 1 : F‘% — % induz 0os monomorfismos de grupos

i:W(F)— W(F)ej:W(F)— W(F),

definidos por i(<@y,...,a,>) =<ay,...,a,> ¢ j(q) =<m>.i(q).

Demonstragao:

De fato, para todo corpo K, 7{‘; é isomorfoa S = {<a>, a € R} e S gera W(K). Entao
definimos i : W(F) — W(F) por i(<@y,...,a,>) =<dy,...,a, > . Vejamos que i estd bem

definida, por indugao sobre n.
Denotemos <ay,...,a, > por ¢, € <@y,...,0,> pOr Q,.

Sen=1 e <ay>=<b>, aj, by € U entdao a, = b;32%, s € U, ou seja, @ = bys?. Isto implica

que (%‘;’—2) = 1. Pelo Corolario 2.3.4 Q}}?—: = 2, ou seja, bys? = a;t’. Logo < by >=<b;s? >=

<at’>=<a;>.

Seja ¢, =< by,...,b, > e suponhamos que §,_, = ¢,_,- Entao ¢,-1 = ¢,_,, para
n—1 > 1. Sejam < @y,...,0, >=< by,...,b, > em W(F). Entao < @y,...,a, >
< by,...,b, > . Pela observacao 1.2.3, b, € Dy < @y,...,a, > . Logo existe @; € F tal
que @,.@% + @.@2 + - - - + @,.a% = by. Sem perda de generalidade podemos supor que @, # 0.
Seja ¢ = @202 + -+ + Gp.Q2 — b,. Entao o polinémio @ X? + ¢ tem uma raiz @; € F. Pelo
Teorema 2.3.3 a; X% + ¢ tem uma raiz a; € F, ou seja a,a? + aza2 + -+ + a,a® = b;. Pelo
critério da representagao e diagonalizacao de formas quadraticas existe c;,..., ¢, € U tais que
<y, ag,...,0, >>< by, ¢hy... cn> . Dal <by,Coy... Gy >=<Ty,Tay...,0p >=<Dby,... by >
em W(F). Cancelando <b; > temos <@, ...,¢, >=<bs,...,b,> . A hipétese de indugio nos

da que <6a,.. .y =<y, ... ; 0, > . Consequentemente < @y, 8g, ... 38y >y, oy iiuy Oy D

<b;,b2,....,bn>. |




Desde que todo elemento = de F é daformaz = ur®,u € U, a € Z, toda forma quadratica

sobre F, pode ser escritacomo g = q; L<7> qz,onde ¢ =<ujpy...,Ur>€ Qs =<Upppy...,Up>,

com u; € U.

As formas quadriticas 0,(q) = §, (=<Ty,...,T,>) e 0y(q) =G, € W(F) sio chamadas

de primeira e sequnda classes residuais de q.

Teorema 2.3.7 [Springer]

Seja F um corpo local tal que ¢(F) # 2. Entdo

. Se toda forma quadrdtica de dimensdo n sobre F ¢ isotrdpica entdo toda forma quadrdtica

de dimensdo 2n — 1 sobre F' € isotrdpica.

2. A forma quadrdtica q sobre F' € isotropica se, e somente se, uma das formas quadrdticas

residuais de q € isolropica sobre F.

3. 0=(0,0,): WF)— W(F)® W(T) definida por d(qi1+ <7 > @) = (§y,q,) € um

isomorfismo de grupos.

4. q=4q em W(F) se, e somente se, 9;(q) = 9:(q'), i =1,2.

Demonstracao:

(1) Seja ¢ = ¢ L< ™ > ¢, de dimensao 2n — 1. Entao ¢q; ou ¢, tem dimensao
m > n. Suponhamos que seja ¢,. Pelo Teorema 1.3.4, G, contém HH. Logo §, = H 1 ¢/, ¢ =

<C3y...,Cpm > . Assim ¢y = i(q,) = i(¢') =< ¢3,...,¢m >= q3. Como dim ¢q # dim ¢ isto

implica que ¢, € isotrépica. O mesmo argumento vale para gy, caso dim ¢, > n.

(2) Seja g = 1 L< 7T > g2, @1 =< UpyeeoyUp > € G2 =< Upp1y...,Up > . S G; é
isotropica (para i = 1 ou 2), entdo §; = IH 1<@e3,...,¢ >, para algum s. Pelo Lema anterior

g~ IH 1<ecs,...,cs>: isotropica. Logo g é isotrépica.




Reciprocamente, se ¢ é isotropica entao ¢ contém IH. Se IH =< wu; >1<7><wuy;> entao
d(IH) = wyusm # —1. Pelo Teorema 1.3.2(2) temos uma contradi¢ao. Logo ¢; ou g, contém IH.

Dai g, ou g, é isotrdpica, e portanto q, ou @, é isotropica.

(3) A aplicagao @ = (0, 0,) é injetora pois se d(q L<7> @) = d(q; L<7> ¢;) entao
(G1,%) = (¢1,93) <= G, = ¢; € W(F), i = 1,2. Pelo Lema anterior §; = ¢’; € W(F), i =
1,2. Isto implicaque g, = ¢, e <> .G, =<7> .¢,. Daiq L<7> .qo = ¢} L<7> .q}.
Para demonstrar que d € sobrejetora basta demonstrar que 9o (i, ) = idy F)gwF), ¢ isto ¢

evidente.

(4) Segue do item (iii) e do Lema anterior.

2.4 Grupos de Witt dos Corpos p-Adicos

Vamos aplicar o Teorema de Springer para determinar o grupo de Witt dos completamentos
p-adicos do corpo dos nimeros racionais, onde p € IV é um nimero primo # 2. Para isto
basta verificar que ), ¢ um corpo local que o resto segue do Teorema de Springer e do Teorema
2.2.5. Ja vimos que todo elemento de @), se escreve na forma X = p™u,onde m € Z e u é
uma unidade do anel de valorizagao. Como @ é denso em @), existe € €, mdc(a,b) = 1
tal que u = §(mod. p). Como p nao divide b existe ¢ € Z tal que bc = 1(mod. p). Dai
u = §5(mod. p) = ac(mod. p), com ac € U. Dividindo ac por p temos que ac = ag + pas,
0 < ag < p, a; € Z. Consequentemente u = ag + uy.p", com ag € Z, 0 < ag < p, uy € U e

r € IN. Por inducao temos:

Qy = {p™(X aip'), ai € Z,0 < a; < p, ao # 0},

k=0

o0

m .
O anel de valorizacao ¢ Z, ={>_ aip', a; € Z, 0 < a; < p, ao # 0},
k=0
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O grupo das unidades é dado por U, = {ap + a;p+azp* + ..., ao #0, 0 < q; < p},

e o ideal maximal é: M, = {p(a;+azp+azp*+...),a; € Z,0 < a; < p} Assim o lema seguinte

é obvio.

Lema 2.4.1 Seja p # 2, entio ), ~ p% ={0, 1,..., p—1}.
Demonstragao:
A aplicacao ¢ : Z, — ;’% definido por ¢(z) = a¢ + pZ induz um isomorfismo Ep o~ 1%‘
Finalmente temos o

Teorema 2.4.2 As estruturas aditivas dos anéis de Witt dos corpos p-ddicos sdo:

1. W(Q,) ~ (%)‘l se p=1(mod. 4).
ya

(Q,) ~ (Z)? se p=3(mod. 4).

Demonstracao:

(1) e (2) Seja F = ;%, p # 2. Pelo Teorema de Springer temos que W(Q,) ~ (W (F))?,

aditivamente. O resto segue do Teorema 2.2.5. n

Observagao 2.4.3 (1) Pode-se verificar facilmente que os isomorfismos de grupos dados em

(1) € (2) ndo sdo isomorfismos de anéis.

(2) Apesar de ndo ter sido necessdrio calcular o grupo de classes de quadrados de %{— para
P
calcular o grupo W(Q) € fdcil determinar este grupo. Como todo elemento de @, se escreve

# . - 2 Id — Id
na forma p®.u, pelo Coroldrio 2.3.4 temos que p®u € @, se, e somente se, a € par e U € um
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quadrado em Ep. Pelo Lema 2.4.1 ap € isomorfo a K := ;‘Z,E. Como K € finito, o grupo de
classes de quadrados de K ¢ representado por 1 e s, onde s € um gerador do grupo ciclico K.

Segue-se que o grupo constituido pelas distintas classes de quadrados de @), estdio reunidas no

: .2 .
conjunto {1,s,p, ps}.€),. Resumidamente %‘2’- =d1. p, & Spk

r

As tdbuas para os grupos multiplicativos %’% para p > 2 sdo muito simples pois sao grupos

P

abelianos onde todos os elementos tem ordem 2. Assim o grupo %ﬁ—, para p > 2 primo, € o
P

grupo de Klein, isomorfo a (%)2




Capitulo 3

Algebra de Quatérnios

Neste capitulo veremos que uma algebra de quatérnios tem uma estrutura natural de espago
quadratico. Relacionaremos a divisibilidade da algebra com anisotropia de sua forma quadratica

norma.

3.1 Conceitos Basicos Sobre Algebra de Quatérnios

Definigao 3.1.1 Sejam F' um corpo e a,b € F. Definimos a dlgebra de quatérnios D := (“—Fb)

como sendo a algebra sobre F gerada por i,j tais que i’ =a, j2=beij=—ji=k.

Note que como F-espago vetorial D tem dimensao quatro e base {1,1, 7,k}. Desde que ij =

—Jji, a algebra D nao é comutativa. Observe também que k? = (i).(ij) = —i%.j2 = —a.b € F.

A algebra de quatérnios D = (_1,“,_1) é o anel de divisdao usual dos quatérnios reais,

denotado por H.

Definigao 3.1.2 1. Uma F-dlgebra D é dita centralse Z(D) = F (= F.1p).
2. Uma F-élgebra D é dita simples se D nao possui ideais bilaterais proprios.
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3. Uma F-algebra que satisfaz (i) e (ii) é dita central simples.

O proprio F' é uma F-algebra central simples. Para uma algebra de quatérnios temos:

Proposigao 3.1.3 Toda dlgebra de quatérnios € central simples.

Demonstragao:

Seja D = (%:E) uma algebra de quatérnios sobre o corpo F, com F-base {1, i, j, k}.
Denotemos o centro de D por Z(D). De ij = —ji e ik = —ki, temos que 1, j, k ¢ Z(D). Assim
se T = xo+ 211+ x2) + a3k € Z(D), as equagoes xt = ix, vJ = jx e rk = kx nos dao que

Z(D)=Flp=F.

Agora considere J C D um ideal bilateral. Se J # {0} é suficiente mostrar que existe
a #0,tal que o € (JNF). Seja 0 # x = a+Pi+vj+dk € J. Suponhamos que 3, v ou é é nao
nulo. Por exemplo, se 3 # 0 entao zj = aj + fk+yb+débi € J e jo = aj — fk+~vb—dbi € J.
Dai 7 — jo = 2Bk + 26bi € J. Como ¢(F) # 2, tem-se que Sk + §bi € J. Dai (8i + dk)b =
(Bk + 8bi)j € J. Como b é inversivel y = Bi + 8k € J. Por hipétese yi + iy = 2af € J N F.

Raciocinio analogo se aplica caso 4 ou 4 é nao nulo. Portanto J = D. [

Defini¢ao 3.1.4 Seja D = (%b) com base {1, i, j, k}. Um quatérniov = pi+~j+ k€ D

€ dito quatérnio puro. O conjunto dos quatérnios puros de D serd denotado por Dy.

A proposicao abaixo mostra que a nogao de puridade ¢ independente da escolha da base

{17?1.}1}‘7}

Proposicao 3.1.5 Sejam D = (EF'—E’] e 0 # v € D. Entdo v € Dy se, e somente se, v € F' ¢
v?eF.




Demonstracgao:
(=) Seja v = a + Bi + vj + dk. Entao:
v? = (® + af? + by* — abd?) + 2a(Bi + vj + 6k).
Se v € Dy entao a = 0. Assim, v? = a8 + by? — abé? € F e claramente v ¢ F.

(<)Sev g Fentaoou S #0ouvy#0o0ud#0. Dev? € F e pela equagio (1) tem-se

que a = 0, isto é, v é um quatérnio puro. =

Consideremos D = (Eﬁé), a, b € F uma algebra de quatérnios, com a base B = {1,1,j,k}.

Vamos demonstrar que D tem uma estrutura natural de espago quadratico.

Dado ¢ = a + pBi + v5 + 6k € D, o conjugado de z é definido e denotado por T :=
a— i —~yj — 6k.

As seguintes propriedades sao de faceis verificagoes:
1) z¥y=7+y. (2) zy=yz. (8) T=2z2. (4) reF, rTx=r7.

(5) Se z € Dy entao T = —x.

Definigao 3.1.6 Paraz € D = (5,53), definimos a norma de = por N(z) = z.T e o trago de z

por T'(z) =z + 7.
Note que das igualdades T'(z) =2+ =T+T=T+z=2+7=1(z) e N(z)=2T =

z.T = ¢.T = N(x), concluimos que a norma e o trago de qualquer elemento de D sao escalares.

Definigao 3.1.7 Nas condigoes acima N : D — F' é uma forma quadratica chamada de forma

norma ou forma norma reduzida de D. A forma bilinear associada é dada por by(z,y) =

1 T(27).




Agora vamos verificar que B = {1,7,7,k} é uma base ortonormal do espago quadratico

(D, N) e nesta base N ~<1,—a,—b,ab> .

Sejam z,y € Do, entao b(z,y) = 3(z¥ + yT) = 3(—zy — yz) = —3(zy + yz). Logo
b(z,y) = 0 & zy = —yz. Como 1j = —ji, tk = —ki e kj = —jk, segue-se que ¢, j, k sdo
ortogonais dois a dois. Além disso, se z é puro, b(z,1) = (214 17) = }(z —z) = 0. Logo 1 é

ortogonal a i, j e k,isto é, B = {1, i, j, k} é uma base ortogonal para (D, N).

Corolério 3.1.8 O espago quadrdtico (D, N) € regular, tem base ortogonal B = {1, i, j, k}

e N € isométrico a <1,—a,—b,ab>~<1,—a>Q <1,-b>.

Demonstracgao:

Tem-se N(i) = i1 = —i2 = —a, N(j)=jj = —j?>=—b, N(k)=kk=—k?=a.b. Assim
se x = a+ PBi+79] +dk € A entaio N(z) = o? — aBf? — by? + abs®? =
< 1l,—a,—bab > (x), ou seja, na base B temos a seguinte diagonalizacao de

N: <1,—a,=b,ab> . =

Observagao 3.1.9 : Para os quatérnios reais H =(_—II';—I), tem-se N(a + pi +vj + dk) =

a? + B2 +~% 4+ 6% Logo N € a norma euclidiana usual de IR*.
Proposigao 3.1.10 Seja D = (“I—b) Entdo

1. Para todos x,y € D, N(z.y) = N(x).N(y).

2. x € D € inversivel se, e somente se, N(z) # 0 (isto €, se, e somente se, T € anisotropico).

Em particular, Dp(N) — {0} € um subgrupo multiplicativo de F.

Demonstragao:

(1) N(zy) = zy.7y = ¢y.7.y = z(yy)T = aTyy = N(z).N(y).
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(2) Se existe 7!, entdo N(z).N(z™') = N(z.z™') . Logo N(z) # 0.
Reciprocamente, se N(z) # 0 entdao 2.7 = N(z) = N(z).1. Segue-se que L. .

N(z)

1. Logo ™' = i

= NX)’

Por (1) Dp(N) é fechado. Se a = N(z), b = N(y) sdo nao nulos, entao por (1) e (2)
ab™' = N(z)N(y)™" = N(z)N(y™') = N(zy™') € Dp(N) — {0}. Logo Dp(N) — {0} é um
subgrupo de F. B

Definicao 3.1.11 Dizemos que uma algebra de quatérnios D = (5'-3—!’) se fatora se ela satisfaz

uma das condigoes equivalentes do Teorema a seguir.

Teorema 3.1.12 Para D = (“Tb) as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. D ~ My(F) (isomorfismo de F-dlgebras).
2. D nao tem divisdo.

3. (D,N) € um espago quadrdtico isotrépico. Logo hiperbdlico.

Demonstracao:

(1) = (2) Como M;(F') tem divisores de zero segue-se que D tem divisores de zero. Logo D

nao tem divisao (isto é, nem todo elemento nao-nulo de D é inversivel).

(2)=(Q)

Pelo Teorema de Wedderburn ”Toda algebra simples D é isomorfa a uma algebra de
matrizes M,,(D;), onde Dy é uma dlgebra de divisao sobre F”. Segue-se que neste caso dim D =
4edimD =m?dimD;,. Sem =1 entao dimD; =4 e D ~ My(D;) ~ Dy, que é um absurdo
(pois Dy é uma algebra com divisao e D nao o é). Se m = 2 entao dimg Dy = 1; assim Dy ~ F'

eD’:Mg(F)




(3) <= (2) Segue da Proposicao 3.1.10(2), pois N(z) = zZ. Resta mostrar que se N é

isotropica, entao NV é hiperbdlica.

Se N ¢é isotrépica pelo Teorema 1.3.4(2) <1,—a,—b,ab>~ IH 1<c,d> . Calculando o

determinante obteremos 1 = —cd e dai d = —c. Logo N ~ IH 1 <e¢,—c¢>= 2/H : hiperbdlica.

Exemplos

A algebra (l%l) se fatora pois sua forma norma <1,—1,1,—1> é hiperbélica.

Se a € F, entio ambas as algebras (1—F‘3) e (=) se fatoram, pelo item 3 do Teorema.

Se F' é um corpo finito entao (Tb) se fatora, para quaisquer a, b € F. De fato pelo Lema

2.2.4(2), toda forma binaria sobre F' é universal; e pelo Teorema 1.3.6 segue-se que toda forma

de dimensao trés (ou mais) é isotrépica.




Capitulo 4

Radical de um Corpo

4.1 Radical de Kaplansky

Pode-se dizer que as formas de Pfister surgiram ao mesmo tempo que o advento dos anéis de
Witt. Mas s6 em 1981 J.L. Yucas, em um trabalho que é parte de sua tese de Doutorado
tem demonstrado varias de suas propriedades (ver [Y]). Algumas destas propriedades que serao

necessarias neste trabalho serao adaptada e reproduzidas aqui.

A nocio de radical de um corpo F' foi introduzida em 1969 por 1. Kaplansky em [K]. A

definigao original é equivalente a R(F) = () D < 1,a > . Portanto, I. Kaplansky definiu o
a€F

radical de um corpo usando apenas 1-forma de Pfister. Mais tarde J.L. Yucas no trabalho

supracitado, generaliza esta definigao para n-formas de Pfister, para n € IN qualquer.

Uma n-forma de Pfister ¢, sobre um corpo F' é uma forma quadratica do tipo <1,a; >
R<l,a3> ®...0Q <1,a,>, onde ay, ay,...,a, € F*, e n > 1. A tinica 0-forma de Pfister é a
forma quadratica <1> . Uma notagao pratica é: ¢ :=<ay,4dz,...,a,> . A forma quadratica
¢’ tal que K ay,as,...,a, >~<1>1 ¢ édita vizinhanga de Pfister de p =< ay,az,...,a,> .
Em analogia com os quatérnios puros (para n = 2), também se diz que ¢’ é a parte pura da

n-forma de Pfister ¢.




Por exemplo, para a;, a; € F, € a1,a; >=<1,ay,a3,a,a; > é uma 2-forma de Pfister e

<ay,as,aza3> ¢ a vizinhanca de Pfister de < ay,a;> .

As formas de Pfister mais conhecidas sao as 1-formas e as 2-formas de Pfister, ditas formas

(quadraticas) normas. As l1-formas < 1,a > estao relacionadas com as extensoes quadraticas

K = F(\/—a), a € F*. Notemos que se r = a + 3\/—a, entao nkp(z) = 2T =<1,a> (a,B).

As 2-formas normas < a,b > sdo formas normas de dlgebras de quatérnios como vistas no
capitulo anterior. Os resultados fundamentais sobre estas formas quadréticas é que o conjunto
dos elementos representados por elas formam um subgrupo de F, e se uma n-forma de Pfister
é isotrépica entdo ela é hiperbélica ([Lam, (X, Corol.1.7]). Para o caso de formas de Pfister
de dimensao 2 ou 4, a demonstracao é simples, pois aqui, podemos usar a nocao de elemento
conjugado da extensdo quadratica associada a forma norma < 1, a >, ou da dlgebra de quatérnios

associada a forma norma < a,b> . Assim,

Proposicio 4.1.1 Seja ¢ =<1,a> ou p =<a,b>, a, b€ F. Entio Dy ¢ um subgrupo
de F.

Demonstragao:

Se ¢ =< a,b > o resultado segue da Proposicao 3.1.10(2). Se ¢ =< 1,a >, entdo
Do ={c*+aB2€F, a, € F} ={N(z)=2T #0, 2 = a+ Bv/—a € F(/=a)}. Como
N : F(v/—a) — F é multiplicativa, o resultado segue. [

Seja P,(F') o conjunto das classes de isometrias das n-formas de Pfister. O subconjunto

Dpe é um subgrupo de F, qualquer que seja @ € P(F).

Definicao 4.1.2 Para cadan € IN,n > 1 o n-€simo radical do corpo F é denotado por R,(F)

e € definido por

lFEPu{F)
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e Ro(F)=F2
Como D(¢) C D(¥), V¢ € P,(F) e € Py (F) temos a sequéncia de subgrupos

F?C Ry(F)C Ry(F)C -+~ C Ri(F)C--- C F.

Para o que segue s6 precisaremos do radical R;(F') e por isso s6 desenvolveremos a teoria

para este, apesar de que a maioria dos resultados valem para R,(F') para n > 2.

Proposicio 4.1.3 Parar € I as sequintes proposi¢oes sao equivalentes:

1. re fl’.](f‘T).l,
2. ¢ =L —r,a>> ¢ hiperbdlico, (isto é: v =0 € W(F)) para qualquer a € F,

2. D<l,-r>=F, ou seja <1,—r> ¢ universal.

Demonstragao:

(1)==(2) Para qualquer ¢ =< l,a >€ R;(F) a hipétese nos dd que r € Dy. Pela
Proposicao 1.2.5 ¢ ~<r,z>, z € F. Calculando o determinante encontramos z = ra. Lo-

go ¢ <r,ra>~<r> ¢. Entao <1,—r,a,—ra>=0em W(F).

(2)==(3) Tome a € F. Por hipétese ) =< —r,a >= 0 em W(F). Logo < 1,—r >
< —a,ra> . Assim —a € D(< —a,ra>) = D(<1,—r >),Va € F. Portanto < l,—r> ¢

universal.

(3) =(1) Sejar € F tal que D(<1,—-r>) = F. Logo para qualquer a € F,<1,—r>n~

<a,—ra> . Entao <1,—r,—a,ra>= 0 em W(F). Dai <1,—a>=<r,—ra>€ W(F), para
qualquer a € F. Logor € D(<r,—ra>)= D(<1,—a>), V—a € F. Por definicdo r € Ry(F).
|




Lema 4.1.4 Sejam a, b€ F. Entiobe D <1,a> se, ¢ somente se, b.Ry(F)C D <1,a> .

Demonstragao:

Como D < 1,a > é um grupo que contém R;(F') entao b € D < 1,a >= b.Ri(F) C

D <1,a>. Desde que 1 € R|(F') a reciproca é evidente. =

Os corpos locais p—Adicos @,, corpo dos niimeros racionais € e o corpo dos niimeros reais

IR sdo exemplos de corpos com o radical trivial. Se F' é um corpo finito entao R,(F) = F, pois

toda forma binaria é universal, (Veja Lema 2.2.4). Logo R;(F') ndo é trivial.

Para finalizar este capitulo vamos construir exemplos de corpos contidos em €,, com oito
classes de quadrados e com radicais nao triviais. Para isto usaremos os seguintes lemas que

podem ser encontrados em textos de Teoria dos Conjuntos e Teoria dos Numeros.

Lema 4.1.5 Zorn

Seja E um conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadeia em E possui limite superior.

Entio E possui elemento mazximal.

Lema 4.1.6  [. Seja p > 1 um nimero primo em Z tal que p = 1(mod.4). Entdo existe

a,b € Z tais que a® + b* = p.

2. Sejam a,m € Z tais que mdc(a,m) = 1. FEntdo existem infinitos nimeros primos na

progressao an + m.

Lema 4.1.7 Sejam Fy, F dois corpos tais que Fo C F ¢ S = {a;, 1 € [} um conjunto de
elementos contidos em F \ Fy. FEntdo a familia F de subcorpos de F que ndo contém S

possut um subcorpo mazimal.




Demonstragao:

Como Fy, € F, F nao é vazia. Ordenemos F por inclusao. Se T é um subconjunto

totalmente ordenado de F, entao K = U F; é um subcorpo de F' que nao contém S. Logo
F,eT
KeF ecomo KD F,,VF, €T, K éum limite superior para o conjunto de corpos F; € T.

Pelo Lema de Zorn JF possui um elemento maximal. <]

Também ¢é simples de se demonstrar que

Lema 4.1.8 Sejam F'D K e a€ F. Entio K € um subcorpo mazimal de F' que ndo contém

a se, e somente se, a ¢ K e a € K(B), para qualquer B € F \ K.

Lema 4.1.9 Sejam F um corpo com corpo primo Fy ¢ o € F algébrico sobre Fy. Se K € um

subcorpo mazimal de F que nao contém «, entio F' € uma extensdao algébrica de K.

Demonstragao:

Seja B € F transcendente sobre K. Desde que 8 ¢ K, pelo Lema 4.1.8 a € K(f3). Sejam
T fi’_)% p(X), q(X) € K[X], ¢(B) #0 e f(X)=a+aX + - +a X" € F[X] o

polinébmio minimal de a. Entao

P () SRS LL.)%
U= Fla) =todas g & =t o

Multiplicando esta igualdade por ¢(3)" temos

0 = apq(B)" + arp(B)q(B)" ™" + -+ + ap(B)".

Logo 8 é raiz do polinémio h(X) = aoq(X) + a;p(X)g(X)"™' + -+ 4+ a,p(X)" € K[X],

contradigao. m

De agora até o fim deste capitulo vamos considerar p um nimero primo em Z tal que p =

1(mod.4), equivalentemente, —1 é um quadrado modulo p. Pelo Lema 2.3.2 isto é equivalente
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. 2 : . .
a —1 € @, Vamos denotar uma solugao de X?=—1em @, por +i. Desde que i ¢ @ (corpo
primo de ),) existe um subcorpo maximal de ), que ndo contém i. Vamos fixar um deles e

denotar por F.

Lema 4.1.10 Seja b € F tal que b€ Qz (isto €: b = 1(mod.p). Veja Lema 2.3.2). Entdo b

ou (exclusivo) —b é um quadrado em F.

Demonstracgao:

Note que como —1 € Q: entao b € QE e —be QE Logo Vb e iv/b pertencem a Qp.
Se estes elementos estio contidos em F, entio Vb.ivh = ib € F. Dai i = (ib)b~! € F.

contradicao.

Por outro lado se v/b ¢ F, por definigao de F' segue-se que i € F'(v/b) (Lema 4.1.8). Seja
i =a+pBvb, a,B € F. Entao (a+8Vb)? = a?+b32+2a8Vb=—1. Dai a.f=0e a?=—1
ou b3? = —1. Como a € F, a # +i e portanto b3% = —1, ou seja, BVbh = /=1 =1i.
Finalmente ivb = ﬁ(\/’f;)\/f; =fAbe F. [ ]

Lema 4.1.11 Seja F o subcorpo mazimal de @, que ndo contém i, considerado anteriormente.
Entao TC{% = {1, +s,+p, +sp}, onde s € Z ndo é um quadrado mddulo p. (ou seja: 5 é um

gerador do grupo ciclico Ep).

Demonstracéo:

Seja s € Z um gerador do grupo ciclico T Ja vimos na Notagao 2.4.3(2) que A =
p

{1,s,p,ps} é um conjunto de representantes para —;. Como p € F segue-se que A C —-F‘%

P e
Além disso, por hipétese —1 ¢ F? e portanto —1 # 1 em F?. Se —1 = s € -;g entao

—s=1€ F?c @,”. Como—1¢ Q; (pois p = 1(mod.4)), segue-se que s € Qi, absurdo. Logo

{£1, s, +p, +ps} é um conjunto constituido de classes distintas médulo F2.

43




Considere agora b € F, qualquer. Como F C @),, b=p°u,paraalgumac Z e ucU,.
Assim bF? = puF? ou ul? e portanto basta demonstrarmos que u = 1 ou s médulo
1

> =2 . PO -2
F?. Temos que u = 1 ou u = s(mod.€),), ou seja, u ou us™" é congruo a l(mod.Qp). Pelo

Lema 2.3.2 u ou us™' é um quadrado em Qp. Pelo Lema 4.1.10 u € {+1,+s}F2. Assim

bF? € {£1,+s, +p, £ps} F2. a

Observagao 4.1.12 Li Delang demonstra em [De, Corol.4] que o nimero cardinal de subcor-

pos mazimais de @, que ndo contém i ¢ pelo menos 28,

Teorema 4.1.13 Sejam p € Z um numero primo congruente a 1 modulo 4 ¢ F' um subcorpo
de @), que ndo contém 1 = \/—1. Entdo F tem & classes de quadrados, admite uma inica

2-forma de Pfister anisotrépica e R(F') = {1,—1}.

Demonstracgao:

Que F' admite 8 classes de quadrados ja sabemos pelo Lema 4.1.11. Para demonstrar
que —1 € Ry(F), é suficiente demonstrar que Dp < 1,1 >= F, (Proposicao 4.1.3). Como
F?c Dp(q) para qualquer forma quadratica ¢, basta demonstrarmos que {*1, +s, +p, +ps} C
Dp <1,1 >={2*+y* # 0, z,y € F}. Note que <1,1 > ¢é exatamente a forma norma

da extensao quadratica F(v/—1) (de F), ou seja: < 1,1> (z,y) = Np/=5(z + yi). Como

Z C F, pelo Lema 4.1.6(1) temos que p € Dp <1,1>, e como —1 = Np/=(i), temos que

{1,-1,p,—p} € Dr <1,1>, (pois Dr <1,1 > é um subgrupo de -F‘%) Pelo Teorema de

Lagrange resta demonstrar que s € Dp <1,1>. Como mde(p,s) = 1, pelo Lema 4.1.6(2) e o

Teorema Chines do Resto existem primos q € Z satisfazendo

q = s(mod.p)
q = 1(mod.4).
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Pelo Lema 4.1.6(1) 2* + y> = g ¢é solivel em @, e como ) C F concluimos que

q € Dr < 1,1 > . Agora basta trocar s por g (pois s € apenas um gerador de Qp = p%.

Isto demonstra que —1,1 € R{(F).

Se existe uma solucao da equacao 2% 4+ sy? = p sobre F, entdo existe uma solucao de
z* + sy*? = p sobre ), ou seja, p € Dg,(<1,s>). Isto contradiz o Teorema de Springer. Logo
< 1,8 > nao € universal. Pela Proposi¢ao 4.1.3 temos que —s ¢ R;(F'). O mesmo argumento
aplicado sobre os outros elementos nos da que s, p e —p nao pertencem a R;(F'). Logo Ry(F) =

{1,—1}F2.

Para finalizar seja ¢ =< 1,a,b,ab > uma forma quadratica anisotrépica sobre F. Como
R(F)={1,-1} C D <1,z> temos que |D <1,z>| >4, Yz € F. Além disso a,b ¢ R,(F),
senao q seria isotrépica. Se a = s entao D <1,a>= {£1,+s} (pois <1,a> nao é universal).
Pelo Teorema 1.3.6 b € {£p,+ps}. Se a = +p entdo b € {*s,£ps}, pelas mesmas razoes.
Em todos os casos obteremos: ¢ ~ ¢ :=<1,s,p,ps > ou ¢ =~ q; :=< 1,8,—p,—ps > ou
q=~q3:=<1,—s5,p,—ps>ouq=~ q :=<1,—s,—p,ps>. Mostremos que ¢; ~ q; para todos
P r=1,2.34

Como —1 € D <1,s5> temos que <1,s>~< —1,z > e calculando o determinante destas
formas obtemos * = —s. Logo <1,s >~< —1,—s> . Multiplicando por < p > e somando
<1,s> a ambos os membros da isometria obtemos: ¢ ~ ¢;. As isometrias ¢, ~ ¢z € 1 >~ g4
sao demonstradas de modo analogo. Logo existe uma tnica 2-forma de Pfister sobre F' a menos

de isometria. Isto conclui o Teorema. =




Capitulo 5

Elementos Rigidos e Anéis de

Valorizacao

O Teorema de Springer afirma que se F é um corpo com uma valorizacao dis-
creta, F o corpo de residuos de caracteristica diferente de dois e 7 um gerador do ideal maximal
do anel de valorizagao, entao toda forma quadratica sobre F' tem uma decomposi¢ao na forma
q=q l<7m> q,, onde q e ¢, representam apenas unidades do anel de valorizacao. Em
outras palavras, o anel de Witt de F, W(F'), é isomorfo ao anel de grupo W(F)[A], onde A ¢é
um grupo com dois elementos. Consequentemente a forma binaria < 1,7 > representa apenas
elementos em F2 U 7 2. Szymiczek [Sz] tem chamado os elementos a € F tais que 22 + ay?
representa apenas elementos em F2UaF? de elementos rigidos. E facil checar que se I’ admite
uma valorizagio v com ideal maximal M tal que 1 + M C F? entdao qualquer elemento de F
cujo valor nao é divisivel por dois é rigido. Outros autores (ver [AEJ] e [Wa]) perceberam que
se T' é um subgrupo de F contendo [2, a existéncia de elementos a € F que sao T-rigidos, isto
é, '+ aT C T U aT implica na existéncia de uma valorizacao v de F' tal que 1 + M, C T.
Se F possui elementos R,(F)-rigidos entdao F' admite uma valorizagao que ndo é 2-divisivel e

Agora vamos fazer uma série de construgoes técnicas para demonstrar que a
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existéncia de um elemento R, (F')-rigido no corpo implica na existéncia de um anel de valorizagao
Ry (F')-compativel. Sera demonstrado que um corpo Hilbertiano possui uma valorizacao com-
pativel com o radical. No proximo capitulo pretendemos mostrar que se A é uma algebra de
quatérnios com divisao sobre um corpo Hilbertiano F, uma valorizacao R;(F')-compativel de
F' se estende a algebra de quatérnios. Sera dado exemplos que mostram que este fato nao é

sempre verdadeiro.

5.1 Anéis de Valorizacoes R,(F')—compativeis

Definigéo 5.1.1 Diz-se que a € I é Ry(F)-rigido se: By(F)+ aRy(F) C Ri(F)UaR,(F). Se
a e —a sao R(F')-rigidos diz-se que a é Ry(F)-birrigido. Se a nao é Ry(F)-birrigido dizemos

que a é R,(F')-basico. O subconjunto constituido por estes elementos é denotado por B(R;(F))

Um anel de valoriza¢ao de um corpo F' é um subanel A de F tal que z ou 2! € A, para
todos z € F. Este anel possui um unico ideal maximal M e o grupo de unidades é precisamente
A\M. O corpo de fragoes de A é F e existe uma valorizacao natural associada a A, v: F — G,
G= LE A adigao de (G é a operagao de multiplicagao. Esta definicao estende a definicao dada

em 2.3.1.

Definicao 5.1.2 Seja A um anel de valorizagao do corpo F. Dizemos que A é R;(F)-compativel
(ou compativel com o radical Ry(F)) se 1 + M C Ry(F'). Da mesma forma, uma valorizagao v

de F é dita Ry(F')-compativel se 1 + M, C Ry(F).

Note que: Como R;(F) é um subgrupo de F, z é Ry(F)-rigido se, e somente se,

1+ 2Ri(F) C Ry(F)UzRy(F).

Proposigao 5.1.3 : Seja A um anel de valoriza¢io de um corpo F' com ideal mazximal M
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e grupo das unidades U. Se Ry(F) contém 1 + M entio qualquer elemento de F\UR,(F) ¢
Ry (F')-rigido.
Demonstracao:

Seja ¢ € F\UR,(F) e seja t € Ry(F). Como & € F\UR,(F) entio z nao é unidade em
A (sendo zt = u € U = z = ut™" € URy(F)), assim zt ou (zt)™' € M. Se zt € M entdo
l+at € 1+ M C Ry(F), agora se (zt)™! € M entao 1 +(xt)™' € 1+ M C Ry(F'). Logo 1+ xt €
ztRy(F) e portanto 1+at € Ry (F) (pois t € Ry(F)). Desta maneira, 1+xt € Ry(F)UzR,(F)
e portanto 1 + zRy(F) C Ri(F)U xRy (F). Logo x é Ry(F)-rigido. oW

Para um subgrupo H de F definimos:

Or=0OH)={z€eF|as¢Hel+axe R(F)};

0, = Og(hr) = {.IT € H ‘ .01 C ()1};

O(H)=0,U0; e

U(H) = {z € 0y | 2 € O3).
Lema 5.1.4 Seja H um subgrupo de F' contendo B(R\(F)). Se —y ¢ R\(F) entdo Ri(F) +
yR\(F) C HUyR\(F).
Demonstragao:

Temos que mostrar que 3 ry,7, € Ry (F') tal que ry + yry € yRy(F). Se I r,r2 € Ry(F)
com ry + yry ¢ H entao (—ry — yry) é Ry(F)-rigido. Logo Ry(F) + (—r1 — yr2)Ry(F) C
Ri(F)U (=ry — yro)Ri(F). Além disso —yry =1y — 1y —yra € Ri(F) + (—r1 — yr2) Ri(F) C
Ry(F)U (—ry — yr2) Ry (F). Como —y ¢ Ry(F) segue que —yry € (—ry — yrz) Ry(F). Entao

yro = (ry + yrg).ra, com ry, 13,13 € Ry(F'). Logo y.:—Q =r; +yry. Assim yRy(F) =r; +yry e
3

entdo ri+yry € yRy(F'). Consequentemente ry+yr, € HUy R, (F'), e portanto By (F)+yRi(F) C
HUyR,(F). [ ]




Proposigao 5.1.5 Seja H um subgrupo de F contendo B(Ri(F)). Se A € um anel de

valorizacao de F entdo:

(1) UR((F) C H.

(2) O, Cc M.

(8) As seguintes condigoes sio equivalentes:

(a) A=F.

(b) H=F.

(¢) O grupo de valores I' é 2-divisivel (isto ¢, I' = 2I".)
(4) 1+ M C Ry(F)

(5) Se —1 ¢ R,(F) entdo A ndo € diddico.

(6) Se para cada t em Ry(F),3 x € F tal que 1 — tz? ¢ H entio R\(F) = (1+ M)F.

Demonstracao:

(1) E suficiente mostrar que U C H, pois Ri(F) C H. Se ¢ ¢ H entio z é R,(F)-rigido.
Assim 1 +x € Ri(F) U xzRy(F), isto é, podemos considerar dois casos, ou 1 + & € R(F), ou
1+z € zR(F).

Caso 1: Se 1 +x € zR,(F) entao = ¢ O;. Como z ¢ H entdao ¢ O,. Logo z ¢ O, U O, = A,
e portanto z ¢ U (pois U C Aex ¢ A).

Caso 2: Sel+x € Ri(F)entao 1 + 27! € 7 'Ri(F) = xRy (F). Assim « ¢ A e portanto
z¢ U. Logo U C H.

(2) Vamos tomar z ¢ M. Se x € U entao z € H por (1). Logo = ¢ O,. Se z ¢ U entao
¢ A=0,UO0O,, poisz ¢ M e A= M UU. Consequentemente = ¢ O,. Portanto O, C M.




(3)(a)=(c) é Sbvio.

(b)=>(a). Se H = F entdo O; = {0} e O = F. Logo A=0, U0, = {0} U F = F.

(c)==(b) Se I' é 2-divisivel entdo UF? = F. Mas UF? C UR,(F) C H por (1). Logo
F C H. Como H é um subgrupo de F temos que H C F. Portanto H = F.

(4) Sejax € M. Se z € Oy entao 1 + = € Ry(F). Logo 1 + M C R,(F'). Agora, se z ¢ O,
entao x € O, (poisx € M C A= 0;UQO;). Dai x € H. Desta maneira, podemos considerar o

seguinte:
(1) Se I' é 2-divisivel entao A = F por (3) e neste caso M = {0}. Logo 1 + M C Ry(F).

(ii) Se A # F entao 27! ¢ A (pois ¢ € M). Dai z7!' € H\A, e entao 27! ¢ O,,
isto é, 27'.0, nao esta contido em O,. Portanto 3 y € O, tal que z7'y ¢ O,, ou seja,
1+ 27'y ¢ Ri(F). Além disso 7'y ¢ H, e entdo =~ 'y é R,(F)-rigido, ou seja, 1 + 2~ 'y €
Ri(F)Ua 'yRy(F). Como 1 + a7 'y ¢ Ry(F) entao 1 + 2~y € z~'yRy(F), e ainda, como
Ry(F) C H segue que ™ 'yR(F)N H = (). Desse modo 1 +z~'y ¢ H. Desde que -1 € H segue
que —y ¢ H. Podemos ver também que —y € O, pois —1 € O, ey € Oy. Logo —y = —1.y € O;.
Assim, pela defini¢ao de O temos que 1 —y € Ri(F)el+az'ly=14+a' -z ' +a27ly =
1+t -2 '1—y) e (1 +z " )R(F)—x'Ry(F). Como z € M, obtemos 1 + z € U C H
el+z!' =271+ ) € H. Pelo Lema 5.1.4 temos que —(1 + z~')(—=z~!) € Ry(F). Dai
1+ € 22R\(F) C R(F).

(5) A nao é diadico se 2 ¢ M. Vamos supor que 2 € M, entao —1 =1-2 € 1+M C Ry(F)

(absurdo, pois contradiz a hipotese). Logo A nao é diadico.

(6) Por hipétese para cada t € Ry(F'),3 x € I tal que ta?—1 ¢ H. Além disso 1 +tz2—1 =
tz? € Ry(F). Por (2) temos que tz> — 1 € O; C M. Consequentemente tz?> € 1 + M e dai
t € (14+ M)F2. Logo Ri(F) C (14 M)F?. A inclusio (1 + M)F? C Ry(F) segue de (4).

Portanto, Ry (F) = (1 + M)F?.
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Lema 5.1.6 Sejam a, « elementos de F tais que a ¢ Ri(F) e z,az sio Ry(F)-rigidos. Se
1+a, 1 -z € Ry(F) entdo 1 + ax € Ry (F).

Demonstracgao:

Temos que 1 +az=1—z+z+azx € (1 —z)Ri(F)+2(1 +a)Ri(F) C Ri(F)+ zR,(F).
Desde que ax é R,(F')-rigido segue-se que 1 + ax € R(F) + axR(F) C R\(F) U azRy(F).
Como a ¢ R(F), obtemos zRy(F)NaxR(F) = 0. Logo 1 + ax € Ry(F). ©

Proposigio 5.1.7 Seja H um subgrupo de F contendo B(R,(F)). Entio as sequintes proposiées

sao vdlidas:
(1) Oz € um mondide multiplicativo ¢ U(H) € um subgrupo de F.

(2) Seja x € F\H. Entdo R,(F)N zR(F) = 0. Além disso, z € O(H) se e somente se,
z=' ¢ O,(H).

(3) Seja x € H\O2(H). Entdo existem y, z € O\(H) tais que zyz = 1, isto ¢, ™' = yz €
O:(H).0:(H).

T

(4) Se z € Oy(H) entio e € O,(H).

xr

(5) Se A € um anel de valorizagio de F tal que (1 + M)F? = Ry(F) entio M = O,(U) e
U = 0,(U). Em particular A = O(U).

Demonstragao:

1) O, é um monoide multiplicativo.
p

De fato, para quaisquer a, b € Oz,a € H e b € H. Logo ab € H. Para qualquer z € O,
tem-se que ax € Oy e bx € Oy, pois a, b € O;. Logo ab.x = a(bz) € O, e assim ab € O,.
Portanto O, é fechado para multiplicagao. Entao O, é um mondide, pois 1 € O,. E evidente

que o conjunto das unidades de O, constituem um subgrupo. Logo U(H) é um subgrupo.




(2) Desde que = € F\H e R(F) C H temos que Ry(F) N zR(F) = 0. Como
B(Ri(F)) C H e x ¢ H segue que x é R(F)-rigido, isto é, 1 + = € R (F)U zR,(F). Lo-
gol+xze€ R(F)oul+z€aR(F).Sel+zx€ Ri(F)entao 1 +z! € 27 'R, (F), ou seja, se
z € Oy entao x~' ¢ Oy. Agora se 1 + & € 2R (F) entao 1 + 27! € Ry(F), ou seja, se z ¢ O

entao z~!' € O,. Portanto x € O, se e somente se 27! ¢ O,.

(3) Seja ¢ € H\O; entao  y € O, tal que 2y ¢ O,. Como z € H ey ¢ H temos que
zy ¢ H, consequentemente por (2) z = (zy)~' € O, pois zy ¢ O,. Logo, 27! = yz € 0,.0;.

(4) Por hipétese 2 ¢ H e 1+ € Ry(F) C H. Desde que —1 € B(Ry(F)) C H temos que
< 1
= -::r = e s F (1+x)™" ¢ H. Portanto, 1 + (-

Ry(F'), mostra que . B 0.
|

T _l+.r—:c 1

1+;I:)_ - =

l4z 14z

(5) Por definigago O\(U) = {z € Fla ¢ Uel+a e (1+MF2} eOy(U)={z e U]
.I‘.()l g()l}

Vamos mostrar que M = O (U). E ébvio que M C 0,(U). Sejaa € O(U). Entao a ¢ U e
1+a € (14+M)F? = Ry(F).Sea ¢ M entioa ¢ A.Daia=' € M, ouseja, 1+a~! € (1+M)F? =
Ri(F). Logo 1 +a = a(l1 + a™') € a(1 + M)F? = aR\(F), assim 1 + a € R,(F) N aRy(F).
Portanto a € R(F) C B(Ri(F)) C U, absurdo! Logo a € M e assim Oy(U) C M. Agora
provemos que U = O(U).

Também é 6bvio que O,(U) C U. Sejaz € U. Desde que O;(U) = M segue-se que 2.0, (U) =
z.MCM=0(U),Yxel. Logo x € Oy(U) e assim U C Oy(U). Portanto U = Ox(U). N

Definigao 5.1.8 Dizemos que O(H) é preaditivo se 1 + Oy(H) C O,(H).

Proposigao 5.1.9 Se O(H) € aditivamente fechado, mais geralmente se O(H) € um anel de

valorizagdo entio O(H) € preaditivo.
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Demonstracao:

Por defini¢ao temos que 1+ O, C R,(F') C H. Por hipdtese 1+ O; C O(H). Logo 1+ O, C
HN(O(H)) = O,. Portanto O(H) é preaditivo. &

Lema 5.1.10 As duas sequintes proposi¢oes sdo equivalentes:

1. O(H) € preaditivo.

2. Oy(H).O4(H) C1— R((F), isto é, se x, y€ Oy(H) entao 1 —zy € R (F).

Além disso, se O(H) € preaditivo, ainda temos:

3 SexeF satisfaz 1 + * € O2(H) e y € Oy(H) entao 1 —axy € Ri(F)N O2(H).

Demonstracao:

(1)< (2)

Primeiro demonstraremos que a equivaléncia a seguir é valida:
140, CO; < sex, z€ Oy entao 1+ (1+x).2 € R(F) (*)

(=) Seja x, z € O entao por hipotese 1 + z € O,. Logo (1 + ) . z € O, e assim
14+ (14 ).z € Ry(F).

(<=) Por hipdtese x € O, queremos mostrar que 1+z € O,. Para qualquer = € O,, temos
que 1+ z € O, se, e somente se, (1+x).y € 01,V y € 0. Desse modo, precisamos mostrar que
VyeO, 1+z)y¢ Hel+ (1+2a)y€ Ri(F). Como 1+ (1+z).2 € Ri(F) por hipétese,
resta verificar que (1 4+ ).y ¢ H. Desde que z, y € Oy segue que 1 +z € Ri(F)C Hey ¢ H.
Logo (1 + z).y ¢ H. Portanto (x) vale.

Se z, y € F\{—1} entdo z = — . = y=-— . (*x)

14y 142

Usando a Proposigao 5.1.7.(4) e quando (*x*) ocorre, @ € O se, e somente se y € Oy. Além

disso YV z € Oy temos que 1+ z € Ry(F). Logo z # —1 pois 0 ¢ R;(F). Consequentemente
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z

142
Portanto vemos que () é equivalente a: "Se z, y € O, entdao 1+(1+z) . (—%) € Ri(F)". E
Y

Jy=- € Oy, pois z € O,. Entao podemos escrever z = —%, para algum y € O;.

ainda, comoy € Oy entdo 1+y € Ry (F)ey # —1. Assim 1 —zy = (1+y)(1+(1+5")(_1 -EI}- NE
y
Ry(F).

(3) Suponhamos 1 4+ z € O; e y € Oy. Desde que y € O, pela Proposigao 5.1.7.(4)
segue-se que Y € 0,. Portanto 1 + = € O, implica que (1 + z) . —-—y—) € 0O,. Dai
1+y l+y

m) € Ri(F).Por (1) 140, COy,logo 14+ (1+2z) . (_If——y) € Oj. Assim

1+ (1+4z). (—%) € Ry(F)N O,. Além disso, como y € O; temos que 1 +y € Ry(F) e
Y

1+4(142).(—

1 +y € Oz pois O(H) é preaditivo. Logo 1+ y € Ri(F)N O,. Portanto 1 — zy = (1 + y)(1 +
Y

1 ———)) € R{(F)N O,. [ |

(1+2)-12-) € R(F)nO;

Lema 5.1.11 Suponha que O(H) € preaditivo. Entao:

. (01.01)N H C O,.
2. Se x € F\O(H) entdo z~' € O(H).

3 —1€0,

Demonstracgao:

(1) Sejam =z, y € O, satisfazendo zy € H. Vamos tomar z € Oy, isto é, 1 + zyz € R;(F)
pois zyz ¢ H é claramente satisfeito. Por hipétese O(H) é preaditivo entdao 1 +z € O; e
y € O;. Dai pelo Lema 5.1.10.(3), 1 — 2y € Ry(F') N O,. Consequentemente, o Lema 5.1.10.(3)
implica que 1 + zyz = 1 — (—ay) . z € Ry (F)N Oy desde que 1 — 2y € Oz e z € O;. Assim
1 + xyz € Ry(F) e portanto xyz € Oy. Logo, xy € (0,.0;) N H C O,.

(2) Queremos mostrar que se x ¢ O; U O; entao 7! € O; U O,. Se = ¢ H entao z ¢ O,.
Pela Proposigao 5.1.7.(2) se z ¢ O, entao z~' € O;. Logo se x ¢ Oy UO; entao z~' € Oy UO;.

Podemos assumir agora x € H, dai z ¢ O,. Como = € H entao 2~ € H. Além disso, se z € H
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e z ¢ O, temos pela Proposicao 5.1.7.(3) que 3 ™! € 0,.0;. Logo ™! € (0,.0,) N H, dai pelo
itém (1) desse Lema ™! € O,. Assimse z ¢ O, UQ, entdao z~' € O, UO;. Portanto concluimos

que se x ¢ O(H) entao z=' € O(H).

(3) Desde que —1 € H, por (2) segue-se que —1 € O,. ]

Note que se O(H) é preaditivo entdo O(H ) é um anel de valorizagao. Dali, se (1 + M)Fz =

Ry(F) a Proposigao 5.1.7 garante que Moy = O1(Uowy) e Uowry = O2(Uomy)-

Teorema 5.1.12 Suponha que O(H) € preaditivo. Entio O(H) € um anel de valorizag¢do
Ry (F')-compativel com UR(F) C H.

Demonstracao:

Primeiro mostraremos que O( H ) é fechado para multiplicagao. Se z, y € O; entao zy € O,
pois O, é um mondide multiplicativo. Logo zy € O, U Oz = O(H). Se z € Oy e y € O, entao
por definicao de O, temos que zy € O;. Logo zy € O(H). Dessa maneira, resta mostrar que
se , y € Oy entao zy € O(H). Se xy € H entdo xy € (0,.0;) N H. Dai pelo Lema 5.1.11.(1)
xy € Oy, logo zy € O(H). Com isso podemos assumir zy ¢ H. Pelo Lema 5.1.11.(3) temos que
—1 € O, assim —x € O,. Deste modo pelo Lema 5.1.10.(2), 1 + zy = 1 — (—2)y € Ry(F). Isso

nos mostra que xy € Oy, assim xy € O(H ). Portanto O(H) é fechado para multiplicacao.

Em seguida mostraremos que 1 + O(H) C O(H) pois precisaremos deste resultado para
mostrar que O( H) é aditivamente fechado. Desse modo, devemos mostrar que 14z € O(H),V z €
O(H). Se z = —1 entao 1 + (—1) = 0 € O(H ). Logo podemos assumir z # —1. Pela preaditivi-
dade, se z € Oy entao 1 + 2z € O,. Assim 1 + z € O(H). Dai podemos tomar z € O,. Como
—1 € Oy, temos que 1 — (1 4+ z) = —z € O,. Consequentemente o Lema 5.1.10.(3) implica que
(*)14+(14+2).y€ Ri(F)NO, C Ry(F),semprequey € Oy.Se1+z € H entiao 142z € 0, ja
que (1+2z).y € O (pois (1+z2).y¢ Hel+(1+2z).y € R(F)). Logo 1+2 € O(H). Assumamos
agora 1+ z ¢ H. Temos que 1 + (1 + z)(—ll—_’) =0 ¢ Ry(F), dai por (x) (—L) ¢ O;. Da

+ 2 1+ =2
Proposicao 5.1.7.(2) conclui-se que —(1 + z) € 0. Como —1 € O, temos que 1 + z € Oy (pois
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—1.(=(1+2)) € Oy). Logo 1 + 2z € O(H).

Mostraremos agora que O(H) é aditivamente fechado. Sejam z, y € O(H), e mostremos
que z+y € O(H). Podemos tomarz # 0ey # 0 (poissez =0ey = 0entaoz+y = 0 € O(H)).

! estao em O(H). Vamos assumir que yz~! € O(H) , entao

Pelo Lema 5.1.11.(2) zy~™! ou yz~
1 + yz~' € O(H)(pois acabamos de provar acima que 1 + O(H) C O(H)). Como O(H) é
fechado para multiplicagao, temos que z +y = x.(1 +yz~') € O(H). Portanto O(H) é fechado
para adi¢ao. Pelo Lema 5.1.11.(2) temos que O( H) é um anel de valorizagao de F. Desse modo

a Proposigao 5.1.5.(1) nos mostra que UR,(F') C H.

Para concluir precisamos somente mostrar que O(H) é R,(F')- compativel. Seja = €
O(H)\U (logo * € M). Devemos mostrar que 1 + z € Ry(F). Se * € O, isto é verdade
por defini¢ao. Entao assumimos € O,. Como z € O; U O, = O(H), pelo Lema 5.1.11.(2)
7' ¢ O, UQ,. Assim 27! ¢ O,. Como z € O, temos que = € H. Logo 27! € H. Assim 27! €
H\O;. Pela Proposigao 5.1.7.(3) tem-se que z = yz para algum y, z € O;. Desde que —1 € O,
segue-se que —y € Oy. O Lema 5.1.10.(2) implica que 1 +z =1+ yz =1 — (—y)z € Ry(F).

Portanto O(H ) é um anel de valorizagao R, (F')-compativel. 2]

Corolério 5.1.13 Suponha que H ¢ um subgrupo de F tal que Ri(F) C HC H. Suponha

também que O(H) € um anel de valorizagao de F' Ry(F')-compativel. Entio O(H’) € um anel

de valorizagio de F' Ry(F')-compativel contendo O(H).

Demonstracgao:
Como H C H concluimos que ((F\H) N O(H)) = (F\H)NO\(H) = O:(H) (#)

Pelo Teorema 5.1.12 para mostrar que O( /) é um anel de valorizagéo de F' R, (F)-compativel
basta mostrar que O(H) é preaditivo. Sejam z, y € Oy(H).Entaoz ¢ H, y ¢ H, 14z € R(F)
el+y€ R(F). Como HC H segue quez ¢ Hey¢ H. Logo z, y € Oy(H). Como O(H)
é preaditivo entdao pelo Lema 5.1.10, z, y € O,(H) implica que 1 — zy € R;(F). Portanto
T,y € 01(]}) implica que 1 —zy € Ry(F'). Assim pelo Lema 5.1.10 podemos concluir que O( H)
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é preaditivo. Logo O(IT) é um anel de valorizagio de I’ Ry (I")-compativel.

Agora s6 resta mostrar que O(H) C O(H). Seja € O(H). Se = ¢ H entdo = € (F\H)n
O(H). Logo por (#) = € O,(H) C O(H). Agora se = € H entao 2 € HN O(H). Seja y €
O\(H) C Oy(H).Daiy € O(H) ey ¢ H. Assimzy € O(H) e zy ¢ H. Logo zy € (F\H)NO(H),
e entao por (#) zy € O1(H). Por definicao de O5(H) temos que z € O2(H), pois y € O1(H) e

zy € Oy(H). Portanto € O(H), e assim concluimos que O(H) C O(H). 5]

Proposigao 5.1.14 Se existe um elemento u € U\R\(F) entio O(H) € um Anel de
Valorizagdo de F' R\(F)-compativel.

Demonstracao:

Pelo Teorema 5.1.12 s6 precisamos que O(H) seja preaditivo e pelo Lema 5.1.10 basta

mostrar que "z, y € O,(H) implica que 1 — zy € Ry (F)”.

Sejaz € Oy(H)entaox ¢ Hel+z € R (F).Comox ¢ H segue-se quexz ¢ B(R,(F)) C H.
Assim x é R,(F)-birrigido. O mesmo vale para y € O(H). Desta maneira 1 —ay = (1 + ) —
z(l+y) € Ri(F)+ (—z)Ri(F) C Ri(F)U (—z)Ri(F) (*). Por hipétese 3 u € U\R,(F),
assim u ¢ Ry(F). Logo u™' ¢ Ry(F). Além disso , zu~! e yu € O, (por definicao de U(H)).
Dai zu™' ¢ H, yu ¢ H, 1 + 2u™ € Ri(F) e 1 + yu € Ry(F). Como zu~' ¢ H segue-se que
zu~! ¢ B(R(F)) C H. Assim zu™! é Ry(F)-birrigido. O mesmo vale para yu. Logo 1 — zy =
1 —zuluy € Ri\(F)+ (—zu™)Ri(F) C Ri(F)U (—zu™")Ry(F)  (**). Agora u ¢ R,(F)
significa que zR;(F) N (zu™")R,(F) = ). Entao por (x) e (¥*) temos que 1 —zy € Ry (F). M

Lema 5.1.15 Suponha que u € H satisfaz u ¢ R\(F) e 1 —u™' ¢ R\(F). Entio u € Oz(H).




Demonstragao:

Basta mostrar que u € O3, ou seja, 3 ¢ € O, tal que uz € O, (pois u € H por hipétese).
Comou ¢ Ri(F)el—u' ¢ Ry(F)nao podemos teru=1+u—1¢€ R (F)U(u—1)R;(F). De
fato, por hipotese u ¢ Ry(F'). Entao resta verificar que u ¢ (v — 1)Ry(F). Se u € (u— 1) Ry (F)
entiou = (u—1) . r, r € B(F). Dai u = ur — r e assim u = ;-T'Tl =1r" € Ry(F). Logo
u € Ry(F),absurdo! Portanto u ¢ (u — 1)Ry(F).

Desta maneirau =1+ (u—1) ¢ R;(F)U (u — 1)Ry(F). Logo (u — 1) nao é R,(F')-rigido.
Assimu — 1 € B(Ry(F)) C H.

Sejaz € Oy entaox ¢ Hel+ax € Ri(F). Como xz ¢ H segue-se que z é R (}')-rigido, ou se-
ja, 1 + z € R(F) U zR(F). Como u, u — 1 € H temos que uzr e
(u— 1)z ¢ H. Desse modo ambos sao R;(F')-rigidos. Portanto 1 + uz € R;(F)U uzR,(F)
el+ur=(1+2z)+(u—1)z € R(F)U (u—1)zR(F). Além disso 1 — u~! ¢ Ry(F) im-
plica que (%) uzRy\(F)N (u — 1)z R (F) = 0 (pois se 3 z € uzRy(F) N (u — 1)zR,(F) entao

uzr = (u — 1)zr/, dai r = g _ I.T' e i’ = (1 —u""), logo (1 —u™') € Ry(F),absurdo!)
Portanto por (*) l+4ux € R;(F)t: isto é, II.L € O, (pois uz ¢ H). Consequentemente u € O,.

Proposigao 5.1.16 Suponha que existe um elemento a € F\Ry(F) tal que —a nio é Ry(F)-

rigido. Entdo O(H) € um anel de valorizag¢ao de F, Ry(F)-compativel.

Demonstracao:

Como —a nao é R,(F)- rigido temos que a € B(R;(F)) C H e existe t € R,(F) tal que

(¥*) 1 —at ¢ Ri(F)U (—a)Ry(F). Seja u := at, entao u € H (poisa € Het € R(F) C

H); u ¢ Ri(F) (pois a ¢ Ri(F)); (1 —u) ¢ Ri(F) por (*); (1 —u) ¢ (—u)Ri(F') (pois se

(1—u) € (—u)Ry(F)entaiol —u = —ur,comr € By(F).Daiu—ur=1=u(l-r)=1=
1

B = u=1—-r"'=r""'=1-u€ R(F),absurdo). E1—u"! ¢ R(F) (pois se
—r
1

1—u~' € Ry(F)).Entao 1 —u~' = ', € R,(F). Segue-se que u™ = 1—1' => u = T
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u=l-—=u-1= r" € Ryi(F), o que é um absurdo). Por essa razao o Lema 5.1.15 implica
r
que u,u~' € Oy, assim u € U(H). Como u ¢ R,(F) aplicando a Proposigao 5.1.14 concluimos

que O(H) é um anel de valoriza¢ao de F' R;(F)-compativel. [

Definicao 5.1.17 Dizemos que R;(F) é excepcional se B(R,(F)) = £R(F) e —1 € Ry (F)

ou R (F') é aditivamente fechado.

Teorema 5.1.18 Seja H um subgrupo de F' contendo B(Ry(F)). Entdo existe um subgrupo

H de F tal que H C H, [f{ <Hl <26 0 ff) € um anel de valorizagao de F' R,(F')-compativel
tal que UR,(F') C H. Além disso, H= H, a menos que R,(F') seja excepcional.

Demonstragao:

Se 3 H com O(H) é um anel de valorizagio de F' R;(F)-compativel entio pelo Teorema

51.12 UR,(F) C H.

Se 3 a € F\Ry(F) tal que —a ndo é R,(F)-rigido a Proposicao 5.1.16 garante que O(H) é

um anel de valorizagio de F' Ry(F)-compativel. Neste caso basta tomar H = H.

Agora vamos supor que nio existe a € F\ R;(F) tal que —a nio é R,(F)-rigido. Entio a
Proposigao 5.1.16 nao implica que O(H) seja um anel de valorizagao de F, R;(F')-compativel.
Vamos mostrar que neste caso Ry(F) é excepcional. Temos que qualquer b € F\(—R;(F)) é
Ry(F)-rigido e V b € F\Ry(F),—b é Ry(F)-rigido (*). Logo todo b € F'\(£Ry(F)) é Ry(F)-
birrigido e B(R,(F')) = £ R,(F'). Suponha agora na adi¢ao que —1 ¢ R;(F'), entdo por (¥) 1 é
Ry (F')-rigido, ou seja, Ry(F') + 1R(F) C Ri(F)U 1R (F) = Ri(F). Logo Ri(F)+ Ri(F) C

Ry(F), e portanto R;(F) é aditivamente fechado. Assim R;(F') é excepcional.

Se O(H) ¢é preaditivo o Teorema 5.1.12 garante que O(H) é um anel de
valorizagao de F' R,(F)-compativel. Novamente basta fazer H = H, pois O(H) tem a pro-
priedade desejada. Entao vamos assumir que O(H) nao é preaditivo (em particular R,(F')
é excepcional). Logo 3 a, b € Oy(H) tal que 1 — ab ¢ R,(F) pelo Lema 5.1.10.(2). Co-
mo a € O;(H) segue-se que a ¢ H DO Ry(F). Portanto a é R,(F)-birrigido. Desta maneira
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l1—ab=(14a)—a(l+b) € Ri(F)+ (—a)Ri(F) C RBi\(F)U (—a)Ry(F'). Logo 1 — ab €
(—a)Ry(F) (pois 1 — ab & Ry(F)). Analogamente 1 — ab € (—b)Ry(F'). Assim 1 —ab = —at e
1 —ab=—bt; ; t, t; € Ri(F). Logo —at = —bty, isto é, at = bt ; t, t; € Ry(F). Além disso,
como R;(F') é grupo podemos concluir que aR,(F') = bR,(F’), portanto

1 —ab € (—a)Ry(F) e aRy(F) = bRy(F) (%),

Seja H := H U aH, vamos mostrar que Hé grupo.
(i) H ¢ fechado para a multiplicagao.

De fato. Seja z, y € H. Se z, y € H entio zy € H (pois H é grupo). Logo zy € H.
Tomemos agora z, y € aH. Como a® € R(F) C H temos que zy € H C H. Finalmente se
r€ Heye€aH, entao zy € aH C H. Logo H é fechado.

(ii) Todo elemento de H possui elemento inverso. Se z € H entio 2! € H C H, pois H é
grupo. Se x = ah, h € H, entdo ' = a~'h~'. Portanto z™* = %.h“l =a.(a"*h) € aH C H.
a

Logo 27! € xif, qualquer que seja x € H.

A seguir mostraremos que —a € U(H), isto é, —a e —a~! € Oy(H), o que conclui a
demonstracao do Teorema pela Proposicao 5.1.14, uma vez que —a ¢ (L£Ri(F')). Seja z €
O\(H) € O(H) entio z ¢ H e 1 + z € Ry(F). Temos que mostrar que —az,—a"'z €
O1(H, R(F)), isto é,1 —az e 1 — a~'z estao em Ry(F) (desde que —az ¢ H e —a~'z ¢ H),
pois com isso mostramos que —a e —a~! estao em Og(!’;’). Sez=0entao 1 —a.0=1¢€ R (F)

el—a'.0=1E€ R(F). Logo podemos assumir z # 0. Se 1 — az ¢ R,(F) entao (**) mostra

t
que zRy(F') = aRy(F). Assim 2zt = at, ; t, t; € R)(F), eentao z =a . ?1 =aty ; ty € R(F),

ou seja, z € alky(F) C aH C H. Isto contradiz o fato de z ¢ H, portanto 1 — az € Ry(F).
Finalmente suponhamos que 1 —a~'z ¢ Ry(F), isto é, —a='z ¢ Oy(H, Ry(F)). Pela Proposicao
5.1.7.(2), —az~' € Oy(H). Agora 1 — (—az"')(=bz) = 1 — ab ¢ Ry(F). Por () temos que
1 —ab€ —az"'Ry(F). Além disso (**) também implica que 1 — ab € —aR;(F'). Portanto con-
cluimos que —z € Ry(F) e assim z € Ry(F), pois Ry(F) é grupo. Logo z € R(F)c Hc H
(absurdo pois z ¢ H). Portanto 1 —a~'z € Ry(F). |
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No proximo Teorema usaremos o conceito de u-invariante de F que é definido por
u(F) = maz{dimep, onde ¢ percorre todas as formas anisotrépicas sobre F'}. Se nao existir
este nimero dizemos que u(F) = co. O u-invariante de F' pode ser caracterizado também das

duas seguintes maneiras:
u(F) = min{n | formas de dim > n sobre F sio isotrépicas };
u(F') = min{n | formas de dim > n sobre F sao universais }.

Por exemplo u(/R) = oo, pois m < 1 > é anisotrépica para qualquer m > 1. Se F é
quadraticamente fechado entao u(F') = 1. Se F' é um corpo finito entao u(F') = 2, como pode

ser deduzido facilmente do Lema 2.2.4 e Teorema 1.3.6.
O proéximo teorema garante que a grande maioria dos corpos onde se concentram os proble-

mas mais dificeis de formas quadraticas possui uma valoriza¢ao com as caracteristicas desejadas.

Teorema 5.1.19 Seja ' um corpo com 4 < u(F') < oo. Entao existe uma valorizagdo v de I

R, (F')- compativel tal que o grupo de valores I' nao € 2-divisivel.

Demonstragao:

Como F? C R,(F') segue da Proposigao 5.1.5 que é suficiente construir um anel de

valorizagio O(H) onde H é um subgrupo préprio de F.

Se D <1,a>= F,VYa € F, entdo q =<a,b> é universal. Assim u(F') < 2, o que é um

absurdo, por hipétese. Logo 3 H = D <l,a># F, para algum a € F.
Desde que —a € F'\ Ry(F) temos dois casos a considerar:

(i) Se existe um elemento a € F\R;(F) tal que —a nao é Ry(F)-rigido entdao a Proposicao

5.1.16 e a Proposigao 5.1.5.(3) garantem que O(H) tem a propriedade desejada.

(ii) Se —a é R, (F)-rigido para todo elemento a € I\ Ry(F'), considere H = —R,(F") U Ry(F).

Como u(F) é finito segue que F' nao é ordenado (senao n <1 > seria anisotropica Y n > 0.),
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assim H # F. Agora vamos provar que —1 € Ry(F). Se —1 ¢ Ry(F') pela hipotese (ii), 1 é
Ry(F)-rigido. Assim Ry(F) C D <1,1>C By(F)+ Ri(F) C RBy(F)U Ry (F) = Ry (F). Logo
R(F)= D <1,1> . De [L,(XI, Teorema 1.6)] segue que D <1,1>= D(00), assim Ry(F) =
D(o0). Como F' nao é ordenado temos que Ry (F') = F. (De fato —1 é soma de quadrados desde
que n < 1> é isotrépica para algum n > 0; e para qualquera € F, a = (21)2—(%51)2 € Ry(F).)
Entao qualquer 1-forma de Pfister é universal e assim u(F') < 2 (absurdo! pois 4 < u(F) < o0).
Logo —1 € Ry(F). Assim H = Ry (F'), pois H = —R;(F)U Ri(F) e —1 € Ry(F), e também
—aRy(F) = aRy(F),Y a € F.Portanto a é Ry(F)-birrigido, Va € F,logo B(R(F)) = +R\(F).
Pelo Teorema 5.1.18 existe um subgrupo H de F' tal que H = R\(F) Cc H,[H : H| < 2 e
0(1';’) é um anel de valorizacao de F' R)(F')-compativel. Para terminar a demonstragao basta
provar que H # F. Se H = H entio H # F. Agora, se H = HUbH,b ¢ H = Ry(F)
entao do Teorema 4.1.3.(2) concluimos que D <1,—b># F. Como —1 € R,(F") temos que
H=R(F)UbR\(F)C D <1,b>= D <1,—b># F. Portanto H # F. B

Coroldrio 5.1.20 Seja ¢ =<K ay,az>,(n > 2) uma 2-forma Pfister anisotropica sobre F'. Se
Dy N (M,\M?) £ # entdio a, pode ser tomado em M,\M? ¢

D <1,a;>= Ry(F) U a:Ry(F).

Demonstracao:

Vamos provar primeiro que m é Ry(F)-rigido para todo m € M,\M? Seja
2
my

2 + my? # 0. Desde que z = —‘; ou 27! € A,, temos que z*(1 + m (E)Z) € UJI'??,
T z

',L,Z

ou my?*(1 + my2) € mU'F?. Como R\(F) = U!F? pela Proposicao 5.1.5.(6), temos que

D <l,m>= Rl(F)Ule(F)

Se a; € U,, para todo 1 = 1,2 entao de [L,(X, Proposi¢ao (1.5))] temos que D¢’ C U,.
Como Dy = | 'D < 1,a >, existe a € U, tal que —m = z? + ay?, para algum m €
M,\M?, ou saz:juae,nio:y2 =z 4+m, entio —a =22y 4+ my2€ D <1l,m> . Assim —a €
D <1,m > NU, = R(F). De [L,(X,Proposi¢ao(1.5))] existe um elemento b, € F tal que

Y =<K a,b,> . Pela Proposicao 4.1.3 ¢ é F-hiperbdlico, o que é um absurdo. Portanto a,; pode
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ser tomado em M,\M? e D <1,a;>= R(F)Ua:R\(F).

Definigao 5.1.21 Um corpo F' é dito Hilbertiano se ele possui uma tnica algebra de quatérnios
com divisao ,a menos de isomorfismo, equivalentemente, se ele possui uma tinica forma quadratica

anisotropica do tipo <1,a,b,ab>, a menos de isometria.

Exemplos destes corpos sao os corpos de séries de poténcias sobre um corpo finito; corpos
locais p-adicos. Estes possuem o radical trivial. O Teorema 4.1.13 e Observacao 4.1.12 dao

uma infinidade de exemplos de corpos Hilbertianos com radicais nao triviais.

Se F é um corpo Hilbertiano ordenado prova-se que R;(F) = D < 1,1 >= (somas de
quadrados) e ¥y =< 1,1 >=4<1>. Logo (_—15"—1) é a tnica algebra de quatérnios sobre F' a

menos de isomorfismo.

Lema 5.1.22 Seja ¢ =<K a,,a2> uma forma quadrdtica anisotropica sobre um corpo Hilber-

tiano F. Entio DY’ = F\ — R\(F), onde ¥’ ~<ay,az, a1a;> .

Demonstracao:

Seja r € Ry (F). Se —r € Dy, existem a, = € F tais que ¥’ ~< —r,a,z>, com —raz = 1.
Dal g ei= =g e A Rogduapigy—pg Vv o Logo ¢ ~< 1,—-r,a,—ra >=
& —r,a > . Pela Proposigao 4.1.3.(2) ¢ é hiperbdlica, absurdo. Entao segue-se que D¢y’ C
F\ — Ry(F).

Reciprocamente se ¢ € F\ — R;(F) entdo existe uma l-forma de Pfister ¢ =

< 1,b, > sobre F' tal que —c ¢ Dg. Assim ¢+ < ¢ > ¢ é anisotropica (Proposicao 4.1.3).
Como F' ¢é Hilbertiano, temos que o+ < ¢ > ¢ >~ ¢ = 1 + ¢'. Cancelando < 1 > temos que

¢+ <ec>@~yY'. Assim c € DY’ Fad




Capitulo 6

Extensoes de Valorizacoes

6.1 Extensoes de Valorizacoes

Uma caracteristica fundamental da teoria de valorizagbes sobre corpos é que para corpos
F C K, todas as valorizagoes de F' tem uma extensao para K (possivelmente muitas extensoes
diferentes). Contudo, nao temos esta propriedade de um modo geral, em se tratando de ex-
tensoes de valorizagoes sobre anéis com divisao. Alguns resultados particulares sao conhecidos,
como por exemplo quando o grupo de valores esta contido em IR. Neste capitulo, usando uma
técnica apresentada por A. R. Wadsworth em [W], demonstraremos que se F' é um corpo Hilber-
tiano entao F' possui uma valorizagao compativel com o radical e esta valorizagao se estende a

unica algebra de quatérnios com divisao sobre F, desde que F seja Hilbertiano.

Para o Teorema que vem a seguir precisaremos de quocientes g/n, onde g pertence a um
grupo totalmente ordenado G e n é um nimero natural nao nulo. Para dar uma estrutura ao
conjunto destes elementos considere ¢ um grupo totalmente ordenado pela relagao < e seja GG

o conjunto dos pares (g,n) com g € Gen € IN, n > 0. A relagao

(g,n) ~ (h,m) se e somente se mg = nh




para todos g, h € G e n, m € IN* é uma relacio de equivaléncia sobre o conjunto G. Denote

por 9 a classe de (g,n) e por G’ o conjunto {g,g € G,n>0,n€ IN}. A operagao
n n

g v h — mg+nh

n m  nm
para quaisquer g/n, h/m em G’ estd bem definida e da a G’ uma estrutura de grupo. A
relagao binaria definida sobre G' por h/m < g/n se, e somente se, nh < mg em G é uma

relacao de ordem total que estende a ordem de G. Em outras palavras, ¢ : G — G’ dada por

¢(g) = g/1 é um homomorfismo de grupos, injetor e compativel com as ordens de GG e de G'.

A Propriedade Universal do Produto Tensorial afirma que se M e N sao A-médulos (onde
A é um anel comutativo com unidade), entao existe um par (T, k), onde T é um A-médulo
eh: Mx N — T é A-bilinear com a propriedade: Para qualquer A-médulo P e qualquer
f:M x N — P A-bilinear, existe uma tnica aplicagdo A-linear f': T — P tal que f = f'oh.
IEm outras palavras, cada fungao A-linear definida sobre M x N se fatora através de T. Todo

grupo H é um Z-mddulo, e sao estes médulos que vao nos interessar aqui.

Agora consideremos o grupo G @z €, onde G é um grupo totalmente ordenado. Todo
elemento x de G'®@z @) ¢ uma soma finita de elementos da forma g @ a/bcom g € G ea/b € 0,

mas € possivel escrevé-los na forma simples: g®a/b. De fato, sejaz = ) (¢i®(ai/b;)) € GQ 5 Q

1=1

e denote por ¢; := a;([] b;) e por b:= [] b;. Entao z = ) ¢; @ (¢;/b), e como ¢; € Z tem-se
e i=1 i=1

que z = ) (cigi ® 1/b) = ( zj:l cigi)@1/b=g®1/b.

i=1

n

1

}®le
b‘z c

: ; " s 1 1
E simples a verifica¢ao de que a relagao de g@ - <X h®@— se cg < bhem GG, com ¢g®
c

b
G @z @ é uma relacao de ordem total.

Um grupo A é chamado de Divisible Hull de G se A é isomorfo a G @), Q. O Lema que

segue mostra que G’ pode ser tomado como o Divisible Hull de G.

Lema 6.1.1 Seja G um grupo livre de tor¢io e G' definido como antes. Entdo existe um
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isomorfismo G Q) , Q ~ G'.

Demonstragao

Definimos ¢ : G x ) — G’ por ¢(g, ;ﬁ) L que ¢ é Z-bilinear pois: ¢(ag, E) =
)

b b
0(09) (aa)g a(gr +92) ag+ag. ag  ag: a

(9, 22), e (g1 +92, =) = = =LY (g, T)
b b Lpg?b '}elfogl g?ab_ b — b — b+b'_"(pgl'}b+

ad-l-bc) _(ad+cb)g adg+chg adg cbg
T R ™ i

©(9g2, b) Finalmente (g, z + %) = (g,
C

a.g s c

B d Gz )+tp(g,d).

Pela Propriedade Universal do produto tensorial ¢ induz f: G, @ — G’ definida por

a a
flg® -) = k. que ¢é evidentemente sobrejetora. Como todo elemento de G @z € é do tipo

b) b

a ] N a. 0 ;
T=g®y,sex € Ker(f) entao em G, Tg =0= —, m > 0. Assim m(ag) = ma.g =0 em G.
m

Como G é livre de torgao temos que ma = 0 em Z e como m > 0 vem que a = 0. Logo z =0

e [ é um isomorfismo. m

Note que se (G é totalmente ordenado entao o Lema anterior é valido e o isomorfismo

G @z @ ~ G' é compativel com as ordens dos grupos G @z Q e G'.

Definigao 6.1.2 (A) Um subanel A de um anel de divisio (= corpo ndo comutativo) D é

dito anel de valorizagdo se para todo r € D, z € Aou 7! € A.

(B) Uma valorizagio de Krull de D é a funcao w : D —» G, onde G é um grupo totalmente

ordenado, e para quaisquer a, b € D tem-se:
(1) w(ab) = w(a) + w(b)
(ii) w(a + b) > min {w(a),w(b)} se b # —a,V a,b € D.

Vamos definir também w(0) = oo, e estender a adi¢io de D para D U {oo} por a + oo =

00 + @ = 00 + 00 = 00, para todo a € G.

Adotaremos a notagao aditiva para G mesmo se G nao for abeliano.
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Seja D uma algebra sobre F, e w uma valorizagao de D. Se E é um subanel de D dizemos

que (D, w) é uma extensdo de (E,w,), onde wy, ¢é a restri¢ao de w a k.

Se A C B sao anéis, diz-se que um elemento b € B é inteiro sobre A se b é raiz de
um polinémio ménico com coeficientes em A. O conjunto A’ definido por A’ := {z € B |
z é inteiro sobre A} é um sub-anel de B que contém A, chamado de fecho inteiro de A em B.
Se A’ = B dizemos que B é inteiro sobre A. Se B é o corpo de frages de A e A’ = A dizemos
que A é integralmente fechado. Estes resultados e os Lemas que seguem também sao bastante

conhecidos na teoria de valorizacoes.

Lema 6.1.3 Seja A um anel de valoriza¢do de F. Entao

1. A é um anel local (isto é: possui um inico ideal mazimal).

2. A € integralmente fechado.

Demonstragao:

Ver [AM, Prop. 5.18]

Lema 6.1.4 Sejam F um corpo, v uma valorizagio de F' ¢ K uma extensdo algébrica de
F. Seja A’ o fecho inteiro de A em K. Se W € o conjunto de todas as valorizagées w de K
que estendem v e M' o conjunto dos ideais mazimais de A', entdo existe uma correspondéncia

bijetora entre os elementos de W e M'.

Demonstragao:

Ver [B, Chapitre 6: Valuations §8, n26, Prop.6]




Teorema 6.1.5

Seja D= (“Tb) uma dlgebra de quatérnios com divisdo e v uma valorizagdo de Krull de F.
Entao v se estende a uma valorizagdo w em D se, ¢ somente se v tem uma inica extensao a

cada corpo K, com F C K C D.

Demonstragao:

(¢<=) Sejam I'p:=v(FR) o grupo de valores de v e A o Divisible Hull de ['z. Portanto 'z é um
grupo abeliano livre de tor¢ao e A ~ I'r &), @. Pelo Lema 6.1.1 e os calculos que o antecede
a ordem total de I'r se estende de modo tinico a uma ordem total de A. Para cada extensao

algébrica L de F' e cada extensdo w de v para L podemos ver w(L*) como um subgrupo de A.

De fato, para qualquer z € L seja apX™ + a; X" ! + ... + @, um polindmio sobre F que
anula z. Entdo aoz™ + a1a™ ' + ... + a, = 0 e w(apz™ + a1z" ' + ... + a,) = oo. Como
v(z +y) > min{v(z),v(y)} segue-se que v(z + y) = min{v(z),v(y)} quando v(z) # v(y).
Assim existe i # j tal que w(a;x') = w(a;z?), ou seja, w(a;) + iw(r) = w(a;) + jw(z). Segue-se

MEA:F,C'@zQ.

que w(z) =
z —

Agora suponhamos que v admite uma unica extensio a cada corpo K, com

F C K C D, e definimos a funcao

w: D — A por w(a) = %U(N(a)), (%)

onde N(a) = aa € F, (veja Definigao 3.1.6). Se vé claramente que a restrigdo de w a F coincide

com v.

Desejamos demonstrar que w é uma valorizagao de D. Primeiro vamos verificar que para
todo subcorpo K de D, wx é a valorizagao de K estendendo v. De fato, como K é uma
extensao quadratica de F' seja o(z) = T a conjugagao em K e u: K — A a unica valorizagao

de K que estende v. Desde que u o ¢ também é uma valorizagao de K que estende v, por
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hipétese elas devem coincidir. Portanto para todo b € K tem-se que u(

Consequentemente

w(b) = %—v(N(b)) o %U(B.b) N %u(ab) - %(u(o(b)) +u(b)) = u(b).

Portanto wx = u|k, € wyx € a unica valorizacao de K que estende v.

Para demonstrarmos que w é uma valorizacio de D), tomamos a,b € D, a, b quaisquer. Como
N é multiplicativa temos que w(ab) = w(a) + w(b). Agora assumimos b # —a, e seja K
qualquer subcorpo de D contendo a™'b. Desde que wjy é uma valorizagao de K, w(1+a~'b) >
min{w(1),w(a='b)}. Consequentemente w(a + b) = w(a(l + a~'b)) = w(a) + w(l + a~'b) >
w(a) + min{w(1l),w(a"'b)} = min{w(a) + w(1), w(a) + w((a™'d)} = min{w(a), w(b)}. Isto

conclui uma parte da demonstracao.

(=) Suponhamos que v se estende & uma valorizagao w de D, e demonstraremos primeiro que o
grupo de valores totalmente ordenado I'p é abeliano. Para isto, provemos por indugiao em k que
se existem a, 3 € I'p tais que a+p+(—a) < fem I'p, entdao a+kp+(—a) < kB,Vk € IN—{0}.
Sea+B < Bt+aentio a+28 = (a+B)+B < (B+a)+B =B+ (a+p) < f+(B+a) =28+«

Agorase a+ k3 < kf+aentao a+ (k+1)f=a+ (kB+0)=(a+kB)+B < (kB+a)+8 =
kB+(a+B) <kB+(B+a)=(k+1)B+a. Desde que A ~ G’ (Lema 6.1.1), vem que k8 € I'r
para algum k£ € IN — {0}. Como os elementos de I'r comutam com todos os elementos de I'p

segue-se que a + k3 + (—a) = k3. Logo a + B + (—a) = J3, para todos a, # € I'g. Isto

demonstra que ['p é abeliano e temos w(aba™') = w(b),Va,b € D.

Agora vamos demonstrar que o anel de valorizagdo de w, A, := {a € D tal que
w(a) > 0} U {0} é inteiro sobre A, : o anel de valorizagio v. Como o polinomio
minimal de cada elemento a € A, é f(X) = X? + T(a)X + N(a) = (X — a)(X — a),
basta demonstrarmos que T'(a) e N(a) € A,. Pelo item anterior, basta demonstrarmos que
a = b~'ab, para algum b € D, pois dai w(a) = w(a) > 0. Ocorre que se b é um quatérnio

puro a@ = b~'ab é equivalente a ba + ab = 0, ou seja: bn(a,b) = 0, onde by € a forma bilinear
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associada a forma quadratica N (ver Defini¢ao 3.1.7). Em outras palavras, b é um quatérnio

puro ortogonal a a. Como a dimensao do F-subespago de D constituido pelos quatérnios puros

Do := {z € D | T(z) = 0} tem dimensao 3, segue-se que a equagao by(a,b) = 0, é solivel em

Dg para a € D fixado. Assim f(X) € A,[X] e portanto a é inteiro sobre A,. Logo A,, ¢ inteiro

sobre A,.

Agora seja K um corpo intermediario, ¥ C K C D. Entao Ay := A, N K é um anel de
valorizacao de K, e por isso integralmente fechado. Desde que Ay C A, segue-se que Ay é
inteiro sobre A,. Pelo Lema 6.1.3 temos que Ap é um anel local, e pelo Lema 6.1.4 a valorizacao

correspondente a Ag (isto é: wk) € a unica extensao de v para K. Isto conclui o0 Teorema. W

Corolario 6.1.6 Scjam D, F' e v como no teorema anterior, ¢ suponha que v estende a uma

valoriza¢do w em D. Entdo:

1. w € a unica exlensdo de v a Dj; de falo, w € delerminado a partir de v pela formula (*)

do teorema 1.5 .

2. O anel de valorizagio de w, A, € igual a {a € D | a € inteiro sobre A,}, que coincide

com {a € D | N(a) € A,}.

Agora vamos usar o Teorema anterior e demonstrar que qualquer valorizagao R;(F')-compativel
sobre um corpo Hilbertiano com u(F) finito (equivalentemente, F' nao ordenado) se estende
a unica algebra de quatérnios com divisao (a menos de isomorfismo) sobre F. Como estes
corpos tem u-invariante maior ou igual a 4 (pois existe uma 2-forma de Pfister anisotrépica), o

Teorema 5.1.19 garante que existe uma valorizagao de F, Ry F —compativel.

Pelo Teorema anterior precisamos demonstrar que v se estende de modo tinico a cada
extensao quadratica K com F' C K C D, onde D é a iinica algebra de quatérnios com divisio.

Comecemos com a

Proposigao 6.1.7 Seja v uma valorizagio nao-diddica de F tal que I', # 2I',. Se v € Ri(F)-

compativel entdo para cada a € F\R,(F), existe uma inica extensio de v em K = F(\/a).
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Demonstragao

Seja K = F(y/a). Como K = F(v/a~'), podemos considerar a € A, : o anel de valorizagoes
de v. Da teoria de valorizacoes sobre corpos, temos que v se estende a K. Se existirem duas
) |

valorizagoes distintas w; e wy; de K que estendem v entao

2= ¥ (KT (Lesl),

onde I'; := wi(K), ' := v(F) e K; = %w;‘l-. Assim I'; = I' e K; = F. Isto implica que existe
s € F tal que w;(y/a) = v(s) e portanto v(a) = w;(a) = w,-(\/az) = 2w;(y/a) = 2v(s). Logo
v(a) = v(s?). Entao existe u € U; tal que a = us? e dai \/a = \/us. Concluimos que podemos
supor que a € U;. Consequentemente ﬁ € 7\_’,- =F. Logo existe b € F tal que % = E, ou
@=0 € F. Assim a = b*(mod M,), oua =b*+m = (1 + 75)b%. Como b* € F? C R\(F)

segue-se que a € I(F'), absurdo. Portanto v possui uma unica extensao w a K. o

Observacao 6.1.8 Se demonstrarmos que toda extensio quadrdtica de F contida em uma
dlgebra de quatérnios com divisio D sobre F sio do tipo F( /a), a € F\ Ry(F), entio pela
Proposi¢ao 6.1.7 ¢ Teorema 6.1.5 seque-se que toda valoriza¢do v de F' Ry(F')-compativel se

estende a dlgebra de quatérnios D, desde que F seja Hilbertiano.
Temos:

Proposicao 6.1.9 Seja F' um corpo Hilbertiano nao ordenado, ¢ D = (EF’,E) a unica dalgebra
de quatérnios com divisdo sobre F, a menos de isomorfismo. Enldo toda extensdo quadrdtica

F(\/a) de F contida em D ¢ ndo radical (isto é: a ¢ R\(F)).

Demonstragao

Cada z € D satisfaz uma equagao do tipo X* —T'(z)X + N(z) = 0. Seja Dy = {z € D :
T(z) =0} = {x € D\F : 2* € F}. Parad € Dy, F(d) é uma extensio quadratica de F, pois
d* = —N(d) € F. Assim, qualquer extensao quadratica K = F(\/a) de F estd contida em D

se, e somente se, a € —D < —a,—f,af>. Do Lema 5.1.22, segue-se a conclusio. ]
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Exemplo 6.1.10 Os Corpos K((X)), com K finito; os corpos p-ddicos Q,, p # 2 e todos
os corpos I’ C @), construidos em Lema 4.1.11 e Teorema 4.1.13 sdo corpos Hilbertianos que
admitem valorizagées Ry(F')—compativel, a saber, as valorizagées dadas por v(X) =1 € as
valorizacoes p-/fdicas respectivamente. Logo estas valorizag¢oes sao estendiveis a unica algebra

de quatérnios com divisdo (a menos de isomorfismo) sobre o corpo em questao.

Para finalizar P. M. Cohn em [C, p.67] demonstra que a dlgebra de quatérnios D = (%

ndao admite extensio da valorizagio 2-ddica de ). Cohn demonstra ainda no artigo supra-
citado, que de um modo geral qualquer valoriza¢do p-ddica (p # 2) ndo se estende @ uma

valorizagdo w sobre uma dlgebra de quatérnios com divisio sobre €), (veja [C]). Por outro lado,

o corpo € ndo € Hilbertiano.
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