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Introdução

No estudo de formas quadráticas sobre corpos as técnicas de valorizações e ordens são de

grande ajuda. Por outro lado, para se estudar formas quadráticas e determinar suas estruturas

sobre álgebras de quatérnios ou álgebras centrais simples mais gerais, os problemas são bem

mais complexos. Um método de estudo é tentar reproduzir alguns bons resultados já exis­

tentes na teoria de formas quadráticas sobre corpos. Para isto seria interessante que ordens ou

valorizações sobre o corpo, que é o centro da álgebra, estendesse à álgebra toda. Mas isto não

é possível sempre. Mesmo em casos simples há contra­exemplos. Para algumas valorizações

henseliana ou de Krull é possível. As melhores valorizações, em se tratando do estudo de forma

quadrática sobre corpos são as valorizações ditas compatíveis com o radical (Ver Definição 5.1.2).

Ássim, o principal objetivo deste trabalho é demonstrar que sobre um corpo Hilbertiano (cor­

pos que admitem uma única álgebra de quatérnios com divisão, a menos de isomorfismo) existe

valorização compatível com o radical e ela se estende de modo único a álgebra de quatérnios

com divisão sobre o corpo em questão. Isto é feito no último capítulo. À partir disso, é possível

determinar o anel de Witt das formas quadráticas sobre a álgebra de quatérnios, (ver [S]).

À idéia por trás disto é que um corpo F admite uma valorização discreta (isto é: o grupo

de valores é Z) se, e somente se, o anel de Witt de F é o anel de grupo W(F).[A], onde
A é um grupo com dois elementos e F é o corpo de resíduos. Este é o famoso Teorema de
Springer, e ele afirma que o cálculo do anel de Witt de F' se reduz ao cálculo do anel de Witt

de F. Além disso este anel de Witt é o anel de Witt do corpo de séries de potências formais
sobre o corpo F. Estes são os anéis de Witt mais simples. Mas isto ocorre se o radical de F
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é trivial. O capítulo 4 é finalizado com infinitos corpos com o radical não trivial. Caso isto

ocorra as melhores valorizações sobre Fº que reproduzem levemente o resultado anterior (qual

seja W(F) = W(F).[A]) são as valorizações compatíveis com o radical. Este é o assunto do
capitulo 5; um capítulo bastante técnico.

Como se vê, não gostariamos de simplesmente citar o Teorema de Springer como motivador

de extensões de valorizações, mesmo porque o assunto poderia ficar vago. Por outro lado, para

desenvolvê­lo suscintamente e de modo simples, apenas para justificar os capítulos posteriores

e não ser o foco central, foi tarefa árdua. Espero que tenhamos conseguido. Tratamos dele

no capítulo 2 e como aplicação dele, nesse mesmo capítulo determinamos o grupo de Witt dos

corpos p­ádicos. Assim o capítulo anterior trata de resumos de formas quadráticas sobre corpos

e o começo do capítulo 2 sobre a construção do anel de Witt, para dar sustentação a este.
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Capítulo 1

Formas Quadráticas e Espaços

Quadráticos

1.1. Formas Quadráticas

Em todo o contexto V denotará um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F' de

característica diferente de dois.

Uma forma quadrática (n­dimensional) sobre F é uma função q : V — F, (onde dimpV =n)

tal que

(1) a(au) = ?ºq(u), Yae FeVuE€V e a função

(31) b: VxV — F, definida por by(u,v) = X(g(u+v)— q(u)— q(v)) é uma forma bilinear
simétrica.

O par (V,q) é dito um espaço quadrático (n­dimensional) sobre F' e b, é dita a forma bilinear
associada a q.
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Se b é uma forma bilinear definida sobre F, podemos verificar que q : V — F dada por

q(u) = b(u,u), é uma forma quadrática tal que b,, = b. Dada uma forma quadrática q, por

verificação imediata temos que q, = q. Portanto do fato da característica de F ser diferente de
dois, temos uma correspondência um­a­um entre as formas quadráticas e as formas bilineares

definidas sobre F.

Dois espaços quadráticos (V,q) e (Vi,qi) sobre um corpo F são isométricos e denota­
mos (V,q) = (V1,q1) ou simplesmente q > qi, se existir um isomorfismo de espaços vetoriais

o:V—W talqueg=q 00. Esta relação é de equivalência e podemos checar facilmente que

q=q º0 (ouqg*q) se, e somente se, by(u,v) = by, (o(u),o(v)).

Se q é uma forma quadrática definida de V em Fe B = fe;)?, é uma base de V, seja

M, = (b(ei,e;)), onde b é a forma bilinear associada a q. À existência de um isomorfismo

o:V3WV tal queg=qo0, equivale a existir C € GLn(F) (C é à matriz de o em
bases de V e Vi fixadas) tal que M, = C*'M,,C. Portanto existe uma correspondência um­a­

um entre as classes de isometrias das formas quadráticas sobre F' e a classe de semelhança de

matrizes simétricas de M,.(F). Em outras palavras, dois espaços quadráticos (V,q) e (Vi,q)
são isométricos se, e somente se, suas matrizes M, e M,, (com relação a bases fixadas) são

congruentes. À classe de semelhança de M, é dita matriz da forma quadrática q ou de sua

classe de isometria. Notemos ainda que o determinante de M, e de M,, diferem pelo fator
quadrático det(C)?. Portanto definimos o determinante da forma quadrática q como sendo o

Felementos d(g) = det(M,) E 37. Isto já mostra que o grupo É desempenhará um papel
importante na teoria de formas quadráticas.

Da teoria de álgebra linear temos:

Proposição 1.1.1 Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um corpo F. Então as proposições

abaixo são equivalentes:

1. M = (b(e1,e;)) é não singular.
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2. À aplicação 8: V — V*, (x) = b,( ,x) é um isomorfismo.

3. Paraz EV, b(t,y)=0; Vy E V implica que x = O.

Dizemos que um espaço quadrático (V, q), ou a forma quadrática q é não singular ou regular,
ou ainda não degenerado(a) se o espaço quadrático (V,q) satisfaz uma das (portanto todas)

condições equivalentes da proposição anterior. À menos da forma quadrática nula (q : (0) — F),
em todo o texto serão consideradas apenas estes tipos de formas quadráticas. Portanto o termo

espaço quadrático ou forma quadrática significará, respectivamente, espaço quadraático não

singular ou forma quadrática não singular.

Exemplo (1)

Sejam V um espaço vetorial de dimensão 2 sobre F e q, q1 : V — F definidas por qg(x,y) =

1º —yºeq(r,y)=xy. Então o(t,y) = (7 +y,17—y) nos dá a isometria q Y q.

1 1

1 —1

1 O

0 —l
Temos que M, = e Coan =

o
u

v
l=

Assim M, = Ch, Ma, Coan­

Sejam u,v E V, onde (V,q) é um espaço quadrático. Se by(u,v) = O dizemos que os vetores
u, v E V são ortogonais. Além disso, se U e W são subconjuntos de V e b(U,W) = O, ou

seja, b(u,w) = O para todos u E U, w E W, também dizemos que U e W são ortogonais. À

ortogonalidade será denotada por 1. Assimu LveU 1 W.

A cada subconjunto X de V, o subespaço X* := fu E V | b)(v,x) = 0, Vr E X) é
dito complemento ortogonal de X. Quando X = V, diz­se que V+ é o radical de V, e também

denotaremos V*+ por rad V. Notemos que a Proposição anterior nos diz que o espaço quadrático

(V,q) é não singular se, e somente se, rad V = (0).

Exemplo (2) A forma quadrática de dimensão três dada por q(u) = X'M,X, onde u tem

coordenadas X = (xr,y,z) numa base fixada e
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110

—1 12 é não singular pois tem determinante não nulo.

o 20

Se (V,q) é um espaço quadrático e U é um subespaço de V, então a restrição da forma

quadrática q ao subespaço U, qu é uma forma quadrática sobre U. Pode ocorrer de (V, q) ser um

espaço quadrático regular e (U, qu) não ser regular. Por exemplo, tome U = faer +8e2, a, PB E
F), no exemplo anterior. Encontramos U+ = (A(er+e2), à E F) É (0). Logo qu não é regular.
No entanto temos

Proposição 1.1.2 Sejam (V,q) um espaço quadrático regular e U um subespaço de V. Então:

1. dim U+ dim Ut = dim V

2. (Ut)* =U.

Demonstração: Também é um exercício de álgebra linear e será evitada.

1.2 Diagonalização de Formas Quadráticas

Definição 1.2.1 Sejam (V1, 1) e (Va, q2) espaços quadráticos sobre um corpo Fe V = V EV.

Definimos q : V — F por q(vi +v2) = qí(vi)+ qa(v2). Então (V, q) é um espaço quadrático com
forma bilinear associada by : VxV —> F dada por bi ((u1, u2), (v1,v2)) = ba, (Um, v1)+ba, (U2, v2).

Denota­se este novo espaço quadrático por (V1,q1) ­ (Va,q2) ou simplesmente por qi ­ q.

Uma vez fixada uma base para o espaço vetorial V toda forma quadrática sobre V pode
n

ser posta na forma g(r1,...,Tn) = > ajtixt;. Termos mistos r;r; podem ocorrer na somatória,
1=l

e normalmente ocorrem. Nossa intenção agora é diagonalizar uma forma quadrática, ou seja,
n

obter uma forma quadrática q, isométrica a q de modo que gi(t1,...,Tn) = ) aux?. Daí em
1=1

diante só trabalharemos com este tipo de formas, por ser mais prático.

7
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Definição 1.2.2 Sejam q : V > F uma forma quadrática sobre F e d E F. Dizemos que q
representa d se existir v E V tal que q(v) = d. Denota­se por Dr(gq) ou por D(g), ou ainda

por Dq o conjunto dos elementos de F representado por q. Se D(g) = F dizemos que q é (uma
forma quadrática) universal.

Observação 1.2.3 É claro que q eq são formas quadráticas isométricas e q representa
d se, e somente se, q, também representa d. Assim, o conjunto D(q) dos elementos de F
representados pela forma quadrática q depende apenas da classe de isometria de q. Além disso,

sea,dE F, temos que d E D(q) se, e somente se, o?d E D(q) (pois: q(u) = d se, e somente se,
q(au) = a?d). Com isso vemos que D(q) é uma reunião de classes de F módulo F?, e podemos
considerar D(q) C É.

Notação 1.2.4 SeV = F.e, a forma quadrática sobre V definida por q(x.e1) = da? será
denotado por <d>. Parade F é evidente que q é não­degenerada.

Proposição 1.2.5 (Critério de Representação).

Sejam q uma forma quadrática definida sobre F ede F. Então dE D(q) se, e somente
se, existe uma forma quadrática q, definida sobre F tal que quwu<d> 1 qa.

Demonstração:

Se qw<d>lLq então de D(<d>L q) =D(g).

Reciprocamente se d E D(q) então existe v € V tal que q(v) = d. O subespaço quadrático

(F.w, qr.) = (F.w, <d>) é regular. Provemos que (F.w, <d>) 1 ((F.w)", ateu) =(V,q).

De fato, seja F.w := U. Como (U,<d>) é regular, temos que 07 : U — U* dada por:

9, (u) = by( ,u) é um isomorfismo. Como para todo v E V, 0(v) E V", vem que O0(v)ly E U”.

Como d, é um isomorfismo existe u € U tal que O(v)|u = A(u). Assim d(v)lu(u1) = d1(u)(ui),

Vu, E U. Ou seja by(v,u1)=b,(u,u1l), Vu, E U. Daí by(v—u,u1) = O, Vu, E U. Isto significa que

8
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v—u E Ut. Como v = ut+(v—u) segue­se que V = U+U*t,e como b(u,v) = 0, Vu EU, vE Ut
a proposição está demonstrada. sm

À primeira consequência deste critério é a existência de uma base ortogonal para qualquer

espaço quadrático. De fato por indução sobre dimgq temos:

Teorema 1.2.6 Seja (V,q) um espaço quadrático sobre F. Então (V,q) é uma soma ortogonal
de subespaços quadráticos unidimensionais, ou seja, existem escalares di, da,..., dr E F, tais
que qu<di>1<da>...l1<d,>. Em outras palavras, V tem uma base constituída de vetores

dois a dois ortogonais entre si (base ortogonal), com relação a b,.

Notação 1.2.7 À isometria q m< dj >L ... l< d, > será denotada por q =

<di,da,..., dh >, e dizemos que q está na forma diagonal. Considerando esta base ortogonal
n n n

temos que se u= NY" rxje; E V, então q(u) = b(uju) = X b(ee;j ti; = > b(eejri =
ij=1 i=1i=l 1,j=

diz? + dax3 ++ +dhx?d. Ou seja, na expressão de q(u) ocorre a separação de variáveis. Este
fato só é verdadeiro se a característica do corpo F for distinta de dois. Ainda temos a notação

reduzida n <d> quando d; = d para todo i = 1,2,...,n.

Temos ainda que se q=<a1,02,...,0n> é uma forma quadrática sobre F' então o deter­

minante de q é d(q) = (a...a7,)F? e no caso em que q= q, ­ q+ então d(q) = d(q1 )­d(q2).

Observação 1.2.8 Algumas isometrias entre formas quadráticas são evidentes. Por exemplo

se.

(1) 0 é um elemento do grupo das permutações de nº elementos, então as formas quadráticas

<A4g(1)) do(2);­ << Go(n)> E <A1,02,..., An > são isométricas.

(31) Para qualquer 8; E F, asformas quadráticas < a1 2,023, ...,anbi>e<an,a2,...,0n>
também são isométricas. De fato, basta considerar o isomorfismo de V definido porT(X1,T2,...,Xn)

(Bira, Dara, ..., Ôntn). Assim os elementos a; da forma quadrática <a1,a2,..., an> podem ser

tomados livre de quadrados, ou seja, elementos do grupo E&
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1.3  Isotropia, Plano Hiperbólico e Decomposição de

Formas Quadráticas

Definição 1.3.1 Seja (V,q) um espaço quadrático. Dizemos que q é isotrópica (ou (V,q) é
isotrópico), se existe um vetor não nulo v E V tal que q(v) = 0. O vetor v é dito vetor

tsotrópico. Caso contrário dizemos que q é anisotrópica (ou que (V,q) é anisotrópico) e v é um
vetor anisotrópico.

Um subespaço quadrático (Um) de (V,q) (1 = qu) é dito totalmente isotrópico se

ba, (x,y) = O para todos x, y E U.

Dizemos que uma forma quadrática q (ou espaço quadrático (V, q)) contém a forma quadrática

q: como subforma se existe uma forma quadrática q? tal que qQY q1 1 q.

Consideremos as formas quadráticas q e q1 do exemplo (1). Já vimos que elas são isométricas.
Por abuso de linguagem vamos denotar por IH tanto sua classe de isometria quanto um de seus

representantes. Sendo assim os teoremas que vem a seguir caracterizam as formas quadráticas

isotrópicas e a classe IH. Comecemos por

Teorema 1.3.2 Seja (V,q) um espaço quadrático bidimensional. As seguintes afirmações são
equivalentes:

1. (V,q) é não singular e isotrópico,

2. (V,q) é não singular, com d(q) = —1.F?,

3. (V,q) é isométrico à (V<1,—1 >),

4­ 1X q, onde a(s, y) = Ty.
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Demonstração:

O exemplo (1), mostra que (3) e (4) são equivalentes. Vejamos as dernais:

(1) > (2) Seja fe1,62) uma base ortogonal de V em relação a qual q =<di,da >. Por
d

hipótese temos que d(q) = det
'

= did; £0. Como q é isotrópica, segue­se que
d,

<d,,da> é isotrópica. Seja v = xe, +ye2 £ O tal que diz? + day? = 0. Como x £ O, temos que

dy = —d3(2)?. Consequentemente d(gq) = (—1).F?.

(2) => (3) Diagonalizando q temos que q “<a,b> . Por hipótese ab = —1, ou seja,

b=­—aem E Logo q =<a,­—a>.Sejam qi(r,y) = ary e o(r,y)=(r7—y,7+y). Então
q100 =<a,­a>, ou seja, q“ q1. Desde que q, é universal, q também o é. Assim —1 € D(g) e

pelo Critério de Representação segue que q “<—l,c>. Calculando o determinante obtemos

a isometria qyº<1,—1>.

(3) > (1) Desde que <1,—1> é isotrópica e não singular, o mesmo vale para q, devido a

hipótese. —

Observação 1.3.3 (a) O ítem (4) do Teorema justifica o nome plano hiperbólico, porque o

gráfico das equações xy = d, (com d £ 0,) são chamados de hipérboles. Uma soma ortogonal

de m planos hiperbólicos é chamada espaço hiperbólico e será denotado por mIH. Dois repre­
2 72sentantes desta classe são 17 — 13 +... +X3,, Td, ETITI +... + Tom—1tom, pelos ítens (3)

e (4) do Teorema anterior.

(b) Como q(x,1) = x, para todo x E F' segue­se que o plano hiperbólico é universal. Logo
qualquer forma quadrática que contém o plano hiperboólico também é universal.

Teorema 1.3.4 Seja (V,q) um espaço quadrático regular. Então:

1. Todo subespaço totalmente isotrópico, (U, qi) de (V,q), de dimensão positiva r, está con­

tida num subespaço hiperbólico rIH C& (V,q).

11
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2. q é isotrópico se, e somente se, q contém um plano hiperbólico.

3. q é isotrópico > q é universal.

Demonstração:

(1) > (2) é claro, basta fazerr = 1 em (1).

(2) > (3) é óbvio, pois por (2) q DO H cujo uma das formas quadráticas representantes

é g(rt,y)=ry que é universal.

Agora demonstraremos (1), por indução em r.

Tome uma base fei,62,...,er) del, e seja S o subespaço gerado por fea,...,er). Então

U+ C 5* e desde que (V,q) é regular, pela Proposição 1.1.2(1) obtemos:

dimS* = dimV — dim.S > dimV — dimU = dim U?.

Isto significa que existe v, ortogonal a e2,€3,...,er mas não ortogonal a e. Desde que e, é

isotrópico, fen,v1) é linearmente independente. Consequentemente a forma quadrática q :
Fer DFviy> F tem determinante

o bles, : |

d(q) ale?) pano
balesva) ba(vit)

Então (Fe, E Fui,qi) = H, pelo Teorema 1.3.2. Assim temos decomposto (V,q) na soma
(Va)= H1(V',q), onde (V',q) = H* e H* contém e2,...,er por construção. Desde que
(V',q') é regular (pois 0 £ d(q) = d(q1).d(q')), a demonstração se completa por indução em r.

Observação 1.3.5! Uma consequência importante do ítem (2) deste Teorema é que podemos

repetir este raciocínio para a forma quadrática q, desde que ela seja isotrópica. Como q tem

dimensão finita, depois de alguns passos vamos chegar a q > qa L m HH, onde q, é uma subforma
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de q anisotrópica em > O. Mais que isto, o Teorema de Decomposição de Witt que veremos

adiante nos afirma que esta decomposição é única, a menos de isometria.

Teorema 1.3.6 (Teorema de Representação). Seja q uma forma quadrática, e d E F. Então
d € D(q) se, e somente se, qi <—d> é isotrópica.

Demonstração:

Seja X = (x1,...,Tn) tal que g(t1,...,t7n) = d. Então (q L<­d>)(X,1) =d­d=O0.

Como (X,1) £ 0, q 1<—­d> é isotrópica. Reciprocamente, se X' = (11,­.., Tn, Tn41) É um
vetor isotrópico para q L<—d>, então (q 1<—­d>)(X') =0. Se rn41 É O, isto implica que

1 tn
d=a( .. .”.

LTn+1 Tn+l
(T1,T2,­.., Tn) £ O. Logo q > MH, e como IH é universal segue que q é universal, ou seja,

de Diq)=F. —

) € D(q). Se zn41 = O, então g(t1,...,t7n) = O e q é isotrópica, pois

Corolário 1.3.7 Para um inteiro positivo r, as afirmações seguintes são equivalentes:

1. Toda forma quadrática regular de dimensão r é universal.

2. Toda forma quadrática de dimensão r + 1 é isotrópica.

Demonstração

(1) > (2) Seja qU<arn,02,...,0r,4r41>. Como q =<a1,d2,...,ar> é universal segue­se

que q representa —ar,1. Pelo Teorema da Representação q = q Ll<arn> é isotrópica.

(2) > (1) Seja q =<ar,02,...,ar>. Para qualquer d E F, q 1<—­d> é isotrópica. Pelo
Teorema da Representação d E D(q'). Logo q' é universal. =

Para demonstrarmos o Teorema de Cancelamento de Witt precisaremos da noção de reflexão

segundo um hiperplano. Um hiperplano é determinado por um vetor anisotrópico v de V. É
exatamente o complemento ortogonal de v, (Fv)!.
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Lema 1.3.8 Sejam (V,q) um espaço quadrátic, v um vetor anisotrópico de V.
2b,(u,v)=UV, Então 7, satisfaz:

q(v)
Definimos 1, : V — V por r,(u) =u —

. 1, é um endomorfismo de V.

. T, restrita a (Fu)! é a aplicação identidade e T,(v)=—v. Em particular, temos que T,
é uma involução (ou seja: 1? = Id).

3. 1, É uma isometria.

. det(r,) = —1.

Demonstração:

E imediata e se resume a verificações.

Lema 1.3.9 Sejam (V,q) um espaço quadrático e u, v E V tais que q(u) = q(v) £ O. Então
eriste uma isometria T : V — V tal que T(u)=v.

Demonstração:

Geometricamente, se considerarmos a reflexão em torno de F(u—v)* o vetor u será levado
em v. Isto é possível se u—v é um vetor anisotrópico. Por outro lado tem­se g(u+v)+qa(u—v) =

b(utv,ut+uv)+b(u­v,u—v)=b(u,u)t+2b(u,v)+b(v,v)t+b(u,u)— 26(u,v)+b(v,v)+(u,u)t+

2b(v,v) = 2qg(u) + 2q(u) = 4q9(u) £ O. Assim q(u + v) £ O ou q(u—v) É 0. Se gq(u—v) FO,

o Lema esta concluído, pois tomamos 17 = T,­,. Agora, se q(u— v) = O então gq(u+v) £ 0

— bu u to), + v). Mas g(u+v) = q(u) + q(v) + 2b(u,v) =
q(ut+v)

2h2q(u) + 2b(u,v) + (u,yu + v). Logo Tav(U) = u­ so
Portanto —T,47. (u)=v. Logo T=T,,, é a isometria procurada.

e neste caso T,.1.(u) = u

(utv)u­(luto)

Teorema 1.3.10  /Cancelamento de Witt.] Sejam q, q, q2z formas quadráticas arbitrárias.

Segqlqa*qlq entãoq Y q.
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Demonstração:

Sejam q3 =< a1 >L q1, e da =<a >L1 q. Seja o : V > V tal que q3 = q100. De

0% a E D(a3)N D(q), existem u, v E V tal que gs(t) = a; = qa(v), ou à = B(u) =
qs(o(u1)) = qa(u), onde u=o(uw)). Ássim qa(u) = qa(v). Pelo Lema anterior existe uma
isometria 7 de V tal que T(u)=v e q100=q" Temos qdg=qo(roo) e Blm)=a=

qa((7 o o)(us)) = qa(v1), (onde (17 o o)(u) =v). Logo (ro Tl pua : (Fu)É — (Fv)) é um
isomorfismo tal que

o(íroo =EUR ( Meu Bleu) ?
Ou Seja,

q O (troco) = qa.

Assim qi >“ q2. O resto segue por indução.

Teorema 1.3.11. /Decomposição de Witt.] Todo espaço quadrático (V,q) se decompõe em

uma soma ortogonal (V,q) = (Vr.,qn) ­ (Va, qa), de modo único (a menos de isometria) onde
(Vrn,qn) espaço hiperbólico, (Va,qa) espaço anisotrópico.

Demonstração:

Pela Observação 1.3.5 já vimos que (V,q) se escreve na forma (V,q)=rH + (Vi,qa)

(r > O), onde r IH é o espaço hiperbólico (se r > 0) e (V.,qa) é anisotrópico.

Para a unicidade, suponhamos que existe outra decomposição de (V,q) => nH 1 (VI,q).
Sem perda de generalidade podemos supor r > n. Pelo Teorema do Cancelamento temos

(r—­n)H Ll qi Wvq, Desde que q', é anisotrópica, concluimos quer —n = 0. Logor =ne

9a PA, E
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1.4 Produto de Kronecker de Espaços Quadráticos.

Já foi definido soma ortogonal de formas quadráticas. Agora definiremos produto de formas

quadráticas, que juntamente com o Teorema de Cancelamento de Witt serão úteis na construção

do anel de Witt das formas quadráticas sobre um corpo F.

Definição 1.4.1 Sejam (Vi, qi), (Vo,q2) espaços quadráticos sobre Fº de dimensões m e n,
eV = W1 GQ. Definimos b: VxV — F a única forma bilinear simétrica satisfazendo

b(v1 & va,ui & ua) = bi(vi,u1).ba(va,u2) para todos un,v1 E Vi e u2,v2 E Vo, onde b; é a forma
bilinear associada a q;, 1 = 1,2. Agora definimos q: V — PF por q(v1 Qua) = b(v1 Qua, v1 Qua).

Portanto q(v, & v2) = bi(vi,v1).ba(va,v2) = qi(v1i).qa(va). Segue­se que (V,q) é um espaço
quadrático de dimensão m.n, e a forma bilinear associada à q é a forma bilinear definida acima.

Denotemos q por q1 & q2 (ou q := quq2).

Sejam fe, ..., em) base de Vi, (f1,.., fn) base de Vo, a;; = b(es,e;) e bre = b(fr, fe). Então
M = (a;;)e N = (bre) são as matrizes de q e q: nestas bases. Na base fe] & fiser O fa..,61 O

Ífni Em O fis, Em O fn) de V a matriz de qé

( anbu a11bi2 +++ an2bm a12b12 a
anbi2 anb +++ "o meto anN apN

a, N 422 N

anbn ab

a21b12 az1bao +++ e. ... ... amiNV amoN

que é chamado de produto de Kronecher das matrizes M e N. Em particular

<a> Q <b>=<ab> Va, bEF,
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Proposição 1.4.2 (Propriedades):

1 noepvpepOqn (lei comutativa).

2 (n Op) O e>Yq8(1pEq) (lei associativa).

3. O (n 2º) (gq8n)Ll(gq8q) (lei distributiva).

Demonstração:

(1) V=n1 EV OS WVSW dada por o(t Qy) = y O 1 leva base em baseeg=do0.

(2) Vel) OeVB3SWNoO(VOeWB)(toyOz­> r1O(yOz) a leva base em base e
(1 8 (2 Oq))oo=(nOqp) Oq.

(3) Va(V 1 Va) S (VeWV) + (V O V,) definida por o(x& (11 +y2)) = (z&Yn)+(7Oy)
satisfaz (q o o)[1 &(y11 1 y2)) = q((7 GY) +(17 OyY2)) = (9 O a)(11 On) = (9 O P)(T Oya) =

a(r)(1n À 12)(Y11 +42) = a 9 (nd p)(1O (y1+y2)). Logo O (an + 2) “(q4On) 1 (401). À

Observação 1.4.3 1. Pelalei distributiva tem­se:

<A... tn> O< bi, ...s br >"D< a1b,, aba, e..,s abr, azbi, .., ambr >.

2. Se q é regular então q & IH > (dim q).H.

3. (1 Lp) lqgegsq dl (q: q) (lei associativa).
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Capítulo 2

Anel de Witt

2.1. Construção do Anel de Witt

Seja M(F) o conjunto de todas as classes de isometria das formas quadráticas não singulares

sobre F. Sabemos que a operação |­L é associativa, comutativa e admite elemento neutro, e a

operação & é associativa e distributiva em relação 1 . Ássim |. e & definem uma estrutura de

semi­anel em M(F). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt para 1, segue­se que M(F) é um

semi grupo com cancelamento, embora todos elementos não nulos em M(F) não têm inverso

aditivo. À construção do anel de Witt Grothendieck resolve este problema. Ele é construído do

mesmo modo em que se constrói o anel Z dos inteiros a partir do semi­anel com cancelamento
N.

Seja (M, 1) um semi­grupo aditivo, comutativo com cancelamento. Definimos a relação —

sobre M x M por:

(t,y)v(f,y)Oxsly=r" LlyEM.

À relação ­— definida sobre M x M é uma relação de equivalência. Vamos denotar o conjunto

das classes de equivalência por Groth(M), ou seja, Groth(M) := ((a,b), (a,) E Mx Mi,
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onde (a,b) = f(x,y) | (x,y) — (a,b)).

Agora definimos em Groth(M) a operação de adição por:

(ab) +(c,D)=(a Le,b LO.

É fácil a verificação de que esta operação está bem definida sobre Groth(M) e que valem
as propriedades associativa, comutativa e existência do elemento neutro para a adição. Este

elemento é (a,a), a E M. O oposto de (a,b) é (bya) pois:(a,b) 1 (ba) =(a 1 b,bL a) =(c,c).

Denotemos (b, a) por —(a,b). Em particular temos que —(b,0) = (0,6).

À aplicação é : M — Groth(M) definida por (a) = (a,0), injeta M em Groth(M),

ou seja, 1 é um homomorfismo injetor. Identificando M com sua imagem f(a,0), a €EMY)
em Groth(M), podemos dizer que M C Groth(M). Assim para (a,b) E Groth(M) temos que
(a,b) = (a,0) 1 (0,b)(a,0) — (6,0) = a — b. Com isso, no caso em que M = M(F), podemos

subtrair uma forma quadrática de outra, via a identificação q = v(q). Esta última identificação
será denotada pela igualdade q = (q).

Sabemos que (M,L) é um semi­grupo comutativo com cancelamento. Se M tem outra

operação ” e” associativa e distributiva em relação a 1, definimos e : Groth(M) x Groth(M) —

Groth(M) por (x,y) e (x,y) =(x.2' 1 y.y, z.Y' 1 X'y).

É facil demonstrar que esta operação está bem definida sobre Groth(M) e que (Groth(M), +, e)
é um anel. Este anel é dito anel de Witt Grothendieck. Assim, o anel de Witt Grothendieck

de IN é Z : o anel de inteiros. Também para M = M(F'), o produto tensorial nos dá uma

multiplicação com as propriedades desejadas. Então temos:

Definição 2.1.1 W(F) := Groth(M(F)) é chamado de Anel de Witt Grothendieck das formas
quadráticas sobre o corpo F.

Todos os elementos de W(F) são do tipo (q1,92) = (1,0) + (0,12) = 1 — np, onde q e
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q: são formas quadráticas não singulares. Para quaisquer formas quadráticas q, e q2z sobre LF,

tem­se q1 = 12 E W(F) se, e somente se, (q1,0) = (43,0) €&> q1 —& qo.

Para m,n E IN os elementos, (mnH,nH) € W(F) são iguais a ((m —n) H,0) se, m>n ou

igual (0, (n—m)H) caso n > m. Segundo a notação dada temos que (mH,nH) =sH, se Z,
qualquer que seja m, n € Z.

Juntando isto, ao fato de que qQ& H > (dim q) H, podemos provar que o conjunto ZH =

ímH,m E Z) é um ideal de W(F).

Definição 2.1.2 O anel quociente Wo) denotado por W(F) é chamado de anel de Witt de
F.

Note que em W(F), H =< a, ­a >= 0. Logo — <a >=< —a > e por

extensão — < a,...,dh >=< —a,...,an >, em W(F). Isto mostra que podemos represen­
tar qualquer elemento de W(F) por formas quadráticas. Mais exatamente, pelo Teorema de

Decomposição de Witt cada elemento do anel de Witt corresponde exatamente a uma única

forma quadrática anisotrópica, a menos de isometria. Formalizemos na seguinte proposição,

Proposição 2.1.3

1. Os elementos de W(F) estão em correspondência um a um com as classes de isometria

de todas formas quadráticas anisotrópicas.

2. Duas formas quadráticas não singulares q e q', representam o mesmo elemento de W(F)

se, e somente se, qa = q, (isto é, suas partes anisotrópicas são isométricas).

3. Se dim q= dim q' então, q e qQ' representam o mesmo elemento de W(F') se, e somente
se, qua.

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Demonstração:

Seguem das definições e dos Teoremas de Decomposição e Cancelamento de Witt.

2.2 Anéis de Witt de Alguns Corpos

Alguns passos importantes para determinar o anel de Witt de um corpo F' são:

(1) Como todos os elementos de W(F') são representados por formas quadráticas diago­
nalizadas basta considerar este tipo de forma.

11) Determinar o grupo de classes de quadrados É pois as entradas a; da forma quadráticagrup e P q

diagonal são elementos deste grupo. (Ver Observação 1.2.8(ii)).

(111) Determinar a classe —1 € É para conhecer IH =<1,—1>: o gerador do ideal Z IH.
Comecemos com

Exemplo 2.2.1 F é um corpo quadraticamente fechado.

Um corpo F é dito um corpo quadraticamente fechado se qualquer um de seus elementos é
É= 11), e portanto toda forma quadrática q sobre F admite a seguinteum quadrado. Assim

Fadiagonalização q=<1,1,...,1>. Como 1=­—1 em E segue­se que IH =<1,1> . Logo se q

tem dimensão 2n então q= nIH, e se dimq=2n +1 então q=<1> +nH. Pela Proposição

2.1.3 obtemos W(F) = (<0>,<1>), ou seja, W(F) é isomorfo a &.

Exemplo 2.2.2 F=|R.

Temos duas classes de quadrados em IR uma constituída pelos elementos positivos (repre­

sentada por 1) e outra constituída pelos elementos negativos (representada por ­1). Logo toda
forma quadrática sobre IR se escreve de modo único na forma q=n <1>+m<—l>.Como
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H =<1,—1>, temos que q=s<l> E W(R), ondes =n—m E Z. Agora é fácil provar que
a aplicação é : W(IR) — Z definida por pv(s <1>) =s é um isomorfismo de anéis. Assim

W(R) = Z.

Exemplo 2.2.3 PF: corpo finito.

Lema 2.2.4 Seja F um corpo finito. Então

FÉ —

2. Toda forma quadrática binária sobre Fº é universal.

Demonstração:

(1) Segue do fato que o grupo multiplicativo F é cíclico, pois F é finito.

|F| ql(2) Vamos demonstrar que <1,1> representa s. Como |Fº| = lala pois F é cíclico,
1 q­1 1então |F?*|=+Portanto |s — F?*| = 3 + Como IP +|ls­Pl=2272+2=

q+1>q=|F|, segue­se que Fº N (s — Fº) não é vazio. Logo existem x ey E F tais que
1º = s—y*. Daí s=xº+yYº, isto é, s é soma de dois quadrados. Logo <1,1> é universal, pois
le D<L1>. De<ss>=<s>.<l,1>, temos que D <s,s>=s.D<l,1>=sF=­F.
Como <1,s> é evidentemente universal o lema esta demonstrado. =

Ágora precisamos saber qual é a classe de —1. Como q = p” onde p = c(F') é 2 segue­se

que q = l(mod. 4) ou q = 3(mod. 4). Da teoria dos números tem­se q = 1(mod. 4) se, e somente
se, ­L Ee Fr ega= 3(mod. 4) se, e somente se, —1 & Fº. Com isto temos:

Teorema 2.2.5 Sejam F = F, um corpo finito com q elementos e E = (1,s).

1. q= l(mod. 4) então W(F) = EL, sy.
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2. Se q=3(mod. 4) então W(F)= &.

Demonstração:

(1) Se q = l(mod. 4), então 1 = —1 em E Assim H =< 1,1 >=< s,6 >, (Veja o
Teorema 1.3.2(2)). Seja <a,b,c> uma forma quadrática sobre F. Como <a,b> é universal
pelo Teorema de Representação segue­se que < a,b,c > é isotrópica. Consequentemente as

formas quadráticas anisotrópicas sobre F tem dimensões 1 ou 2. Da Proposição 2.1.3 vem que

W(F) = (0,<1>,<s>,<l1>+ <s>). Estruturalmente W(F) é isomorfo a É (1,s)].

(2) Se q = 3(mod. 4) então 1 £ —l1 em É, e podemos considerar s = —1 E = Daí
H =< l1,s >=< 1,1 > . Como < 1,1 > representa —l1 (Lema 2.2.4), pelo Critério de

Representação segue­se que q =< 1,1,1 > é isotrópica. Pelo Teorema de Representação

<1,1,1 >= H+ <d >, e calculando o determinante de q temos que: d = s = —1l., Lo

go 3 < 1 >=< —1 > em W(F). Daí 4 <1>=<1,—­1 >= 0 em W(F). Do mesmo mo­

do 3 <1>=­ <lLLl1>=­ <­l>=<1>e4<­l>=0emW[F). Portanto
W(F)= (0,<1>,2<1>,3<1>), e W(F)= &.

2.3 Teorema de Springer

O Teorema de Springer nos permite classificar formas quadráticas sobre os Corpos Locais (cor­

pos completos relativamente a uma valorização v). Um corpo Local F' tal que o corpo de
resíduos F, referente a valorização em questão, é finito é dito Corpo P­Ádicos. É o caso dos
completamentos p­ádicos do corpo dos números racionais Q, para p um número primo positivo

em Z. Como aplicação do Teorema de Springer no próximo capítulo calcularemos o grupo de

Witt de um corpos P­ádicos Q,. Para isto vamos precisar apenas do conceito de valorização
não arquimediana e outros conceitos que seguem deste.
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Definição 2.3.1 Se F é um corpo, uma aplicação v : F — Z (que pode ser assumida sobre­

jetora) é dita uma valorização de F' se

(1) v(zy)="(2)+v(Y), e, y E P,

(ii) v(2+y) > minív(s), v(y)), se y Za, Va,y E À.

Definimos ainda v(0) = oo de modo que Im(v) := v(F) = ZU (00), e estendemos a adição

de Z à Z U (oo) por 7 +00=00+r=00+co=c.

O conjunto A = fx E F | v(r) > 0) é um sub­anel de F dito anel de valorização. Ele é

um anel local com ideal maximal P = (fx E F | v(x) > 1). Este ideal é principal e é gerado

por qualquer elemento 7 tal que v(n) = 1. Os geradores de P são determinados a menos de

unidades do anel A, e são chamados de uniformizadores de A, ou de F. O corpo F = Êâ é
chamado de corpo de resíduos de F (relativamente a valorização v). O grupo das unidades

(= elementos inversíveis) de A é dado por U = (fr E A| x É Pl =(rEA|v(x)=0). Todos

elementos de F podem ser escritos de modo único na forma: y = u.n*(»!, onde u E U. De fato
se y E F, seja v(y) =r E Z. Então v(y) = v(n"). Daí v(y.n"") = v(y) — v(a") = 0. Logo
Yy.1"=uEU, Portanto y = un"),

Temos uma sequência encaixada de ideais: A 9 P 5 P? 5 ­­­ 5 (0), com (1 P' = (0).

Definimos um Corpo Local como sendo um par (F',v) como acima, onde F' é completo
relativamente a valorização v. Isto significa que na métrica d(z,y) = e”*(=­»), toda sequência
de Cauchy converge. (Note que nesta métrica, dois elementos x, y estão prórimos se, e somente

se, 7 — y pertence a uma potência P”, para n E IN grande).

Uma situação típica do uso da completude de F é que se é dada uma sequência 11, T2,..., tn

em A tal que r.41 = vi(mod. P) para todo 1, então À possui um elemento z(= lim;) tal que

Tr = r;i(mod. P') para todo i. De fato, esta propriedade pode ser tomada como definição de
completamento.
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Exemplos de corpos P­ádicos são os corpos de séries de potências formais F = k((t)), sobre
um corpo finito k. Os elementos de F' são da forma > a;Xº = X"(an tamX +), am É
O, para algum m € Z. Os completamentos pádicos do corpo O dos números racionais é
outro exemplo, e seus elementos se escrevem do mesmo modo quando se troca X por p, e

0O<a<p aEX,

Lema 2.3.2 Sejam (F,v) um corpo local tal que a característica de F é distinta de 2 e u EU.

Então u é um quadrado em F' se, e somente se, u é um quadrado em F.

Demonstração:

[=>] Seu=02, a € F é claro quer =X EF >ueF.

<=) Agora consideremos u = DP, b € F. Desejamos construir uma sequência (b;) E U talB

que b? = u(mod. P*) e b1 = bi(mod. Pi), i > 1; pois se tivermos tal sequência, e tomarmos
b = lim b,, entãoVP =u=limbº—=u=lim (VW —u)=0. Logo V=u,euE F?, pois F é
completo.

A existência de by é garantida pois u = b E F”. Comou E U, também hi = b E UV.
Temos que bi = uímod.P). Suponhamos achados b; E U; i > 1 tal que 2? = uímod.P') e
b; = bi­1(mod. P'*). Queremos determinar b;,1 E U tal que b2,, = u(ímod. P') e bia = bi+27º,
com z E À a determinar. De Dê —u=cn',c E A, segue­se que bd, —u = (b+zn)º —u(b2=u)+
bien +zºnº =n'(c+2b;2) (mod. P'4), Como car(F) £ 2, b; E U, então basta achar z E A tal
que c + 2b;2z = mt. Daí segue­se que z = (7 — c)(2b;)** E A. Logo bia: E U e bi, = bi(mod. P*).
=

Teorema 2.3.3 /Levantamento de Raízes]

Sejam (F,v) um corpo local com c(F) £2, e f(X) =aXº +bX +cE FIX]. Se existe
uma raizu em F de J(X) =aX?º + bX +<c então existe uma raiz u em F de f(X).
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Demonstração: Note que a recíproca é válida e sua demonstração é trivial.

Comecemos a demonstração observando (e isto é tudo) que a mudança de variável X para

Y­ + leva f/(X) à 9g(Y) = aYº — Pndas Além disso r1º é raiz de f se, e somente se, yo = ro+>
é raiz de g. Por outro lado, g(Y) tem raiz yo se, e somente se, h(Y) = i9(Y) tem raiz yo. Assim
o cálculo de raízes de um polinômio de grau dois se resume ao cálculo de quadrados. Então

basta demonstrarmos que se h(X) = Xº +d € F[IX] tem uma raiz 7 E F então h(X) = X* +d
tem uma raiz u E F; e isto segue do Lema anterior.

Corolário 2.3.4 Nas hipóteses do Lema anterior temos que um elemento não nulo un" (u €

U, me Z) é um quadrado em F se, e somente se, m é par eu E F. Em particular,
u=l1=—>uEU?.

Este Corolário implica na existência de uma sequência exata de grupos. Primeiro definimos

um homomorfismo de grupos de £ para = onde a imagem de u é u € U; um levantamento de
Fr

Tu. Este homomorfismo está bem definido pois se v é outro levantamento de u, então uv"! = [,
Daí o Corolário anterior implica que u E v.F?.

Corolário 2.3.5. Nas hipóteses do Teorema anterior temos que a sequência exata curta

Fi; E;
F

ZE 0 (2.3.1)

se fatora.

Demonstração:

A exatidão é clara. Para a fatoração, defina 7 : & — É que leva 1 em n Fº.

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Lema 2.3.6 A aplicação 1: = — & induz os monomorfismos de grupos

i : W(P) — W(F) e j: W(F) — W(P),

definidos por i(<M,...,m>)=<a...,07> e j(QN=<nT>.i(g).

Demonstração:

De fato, para todo corpo K, & é isomorfo a 5 = (<a>, a €E K) e 5 gera W(K). Então
definimos à : W(F) — W(F) por U(<d1,...,dn>) =<a1,...,an> . Vejamos que 1 está bem
definida, por indução sobre n.

Denotemos <ar,...,an> por qh E <A,...,dn> POr Q,.

Sen=1 e <m>=<bi>, a1, hh EU então a, = by, s E U, ou seja, a = bis?. Isto implica

que (4º) = T. Pelo Corolário 2.3.4 be = 1º, ou seja, hi sº = a1t?º. Logo <br >=<bis?º >=ar

<atº'>=<a >.

Seja q =< bi,...,bh > e suponhamos que q. = qn, Então qn: = q, para
n—l1>1 Sejam < M1,...,dh >=< bi,...,br, > em W(F). Então < u,...,0h >>
<b,...,bn >. Pela observação 1.2.3, bi E Dr <m,...,G. > . Logo existe a; E F tal
que 41.07 + 43.03 + ­+­ +a,.a? = bi. Sem perda de generalidade podemos supor que a, É O.
Seja E = a2.03 + ­­­ +a,..a2 — br. Então o polinômio a, X? + c tem uma raiz mm € F. Pelo
Teorema 2.3.3 a, Xº + c tem uma raiz 7 E F, ou seja aja +aad +­­­+tanal =b, Pelo
critério da representação e diagonalização de formas quadráticas existe c2,...,cn E U tais que

< a1,02,...,An >M<bi,0,...,0n >. Daí <b1,6,...,On >=<01,02,...,A >=<bn,...,dh >
em W(F). Cancelando <b, > temos <Ta,...,Tn >=<ba,...,b>. A hipótese de indução nos
dá que <c2,..., cn >=<b2a,..., bn >. Consequentemente <a, d2,..., an >X<bi,02,..., Cn >X

<br1,ba,..., bn >. E
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Desde que todo elemento r de F é da forma x = ur“, u E U, a € Z, toda forma quadrática
sobre F”, pode ser escrita como q = q1 1<n> q, onde q =<u,...,Ur> ER =<Urg1­21 UND,

com u; E U.

As formas quadráticas 91(q) = q, (=<u,...,tr>) e A(D =7, E W(F) são chamadas
de primeira e segunda classes residuais de q.

Teorema 2.3.7 [Springer]

Seja F um corpo local tal que c(F) £2. Então

1. Se toda forma quadrática de dimensão nº sobre F' é isotrópica então toda forma quadrática
de dimensão 2n — 1 sobre F' é isotrópica.

2. A forma quadrática q sobre F' é isotrópica se, e somente se, uma das formas quadráticas

residuais de q é isotrópica sobre F.

3. 8 = (01,0) : W(F) — W(F) E W(F) definida por Nqu+ <T> q) = (4,9) é um
isomorfismo de grupos.

4. q= q em W(F) se, e somente se, O0:(q) = O.(q), i =1,2.

Demonstração:

(1) Seja q = q l< nr > q, de dimensão 2n — 1. Então q1 ou q: tem dimensão

m > n. Suponhamos que seja qi. Pelo Teorema 1.3.4, q, contém H. Logo q, = H 14, q =
<CT3,...,Um > ­ Assim q7 = i(q,) = (q) =< c3,.­.,0m >= q3. Como dim q1 £ dim q3 isto
implica que q, é isotrópica. O mesmo argumento vale para qo, caso dim q: > n.

(2) Seja q=q l<rT> LP; =< Uy...,Ur D € q =< Urp1)­++, Un >. Se G; é

isotrópica (para 1 = 1 ou 2), então q; = IH 1<Ta,...,6.>, para algum s. Pelo Lema anterior

qi 2 IH 1<ca,...,0;>: isotrópica. Logo q é isotrópica.
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Reciprocamente, se q é isotrópica então q contém H. Se H =<u >4<nr><u,> então

d( IH) = ujuam £ —1. Pelo Teorema 1.3.2(2) temos uma contradição. Logo q, ou q2 contém HH.

Daí q, ou gs é isotrópica, e portanto q, ou d, é isotrópica.

(3) À aplicação 3 = (01,02) é injetora pois se Oq L<T>q) =" Ll<1>q) então
(911) = (172) S q, =q7; EW(F), i =1,2. Pelo Lema anterior q, = q, E W(F), 1 =
1,2. Isto implica que 0d, = q, e <T>.L=<nT>.72 Daiqa l<r>.p=qdLl<T>.42.

Para demonstrar que ( é sobrejetora basta demonstrar que 3 o(1,]) =idyoewrr eisto é
evidente.

(4) Segue do ítem (iii) e do Lema anterior.

é

2.4 Grupos de Witt dos Corpos p­Adicos

Vamos aplicar o Teorema de Springer para determinar o grupo de Witt dos completamentos

p­ádicos do corpo dos números racionais, onde p E IN é um número primo £ 2. Para isto

basta verificar que Q, é um corpo local que o resto segue do Teorema de Springer e do Teorema

2.2.5. Já vimos que todo elemento de , se escreve na forma X = pu, ondem E Z eué

uma unidade do anel de valorização. — Como Q é denso em Q, existe % E Q, mde(a,b) = 1
tal que u = S(mod. p). Como p não divide b existe c E Z tal que be = l1(mod. p). Daí

u = F(mod. p) = ac(mod. p), com ac E U. Dividindo ac por p temos que ac = ao + pas,
0 <ay<p,a,EZ Consequentemente u = aq + ui.p", com ag € £Z, 0 <a <p mEVUe

r E IV. Por indução temos:

Q, = (p"(> aip'), a: E Z,0<a;<p, ao ÉO),
k=0

co .

O anel de valorização é Z=(> ap, aEZ, 0O<a<p, aço),
k=0
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O grupo das unidades é dado por U, = fag +ap+t+aswpº +..., açÊÉO, O<a;<p),

e o ideal maximal é: M, = (p(a, +asp+a3p +...) a; EZ,0<a;<p) Assimolema seguinte
é óbvio.

Lema 2.4.1 Seja p £ 2, então D, = A. 10, 1,..., p— 1).

Demonstração:

nuZA aplicação é : £y — = definido por é&(r) = ao + pZ induz um isomorfismo D, “E

Finalmente temos o

Teorema 2.4.2 As estruturas aditivas dos anéis de Witt dos corpos p­ádicos são:

Demonstração:

(1) e (2) Seja F = X p £ 2. Pelo Teorema de Springer temos que W(Q,) = (W(F)Y,
aditivamente. O resto segue do Teorema 2.2.5. =

Observação 2.4.3 (1) Pode­se verificar facilmente que os isomorfismos de grupos dados em

(1) e (2) não são isomorfismos de anéis.

2) Apesar de não ter sido necessário calcular o grupo de classes de quadrados de &z parap p 1
ô Pp

calcular o grupo W(D) é fácil determinar este grupo. Como todo elemento de Q, se escreve
, .

r 2 fá — (ána forma pº.u, pelo Corolário 2.3.4 temos que p*u E Q, se, e somente se, a é par eu é um
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quadrado em D,. Pelo Lema 2.4.1 D, é isomorfo a K := E Como K é finito, o grupo de
classes de quadrados de K é representado por 1 e s, onde s é um gerador do grupo cíclico K.
Segue­se que o grupo constituído pelas distintas classes de quadrados de Q, estão reunidas no

conjunto (1,s,p,ps).OQ;. Resumidamente PÉ =(1, p, s, sp).
Pp

As tábuas para os grupos multiplicativos E para p > 2 são muito simples pois são grupos
Pp

abelianos onde todos os elementos tem ordem 2. Assim o grupo o. para p > 2 primo, É O
P

grupo de Klein, isomorfo a (&).

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3

Álgebra de Quatérnios

Neste capítulo veremos que uma álgebra de quatérnios tem uma estrutura natural de espaço

quadrático. Relacionaremos a divisibilidade da álgebra com anisotropia de sua forma quadrática

norma.

3.1. Conceitos Básicos Sobre Álgebra de Quatérnios

Definição 3.1.1 Sejam F um corpo e a,b € F. Definimos a álgebra de quatérnios D := (%)
como sendo a álgebra sobre F gerada por 1,]) tais quei? =a, ]? =beij=—ji=k.

Note que como F­espaço vetorial D tem dimensão quatro e base (1,1,7,k). Desde queij =
— 71, a álgebra D não é comutativa. Observe também que k?º = (17).(1])) = —1*.]º = —a.b € F.

A álgebra de quatérnios D = (2) é o anel de divisão usual dos quatérnios reais,
denotado por H.

Definição 3.1.2. 1. Uma F­álgebra D é dita central se Z[(D) = F (= F.1p).

2. Uma F­álgebra D é dita simples se D não possui ideais bilaterais próprios.
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3. Uma F­álgebra que satisfaz (1) e (11) é dita central simples.

O próprio F' é uma F­álgebra central simples. Para uma álgebra de quatérnios temos:

Proposição 3.1.3 Toda álgebra de quatérnios é central simples.

Demonstração:

Seja D = (2) uma álgebra de quatérnios sobre o corpo F, com F­base (1, +, j, kl.
Denotemos o centro de D por Z(D). Deij=­—jieik=­—ki, temos que 1,3,k 2 Z(D). Assim

se r=xo+XTi+r1)+X3kE Z(D), as equações xi = ir, 1j = jr e xk = kr nos dão que

Z(D)= Flip =F.

Agora considere J € D um ideal bilateral. Se J £ (0) é suficiente mostrar que existe

a £ 0, tal quea E (JNF). Seja 0 £ x = a+Pi+ty7+ók E J. Suponhamos que À, 7 ou ó é não

nulo. Por exemplo, se 8 £ 0 então 1j = aj + Bk+41b+ bi E Jejr=aj—  Bk+4y1b— óbiE.

Dai x] — jx = 260k + 2ó6bi E J. Como c(F) É 2, tem­se que Pk + óbi E J. Daí (Bi + ók)b =

(6k+ób1)j E J. Como b é inversível y = Bi + 5k E J. Por hipótese yr +1y = 2a E JN F.
Raciocínio análogo se aplica caso 7 ou ó é não nulo. Portanto J = D. =

Definição 3.1.4 Seja D = (2) com base (1, i, 3, k). Um quatérnio v = Bi +47] +ókEe D
é dito quatérnio puro. O conjunto dos quatérnios puros de D será denotado por Do.

A proposição abaixo mostra que a noção de puridade é independente da escolha da base

Proposição 3.1.5 Sejam D = (5%) e0£úveD.EntãoveE Do se, e somente se, vd F e
vºErF.
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Demonstração:

(=>) Seja v = a + Bi +73 +ók. Então:

vº =(0º + apº +byº — abs?) + 2a(Bi + 7j + ók).

Se v E Do então a = 0. Assim, vº = aBº + by? — abó? E F e claramente v € F.

(=) Se v Z F então ou P £0o0u7/Z0o0uódZ0. DevºeE PF e pela equação (1) tem­se

que a = O, isto é, v é um quatérnio puro. =

Consideremos D = (2), a, be F uma álgebra de quatérnios, com a base B = (1,1,3,k].
Vamos demonstrar que D tem uma estrutura natural de espaço quadrático.

Dado x = a +Bity]+ók E D,o conjugado de x é definido e denotado por x :=

a — Bi — 4] — dk.

Às seguintes propriedades são de fáceis verificações:

(1) zry=T+7. (2) Ty=yr (3)T=2 (49)reF,T[I=rT.

(5) Se rE Do então T=­—rx.

Definição 3.1.6 Para x € D = (º2), definimos à norma de x por N(x1) = x.T e o traço de x
por T(íít)=x+T.

Note que das igualdades T(r) = z FIT =XT+YI=T+r1="7+T=T(1) e N(t)=x2X=

T=rx.T= N(x), concluímos que a norma e o traço de qualquer elemento de D são escalares.

Definição 3.1.7 Nas condições acima N : D— F é uma forma quadrática chamada de forma

norma ou forma norma reduzida de D. A forma bilinear associada é dada por bn(x,y) =

37(179).
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Agora vamos verificar que B = (1,1,7,k) é uma base ortonormal do espaço quadrático
(D, N) e nesta base N m<1,­—a,—b,ab>.

Sejam x,y E Do, então b(x,y) = (17 +yX) = 3(—ry— yr) = —i(ty + yx). Logo
b(x,y) = 0 S sy = —yr. Como 1j = —ji, ik = —ki e kj = —jk, segue­se que 1, 3, k são

ortogonais dois a dois. Além disso, se x é puro, b(x,1) = (TI+ 1%) = i(t —x) = 0. Logo 1 é
ortogonal à 1, jek,istoé, B=11, i, 3, k) é uma base ortogonal para (D, N).

Corolário 3.1.8 O espaço quadrático (D, N) é regular, tem base ortogonal B = (1, 1, j, k)

e N é isométrico a <l, —a, —bjab>=<1,­a> Q&<1,—­b>.

Demonstração:

Tem­se N(1) = it = —i? = —a, N(jj)=jj=­j"=­b, N(k=kk=—k* =ab, Assim
se xr = a+Bit+y)+ók E A então N(t) = Po oa—­ by +ab? =
< l­a,—­bab > (x), ou seja, na base B temos a seguinte diagonalização de

N: <1,­a,­b,ab>. =

Observação 3.1.9 : Para os quatérnios reais H =(=2), tem­se N(a + Bi +73 +0k) =
aº +Bº +42 +66. Logo N é a norma euclidiana usual de IR.

Proposição 3.1.10 Seja D=(%). Então

1. Para todos t,y € D, N(x.y) = N(x).N(y).

2. x E D é inversível se, e somente se, N(x) £ O (isto é, se, e somente se, x é anisotrópico).
Em particular, DF(N) — (0) é um subgrupo multiplicativo de PF.

Demonstração:
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(2) Se existe x”), então N(x).N(x!) = Nír.17!) = N(1) = 1. Logo
t

Reciprocamente, se N(x) £ O então z.r = N(x) = N(x).l. Segue­se que cr. Ns)T

T
1. = :Logo x NX)

Por (1) Dr(N) é fechado. Se a = N(xr), b = N(y) são não nulos, então por (1) e (2)
ab! = N(e)N(yY)' = N(e)N(y*) = N(ty') E DrF(N) — (0). Logo Dr(N) ­ (0) é um
subgrupo de F. =

Definição 3.1.11. Dizemos que uma álgebra de quatérnios D = (E) se fatora se ela satisfaz
uma das condições equivalentes do Teorema a seguir.

Teorema 3.1.12 Para D = (E) as seguintes afirmações são equivalentes:

1. D= M3(F) (isomorfismo de F­dálgebras).

2. D não tem divisão.

3. (D,N) é um espaço quadrático isotrópico. Logo hiperbólico.

Demonstração:

(1) > (2) Como M2(F) tem divisores de zero segue­se que D tem divisores de zero. Logo D
não tem divisão (isto é, nem todo elemento não­nulo de D é inversível).

(2) => (1)

Pelo Teorema de Wedderburn ”Toda álgebra simples D é isomorfa a uma álgebra de

matrizes M,,(D1), onde D, é uma álgebra de divisão sobre F”. Segue­se que neste caso dim D =
4 e dimD = mº.dimDi. Se m = 1 então dimDi = 4 e D > M(Di) = Ih, que é um absurdo
(pois D, é uma álgebra com divisão e D não o é). Se m = 2 então dimr D; = 1; assim Dy » F
e D= M3(F).
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(3) &> (2) Segue da Proposição 3.1.10(2), pois N(r) = xT. Resta mostrar que se N é
isotrópica, então N é hiperbólica.

Se N é isotrópica pelo Teorema 1.3.4(2) <1,—a, —bab>>= H l<c,d>. Calculando o

determinante obteremos 1 = —cd e daí d=—c. Logo N= H Ll<c,­c>=2IH : hiperbólica.

Exemplos

A álgebra (=) se fatora pois sua forma norma <1,—1,1,—1> é hiperbólica.

SeaE FF, então ambas as álgebras ( 22) e (>) se fatoram, pelo ítem 3 do Teorema.

Se F é um corpo finito então (2) se fatora, para quaisquer a, be F. De fato pelo Lema
2.2.4(2), toda forma binária sobre F é universal; e pelo Teorema 1.3.6 segue­se que toda forma
de dimensão três (ou mais) é isotrópica.
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Capítulo 4

Radical de um Corpo

4.1 Radical de Kaplansky

Pode­se dizer que as formas de Pfister surgiram ao mesmo tempo que o advento dos anéis de
Witt. Mas só em 1981 J.L. Yucas, em um trabalho que é parte de sua tese de Doutorado

tem demonstrado várias de suas propriedades (ver [Y]). Algumas destas propriedades que serão
necessárias neste trabalho serão adaptada e reproduzidas aqui.

A noção de radical de um corpo F foi introduzida em 1969 por IL. Kaplansky em [K]. À

definição original é equivalente a R(F) = (7 D <l,a>. Portanto, LI. Kaplansky definiu o
a€F

radical de um corpo usando apenas l­forma de Pfister. Mais tarde J.L. Yucas no trabalho

supracitado, generaliza esta definição para n­formas de Pfister, para n E IN qualquer.

Uma n­forma de Pfister é, sobre um corpo F é uma forma quadrática do tipo <1,a1 >

Q& <1,0:> Q...89 <1,a,>, onde a1, da,...,an E Fr, en>1. A única O0­forma de Pfister é a

forma quadrática <1>. Uma notação prática é: é :=<«a1,02,..., an>. À forma quadrática

4! tal que <a1,02,..., an >><1>1 'édita vizinhança de Pfister de  =<<a1,02,...,0n >.
Em analogia com os quatérnios puros (para n = 2), também se diz que 4º é a parte pura da
n­forma de Pfister &.
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Por exemplo, para a1, a2 E F, << a1,042 >=< 1,01,02,0102; > é uma 2­forma de Pfister e
<4a1, 042, A2a3> é a vizinhança de Pfister de <a1,02>.

As formas de Pfister mais conhecidas são as 1­formas e as 2­formas de Pfister, ditas formas

(quadráticas) normas. As l1­formas <1,a> estão relacionadas com as extensões quadráticas

K=F(yV­a), a E F*”. Notemos que se 7 = a + By/­a, então nx(1) =x77=<l,a>(a,Ô).
As 2­formas normas < a,b >> são formas normas de álgebras de quatérnios como vistas no

capítulo anterior. Os resultados fundamentais sobre estas formas quadráticas é que o conjunto

dos elementos representados por elas formam um subgrupo de F, e se uma n­forma de Pfister
é isotrópica então ela é hiperbólica ([Lam, (X, Corol.1.7]). Para o caso de formas de Pfister
de dimensão 2 ou 4, a demonstração é simples, pois aqui, podemos usar a noção de elemento

conjugado da extensão quadrática associada a forma norma <1,a>,ou da álgebra de quatérnios

associada a forma norma <a,b>>. Assim,

Proposição 4.1.1 Seja p=<1,a> ou p=<«a,b>, a, be F. Então Do é um subgrupo
de F.

Demonstração:

Se À =<« a,b > o resultado segue da Proposição 3.1.10(2). Se; =< l,a >, então
Do = (0? +aBEF,a BEF)= (Nír) = TT £0, 7 = a+BbyV­a E F(V­a)). Como

N: F(V­a) — F é multiplicativa, o resultado segue. =

Seja P.(F) o conjunto das classes de isometrias das n­formas de Pfister. O subconjunto
Dry é um subgrupo de F, qualquer que seja E P.(F).

Definição 4.1.2 Para cadan E IN,n > 1 o n­ésimo radical do corpo F' é denotado por R.(F)

e é definido por

R(F):= (| D(o),
DEPn(F)
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e R(F)= FP.

Como D(y) E D(y), Ve E PA(F) ev E Pa+y1(F) temos a sequência de subgrupos

FPER(F)ERAF) E EC R(F)E­ CEF.

Para o que segue só precisaremos do radical R(F) e por isso só desenvolveremos a teoria

para este, apesar de que a maioria dos resultados valem para R,(F) para n > 2.

Proposição 4.1.3 Parar EF as seguintes proposições são equivalentes:

2. P=<—r,a> é hiperbólico, (isto é: v=0E W(F)) para qualquera E P,

3. D<l,­r>= F, ou seja <1],—r> é universal,

Demonstração:

(1)=—>(2) Para qualquer 6 =< l,a >€ M(F) a hipótese nos dá que r E Dry. Pela
Proposição 1.2.5 6 M<r,1T>, 1€E F. Calculando o determinante encontramos x = ra. Lo
go À M<r,ra>m<r> . Então <1,—r,a, ­ra >= 0 em W(F).

(2)=—>(3) Tome a E F. Por hipótese y =<« —r,a >= 0 em W(F). Logo <1,—r >>
< —a,ra > . Assim —a E D(< —a,ra >) = D(<l1,—r>),Va E F. Portanto <1,—r > é
universal.

(3) —(1) Sejar E F tal que D(<1,—r>) = F. Logo para qualquer a € F, <1,—r>>
<a,—ra>,. Então <1,—r,—a,ra >= 0 em W(F). Daí <1, ­a>=<r, —sra>€ W(F), para
qualquer a € F. Logo r E D(<r, ­ra>) = D(<1,­a>), V­a€ F. Por definiçãor E R(F).
=
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Lema 4.1.4 Sejama, be F. Então be D<1,a> se, e somente se, b.M(F) CD <LlL,a>.

Demonstração:

Como D <1,a> é um grupo que contém R(F) então b € D <La>=> b.M(F) C

D<l,a>. Desde que 1 € M(F) a recíproca é evidente. =

Os corpos locais p—Ádicos Q,, corpo dos números racionais Q e o corpo dos números reais

R são exemplos de corpos com o radical trivial. Se F' é um corpo finito então RM(F) = F, pois
toda forma binária é universal, (Veja Lema 2.2.4). Logo R(F') não é trivial.

Para finalizar este capítulo vamos construir exemplos de corpos contidos em &Q,, com oito

classes de quadrados e com radicais não triviais. Para isto usaremos os seguintes lemas que

podem ser encontrados em textos de Teoria dos Conjuntos e Teoria dos Números.

Lema 4.1.5 Zorn

Seja E um conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadeia em E possui limite superior.

Então E possui elemento maximal.

Lema 4.1.6 É /. Sejaep>1 um número primo em 4% tal que p = l(modA). Então existe
a,bE Z tais que aº +bº =p.

2. Sejam a,m € % tais que mde(a,m) = 1. Então existem infinitos números primos na

progressão an + m.

Lema 4.1.7 Sejam Fo, F dois corpos tais que FR CF e S=fa,iElI) um conjunto de
elementos contidos em FN Fo. Então a família F de subcorpos de F que não contém 5

possui um subcorpo marximal.
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Demonstração:

Como Fo E Ff, F não é vazia. Ordenemos F por inclusão. Se T é um subconjunto

totalmente ordenado de £, então K = U F; é um subcorpo de F' que não contém 5. Logo
F;eT

KerF ecomo K5 FVFET, K é um limite superior para o conjunto de corpos F; E T.

Pelo Lema de Zorn F possui um elemento maximal. a

Também é simples de se demonstrar que

Lema 4.1.8 Sejam FS K e ae F. Então K é um subcorpo maximal de F' que não contém

a se, e somente se, at K ea€E K(B), para qualquer BE FN K.

Lema 4.1.9 Sejam F' um corpo com corpo primo Fo e a E F algébrico sobre Fo. Se K é um

subcorpo maximal de F' que não contém a, então F é uma extensão algébrica de K.

Demonstração:

Seja À E F transcendente sobre K. Desde que 6 é K, pelo Lema 4.1.8 a € K(6). Sejam
P(Ê)

a =

polinômio minimal de a. Então

0=/(a) = ata to tea
Multiplicando esta igualdade por 9(8)" temos

O = aog(B)" + ap(B)a(B)" +­­­+anp(6)".

Logo 6 é raiz do polinômio A(X) = aog(X) + aip(X)a(X)! + +anp(X)' e KIX],
contradição. =

De agora até o fim deste capítulo vamos considerar p um número primo em £ tal que p =

l1(mod.A), equivalentemente, —l é um quadrado módulo p. Pelo Lema 2.3.2 isto é equivalente
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D 2
. +a—lEQ, Vamos denotar uma solução de X? = —1 em Q, por +i. Desde que à: é Q (corpo

primo de Q,) existe um subcorpo maximal de Q, que não contém 1. Vamos fixar um deles e

denotar por F.

Lema 4.1.10 Seja be F tal que beE Q, (isto é: b = l1(mod.p). Veja Lema 2.3.2). Então b
ou (exclusivo) —b é um quadrado em F.

Demonstração:

Note que como —1 E O, então b E O, e —beE O, Logo Vb e iv/b pertencem a D,.
Se estes elementos estão contidos em F, então Vb.ivb=ibeF. Dai i= (ib)'! E F,
contradição.

Por outro lado se vY/b é F, por definição de F segue­se que 1 € F(Vb) (Lema 4.1.8). Seja
i=a+BVb, a,B EF. Então (a+BVb)º = P+bB8º+2aBVb=­—1. Daí aB=0e 2 =­1
ou bi? = —l. Comoa € F, a £ ti e portanto bº = —1, ou seja, AVb=/­I=i.
Finalmente ivVb=B(Vb).Vb=fbeF. —

Lema 4.1.11 Seja F o subcorpo maximal de QD, que não contém 1, considerado anteriormente.

Então É = (+1,+s, +p, sp), onde s E Z não é um quadrado módulo p. (ou seja: 8 é um

gerador do grupo cíclico DQ,).

Demonstração:

zZ
Seja s E Z um gerador do grupo cíclico E Já vimos na Notação 2.4.3(2) que A =Pp.

(1,s,p, ps) é um conjunto de representantes para —5. Como p E F segue­se que À C É.
Pp .

Além disso, por hipótese —l é F? e portanto | £ lem Fº. Se ­L = s € E& então
—s=1e€FºC Q,º. Como—1eE O, (pois p = 1(mod.4)), segue­se que s E Os, absurdo. Logo
(1, +s, +p, ps) é um conjunto constituído de classes distintas módulo Fº.
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Considere agora b E F, qualquer. Como F C Q,, b=np*u, para allgtuma E Z e u€E U,.
Assim bF?º = puf? ou uF? e portanto basta demonstrarmos que u = 1 ou s módulo

| é côngruo a 1(mod.Q;). PeloFº. Temos que u=1ouu= s(mod.Q)), ou seja, u ou us”
Lema 2.3.2 u ou us"! é um quadrado em Q,: Pelo Lema 4.1.10 u E (+1,4+s)F?. Assim
bF? E (+1,+s, +p, +ps)F?. |

Observação 4.1.12 Li Delang demonstra em [De, Corol.4] que o número cardinal de subcor­

pos marimais de Q, que não contém i é pelo menos 2º.

Teorema 4.1.13 Sejam pE€ Z£ um número primo congruente a 1 módulo 4 e F um subcorpo

de Q, que não contém 1 = V—­1. Então F tem 8 classes de quadrados, admite uma única

2­forma de Pfister anisotrópica e R(F) = (1,1).

Demonstração:

Que F admite 8 classes de quadrados já sabemos pelo Lema 4.1.11. Para demonstrar

que —1 E M(F), é suficiente demonstrar que Dry <1,1 >= F, (Proposição 4.1.3). — Como
FºC Dr(q) para qualquer forma quadrática q, basta demonstrarmos que (­+1,+s,+p, +psk C
Dr <l,1 >= (1º +yº 20, t,y E F). Note que <1,1> é exatamente a forma norma

da extensão quadrática F(V—1) (de F), ou seja: <1,1> (x,y) = Nrç/­n(z +yi). Como
Z C F, pelo Lema 4.1.6(1) temos que p € Dr <1,1>, ecomo —1 = Nr(vanli), temos que
11, ­1,p, ­p) E Dr <1,1 >, (pois Dr <1,1> é um subgrupo de & . Pelo Teorema de
Lagrange resta demonstrar que s E Dr <1,1>. Como mde(p,s) = 1, pelo Lema 4.1.6(2) e o

Teorema Chines do Resto existem primos q E Z satisfazendo

= s(mod.p)

= l(mod.4).
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Pelo Lema 4.1.6(1) xº +yº = q é solúvel em Q, e como Q C F concluímos que

gqEDr<l1>. Agora basta trocar s por q (pois s é apenas um gerador de Q, = =D
Isto demonstra que —1,1 € R(F).

Se existe uma solução da equação 1º + syº = p sobre F, então existe uma solução de

xº + syº = p sobre Q,, ou seja, p E Dp,(<1,s>). Isto contradiz o Teorema de Springer. Logo
<1,s> não é universal. Pela Proposição 4.1.3 temos que —s é R(F). O mesmo argumento

aplicado sobre os outros elementos nos dá que s, p e —p não pertencem a R;(F). Logo M(F) =
(1,1)F?.

Para finalizar seja q =< l,a,b,ab > uma forma quadrática anisotrópica sobre F. Como

R(F) = (1,1) C D <1,1> temos que |D <1,1>| > 4, Vr € F. Além disso a,b é R(F),
senão q seria isotrópica. Sea =+s então D <1,a>=(+1,+s) (pois <1,a> não é universal).

Pelo Teorema 1.3.6 b E ftp, tps). Se a = tp então b E [+s, ps), pelas mesmas razões.

Em todos os casos obteremos: qq :=<1,s,p,ps > oug > q :i=<1,s5,­p,­ps > ou

q UV qz i=<1,—s,p, —ps > ou q Y qa i=< 1, —s,­p,ps>. Mostremos que q; > q; para todos

ij=1,2,3,4.

Como —1 E D <1,s> temos que <1,s >< —1,r> e calculando o determinante destas

formas obtemos x = —s. Logo <1,s>=<­—­l,—­s>. Multiplicando por <p> e somando

<1,s> à ambos os membros da isometria obtemos: q = q2. Às isometrias q) * q93 € q1 XY qa

são demonstradas de modo análogo. Logo existe uma única 2­forma de Pfister sobre F' a menos

de isometria. Isto conclui o Teorema. —
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Capítulo 5

Elementos Rígidos e Anéis de

Valorização

O Teorema de Springer afirma que se F é um corpo com uma valorização dis­

creta, F o corpo de resíduos de característica diferente de dois e 7 um gerador do ideal maximal
do anel de valorização, então toda forma quadrática sobre F' tem uma decomposição na forma

q= qn tl <m7T> q, onde q, e qz representam apenas unidades do anel de valorização. Em

outras palavras, o anel de Witt de F, W(F), é isomorfo ao anel de grupo W(F)[A], onde A é
um grupo com dois elementos. Consequentemente a forma binária < 1,7 > representa apenas

elementos em Fº? Un F?. Szymiczek [Sz] tem chamado os elementos a E F tais que 1º + ay?
representa apenas elementos em F?UaF? de elementos rígidos. É facil checar que se Fº admite
uma valorização v com ideal maximal M tal que Il Y M € F? então qualquer elemento de F
cujo valor não é divisível por dois é rígido. Outros autores (ver [AEJ] e [Wa]) perceberam que

se T é um subgrupo de F contendo F? a existência de elementos a E F que são T­rígidos, isto
é, T+HaT E TUaT implica na existência de uma valorização v de F' tal que LI 4 MCT.
Se F' possui elementos R,(F)­rígidos então F' admite uma valorização que não é 2­divisível e
1+McRhRF.

Agora vamos fazer uma série de construções técnicas para demonstrar que a
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existência de um elemento Ri ( F')­rígido no corpo implica na existência de um anel de valorização

R(F)­compatível. Será demonstrado que um corpo Hilbertiano possui uma valorização com­

patiível com o radical. No próximo capítulo pretendemos mostrar que se À é uma álgebra de

quatérnios com divisão sobre um corpo Hilbertiano F, uma valorização Ri(F)­compatível de

F' se estende à álgebra de quatérnios. Será dado exemplos que mostram que este fato não é

sempre verdadeiro.

5.1. Anéis de Valorizaçõoes MR(F )—compatíveis

Definição 5.1.1 Diz­se quea € F é R(F)­rígido se: R(F)+aM(F) EC R(F)UaR(F). Se
a e —a são R(F)­rígidos diz­se que a é R(F)­birrígido. Se a não é R(F)­birrígido dizemos

que a é R(F)­básico. O subconjunto constituído por estes elementos é denotado por B(R(F))

Um anel de valorização de um corpo F é um subanel A de F tal que roux !' E A, para
todos 7 E F. Este anel possui um único ideal maximal M e o grupo de unidades é precisamente
AWM. O corpo de frações de A é F e existe uma valorização natural associada à A,v: F— G,

G = &. A adição de G é a operação de multiplicação. Esta definição estende a definição dada
3.1.em 2.

Definição 5.1.2 Seja A um anel de valorização do corpo F. Dizemos que A é R)(F)­compatível

(ou compatível com o radical M(F)) se 1 + M C R(F). Da mesma forma, uma valorização v
de F é dita R(F)­compatível se 1 + M, E R(F).

Note que: Como MR(F) é um subgrupo de F, x é R(F)­rígido se, e somente se,

Proposição 5.1.3 : Seja A um anel de valorização de um corpo F com ideal maxzimal M
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e grupo das unidades U. Se M(F) contém 1 + M então qualquer elemento de FNWRKF) é
R(F)­rígido.

Demonstração:

Seja x E FNUR(F) e seja t E R(F). Como x E FNUR(F) então x não é unidade em
A (senão rt = u EU =D x=ut' E UR(F)), assim xt ou (11)º* E M. Se xt E M então
I+ztel+M Cc R(F), agora se (rt) E M então 1+(xt)º EI1+M C M(F). Logo 1l+xrt E

Tt R(F) e portanto 14rt E x RM (F) (pois t E RM (F)). Desta maneira, 1 +xt E M(F)UzR(F)

e portanto 1 + z RM(F) C M(F)U RI (F). Logo x é R(F)­rígido. —

Para um subgrupo H de F definimos:

O, = O(H) = (re F|z E Hel+xEe m(F));

O(H) = O, U Os e

UM) = (rx EO |1* EO).

Lema 5.1.4 Seja H um subgrupo de F' contendo B(Ri(F)). Se —y é Fa(F) então R(F) +
yR(F)C HUyR(F).

Demonstração:

Temos que mostrar que 3 r1,r2 € Ra(F) tal que ry + yra E yM(F). Se IA r1,ra E M(F)
com r7 + yra é H então (—r1 — yra) é M(F)­rígido. Logo M(F) + (—nr1 — yra)M(F) Cc

R(F)U(—n — yra) M(F). Além disso —yra = 17 = n7 — yra € M(F) + (—m — yra) (FF) C
R(F)U (—r17 — yra) M(F). Como —y é R(F) segue que —yr2 E (—r1 — yra)NM (F). Então

Tv .yYra = (r, + yr2).ra, com r1,ra,ra E R(F). Logo YU = r, + yra. Assim yR(F) = rn, + yr. e
3

então r+yr2 E yR(F). Consequentemente ri +yr2 E HUyR(F), e portanto R(F)H+yMm(F)C
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Proposição 5.1.5 Seja H um subgrupo de F contendo B(R(F)). Se A é um anel de
valorização de F' então:

(1) URM(F) c H.

(2) O; C M.

(3) As seguintes condições são equivalentes:

(a) A=F.

(b) H=F.

(c) O grupo de valores [' é 2­divisível (isto é, T =2T.)

(4) 1I + Mc Rh(F)

(5) Se —1 é R(F) então A não é diádico.

(6) Se para cada t em R(F),3 x E F tal que 1 —trº é H então R(F) = (1+ M)F?.

Demonstração:

(1) E suficiente mostrar que U C H, pois a(F) C H. Se x é H então x é R(F)­rígido.
Assim 1 + x E RM(F)UTR(F), isto é, podemos considerar dois casos, ou 1+x E R(F), ou

Caso 1: Se l +z € x R(F) então x É Or. Como x É H então x É Oz. Logo z É O) UOC3% = A,

e portanto x é U (pois UV CA erdA).

Caso 2: Se l +x E M(F) então 1+ x € e RM(F) = xR(F). Assim x é À e portanto
x é U. LogoU C H.

(2) Vamos tomar x é M. Se x E U então x € H por (1). Logo x É Or. Se x É U então
1 É À = O, U Os, pois zt É Me A= M UU. Consequentemente x É Or. Portanto O, C M.
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(3) (a)=>(c) é óbvio.

(b)>=— (a). Se H = F então O, = (0) e Og = F. LogoA= O,UOz = (0) UF = F.

(c)=>(b) Se T é 2­divisível então UF? = F. Mas UF? C UR(F) C H por (1). Logo
F c H. Como H é um subgrupo de F temos que H C F. Portanto H = F.

(4) Seja z E M. Ser € O, então 1+ x € M(F). Logo 1+ M C R(F). Agora, sex dg O,

então x E Oz (pois rs E MC A= O0,UO32). Daí x E H. Desta maneira, podemos considerar o

seguinte:

(1) Se Iº é 2­divisível então A = F por (3) e neste caso M = (0). Logo 14+ M c R(F).

(11) Se A é F então 1 é A (pois z € M). Daí 17 ' E HVA, e então x* É Os,
isto é, 271.O, não está contido em O,. Portanto 3 y E O, tal que z7'y É O,y, ou seja,

14+ xy É M(F). Além disso xy é H, e então x 'y é R(F)­rígido, ou seja, Il + xy E
R(F)U ty R(F). Como 1 + xy é M(F) então 1+ xy E rt"yR(F), e ainda, como
R(F) Cc H segue que z""'yR(F)NH =. Desse modo 1+x­!y é H. Desde que ­1 E H segue
que —y É H. Podemos ver também que —y € O, pois —1 € Oz ey E O7. Logo —y = —=l.y € Or.

Assim, pela definição de O, temos que 1—­y E M(F)el+1r' y=1+7 ­7 +x4y =

14+177 27 (1­4) E (141 )R(F)— x! M(F). Como x E M, obtemos lHYxz EV CH
elt+x' =x ''(1+x) E H. Pelo Lema 5.1.4 temos que —(1 + x)(—x*!) e M(F). Daí
1+x7Eex2R(F)C R(F).

(5) A não é diádico se 2 é M. Vamos supor que 2 € M, então —L = 1­2 € 1+M € M(F)
(absurdo, pois contradiz a hipótese). Logo À não é diádico.

(6) Por hipótese para cadat €EM(F),3x€E F tal quetrº—1d H. Além disso 1+t1rº­1=
trº E RM(F). Por (2) temos que tr?º — 1 € O) C M. Consequentemente tr? € 1 + M e daí

t E (1+ M)F?. Logo M(F) C (1+ M)F?. A inclusão (1 + M)F?º C R(F) segue de (4).
Portanto, R(F) = (1 + M)F?.
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Lema 5.1.6 Sejama, x elementos de F tais que a é M(F) ex,ar são R(F)­rígidos. Se
l+a, 1­7 E M(F) então 1l+ax€ RM(F).

Demonstração:

Temos que 1 +ar = 1 —=r+r+arE(1—­x)M(F)+x1(1+a)M(F)C M(F)+ZM(F).

Desde que ax é R(F)­rígido segue­se que 1+axr E RM(F) +azM(F) C R(F)U axR(F).

Como a É Rh (F), obtemos zR(F) NarR(F) =. Logo 1 +ar E M(F). —

Proposição 5.1.7 Seja H um subgrupo de F' contendo B(R(F)). Então as seguintes proposições
são válidas:

(1) Os é um monóide multiplicativo e U(H) é um subgrupo de Ff.

(2) Seja z E FNH. Então R(F) N TRF) =. Além disso, 7 E OH) se e somente se,

(3) Seja x E HNYO2(H). Então existem y, z E O)(H) tais que ryz = 1, isto é 1º = yz E
O(H).O(H).

­
x

(4) Se x € O)(H) então s—.—— € O(H).
(5) Se A é um anel de valorização de F tal que (1 + M)F?º = R(F) então M = O)(U) e
U = O3x(U). Em particular A = O(U).

Demonstração:

(1) O; é um monóide multiplicativo.

De fato, para quaisquer a, be Oz,a E Hebe H. Logo ab E H. Para qualquer r E O;,

tem­se que ax E O, e br E Oy, pois a, b E Oz. Logo ab.x = a(bxr) E O, e assim ab E O;.

Portanto O, é fechado para multiplicação. Então Oz é um monóide, pois 1 E O. É evidente
que o conjunto das unidades de Oz constituem um subgrupo. Logo U(H) é um subgrupo.
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(2) Desde que z € FNVH e R(F) C H temos que R(F) N zR(F) = Q. Como
B(R(F) CHexrd H segue que z é M(F)­rígido, isto é, 1+x E M(F)UTR(F). Lo

go 1l+xz E M(F)oul+zEexsM(F). Sel+xeE RM(F) então 14x” Ex! R(F), ou seja, se
1 E O, então x* é Or. Agora se 1l+x E x (F) então 1+x” E M(F), ou seja, sex gd O,
então x*' E Oz. Portanto x E O, se e somente se xr! É O,.

(3) Seja x E HVO; então 1 y E O, tal que xy É Or. Como x E H ey É H temos que
ry É H, consequentemente por (2) z = (xy)! E Oy pois xy É Or. Logo, 1* = yz E O07.Or.

(4) Por hipótese z dé Hel+xEe M(F)C H. Desde que —1 E B(M(F)) C H temos que
Tt 1

AHIra TtiTpço e (t+) é H. Portanto, 1 +(
T

R(F t ——— :1(F), mostra que r. EO,
E 21H17 1 e

l+z' l+%7  l+r

(5) Por definição O)(U) = (r E F|z EU el+Óz E(1+M)F) e O(U) = (x EU |

Vamos mostrar que M = O)(U). É óbvio que M € O(U). Seja a € O)(U). Então a é U e

1+a €E (I+M)F? = R(F).Sea É M entãoa é A. Daía”! E M,ouseja, I+a"! E (I+M)F? =
R(F). Logo 1+a = a(1 +a) E a(1 + M)F? = aR(F), assim 1+a E R(F)NaR(F).
Portanto a E M(F) C B(M(P)) c VU, absurdo! Logo a €E M e assim O)(U) C M. Agora
provemos que U = Oz(U).

Tambémé óbvio que O3(U) C U. Sejax E U. Desde que O1(U) = M segue­se que z.0,(U) =
TM EM=0O(U),)VY x EU. Logo x E O(U) e assim U C Oz(U). Portanto U = O0(U).

Definição 5.1.8 Dizemos que O(H) é preaditivo se 1 + O)(H) C O2(H).

Proposição 5.1.9 Se O(H) é aditivamente fechado, mais geralmente se O(H) é um anel de

valorização então O(H) é preaditivo.

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Demonstração:

Por definição temos que 1+ O, C R(F) C H. Por hipótese 14+ 07 C O(H). Logo 1+01 C

H N(O(H)) = O2. Portanto O(H) é preaditivo. —

Lema 5.1.10 As duas seguintes proposições são equivalentes:

1. O(H) é preaditivo.

2. (H).O(H) Cc 1— Ri (FP), isto é, se x, y € O)(H) então 1 —­ ay € M(F).

Além disso, se O(H) é preaditivo, ainda temos:

3. Sex E F satisfaz 1 + x € O(H) ey E O(H) então 1 — xy € R(F) N O2(H).

Demonstração:

(1) (2)

Primeiro demonstraremos que a equivalência a seguir é válida:

1+0, CO; €&> se 1, z E O, então 1+(14+x).z=€ R(F) (*)

(=—) Seja x, z E O, então por hipótese 1 +x E Ox2. Logo (1 +x).zE O e assim

1+(1+x).z E R(F).

(<=) Por hipótese x E O,, queremos mostrar que 1 +x E Oz. Para qualquer x E O,y, temos

que 1 + E O; se, e somente se, (1+x).y € O1,Vy E Or. Desse modo, precisamos mostrar que

VYyEO, (I+r)yYUÉEHel+(1+x)yEe M(F). Como 1+(1+x).z E M(F) por hipótese,

resta verificar que (1+ x).y é H. Desde que x, y € O) segue que l Hr E M(F) CH ey dd H.

Logo (1+ x).y é H. Portanto (*) vale.

Se x, y € F[—1) então x = ——
l1+y

Usando a Proposição 5.1.7.(4) e quando (**) ocorre, x E O, se, e somente se y E O7. Além

disso V z E O, temos que 1+2z E R(F). Logo z £ —1 pois 0 é R(F). Consequentemente
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z
: ,Jy=­——— E O,, pois z E Or. Então podemos escrever z = ——P, para algum y E O.

l1l+z 1+y

Portanto vemos que (*) é equivalente à: "Se x, y € O; então 1+(1+0). FA) EM(FY­.E
ainda, comoy € O então 1+y E Ri(F) ey £ —l. Assim 1—­xy = (1+y)(1+(I+2)(­——" o) €
R(F).

(3) Suponhamos 1+x E Oz ey E Or. Desde que y E Oy, pela Proposição 5.1.7.(4)

segue­se que O. € Oy. Portanto 1+ x E Oz implica que (1 +20). —) E Or. Daíy 1+y

1+(l1+0). ua) € R(F). Por (1) 1H O; € Oz, logo 1+(1+r). CA) € Oz. Assim
1+(1+0). CX) € (FF) NO. Além disso, como y E O, temos que 1+y € M(F)ey
1+y E Oz pois O(H) é preaditivo. Logo 1 +y E M(F)NO,2. Portanto 1— xy = (1 +4y)(1+

y1+7)(=­——)) € R(F)NO,:. =+ 2)em(P)NO,

Lema 5.1.11 Suponha que O(H) é preaditivo. Então:

1. (.O0)NHCEO;.

2. Se x € FNO(H) então x7*' € O(H).

3. —1 E O,

Demonstração:

(1) Sejam rx, y E O, satisfazendo xy E H. Vamos tomar z E Oy, isto é, 1 + xyz E Ra(F)

pois ryz É H é claramente satisfeito. Por hipótese O(H) é preaditivo então 1 +x7 E Oz e

y E O7. Dai pelo Lema 5.1.10.(3), 1— sy € R(F) 1 Oz. Consequentemente, o Lema 5.1.10.(3)

implica que 14 zyz = 1— (—xy) . z= E M(F) N Oz desde que 1­ xy € Oz e z E Or. Assim
1 + 1yz E R(F) e portanto xyz E Or. Logo, xy E (01.0))NH CE O;.

(2) Queremos mostrar que se x é O, U Oz então 1** € O) U Os. Se x é H então x É O;.
Pela Proposição 5.1.7.(2) se 7 é O, então 7! E Oy. Logo se x é O, U O; então x** € O, U Oz.
Podemos assumir agora r E H, daí r é Or. Como x E H então x** € H. Além disso, sex E H
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e x É Oz temos pela Proposição 5.1.7.(3) que 3 17' E 07.01. Logo 17** € (01.01) N H, daí pelo
itém (1) desse Lema 77*' E Oz. Assim se x é O, UO;, então 17! E O, UOs3. Portanto concluímos

que se x é O(H) então x*' € O(H).

(3) Desde que —1 E H, por (2) segue­se que —1 E Os.

Note que se O(H) é preaditivo então O(H) é um anel de valorização. Daí, se (1 + M)F

R(F) a Proposição 5.1.7 garante que Mom = Oi(Voun) € VUoan = O2(Vom)):

Teorema 5.1.12. Suponha que O(H) é preaditivo. Então O(H) é um anel de valorização
Ri (F)­compatível com UR(F) € H.

Demonstração:

Primeiro mostraremos que O( H ) é fechado para multiplicação. Se x, y E O, então xy E O,

pois O; é um monóide multiplicativo. Logo xy E O) U 02 = O(H). Sex € O; ey E O; então

por definição de O, temos que xy E Or. Logo xy E O(H). Dessa maneira, resta mostrar que

se 7, y € Oy então ry E O(H). Se 1y E H então xy € (01.01) NH. Daí pelo Lema 5.1.11.(1)
xy E Oz, logo xy E O(H). Com isso podemos assumir xy É H. Pelo Lema 5.1.11.(3) temos que

—l E Oz, assim —z E Or. Deste modo pelo Lema 5.1.10.(2), 1 Fty =1­—(—x)y € M(F). Isso
nos mostra que try E Oy, assim xy E O(H). Portanto O(H) é fechado para multiplicação.

Em seguida mostraremos que 1 + O(H) € O(H) pois precisaremos deste resultado para

mostrar que O( H ) é aditivamente fechado. Desse modo, devemos mostrar que 1+z € O(H), Vz €
O(H). Se z = —1 então 1+(—1) = 0 € O(H). Logo podemos assumir z £ —1. Pela preaditivi­

dade, se z E O, então 1 + z E O?z. Assim 1+ z E O(H). Daí podemos tomar z € Oz. Como

—1 E Oz, temos que 1 — (1+ 2) = —z E Oz. Consequentemente o Lema 5.1.10.(3) implica que

(*) 1l+(1+2) .y E M(F)NO, E R(F), sempre que y € 07. Sel +z E H então 14+2z € O; já
que (14 2).y € O) (pois (1+2).y é Hel+(1+2).y E M(F)). Logo 14+2z E O(H). Assumamos
agora 1 + z é H. Temos que 1 +(1 +2).(2=) = 0 é M(F), daí por (*) CA) É Or. Dal1+z
Proposição 5.1.7.(2) conclui­se que —(1+ 2) € O7. Como —1 € Oz, temos que 1 + z E O, (pois
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—1.(­(1+2)) E 01). Logo 1+z E O(H).

Mostraremos agora que O(H) é aditivamente fechado. Sejam x, y E O(H), e mostremos

que 7 +y E O(H). Podemos tomarx £ 0 e y £ 0 (pois se x = 0 ey = O então r+y = 0 € O(H)).
Pelo Lema 5.1.11.(2) xy"! ou yr"? estão em O(H). Vamos assumir que yr"! € O(H) , então
1+yr"' E O(H)(pois acabamos de provar acima que 1 + O(H) E O(H)). Como O(H) é
fechado para multiplicação, temos que 7 + y = x.(1+yx7!) € O(H). Portanto O(H) é fechado
para adição. Pelo Lema 5.1.11.(2) temos que O(H) é um anel de valorização de F. Desse modo

a Proposição 5.1.5.(1) nos mostra que UM (F) Cc H.

Para concluir precisamos somente mostrar que O(H) é R(F)­ compatível. Seja x €

O(H)W (logo x E M). Devemos mostrar que 1+x € RM(F). Sex E Oy isto é verdade

por definição. Então assumimos x € O2z. Como x E O, U Oz = O(H), pelo Lema 5.1.11.(2)

17 é O, U Oz. Assim x7** é Oz. Como z € O, temos que x E H. Logo x! E H. Assim x"! €
HO». Pela Proposição 5.1.7.(3) tem­se que x = yz para algum y, z E O. Desde que —1 E O;

segue­se que —y E Or. O Lema 5.1.10.(2) implica que 1 +x = 1+yz=1­(—y): € M(F).

Portanto O(H) é um anel de valorização R(F)­compatível. —

Corolário 5.1.13 Suponha que H é um subgrupo de F tal que R(F) CH EC É. Suponha
também que O(H) é um anel de valorização de F R(F)­compatível. Então O(H) é um anel
de valorização de F. R)(F)­compatível contendo O(TI).

Demonstração:

Como H € É concluímos que ((FVÉÁ) N O(H)) = ((FVA) NO(H) = O(A) (4)

Pelo Teorema 5.1.12 para mostrar que O( É ) é um anel de valorização de F Ri(F)­compatível
basta mostrar que O( H ) é preaditivo. Sejam x, y € O)(H). Então x é H, y é H, 14x € R(F)
el+yE R(F). Como H € É segue que x é H ey É Il. Logo x, y € O(H). Como O(H)
é preaditivo então pelo Lema 5.1.10, x, y E O)(H) implica que 1— xy € M(F). Portanto

x, y E O1(H) implica que 1—xy E R(F). Assim pelo Lema 5.1.10 podemos concluir que O(H)
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é preaditivo. Logo O(ÍI) é um anel de valorização de F R(F)­compatível.

Agora só resta mostrar que O(H) C O(H). Seja x € O(H). Se x é ÉH então x E (FVA)N
O(H). Logo por (%) x € O)(É) C O(H). Agora se x € É então x € À N O(H). Seja y E
O(A) c O:(H). Daíy € O(H) ey é ÉH. Assimxy € O(H) e xy é H. Logo 1y E (FNÉDNO(H),
e então por (74) sy E O1(H). Por definição de O2(H) temos que x € O2(ÍI), pois y E O0(É) e
xy E O)(À). Portanto x E O(É), e assim concluímos que O(H) C O(Ê). =

Proposição 5.1.14 Se existe um elemento u E UNR(F) então O(H) é um Anel de
Valorização de F R,y(F)­compatível.

Demonstração:

Pelo Teorema 5.1.12 só precisamos que O(H) seja preaditivo e pelo Lema 5.1.10 basta

mostrar que "rs, y E O0)(H) implica que 1 — 1y € M(FY”.

Sejax E O)(H) entãox é Hel+x E M(F). Comox é H segue­se quex é B(M(F)) C H.
Assim x é R(F)­birrígido. O mesmo vale para y € O)(H). Desta maneira 1— 1y = (1 + x) —
1(1+y) E (FP) + (Co)R(P) Cc R(PF)U(CO)R(F) (+). Por hipótese 3 u E UNIP),
assim u é Ri(F). Logo u'* é R(F). Além disso , ru"! e yu E O, (por definição de U(H)).
Daí vu! é H, yué H, 1+xu'!' E R(F)el+yue M(F). Como xu' é H segue­se que
su"! é B(R(F)) C H. Assim 1u”?! é R(F)­birrígido. O mesmo vale para yu. Logo 1 — sy =
1— xuluy E (FPF) + (<xu")R(F) C R(F)U(<x7u)R(F)  (**+). Agorau& R(F)
significa que zeR(F) N (tu) R)(F) =. Então por (*) e (**) temos que 1— xy € R(F). À

Lema 5.1.15 Suponha que u E H satisfaz ud R(F) el —­u'' dd M(F). Então u € O2(H).
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Demonstração:

Basta mostrar que u E Ox, ou seja, 3 x E Oy tal que ur E Oy (pois u €E H por hipótese).
Como u é Ri(F)e1—=u"! é Ri(F) não podemos ter u =14+u—1 E R(F)U(u—=1)R(F). De

fato, por hipótese u é R(F). Então resta verificar que u é (u — 1)M(F). Seu € (u ­ 1) (PF)
então u = (u— 1) .r, r E M(F). Daíu=ur—reassimu = —— =7' E R(F). Logo
u E R(F),absurdo! Portanto u É (u— 1) (F).

Desta maneira u = 1 + (u — 1) é M(F)U(u—1)R(F). Logo (u — 1) não é R(F)­rígido.

Assim u — 1 E B(R(F)) C H.

Seja r E O, então x é Hel+x € M(F). Como z é H segue­se que x é R1(F)­rígido, ou se­

ja, 1 + Ee R(F)U IRM(F). Como u, u­—­ 1 E HH temos que ur e

(u—1)r é H. Desse modo ambos são R(F)­rígidos. Portanto 1 + ur E M(F)U uz R(F)

el+ur=(1+17)+(u­Dz Ee M(F)U(u­—NTR(F). Além disso 1 = u”º é R(F) im­
plica que (*) urR(F) N (u — 1): R(F) = 0 (pois se 3 2 E urRM(F)N(u— 1): R(F) então

— 1 r2 = urr = (u — 1)xr', daí r = "re — = (1— u”'), logo (1 —u”!) E R(F),absurdo!)
u r

Portanto por (*) l+ur € R(F), isto é, ur E Oy (pois ur é H). Consequentermnente u E Os.
E

Proposição 5.1.16 Suponha que existe um elemento a € FNR(F) tal que —a não é R)(F)­
rígido. Então O(H) é um anel de valorização de F, R(F)­compatível.

Demonstração:

Como —a não é R(F)­ rígido temos que a E B(M(F)) E H e existe t E R(F) tal que

(+) 1­ at é R(F)U (­a)R(F). Seja u := at, então u € H (poisa E Het € R(F) C

H); u É (PF) (pois a é M(F)); (1— u) É M(F) por (*); (1 —u) É (—u)M(F) (pois se

(1—u) E (—u)R(F) então1— u= —ur, comr E M(F). Daíu­ur=1=>u(1—r)=1=>
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1
:u=1­—=>u­l1=7" E R(F), o que é um absurdo). Por essa razão o Lema 5.1.15 implica

r

que u,u”* E Oz, assim u € U(H). Como u é R1(F) aplicando a Proposição 5.1.14 concluímos
que O(H) é um anel de valorização de F. R(F)­compatível. =

Definição 5.1.17 Dizemos que R(F) é excepcional se B(R(F)) = +XR(F) e —1 € R(F)

ou R1(F) é aditivamente fechado.

Teorema 5.1.18 Seja H um subgrupo de Fº contendo B(R(F)). Então existe um subgrupo
À de F tal que HC A,|H : H) <2 e O(A) é um anel de valorização de F R(F)­compatível
tal que URM(F)C H. Além disso, À = H, a menos que R(F) seja excepcional.

Demonstração:

Se 3 À com O(A) é um anel de valorização de F Ri(F)­compatível então pelo Teorema
5.1.12 UR(F) € À.

Se 3 a € FNR(F) tal que —a não é R(F)­rígido a Proposição 5.1.16 garante que O(H) é
um anel de valorização de F R(F)­compatível. Neste caso basta tomar A =MH.

Agora vamos supor que não existe a E FNRK(F) tal que —a não é R(F)­rígido. Então a
Proposição 5.1.16 não implica que O(H) seja um anel de valorização de F, R(F)­compatível.
Vamos mostrar que neste caso R1(F) é excepcional. Temos que qualquer b € FV—R(F)) é

R(F)­rígido e Vb € FNR(F),—b é Ra(F)­rígido (*). Logo todo b € FN(XR(F)) é R(F)­
birrígido e B(R(F)) = HR (F). Suponha agora na adição que —1 é R(F), então por (*) 1 é
Ri (F)­rígido, ou seja, MA (F) + 1M(F) € RM(F)U1R(F) = R(F). Logo M(F) + M(F)C
R(F), e portanto R(F') é aditivamente fechado. Assim R1(F) é excepcional.

Se O(H) é preaditivo o Teorema 5.1.12 garante que O(H) é um anel de
valorização de F. R,(F)­compatível. Novamente basta fazer À = H, pois O(H) tem a pro
priedade desejada. Então vamos assumir que O(H) não é preaditivo (em particular R1(F)

é excepcional). Logo 3 a, b E O)(H) tal que 1—­ ab é R(F) pelo Lema 5.1.10.(2). Co

mo a E O,)(H) segue­se que a É H 5 R(F). Portanto a é R(F)­birrígido. Desta maneira
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1­ab=(1+a)—­a(1+b) E M(F)+ (­a)R(F) EC M(F)U(—a)R(F). Logo 1­ ab E
(—a)R(F) (pois 1— ab é M(F)). Analogamente 1 — ab € (­b)RM(F). Assim 1 ­ab=­ate

1­ab=­bt,; tt, t1 E M(F). Logo —at = —bta, isto é, at = bt7 ; t, tir E RM(F). Além disso,

como Ri(F') é grupo podemos concluir que a R(F) = BR (F'), portanto

1 ­abe (­a)R(F) e aMh(F) = bR(F) (**).

Seja A:= HU aH, vamos mostrar que À é grupo.

(i) É é fechado para a multiplicação.

De fato. Seja x, y E H. Se 1, y € H então sy E H (pois H é grupo). Logo 1y E h.
Tomemos agora r, y € aH. Como a? € R(F) C H temos que xy € H C Ál. Finalmente se
sEHeyEeaH, então syEaHC H. Logo À é fechado.

(ii) Todo elemento de H possui elemento inverso. Se x € H então x! E H C À, pois H é
grupo. Sex =ah, h E H, então x7* = a”!h!. Portanto x7* = ho = a.(a”ºh) e aH € É.

a

Logo 77! E A, qualquer que seja 37 E Â.

A seguir mostraremos que —a €E U(Ê), isto é, —a e—a” E O3(H), o que conclui a
demonstração do Teorema pela Proposição 5.1.14, uma vez que —a É (EM (F)). Seja z E
O(É) c O(A) então z é Hel+z E R(F). Temos que mostrar que —az,—a"'z E
O(ÉH, R1(F)), isto é, 1 ­az e 1 = a“!z estão em R(F) (desde que ­—az é BH e az É H),
pois com isso mostramos que —a e —a”'! estão em O2(É). Se z = 0 então 1­a.0=1 E R(F)
el—­at0=1E€ R(F). Logo podemos assumir z É£ 0. Se 1 —­ az é R(F) então (**) mostra

que zR(F) = a (F). Assim zt = at7 ; 1, 1 E M(F), eentãoz=a. . = at2 ; 1, E R(F),
ou seja, z E ahh(F) CaH C Á. Isto contradiz o fato de z é É, portanto 1—­ az € Ra(F).
Finalmente suponhamos que 1—­ a!z é R(F), isto é, —a!2z é O(A, Ra(F)). Pela Proposição
5.1.7.(2), —az”! € O(A). Agora 1— (—az")(—bz) = 1— ab é R(F). Por (**) temos que
1­abE az"! R(F). Além disso (**) também implica que 1 — ab € —a R(F). Portanto con­

cluímos que —z € R(F) e assim z € R1(F), pois R(F) é grupo. Logo z E R(F) CH C À
(absurdo pois z é À). Portanto 1—­a"'z € R(F). =
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No próximo Teorema usaremos o conceito de u­invariante de F que é definido por

u(F) = marfdimçy, onde 4 percorre todas as formas anisotrópicas sobre F). Se não existir

este número dizemos que u(F') = oo. O u­invariante de F' pode ser caracterizado também das
duas seguintes maneiras:

u(F) = minfn | formas de dim > n sobre F são isotrópicas );

u(F) = minfn | formas de dim > n sobre F são universais ).

Por exemplo u(ft) = oo, pois m <1 > é anisotrópica para qualquer m > 1. Se F é

quadraticamente fechado então u(F) = 1. Se F é um corpo finito então u(F') = 2, como pode
ser deduzido facilmente do Lema 2.2.4 e Teorema 1.3.6.

O próximo teorema garante que a grande maioria dos corpos onde se concentram os proble­

mas mais difíceis de formas quadráticas possui uma valorização com as características desejadas.

Teorema 5.1.19 Seja Fº um corpo com 4 < u(F) < co. Então existe uma valorização v de F
R(F)­ compatível tal que o grupo de valores [ não é 2­divisível.

Demonstração:

Como Fº C R(F) segue da Proposição 5.1.5 que é suficiente construir um anel de
valorização O(H) onde H é um subgrupo próprio de F.

Se D<l,a>= F,va E F, então q =<a,b> é universal. Assim u(F) < 2,0 queé um
absurdo, por hipótese. Logo 3 H = D <l,a>É F, para algum a E Ff.

Desde que —a € FNRi(F) temos dois casos a considerar:

(1) Se existe um elemento a €E FNVR(F) tal que —a não é M(F)­rígido então a Proposição
5.1.16 e a Proposição 5.1.5.(3) garantem que O(H) tem a propriedade desejada.

(ii) Se —a é Rh (F)­rígido para todo elemento a €EFNR(F), considere H = —=R(F)U (FP).
Como u( F') é finito segue que Fº não é ordenado (senão n <1 > seria anisotrópica V n > O0.),
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assim H £ F. Agora vamos provar que —1 € R(F). Se —1 é R(F) pela hipótese (ii), 1 é
R(F)­rígido. Assim (FP) € D <1,1>C R(F) + Ra(F) E R(F)U Ra(F) = R(P). Logo

R(F)= D<1,1>.De[L,(XI, Teorema 1.6)] segue que D <1,1 >= D(co), assim R(F) =
Dí(co). Como F não é ordenado temos que 1 (F) = F. (De fato —1 é soma de quadrados desde
que n <1 > é isotrópica para algum nº > 0; e para qualquer a E F, a = (9) (22) € M(F).)
Então qualquer 1­forma de Pfister é universal e assim u(F) < 2 (absurdo! pois 4 <u(F) < co).

Logo —1 € M(F). Assim H = RM (F), pois H = ­R(F)U Mm(F)e—l Ee R(F), e também

—aR(F) = aR(F),Va E F. Portanto a é R(F)­birrígido, Va E F, logo B(R(F)) = +R(F).
Pelo Teorema 5.1.18 existe um subgrupo É de F tal que H = R(F) CÍ, [H: H <?2e
O(É) é um anel de valorização de F R(F)­compatível. Para terminar a demonstração basta
provar que H £ F.Se H = H então À £ F. Agora, se H = HUbH,b & H = R((F)
então do Teorema 4.1.3.(2) concluímos que D <1,­b>X F. Como —1 € R(F) temos que
À = R(F)UbR(F)C D <1,b>= D<1,­b>Z F. Portanto À 2 F. =

Corolário 5.1.20 Seja q =<a,a2>,(n > 2) uma 2­forma Pfister anisotrópica sobre F. Se

Dy Nº (MNM?) É dO então a, pode ser tomado em MANM?, «&«

Demonstração:

Vamos provar primeiro que m é MR(F)­rígido para todo m E M,M?. Seja
2

1º +myº £ O. Desde que z = == ou z"! E A,, temos que (1 + m (2) € UI F?,
E x

2º?
ou my'(1 + my?) E mUlF?º. Como R(F) = UJF? pela Proposição 5.1.5.(6), temos que
D <l,m>= R(F)umR (PF).

Se a; E U,, para todo i = 1,2 então de [L,(X, Proposição (1.5))] temos que Dy' Cc U,.

Como Dy = |) Pp < l,a >, existe a E U, tal que —m = xº + avy?, para algum m €
M,NM?, ou seja ay? = 9º +m, então —a = xº.yº + my? E D<lLlm>.Assim­—a€E
D <Lm>nNU, = R(F). De [L,(X,Proposição(1.5))] existe um elemento bz E F tal que
1 =<a,b>. Pela Proposição 4.1.3 v é F­hiperbólico, o que é um absurdo. Portanto az pode
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ser tomado em MNM? e D <l1,a2>= RM(F)Ua:R(F).

Definição 5.1.21 Um corpo F é dito Hilbertiano se ele possui uma única álgebra de quatérnios

com divisão ,a menos de isomorfismo, equivalentemente, se ele possui uma única forma quadrática

anisotrópica do tipo <1,a,6,ab>, a menos de isometria.

Exemplos destes corpos são os corpos de séries de potências sobre um corpo finito; corpos

locais p­ádicos. Estes possuem o radical trivial. O Teorema 4.1.13 e Observação 4.1.12 dão

uma infinidade de exemplos de corpos Hilbertianos com radicais não triviais.

Se Fé um corpo Hilbertiano ordenado prova­se que R(F) = D <1,1 >= (somas de
quadrados) e v =< 1,1 >= 4<1l>. Logo(==!) é a única álgebra de quatérnios sobre F' a
menos de isomorfismo.

Lema 5.1.22 Seja q =<a,a2>> uma forma quadrática anisotrópica sobre um corpo Hilber­

tiano F. Então Dy' = FX — R(F), onde 1º m<ai,a2,0103>.

Demonstração:

Seja r E M(F). Se —r E DV", existem a, 17 E F tais que 1! M<—r,a,1>, com —rar = 1.
Daí xr = —ra ev vw< —rna­ra > . Logo 4 nv"< l,­rra,­ra >=
< —r,a >. Pela Proposição 4.1.3.(2) / é hiperbólica, absurdo. Então segue­se que DyV' C

FNV— R(P).

Reciprocamente se c €E FW — M(F) então existe uma I­forma de Pfister É =
<1,hh > sobre F tal que —c é Do. Assim + < c > é é anisotrópica (Proposição 4.1.3).

Como F é Hilbertiano, temos que + <c>Ç>v=1+%". Cancelando < 1 > temos que

+ <c>p"v. AssimeeE Dy'. =
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Capítulo 6

Extensões de Valorizações

6.1. Extensoes de Valorizações

Uma característica fundamental da teoria de valorizações sobre corpos é que para corpos

F CT K, todas as valorizações de F tem uma extensão para K (possivelmente muitas extensões

diferentes). Contudo, não temos esta propriedade de um modo geral, em se tratando de ex­

tensões de valorizações sobre anéis com divisão. Alguns resultados particulares são conhecidos,

como por exemplo quando o grupo de valores esta contido em IR. Neste capítulo, usando uma

técnica apresentada por À. R. Wadsworth em [W], demonstraremos que se F é um corpo Hilber­

tiano então F' possui uma valorização compatível com o radical e esta valorização se estende à

única álgebra de quatérnios com divisão sobre F, desde que F' seja Hilbertiano.

Para o Teorema que vem a seguir precisaremos de quocientes g/n, onde g pertence a um

grupo totalmente ordenado G e n é um número natural não nulo. Para dar uma estrutura ao

conjunto destes elementos considere (7 um grupo totalmente ordenado pela relação < e seja G

o conjunto dos pares (g,n) com g E GenEN, n>0. À relação

(g,n) — (h, m) se e somente se mg = nh
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para todos g, h E Gen, m E IN* é uma relação de equivalência sobre o conjunto G. Denote
por 9 2 classe de (g,n) e por G' o conjunto (29 EG,n>0,nEiN). À operação

n n

h h2h mg+rh
mm nm

E
n

para quaisquer g/n, h/m em G”, está bem definida e dá à G' uma estrutura de grupo. A

relação binária definida sobre G' por h/m < g/n se, e somente se, nh < mg em G é uma

relação de ordem total que estende a ordem de (7. Em outras palavras, é : G — G' dada por

v(g) = 9/1 é um homomorfismo de grupos, injetor e compatível com as ordens de G e de G".

A Propriedade Universal do Produto Tensorial afirma que se M e N são A­módulos (onde

À é um anel comutativo com unidade), então existe um par (T,h), onde T é um A­módulo

eh: MxN > Té A­bilinear com a propriedade: Para qualquer A­módulo P e qualquer

FS: MxN—P A­bilinear, existe uma única aplicação A­linear f' : Ty P tal que f = f'oh.

Em outras palavras, cada função A­linear definida sobre M x N se fatora através de T. Todo

grupo H é um Z­módulo, e são estes módulos que vão nos interessar aqui.

Ágora consideremos o grupo G Oz Q, onde G é um grupo totalmente ordenado. Todo

elemento x de G &z Q é uma soma finita de elementos da forma g&a/bcomgeGea/be QD,

mas é possível escrevê­los na forma simples: g&a/b. De fato, seja 7 = XY (g:8(a;/b.)) E GOZ DR
i=1

e denote por c; := a;(TT b;) e por b:= [| bj. Então x = >> g; &(c/b), e como c; E Z tem­se
IF j=1 1=)

que x = XY (cgi &1/b) = (> cigi)O1/b=9gR1/0.
1=l t=l

2 1 1 1 1

E simples a verificação de que a relação de 997 < ha se cg < bhem G, com 98, ho ECc

G Oz Q é uma relação de ordem total.

Um grupo À é chamado de Divisible Hull de G se À é isomortfo a G(Q,7Q. O Lema que
segue mostra que G' pode ser tomado como o Divisible Hull de G&.

Lema 6.1.1 Seja G um grupo livre de torção e G' definido como antes. Então existe um
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isomorfismo G (Q) 7, Q = G".

Demonstração

Definimos é : G x Q — G' por v(g, 7) — Temos que 1 é Z­bilinear pois: (ag, É) =)
b b

a(ag) (aa)g , oa a, a(n+gp) anta am am ap =p Fela )eve(ntoanz)= = = tz =(,7)+b b
a. a. eo ad+be, (ad+cbg adg+chga ado cbhgCERCA o

Pela Propriedade Universal do produto tensorial é induz f : GQ,Q— G' definida por

f(98 7) = > que é evidentemente sobrejetora. Como todo elemento de G &z D é do tipo
01=907, sex EKer(f) entãoem G', TT =0=—= m > 0. Assim m(ag) = ma.g=0em G.

Como G é livre de torção temos que ma = 0 em Z e como m > O vem que a = 0. Logo 7 = O

e f é um isomorfismo. —

Note que se G é totalmente ordenado então o Lema anterior é válido e o isomorfismo

G Oz Q — G' é compatível com as ordens dos grupos G Oz Q e G'.8Brup

Definição 6.1.2 (A) Um subanel À de um anel de divisão (= corpo não comutativo) D é
dito anel de valorização se para todo r E D, re Aoux! EA.

(B) Uma valorização de Krull de D é a função w : D— G, onde GG é um grupo totalmente
ordenado, e para quaisquer a, b € D tem­se:

(1) w(ab) = w(a) + w(b)

(ii) w(a + b) > min fw(a), w(b)) se b£ —a,Va,bE D.

Vamos definir também w(0) = oo, e estender a adição de D para D U (oo) por a + oo =

oo + à = oo + 00 = co, para todo a E G.

Adotaremos a notação aditiva para G mesmo se (7 não for abeliano.

66

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Seja D uma álgebra sobre F, e w uma valorização de D. Se E é um subanel de D dizemos

que (D,w) é uma extensão de (E, w,), onde wy, é a restrição de w à E.

Se A € B são anéis, diz­se que um elemento b €E B é inteiro sobre A se b é raiz de

um polinômio mônico com coeficientes em A. O conjunto A' definido por A' := (x E B |
x é inteiro sobre A) é um sub­anel de B que contém A, chamado de fecho inteiro de Aem B.

Se A' = B dizemos que B é tinteiro sobre A. Se B é o corpo de frações de A e A' = A dizemos

que A é integralmente fechado. Estes resultados e os Lemas que seguem também são bastante

conhecidos na teoria de valorizações.

Lema 6.1.3 Seja A um anel de valorização de F. Então

1. A é um anel local (isto é: possui um único ideal maximal).

2. A é integralmente fechado.

Demonstração:

Ver [AM, Prop. 5.18]

Lema 6.1.4 Sejam F um corpo, v uma valorização de F e K uma extensão algébrica de

F. Seja A' o fecho inteiro de A em K. Se W é o conjunto de todas as valorizações w de K

que estendem v e M' o conjunto dos ideais marimais de A', então existe uma correspondência

bijetora entre os elementos de W e M".

Demonstração:

Ver [B, Chapitre 6: Valuations 88, nº6, Prop.6]
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Teorema 6.1.5

Seja D = (E?) uma álgebra de quatérnios com divisão ev uma valorização de Krull de F.
Então v se estende a uma valorização w em D se, e somente se v tem uma única extensão à

cada corpo K, com FC K C D.

Demonstração:

(<=) Sejam ITr:=rv(FR) o grupo de valores de v e A o Divisible Hull de Fr. Portanto Tr é um
grupo abeliano livre de torção e À = Tr (Q7 Q. Pelo Lema 6.1.1 e os cálculos que o antecede
a ordem total de I'r se estende de modo único à uma ordem total de À. Para cada extensão

algébrica L de F e cada extensão w de v para L podemos ver w(L") como um subgrupo de À.

De fato, para qualquer x € L seja a9gX"” +aX" +... +ar, um polinômio sobre F que

anula x. Então aox"” + 1x"! +... +a, =0ew(agr" +ar" +... +a,)=0c0 Como

víz +y) > minfu(x),v(y)) segue­se que v(x + y) = minfvu(x), v(y)) quando v(x) £ v(y).
Assim existe à £ j tal que w(a;r') = w(ajx'), ou seja, w(a;) +iw(z) = w(a;) + jw(z). Segue­se

que (2) = PTP c a =Tr Ox O.
Agora suponhamos que vu admite uma única extensão à cada corpo K, com

FCKC D, e definimos a função

w:D—Aporw(a)=z"(N(a))) — (9)
onde N(a) = aa E F, (veja Definição 3.1.6). Se vê claramente que a restrição de w à F coincide
com v.

Desejamos demonstrar que w é uma valorização de D. Primeiro vamos verificar que para

todo subcorpo K de D, wix é a valorização de K estendendo v. De fato, como K é uma
extensão quadrática de F seja o(x) = X a conjugação em K eu: K— A a única valorização

de K que estende v. Desde que u o a também é uma valorização de K que estende v, por
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hipótese elas devem coincidir. Portanto para todo b € K tem­se que u(
Consequentemente

w(b) = Zo(N(d)) = 20(5.) = 2u(B.) = Z(u(0(9)) + u(b)) = u(d).
Portanto wIx = ujx, € wjKx é a única valorização de K que estende v.

Para demonstrarmos que w é uma valorização de D, tomamos a,b € D, a, b quaisquer. Como
N é multiplicativa temos que w(ab) = w(a) + w(b). Agora assumimos b £ —a, e seja K

qualquer subcorpo de D contendo a“!b. Desde que wx é uma valorização de K, w(1+a"!b) >
minfw(1), w(a"'b)). Consequentemente w(a + b) = w(a(1+a"!b)) = wu(a) + w(1 + a"'b) >
w(a) + minfw(1), w(a"'b)) = minfw(a) + w(1), w(a) + w((a7b)) = minfw(a), w(b)). Isto
conclui uma parte da demonstração.

(==>) Suponhamos que v se estende à uma valorização w de D, e demonstraremos primeiro que o

grupo de valores totalmente ordenado Ip é abeliano. Para isto, provemos por indução em k que

se existema, 0 E I'p tais que a+B+(—a) < Bem I'p, então a+kB+(—a) < kB,Vk E IN—Í10).
Sea+Ô0<p+aentão a+26=(a+0)+fB<(v+a)+0=B+(a+6B)<B+(0+a)=26+a.

Ágora se a + k6 < kB +aentão a T(k+1)Bô = a+(kB+8)=(a+k0)+P<(kB+a)+f=
kB +(a+O)<kB+(O+a)=(k+1)ô+a. Desde que À — G' (Lema 6.1.1), vem que kB E Tr
para algum k E IN — (0). Como os elementos de Ir comutam com todos os elementos de Ip

segue­se que a + k6 + (—a) = kB. Logo a +B+(­—a) =, para todos a, À E TG. Isto
demonstra que I'p é abeliano e temos w(aba"!) = w(b),Va,b € D.

Agora vamos demonstrar que o anel de valorização de w, Av := fa E D tal que
w(a) > 0) U (0) é inteiro sobre A, : o anel de valorização v. Como o polinômio

minimal de cada elemento a E A, é f(X) = Xº + T(a)X + N(a) = (X­a(X—­a),

basta demonstrarmos que T(a) e N(a) E A,. Pelo ítem anterior, basta demonstrarmos que

a = b'ab, para algum b € D, pois daí w(a) = w(a) > 0. Ocorre que se b é um quatérnio
puro à = b­!ab é equivalente a ba + ab = O, ou seja: by(a,b) = O, onde by é a forma bilinear
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associada a forma quadrática N (ver Definição 3.1.7). Em outras palavras, b é um quatérnio
puro ortogonal a a. Como a dimensão do F­subespaço de D constituído pelos quatérnios puros

Do := fr E D | T(x) = 0) tem dimensão 3, segue­se que a equação bv(a,b) = O, é solúvel em
Do para a E D fixado. Assim f(X) E A, [X] e portanto a é inteiro sobre A,. Logo A, é inteiro
sobre A,.

Agora seja K um corpo intermediário, F C K C D. Então A) := AJ D K é um anel de
valorização de K, e por isso integralmente fechado. Desde que Ao C A, segue­se que A, é

inteiro sobre A,. Pelo Lema 6.1.3 temos que A, é um anel local, e pelo Lema 6.1.4 a valorização

correspondente a Ap (isto é: wix) é à única extensão de v para K. Isto conclui o Teorema.

Corolário 6.1.6 Sejam D, F ev como no teorema anterior, e suponha que v estende à uma

valorização w em D. Então:

1. w é a única extensão de v à D; de fato, w é delerminado a partir de v pela fórmula (*)
do teorema 1.5.

2. O anel de valorização de w, Av é igual a fa € D | a é inteiro sobre Av), que coincide
com fa E D | N(a) E A,).

Agora vamos usar o Teorema anterior e demonstrar que qualquer valorização Ri (F)­compatível
sobre um corpo Hilbertiano com u(F') finito (equivalentemente, F não ordenado) se estende

a única álgebra de quatérnios com divisão (a menos de isomorfismo) sobre F. Como estes

corpos tem u­invariante maior ou igual a 4 (pois existe uma 2­forma de Pfister anisotrópica), o
Teorema 5.1.19 garante que existe uma valorização de F, RR, F—compatível.

Pelo Teorema anterior precisamos demonstrar que v se estende de modo único a cada

extensão quadrática K com F C K C D, onde D é a única álgebra de quatérnios com divisão.
Comecemos com a

Proposição 6.1.7 Seja v uma valorização não­diádica de F tal que Ty, £ 27. Sev é RM(F)­
compatível então para cada a E FNR(F), existe uma única extensão de v em K = F(|/a).
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Demonstração

Seja K = F(y/a). Como K = F(Va­!), podemos considerar a E A, : o anel de valorizações
de v. Da teoria de valorizações sobre corpos, temos que v se estende a K. Se existirem duas

valorizações distintas w, e w, de K que estendem v então

onde T; := wu;(K), F := v(F) e K; = E. Assim T; = T e K; = F. Isto implica que existe
s E F tal que wi(Va) = v(s) e portanto v(a) = wi(a) = w(Va') = 2w;(Va) = 2v(s). Logo
vía) = v(s?). Então existe u E U; tal que a = us? e daí Va = Yus. Concluímos que podemos
supor que a E U;. Consequentemente Va e K; = F. Logo existe b E F tal que Va = b, ou
a=b EF. Assima = bº(mod M,), ou a = +m=(1+8)V. Como Vº E Fº E RF)
segue­se que a E R(F), absurdo. Portanto v possui uma única extensão w a K. ­

Observação 6.1.8 Se demonstrarmos que toda ertensão quadrática de F contida em uma

álgebra de quatérnios com divisão D sobre F são do tipo F(Va), a € FN Ru(F), então pela

Proposição 6.1.7 e Teorema 6.1.5 segue­se que toda valorização v de F. R(F)­compatível se

estende a álgebra de quatérnios D, desde que F seja Hilbertiano.

Temos:

Proposição 6.1.9 Seja F um corpo Hilbertiano não ordenado, e D = (2) a única álgebra
de quatérnios com divisão sobre F, a menos de isomorfismo. Então toda extensão quadrática

F(Va) de F contida em D é não radical (isto é: a é R(F)).

Demonstração

Cada x E D satisfaz uma equação do tipo X? — T(x)X + N(r) = 0. Seja Do=(Íír ED:
T(r7) =0) = (r E DVF : 1º € F). Para d € Do, F(d) é uma extensão quadrática de F, pois
d*º = —N(d) € F. Assim, qualquer extensão quadrática K = F(y/a) de F está contida em D
se, e somente se, a € —D <—a,­P,afbi>. Do Lema 5.1.22, segue­se a conclusão. =
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Exemplo 6.1.10 Os Corpos K((X)), com K finito; os corpos p­ádicos Q,, p £ 2 e todos
os corpos F C Q, construídos em Lema 4.1.11 e Teorema 4.1.13 são corpos Hilbertianos que

admitem valorizações R(F)— compatível, a saber, as valorizações dadas por v(X) = 1 e as
valorizações p­Ádicas respectivamente. Logo estas valorizações são estendíveis a única álgebra

de quatérnios com divisão (a menos de isomorfismo) sobre o corpo em questão.

Para finalizar P. M. Cohn em [C, p.67] demonstra que a álgebra de quatérnios D = (=)
não admite extensão da valorização 2­ádica de Q. Cohn demonstra ainda no artigo supra­

citado, que de um modo geral qualquer valorização p­ádica (p É 2) não se estende à uma

valorização w sobre uma álgebra de quatérnios com divisão sobre Q, (veja [C]). Por outro lado,
o corpo 1) não é Hilbertiano.
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