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Resumo

Baseando-se em trabalhos recentes da literatura, o presente trabalho tem como obje-
tivo estudar limites dindmicos para operadores de Schrodinger discretos, unidimensionais,
com potenciais Sturmianos (modelos quase-periodicos). Tais limites sdo obtidos das taxas
de propagagao do pacote de ondas associado a uma particula sobre a rede unidimensional
Z. Utilizando um método desenvolvido por Damanik e Tcheremchantsev, obtém-se um
limite dindmico superior nao-trivial para uma familia grande de operadores Sturmianos,
associados a nimeros de rotagao irracionais. Além disso, apresenta-se um limite inferior
global para a dimensao fractal superior do espectro desses operadores, o qual é usado para
obter um limite dindmico inferior para tais operadores Sturmianos associados a nimeros
irracionais de densidade limitada.

Serao utilizados resultados sobre o trago das matrizes de transferéncia associadas aos
operadores de Schréodinger Sturmianos e também propriedades espectrais destes operado-
res.

Palavras-Chave: Operadores de Schrodinger, Potenciais Sturmianos, Limites Dindmi-
COS.






Abstract

Dynamical Bounds for Sturmian Schrédinger Operators

By following recent papers in the literature, the present work aims to study dynamical
bounds for one dimensional discrete Schrodinger operators with Sturmian potentials by
bounding the rates of propagation of the wavepacket. By a method developed by Damanik
and Tcheremchantsev, is obtained a non trivial upper bound for almost all Sturmian
Schrédinger operator associated with irrational numbers. Moreover, it presents a global
lower bound for the upper box counting dimension of the spectrum of these operators,
which is used to obtain a lower dynamical bound for such Sturmian Schrédinger operators
associated with bounded density irrational numbers.

Will be used results about the traces of transfer matrices and spectral properties of
Sturmian Schrodinger operators.

Keywords: Schriodinger Operators, Sturmian Potentials, Dynamical Bounds.






Sumario

[Resumoal 5
[Abstract] 7
(1 Introducao| 11
2 C . Preling l 15
2.1 Quantidades Dinamicas|. . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 15
2.2 Potenciais Sturmianos| . . . . . . . ... 16
2.3 Matrizes de Transferéncial . . . . . . . . . . . ... 18
2.4 Aplicacao Traco| . . . . . . . . . .. 20
[2.5 Aproximacoes Periodicas| . . . . . . .. ..o 26
[3 Limite Dindmico Superior| 33
[3.1 Limitacao das Probabilidades Exteriores . . . . . . . . ... ... .. ... 33
[3.2  Limitacao Dinadmica Superior| . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 45
[3.3  Ocorréncia de Transporte Balisticol . . . . ... ... ... ... ... ... 50
I Timmie Dinamico Tnferior 55
[4.1 Dimensao Box Counting] . . . . . . . . ... ... ... ... ........ 55
4.2 Limitacao Dinamica Inferior| . . . . . . . .. . . ... ... ... .. ..., 59
[ Consideracoes Finais| 61

L Referénciasl 61






CAPITULO

1

Introducao

A dindmica quéantica de operadores de Schrodinger tem sido objeto de estudo de varios
pesquisadores, por se tratar de um assunto importante, atual e relevante para a area de
Fisica-Matematica. Sendo H um operador auto-adjunto sobre um espaco de Hilbert
separavel H, a equacgao de Schrodinger dependente do tempo, descrita por i0;¢) = Hq,
determina uma evolugao dinamica unitéria em H dada por ¥ (t) = e *H1(0). Sob a
evolugao temporal, geralmente v (t) propaga-se com o tempo. Uma questao importante é
quantificar esta propagacgao em casos concretos. Um dos casos mais estudados é quando
o espaco ¢ H = L*(R) ou H = (*(Z), H ¢ um operador de Schrédinger da forma —A +V
onde A é o Laplaciano e V' um potencial, e 1(0) representa um pacote de ondas localizado.
A forma do potencial V' depende do modelo fisico em estudo. Dentre os mais estudados
destacam-se os potenciais Sturmianos e seu subcaso particular, o potencial de Fibonacci,
que descrevem estruturas quase-cristalinas unidimensionais.

Neste trabalho consideramos uma rede unidimensional representada pelos nimeros
inteiros Z. Em cada vértice n € Z, fixamos um atomo que gera um potencial V' (n) € R. Na
aproximacao tight binding, o Hamiltoniano, modelo matematico que governa a dinamica
de um elétron neste ambiente, é dado por

(Hu)(n) =u(n+ 1) +u(n — 1)+ V(n)u(n), ue€*Z), (1.1)

e é conhecido como operador de Schrodinger discreto unidimensional. Neste modelo supoe-
se que nao ha interacao entre elétrons e o Laplaciano discreto é o operador de diferenca
finita (Au)(n) = u(n + 1) + u(n — 1). Além disso, se o potencial V' assume um nimero
finito de valores reais, entao H é um operador limitado e auto-adjunto, e seu espectro é
um conjunto compacto da reta R (ver [6]).

Focaremos nosso estudo nos operadores de Schrodinger Hgy do tipo , com 0s
potenciais Sturmianos definidos por

Vaa(n) = Axp-p1)(nB mod 1), (1.2)

onde 8 € (0,1) é o numero de rotagdo irracional e A\ > 0 é a intensidade do potencial.
Estes operadores Sturmianos Hg ) modelam estruturas quase-cristalinas unidimensionais
e estdo entre os modelos periddicos (que induzem transporte quantico) e os modelos
aleatorios (que implicam localizagao dindmica). O Hamiltoniano de Fibonacci Hg ), em
que = ‘/52_1, é o exemplo mais simples e mais conhecido de modelo Sturmiano. Além
disso, os operadores Hp ) exibem espectro puramente singular continuo suportado sobre

um conjunto com medida de Lebesgue zero, para todos os parametros 8 e A (ver [4]).

11



1. Introducao 12

Para o estudo dinamico dos operadores Sturmianos Hg ), definidos acima, considere-

mos
2

aln,T)= 7 /0 e~2/T| (=it 5, 5 V2t (1.3)

a probabilidade em tempo médio da particula estar localizada na posicao n no tempo T'
e definamos os momentos dindmicos de ordem p como sendo

(I1X12) Z InfPa(n,T), p>0. (1.4)

Note que, quanto mais rapido os momentos (|X |} )(7T") cresce, mais rapido a particula
1

se propaga na rede. A maneira menos recente na literatura de se estudar a dinamica

de operadores Sturmianos é encontrando limites para os expoente de transporte dindmico

superior e inferior (ver [5]) definidos por

log (| XT5,)(T)

B, (p) = limsup DlosT (1.5)
8 (p) = lim in 250X @) (1.6)

T—oo  plogT

Entretanto, recentemente surgiram estudos (ver [16, [5]) que utilizam uma abordagem
um pouco diferente para encontrar limites dindmicos para os operadores Sturmianos, estu-
dando as chamadas probabilidades exteriores em tempo médio (veja Segao . As quan-
tidades que determinam a taxa de decaimento da probabilidade de encontrar a particula
em uma regiao de Z sao dadas por o, chamados de expoentes criticos (veja Segao
Tais expoentes determinam se hé locahza(;ao dindmica para o operador H (caso em que
a7 = 0) ou se ha transporte quantico para H (caso em que 0 < o < 1). Quando o =1,
dizemos que o operador H tem dinamica balistica, que é o transporte mais rapido que o
sistema pode assumir sobre a rede Z.

O objetivo deste trabalho é estudar detalhadamente os métodos que permitem obter
limites dinamicos nao-triviais para os operadores de Schrodinger Sturmianos Hpg ), ou
seja, encontrar valores reais o e ap tais que 0 < oy < aff < oy < 1. O limite inferior
oy implica em transporte quéantico para Hg, enquanto o limite superior ay permite
quantificar, de uma certa forma, este transporte. Encontrar tais limites permite, por
exemplo, estudar a difusao elétrica de um quase-cristal. O estudo de limites dinamicos
superiores é recente na literatura e os primeiros resultados que surgiram neste sentido
foram para o Hamiltoniano de Fibonacci |5, [I1] e em [I6] ha uma extensao dos resultados
de [5], para uma classe grande de potenciais Sturmianos associados a irracionais 5 € (0, 1).
J& o estudo sobre limites dinamicos inferiores é menos recente e existem uma série de
resultados publicados na literatura como, por exemplo, [20, 2I]. A técnica utilizada
em [16] para limitar inferiormente os expoentes criticos exibe uma abordagem diferente,
envolvendo a relagao que os expoentes criticos possuem com a dimensao fractal do espectro
do operador Hg , (ver Definicao 3| Secao .

No capitulo [2 apresentaremos os conceitos e resultados preliminares necessarios para
os capitulos seguintes, como as defini¢oes das quantidades dindmicas a serem estudadas,
propriedades dos potenciais Sturmianos, matrizes de transferéncia associadas aos opera-
dores , estudo dos tragos dessas matrizes e a relacao destes com as aproximagoes
periddicas do espectro de Hpg .

Apresentaremos agora os principais resultados de [16] que serao estudados com deta-
lhes neste trabalho. O Teorema [I] a seguir exibe de forma precisa o limite dinamico su-
perior ay e sua demonstracao sera apresentada com detalhes na Secao do Capitulo [3]
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Considere a expansao em fragoes continuadas de um irracional 5 € (0,1), denotada por

B=1[0,a1,as,...] (veja2.9).

Teorema 1 Sejam (3 € (0,1) irracional, A > 20 e Hg \ o operador de Schrodinger (|1.1))
com potencial Sturmiano (1.2) associado a 3. Considere a sequéncia (qi) associada a f3,

1
definida por (2.11f). Se D = limsup i < 00, entao
k— o0 k
2D
Jr
Qy < — 55y -
log (%5%)
Além disso, se = 10,a1,as,...], com ay, # 1 para todo k > 1, entao
D
Jr
Q, < -
log ()
Para os ntimeros que satisfazem w = [0, a, a, . ..] com a # 1, temos o seguinte corolario
do Teorema [1| (ver [16]):
Corolario 1 Para w = [0,a,a,...] com a # 1, tem-se o sequinte limite dindmico para o

expoente critico:
o log(a + w)

tT g ()

Um fato bem conhecido é que o conjunto dos ntmeros irracionais que satisfazem
D < oo, tem medida de Lebesgue total (ver [16]). Nao ¢ uma tarefa dificil expressar D de
forma explicita para nimeros que possuem expansao em fracoes continuadas periddica.
Entretanto, de forma geral, temos um resultado, conhecido como Lema de Khinchin, que
explicita o valor de D, para quase todo irracional 8 € (0,1) (ver [16]):

(07

Lema 1 (de Khinchin): Para 5 € [0, 1], defina a sequéncia

-1=0, =1, @1 =0ar1q+ @-1, k> 2.

Entao, para quase todo B com respeito a medida de Lebesque, tem-se:

log gz, _ w2

K 1210g2

D = lim sup

k—> o0 k

M = liminf(a ... ak)l/k =Ckg=2685...,
k—o0

onde Cx € chamada de constante de Khinchin.

Desta forma, como consequéncia imediata do TeoremalI]e do Lema de Khinchin, temos
o seguinte resultado:

Corolario 2 Para quase todo irracional B com respeito a medida de Lebesque, tem-se o
sequinte limite dindamico para o expoente critico:

2Dk

tce T8
" o ()
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O proximo Teorema ¢é o principal resultado de [I6] para limitar inferiormente os ex-
poentes criticos. Sua demonstragao serd apresentada no Capitulo [5, Secao [4.2] e utiliza
resultados de [I0} 20, B] que relacionam os expoentes criticos com a dimensao fractal do
espectro de Hg . Segue abaixo seu enunciado:

Teorema 2 Para qualquer nimero irracional B € (0,1) de densidade limitada (Defini¢do
e XA > 20, tem-se

1 log 2

2 C+log(A+5)’

o, >

com C = limsup 2 Zle log(a; +2) < oo.



CAPITULO

2

Conceltos Preliminares

Este capitulo contém as definigoes e resultados preliminares que sao utilizados nas de-
monstragoes dos Teoremas([I]e[2]sobre os limites dinamicos para operadores de Schrodinger
com potenciais Sturmianos.

2.1 Quantidades Dinamicas

Estamos interessados em estudar limites dindmicos para os operadores de Schrodin-
ger com potenciais Sturmianos Hgy definidos por (L.I)-(L.2). Para isso, consideremos o
operador de Schrédinger discreto ((1.1)) com potencial qualquer. Vamos introduzir as quan-
tidades dinamicas que queremos limitar, baseando-se nas referéncias [5, [16]. Denotamos
por

P(N,T)= > a(n,T) (2.1)

In|>N

a probabilidade exterior em tempo médio de encontrarmos a particula no complementar da
bola de centro 0 e raio N, na rede Z, onde a(n,T) esta definido como em . Em nosso
estudo, consideraremos N = N(T) = T® — 2, com « > 0, apenas por motivos técnicos.
Note que P(—1,T) = 1, para qualquer 7' > 0. Para todo a € [0, +0o¢], os nimeros (ver

[161)
log P(T* —2,T)

S™(a) = — l%rggof e T (2.2)
e
log P(T* —2,T
S*(a) := —limsup og P 1) (2.3)

T—so0 log T’ ’
sao as taxas de decrescimento de P(T* — 2,T'). Com efeito, para compreendermos isto,

suponhamos que S*(a) < oo, para algum « > 0. Assim, dado § > 0, existe Ty > 0
suficientemente grande, de tal forma que para todo T' > Tj, temos:

log P(T* —2,T)

< §* .
g T < ST (a)+9d

Mas isto equivale a dizer que
P(T* —2,T) > T~ 5@+, (2.4)

Isto mostra que 7~ (@+9) Jimita inferiormente o decrescimento de P(T* —2,T).

15
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Note que Si(()) = 0, e que ST sao nao-decrescentes, isto é, para a; < as, tem-se
S*(a1) < S*(ap). Ademais, para todo a > 0, tem-se

0<SH(a) <SS (a) < +oo.

A partir de S*, definamos os expoentes criticos como sendo:

of :=sup{a > 0: S*(a) = 0}, (2.5)
aF == sup{a >0:5F(a) < oo} (2.6)
Estes satisfazem 0 < ozli < ozf < 1. Note que «;f é o expoente tal que a taxa de

decaimento de P(T“ — 2,T) é a mais rapida. De fato, devido a (2.4]), temos:
P(T*% —2,T) > T~ (5 (ei)+9) (2.7)
para § > 0 e T > 0 suficientemente grande. Se o > 0 é tal que S*(a) < 0o, entdao o <

e como S* ¢ nao-decrescente, segue que S*(a) < S*(a;) e, portanto,

1 1
TS*(ad)+0 < TS*(a)+6’

ou seja, T—(5%(@)+6) vai & zero mais rapido que qualquer T—(5%(@+9),

Os expoentes ali podem ser interpretados como as taxas (inferior e superior) de propa-
gacgao da parte essencial do pacote de onda e os expoentes o= como as taxas de propagacao
da parte mais rapida do pacote de onda. Em particular, se o > o, entdo P(T* —2,T)
vai a zero mais rapido do que qualquer inverso de poténcia de T'. Quando o = 1 dizemos
que o operador H exibe transporte balistico, que é o transporte mais rapido do pacote de
onda, e quando o = 0 dizemos que H exibe localiza¢ao dindmica. Nosso estudo se ba-
seard em limitar o;f. Os modelos Sturmianos (estruturas quase-periodicas) se encontram
entre os modelos aleatérios que implicam em localizagao dindmica e modelos peridédicos
que implicam em transporte balistico.

2.2 Potenciais Sturmianos

Esta se¢ao contém um breve estudo sobre os potenciais Sturmianos definidos em (|1.2]).
Cada potencial Sturmiano é gerado por um numero de rota¢ao irracional € (0,1) que
pode ser expandido em fragoes continuadas, permitindo decompor o potencial em palavras
Sturmianas, as quais possuem propriedades e relagoes recursivas importantes para o nosso
estudo. Nesta se¢ao foram utilizadas as referéncias [T, 13} [17].

O seguinte lema permite expressarmos os potenciais Sturmianos de outra ma-
neira.

Lema 2 Para todo 5 € (0,1) irracional e A > 0, tem-se
onde | x| = ma%({m <z} € a fungao parte inteira de .

me
Demonstracao. Note que Vz,(n) = 1 se, e somente se, n — [nf] € [1 — 3,1). Isto
equivale a dizer que existe m € N tal que m +1 — 3 < nf < m+ 1, com mf <
m+1 < nfB+ 5, ou seja, m = [nB]. Por outro lado, |(n+ 1)3] — [nB] = 0 ou 1, pois

0<|(n+1)B]—1[n8] <(n+1)B—|nb] ={nf}+ 5 < 2, onde {z} denota a parte
fracionaria de x. Por fim, temos

ln+1)5] = [nf]l=1ImeNm+1-3<nB<m+1,

com m = |nf], mostrando o resultado.
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Observacao 1 A partir do Lema acima, consideraremos em todo o texto os potenciais

Sturmianos (1.2) na forma ({2.8]).

Se (8 for um numero racional da forma §7 entdo o potencial Vj (n) é periodico, com
periodo ¢, isto é, Vz\(n + ¢q) = Vza(n), para todo n € Z. Com efeito, se § = §7 entao
para todo n € Z temos:

I (e )
i (Caar N )

SRV R

= Vg,)\<n).

Sabe-se que para potenciais periddicos os correspondentes operadores de Schrodinger pos-
suem espectro absolutamente continuo e transporte balistico. Dessa forma, assumiremos
em nosso estudo que § € [0, 1] é irracional. Por [13], cada 8 € (0,1) admite uma ezpansdio
em fragoes continuadas da seguinte forma:

1
f=——"7=1[0,a,0a,...] (2.9)
ax + az+...

onde cada a, é um natural nao-nulo unicamente determinado. Truncando esta sequéncia

. . ~ .. Pn
na etapa n, obtemos a sequéncia de aprozimacoes racionais — = [0, a4, ..., a,| de 5. Os

nameros p, € g, satisfazem a seguinte relacdo recursiva (ver [I3] para detalhes):
p-1=1, Po =0, Pny1 = Gpp1Pp + Pn-1, (2.10)

q-1 =0, Qo =1, In+1 = An41Gn + Gn—1- (2.11)

Essa expansao tem papel fundamental na construgao dos potenciais Sturmianos. Para
compreendermos este fato, seja um conjunto finito A, chamado de alfabeto, onde cada
elemento é chamado de letra. Entao, uma palavra de comprimento n sobre este alfabeto
¢ um elemento de A" constituido de n letras de A. Uma palavra infinita pertence a
A e é formado por infintas letras de A. Em particular, considere as seguintes palavras
Sturmianas W, sobre o alfabeto A = {0, A\}:

W_i =\ Wy =0, Wy =071, W1 = Wit W, 1, Vn > 1, (2.12)

onde W)" significa a repeticao de W,, m-vezes. Entao, para um dado n, o comprimento
da palavra finita W,, dada por ¢ o perfodo da sequéncia Sturmiana Vj,(n), dada
por , associada ao valor § = p,/q,. Isto implica que para cada n € N, a n-ésima
letra da palavra infinita W, = lim W, é o valor de Vj x(n).

n—a~oo

Exemplo 1 O Hamiltoniano de Fibonacci Hg x, com potencial Vg \ associado ao nimero
B = Y=

L' =100,1,1,...], chamado nimero de Ouro (ou Razio Aurea), ¢ o operador de
Schrodinger com potencial Sturmiano mais simples. Neste caso, as aproximagoes racionais
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de (B sao dadas por F,/F,i1, para n > —1, e o comprimento da palavra W,, é F, ;1. A
sequéncia {F,}, satisfaz (2.11]) e seus primeiros valores estao apresentados abaizo:

F,1=0 F=1 k=1 FK=2 F;=3 F,=5F5=8.
Além disso, as seis primeiras palavras associadas a este 8 sao:
W_i=X Wy=0, Wy =0\ Wy=0X0, Ws=0A00\, Wy = 0A00AOO.
A proposicao a seguir mostra a simetria que os potenciais Sturmianos possuem.

Proposicao 1 Seja Vj , o potencial Sturmiano associado ao irracional § € (0,1). Entao
valem as propriedades:

i) Vaa(—n) = Viza(n — 1), para todo n > 2.
i) Vaa(gn + k) = Vaa(k), para todo 1 < k < gpy1 — 1.
Demonstragao.

i) Temos:
Via(=n) = A(l(=n+1)B] = [-nB]) = A([nf] = [(n = 1)B]) = Vaa(n —1).

i) Como ¢,8+p, = (=1)"||g.8] e ||mB|| > ||lg.5]|, para todo m < g,+1 € m # g¢,, onde
|z|| = inf,ez |z + n|, temos:

Varlgn +k) = M(gn+k+1)8] — (g2 + k)B])
= A(L(k + 1)ﬁ + Qnﬁ _an - Ufﬁ + Qnﬁ _an)
AL(E+1)B] = [kB]) = Vaa(k).

2.3 Matrizes de Transferéncia

Consideremos Hpg ) o operador de Schrodinger com potencial Sturmiano (|1.2)
associado a um irracional 5, com A fixado. Nosso objetivo é limitar, tanto superiormente,
quanto inferiormente, os expoentes dinamicos associados a Hpg . Isso sera feito
através de técnicas que conectam o comportamento das solugoes da equacao de autovalores

Hpu=zu, (u#0, z € C), (2.13)
com tais expoentes. Se u é solugao de , entao para todo n > 1,
u(n+1)+un—1)+ Vaa(n)u(n) = zu(n), z € C. (2.14)
A forma matricial de é

()= (T ) em) e

Iterando ([2.15)), obtemos para n > 1

) - (T ()
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Paran < —1,

() =7 ) 0 9 (),
Denotemos por

To(n, =) = (Z - VIBW) _01> (\ fixado).

De forma geral, para qualquer n € Z, temos

(") = e (46). o

onde

Ts(n,z)...Tp(1, 2), n>1
Fs(n,z) = I, n=
Ts(n+1,2)"1.. . T5(0,2)™, n<—1

sendo I, a matriz identidade de ordem 2. Note que, para todo n € Z, o determinante
det(Ts(n, z)) = 1 e como consequéncia det(Fp(n, z)) = 1. Chamamos as matrizes Fj(n, z)
de matrizes de transferéncia e quando n = ¢ denotamos My (z) = Fps(qx, z) (8 e A fixos).

Vejamos agora uma propriedade recursiva que as matrizes de transferéncia My(2)
satisfazem:

Proposicao 2 Seja z € C. Para todo k > 0, temos:

Mii1(2) = Mi—1(2) M(2)"+, (2.18)

1 1 —\
MO:(T 0) ¢ M—lz(o 1)'

Demonstracao. Pela Proposi¢ao [I], é valido que:

onde

T(l,z) =T(ge+1,2) =T2q+1,2) =... =T{(ags1 — Dar +1,2)
T12,2) =T(qgp+2,2) =T2q+2,2) =... =T((ars1 —)agx +2,2)

: : : : (2'19)
T(qr,z) =T(2qx, 2) =T3¢, 2) =... =T((agt19x, 2)

Logo, usando ([2.11)) e (2.19)), obtemos:

Mii1(z) = T(qee1,2)T (e — 1,2) ... T(2,2)T(1, 2)
= T(app1qr + qe-1,2)T(ar1qr + @1 — 1,2) ...
o T(agsaqr, 2)T (agiqr — 1,2) ..
o T((agr1-1)ge + 1, 2) T ((ags1-1) 0k, 2) T ((agg1-1)qe — 1,2) . ..
Tk, 2)T (e — 1,2) ... T(2,2)T(1, 2)
T(ags1qr + qe-1,2) - - - T(agiqe + 1, 2) (T(qr, 2) ... T(1, 2)) "+
= T(qp_1,2)...T(1, 2) My(z)*+
= My—1(2) My (2)"+,

como queriamos demonstrar.
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Se A e B sao duas matrizes quadradas de ordem n, entao definimos o comutador entre
A e B como sendo: [A, B = AB— BA. As matrizes de transferéncia Mj(z) sdo invariantes
pelo comutador, como veremos na proposi¢ao abaixo. Para detalhes e demonstracao, veja

[17].
Proposicao 3 Para quaisquer A >0, z € C e k > 0, tem-se

[My1(2), My_1(2)]? = N1y, (2.20)

2.4 Aplicacao Traco

Nesta secao veremos uma forma particular de representar a bem conhecida aplicacao
traco, a qual gera um sistema dindmico com propriedades que independem do irracional
B € (0,1) escolhido. Para cada k,p € Z, definimos a aplica¢ao trago por:

tk7p3C—>C

z > tpp(2) 1= tr(My_1(2) My (2)P) (2.21)

onde a fungao tr(M) representa o trago da matriz M. A aplicagao trago pode ser dada de
forma recursiva, como veremos na proposi¢ao 4| abaixo. Para isso, denotaremos por S, o
n-ésimo polinémio de Chebyshev de sequndo tipo:

S_1(z) =0, Sp(x)=1, Si(x)==x, Sii(x)=2xSk(z)— Spk_1(z), (2.22)
para quaisquer k > 0 e x € C. Esses polindmios tém as seguintes propriedades [1, [17]:

Sk(2cos(f)) = W,Vk >—-1,v¥0 € C (2.23)

SkSk,Q - Sl%fl = SlS,l - SO - —1,Vk € N (224)

O resultado a seguir pode ser encontrado em [17].

Proposicao 4 Seja ty, o trago da matriz My_,M;. Entdo, para todo p > 0, tem-se

tepr1 = teg10thp — thp—1, (2.25)
e consequentemente,
tept1 = Sp(trr1,0)tk1 — Sp—1(tk+1,0)tk0- (2.26)
Além disso, para todo k > 0,
Lrv2,0 = thap.s ter1,1 = thapa+1 Lit1,-1 = Thapes—1- (2.27)

Denotemos por xp = tgr10 = tr(My), yp = tro = tr(My_1) e 2z = ty1 = tr(My_1 My).
Entao,
T+1 = ZkSakal(xk) - ykSak+172($k);

Yk1 = Tis (2.28)
Zk4+1 = ZkSakH(ﬂ?k) - yksakﬂq(fb’k),

com as condigoes iniciais: t1g = To =2, tog =Yo =2 eto1 =20 = 2 — \.
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Observacao 2 Omitimos z no enunciado acima para simplificar as notagoes.

Demonstracao. Primeiramente, note que, dada uma matriz complexa Ao qualquer, o
seu polinémio caracteristico é

PA(7y) = det(A — 1) = p(y) = 4* — tr(A)y + det(A) I,y € C.
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0. Logo,
A? = tr(A)A — det(A) L. (2.29)

Se det(A) = 1, entdo tr(A)l; = A+ A~!. Mostraremos a relagao (2.25)). De fato, usando
o fato que det(My) = 1, para todo k, e (2.29)), temos:

thpirlo Ftrp 1Dy = My MPT 4 My MPT Y 4 My MP 4 [My,_ MP !
= Myt ME[My + M '+ [M ' + My [Me_ M7
= [Myy MY + [Myy MY Y[ My, + M,

= tpt10tkplo,

o que implica em ([2.25)). Provemos agora a primeira igualdade de ([2.26)) usando o segundo
principio de indugao finita. A segunda igualdade é anédloga. Seja t = tj419. Para p =0,
segue de (2.22)) que

tko41 = Ltg1 — Otgo = So(t)t1 — So—1(t)tk,0-

Suponhamos valida a primeira igualdade de (2.26]) para todo j € [0,1,...,p|. Entao, por
(2.25)) e hipotese de indugao,

tk7p+1 + tkypfl - ttk,p == tSpfl(t)tk,l - tSp,Q(t)tho.
Usando a hipdtese de indugao e (2.22)), temos:

thprr = (E5p-1(t) = Sp—a(t))tr1 — (ESp—2(t) — Sp—s(t))tr,0
= Sp(t)th - Sp_l(t)tk@,

mostrando que ([2.26]) vale para todo p > 0. Para mostrar (2.27), usamos o fato que o
traco é comutativo e a Proposicao [2| para obtermos:

tk,ak+1 = tr(Mk—llM:k"'l) = tr<Mk+1) = tk+2,07
Uhyapsr+1 = tr(Mk—lM]Sk+1+ )= tr(le+1Mk) = tr(MgMit1) = tig11,
tkvak+l_1 = tl"(Mk_lM;:k+l_ ) = tI‘(MkMk_Jrll) = tk+1’_1.

Por ultimo, as trés relagoes em ([2.28]) sdo consequéncias diretas de ([2.26]) e (12.27)).

O proximo lema técnico permite a demonstragao da Proposigao b a seguir, que mostra
a relagao de invariancia em k que o traco das matrizes de transferéncia satisfaz.

Lema 3 Dada uma matriz Mays tal que det(M) = 1, entao para todo k € N,

MF = Sp_1(tr(M))M — Sy_o(tr(M)) 1.
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Demonstracao. Provemos o lema por inducao finita sobre k. Para k =1,
M' = Sy(tr(M)M — S_1(tr(M)) I, = 1M — 0I.
Suponhamos que o resultado seja vélido para £ € N. Usando a relagao
M?+ Iy =M(M+ M) = Mtr(M),
a hipotese de induao e , temos que

MM = MFM = S (tr(M))M? — Sj_o(tr(M))M
= Spq(tr(M))(M tr(M) — L) — Sp_o(tr(M))M
= Mtr(M)Se_1(tr(M)) — Sp_a(tr(M))] Iy — S (tr(M)) L
Sk(tr(M)) — Sp—1(tr(M)) I,

M
M

=

como queriamos demonstrar.

Proposicao 5 Para todo A > 0 e para quaisquer k,p > 0, temos a sequinte relacao de
mvariancia em k:

thp T thp—1 + tii1o = teptep—1tiero = 4+ X% (2.30)
Em termos das sequéncias {xy}r, {yrtr € {zrx}x da Proposicio {4}, temos:
T YR+ 2 — Tpyrze = 4+ A

Demonstracao. Note que dadas duas matrizes A e B de 2 x 2 tais que det(A) =
det(B) = 1, temos:

tr(AB) = tr(A) tr(B) — tr(AB™1). (2.31)
Seja I, = ti’p + ti’pfl + tiﬂ,o — trptrp-1tes1,0- Usando (2.31) mostraremos que Z =
tr(]\/[,;rllM,;leHMk) + 2. De fato,

tr(My )y My "My My) = tr(Mi M) ™) te(Myg oy My.) — tr(Myyy My My y My,)
= tr(My1 My)? — tr(MEMy,)
r(My1 My)? — tr(My) tr(My Mg, ) + te(My (M, Mg, ;)™
r(Mip My)? — tr(My) tr(MMZ, ) + (M2,
= tr(Mypa My)? + te(M7 ) —
—tr( M) (tr( My My y1) tr(Myy1) — tr(M My (M) ™))
= tr(Mp My)? + tr(Mg ) —
— tr(My) (tr(My M) tr( M) tr(My)
= tr(Myy My)? + tr(My)? + tr(ME,) —
— tr(My) tr(Me M) tr( Mgy 1)
= tr(Myp Mp)? + tr(My)? 4 tr(My1)? —
— tr(My) tr(Mg My 1) tr( Mgy 1) — 2
= I, — 2.

[
—+ —+

N — /N —
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Pela proposicao [2]
tI‘(MkJrlM Mk+1Mk) = tl”(M]H_leMkJrlM )
= (M M ML MY
= tr( My M (M M) TIMY
a 1 1 a 1 —

= tr(My_ M i (M) lefle 1)
= tl"(Mk leMk 1M )
= tI’(Mk_le 1Mk_1Mk)
= 11— 2.

Portanto, Z, = Z,_1 Vk > 0 e, consequentemente, 7, = Z,, para todo k € 7Z. Basta

mostrar que Zy = A? 4+ 4. Sendo

IO = tr(M1M0)2 + tr(M1)2 + tr(M0)2 - tr(Mo) tI'(MlMo) tI'(Ml),

devemos calcular os valores destes tragos para os casos em que a; =1 e a; > 1.
Se a; = 1, entdo pela Proposigao [2| My = M_yM§* = M_,M,. Logo,

1 =X
=y 1)

o = (2(z=XN) =22+ (=N +22—z2(z=N)(2(z = \) —2)
22 —22(z =N+ 22 (z— N +4
= (z—2(z—=)N)*+4
N+ 4.

Dai,

Para o caso em que a; > 1, calculemos tr(M;) e tr(M;)M,. Pela Proposigao 2 M; =
M_ M = My MyM§* ", ou seja,

w6366
6

Pelo lema [3]
Mg =) (5 3) =) ()
Logo
R G ) EEET Gy
- (LT ) s (VT ).

Portanto, usando que
tr(M1) = (2(z = A) = 2)84,-2(2) = (2 — A)Sa,-3(2),
tr(MoM,) = (2%(2 — X) — 22)S,, —2(2) — (2(2 — X) — 1)S,,_3(2),
as propriedades de polinomios de Chebyshev e o Lema , podemos concluir que Zy = \2+4.
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Para finalizarmos esta se¢ao, veremos um lema que estabelece uma condigao necessaria
e suficiente para que o trago xj = tx4+1 0 das matrizes de transferéncia fique limitado. Sua
demonstracgao pode ser encontrada em [IJ.

Lema 4 A sequéncia {x(2)}r definida na proposicao 4| € nao-limitada se, e somente se,
lzn-1(2)] < 2, lzn(2)] > 2, [zn+1(2)] > 2, (2.32)
para algum N >0 e z € C. Além disso,

o Jevn(@llen ()]

: >2.¥n>N (2.33)

|[Zn42(2)]
e existe uma constante C' > 1 tal que

|20 (2)]

5 cr. (2.34)

O lema a seguir é uma varia¢ao do Lema [4] acrescentando-se um valor § > 0 suficien-
temente pequeno na limitagao do trago x;. Além disso, é utilizado termos da sequéncia
{21} definida na Proposicao[4] A demonstracao dada abaixo difere da apresentada em [I]
para o Lema [4]

Lema 5 A sequéncia {xy(2)}x definida na Proposi¢ao 4| é nao-limitada se, e somente se,
len_1(2)] <2+96, ey (2)] > 249, lzn(2)| > 246, (2.35)

para algum N >0 e d > 0 suficientemente pequeno. Defina a sequéncia
Gr = Gir—1 + apynGr_, Go = 1, G_i=1 (2.36)

Entao,
|l‘k+1(2)| > |2k(2)| > BCGk_N + 17Vk > N) (237)

com ¢ = log(1 4 0) > 0 constante.

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que, para qualquer & > 0 e |z| > 2, vale a
desigualdade
|Sk(@)] = [Sp-1(2)] = (Ja] = 1) (2.38)

onde Sy é o k-ésimo polinémio de Chebshev definido por (2.22). Com efeito, usando
(2.22), temos:

|Sk(2)] = |Sk-1(2)] |2Sk-1(2) = Sk—2(x)] — | Sk-1(2)]
2] 1Sk-1(2)] = [Sk—2(2)| = [Se—1(2)]

(e[ = D[Sk ()] = [Sk—2(2)])

VvV IV IV IV

(lz] = D*(1So(@)] = [S1(2)]) = (|2 = 1)*.

Faremos a demonstragao por indugao finita. Denotemos z;(z) = xx. Suponha que exista
N > 0 de modo que (2.35) seja verdade. Nossa hipdtese de indugao é:

Hy - |.I'N‘ > 2+5, ’ZN| > 2 —|—6, |.TN,1’ < |ZN‘. (239)

Note que ([2.35) implica em ([2.39). Mostremos que (2.39) implica as seguintes relagoes:
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L [znq] > [2n],
2. |znga| > |an],
3. |.IN‘ S ’ZN+1|.

De fato, por (2.39) e (2.28)), temos:

a1l = [enSayi (TN) — 2180y -1(@N)]
> [en|[Sanis (@n)] = |28 -1][Saysr—1(zN)|
> 2w |[Saysr (@n)] = |28 |[Say -1 (7))

‘ZN| (lSaN+1($N>’ - |SaN+1*1($N)’)
(Jzn| = )"+ 2y

(24 — 1)+ zy|

= (1+0)"*an| > |an],

AR

provando 1). Agora, podemos escrever

lzv41] > |anl(Jzn] = 1)
= |zn[(Jen] = 1) + |zn] = [2n]
> (2+0)(Jan] = 1) + |zn| = [2n]
> 2(|an] = 1) + zn| — |2n]

lzn| + |zn| — 2
240+ |zn| —2
lzn| 40 > |y

v

Sendo assim, 3) é valido. Por fim, como |zy| —1>2+0 —1=144d > 0, obtemos:

lzni1] = [enSayi-1(TN) — il?N—lsaN+1—2(90N)|

|2 [Sa1-1(@n)] = [2n-1[San 1 -2(@N)]
2w | (1Say -1 (2n)] = [Sayyr—2(zn)])
en|(Jon] = 1) 71 > Jay],

AVARAVARLYS

o que prova 2). Usando essas trés desigualdades juntamente com a hipotese de indugao,
obtemos o seguinte: |zyi1| > |2n| > 249, |zni1] > |2n] > 2+ 6 e |on] < |2n41], ou seja,
(2.39) é valido para todo n > N.

O que nos resta mostrar ¢ que, supondo (2.35)), {z;}; ¢ ndo-limitada. Com efeito,
como |zgy1| > |zk|(|zk] — 1)*+1, para todo k > N, segue que

log |z+1] > log |zx| + agi1 log (|zx| — 1), VE > N.
Por 1) e 2), esta expressdo vem & ser:
log (|zx11] — 1) > log (|zx] — 1) + agy1 log (|zk_1| — 1),Vk > N.

Note que log (|zg+1| — 1) > ¢Gy, para todo k > N, onde a sequéncia {Gy}, ¢ dada por
(2.36) e ¢ = log (1 + 0). Para provar tal fato, usaremos o segundo principio da indugao
finita. Para k& = N, temos:

log(|zn| —1) >1og(24+0 —1) = c=cGn_n.
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Suponhamos agora que exista kg natural de modo que nossa afirmacao seja verdadeira,
para todo k € {N,N +1,... ky— 1}. Dai,

> log (|zk, — 1] = 1) + ak, log (|zk, — 2] — 1)
> Gry—1-N + @y Gry—2—nN

(Gro-1-N + ar,Gry—2-n) = cGry—n,

log (2| — 1)

mostrando valido para kg, provando o desejado. Logo,
2| > e Y +1,Vk > N.

Por 2),
|Zri1] > 2| > e+ 4+ 1,Vk > N,

provando que a sequencia {xy}x € nao-limitada, completando a demonstragao.

Observacao 3 Como a outra implicagao do lema nao € utilizada, omitimos sua demons-
tracao e esta pode ser encontrada em [1].

Apresentaremos agora um lema técnico necessario para trocar a sequéncia {Gy}g,
definida em ({2.36)), pela sequéncia {g},r das aproximagoes periddicas do irracional 8 €
(0,1).

Lema 6 Seja f = [ay,aq,...] tal que D = limsup,, logqu < 00. Seja a sequéncia {Gy i
definida por (2.36)). Entdo, eviste uma constante d > 1 de modo que G¢ > q, para todo
k.

Demonstragao. Por hipotese, existe uma constante C' > 0 tal que

li log g,
1m sup
k k

= log C.

Como logqu é crescente, entao

Consideremos as trés sequéncias: {Fy}x, {Gr}r e {qx}x, onde Fy é o k-ésimo namero de
Fibonacci, que satisfaz Fy = F} =1 e Fyy1 = F. + Fy_1,k > 1. Entao, podemos mostrar
por inducao que

F, <Gy < qi, Vk.

logC
w

Portanto, tomando d > > 1, onde w é o namero de Fibonacci, completamos a

demonstragao.

2.5 Aproximacoes Periodicas

Seja B € (0,1) um irracional qualquer e considere f; = pi/qr as aproximagoes racio-
nais de 5. Entao, os operadores de Schrodinger periddicos Hy, = Hpg, » com potenciais
associados & [, sao chamados de aproximagoes periodicas de Hg y e € bem conhecido que
tais operadores convergem fortemente para Hgs \ (ver, por exemplo [17] e [19]). O espectro
desses operadores possuem propriedades interessantes que veremos nesta secao.
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Definicao 1 Seja 6 > 0 suficientemente pequeno. Entao, para k,p > —1, definimos os
espectros das aproximagoes periodicas de o(Hg ) como:

onp = {2 € C: [tip(2)| < 2},
Ug’p ={z€C: |tp(z)] <2+ 4},
(cr,‘;p)R ={E eR: |t;,(E)] <2+d}.

Um fato bastante conhecido (ver [I], 17, [19]) é que o espectro dos operadores Hy, é for-
mado pelas energias E € R tais que |tz0(E)| < 2, ou seja, o(Hy) = (07). Sendo assim,
estudar as propriedades satisfeitas pelos conjuntos definidos acima é obter informacoes
sobre o espectro 0(Hg \) de Hp ), como veremos nos proximos resultados.

Proposigao 6 Seja Hg )\ o operador de Schridinger (1.1)) com potencial Sturmiano (1.2,
com 3 € (0,1) irracional e X > 0. Entao, a sequéncia de espectros oy, das aproximagoes
periodicas Hy, de Hg ) satisfaz:

i) O conjunto (027P)R € formado pela unido de pg, + qr—1 intervalos disjuntos.
i) o(Hg)) C 0r10U0ko € Orpr1 C Okyr0 U (05,19 N Okp), para quaisquer k € N e
p=>—1

i) Para todo N >4, 110N 0y Nogp1 =0, Vk €N ep>0.

0

)< sio chamados

Observacao 4 Os intervalos disjuntos que constituem os conjuntos (o
de bandas. Os intervalos entre as bandas sao chamados de gap.

Demonstragdo. i) E bem conhecido que o espectro de um operador g-periédico é
formado pela uniao de ¢ bandas. Ademais, a invariancia do comutador implica que
nenhuma das matrizes My_,M; pode ser multiplo da matriz identidade, ja que A > 0.
Logo, como duas bandas podem se interseccionar em um tinico ponto zy no qual a matriz
de transferéncia é +15, segue que todas as bandas sao disjuntas e, portanto, existem
Pk + qx—1 delas.

i) Provemos que 0(Hg ) C 010 U 0po. Se mostrarmos que z & opy10 € 2 & 0pp
implica z ¢ o(Hp ), entdo o resultado esta provado. De fato, pelo Lema , se dado z € C
existe k € Z tal que

[ze(2) >2 e zea(2)] > 2

entao
lz5(2)] > 2,¥j > k

e, assim, z ¢ o(Hg,). Portanto, o(Hg ) C 0pi1,0 U 0. Para mostrar oy 1 C 0gy1,0 U
(0% 410 N Okp), Note que sempre temos oy p41 C Opt1,0 U 0%y - Entao, basta provar que,
dado z de modo que

tepra () <2 e fhrao(2)] > 2,

entao
ltrp(2)| < 2.

Para isso, suponhamos por absurdo que, para dado z, tenhamos
[tepr1(2)] < 2, [te10(2)] > 2, e |tep(z)] > 2.
Desta forma, para todo p’ € Z, se

0 < [trprsa(2)] < [trp (2)], (2.40)
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entao,
Woeetol )y ()] = g (2)] > 0. (2.41)
Pela Proposicao {4} temos que tg—1(2) = thr1,0(2) ey (2) — trp+1(2), VD' Logo,
tep-1(2)] = [ter1,0(2)try (2) = trpr1(2)]
> |terr0(2)|tep (2)] = [t pa(2)]
= Merno@lyy g Berto®ly el
= ()] > By o) (2.42)
Como |tgp110(2)] > 2 € [tpp(2)] > 2, implica que
ey —1(2)] > lterro(2)] e [ty a(2)] > [ty (2)]- (2.43)

Observe que ([2.43)) é valido para p’ = p. Por indugao, provamos que (2.43)) vale para
todo p’ < p. Note que |tgo(2)] > 2 € |[tp—1,a,-1(2)| = |te—1(2)] > 2. Além disso, como

tr—1.0, (2) = tr(Mg_o(z) Mi_1(2)™) = tr(My(2)) = tr+10(2), por obtemos
th—1,0,(2) = trs1,0(2) < |tr—1(2)| = [tr-1,0,-1(2)]
Prosseguindo de maneira indutiva, vemos que
2 = |too(2)] <2,

um absurdo. Isto completa a demonstracao.
iii) Provemos a contra reciproca de iii). Suponhamos que

Okt1,0 N Op N O p1 7 0.

Entéao, tomemos elementos das sequéncias , yx. e z, definidas na Proposigao [ tais que

estejam nesta interse¢do. Por um caso particular da relagao recursiva (2.30)),
2+ YR+ 2 — ez = 4+ A2 VE >0,
temos:

4+ N = [z{ 4y + 2 — TeYe]
< 444+4+4+8 =20,

implicando \ < 4.

Como consequéncia da Proposicao |§|, temos que para A > 4, cada banda By ;1 de
Ok p+1 €Sté inteiramente contida em uma banda de oy41¢ ou de oy, De fato, o item i5)

implica que
Bipi1 C k1,0 U Opp.

Entretanto, se By 1 tem parte em ambos os conjuntos, entao existe
T € Bk,p-‘,—l N Ok41,0 N Okp-
Mas por #i4), esta intersegao ¢ vazia. Portanto, By ,411 C 0g41,0 OU Bgpi1 C O p.
A Proposigao @ mostra a estrutura satisfeita pelos conjuntos (of )"
podemos classificar as bandas de acordo com a seguinte defini¢ao:

Desta forma,
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Definicao 2 Para cada k € N, definimos:

i) Banda tipo I: uma banda de oy, contida em um gap de opy10 € em uma banda de
O'k’().

ii) Banda tipo II: uma banda de oy11, contida numa banda de oy, 1 e num gap de oy, .

iii) Banda tipo III: uma banda de oy410 contida numa banda de oy e num gap de oy, ;.
Observacao 5 Em [16], o item (i) da definigao [2| recebe o nome de Gap tipo I.

Esta definigdo nos permite mostrar que o espectro o(Hg ) pode ser coberto, em cada
nivel k, por bandas dos trés tipos. Isto é feito por inducao. Com efeito, para k = 0, temos
que (000)% =R, (09)* = A =2, A+ 2] e (067)* = [-2,2]. Pelo item i) da Proposigao
|§|7 o(Hpp) C (099)% U (a0,)% que sdo, respectivamente, uma banda tipo I e uma banda
tipo III. A hipodtese de inducao e a conclusao deste fato segue do seguinte lema, cuja
demonstragao esta em [17]:

Lema 7 Seja B = [ay,...,ax,...] € (0,1) um irracional associado ao operador de Schri-
dinger Hg,\ com potencial Sturmiano (1.3). Para cada k € N:

i) Uma banda tipo I contém uma unica banda tipo II de oyi20 no nivel k + 1.

it) Uma banda tipo II contém (a1 +1) bandas do tipo I de oj4+11 no nivel k+1. Estas
bandas se alternam com a1 bandas do tipo III de o129 no nivelk + 1.

iii) Uma banda tipo III contém (ax41) bandas do tipo I de o411 no nivel k + 1. Estas
bandas se alternam com apy1 — 1 bandas do tipo 111 de o120 no nivel k+ 1.

Portanto, vemos que o espectro o(Hg ) é formado por bandas das aproximacoes pe-
riodicas do espectro, dadas na Definigao [l O proximo teorema nos permite controlar
o tamanho destas bandas. De fato, seja o alfabeto A = {I,[I,III}. Para cada banda
By C 0(Hg,\), no nivel k, existe uma tnica palavra igi; . .. i € A", com n > k, tal que By
é uma banda tipo 7;, contida em uma banda tipo i;_1, no nivel k£ — 1, que por sua vez esta
contida em uma banda tipo i,_5, no nivel k£ — 2, e esta sucessao de contingéncias segue
até o nivel 0. Chamamos esta palavra de indice de By. Note que duas bandas distintas
podem ter o mesmo indice.

Seja A = (Aj)g, onde A, = (a;;(k)), uma sequéncia de matrizes 3 x 3 e 7 = igiy .. . i
um indice. Entao, definimos:

LT(A) = Qjy,iy (O)ail,h(l) e Qg iy (l{?) (244)
Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3 Seja Hs ) o operador de Schridinger Sturmiano (1.1)-(1.2) associado ao ir-
racional B = [ay, aq,...] em [0,1], com A > 20. Entdo, para cada k, qualquer banda By de
indice T definida acima satisfaz

onde |Bg| € o comprimento da banda By, P = (P;);s0,
0 ' 0
P

= |ale; 0 ala |,
cl/aj 0 cl/aj
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com ¢1 = 125 € Q = (Q5);0,

0 ! 0
Qi=|ca;+2)% 0  ca;+2)72],
cola;j+2)72 0 caa;+2)73

com Ccop = 5

Veja que, a partir deste Teorema, a hipdtese A > 20 seré necessaria. Para detalhes da
demonstragio do Teorema [3, veja a referéncia [15].

Passaremos a considerar os conjuntos ag’o da deﬁnigé, com 0 > 0 e energias com-
plexas. Para que a relagao de invariancia da proposicao [5| continue vélida, é necessario
considerar a hipotese A > \g(6) = [16 + 245 + 962 + 4]'/2 (ver [16]). Desta forma, a es-
trutura satisfeita pelas aproximacoes periddicas do espectro provada nesta se¢ao continua
vélida para os conjuntos oy, (veja [16] para detalhes).

A vista disso, podemos enunciar e demonstrar a proposicao [7| a seguir. Este impor-
tante resultado sera usado na demonstracao do Teorema (1| e nos mostra que a altura dos
conjuntos U}io mede aproximadamente o seu comprimento.

Proposicao 7 Se K > 3,6 > 0 e A > max{20, \o(9) }, entdo existem constantes positivas

cs, ds tais que
qk—1

qk—
UBxk,ergQU a:k,
J=1 Jj=1

onde {x,(cj)}je{17,,,,qk_1} $Go 0s zeros de xy, 1, = csinf, L.(Q), Ry, = dssup. L.(P) e B(x,r)
representa a bola aberta de centro x € C e raio r > 0.

Demonstragao. Primeiramente, note que z; = tr(Mj) ¢ um polindémio de grau g, com
coeﬁcientes reais. Pelo Lema 6 de [5], para A > max{20, \o(20)}, sabemos que o conjunto
oy = {z € C: |z(2)] < 2+ 26} ¢ formado por gx—; componentes conexas, as quais

denotaremos por {C }1<j<qk ., onde cada uma contém um tnico zero x,(j) de zj. Além

disso, claramente O’ko C Uko e cada componente C; contém uma componente conexa C}
de o ;. Portanto, para obter o resultado basta mostrar que

Bz ry) € C; C Bz Ry), (2.45)

para todo 1 < j < qx_;.
Consideremos a fungao zy, : int(C;) — B(0,2+28) e sua inversa z ' : B(0,2+26) —
int(C}). Note que tais funcoes sdo univalentes. Seja

21 ((2+ 20)2) — 2
(2 +20)(x,,")'(0)

F:B(0,1) —C, F(z)=

Note que F' é uma funcdo de Schlitch, ou seja, é univalente, F'(0) = 0 e F'(0) = 1. Com

1

efeito, F' é univalente pelo fato de z, " ser univalente. Agora, como xj(x ,(fj ) ) = () se, e

somente se, ;' (0) = x,(f), segue que
;' ((2 +26)0) — :z;,(cj) B x,gj) — x,gj)

@+20)(m V(0) @200

F(0) =
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Além disso,
(2 +20)[(21)'((2 + 20)2)]
(2+20)(z )(0)
o que implica F’(0) = 1. Sendo assim, pelo Teorema de Distor¢ao de Koebe (ver em [2])
obtemos:

F'(2) =

2] ||

B ciFe) < A, <t
(1 +[2])? (1= 1[2])?
Como |22+—+2‘i5\ < 1, entdo aplicando a desigualdade acima para o circulo |z| = 22+—+255, obtemos:
(24 20)(2+9) (2420)(2+9)
— S|F(2)] < 2 :
(4 +36) )
Pela definicao de F', segue que
(2+26)%(249),, _ _ ; (2+26)%(249),, _
oy @O [ (2 +20)2) — o < ———5—— Y O]
para |z| = 22%255. Entao, para |z| = 2 + 0, segue que
_ ; (2+26)%(2+494),, _
21 (2) = 2| < S |(a") (0) (2.46)
) (2 4+ 26)2(2 + )
- +0),, - _ <
ey @ OISl () -2l (2.47)
Note que xk(x,(f')) = 0 implica x,(cj ) = 2;,'(0). Pela derivada de fungao inversa [7], temos

(z;1)'(0) = 1/90;(95,(5)) e, desta maneira, (z,,')'(0) € C;. Pelo Teorema , para cada banda
C; de 02’0, existe um indice 7 tal que

4L.(Q) < |Cj| < 4L (P).

Tomando o infimo e o supremo em 7 na desigualdade acima, teremos que, para cada k e
cada j,
inf L,(Q) < |(a7") (0)] < sup L, (P).

4(2+426)%(246)
52

4(2+426)%(246)

Logo,chamando ds = (G330)?

ecs = , temos:

e < Jagt(2) — 2| < Ry, (2.48)

para quaisquer k € N, 1 < j < g;_1 e |z] = 2+6. Como imagem de um conjunto compacto
através de x;, é um conjunto compacto, entdo x, ' (z) € fr Cj, para todo |z| = 2+6. Agora,
dadoy € 6’: C int(C}), existe z € B(0,2+24) tal que ;' (z) = y. Logo, pela continuidade
de a:,;l e por , temos

re < | (2) = 27 < Ri.

para quaisquer k € N;1 < j < ¢z_; e z € B(0,2 + 0). Portanto,

Bz ) € C; € B(ay, B), Yk, j.






CAPITULO

5

Limite Dinadmico Superior

Neste capitulo apresentaremos os detalhes da demonstragao do Teorema [I}, enunciado
na Introdugao. A ideia é encontrar N(7T') — oo de tal forma que

lim P(N(T),T) = 0. (3.1)

T— 00

Intuitivamente, a equacao diz que, para T suficientemente grande, a agao da fungao
de onda (t) = e 82§, com 1 < ¢t < T, ¢é insignificante na regidao (—oo, —N(T)) U
(N(T),00). Isto é feito tomando N(T) = T%, com « € (0, 1), e para tal escolha, tem-se,
para T suficientemente grande,

P(N(T),T) <T™™, Ym €N, (3.2)

ou seja, P(N(T),T) — 0 mais rapido que qualquer inverso de poténcia de 1" e, portanto,
af < a. Este a é o limite superior nao-trivial procurado para o expoente critico a; .

3.1 Limitacao das Probabilidades Exteriores

Para cada N > 1, sejam

Py(N,T)=> a(n,T) e P.(N,T)= ) a(n,T), (3.3)

n>N n<—N

as probabilidades exteriores 4 direita e & esquerda, respectivamente. Note que P(N,T) =
Py(N,T)+ P.(N,T). Nesta se¢ao, apresentaremos uma limitagao superior para P;(N,T')
e P.(N,T) em termos de quantidades envolvendo as normas de matrizes de transferéncia
em energias complexas, e isto seré feito através do seguinte teorema:

Teorema 4 Seja H = —A +V o operador de Schridinger agindo em (*(Z), com
V : Z — C um potencial limitado. Seja K > 4 de modo que o(H) C [1 — K, K — 1].
Entao,

K -1
Py(N,T) < e N T3/ ( max || M, (E + i/T)||2) dE
—-K

1<n<N

—N<n<-1

K -1
PAN,T) < e N +T3/ ( max HMn(EJri/T)HQ) dE.
-K

33
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A notagao f < ¢ significa que existe uma constante C' > 0 de modo que f < Cjg.
A demonstragao do Teorema | sera feita para P;(N,T) e é analoga (com excegao das
constantes obtidas) para P,(NN,T). A seguir, estao enunciados e demonstrados dois resul-
tados importantes que serao utilizados na demonstragao do Teorema {4 conhecidos como
Identidade de Parseval e Estimativa de Combes-Thomas.

Sejam H um operador de Schrodinger definido por e {d,} a base candnica de
(*(Z). Entao, temos o seguinte resultado adaptado do Lema 3.2 em [11].

Lema 8 (Identidade de Parseval). Para quaisquer energia E € R e T > 0, temos:

_/ e T |(e7 5, 5, [*dt = /| — 2)7 101, 60)|PdE,

onde z = E +1i/T.

Demonstragao. Para um dado T > 0 fixo, consideremos a seguinte funcao:

e /T (e ™§, 6,), se t>0
f(t)_{ 0 , se t<0.

Como [, le=/T(e="15,,6,)|dt < [ e /T|le~*||dt < oo, segue que f € L'(R). Argu-
mento andlogo mostra que f € L?(R). Desta forma, f € L*(R) N L*(R). Sejam us, 5, a

medida espectral associada ao operador H e ao par de vetores (81,0,) e g(H) = e .
Pelo Teorema Espectral [0], a expressao

<wma¢»=éaywmmﬂm

¢ Unica e, em particular,

<6_itH(51, 5n> _ / _ZtE/d/ubél 5 (E )
R

e a medida espectral 5, 5, fica definida por

dps, 5, ().

(=206 = [

xr—z
Portanto,

e—t/T/ fztE’dlual (E/), se t>0
R
0 , se t<0.

ft) =

Para ¢ € L'(R), a transformada de Fourier (ver [6] para detalhes) é dada por

Fo) = - [ e

(Fo)w) = <= / £ (p

e sua inversa
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Como f € L'(R), pelo Teorema de Fubini (ver [§]), temos que

-1 _ IR Ry —t/T|: —iE't /}
FE) = = [ [ g (1)
1

[ iEt—t/T—iE’tdt:| d (E/)
€ /~L61,§n
V2 /R _/0

1 —1
\/%/R B — (BE+i/T
i [ 1 ,
= \/ﬂ _El—(E+Z/T):| d:u&,ﬁn(E)

. E< (E +i/T)01,00) = o—(R(2)01,6).

Sendo f um elemento de L*(R), entao | Ff|la = || F ' flla = || fll2 (ver [6]). Portanto,

)] dps, 5, (E')

2

[%S) B i 2
o A G AT

2,
= SIF I

— /‘— 2)01, 6,)
- /| 2)6y, 6,)dE,

2

dE

o que demonstra o resultado.

O proximo resultado encontra-se em [12].

Teorema 5 (Estimativa de Combes-Thomas). Seja H = —A + V' o operador de
Schridinger (1.1)) agindo em (*(Z), com V um potencial qualquer. Se a distancia entre E
e o espectro o(H) satisfaz 0 < dist(E,0(H)) =n < C para qualquer C' > 0, entao

2

(H = E)6,,0,) < e mc—ml (3.4)

n
para quaisquer n, m € Z.
Demonstragao. Para um operador T agindo em ¢*(Z), denotemos T'(n,m) = (T, Oy )-
Sejam u > 0 e ng € Z fixos e definamos o seguinte operador em (*(Z):

(Fugu)(n) = e "lu(n).

Note que (F, 'u)(n) = e #"~"ly(n). Além disso, para qualquer operador T' em (*(Z),
temos
(F, ' TF,)(n,m) = e o= (n, m)ermo=ml, (3.5)

De fato, como

(P u,v) = Ze“‘”“”'u(n)v(n)

nel

= Z u(n)eM”O*”‘U(n)

neL

= <u’ Fnov>’
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segue que F,,, é autoadjunto. Entao,
(Fo T Fo0n,0m) = (F ' Ty, Frylim)
= Ze_“|"0—j|(T(;n)jeu\no—j\((gm)j

JEZ

— e Hno—n|

Z(T6n>j (5m)j] eulno—m

— ol (g, )erino—ml,
provando, assim, (3.5)). Desta forma,
T(n,m) = e‘“lno_’"'(F;OlTFno)(n, m)etmo=nl,
Para n = ng, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

(H = B) M (n,m)| = |e " "I(F 1 (H = E)7 F,) (n,m)et™ |
= el ES(H — B)T R (nym)|
e (ECNH = E)E) T (nym))|
= e mm\(FTHE, — E) ™Y (n,m)|
< e tr(FSTHE, - B)7Y.
Logo,
(H — B) " (n,m)| < e " ™|(F HE, — E)7Y|. (3.6)
Vamos estimar |[(F,'HF, — E)~!||. Para isso, apliquemos a sequnda equag¢io do
resolvente [6] em (H — E)~' e (F,;'HF, — E)~! para obtermos:
(F,'HF, —E)'=(H-E)*—(F,'HF, — E)"Y(F,'HF, — H)(H — E)™.
Dali,
(H-E)'=(F,'HF, - E)'[1+ (F,'HF, — H)(H — E)""].
Se provarmos que ||(F,'HF, — H)(H — E)™|| < 1, entdo poderemos inverter (1 +

n

(F-'HF, — H)(H — E)™') para obter
(F,'HF, —E)'=(H—-E) 1+ (F,'HF, - H)(H - E)"']"". (3.7)
Mostremos ||(F;*HF,, — H)(H — E)7!|| < 1. Dado um operador T em (?(Z), se

a; = Supz T (u,v)| < 00

IN<YA vel
e
ar = sup 3 [T, v)] < oo,
VEZ wel
entao T é limitado e, por [12],
1/2 1/2
I < ay%a3”. (3.8)

Usando ({3.5]), obtemos

S IFHE, - H)(uwv)| < Y fervinlerinrl ). (3.9)

vEZL vilu—v|=1
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Para |u —v| < 1, temos ||n — u| — |n —v|| < |[u—wv| <1 e, além disso, para qualquer
la] <1ep>0,

et — 1| < et — 1| =e" — 1 < pet. (3.10)
Por (39) e (3-10),
> |(F T HE, — H)(u,0)] < 2pet, (3.11)
VEZL
Analogamente, obtemos
> NF HE, — H)(u,0)] < 2pet, (3.12)
UEZ

Como consequéncia de (3.11)), (3.12) e (3.8]), segue que
|FPHE, — H| < a}ma;m < (2ue") 2 (2pet)? = 2pet.

Para provar o resultado para todo C' > 0, vamos distinguir dois casos: (1) 7 g le (2)
n < C, para C' > 1. Para o primeiro caso, seja u = n/12. Como dist(E,o(H)) =n < 1,
segue que

I(F HE, — H)(H — E)7'|| < ||[F'HF, - H|||[(H - E)™"||

127 u

1 1

T u/12 < —.
6 2

Para o caso em que u < C' com C > 1, tomemos pu = n/12C'". Logo,

(F HE, — H)(H - E)7'| < |E7'HF, - H||(H - E)™'|

IA
)
=
Q

It

Portanto, em ambos os casos, 1+ (F. 'HF, — H)(H — E)~! é invertivel. Entao, podemos
usar a série de Neumann [0] para representé-lo da seguinte maneira:

o 1 & ((F7'HF,— H)(H - E)™Y’
(=1)] ——1_—1)j:0( — ) .

(F'HF, - H)(H—-E)™" —

Logo,
=1
1+ (F,'HF, — H)(H — E)” | < — =9, 1
(14 ( ) _ZQ (3.13)

7=0
Por (37) e (B-13), segue que
I(F,'HE, — E)|| = [[(H — E)"'[(F,'"HF,, — H)(H — E)"' +1]7'|| <

e, por (3.6),

[\

(H = B)(n,m)| < e,

=

o que completa a demonstragao.
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Vamos agora trabalhar na demonstragao do Teorema [l Pela identidade de Parseval
(Lema [§)), temos que

3 [ e s = = [ =) 6 ) P
T 7l J_o

0

a(n,T)

Seja T > 1. Chamando ¢ = 1/T, entdao 0 < ¢ < 1. Além disso, seja z = F +ic e
R(z) = (H — zI)~!. Nestes termos,

a(n,T) = < /_ T R(2)8,, 6, [2dE.

m 00

Somando a(n,T") para n > N e usando o Teorema da Convergéncia Monotona (veja [§]),
temos:

PyN,T)=> a(nT) = Z / 2)81,0,) 2 dE

n>N n>N

= /Zy 2)01,6,)*dE

T J -

My(N,z) = |(R(2)01,6,) .

n>N

onde

Pela igualdade de Parseval (ver [6]),
My(N, 2) = |IxnR(2)a1|?, (3.14)

com xn(n) =0sen < Nexny(n)=1sen> N.
Se estimarmos uma limitagao superior para My(N, z), estaremos limitando superior-
mente P;(N,T), ja que

Pd(NaT) :E

™

K
[/ My (N, z)dE+/ My(N, z)dE] ) (3.15)
E:|E[>K -K
Para o caso em que E € (—oo, —K) U (K, 00), definindo n = dist(E +ie, o(H)), entao
n > 1, ja que, supondo o contrario, terfamos a existéncia de um elemento = € o(H) de
modo que (F —x)? < 1—¢% < 1, pois 0 < €2 < 1, o que implicaria F € [—-K, K], um
absurdo. Logo, pela estimativa de Combes-Thomas (Teorema , temos que
2 .
[(R(2)01,6,)| < —ecmintentiin=i] (3.16)
n

sendo ¢ > 0 uma constante. Provemos que existe uma constante C;(K) de modo que

/ My(N, 2)dE < Ci(K)e N ¢ > 0.
E:|E|>K
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De fato, por (3.16|),

Ma(N.2) = 3 [(R(2)31.0.) P

9 2
S Z (_ecmin{cn,l}n1|>
n

_ i Z €f2cmin{cn,1}\n\'
n

n>N

Logo,
4 .
/ My(N, 2)dE < / — ) e Zemin{eniinlg . (3.17)
E:|E|>K

2
E|E>K " TN

Para obtermos uma limitagao superior para a integral em , basta analisar o caso em
que min{en, 1} = en. Para isso, fagamos algumas consideragoes. Seja § = dist(E, o (H)).
Entdo, § < 7, o que implica e™® > e~ e 1/n? < 1/6%. Além disso, pelo espectro o(H) ser
fechado, existe © € o(H) de tal modo que § = |F — z|. Como a integral de Lebesgue ¢
invariante por translagoes (veja [§]), segue que, na integral, podemos substituir |E — x|
por |E|. Desta forma,

4
/ My(N,z)dE < / > e indp
E:|E|>K E

|E|>K 52 n>N
< / 4 > Z 67202|E7x|ndE
E:|E|>K |E — zf AN
< / i —202|E\ndE
< 7 e )
BB>K 7 5%

Fazendo uso do fato que Y, ., e 21FI" = (1 — ¢=2¢1F1) =1 obtemos

—9¢2 _ 9.2 _ 9,2
E e 2¢%|Eln e 2c |E|N§ e 2¢*|E|n

n>N n>0

9.2
e~ 2c |E|N

1 — e—2c2|E|
6chN

1 —e <K

e—cN

1 —e K’

IA

IN

Dai,

—cN

/ My(N,2)dE < / 4B __dE
E:|E|>K E:|E|>K l—e
4 _eN 2

- 1—6—CK€ K’

jaque [ g5 ET2dE = 2/K. Portanto, chamando C'(K) = 24(1—e*K)! com ¢ > 0,
podemos concluir que

My(N, 2)dE < Oy (K)e N, (3.18)

E:|E|>K
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Para estimarmos a integral em ({3.15)) para o caso em que E € [—K, K|, precisamos
considerar a seguinte classe de operadores:

(Hyv)(n) = ¢(n+1) +9(n — 1) + Vi (n)p(n), (3.19)
onde o potencial V]\f é truncado da seguinte forma:
V(n), se n<N
+ ) ~
Vi) = {j:2K se n> N+ 1. (3:20)
Naturalmente, denotamos R (z) = (Hy — z)~'. Definamos
SEN, 2) = IxwRa(2)61]” = > [(Rx(2)61, 6n) . (3.21)
n>N

O proximo resultado relaciona as quantidades My(N, z) e SE(N, z2).

Lema 9 Para quaisquer E € [—K, K] ¢ 0 < e < 1, existem constantes c1(K), co(K) > 0
unicamente dependentes de K tais que

€2Si(N7 Z) < Cl(K>Md<N7 Z) < CZ(K)&‘?ZSi(Na Z)a
onde z = E + ic.

Demonstracao. Aplicando a primeira identidade do resolvente (ver [6]) para R(z) e
R%(2), temos

R(2)0; — R5(2)6, = R(2)(H — HY)R5(2)6,
= R(2)(-A ()+A Vi (n)) Ry (2)01
R(z)(V () Vi (n)) Ry (2)d
R(2)(xn(V(n) F 2K)) Ry (2)d1. (3.22)

Note que ||R(z)|| < 1/[Im(z)| = e~'. Ademais, por hipotese, o potencial V ¢ limitado.
Entao, usando ([3.22)), temos

My(N,z) = ||xnR(z)01]]
= |IxnR(2)61 — xnR(2)01 + xn Ry (2)6 [

< [HXNRi( )1 [I” + [Ixv R(2)d1 — xRy ()01 [1%]
= 2[SH(N,2) + | R(z) (xw (V F 2K) Ry (2)01 |°]
= 2[SH(N,2) + [|[R()IP|(V F 2K)[l|xv Ry (2)01]°]
<

2[e72S%(N, 2) + & 2|(V F 2K)|SE(N, 2)]
(K)e2S(N, 2),

(&)
onde ¢3(K) = 2+2|V (n)F2K|. De modo anélogo, mostra-se que e2S*(N, 2) < ¢;(K)My(N, z).
]
O proéximo passo serd relacionar S*(N, 2) com as solugoes da equagao de autovalores
Hu=zu, wué€*7). (3.23)

Dado qualquer z € C, definimos ug(n, z) e ui(n, z) como solugdes da equagao (3.23) que
satisfazem as seguintes condigoes iniciais:

up(0,2) =0 u1(0,2) =1
up(l,z) =1 uy(1,2) = 0.
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Como V(n) = V3£ (n), para todo n < N, entdo as solugoes de (3.23) para os operadores
H e Hj coincidem, paran < N. Ja paran > N + 1, a equacio (Hy)(n) = zu(n) implica
em

u(n+1)+un—1) = (z F 2K)u(n). (3.24)

A forma matricial para a equagao (3.24) é:

()= C ) Gy ) 52

os autovalores da matriz em (3.25)) sdo:

NE(2) = (zF2K) £+ \/2(z:|:2K)2 —4, (3.26)

e sua solugao geral de (3.24) é dada por
u(n) = CENE(2)" + CENS ()", (3.27)
onde CfQ sao constantes. O fato de que £ € [—K, K] implica que K < F + 2K < 3K
e —3K < F—2K < —K. Logo, como z + 2K = E F 2K + ie, entao |z F 2K|* =
(EF2K)? 42> K?+¢%> K2 A vista disso,
2 F2K| > K > 4. (3.28)
Usando , vemos que Aj,(z) satisfazem
A (2)] <1< A3 (2)] (3.29)
e que existem constantes uniformes b(K) e ¢(K) (ver [5]) tais que
IMF(2)] < b(K) <1 e IAT(2) = AL (2)] > e(K) > 0. (3.30)

Lema 10 Seja z = E +ie, com E € [-K,K] e 0 < e < 1. Entao, para todon > N > 3,
temos:

)\i(z)|an
Rt (2)60.8.] < 21 AL 3.31
|< N( ) 1 >| — |)\it(z)uO(N,Z)—UO(N+17Z)| ( )
e A=)
Ry (2)81,0,) <& L2 ' 592
(B (2)01,0n)| < € N (2)ur (N, 2) —ur (N + 1, 2)| .
Demonstragao. Primeiramente, para qualquer operador de Schrodinger H = —A +V

sobre (%(Z), definamos os operadores truncados Hy da seguinte forma:
Hy = H|pge) : ((2F) — C(Z7),

sendo Z~ ={...,—1,0} e Z* = {1,2,...}. Naturalmente, R(z) = (H — 2)™' e Ry(z) =
(Hy — 2z)~'. Definimos as m-fungoes de Weyl-Titchmarsh associadas a Hy como sendo:

my(z) = (Ry(2)d1,d1) e m_(z) = (R_(2)do, do)- (3.33)
Essas fungoes satisfazem a seguinte relagao (para detalhes, veja [11]):

d(2)ug(n, z) + b(2)ui(n,z), n>1

(R(2)d1,0n) = { d(z)ug(n, z) +c(2)ui(n, z), n<l, (3.34)
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onde

d(Z _ —m+(z)m_(z)’ b(Z) — m—(z)

_ —m(2)
my(z) +m_(2) me(z) +m_(2) © olz) = - (3.35)

m4(z) +m_(2)

Note que, tomandon =1 en = 0 em (3.34), obtemos respectivamente d(z) = (R(z)d1, 1)
e ¢(z) = (R(z)01,0p). Também temos 1+ ¢(z) = b(z). O fato de que ||R(z)d] <
|R(2)]|]|61]] < ™! juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, implica que

|d(2)] = [(R(2)d1,01)| < [|R(z)aullllon]l < e
le(2)] = [(R(2)d1, 00)| < [[R(2)d1[l|do] < &~ (3.36)

b(2)| = |c(z) + 1| < |e(2)| +1 < et +1 <27
Considere os operadores Hyx definidos por (3.19)-(3.20) e defina ¢* = R%(2)8;. Como

(H% — 2)¢™ = §, entdo a funcdo ¢ (n) = (¢F,d,) ¢é solucdo da equagdo Hiu = zu, para
todo n > 2. Além disso, sendo Vi (n) = £2K, n > N + 1, segue que ¢*(n) também
é solugao da equagao (3.24), para n > N + 1. Nestas condigoes, podemos fazer uso de

(3.27)) e escrever:
PE(N +k+1) = CENF ()T + CiAT(2)",  k>0. (3.37)

Em forma matricial,

(N +k+1
(TSN ) memera sopera, kzo @3)
onde ef2 = [\5,(2) 1] sdo os autovetores associados aos autovalores /\f2 do problema

(13.24]). Por , temos que
CyXy (=) = ¢*(N + k +1) = CEA(2)".
Logo, sendo ¢* um vetor de ¢*(Z), podemos concluir, usando (3.29)), que
ICIAS ()M < 165 (N + &+ 1)+ [CEIINT (2)[*F — 0,
quando k — oo, mas |\ (z)[**! - 0. Portanto, C5* = 0. Por (3.37),
¢E(N +k+1) = CiAF(2)", CF £0,k > 0. (3.39)
Além disso, por (3.34), segue que

(R%(2)01,0n41) = ¢F(N 4+ 1) = du (2)ug(N + 1, 2) + bxus (N + 1, 2) (3.40)

(R%(2)01,0n) = ¢F(N) = du(2)uo(N, 2) + bu (N, 2). (3.41)

Pelo Teorema Espectral (ver [6]),

a(:) = (Ry ()00 = [

RU—Z

dug, (1),

onde yj, ¢ a medida espectral associada ao par (Hy,6;). Como e = I'm(z) # 0, entdo
dx(z) # 0. O mesmo argumento se aplica para c%(z). Sendo b%(z) = 1+ ¢ (2), segue
que b% () também é nao-nulo.
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Usando o fato que o determinante das matrizes de transferéncia é 1 e o fato que
uo(1, 2)ui(0, 2) — up(0, 2)ui (1, z) = 1, temos valida a seguinte identidade (constdncia do
Wronskiano):

up(n + 1, 2)uy(n, 2) — up(n, 2)ur(n+ 1,2) = 1,¥n € Z. (3.42)

Utilizando as relagoes (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42)), podemos calcular explicitamente
Cf = Cf(2), escrevendo:

(ML RGO £L2) ) (S0 ) (A6,

o que implica no sistema

{dﬁ(z)uo(N +1,2) + b5 ()u (N +1,2) = CEXF(2)
di(2)ug(N, 2) + b (2)ur (N, 2) = Cf.

Logo,
A:1|:(Z>u1<*]\77 Z) — ul(N + 17 Z)

dy(z) = —by . 3.43
n() n(2) M (2)ug(N, 2) —ug(N + 1, 2) (343)
Substituindo (3.43)) na segunda equagao do sistema, obtemos:
b:t
Ci(2) = v ) (3.44)

AT (2)u(N, 2) —ug(N +1,2)°

Por outro lado, isolando bﬁ(z) em (3.43) e substituindo na segunda equacao do sistema,
obtemos:

Ci(2) = I () (3.45)
! M (2)u (N, 2) —u (N +1,2) '
Portanto, para todo n > N, usando (3.39) e (3.45)),
[(Ry(2)01,0,) = [CE)IN ()Y
’dﬁ(z” | :I:(Z)|n—N
IMNE(2D)ur (N, 2) —ug (N +1,2)] 1
_ RO
- A (2w (N, 2) —u (N + 1, 2))|
e, usando (3.44)), concluimos de forma analoga que
)\:i:(z)|an
RE(2)81,0,)] < 271 g
(B (2)01,00)] < 22 IME(2)ug(N, 2) —ur (N +1,2)|
o que demonstra o resultado.
[ |

Lema 11 Sejam F € [-K,K], 0 < e <1 e N > 3. Para z = E + ig, eziste uma
constante ca(K) > 0 de modo que vale a sequinte desigualdade:

My(N, z) < cp(K)e™* ( max \|Mn(z))|\2> _1.

3<n<N
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Demonstragao. Usando os Lemas |§| e (10| e a primeira relagao em (3.30]) temos:

My(N, z) co(K)e 2S%(N, 2)

= oK) [(Ri(2)61,6,)

n>N
—2|)\ﬁ:< )|2 (n—N)

< 72
- Z\)\i (2)up(N, 2) — ug(N + 1, 2)|?

n>N

= ey (K)e M (2)uo(N, 2) — up(N +1,2)] 72> A (2)2)

n>N

4y (K)e ™ |INF (2)uo(N, 2) — ug(N +1,2)] 72 Y “[b(K)*I*

k>0

IN

oK) -2
= T(K)QE AT (2)uo(N, 2) — ug(N + 1, 2)|

Desta forma, chamando B(K) = 4cy(K)/(1 — b(K)?), obtemos

My(N,z) < B(K)e AT (2)uo(N, 2) — ug(N + 1, 2)| > (3.46)
Denotemos por Ut = A (2)ug(N, 2) — ug(N + 1, 2). Entdo,

UT[+ U 2 U™ = U™ = [(AL(2) = A (2))uo(N, 2)],

o que implica
U1+ U] = A7 (2) = A (2)[Juo(NV, 2)1. (3.47)

Ademais, por |\f(2)] < 1,
U1+ U 2 NN+ A @IUT = A (U = A (2)UT,

implicando em

U1+ U] 2 (A7 (2) = A (2)[Juo(N + 1, 2)]. (3.48)
Por (3.30)), (3.47)) e (3.48]), temos:

21U+ U] = e(K)(Juo(N, 2)| + [uo(N + 1, 2)])

AU+ U2 = oK) (luo(N, 2)| + |ug(N + 1, 2)|)?
= ¢(K)*(Juo(N, 2)|* + 2|uo(N, 2)|Jug(N + 1, 2)| + Juo(N + 1, 2)*)
> o(K)?*(Juo(N, 2)|* + |lug(N + 1, 2)[%).
Por outro lado, obtemos de ([3.46)) o seguinte:
2My(N,2)™' > B(K) (U + U P).
Como 4(|[UT| + |U7|)? < (JUT)?> + |U7|?), entao

. BE)!
2

B(K)™ (K)2

U+ IUTP) =

(Jluo(N, 2)* + [uo(N + 1, 2) ).

Logo,
My(N,z) < CQ(K)5*4(]u0(N, )P 4 Juo(N +1,2))) 7, (3.49)
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com Cy(K) = 16 B(K)c(K)™2. Prova-se de forma andloga uma limitagao superior seme-
lhante (a menos da constante) para My(N, z) trocando-se ug por u;. Como

1My ()1 = luo(N +1,2)] + [uo(N, 2)]* + [us (N + 1, 2)[* + [us (N, 2) %,

segue que

My(N, z) < Co(K)e || My (2)72. (3.50)

O resultado é obtido notando-se que, por My(n, z) ser decrescente em n, entao My(N, z) <
My(n, z), para todo 3 <n < N.

Observagao 6 Podemos substituir o intervalo 3, N] por [1, N] no lema[11]. Isto mudard
apenas a constante c(K) no resultado.

Agora temos todas as informagoes necessarias para a demonstragao do teorema [

Demonstracao. (Teorema[4) Primeiramente, consideremos C’(K) = max{C}(K), C2(K)}.

Por (3.15)), temos:

PyN,T) = = [/E |E|>KMd(N’ z)dE+/j(Md(N,z)dE},

™

com ¢ = 1/T. Portanto, usando (3.18) e o Lema[11],

PyN,T) < —C/( Je ‘CN+$T4C/(K) /_[; ( max_|| M, (z )H?)_l dE

- 7T 1<n<N

K —
e_CN—|—T3/ (max || M., (= )||2> dE
-K

1<n<N

< C(K)

com C(K) = < (K) e z=E+1/T, como queriamos demonstrar.

3.2 Limitacao Dinamica Superior

Nesta se¢ao apresentaremos a demonstracdo do Teorema[I] Tomaremos N(T') = T,

com
2D

 log(258)

onde A > 20 e D = limsup, logqu < o00. Desta forma, P(N(T),T) — 0 mais rapido

que qualquer inverso de poténcia de T e, como consequéncia, « serd o limite superior
nao-trivial para ;. Vejamos os detalhes abaixo:

€ (0,1),

Demonstragdo. (do Teorema Sabemos que cada uma das g;_; bandas de o},
possui exatamente um zero de x,. Como 020 C R, entao os qi_1 zeros de x; sao reais.
Além disso, pela Proposigao [7], temos que

qk—
6
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Seja z € Ug,o- Entao, existe pelo menos um j tal que z € B(x,(fj), Ry) e, dai:

|z — x,(cj)\ < Ry.
Como |Im(z)| < |z — asg)|, segue que
0270 C{zeC:|Im(2)| < Ri}.

Vamos limitar superiormente Rj. Note que Ry é o supremo de um produto contendo
k elementos das matrizes P,. Os maiores elementos presentes nas matrizes P, existem
quando a,, = 1. O pior caso possivel de acontecer em produtos de elementos das matrizes
P, é quando uma banda tem um indice do tipo I contendo uma banda do tipo I1. Neste
caso, os coeficientes deveriam ser iguais a 1 (se a, = 1). Mas a estrutura satisfeita no
Lema [7| mostra que isso s6 pode ocorrer em até a metade dos elementos dos produtos.

Portanto, Ry, < c]f/2, onde ¢; = ;2.
Agora, queremos limitar Ry, por dg, A’(A), com v(A) > 0 adequado e d uma constante

)

positiva. Para encontrar tal (), apliquemos o log em clf/ 2 < qu—v(A para obter:

logd k1
og +_og01

— < —y(N).
loggr  2loggr — ")
Como —% — 0 quando £ — o0, segue que
klog ¢y
—— > (A

para k € N suficientemente grande. A vista disso,

. —klog c;
A) < limsup — .
1A = k—mp 2 logqy

(3.51)

Logo, tomando y(\) de forma que 1' é satisfeito, obtemos R, < qu—v(k) e, portanto,
0, C{z € C:|Im(2)] < Ry} C {2 € C: [Im(2)| < dg;,"™}.
Pela Proposicao [0, temos que

02,1 - ‘72+1,0 U ((‘72+1,0)c N 02,0)

o que implica em
5 o 5 o
Op1 & O0gog OU Oy O Opygpo-

Desta forma
oo Uad, C{zeC:[Im(2)| < dg, "™} (3.52)

Agora, consideremos z = F +ie, com E € [—K,K] e ¢ > 0. Nestas condi¢oes,
conseguimos limitar uniformemente e inferiormente a sequéncia {|zy(E + ic)|}, por 2.
Entao, fixado e = Im(z) > 0, tomemos k € Z de modo que se tenha qu_”()‘) < e. Neste

caso, temos que z ¢ {z € C: [Im(z)| < dqz(’\)} e, por 1)
Z¢‘72,0 S Z%“}il-

Se z ¢ 0, entdo |zx(2)] > 2+ 0. Se z ¢ of, entdo [z(z)] > 2+ . Além disso,
lz_1(2)] =2 < 2+ 4. Logo, pelo Lema 5 {z4(z)}, é nao-limitada e

|2;(2)] > €8 0HIGi-r 11 V) > k.
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Pelo lema [}, existe uma constante d > 1 tal que
|2;(2)] > oGk 1 > k. (3.53)

Para 6 > 0 e T > 1, denote por k(T) o tnico inteiro que satisfaz

Gir) 1 air)
<7< 2D (3.54)
ds ds

onde ds > 0 é a constante da Proposigao [7|e seja N(T') = qk(T)ﬂ\/ﬁJ' Para T suficien-

temente grande e para todo v > 0, existe uma constante C}, > 0 de modo que
N(T) < C, T+ T, (3.55)

De fato,

log N(T) 8%y |yim| 198y | /i K(T) + | /&(T)|

logT logT k(T)+L k(T)J logT

k(T)—1 logc
Por (3.51)), com v(\) > — ( 2) 1oqug(Tl)_1 e por (13.54]), temos:

—k(T)+1 log ¢
2 loqu(T)71
k(1)1

<T
ds -

o que implica em

—k(T)+1 loge
2 log qr(1)-1

log qx(r)-1 —logds < logT.

Sendo T’ suficientemente grande, logds torna-se insignificante na desigualdade acima.

Logo,
1 1

< — .
logT # log ¢1

Usando a desigualdade acima e a hipétese D = lim sup,, logqu < 00, obtemos:

log N(T) 08 4y 1)+ | /| ‘k‘(T)JrL k(T )J
log T K(T) + | /R(T) log T

108 6,7, | iy R(T) + |V/E(T) |

< —
R(T)+ [ VET)| =5 loga
¢ apH0 [VET) 59
- (—k(T)+1)logey ‘
k(T k(T
Para k(T') suficientemente grande, temos % ~ 1, ou seja, para todo v > 0

pequeno, existe kg € N de modo que para todo k(T') > ky tem-se

R(T) + |/R(T) |
KT) -1

<v-+1.
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Logo, para k(T suficientemente grande, obtemos de (3.56) que
log N(T) < 2D
logT = —logc

(v +1),
o que implica
_2b 2D
N(T) S T*logcl T*logclll.
1 2D

Como 0 < 0 T Tlgar < 1 para T suficientemente grande e v > ( arbitrariamente

pequeno, existe uma constante C, > 0 tal que
N(T) < C, T+ T,

Agora, vamos limitar Py(N(T'),T), com N(T) = g, Pelo Teorema , temos:

(T)+| /() |

K —1
e_CN(T)+T3/ ( max ||M (E+Z/T)||2) dE| .

7K 1<n<N
Como
-1 -1
2 < 2
(L, 1B+ i) < (s IMLE+UDIR)
entao,

PUN(T), T) < C(K) [ecN<T>+T3 / K( max HMn(EJri/T)HQ)_ldE |

_ K \1<gn<N(T)

Além disso,
—2

9

( max HMn(E—i—i/T)HQ)l < HMWHMJ(EH/T)‘

1<gn<N(T)
K
—cN( )+T3/
K

Seja uma matriz Asxs = (a;;). Consideremos a seguinte norma para A: [|A[]* = |ay|* +
|a12]” + |az | + |ags|*. Como [tr(A)[* = (Jaii| +[az])? < 2(lan|? + |as/|?) < 2[|A]]%, segue
que [|A[7* < 2| tr(A)[7*. Logo,

K
e—cN(T)+T3/ 92

-K

implicando em

-2

Py(N(T),T) < C(K) dE| .

My | | 1/ T>’

-2

Py(N(T),T) < C(K) dE| .

Por (3.53), |2;(E +i/T)[2 > > B0 4 i > k(T). Sendo k(T) + [ k(T)J > K(T),

entao

e | (B DS A
A vista disso, temos:
PAN(T).T) < 20(K) { e [ AP o] dE]
— 20(K) {G—CMT) I Pl M TR
-K
< 4KC’(K) |:ecN(T) L7 e*2log(1+6 Lﬁj}
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Portanto,
-2 log(1+6)q‘i

PyN(T),T) < W(K) [e=ND 4 T3¢ VFD L (3.57)

sendo W(K) = 4KC(K) e C(K) > 0 a constante do Teorema {4 Como consequéncia
do Teorema [4] encontramos um limite superior andlogo para P.(N(T),T). Desta forma,
podemos concluir que

—2log(1+6)q‘i

P(N(T),T) S e N 4 T3 VED],

Sendo o decaimento exponencial menor do que qualquer decaimento polinomial, podemos
dizer que para cada m € N, existe um 7' suficientemente grande de tal forma que

P(N(T), T) <T7™,

e isso mostra que P(N(T),T) — 0 mais rapido que qualquer inverso de poténcia de 7.
1
Como N(T) < T para todo v > 0, segue que

P(T55* T) < P(N(T),T) < T~™,¥m > 1.

Desta forma, para o = ﬁ + v, a desigualdade P(T*,T) < T~ implica que
log P(T%,T
St (a) = —limsupM >m,VYm > 1,
T—sc0 log T

ou seja, ST(a) = +o0. Logo,

1
al <a=—=+v, VYv>0.
(N

Portanto,

ot < 1 _ 2D

(N log (ﬂ)

3

como queriamos demonstrar.

Para a segunda parte do teorema, note que a constante 2 vem da escolha de ~y(\)
considerando o pior caso no produto de elementos das matrizes P,. Mas assumindo que
a sequéncia de fragoes continuadas nao possui nenhum elemento igual a 1, obtém-se

ngclf
¢ Kl
A(A) < limsup — 28
k—s00 log g,
donde
ot < r D
=y A—8Y\
(V) log( . )
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3.3 Ocorréncia de Transporte Balistico

A limitacao o < o < 1 obtida no Teoremaexiste sempre que D < +o00. Entretanto,
ainda é um problema em aberto dizer que a;f = 1 sempre que D = 400 [16]. Nesta se¢ao
apresentaremos a construgao de um caso particular desta situagao feita em [16], ou seja,
exibiremos um irracional w com D = 400 de modo que o = 1.

Para isto, é necesséario mostrar que os primeiros valores dos potenciais Sturmianos dos
operadores Hg \ e Hy = Hg,, com [ irracional e f = px/qr as aproximagoes racionais de
£, possuem 0s mesmos (i1 primeiros valores.

Seja B = [a1, ..., ar] e B qualquer nimero irracional satisfazendo 8 = [ay, ..., ag,...].

Lema 12 Seja 5 um nimero irracional em (0,1). Os potenciais Sturmianos (1.2) dos
operadores Hg e Hy possuem 0s mesmos qp1 primeiros valores.

Demonstracgao. Sejam as palavras Sturmianas definidas em ([2.12)):
W =0, Wy =01\, Wipr = W Wy, VE > 1.

Como foi discutido na Segao [2.2] estas palavras coincidem com o potencial Sturmiano de
Hp » e cada palavra W), tem comprimento g;. Como Hp ) e Hj, tem os mesmos k primeiros
termos, entao as palavras Wy, ..., W) sao as mesmas para estes dois operadores.
Para Hpg,, a palavra limite W, = lim; W), é periddica com periodo g; e repete Wi
infinitas vezes. Como W), = W™, Wj,_o, entdo
We = WIHWEE Wi_o(Wy)™

= (W Wi ) (Wi W) (W)

= Wen Wik Wi a(Wi)™,
onde (W})* ¢ a repetigdo da palavra Wy, infinitas vezes. Isto mostra que o potencial do

operador Hj, comega com a palavra W, "™ W;._;, que é a palavra W, para Hg . Como
o comprimento de Wy, € g1, segue o resultado.

Para detalhes das proximas definigoes, veja |5l [14]. Para qualquer p > 0, consideremos
os momentos de ordem p do operador posicio X agindo em 1) = (¢(n)) € (*(Z):

X PP = [nfP (8, (1)),
neZ

Nestes termos, dado um operador de Schrodinger H = —A + V' com potencial V
qualquer, denotamos:

(XIH)r = (e 00, |X[*e™ o)),
= Y |nfa(n,T).

n

Para p > 0, definimos o Pelo Teorema 4.1 de [9], tem-se que

: + _ *
Tim B (p) = o

e, em particular, como ﬁi (p) é nao-decrescente, tem-se

B35, (p) < oy, ¥p > 0. (3.58)
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Note que 0 < 5 (p) < 1, para todo p > 0 (ver [5] para detalhes).

Veremos agora que dois operadores de Schrodinger com potenciais limitados quaisquer
tém dindmicas proximas (em alguma escala de tempo) se seus potenciais estao suficiente-
mente proximos.

Lema 13 Sejam Hi, Hy : (*(Z) — (*(Z) dois operadores de Schrodinger com potenciais
Vi e Vs, respectivamente, tais que |Vi(k)|,|Va(k)| < C, para todo k € Z e para alguma
constante C. Sejam T > 0 e ¢ > 0 fizos de modo que existem nimeros L = L(T,¢) e
d > 0 tais que |Vi(k) — Va(k)| < 6, para todo |k| < L. Nestas condigoes, tem-se

[{IX15)r — (| XE)r| <e.
Demonstragao. Mostremos que
A= ’<€_itH150, |X|2€_itH1(50> - <€_itH250, |X’2€_itH250>| <eg, (359)

para todo 0 <t < T'. De fato,

A = |, (X P ), — 3 (e ), (X P dy),
nez nez
_ Z||X|26—itH150}2_Z“X|26—itH250|2
nez nes
= 302 |G e 8000, |" = Y 0 (0, e H250)0, |
nez ne”Z
= |30 (140 €700} 80" = [(6, €260}, %)
nez
< 2) 0P [(0, (7 — e 8) |
nez
2 Rl S
= 2) n*|(6n ) T (HY = H3)y
nez k=0 '
< 2) 0ty o |G (Y = H)o)
nez k=0
o~ " k k
< 2)nt Y (0 (HE = HD))] (3.60)
nez k>n|

onde em ({3.60) foi usado o fato que os operadores H; e H, sdo tridiagonais, isto é,
<5n,HJ’»“50> =0, para k < |n| e j = 1,2. Além disso, para k > L, <5n,H]’?§0> depende de
V;(m) apenas para |m| < L, entdo:

k—1
|(0n, (HY — H)éo)| < || HY — HJ|| < k (Sup IIHjII) § <k@2+C)"'5, k<L (3.61)
§=1,2
e

k
[(0n, (HT — Hy)d0)| < | HY — Hy|| <2 (fsup IIHjII) <202+0)" k>L. (3.62)

Jj=1,2
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Separando a somatoria em (3.60) para [n| < L e |n| > L e aplicando (3.61)) e (3.62),

temos:

A < 22n22ﬁ|<5n,(Hf—H§)50>\+2Zn2ZH|<5n,(Hf—H§)5o>\

|n|<L k>n| [n|>L k>|n|

L
22L + 1)L (Zjl;— o (HY — HE) 50|+Zk'\  (HE — Hk)50>|>
k=0

k>L
s 2w Y Dyt - )

[n|>L k>|n|

L
2(2L 4+ 1)L (Zk 2+C’“5+Z—22+0)>
k= ) E>L
k
BED D) DR

[n|>L k>|n|

IN

IA
|'ﬂ

< 202L+1)L (6TZ 2+0)))'“ 22 2+C>
k>1 k>L
N 42 Z 2+C

[n|>L k>L
240)) T(2+ C))
— 2L+ 1)L (5Te (2+0) +22;> 13 n Z +
K>L [n|>L k>|n|

Como o crescimento fatorial é superior ao crescimento polinomial, temos que

4(2L+1)L22((2+C +4> " n Z 2+O —>o,

E>L [n|>L  k>|n|
quando L — oo. Tomemos entao L > 0 suficientemente grande de tal forma que a
expressao acima seja menor que /2. Dai, escolhendo 6 > 0 de modo que

€

0 <
4(2L + 1)L2TeT(2+C)’

concluimos que
A = |(e7 ™15y, | X |2 M5y) — (e 25y | X Pe 25 | < /24 ¢/2 = ¢,
como queriamos demonstrar.
]

Os Lemas [12] e [13] permitem uma construcao recursiva de um nimero irracional w que
satisfaz D = +o00o e que implica o = 1. Isto é descrito no seguinte resultado:

Teorema 6 Eziste um numero trracional w com D = limsup,, log#’k = 00 tal que, para
todo A > 20, tem-se a;f = 1.

Demonstracao. Dado § = [ay,...,an,...], 0 Lema|l2{nos diz que os potenciais Sturmi-
anos de Hg e Hg, \ tém os mesmos g,4+1 primeiros valores, isto ¢é,

Vaa(k) = Vs, a(k), V1 <k < gnya. (3.63)
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Além disso, como Hg, » ¢ um operador periodico, segue do Teorema 6.1 de [14] que existe
uma constante C,, > 0 de modo que

(X[%, 7> CaT?.

Tomemos T,, > 0 de forma que

1
"= log T;,
e, dai,
2 T
(\X|HBM>T > e T, (3.64)
Suponhamos que w = [ay, . .., a,| satisfaz as condi¢oes acima. Tomemos a, 41 € N de

forma que, dado T}, > 0, se tenha L(T,,,1) < gn+1 (L(T},, 1) como no Lema. Por (3.63))
temos V,,\(k) = V,,, (k), para todo 1 < k < ¢,+1, entdo podemos aplicar o Lema [13| para
obter

(X1, 0 — (X[, | < L.
Isto juntamente com ([3.64) implica

T2
>_n_
Tn = log T,

(XT, 0

Desta forma, construimos uma sequéncia 7,, — oo, quando n — 00 e um namero
irracional w = [a1, ..., an,...], com D = limsup,, 8% =

= oo, de forma que

T2
<| |Hw>\>Tn21 T_1>T25_1, V€>0,

pois logT,, < Ty, Ve > 0 e T,, suficientemente grande. Note que, para 7, suficientemente
grande, podemos dizer que

n

1
T - 1> §T3—6, Ve > 0.

Logo,
1
(X[a, ) 2 5105, Ve >0

Aplicando a definicao de f; (2), temos:

. . Jog(IX[E, )
F5(2) = liminf — - oT,

1 Lp2—e
hmmfm
n—oo  2logT,

(T27)

log (1) log
= liminf = o+ liminf =5

— liminf <—( 5 )—IOgT”>

n—>:o0 log Tn

&
= 1—-= Ve > 0.
20 ¢

v

Logo, f5,(2) > 1. Como 0 < f;(2) < 1, segue que f; (2) = 1. Portanto, por (3.58),
af > B5(2) = 1 e, assim, a;f = 1.






CAPITULO

4

Limite Dinamico Inferior

Neste capitulo apresentaremos a demonstra¢ao do Teorema [2, enunciado na Intro-
ducao, o qual estabelece um limite inferior para os expoentes criticos «,,, definidos por
([2.6). Isto ser4 feito relacionando tais expoentes com a dimensdo box counting (dimensao
fractal) do espectro do operador de Schrodinger Sturmiano (1.1)-(1.2)).

4.1 Dimensao Box Counting

Esta segao esta baseada na referéncia [16]. Seja Hg ) o operador de Schrédinger defi-
nido por (1.1) com potencial Sturmiano Vj ,, associado a um irracional 5 € (0, 1).

Definigao 3 Seja N(g) o nimero minimo de bolas, com digmetro menor ou igual a €,
necessdrio para cobrir o espectro o(Hg ). Definimos a dimensao box counting superior
do espectro de Hg y por

log N
dim}5(o(Hpg,)) = lim sup log N(¢) .

4.1
=0 —loge (4.1)

Pela Secao , sabemos que o espectro o(Hpg ) é coberto por bandas dos espectros
das aproximacoes periodicas Hg, » = Hy de Hp . Além disso, a Proposicao @ e o Lema
nos dao informagoes precisas sobre o niimero e comprimento de tais bandas. Isto permite
que encontremos um limite inferior para a dimensdo fractal dimj(o(Hgs,)) a partir do
recobrimento do espectro de Hg . A primeira possibilidade a se considerar na contagem
das bandas que cobrirao o espectro, é tomar como escala o menor comprimento de banda.
Entretanto, isto nao seria efetivo, ja que este comprimento minimo decresce tao rapido
quanto a quantidade de bandas cresce. A segunda possibilidade é considerar na contagem
de bandas, aquelas que possuam um comprimento maximo em termos de poténcia inversa
de A\. Esta técnica foi realizada inicialmente em [3] para o niamero de Fibonacci 8 =
[0,1,1,...] e generalizada em [16] para qualquer irracional 8 = [0, ay,...,ay,...] em (0,1)
que satisfaga

C = limsup C} < o0,
k— o0
onde C} = 225:1 log(a; + 2). Apresentaremos aqui estes detalhes desta técnica. Mais
precisamente, contaremos o niimero de bandas no nivel £ que possuem comprimento maior
ou igual a c;A7*, onde ¢, ¢ uma constante dependente de 3, mas nao de A (ver (4.2)).
Isto sera feito através do seguinte lema:

95



4. Limite Dinamico Inferior 56

Lema 14 Denotemos por ny 1,k 1 € Ng i1 0 numero de bandas dos tipos I,11 e I11 de
Ok1; Ok+1,0 € Oky1,0, Tespectivamente, com comprimento maior ou tgual a

e =4J(A+5)"(a; +2)7. (4.2)

j=1
Entao, para todo k, temos as sequintes relacoes:
i) ngs1,r = (g1 + 1)ngrr + Q1M 111,

i) Npgs111 = Liay <230k 15 onde Ligpii<oy = 1 se apr <2 € 1yq, <2y = 0 caso contrd-
10,

W01) N1 11 = Gk, r1 + (k1 — D grr,

com condigoes iniciais no;r = 1, nor = 0 e ngrr = 1. Além disso, as trés sequéncias
acima satisfazem as propriedades:

W) oungrr #0 oung i #0;
v) ng; #0;

Vi) Mg > Ngrrr;

Vii) Mg+ Mg > ols],

Demonstracao. (i) Pelo item (ii) do Lema [7] cada banda tipo II no nivel k contém
(ar+1 + 1) bandas do tipo I no nivel k + 1 e, pelo item (iii) do mesmo lema, cada banda
tipo I1l no nivel k contém ai,, bandas tipo I no nivel £ + 1. Portanto, o nimero de
bandas tipo I no nivel k +1 é ngy1 1 = (@k1 + D)0 rr + ape1np 111

O item (i) segue diretamente do item (i) do Lema[7l O item (iii) é analogo ao item
(i), como consequéncia do Lema 7}

Provemos os itens (iv) e (v) por inducdo. Para k = 0, as condigoes iniciais garantem
o resultado. Suponhamos que, ou n;;; # 0, ou ngr # 0. Como agyy > 1, entao
axy1 — 1 >0 e por (iii), temos

Ng41,111 = Q1M 17 + (ak+1 - 1)le,111 7é 0.

Portanto, (iv) é valido para todo k € N. Para (v), com k = 0, as condigoes iniciais garante
que ng; = 1 # 0. Suponhamos que ng; # 0, para algum k. Por (7),

Nir1,1 = (@1 + 1)k 11 + Qpp1ne 111

Se ap+1 < 2, entdo por (i), ngr = ngs # 0. Caso contrario, ny r;r # 0. Em ambos os
casos, ngt1,7 # 0. Portanto, ny r # 0, para todo k € N.
Provemos (vi). Para isso, por (i) e (iii), temos

Nes1r — Nerr0rr = (g1 + D)ngerr + agoang i — agpeanperr — (Grpr — D)ngrrr
= N1+ Ne1ir,
o que implica em

Nky1,] = Nhea 1,117 + Nk 11 + N, 111 > Nkt 1,111,

Ccomo queriamos provar.
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Por fim, provemos (vii). Se mostrarmos que
Wi g1 + Wit > 2(Mk—o,11 + N—2,111), (4.3)
para todo k, teremos o resultado. De fato,
nerr +nerr > (Me_orr + Meorrr) = 22 (Ma_agr + Ne—asir)
> 2 (ng_err + Ne_6r1r) > ... > 2]’3/2(”0,11 + 1o, 111)
= 28204 1) > 2la),
Para provarmos (4.3)), note que, por (i), (ii) e (iii), temos
Nk, = [(@k—1 + D)o, 11 + Gp—1Mk—2,111) 10, <2} (4.4)
e
N, 111 = OkN—2.11{ay <2} + (@ — 1)(ap—1np—2,17 + (ak—1 — L)Ni—2,111). (4.5)

Temos entao quatro casos para analisar, usando (4.4)) e (4.5)).
Se ap > 2 e ap_1 > 2, entao 1y, ,<2y = 0 e, dai,

ap — 1)(ar—1mg—2,11 + (ag—1 — D)ng—2.111)

nerr + e = (
(ax — 1)((ak—1 — 1)ng—o, 11 + (ak—1 — V)ng—2.111)
(

>

= (ar — 1)(ak—1 — 1)(ng—2,11 + Nk—2,111)
> A(ng—211 + Nk—2.111)

> 2(ng—o,11 + Nk—2,111)-

Se ap <2 e ap_1 > 2, entao 1y, <oy =0 e 1yg<2y = 1. Logo,

Wit + e = (ap—1 + 1)0g_o 17 + ap—1Mi—2,111

(ar — 1)(ak—1mk—2,11 + (@g—1 — 1)ng_2 111)
((ag—1 + 1) + (ax — V)ag—1)ng—a.1r
(
(

+

+

ap—1 + (ap — 1)(ar—1 — 1))np—a 111
agar—1 + 1)(ng—a.11 + Ng—2.111)
apCr—1(Ng—2.11 + N—2.111)
3(nk—2,11 + Nk—2.111)

2(Ng—2.11 + Nk—2.111)-

AR AVARLY,

Se ar > 2 e ap—1 < 2, entao usando (vi),

o + e = (ar — 1) (ag—1nk—o1r + (k-1 — V)ng—o.171) + agni—o1
(

ap — 1) (ag—1np—2,11 + (ak—1 — )ni—o,111) + axNi—2,111

V

((ar — Vag—1)ng—211 + ((ar — 1)ag—1 + 1)nk_o 111
(ag—1(ar — 1)) (np—211 + ng—2.111)

2(Nk—2,11 + Nk—2.117)-

AVARLY,
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Por fim, se a;, < 2 e ay_1 < 2, entao:

ot + Negrr = (k-1 + 1)ng_o 11 + Qg—1Mp—2. 111
+ (ap — V)(ar—1np—2,11 + (ag—1 — D)ng—o 111) + axnp—o 1
> (g—1+ V)ng_o 1 + ag—1Mk—2111
+ (ap — 1) (ak—1np—2,11 + (ag—1 — D)ng—or11) + @xNi—2.111
= (ag—1(ar — 1) + (ak—1 + 1))ng—211
+ (a1 + (ar — 1)(ag—1 — 1) + ar)ngk—2.111
= (ag—1ak + 1)(ng—2,11 + Nk—2.111)
> 2(Ng—2.101 + Nk—2.111)-

Em todos os casos, temos provado (4.3) e, portanto, o lema esta demonstrado.

O Lema |14 permite encontrar um limite inferior para dim}(c(Hz,y)), dado pelo

Teorema 7 Seja Cp = %25:1 log(a; + 2). Para qualquer irracional ( tal que C' =
lim sup,, C < 0o e qualquer A > 20, tem-se

dim;(a(H[;,,\)) Z

Demonstragao.

O Lema nos da uma limitacao inferior para o nimero de bandas ny r; + ng 177 no
nivel k, de comprimento maior (ou pelo menos igual) & g;. De fato, para cada k, o ntumero
destas bandas necessario para cobrir o(Hpg ) no nivel k é ny 1y + ng rr7. Assim, pelo item
(vii) do Lema [14] tem-se que

N 11 + Nk 111 > olz, (4.6)

Consideremos a metade deste ntiimero de bandas, de forma que cada banda contada se
alterne com uma que nao é. Isto garante que as bandas sejam disjuntas e cobrem o(Hpg »).
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Por definicao de dimg(U(H s)), 1) e definicao de ak(Lem, temos:

) ) log N(¢)
dim? (o(H =1 —
imy (o (Hgx)) msup )
1
> Jimsup 128V (ER)
k—soo 10g(1/ey)
2 lim inf log(l/Q(nk,H + nk,[[[))
k— o0 log(1/ex)
[519-1
k—so00 10g(1/8k>
o (5] —1)log?2
= liminf —
k=0 log(; Hj:1()‘ +5)(a; +2)%)
% log 2
> liminf - 5] 1og :
k=< log(y) + klog(A +5) + 377, log(a; +2)
> liminf — log 2k
k—o0 2 klog(A+5)+ 3 > i1 log(a; +2)
o log 2
= liminf - T
k—o0 2 Jog(A+5) + % ijl log(a; +2)
i it 1 log 2
= liminf =
k—oo 2 log(A+5) + Cy
1 log 2

2log(A+5) +C

onde C' = limsup,_, . Cj < 00.

4.2 Limitacao Dinadmica Inferior

Nesta secao introduziremos o conceito de densidade limitada de um niimero irracional.
Esta definicao permite que estudemos um resultado que relaciona a dimensao box counting
do espectro o(Hg) com os expoentes criticos o (veja Teorema [J). Deste resultado,
juntamento com o Teorema [7] obteremos o Teorema [2] Considere a expansao em fragoes
continuadas de um irracional 8 € (0, 1), denotada por 8 = [0, ay, as, . ..] (veja[2.9).

Defini¢ao 4 Seja 5 € (0,1) um ndmero irracional. Dizemos que B é um nimero de
densidade limitada se, e somente se,

d(f) := limsup = Zai < +o0. (4.7)
=1

n—>00 ni

Foi mostrado em [10] que a norma das matrizes de transferéncia possui limitagao poli-
nomial sobre o espectro sempre que o irracional 3, associado ao operador de Schrédinger
Sturmiano Hp y, ¢ de densidade limitada. Mais precisamente,

Teorema 8 Se um nimero irracional € (0,1) satisfaz

d(B) < o0,
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entao
|M,(E)|| <Cn?, VE € U(H@)\), (4.8)

onde C' e vy sao constantes positivas.

Para detalhes e demonstragao do Teorema acima, consultar [10)].
Com isso, podemos enunciar o resultado obtido em [3, 20] que relaciona a dimensao
box counting do espectro o(Hpz ) com os expoentes c, .

Teorema 9 Sejam A >0 e § € (0,1) irracional. Se a norma das matrizes de transferén-
cia possui limitag¢ao polinomial, como em (4.8)), entdo

— . +
a, 2> dimp(a(Hgn)).
Temos entdo todos os resultados necessarios para demonstrarmos o Teorema [2}

Demonstragao. (do Teorema |2)
Como d(f) < +oo, entao pelo Teorema |8, temos que a norma das matrizes de trans-
feréncia tem limitagao polinomial. Desta forma, o Teorema [J] implica que

oy > dimj(o(Hj)).

Portanto, pelo Teorema [7], segue que

oy > dim(o(H»)) >

como queriamos demonstrar.



CAPITULO

9

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos técnicas que permitem encontrar limites dindmicos su-
periores e inferiores para os operadores de Schrodinger com Potenciais Sturmianos que
governa a dinaAmica de uma funcao de onda u € ¢*(Z). Foi possivel encontrar o limite dina-
mico superior para os expoentes a;, num conjunto de medida de Lebesgue total, enquanto
que o limite dindmico inferior é encontrado apenas para os parametros [ irracionais de
densidade limitada, um conjunto de medida de Lebesgue nula. Um ponto & se pensar é
para quais parametros ( vale a ambos os Teoremas [I] e [2|

Um possivel estudo futuro, continuando na linha dindmica de operadores Sturmianos é
estudar a mesma técnica de limitar superiormente e inferiormente os operadores de Dirac,
definidos em [I8]. Além disso, um outro ponto para se pensar é generalizar as técnicas
descritas nessa dissertacao para modelos de operadores de Scrhodinger com Potenciais
Sturmianos para quase-cristais multidimensionais.
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