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Fico grato aos professores Leonardo Guimarães Nascimento e Roger Augusto Rodriguez pelo
tempo dedicado em ensinar os fundamentos de problemas acoplados, bem como a manipular a
ferramenta computacional CODE BRIGHT.

Esse trabalho também não seria realizado sem o suporte financeiro providenciado pela Fundação
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Resumo

O estudo do processo de fissuração tem sido um tema de crescente interesse ao longo
dos últimos anos. O comportamento de muitos materiais, tais como o concreto,
alvenaria, rochas, solos e biomateriais, são regidos pelo efeitos decorrentes da
fissuração. No contexto do Método dos Elementos Finitos, a formação e propagação
de fissuras on interior dos elementos finitos podem ser descritas por meio de elementos
finitos com descontinuidades incorporadas ou pelo Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG). Contudo, ambos os métodos necessitam de algoritmos de
construção da trajetória das fissuras. Estas técnicas são relativamente simples
para representar poucas fissuras em análises bidimensionais, mas podem ser muito
complexas e mesmo inviáveis para problemas tridimensionais. O presente trabalho
desenvolve uma metodologia que consiste na fragmentação da malha de elementos
finitos convencionais e introdução de elementos de interface entre os elementos
regulares da malha original. Esses elementos de interface representam o processo
de falha de materiais quase-frágeis, onde a interface é simulada utilizando elementos
finitos de elevada razão de aspecto munidos de relações constitutivas consistentes com
o regime de descontinuidade forte. A metodologia é bastante atrativa, pois permite a
representação de múltiplas fissuras sem a necessidade de algoritmos de reconstrução
adaptativa da malha ou técnicas de construção da trajetória da fissura. O estudo sobre
a objetividade das soluções obtidas com a metodologia em desenvolvimento foi feito
através da análise de diferentes casos, com diferentes malhas, variando-se o tamanho
e orientação da malha. Os resultados obtidos indicaram que a técnica é capaz de
representar o processo de fissuração, gerando respostas estruturais e padrões de fissuras
similares aos experimentais. O uso de malhas não estruturadas são mais indicadas para
obter-se independência com respeito à discretização por não apresentarem alinhamento
que possam levar a propagação de fissuras em trajetórias que se desviam da correta.

Palavras-chave: Elementos finitos, elementos de elevada razão de aspecto, falha
material, fissuras, fragmentação de malha.



Abstract

The study of the crack process has been a subject of increasing interest over the past
few years. The behavior of various materials such as concrete, masonry, rocks, soils
and biomaterials, are governed by the effects arising from the formation of cracks.
In the context of finite element methods the formation and propagation of cracks in
the interior of the finite elements can be described via finite elements with embedded
discontinuities or Generalized Finite Element Method (G-FEM). Both methods require
techniques to track the crack path during the analysis. These techniques are relatively
simple in representing few cracks in 2D analyses but can be very complex and even
unsuitable for multiple cracks and for tridimensional problems. The present work aims
to use the mesh fragmentation technique to insert special interface elements between
regular elements of the mesh. These interface elements represent the failure process
in quasi-brittle materials, where the interface is simulated using finite elements with a
high aspect ratio. The constitutive model of the interface elements are compatible with
the strong discontinuity regime. The methodology is very attractive, because it avoids
the necessity of crack tracking schemes. A comprehensive study of the objectivity of
the solutions obtained with the proposed methodology was done through the analysis
of different cases, with different meshes, varying the size and orientation of the finite
elements. The results indicated that the technique is able to adequately represent the
process of cracking, generating structural responses and crack patterns similar to the
experimental ones. The use of unstructured meshes are more appropriate since they do
not present alignments that may induce crack propagation trajectories deviating from
the correct ones.

Keywords: Finite elements, elements with high aspect ratio, material failure, cracks,
mesh fragmentation.
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2.2.3 Critério de degradação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.4 Lei de evolução da variável de dano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.5 Condição de carga e descarga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.6 Modelo constitutivo contı́nuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.7 A energia de fratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Extensão para problemas 2D e 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3.1 Algoritmo de integração implı́cito-explı́cito (IMPL-EX) . . . . . . . . . . 20

3 Elemento Finito Sólido de Interface 22
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2 Elemento de interface triangular de 3 nós . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Elemento de interface tetraédrico de 4 nós . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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A.2.4 Formulação hidráulica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
A.2.5 Formulação mecânica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
A.2.6 Modelo de placas paralelas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
A.2.7 Esquema hidromecânico acoplado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67



Capı́tulo 1
Introdução

1.1 Motivação

O comportamento de diversos materiais, tais como o concreto, alvenaria, biomateriais, rochas
e solos são regidos pelos efeitos provenientes da formação de fissuração, quando submetidos a
carregamentos externos ou processos quı́micos.

O interesse pelos fenômenos que induzem a formação de fissuras, pela predição do padrão
e extensão das mesmas, bem como seus efeitos sobre a resistência mecânica ou sobre a
permeabilidade dos materiais, envolve diversas áreas da engenharia.

Na engenharia estrutural, o processo de fissuração no concreto define o comportamento não-
linear do material. Como a resistência à tração do concreto não é muito significativa, na prática
empregam-se peças de concreto armado, cujos esforços de tração são resistidos pela armadura
de aço. Nesse caso, fissuras expressivas podem reduzir a proteção das armaduras, tornando-as
suscetı́veis à corrosão e a ação de agentes quı́micos.

Na Engenharia de Petróleo, por outro lado, a fissuração deve ser induzida, injetando fluidos a
altas pressões para aumentar a permeabilidade do meio, permitindo a extração de petróleo ou gás
(LI et al., 2012; ADACHI et al., 2007; ZOBACK, 2007). Tal processo é denominado fraturamento
hidráulico e geralmente é empregado na produção de gás e óleo. O adequado entendimento do
processo de fraturamento, bem como o controle da fissuração decorrente da pressão hidráulica,
é fundamental para concepção de projetos seguros e econômicos nesse campo. Um incorreto
processo de fraturamento pode acarretar em redução da produtividade e, em algumas situações,
causar danos ambientais significativos e incontroláveis, proporcionado pela infiltração dos gases
ou fluidos tóxicos em reservatórios naturais de águas subterrâneas.

A fissuração é um fenômeno complexo em materiais como solos. Estruturas que são construı́das
sobre solos finos, tais como fundações e taludes, podem ser afetadas pelas alterações mecânicas
causadas pela fissuração (YESILLER et al., 2000). O fissuramento em solos pode ocorrer devido a
vários processos, incluindo ressecamento, congelamento e descongelamento, penetração de raı́zes
de plantas dentre outros. As fissuras provenientes da secagem do solo afetam significativamente o
seu desempenho, criando uma zona de fraqueza e reduzindo a resistência e estabilidade (ATIQUE;
SANCHEZ, 2011). Muitos trabalhos estão sendo desenvolvidos voltados ao estudo do processo de
fissuração em solos. Esse é um campo de estudo de crescente interesse na área de mecânica dos
solos.

Assim, o estudo do processo de fissuração tem sido um tema de crescente interesse nos últimos
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anos. A simulação do processo de fissuramento é regida por modelos constitutivos baseados na
teoria do dano contı́nuo, mecânica da fratura e nas teorias da elasticidade e plasticidade. Apesar
de serem capazes de predizer adequadamente as respostas mecânicas, nem sempre os modelos são
simples e muitas vezes envolvem a implementação de algoritmos complexos.

Atualmente o Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma das técnicas computacionais mais
consolidadas para simular o comportamento de materiais em diversos campos da engenharia, em
diversas situações e tipos de aplicações. Contudo, apesar dos enormes esforços conduzidos por
pesquisadores ao longo dos últimos 20 anos, a representação da descontinuidade em materiais
inicialmente contı́nuos (de um ponto de vista macroscópico) ainda representa um desafio. Diversos
métodos e técnicas foram desenvolvidos, cada um com suas limitações, vantagens e desvantagens.
A seguir, a teoria da falha baseada na mecânica do contı́nuo é abordada e, posteriormente, os
modelos e técnicas mais utilizadas para representar a descontinuidade em materiais quase-frágeis
são apresentadas resumidamente.

1.2 Teoria da falha baseada na mecânica do contı́nuo

O processo de falha de muitos materiais ocorre em decorrência da formação de bandas de
localização de deformação de largura muito pequena. Segundo Manzoli (1998), a formação de tais
bandas de localização podem ser interpretadas como a concentração de micro-defeitos na estrutura.
Ainda de acordo com o autor, em materiais granulares, tais como areias e alguns tipos de solos, as
deformações se concentram em bandas de cisalhamento (shear bands), as quais possuem largura
que pode variar entre 10 a 20 vezes o tamanho do grão.

Problemas envolvendo localização de deformações são altamente complexos. Nem mesmo as
ferramentas fornecidas pela teoria clássica da mecânica do contı́nuo são capazes de descrever o
fenômeno em sua totalidade. Isto ocorre porque a localização de deformação está relacionada à
inelasticidade material, a qual está associada a perda de elipticidade na equação diferencial que
governa o problema (OTTOSEN; RUNESSON, 1991). Dessa forma, para resolver problemas de
localização de deformação é necessário adotar alguns conceitos adicionais à teoria da mecânica de
meios contı́nuos para reproduzir adequadamente os fenômenos inelásticos.

Um dos trabalhos pioneiros nessa área foi o de Rashid (1968), o qual admite o elemento
fraturado quando a tensão máxima de tração do elemento excede um valor crı́tico. Após
superar o limite crı́tico, a equação constitutiva é modificada de modo que as tensões normais
na descontinuidade desapareçam. O principal inconveniente desse modelo é a sua sensibilidade
com relação ao tamanho da malha de elementos finitos. Além disso, estruturas com entalhes ou
previamente fissuradas exibem um campo de tensões não limitadas. Dessa forma, mesmo que o
problema com relação ao tamanho dos elementos da malha possa ser contornado, após o inı́cio da
fratura cria-se uma região instável equivalente à condição de entalhe. Logo, o modelo não é capaz
nem de reproduzir o efeito escala experimental e nem de dissipar a energia corretamente.

Os estudos de Rashid foram fundamentais para o aperfeiçoamento da teoria da falha baseada na
mecânica de meios contı́nuos. O seu modelo também foi a base para desenvolvimento da técnica
chamada aproximação de fissuras distribuı́das.
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1.3 Aproximação de fissuras distribuı́das

As aproximações de fissuras distribuı́das (smeread crack approach) estão entre as técnicas mais
empregadas atualmente, principalmente devido à sua simplicidade e facilidade de introdução em
códigos computacionais existentes (ROTS et al., 1985; ROTS, 1988, 1991; CERVENKA, 1994).

Essas aproximações mantêm os conceitos de mecânica de meios contı́nuos e utilizam os
conceitos de tensão e deformação para representar o comportamento constitutivo do material
fissurado. Em geral, os modelos constitutivos do tipo contı́nuo (relacionando tensão e deformação)
são baseados na teoria da plasticidade ou de dano, com redução das tensões com o aumento
das deformações (strain softening) (CERVERA; OLIVER; MANZOLI, 1996; OLIVER et al.,
1990). As leis de abrandamento desses modelos são relacionados à propriedade de fraturamento do
material quase-frágil, por meio da energia de fratura (OLIVER, 1989).

Esses modelos são capazes de representar bem os efeitos de múltiplas fissuras pouco espaçadas
espalhadas em grandes dimensões. Entretanto, não são capazes de representar adequadamente a
formação de macro fissuras localizadas, que geralmente induzem o material ao colapse estrutural.

O tratamento de problemas através da mecânica do contı́nuo clássica, e com aproximação dos
campos cinemáticos por funções de formas convencionais do MEF, não é capaz de representar
os elevados e ilimitados gradientes de deformação envolvidos, levando à soluções extremamente
dependentes da malha. Uma vez que a teoria de contı́nuo clássica não limita a dimensão da
zona de localização de deformações, essa dimensão e sua posição são estabelecidas pelas funções
aproximadoras contı́nuas associadas ao tamanho e orientação dos elementos finitos.

1.4 Modelo de fissuras coesivas discretas

Já os chamados modelos de fissuras coesivas tratam o processo de fissuração, desde a localização
de deformação até a formação de descontinuidade, por meio de relações constitutivas discretas
entre tensões e deslocamentos relativos entre as faces da descontinuidade, abandonando-se o
conceito de deformações na zona de localização, que passa a ser representada por uma superfı́cie
de descontinuidade (HILLERBORG; MODÉER; PETERSSON, 1976). Neste contexto, a relação
constitutiva discreta corresponde a uma lei de abrandamento entre a tensão na superfı́cie da
descontinuidade e a abertura da fissura. Esta lei é uma propriedade do material e está intimamente
relacionada à energia de fratura.

Os primeiros estudos relacionados às leis tensão-separação podem ser encontrados nos trabalhos
precursores de Dugdale (1960) e Barenblatt (1962). Essas primeiras aplicações do modelo
envolviam estruturas de concreto fraturadas em modo I e pressupunham a existência de uma macro
fissura inicial. Posteriormente, os estudos conduzidos por Hillerborg, Modéer e Petersson (1976)
permitiram capturar o inı́cio da fratura sem a necessidade de pressupor uma macro fissura inicial.
Além disso, uma extensão do modelo discreto foi desenvolvida por Cervenka (1994) a partir dos
trabalhos de Carol e Prat (1990).

Segundo Manzoli (1998), um modo de aproximar numericamente os modelos discretos no
âmbito do método dos elementos finitos consiste em considerar as faces da descontinuidade
como contornos adicionais do meio contı́nuo. Dessa forma, a superfı́cie de descontinuidade
é representada pelas faces de elementos finitos regulares adjacentes e o modelo constitutivo é
introduzido para estabelecer a interação entre essas faces (INGRAFFEA; SAOUMA, 1985). Nesse
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contexto, a malha de elementos finitos deve ser construı́da com base na posição prevista da fissura.
Como em geral a posição das fissuras é desconhecida previamente à análise, fazem-se

necessários métodos de reconstrução progressiva da malha de maneira a adaptar os contornos
dos elementos à descontinuidade que se desenvolve ao longo do processo de carregamento
(BITTENCOURT et al., 1996). As técnicas de reconstrução adaptativa da malha são bastante
complexas e exigem esforços computacionais elevados, principalmente para problemas
tridimensionais, podendo ser completamente inviáveis para a representação de múltiplas fissuras.

1.5 Meio contı́nuo enriquecido

Para minimizar a falta de objetividade das soluções com relação à malha de elementos finitos, foram
aplicadas teorias de contı́nuos especiais (enriquecidos), que contêm um comprimento caracterı́stico
intrı́nseco, o qual limita a largura da região de localização de deformações e consequentemente
dos gradientes de deformações envolvidos (PIJAUDIER-CABOT; BAZANT, 1987; BORST, 1991;
BORST; MÜHLHAUS, 1992; PAMIN, 1994).

Dessa forma, a aproximação dos campos cinemáticos pode ser feita por meio das funções de
forma contı́nuas convencionais do MEF, mas a malha deve ser composta por elementos finitos
menores do que esse comprimento intrı́nseco para capturar adequadamente os elevados (mas
limitados) gradientes de deformações.

Apesar da elegância e boa fundamentação dessas técnicas, em problemas práticos o comprimento
intrı́nseco costuma ser bem menor do que a dimensão do problema, fazendo com que sejam
necessárias malhas extremamente refinadas, envolvendo um esforço computacional elevadı́ssimo.

1.6 Elementos com descontinuidades incorporadas

Os elementos com descontinuidades incorporadas (elements with embedded discontinuities),
como o próprio nome diz, são capazes de representar os efeitos de descontinuidade em seu
interior (ALFAIATE, 2003; GARIKIPATI; HUGHES, 1998; JIRÁSEK, 2000; OLIVER; HUESPE,
2004a). Para tal, o elemento finito é enriquecido por funções que tornam possı́veis capturar uma
linha de descontinuidade fraca que atravessa o elemento.

Seguindo a classificação estabelecida por Jirásek e Belytschko (2002), existem três principais
grupos para aproximações envolvendo descontinuidades embebidas: a Simétrica Estaticamente
Consistente (S-E), a Simétrica Cinematicamente Consistente (S-C) e a Não-Simétrica Estática e
Cinematicamente Consistente (NS-EC). A S-C garante a continuidade da tensão em ambos os
lados da descontinuidade, mas não é capaz de reproduzir adequadamente a cinemática associada a
fissura, enquanto a S-C é capaz de descrever a cinemática da descontinuidade, mas não assegura
continuidade nas tensões. Já a NS-EC garante continuidade nas tensões ao mesmo tempo que
reproduz a cinemática da descontinuidade no interior do elemento.

A formulação NS-EC consiste basicamente em decompor o campo de deslocamentos em
uma parte contı́nua e outra descontı́nua associada à abertura e deslizamento da fissura. A
mesma decomposição deve ser realizada nos deslocamentos nodais do elemento. Logo, as
descontinuidades podem ser representadas por graus de liberdades adicionais que correspondem às
componentes do salto de deslocamento. A contribuição do salto de deslocamento é então subtraı́da
do vetor de deslocamentos nodais, de forma que apenas a parte contı́nua dos deslocamentos nodais é
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utilizada para o cálculo das deformações (JIRÁSEK; BELYTSCHKO, 2002). A relação constitutiva
discreta entre tensão na superfı́cie de descontinuidade e o salto no campo de deslocamento descreve
como as tensões são transmitidas pela fissura no interior do elemento. Nota-se que as tensões no
elemento e na descontinuidade devem satisfazer as condições de equilı́brio interno no elemento.

Uma das grandes vantagens dessa técnica é que a fissura pode se desenvolver de maneira
arbitrária sobre uma malha fixa, previamente definida, sem a necessidade de saber a posição da
fissura. Entretanto, o método exige um algoritmo de construção progressiva da trajetória da fissura
durante o processamento numérico, baseado na direção e extensão da propagação definidos por
algum critério em função das tensões ou deformações.

Esses algoritmos podem ser relativamente simples para problemas bidimensionais, nos quais
se constroem linhas de descontinuidades que atravessam os elementos, contudo podem ser muito
complexos para problemas tridimensionais ou que envolvam múltiplas fissuras.

1.7 Método dos elementos finitos generalizados

Esta técnica introduz funções descontı́nuas nas aproximações cinemáticas contı́nuas, sendo
portanto capazes de representar superfı́cies de descontinuidade em posições arbitrárias com
relação à geometria da malha. Além disso, quando certos aspectos da solução do campo são
conhecidos, e.g. os deslocamentos próximos da ponta da fissura, as funções enriquecidas baseadas
nesses campos podem ser adicionadas ao espaço de aproximação (BELYTSCHKO; GRACIE;
VENTURA, 2009).

A técnica foi originalmente concebida com base na Mecânica da Fratura Elástica Linear,
com o enriquecimento construı́do admitindo tanto o comportamento do conjunto de nós que
estão na vizinhança da ponta da fissura, quanto a influência dos nós que pertencem aos
elementos cortados pela descontinuidade (DOLBOW; BELYTSCHKO, 1999). Este método foi
posteriormente denominado Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e estudos
recentes mostram que ele é capaz de representar adequadamente fissuras 3D e até mesmo fissuras
que se interceptam (SUKUMAR; BELYTSCHKO, 2000). Um das vantagens da técnica é que não
há incompatibilidade entre os elementos, e as deformações em ambos os lados da fissura estão
totalmente desacopladas (JIRÁSEK; BELYTSCHKO, 2002).

Neste método mantém-se a simetria da matriz de rigidez, a qual é perdida na formulação NS-
EC. Contudo, assim como os elementos com descontinuidade incorporada, também necessitam
de algoritmos de construção da trajetória da descontinuidade (BELYTSCHKO et al., 2001;
MARIANI; PEREGO, 2003; MOSLER; MESCHKE, 2003; WELLS; SLUYS, 2001). Além disso,
em razão do aumento dos graus de liberdade, há um aumento no custo computacional.

1.8 Método de fragmentação da malha

Outra possibilidade de representar fissuras sem a necessidade de técnicas de reconstrução da
malha é a de introduzir elementos de espessura nula (zero thickness interface element) entre os
elementos adjacentes da malha original, fragmentando a malha (CABALLERO; LÓPEZ; CAROL,
2006; CAMACHO; ORTIZ, 1996; LOPEZ, 1999; PANDOLFI; ORTIZ, 2002). Esses elementos
de interface têm seu comportamento descrito por modelos constitutivos coesivos, entre tensões e
deslocamentos relativos. Esta técnica é denominada método de fragmentação da malha. Desse
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modo, o processo de falha é representado apenas pelos elementos de interface.
Nesse caso, a fissura se propaga contornando os elementos da malha fixa. A principal vantagem

desse método é que ele não necessita de algoritmos de reconstrução da malha ou de construção da
trajetória da fissura, o que o torna bastante atrativo para simular a formação de múltiplas fissuras em
sólidos. Entretanto, algumas dúvidas sobre a objetividade da resposta com respeito à discretização
adotada ainda existem, posto que as descontinuidades devem se propagar contornando os elementos
finitos.

Na técnica de fragmentação da malha, somente os elementos de interfaces que atingem o critério
de falha durante a análise se ativam, formando naturalmente as trajetórias de fissuras.

A fragmentação da malha pode ser feita antes da análise. Porém, fragmentar toda a malha
pode aumentar o problema de maneira exacerbada. Desse modo, em muitas situações procede-
se fragmentando apenas a região de estudo, onde poderá ocorrer a formação e propagação das
fissuras. A fragmentação também pode ser feita durante a análise, somente nas regiões onde será
ativado o critério de falha (PANDOLFI; ORTIZ, 2002). Esse caso exige algoritmo para introdução
de elementos de interface durante a análise.

Ambas as possibilidades requerem grande esforço computacional. Na primeira a fragmentação
introduz novos nós e elementos na malha original, aumentando bastante os graus de liberdade do
problema, principalmente em problemas 3D. A segunda possibilidade requer técnicas complexas
para mudança da topologia da malha e introdução de elementos de interface ao longo da análise.

Como as fissuras devem contornar as faces dos elementos sólidos, os métodos de fragmentação
podem gerar soluções muito dependentes da malha utilizada.

1.8.1 Elementos de interface contı́nuos de elevada razão de aspecto

Baseando-se na Aproximação Contı́nua de Descontinuidades Fortes (ACDF) (OLIVER; CERVERA;
MANZOLI, 1999; OLIVER et al., 2004), Manzoli et al. (2012) mostraram recentemente que
o comportamento de interfaces pode ser representados por meio de elementos finitos sólidos de
elevada razão de aspecto (elevada razão entre a maior e a menor dimensão do elemento), munidos
de relações constitutivas do contı́nuo convencionais (tensão–deformação), baseadas nas teorias da
plasticidade ou do dano.

Assim, ao invés de elementos de interface de espessura nula, utilizam-se elementos sólidos
convencionais extremamente delgados. Esse modo de simular interfaces não exige o emprego
de técnicas especiais de integração. Somente a lei de abrandamento de tensões deve levar em
consideração a espessura dos elementos de interface, garantindo a correta dissipação, associada à
energia de fratura.

1.9 Objetivos

No presente trabalho explora-se a técnica de fragmentação da malha usando elementos finitos de
elevada razão de aspecto. Apesar dos resultados promissores, análises mais acuradas precisam ser
feitas para se ter uma completa avaliação da metodologia. Dessa forma, o objetivo deste trabalho é
realizar um estudo detalhado e exaustivo sobre a metodologia desenvolvida, realizando análises de
diferentes casos, com diferentes malhas, variando-se o tamanho e orientação dos elementos finitos.

Assim, é efetuada uma análise aprofundada sobre a objetividade das soluções com relação à
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malha de elementos finitos empregada, estabelecendo procedimentos para evitar ou minimizar a
dependência da resposta com a malha, quando for o caso.

Também estudam-se as consequências de se obterem trajetórias de fissuras irregulares e não
suaves, que contornam os elementos finitos da malha. Aspectos relacionados à energia dissipada
na formação da fissura também são abordados.

O presente trabalho também objetiva estudar o acoplamento hidromecânico, por meio de
elaboração de testes básicos (benchmarks) e análises para a validação da metodologia.

1.10 Conteúdo dos capı́tulos desta dissertação

O presente trabalho está estruturado em 6 capı́tulos e 1 apêndice, os quais serão brevemente
descritos a seguir. Recorda-se que o capı́tulo 1 discorre resumidamente sobre algumas técnicas
computacionais empregadas para representar descontinuidade em sólidos.

O capı́tulo 2 aborda a teoria da mecânica do dano contı́nuo, a qual descreve o comportamento
mecânico do material no regime inelástico, i.e., pós limite elástico dado pela resistência à tração
do material. Inicialmente, o capı́tulo é dedicado ao estudo unidimensional e, após a introdução
de alguns conceitos, expande-se o estudo para casos multidimensionais. Além disso, o modelo de
dano à tração utilizado ao longo deste trabalho é apresentado e o esquema de integração IMPL-EX
é resumidamente explanado.

O capı́tulo 3 desenvolve toda a formulação para o elemento finito sólido de interface, mostrando
que, conforme a razão de aspecto aumenta, as deformações do elemento também aumentam,
aproximando a cinemática de descontinuidade forte. Neste contexto, também é mostrado que
a relação constitutiva contı́nua tende a uma relação constitutiva discreta, conforme a relação de
aspecto aumenta.

No capı́tulo 4, o código desenvolvido para inserir elementos de interface é explicado,
comentando sobre as entradas necessárias, os resultados emitidos e as instruções executadas.
Além disso, este capı́tulo também aborda os programas computacionais utilizados para o
desenvolvimento deste trabalho.

O capı́tulo 5 apresenta exemplos numéricos para validação da metodologia empregada. Nesse
capı́tulo, diferentes estruturas, com diferentes tamanhos de malhas são analisadas, contrastando os
resultados obtidos com os experimentais. Além disso, este capı́tulo também estuda o tempo de
processamento e a influência do tamanho do elemento de interface na análise.

O capı́tulo 6 expõe as considerações finais do estudo, evidenciando as conclusões obtidas e
sugestões para trabalho futuros.

O apêndice A apresenta a formulação hidromecânica necessária para a realização das simulações
envolvendo fraturamento hidráulico. Desse modo, o apêndice discorre sobre as equações
hidráulicas e mecânicas empregadas e a forma de acoplamento considerada. Essa formulação é
imprescindı́vel para implementação da técnica proposta em sistemas hidromecânicos acoplados.



Capı́tulo 2
Mecânica do Dano Contı́nuo

2.1 Introdução

Segundo Souza Neto, Peric e Owen (2011), o dano interno pode ser definido como a presença e
evolução de fissuras e vazios em nı́vel microscópico que podem eventualmente levar a estrutura à
ruptura, i.e. a completa perda da capacidade resistente. Ainda de acordo com o autor, em muitos
problemas de engenharia, particularmente aqueles onde a estrutura está sujeita a condições severas
de serviço, a vida útil do material é uma informação crucial que deve ser considerada durante
a concepção estrutural. Em diversas situações práticas, o processo de degradação do material
é tão importante que ignorá-lo pode levar a consequências catastróficas que vão além de perdas
econômicas.

O processo de degradação altera as propriedades elásticas do material, diminuindo sua área
efetiva resistente e aumentando consequentemente a degradação da rigidez. Esta perda de
área efetiva ocorre geralmente devido ao crescimento das fissuras e vazios. Apesar de dano e
plasticidade serem fenômenos complementares, materiais frágeis podem fraturar antes mesmo de
desenvolverem mecanismos plásticos (OLLER, 2001).

Lemaitre e Lippmann (1996) afirmam que o dano também pode se manifestar em forma de
fadiga, onde o material é submetido a ciclos de carregamentos. Outro caso de degradação ocorre
quando o metal é carregado a altas temperaturas, por exemplo, acima de 1/3 da sua temperatura
de derretimento, acarretando em deformações plásticas viscosas (fluência). Assim, com base nas
observações anteriores, pode-se afirmar que a forma de manifestação do dano depende não apenas
da natureza do material, mas também do tipo de carregamento e da temperatura (LEMAITRE;
LIPPMANN, 1996).

De acordo com Souza Neto, Peric e Owen (2011), tradicionalmente, a predição da vida útil do
material é decorrente de observações empı́ricas e experiência adquirida ao longo dos anos. Em
alguns casos, o estudo da falha pode ser realizado através de ensaios laboratoriais sistemáticos que
reproduzem as condições de serviço. Contudo, os conceitos de mecânica do meio contı́nuo e da
mecânica da fratura permitiram desenvolver equações constitutivas que modelam a evolução do
dano interno que causa a falha. Esta abordagem da mecânica dos sólidos contı́nuos é conhecida
como Mecânica do Dano Contı́nuo (MDC) e permitiu, em conjunto com o advento computacional,
simular de forma realı́stica o padrão de falhas. As teorias do dano contı́nuo são baseadas nos
processos termodinâmicos irreversı́veis e no estado da variável interna (SIMO; JU, 1987).

Desde o trabalho pioneiro de Kachanov (1999), muitos estudos e trabalhos a respeito da MDC
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foram feitos. Assim, a presente seção apresenta os conceitos e fundamentos necessários para
descrever o comportamento de materiais quase-frágeis quando ocorre a degradação da rigidez do
material. Logo, inicia-se o desenvolvimento da formulação para o caso uniaxial e posteriormente
expande-se para os casos 2D e 3D. Como serão realizadas apenas análises quase-estáticas em
materiais quase-frágeis, neste trabalho não serão estudados os fenômenos de fadiga ou fluência
do material.

2.2 Variável de dano unidimensional

Considera-se um sólido degradado com um volume representativo definido por um ponto P e por
um plano cuja normal em P é n, como mostra a Fig. 2.1. Seja δA a área da intersecção do plano
de normal n com o volume representativo e δAD a área dos defeitos e microfissuras em δA. Dessa
forma, a variável de dano d em um ponto P na direção de n é dada por:

d(P, n) =
δAD
δA

(2.1)

Nota-se que a variável de dano é uma medida de perda de rigidez do material com limites inferior e
superior dados por d ∈ [0, 1] (OLLER, 2001). Assim, d = 0 representa o estado ı́ntegro do material,
sem a ocorrência de dano, enquanto d = 1 corresponde ao material completamente degradado, ou
seja, sem qualquer capacidade resistente. Quando d ∈ ]0, 1[, o material encontra-se em processo
de degradação.

Figura 2.1: Definição do dano (Adaptado de Lemaitre (1983))

Portanto, o dano pode ser definido como uma grandeza fı́sica que avalia o nı́vel de integridade
de um corpo. Como no presente trabalho admite-se o modelo de dano isotrópico, segundo o qual o
material se degrada igualmente em todas as direções, d é considerado uma entidade fı́sica escalar.
Para o caso unidimensional e homogêneo, o dano é calculado com base na redução da área da seção
transversal devido às microfissuras e vazios existentes. Logo, define-se a variável interna de dano
como:

d =
AD
A

(2.2)

onde A e AD são as áreas da seção transversal total e dos defeitos, respectivamente (Fig. 2.2).
Ressalta-se que o meio contı́nuo não pode mais retornar ao seu estado ı́ntegro após sofrer

degradação, ou seja, ele não pode ser reparado. Desse modo, a área degradada permanecerá neste
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estado podendo inclusive crescer, degradando ainda mais o material ao longo do tempo. Portanto,
como a variação da área dos defeitos ao longo do tempo é ȦD ≥ 0, obtém-se:

ḋ =
ȦD
A
≥ 0 (2.3)

onde ḋ é a taxa de variação da variável de dano.

Figura 2.2: Corpo sólido degradado (Adaptado de Lemaitre (1983))

2.2.1 Tensão efetiva

A tensão efetiva σ̄ é aquela associada à área que efetivamente resiste aos esforços, enquanto a
tensão aparente (nominal) σ expressa a força que está sendo aplicada sobre a área total da seção
transversal. Desse modo,

σ =
F

A
(2.4)

e

σ̄ =
F

Ā
, (2.5)

onde Ā é a área da seção transversal que efetivamente resiste aos esforços, sendo expressa como

Ā = A− AD ⇒ AD = A− Ā (2.6)

Assim, a Eq. (2.2) pode ser rescrita da seguinte forma:

d =
A− Ā
A

= 1− Ā

A
⇒ Ā

A
= 1− d (2.7)

Fazendo σ/σ̄, pode-se escrever a tensão aparente em função da tensão efetiva e da variável de
dano. Logo, com base nas Eqs. (2.4), (2.5) e (2.7), obtém-se

σ

σ̄
=
Ā

A
= 1− d⇒ σ = (1− d)σ̄ (2.8)

A Eq. (2.8) descreve a relação entre as tensões aparente e efetiva com base na variável de dano.
Assim, quando o material ainda não sofreu qualquer tipo de dano, o corpo encontra-se em seu
estado ı́ntegro e, consequentemente, d = 0 ⇒ σ = σ̄. Por outro lado, d = 1 ⇒ σ̄ → ∞, ou seja,
para o material completamente degradado a tensão efetiva tende ao infinito.
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Espaço fı́sico Espaço efetivo

Figura 2.3: Esquema ilustrativo da hipótese da tensão equivalente (Adaptado de Oller (2001))

2.2.2 Princı́pio da equivalência de deformações

Segundo a hipótese da equivalência de deformações (LEMAITRE, 1983), a deformação do material
danificado solicitado pela tensão aparente (σ) é equivalente à deformação do material ı́ntegro
submetido à tensão efetiva (σ̄). Com base na hipótese anteriormente exposta e na Fig. 2.3, pode-se
escrever:

ε1 = ε =
σ

ED
(2.9)

ε2 = ε =
σ̄

E
(2.10)

ε1 = ε2 ⇒
σ

ED
=
σ̄

E
(2.11)

sendo ε1 a deformação do material degradado, ε2 a deformação do material ı́ntegro, E o módulo
de elasticidade intacto e ED o módulo de Young degradado. Dessa forma, a partir da Eq. (2.11) é
possı́vel estabelecer uma relação entre o módulo de Young ı́ntegro e degradado. Assim,

ED =
σ

σ̄
E = (1− d)E (2.12)

Finalmente, a partir da Eq. (2.12) pode-se rescrever as Eqs. (2.9) e (2.11) da seguinte forma:

σ = (ED)ε = (1− d)Eε (2.13)

σ̄ = Eε (2.14)

A partir das derivadas das Eqs. (2.13) e (2.14) é possı́vel se determinar a relação constitutiva
incremental

σ̇ = E[(1− d)ε̇− ḋε] (2.15)

˙̄σ = Eε̇ (2.16)

Com base nas definições anteriormente apresentadas é possı́vel desenvolver os conceitos de
critério de degradação, lei de evolução da variável de dano, lei de endurecimento/abrandamento
e carga e descarga (Kuhn-Tucker), os quais são fundamentais para concepção de um modelo
constitutivo de dano. Tais conceitos serão explicados detalhadamente nas próximas subseções.
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2.2.3 Critério de degradação

O critério de degradação distingue um estado de comportamento elástico, que se encontra no
interior do domı́nio delimitado por esta função de dano, de outro que representa o processo de
degradação das propriedades do material. Em outras palavras, admite-se o domı́nio elástico
(E = {σ ∈ R|φ ≡ τ − q < 0}) limitado por uma superfı́cie de dano definida por
∂E = {σ ∈ R|φ ≡ τ − q = 0}. Desse modo, obtém-se:

φ(σ) = τ(σ)− q ≤ 0 (2.17)

onde τ(σ) é a tensão equivalente e define a forma do domı́nio elástico e q é a variável interna que
estabelece o tamanho do domı́nio elástico. Para o caso unidimensional, a relação entre a norma τ(σ)
e a variável q pode ser representada graficamente como mostra a Fig. 2.4. . Estas representações
são apenas exemplos, pois a adoção de uma determinada norma dependerá da análise realizada.

Figura 2.4: Exemplos de espaços de tensões aparentes para problemas 1D

O critério de degradação pode ser rescrito no espaço de tensões efetivas da seguinte forma:

φ̄(σ̄) = φ̄ = τ̄(σ̄)− r ≤ 0 (2.18)

sendo r a variável interna no domı́nio elástico no espaço de tensões efetivas expressa por:

r =
q

1− d
(2.19)

onde a evolução da variável interna é definida por ṙ ≥ 0, isto é, r sempre cresce e a sua tangente
nunca será menor que zero.

2.2.4 Lei de evolução da variável de dano

A variável de dano pode ser expressa reorganizando a Eq. (2.19). Desse modo:

d = d(r) = 1− q(r)

r
(2.20)

onde a variável de dano pertence ao intervalo 0 ≤ d ≤ 1, como anteriormente explicitado. A
Fig. 2.5 ilustra possı́veis funções de evolução da variável interna q(r), as quais definem a lei de
endurecimento/abrandamento das tensões.
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Figura 2.5: Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento: (a) lei de endurecimento linear; (b) lei de
abrandamento linear; (c) dano perfeito; (d) lei de endurecimento exponencial; (e) lei de abrandamento exponencial

O parâmetro H é denominado módulo de abrandamento/endurecimento e rege o comportamento
da evolução do dano após o limite elástico linear. O módulo H pode ser obtido através da seguinte
equação:

H (r) =
∂q(r)

∂r
= q′(r) (2.21)

Observa-se que quando H > 0 (Fig. 2.5a e Fig. 2.5d) há ocorrência da lei de endurecimento e,
nesse caso, q sempre cresce. Isto significa que conforme o sólido se deforma a tensão resistente
aumenta. Para H < 0 (Fig. 2.5b e Fig. 2.5e), a variável q decresce, caracterizando o abrandamento
que ocorre quando o material começa a falhar. O dano perfeito ocorre quando o módulo H = 0 e,
nesse caso, q se mantém constante (Fig. 2.5c).

Quando o endurecimento/abrandamento é caracterizado por uma lei linear (Fig. 2.5a e Fig. 2.5b),
emprega-se a Eq. (2.22).

q(r) = q0 + H (r − q0) (2.22)

onde a taxa de variação da lei linear é dada por:

q̇ = H ṙ (2.23)

Por outro lado, quando se pretende expressar o abrandamento ou endurecimento segundo uma
função exponencial (Fig. 2.5d e Fig. 2.5e), faz-se

q(r) = q∞ − (q∞ − q0) e
A

(
1− r

q0

)
(2.24)
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onde A > 0 é um parâmetro que controla a concavidade da lei exponencial e depende da energia de
fratura do material. Nesse caso, H não é constante, mas pode ser determinado pela sua definição,
isto é, H = ∂q/∂r. Assim,

H (r) = A
q∞ − q0

q0

e
A

(
1− r

q0

)
(2.25)

Analogamente à lei linear, a taxa de variação da lei exponencial pode ser expressa conforme a
equação a seguir

q̇ = A
q∞ − q0

q0

e
A

(
1− r

q0

)
︸ ︷︷ ︸

H

ṙ ∴ q̇ = H ṙ (2.26)

Como se pretende representar o comportamento do material utilizando uma lei exponencial de
abrandamento com degradação completa, o presente trabalho adota q∞ = 0 e desse modo

q = q0 e
A

(
1− r

q0

)
(2.27)

H =
∂q

∂r
= −A e

A
(

1− r
q0

)
(2.28)

q̇ = −A e
A

(
1− r

q0

)︸ ︷︷ ︸
H

ṙ ⇒ q̇ = H ṙ (2.29)

Antes de prosseguir, há ainda um aspecto relevante a ser ressaltado com base nas Eqs. (2.23),
(2.26), (2.29) e na evolução da variável interna, ṙ ≥ 0, a partir das quais pode-se escrever:

ṙ ≥ 0⇒ q̇ = H ṙ ⇒
{
q̇ > 0, se H > 0
q̇ < 0, se H < 0

(2.30)

Assim, segundo a Eq. (2.30), embora o espaço de tensões aparentes cresça ou decresça
dependendo de H , o espaço de tensões efetivas sempre cresce independente do abrandamento
ou endurecimento do material.

2.2.5 Condição de carga e descarga

Para elucidar melhor a evolução do dano, considere a Fig. 2.6. Como é possı́vel observar, no regime
linear elástico (trecho OA) não há evolução do dano, isto é, ḋ = 0 e consequentemente φ̄ < 0. Esta
condição evidencia que não houve evolução da variável interna, ṙ = 0. Por outro lado, no regime
inelástico a função de dano é φ̄ = 0, ou seja, a tensão e deformação encontram-se sobre a superfı́cie
de dano ∂E e, portanto, ṙ ≥ 0. Desse modo, pode-se escrever:

ṙ ≥ 0; φ̄ ≤ 0; ṙ φ̄ = 0. (2.31)

Estas condições são conhecidas como relações de Kuhn-Tucker de carga e descarga e são
fundamentais para o desenvolvimento do modelo constitutivo. Ainda considerando o sistema sobre
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a superfı́cie de dano, e dessa forma φ̄ = 0, pode-se concluir naturalmente que ˙̄φ ≤ 0, pois ˙̄φ maior
do que zero implicaria em φ̄ > 0, o que violaria a condição φ̄ ≤ 0 anteriormente estabelecida.
Além disso, a função de dano em ∂E resulta em ˙̄φ = 0 e dessa forma ṙ ≥ 0. Desse modo, define-se
a condição de consistência

ṙ ˙̄φ = 0 se φ̄ = 0 (2.32)

Assim, quando o tensão e deformação encontram-se sobre o trecho AB significa que o sistema
está no regime inelástico com evolução de dano. Desse modo{

ṙ = ˙̄τ > 0

ḋ > 0
(2.33)

˙̄τ > 0⇒
{
ṙ = ˙̄τ > 0

ḋ > 0
(2.34)

A Eq. (2.34) equivale ao processo de carga com crescimento da superfı́cie de dano. Se ˙̄φ < 0, então
o sistema está em processo de descarregamento (trecho BO) que pode ser definido por

φ̄ = 0; ˙̄τ < 0⇒
{
ṙ = 0

ḋ = 0
(2.35)

No caso do trecho OB o mesmo está associado ao processo de recarga com caracterı́sticas
semelhantes ao regime elástico. Contudo, nesse caso há um fator de redução da rigidez (1− d).

Finalmente, com base nas Eqs. (2.31), (2.32) e (2.18) e sendo r = q0 antes do processo de
degradação, obtém-se uma lei de evolução explı́cita para a variável interna:

r(t) = rt = max
s∈[0,t]

[q0, τ̄(s)] (2.36)

ou seja, a variável interna de dano equivale ao máximo valor atingido por τ(σ̄) durante o processo
de carga (r ≥ q0).

2.2.6 Modelo constitutivo contı́nuo

Com base nos conceitos definidos anteriormente, a presente seção apresenta o modelo constitutivo
de dano contı́nuo para problemas 1D. Assim, considerando as Eqs. (2.13), (2.14), (2.18), (2.36),
(2.20) e (2.24), desenvolve-se o modelo de dano conforme a Tab. 2.1.

Ressalta-se que o modelo de dano 1D apresentado não foi implementado durante o presente
trabalho. Ele foi utilizado apenas como base para o desenvolvimento do modelo de dano que trata
de análises bi e tridimensionais. Assim, posteriormente o modelo 1D será estendido para problemas
2D e 3D. Contudo, antes de prosseguir, serão explanados os conceitos relacionados à energia de
fratura.
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Figura 2.6: Diagrama tensão–deformação axial

Tabela 2.1: Modelo constitutivo contı́nuo de dano isotrópico para problemas 1D

Relação constitutiva: σ = (1− d)σ̄, σ̄ = Eε

Tensão equivalente: τ̄ = |σ̄| ou τ̄ = σ̄

Critério de dano: φ̄ = τ̄ − r ≤ 0

Evolução da variável interna r: r = maxS∈[0,t][q0, τS]

Evolução do dano: d = 1− q(r)/r, d = [0, 1]

Lei de endurecimento/abrandamento: q(r) = q0 e
A (1−r/q0) ou q = q0 + H (r − q0)

2.2.7 A energia de fratura

Para se definir o conceito de energia de fratura em modo I, considere um corpo sólido submetido a
uma carga de tração monotônica crescente em regime inelástico, i.e.

ε̇ =
˙̄σ

E
> 0⇒ ˙̄σ = Eε̇ > 0

ṙ > 0⇒ φ̄ ≡ τ̄ − r = 0⇒ σ̄ = r

⇒ ˙̄σ = ṙ = Eε̇⇒ ε̇ =
ṙ

E
(2.37)

Figura 2.7: Sólido submetido a uma carga de tração monotônica crescente
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Seja Ωh uma região de localização de deformação situada em uma determinada seção transversal S
do sólido, conforme Fig. 2.7. Sendo h a largura de Ωh, pode-se escrever:

dΩh = h dS (2.38)

Logo, desconsiderando a energia cinética (uma vez que se considera análises quase-estáticas) tem-
se que a potência externa introduzida é igual à potência tensional no corpo, i.e.

PΩ
ext︸︷︷︸

Potência externa introduzida

=

∫
Ω

σ ε̇ dΩ︸ ︷︷ ︸
Potência tensional

=

∫
Ω

(1− d)︸ ︷︷ ︸
q
r

Eε︸︷︷︸
σ̄=r

ε̇︸︷︷︸
ṙ
E

dΩ =

∫
Ω

q
ṙ

E
dΩ =

∫
Ω

qq̇

H E
dΩ

(2.39)

Empregando a lei exponencial de abrandamento dada pela Eq. (2.27) e com base na Eq. (2.28),
obtém-se:

PΩ
ext =

∫
Ω

qq̇

−A e
A

(
1− r

q0

)
E

dΩ =

∫
Ω

qq̇

−A q
q0
E

dΩ = −
∫

Ω

q0 q̇

A E
dΩ (2.40)

Contudo, a fissura se desenvolve na região de localização e por isso deve-se calcular a potência
externa em Ωh, ou seja

PΩh
ext = −

∫
Ωh

q0 q̇

A E
dΩh = − h q0

A E

∫
S

q̇ dS (2.41)

O processo de degradação do material ocorre no intervalo de tempo t ∈ [0, t∞], onde t∞ é o
tempo no qual a degradação completa é alcançada, isto é, σ|t∞ = 0. Assim, integrando a potência
PΩh

ext ao longo do tempo, o trabalho total W Ωh pode ser calculado como:

W Ωh =

∫ t∞

0

PΩ
ext dt =

∫ t∞

0

[
− h q0

A E

∫
S

q̇ dS

]
dt (2.42)

Como W Ωh é uma função integrável em S e [0, t∞], pode-se utilizar o teorema de Fubini
(FRIEDMAN et al., 1980; DIBENEDETTO, 2012), segundo o qual integrais duplas podem ser
calculadas por meio de integrais iteradas e, consequentemente, é permitido inverter a ordem da
integração. Logo,

W Ωh =

∫
S

[
− h q0

A E

∫ t∞

0

q̇ dt

]
dS =

∫
S

[
− h q0

A E

∫ 0

q0

dq

]
dS =

∫
S

h
q2

0

A E︸ ︷︷ ︸
Gf

dS (2.43)

Portanto, a energia de fratura é dada por:

Gf = h
q2

0

A E
(2.44)

onde Gf é a energia de fratura que representa a energia consumida na formação de uma unidade
de área de fratura. Desse modo, quando um sólido é tracionado até a sua completa degradação,
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Figura 2.8: Modelos de dano: (a) contı́nuo e (b) discreto

a integral do seu digrama tensão por deformação resulta na energia volumétrica dissipada gf
(Fig. 2.8a). Multiplicando gf pela largura h da região de localização de deformação, obtém-se
a energia de fratura Gf . Como é possı́vel observar a partir da Eq. (2.44), Gf é uma propriedade
intrı́nseca do material que pode ser caracterizada a partir das propriedades mecânicas q0, A e E.

A energia de fratura também pode ser determinada a partir da curva entre a força de tração t e
o salto no campo de deslocamentos JuK, conforme Fig. 2.8b. Nesse caso, a integral dessa curva
resulta na energia de fratura Gf . O cálculo de Gf a partir da relação discreta entre a força de tração
e o salto no campo de deslocamentos será abordado com mais detalhe na seção 5 do capı́tulo 3.

2.3 Extensão para problemas 2D e 3D

O modelo de dano apresentado pode ser utilizado para o estudo de problemas 1D, com aplicação
de passos de deformação axial em um determinado ponto. Tal modelo pode ser generalizado
para problemas 2D e 3D de maneira relativamente simples. Contudo, evidentemente o estudo se
torna mais complexo, envolvendo operações mais sofisticadas e critérios de dano mais elaborados,
como por exemplo, os critérios de von Mises e de Rankine. Apesar disso, os procedimentos
computacionais para problemas unidimensionais e multidimensionais são bastante semelhantes.
A seguir serão explanados os processos para o desenvolvimento do modelo de dano contı́nuo
isotrópico para problemas com mais de uma dimensão. Deve-se ressaltar que este é um modelo
de dano à tração e, portanto, ele não é capaz de representar fenômenos de dano à compressão.

Assim, inicialmente determina-se a relação entre tensão aparente e efetiva de forma análoga ao
caso 1D. Contudo, ao invés de se utilizar tensões escalares serão empregados tensores de tensões.
Desse modo,

σ = (1− d)σ̄ (2.45)

onde σ é o tensor de tensões aparentes e σ̄ é o tensor elástico de tensões efetivas dado por

σ̄ = C : ε (2.46)

sendo C = 2GI + (K − 2
3
G) 1⊗ 1 o tensor elástico de quarta ordem, ε o tensor de deformações, I

o tensor simétrico unitário de quarta ordem, 1 o tensor unitário de segunda ordem, G o módulo de
elasticidade transversal,

K =
E

3(1− 2ν)
(2.47)
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o módulo de compressibilidade do material e ν o coeficiente de Poisson.
Dentre as várias formas de se calcular a tensão equivalente que existem, o presente trabalho

utiliza principalmente o critério baseado na componente σ̄nn do tensor de tensões do elemento de
interface. Nos próximos capı́tulos será mostrado que elementos finitos sólidos (triangulares para
análises 2D e tetraédricos para análises 3D) de elevada razão de aspecto são capazes de reproduzir
o processo de degradação. Como tais elementos representam fissuras, de modo que a abertura
da fissura é dada pelo salto no campo de deslocamentos desses elementos de interface, a tensão
equivalente τ̄(σ̄) é definida pela componente σ̄nn que corresponde àquela tensão que é normal à
base desses elementos de elevada razão de aspecto.

Também foram realizados estudos empregando o critério de Rankine, o qual define a norma
como sendo a tensão principal máxima, σ̄1, do tensor de tensões efetivas. A tensão σ̄1 é
obtida calculando os auto-valores do tensor de tensões. Assim, o auto-valor positivo de maior
valor numérico é considerado a tensão principal máxima. O critério de Rankine é amplamente
utilizado em análises de materiais quase-frágeis. Como este trabalho aborda apenas simulações
envolvendo esses tipos de materiais, este critério também foi empregado para estudo do método de
fragmentação da malha.

Desse modo, com base nas explanações anteriores, escreve-se:

τ̄(σ̄) =

{
σ̄1 (Critério de Rankine) ou
σ̄nn (Critério da tensão normal)

(2.48)

Deve-se ressaltar que o modelo de dano desenvolvido não é capaz de reproduzir o processo de
degradação à compressão e, consequentemente, só ocorrerá evolução do dano quando τ̄ = σ̄nn > 0
ou τ̄ = σ̄1 > 0.

No caso do critério de dano, procede-se de forma análoga ao caso unidimensional, ou seja

φ̄ = τ(σ̄) + r ≤ 0 (2.49)

As Eqs. (2.20), (2.36), (2.22) e (2.24) que definem d, r e as leis linear e exponencial de q para o
caso 1D também podem ser empregadas para os modelos 2D e 3D. Desse modo, estabelecidos todos
os conceitos necessários, pode-se conceber o modelo de dano isotrópico contı́nuo para análises bi
e tridimensionais conforme Tab. 2.2

Tabela 2.2: Modelo constitutivo contı́nuo de dano à tração para problemas 2D e 3D

Relação constitutiva: σ =

{
(1−d)σ̄, se τ̄ > 0

σ̄, se τ̄ < 0
, σ̄ = C : ε

Tensão equivalente: τ̄ = σ̄nn ou τ̄ = σ̄1

Critério de dano: φ̄ = τ̄ − r ≤ 0

Evolução da variável interna r: r = maxS∈[0,t][q0, τS]

Evolução do dano: d = 1− q(r)/r, d = [0, 1]

Lei de endurecimento/abrandamento: q(r) = q0 e
A (1−r/q0)
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Comparando as Tabs. 2.1 e 2.2 é possı́vel observar que apenas duas expressões, aquelas
associadas à equação constitutiva e à tensão equivalente, não são as mesmas para os casos uni
e multidimensional.

Os estudos desenvolvidos no presente item ilustram as relações constitutivas de dano que podem
ser utilizadas para a análise de sólidos. Ressalta-se que a utilização do modelo de dano adequado
depende não só do material que constitui o sólido, mas também da técnica que será utilizada.

2.3.1 Algoritmo de integração implı́cito-explı́cito (IMPL-EX)

A integração do modelo de dano à tração foi realizado usando o método IMPL-EX proposto por
Oliver, Huespe e Cante (2008). Este método de integração é bastante robusto e nada mais é do
que uma simplificação do algoritmo implı́cito, com uma projeção explı́cita da variável interna r,
de modo a reduzir a não linearidade do algoritmo de integração. Em outras palavras, o algoritmo
IMPL-EX trata da atualização da variável interna r que, conforme anteriormente explicado, define
o limite de degradação. Com o valor de r é possı́vel calcular a variável de dano corrente e,
consequentemente, obter o tensor de tensões σ.

A Tab. 2.3 mostra o esquema para a técnica de integração implı́cita-explı́cita para τ̄ = σ̄nn para
a determinação das tensões no passo i+ 1 do processo incremental de carregamento.

Essa técnica de integração garante a convergência do modelo ao custo de uma violação
na condição de consistência. Desse modo, os resultados podem perder precisão ou mesmo
apresentarem oscilações. Esses inconvenientes podem ser contornados adotando incrementos de
carga pequenos.

A principal vantagem da técnica com relação ao método puramente implı́cito é a sua estabilidade
e robustez computacional, uma vez que o IMPL-EX garante a convergência em cada passo de tempo
com uma única iteração (OLIVER; HUESPE; CANTE, 2008).
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Tabela 2.3: Esquema de integração IMPL-EX para o modelo dano à tração

Entrada: ε(i+1), σ̄nn(i)
, r(i), ∆r(i)

(i) Calcular o tensor de tensões efetivas no passo i+ 1

σ̄(i+1) ← C : ε(i+1)

(ii) Calcular a tensão equivalente

τ̄(i+1) ← σ̄nn(i+1)
= n · σ̄(i+1) · n

(iii) Verificar a condição de carregamento e descarregamento.

SE σ̄nn(i+1)
≤ r(i) ENTÃO

r(i+1) ← r(i)

SENÃO
r(i+1) ← τ̄(i+1)

FIM SE

(iv) Calcular o incremento na variável interna

∆r(i+1) ← r(i+1) − r(i)

(v) Calcular a extrapolação linear explı́cita de r

r̃(i+1) ← r(i) +
∆t(i+1)

∆t(i)
∆r(i); ∆t(i+1) ← t(i+1) − t(i); ∆t(i) ← t(i) − t(i−1)

(vi) Atualizar os valores da variável q, segundo uma lei exponencial, e da variável
de dano d

q̃(i+1) ← q(i) e
A (1−r̃(i+1)/q(i)); d̃(i+1) ← 1−

q̃(i+1)

r̃(i+1)

(vii) Atualizar o valor da tensão

σ̃(i+1) ← (1− d̃(i+1))σ̄(i+1), SE σ̄nn(i)
> 0

σ̃(i+1) ← σ̄(i+1), SE σ̄nn(i)
≤ 0

Saı́da: σ̃(i+1), σ̄nn(i+1)
, r(i+1), ∆r(i+1)



Capı́tulo 3
Elemento Finito Sólido de Interface

3.1 Introdução

Neste trabalho, denominam-se elementos de interface aqueles que possuem elevada razão de
aspecto (i.e. razão entre a maior e menor dimensão), onde a menor dimensão corresponde
a espessura da região de interface. Neste capı́tulo será demonstrado que, conforme a razão
de aspecto aumenta, as deformações do elemento também aumentam, aproximando a mesma
cinemática apresentada no caso da ACDF (OLIVER; CERVERA; MANZOLI, 1999; OLIVER;
HUESPE, 2004b). Desse modo, baseado no mesmo princı́pio da ACDF, tensões limitadas serão
obtidas a partir de deformações ilimitadas, utilizando relações constitutivas contı́nuas, as quais
tendem a relações constitutivas discretas conforme a razão de aspecto aumenta (MANZOLI et al.,
2012, 2014).

3.2 Elemento de interface triangular de 3 nós

Considere o elemento finito triangular de três nós, com base b formada pelo segmento de reta entre
os nós 2 e 3, e altura h correspondendo à distância entre o nó 1 e a sua projeção na base do elemento
(Fig. 3.1).

Figura 3.1: Elemento de interface triangular (Adaptado de Manzoli et al. (2014))

Dado o sistema de eixos coordenados (n, s), onde n é normal à base do elemento, pode-se
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escrever (REDDY, 1993; GOSZ, 2005):

{ε} = [B]{d} ⇒


εnn
εss
γns

 =
1

2A

 X32
s 0 −X31

s 0 X21
s 0

0 −X32
n 0 X31

n 0 −X21
n

−X32
n X32

s X31
n X31

s −X21
n X21

s




u
(1)
n

u
(1)
s

u
(2)
n

u
(2)
s

u
(3)
n

u
(3)
s


(3.1)

onde {ε} é o vetor de deformações, [B] a matriz das derivadas das funções de forma, {d} o vetor
de deslocamentos nodais, A a área do elemento finito triangular e u(i)

n e u(i)
s são componentes do

deslocamento do nó i na direção dos eixos n e s, respectivamente. A notação X32
s representa a

diferença entre as coordenadas dos nós 3 e 2 na direção de s, i.e., X32
s = X3

s −X2
s . Assim, pode-se

observar que X32
s = b, −X31

s = −b3, X21
s = −b2, −X32

n = 0, X31
n = −h e −X21

n = h. Desse
modo, pode-se rescrever a Eq. (3.1) do seguinte modo:


εnn
εss
γns

 =
1

b h

b 0 −b3 0 −b2 0
0 0 0 −h 0 h
0 b −h −b3 h −b2


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

=


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(1)
n −(b3/b)u

(2)
n −(b2/b)u

(3)
n

h
(u

(3)
s −u

(2)
s )

b
(u
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b
+ u
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s −(b3/b)u

(2)
s −(b2/b)u

(3)
s

h



(3.2)

Como os deslocamentos da projeção 1’ podem ser determinados interpolando-se os deslocamentos
dos nós 2 e 3, pode-se escrever:

u(1)
n −

[
(b3/b)u

(2)
n + (b2/b)u

(3)
n

]︸ ︷︷ ︸
u
(1′)
n

= u(1)
n − u(1′)

n = JuKn

u(1)
s −

[
(b3/b)u

(2)
s + (b2/b)u

(3)
s

]︸ ︷︷ ︸
u
(1′)
s

= u(1)
s − u(1′)

s = JuKs
(3.3)

onde JuKn e JuKs são as componentes de JuK, dado pelo deslocamento relativo entre o nó 1 e a sua
projeção na base do elemento. Logo, conforme a teoria da mecânica dos meios contı́nuos, obtém-se
o seguinte tensor de deformações:

ε =

εnn γns

2
0

γns

2
εss 0

0 0 0

 =


1
h
JuKn 1

2

[
1
h
JuKs + 1

b

(
u

(3)
n − u(2)

n

)]
0

1
2

[
1
h
JuKs + 1

b

(
u

(3)
n − u(2)

n

)]
1
b

(
u

(3)
s − u(2)

s

)
0

0 0 0

 (3.4)
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Pode-se decompor o tensor de deformações ε em duas partes, ε̃ e ε̂, onde a primeira armazena
todos os termos do tensor de deformações que dependem de b e a outra contém os termos que
dependem de h. Dessa forma,

ε = ε̃+ ε̂ (3.5)

onde

ε̃ =
1

b


0 1

2

(
u

(3)
n − u(2)

n

)
0

1
2

(
u

(3)
n − u(2)

n

) (
u

(3)
s − u(2)

s

)
0

0 0 0

 (3.6)

ε̂ =
1

h

 JuKn 1
2
JuKs 0

1
2
JuKs 0
0 0 0

 (3.7)

O tensor associado à altura h, expresso pela Eq. (3.7), pode ser escrito de uma forma mais geral
como:

ε̂ =
1

h
(n⊗ JuK)S (3.8)

sendo (•)S a parte simétrica de (•), n o vetor unitário normal à base do elemento e ⊗ o produto
diádico. Assim, substituindo a Eq. (3.8) na Eq. (3.5), obtém-se:

ε = ε̃+
1

h
(n⊗ JuK)S︸ ︷︷ ︸

ε̂

(3.9)

Quando a altura h tende a zero, o tensor ε̃ permanece limitado enquanto ε̂ deixa de ser
limitado. Assim, na situação limite, as deformações do elemento de interface são definidas quase
exclusivamente pelos deslocamentos entre o nó 1 e a sua projeção na base do elemento. Nota-se
que quando h → 0, o nó 1 e a sua projeção convergem para o mesmo ponto material. Logo, o
deslocamento relativo JuK torna-se a medida de descontinuidade do deslocamento.

Será demonstrado em seções subsequentes que o campo de deformações da Eq. (3.9)
corresponde à cinemática da ACDF. Portanto, as mesmas aplicações da ACDF podem ser tratadas
com elementos finitos triangulares de elevada razão de aspecto. Contudo, antes do equacionamento
da cinemática de descontinuidade forte será realizada a dedução para o elemento de interface
tetraédrico de 4 nós.

3.3 Elemento de interface tetraédrico de 4 nós

A presente subseção não tem a intenção de detalhar a dedução do tensor de deformações para
o elemento tetraédrico, como anteriormente realizado para o elemento triangular de 3 nós, mas
sim demonstrar que o equacionamento de ε para elemento tetraédrico pode ser feito analogamente
àquele desenvolvido para o elemento triangular (BITENCOURT JR, 2015). Assim, considere o
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elemento tetraédrico de 4 nós ilustrado pela Fig. 3.2. Seja h a altura desse elemento, dada pela
distância entre o nó 1 e a sua projeção na base e A a área da base do elemento. Admitindo o
tetraedro em um sistema de eixos coordenados (n, s, t), de tal forma que o eixo n é ortogonal à sua
base, o tensor de deformações pode ser expresso conforme Eq. (3.5), com

ε̃ =
1

A

ε̃nn ε̃ns ε̃nt
ε̃ns ε̃ss ε̃st
ε̃nt ε̃st ε̃tt

 (3.10)

e

ε̂ =
1

h

 JuKn 1
2
JuKs 1

2
JuKt

1
2
JuKs 0

1
2
JuKt 0 0

 (3.11)

onde

ε̃nn = 0,

ε̃ss =
1

2

[
X32
t u(4)

s −X42
t u(3)

s +X43
t u(2)

s

]
,

ε̃tt = −1

2

[
X32
s u(4)

s −X42
s u

(3)
t +X43

s u
(2)
t

]
,

ε̃ns =
1

4

[
X32
t u(4)

n −X42
t u(3)

n +X43
t u(2)

n

]
,

ε̃nt = −1

4

[
X32
s u(4)

n −X42
s u(3)

n +X43
s u(2)

n

]
,

ε̃st =
1

4

[
X32
t u

(4)
t −X42

s u
(3)
t +X43

t u
(2)
t −X32

s u(4)
s +X42

s u(3)
s −X43

s u(2)
s

]
,

e u
(i)
n , u(i)

s e u
(i)
t são componentes do deslocamento do nó i na direção dos eixos n, s e t,

respectivamente, e JuKn = u
(1)
n −u(1′)

n , JuKs = u
(1)
s −u(1′)

s e JuKt = u
(1)
t −u

(1′)
t são as componentes

de JuK, dado pelo deslocamento relativo entre o nó 1 e a sua projeção na base do elemento.

Figura 3.2: Elemento de interface tetraédrico (adaptado de Bitencourt Jr (2015))



Sec 3.4 Cinemática de descontinuidade forte 26

3.4 Cinemática de descontinuidade forte

Considere um sólido com uma superfı́cie de descontinuidade S que separa o domı́nio Ω em duas
partes Ω+ e Ω− (Fig. 3.3). O campo de deslocamento total para cada ponto material em Ω pode
ser expresso como a soma do campo de deslocamento regular ũ, pelo campo de deslocamento
descontı́nuo, JuK ao longo de S. Desse modo:

u = ũ +HSJuK (3.12)

onde HS é a função de Heaviside localizada na superfı́cie S e n é o vetor unitário normal a S.

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Cinemática de descontinuidade fraca; (b) cinemática de descontinuidade forte

O campo de deslocamento no regime de descontinuidade forte pode ser interpretado como a
situação limite do regime de descontinuidade fraca, a qual pode ser expressa como:

u = ũ + ZSJuK (3.13)
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sendo ZS(η) uma função rampa definida por:

ZS(η) =


0, se η < −h

2

1, se η > h
2

η
h

+ 1
2

se −h
2
≤ η ≤ h

2

(3.14)

sendo η o eixo coordenado local normal à superfı́cie S, de tal modo que S corresponde a linha
η = 0 e h é a banda de localização de deformação (Fig. 3.3a).

Assim, o campo de deformações pode ser expresso pela seguinte equação:

ε = ∇Su = ∇Sũ + ZS∇SJuK︸ ︷︷ ︸
ε̃

+
µS(η)

h
(JuK⊗ n)S (3.15)

onde µS é função de colocação na banda de localização da deformação expressa pela seguinte
equação:

µS(η) =

{
1, se −h

2
≤ η ≤ h

2

0, se η < −h
2

ou η > h
2

(3.16)

Reorganizando a Eq. (3.15),

ε = ε̃+
µS(η)

h
(n⊗ JuK)S (3.17)

Conforme a Fig. 3.3, a cinemática de descontinuidade forte corresponde a situação limite do
regime descontinuidade fraca quando h tende a zero. Assim, no regime de descontinuidade forte, a
Eq. (3.17) pode ser escrita da seguinte forma:

ε = ε̃+ δS(n⊗ JuK)S (3.18)

onde δS é o delta de Dirac, definido como:

δS =

{
0, se η 6= 0
∞, se η = 0

(3.19)

e ∫ ∞
−∞

δS dη = 1 (3.20)

Quando h se aproxima de zero a deformação do elemento triangular dada pela Eq. (3.9) torna-se
similar a expressão da deformação do regime de descontinuidade forte da Eq. (3.15), nos pontos
dentro da banda de localização (µS = 1).

Portanto, segundo a ACDF, o correspondente campo de tensões pode ser obtido por meio da
relação constitutiva contı́nua (tensão-deformação) mesmo para as deformações não limitadas. Esta
abordagem vem sendo utilizada para representar a formação de descontinuidade forte em elementos
com descontinuidade incorporada (OLIVER; CERVERA; MANZOLI, 1999; OLIVER; HUESPE;
SAMANIEGO, 2003).



Sec 3.5 Relação constitutiva discreta do elemento finito degradado 28

3.5 Relação constitutiva discreta do elemento finito degradado

O modelo de dano contı́nuo mostrado previamente no capı́tulo 2 (Tab. 2.2) foi projetado para
representar o processo de fissuração em materiais quase-frágeis. Como comentado também no
capı́tulo anterior, o presente trabalho usa o critério de dano baseado na componente do tensor de
tensões normal à base do elemento de interface e em alguns casos estudados também emprega-se
o critério de Rankine. Assim, é possı́vel representar a fissuração em modo I e, como a variável de
dano degrada todos os componentes da tensão efetiva, também é possı́vel o desenvolvimento de
fissuras em modo misto. Portanto, com base nessas observações será usado o modelo constitutivo
de dano contı́nuo dada pela Tab. 2.2.

Como anteriormente mencionado, na situação limite em que a altura h do elemento de interface
tende a zero, a relação constitutiva contı́nua entre tensões e deformações desse elemento tende
a uma relação constitutiva discreta entre tensões na interface e os componentes do salto de
deslocamentos. Tal fato pode ser demonstrado considerando as Eqs. (2.45), (2.46) e (3.9), a partir
das quais pode-se escrever:

σ = (1− d)C : ε = (1− d)C :

[
ε̃+

1

h
(n⊗ JuK)S

]
=

(1− d)

h
C :
[
hε̃+ (n⊗ JuK)S

]
(3.21)

Na condição limite de descontinuidade forte, a relação constitutiva dada pela Eq. (3.21) fica

t = σ · n =
(1− d)

h
(n · C · n)︸ ︷︷ ︸
K̂

JuK = K̂JuK (3.22)

sendo t = {σnn σns σnt }T, JuK = { JuKn JuKs JuKt }T e

K̂ =
(1− d)

h

4
3
G+K 0 0

0 G 0
0 0 G

 (3.23)

Para manter a tensão limitada quando h→ 0, os componentes do salto de deslocamentos devem
tender para zero quando o sistema encontra-se no regime linear elástico (d = 0). Por outro lado,
no regime inelástico (JuK 6= 0) a variável de dano d tende a 1 e o elemento de interface representa
o comportamento de dano rı́gido. A abordagem de usar tensões limitadas a partir de deformações
ilimitadas é resultado da teoria da aproximação contı́nua de descontinuidade forte. Mais detalhes
podem ser encontrados em bibliografia especı́fica (SIMO; OLIVER; ARMERO, 1993; OLIVER,
1996; OLIVER; CERVERA; MANZOLI, 1999; OLIVER; HUESPE, 2004a).

Se o coeficiente de Poisson é zero (ν = 0), a relação discreta pode ser expressa pelo módulo de
Young, E, donde

4

3
G+K = E, G =

1

2
E (3.24)

Para o aumento do deslocamento normal em modo I (Ju̇Kn > 0, JuKn |t=0= 0, JuKs = 0, JuKt = 0),
a evolução da tensão normal torna-se:

σnn(JuKn) = (1− d)
1

h
EJuKn =


1
h
EJuKn se JuKn ≤ Ju0Kn

(1− d)︸ ︷︷ ︸
q
r

1
h
EJuKn︸ ︷︷ ︸
r

= q(r) se JuKn > Ju0Kn (3.25)
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onde Ju0Kn = (h q0)/E.
Admitindo a lei de abrandamento exponencial dada pela Eq (2.27) e fazendo q0 = ft, obtém-se:

q(r) = ft e
A h

(
1− r

ft

)
(3.26)

onde ft é a tensão de resistência à tração do material e A o parâmetro que controla a curvatura da
lei exponencial. Quando o elemento de interface se encontra completamente degradado, a energia
Gf dissipada em modo I pode ser calculada conforme o equacionamento a seguir (ver Fig. 2.8)

Gf =

∫ ∞
0

σnn(JuKn) dJuKn =

∫ Ju0Kn

0

σnn (JuKn) dJuKn +

∫ ∞
Ju0Kn

σnn (JuKn) dJuKn

=

∫ Ju0Kn

0

1

h
EJuKn dJuKn +

∫ ∞
Ju0Kn

ft e
A h

(
1−

1
h
EJuKn
ft

)
dJuKn

=
1

h
E

(JuKn)2

2

∣∣∣∣Ju0Kn

0

− f 2
t

A E
e

A h

(
1−

1
h
EJuKn
ft

)∣∣∣∣∣
∞

Ju0Kn

=
1

E

(
f 2
t h

2
+
f 2
t

A

)
(3.27)

Na situação limite h→ 0 e, consequentemente

Gf = lim
h→0

[
1

E

(
f 2
t h

2
+
f 2
t

A

)]
=

f 2
t

A E
(3.28)

Assim, o parâmetro A pode ser expresso pela equação:

A =
f 2
t

Gf E
(3.29)

Finalmente, pode-se escrever o modelo de dano discreto conforme a Tab. 3.1.

Tabela 3.1: Modelo constitutivo discreto de dano isotrópico para problemas 2D e 3D

Relação constitutiva: t = K̂ JuK, K̂ = (1−d)
h

n · C · n
Tensão equivalente: τ̄ = σ̄nn = 1

h
EJuKn

Critério de dano: φ̄ = τ̄ − r ≤ 0

Evolução da variável interna r: r = maxS∈[0,t][q0, τS]

Evolução do dano: d = 1− q(r)/r, d = [0, 1]

Lei de endurecimento/abrandamento: q(r) = ft e
A h(1−r/ft)

Para o caso 2D: t =

{
σnn
σns

}
; K̂ = (1− d)

1

h
E

[
1 0
0 1/2

]
; JuK =

{
JuKn
JuKs

}

Para o caso 3D: t =


σnn
σns
σnt

 ; K̂ = (1− d)
1

h
E

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/2

 ; JuK =


JuKn
JuKs
JuKt





Capı́tulo 4
Técnica de Fragmentação da Malha

4.1 Introdução

Para o desenvolvimento deste trabalho foi utilizado o software GiD (CIMNE, 2015) durante
as etapas de pré e pós-processamento e o programa in house Omega para análise numérica
dos modelos. Além disso, a introdução dos elementos sólidos de interface foi automatizada,
dando origem a uma rotina que fragmenta a malha inicial. Esta rotina foi escrita em linguagem
FORTRAN e denominada dfrag2d3d. As seções subsequentes expandem a análise e estudo desse
procedimento, explanando quais são as entradas necessárias, as saı́das emitidas, a estrutura do
algoritmo e a interação com as outras ferramentas empregadas.

4.2 Implementação computacional da técnica de fragmentação da malha

De modo geral, o programa dfrag2d3d recebe dados topológicos do sistema, elabora uma nova
topologia, constrói elementos finitos de elevada razão de aspecto e os insere entre os elementos da
malha original, conforme Fig. 4.1 para o caso 2D e Fig. 4.2 para o caso 3D.

Figura 4.1: Técnica de fragmentação da malha para problemas 2D (Adaptado de Sánchez, Manzoli e Guimarães
(2014)): (a) malha original; (b) malha fragmentada; (c) malha com elementos de interface entre os elementos regulares;
(d) par de elementos de interface entre os elementos regulares

Como a topologia, as condições de contorno e a definição dos parâmetros materiais constituem
parte do pré-processo, o programa recebe como dados de entrada informações da malha original
gerada pelo GiD. Logo, o código recebe como dados de entrada o número de nós, elementos, nós
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Figura 4.2: Técnica de fragmentação da malha para problemas 3D (Adaptado de Sánchez, Manzoli e Guimarães
(2014)): (a) malha original; (b) malha fragmentada; (c) malha com elementos de interface entre os elementos regulares;
(d) elementos de interface entre os elementos regulares

por elemento, dimensões e materiais. Além disso, o programa também precisa dos números que
definem cada um dos materiais e a espessura dos elementos finitos de interface que serão inseridos.
Também devem ser listados todos os elementos com os respectivos nós que os definem, além do
material que os compõem. Após a lista de incidência de elementos, todos os nós devem ser inseridos
com as suas correspondentes coordenadas em x e y, no caso 2D, ou em x, y e z para problemas
3D. A Fig. 4.3 ilustra um arquivo padrão resultante do pré-processamento e a Fig. 4.4 mostra um
tı́pico arquivo de entrada de dados para o programa de fragmentação da malha.

Após a leitura de dados, o programa percorre a matriz de conectividade comparando dois
elementos e verifica a existência de nós comuns entre eles. Nas análises realizadas foram utilizados
apenas elementos triangulares, para estudos no plano, e elementos tetraédricos, para sistemas
tridimensionais. Logo, no plano, só são considerados vizinhos os elementos que apresentarem dois
nós em comuns, enquanto no espaço os elementos são definidos como vizinhos quando possuı́rem
três nós em comuns, como mostra a Fig. 4.5.

Figura 4.3: Arquivo com extensão .dat exportado pelo GiD
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Figura 4.4: Arquivo inp3d.dat necessário para executar o programa de fragmentação da malha

As próximas instruções do código executam repetições para inserir novos nós em elementos
que são vizinhos e que pertençam à região que deverá ser fragmentada. Nesta etapa, na região
onde ocorrerá a fragmentação da malha, as coordenadas dos nós serão alteradas reduzindo os
elementos da malha original. Entretanto, esta redução é muito pequena, pois, nas lacunas entre
elementos da malha serão inseridos os elementos de elevada razão de aspecto. Logo, ao término
dessas instruções, os elementos que serão fragmentados estarão separados por uma distância igual
a espessura dos elementos especiais de interface.

Figura 4.5: Elementos finitos adjacentes

No próximo bloco de comandos o código analisa toda a malha, verificando o material de cada
elemento. Caso o material delimite a região de fragmentação, então o programa percorre as quatro
faces do elemento. Assim, com base no elemento e na face considerada, o programa encontra o
elemento vizinho e procura qual face eles compartilham. Caso o elemento adjacente exista, possua
numeração maior do que a do elemento considerado e eles estejam separados, o código deve fazer a
correspondência dos nós. A associação entre os nós é feita pela menor distância entre dois pontos.
Está distância l é calculada como:

lji = (xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2 (4.1)

onde lji é a distância entre os pontos i e j, xj , yj e zj são as coordenadas do ponto j e xi, yi e zi são
as coordenadas do ponto i (Fig. 4.6). Para problemas 2D, zj = zi = 0. Note que l é apenas utilizado
como fator comparativo para fazer a correspondência entre dois nós de elementos diferentes.

O programa segue chamando uma função que calcula o vetor unitário normal à face considerada.
Deve-se ressaltar que o sinal desse vetor define em qual sentido deve ser introduzido os elementos
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Figura 4.6: Associação entre os nós de elementos adjacentes pela menor distância

de interface. Desse modo, deve-se proceder fazendo o produto vetorial no plano da face analisada.
A Fig. 4.6 mostra esquematicamente o vetor resultante do cálculo algébrico.

A partir da Fig. 4.6 é possı́vel observar a influência do sinal. Caso o vetor v3 fosse negativo, isso
indicaria que a interface deveria ser introduzida no sentido contrário. Assim, o programa calcula
o volume vetorialmente para determinação do vetor normal à face e o seu sentido. Contudo, o
módulo desse vetor deve ser unitário, indicando apenas uma direção e um sentido. Assim, o vetor
normal é normalizado.

Com base na orientação espacial dada pelo vetor unitário n e na espessura da interface h,
o código prossegue inserindo os elementos de interface entre os elementos regulares da malha
original (Fig. 4.7). O programa finaliza, retornando como respostas o número de nós, número de
elementos e duas matrizes: a primeira contendo a incidência de todos os elementos e a segunda
com todos os nós e suas respectivas coordenadas.

Figura 4.7: Inserção dos elementos especiais de interface entre os elementos regulares

Ao término do programa, as informações do arquivo de saı́da devem ser copiadas para um
arquivo de cálculo para que possa ser realizado o processamento. Todos os casos estudados do
próximo capı́tulo foram submetidos ao processo de fragmentação da malha. Consequentemente,
o programa desenvolvido foi utilizado extensivamente e, por isso, a automatização possibilitou o
estudo da técnica para diferentes casos e malhas.



Capı́tulo 5
Simulações Numéricas

5.1 Introdução

Todas as estruturas bidimensionais foram modeladas utilizando elementos triangulares lineares,
enquanto os modelos tridimensionais foram simulados com elementos finitos tetraédricos lineares.
Para representar o processo de fissuração foram introduzidos elementos especiais de interface entre
os elementos da malha original. Em alguns casos foram inseridos elementos especiais em toda a
malha. Contudo, em diversas situações os elementos de interface foram inseridos apenas em uma
determinada região da malha original com o intuito de minimizar o tempo de processamento e o
esforço computacional envolvido (MANZOLI et al., 2014).

A parte não-linear das análises foi tratada com um método numérico que combina os
processos iterativos de Newton-Raphson (CRISFIELD, 1991) com a técnica de controle de
deslocamento (BATOZ; DHATT, 1979). O caso envolvendo fraturamento hidráulico é uma
exceção, pois, neste tipo de problema deve-se levar em consideração a influência do fluido no
processo de fratura. O modelo constitutivo de dano à tração de todos os casos foi integrado por
meio do algoritmo implı́cito-explı́cito IMPL-EX abordado no capı́tulo 2. O tamanho dos passos de
carga varia conforme o caso.

Vale frisar que apenas o comportamento dos elementos de interface é descrito pelo modelo de
dano à tração, enquanto os elementos regulares da malha exibem comportamento elástico linear.
Ressalta-se também que o parâmetro A desses elementos munidos com o modelo de dano à tração
foi calculado com base na Eq. (3.29)

5.2 Estudos de casos 2D

Cinco estruturas bidimensionais foram simuladas (duas vigas, duas placas e um poço), sendo
que para os quatro primeiros casos analisados foram geradas malhas com diferentes graus de
refinamento. Além disso, nesses quatro casos contrastou-se as respostas estruturais obtidas para
cada malha com as experimentais, objetivando estudar a dependência da técnica com relação à
malha de elementos finitos. Para a viga de três pontos também analisou-se a influência da espessura
dos elementos de interface na resposta estrutural obtida. O poço foi simulado com o intuito de
mostrar que a técnica também é capaz de tratar problemas de fraturamento hidráulico.

As análises 2D das vigas e das placas foram realizadas considerando estado plano de tensão.
Já no caso do poço admitiu-se estado plano de deformação. Nas próximas subseções serão
apresentados os casos 2D estudados.
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5.2.1 Viga de três pontos

A simulação da viga de três pontos foi desenvolvida com base nos ensaios realizados por Bellego,
Gérard e Pijaudier-Cabot (2000). Assim, três vigas com diferentes alturas foram submetidas a
deslocamentos verticais no topo da seção transversal central da peça. A geometria e as condições
de contorno do presente caso podem ser observadas na Fig. 5.1. Como é possı́vel observar, a malha
foi concebida de tal forma que houve um refinamento apenas na região central da peça. Nota-se
que esse refinamento deve ser realizado na região de propagação da fissura. Consequentemente,
apenas entre os elementos da parte refinada serão inseridos elementos de elevada razão de aspecto.

Figura 5.1: Geometria e condições de contorno da viga de três pontos

Para os elementos regulares da viga de três pontos foram considerados E = 38.5 GPa e ν =
0.24. No caso dos elementos de interface, as seguintes propriedades mecânicas foram utilizadas:
E = 38.5 GPa, ft = 3.6 MPa, Gf = 50 N/m e ν = 0.

Todos os estudos envolvendo a viga de três pontos foram conduzidos considerando incrementos
de deslocamento de 1.25 × 10−4 mm/passo, os quais foram aplicados ao longo de 3200 passos.
Desse modo, calculou-se a carga P (ver Fig. 5.1) para cada incremento de deslocamento no topo da
seção transversal central da viga.

As análises foram realizadas variando o tamanho das amostras e da malha de elementos
finitos. Assim, foram utilizadas três escalas diferentes (D = 320 mm, 160 mm e 80 mm) e para
cada viga foram geradas três malhas com diferentes graus de refinamento, conforme Fig. 5.2 e
Tab. 5.1. Nnos, Nel(r), Nel(i) e Nel(t) referem-se ao número de nós, de elementos regulares, de
elementos de interface e total, respectivamente. Nota-se que a espessura de todas as vigas é 40 mm,
independente da altura D utilizada.

Tabela 5.1: Caracterı́sticas das malhas da viga de três pontos

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t)
malha A 6861 4747 5264 10011
malha B 14335 7335 12672 20007
malha C 36748 14983 34962 49945
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malha A malha B malha C

Figura 5.2: Malhas utilizadas para a análise da viga de três pontos

malha A malha B malha C

Figura 5.3: Malhas da viga de três pontos deformadas
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Observação 5.1. As três malhas mostradas na Fig. 5.2 e na Fig. 5.3 são da peça que possui
D = 160 mm. Essas mesmas malhas também foram empregadas para simular as vigas com
D = 320 mm e D = 80 mm, alternado-se as escalas das malhas.

A Fig. 5.3 mostra a viga fissurada com um fator de ampliação dos deslocamentos exagerado
para mostrar os elementos de interface e, posteriormente, ilustra o padrão da fissura. As soluções
obtidas para cada amostra podem ser observadas na Fig. 5.4. Deve-se ressaltar que não há uma
diferença expressiva entre os resultados obtidos para as diferentes malhas, não evidenciando uma
significativa dependência da malha. Além disso, as respostas decorrentes das análises condizem
com a experimental.

D = 320 mmD = 160 mmD = 80 mm

Figura 5.4: Respostas estruturais para as diferentes amostras e malhas da viga de três pontos

Para a malha B da viga de três pontos também estudou-se a influência da espessura dos
elementos de interface na resposta. Para tanto, analisou-se a peça com D = 160 mm utilizando
três interfaces diferentes com h = 0.1, 0.01 e 0.005 milı́metros. Assim, a resposta estrutural,
mostrada na Fig. 5.5, evidencia que não há uma diferença expressiva nos resultados ao variar-se a
dimensão h do elemento de elevada razão de aspecto.

h=0.1 mm

h=0.01 mm

h=0.005 mm

Figura 5.5: Respostas estruturais para diferentes espessuras de interface
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Empregando o critério de Rankine nas simulações (ao invés daquele baseado na componente do
tensor de tensões normal à base do elemento de interface), as fissuras se desenvolveram conforme
Fig. 5.6, obtendo-se como soluções as curvas ilustradas na Fig. 5.7a. Observe que neste caso as três
malhas foram denominadas como A’, B’ e C’. A Fig. 5.7b mostra a resposta estrutural das soluções
obtidas, comparando os critérios utilizados.

malha A’ malha B’ malha C’
Figura 5.6: Malhas da viga de três pontos deformadas, utilizando o critério de dano de Rankine

’
’
’

’
’
’

(a) (b)

Figura 5.7: Resposta estrutural da viga de três pontos: (a) Critério de dano de Rankine; (b) comparação entre os
critérios de dano
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5.2.2 Viga de quatro pontos

Neste caso, a viga de quatro pontos ensaiada por Arrea e Ingraffea (1982) foi simulada. As
caracterı́sticas geométricas e as condições de contorno da estrutura de concreto são mostradas na
Fig. 5.8. A viga apresenta espessura de 150 mm. Os parâmetros considerados para os elementos
regulares foram E = 28.8 GPa e ν = 0.18. Para os elementos de interface, as seguintes
propriedades mecânicas foram assumidas: E = 28.8 GPa, ν = 0, Gf = 100 N/m, e ft = 2.8 MPa.
Analogamente ao caso anteriormente estudado, apenas a região da malha onde deve ocorrer a
fratura foi refinada e fragmentada.

AB

Figura 5.8: Geometria e condições de contorno para viga de quatro pontos

O estudo foi realizado utilizando seis diferentes malhas: três compostas de muitos alinhamentos,
denominadas A’, B’ e C’, e três malhas com muitos desalinhamentos, chamadas de A, B e C. A
Tab. 5.2 mostra o número de nós (Nnos), elementos regulares (Nel(r)), de interface (Nel(i)) e total
(Nel(t)) de cada malha.

Tabela 5.2: Caracterı́sticas das malhas da viga de quatro pontos

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t)
malha A 16718 7972 15204 23176
malha B 50615 20800 48188 68988
malha C 115772 44491 112170 156661
malha A’ 18730 8232 17456 25688
malha B’ 50053 19191 48476 67667
malha C’ 111113 40271 109134 149405

Dois intervalos de aplicação de deslocamentos foram utilizados nesse caso. Assim, no primeiro
intervalo controlou-se o deslocamento vertical no nó correspondente ao ponto de aplicação da carga
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malha A malha B malha C

malha A’ malha B’ malha C’

Figura 5.9: Malhas da viga de quatro pontos deformadas
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Figura 5.10: Respostas estruturais para a viga de quatro pontos
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P. No segundo intervalo, controlou-se o deslocamento vertical do ponto B (ver Fig. 5.8), isto é, do
ponto associado ao lado direito inferior do entalhe. Enquanto no primeiro intervalo foram aplicados
50 passos de incrementos de deslocamentos de 10−3 mm/passo, no segundo intervalo a viga foi
submetida a 900 passos de incrementos verticais de 2× 10−4 mm/passo.

A Fig. 5.9 ilustra a trajetória da fissura resultante da simulação numérica. Já a Fig. 5.10, mostra
as curvas de P vs. δ e P vs. d, onde P é a carga, δ é deslocamento vertical relativo entre os pontos
A e B (Fig. 5.8) e d é o deslocamento vertical do ponto B. Ainda de acordo com a Fig. 5.10 é
possı́vel observar os resultados decorrentes dos ensaios conduzidos por Arrea e Ingraffea (1982).
Nota-se que as curvas numéricas das malhas não estruturadas estão dentro da região delimitada
pela resposta experimental.

5.2.3 Placa entalhada com carga diagonal

A simulação numérica do presente caso foi baseada nos ensaios relatados por Kobayashi et al.
(1985). Conforme a Fig. 5.11a, a placa possui dimensões de 457 mm × 457 mm, com espessura
de 50.8 mm, e foi submetida a um par de forças F1, que solicita o interior do entalhe, e outro par
de forças F2 que comprime diagonalmente a estrutura. Esse caso também foi estudado mediante
dois intervalos de tempo. O primeiro intervalo consiste na aplicação das cargas F1 e F2 ao longo de
10 passos, conforme Fig. 5.11b. No segundo intervalo controlou-se o deslocamento horizontal no
ponto onde F1 aponta para a direita. Ressalta-se que nesse intervalo a força F2 é mantida constante
ao longo do processo de carga. Assim, a placa é submetida a 1600 passos de 3.5× 10−4mm/passo
nesse segundo intervalo.

(a) (b)
Figura 5.11: Placa entalhada com carga diagonal: (a) geometria e condições de contorno; (b) processo de carga no
primeiro intervalo

Para a presente simulação foram considerados os seguintes parâmetros para os elementos
regulares: E = 31 GPa e ν = 0.2. Já para os elementos de interface, admitiu-se: E = 31 GPa,
ν = 0, ft = 2.7 MPa e Gf = 0.1 N/mm.

As análises foram conduzidas considerando três diferentes malhas, conforme Tab. 5.3. Como
nos casos anteriores, também apenas a região da malha correspondente à propagação da fissura
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foi refinada e fragmentada. A Fig. 5.12 ilustra as três malhas deformadas com suas respectivas
fissuras, enquanto a Fig. 5.13a compara as trajetórias das fissuras obtidas com a experimental. Na
Fig. 5.13b, as curvas F1 vs. CMOD são mostradas, de modo que F1 denota a carga e CMOD é
o deslocamento da abertura dos lábios da fissura (crack mouth opening displacement), i.e., é o
deslocamento horizontal relativo entre os nós A e B (Fig. 5.11a). Como é possı́vel observar, neste
caso também contrastou-se as soluções obtidas com a experimental.

Tabela 5.3: Caracterı́sticas das malhas da placa entalhada com carga diagonal

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t)
malha A 2798 1921 2152 4073
malha B 11076 5725 9812 15537
malha C 43827 18671 41364 60035

malha A malha B malha C

Figura 5.12: Malhas deformadas para a placa entalhada com carga diagonal
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Figura 5.13: Resultados da placa entalhada com carga diagonal: (a) trajetória da fissura; (b) resposta estrutural
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5.2.4 Placa com dois entalhes

Para ilustrar a capacidade da técnica de representar o processo de fissuração em modo misto foi
testada uma espécime plana de concreto com dois entalhes. Este teste foi ensaiado por Nooru-
Mohamed (1992). Como ilustra a Fig. 5.14, a placa de dimensões 200×200×50 mm foi solicitada
inicialmente por uma força Ps = 10 kN e posteriormente submetida a deslocamentos verticais Un.
Logo, enquanto no primeiro intervalo aplicou-se 10 passos de carga na placa, no segundo intervalo
houve o controle dos deslocamentos verticais no topo da peça, de modo que foram aplicados 1600
passos de 10−4 mm/passo. Observa-se que durante a imposição de Un, a carga Ps se manteve
constante.

Figura 5.14: Geometria e condições de contorno para a placa com dois entalhes

O módulo de elasticidade E = 32 GPa e o coeficiente de Poisson ν = 0.18 foram utilizados
como parâmetro para os elementos finitos regulares. No caso dos elementos de interface, adotaram-
se: E = 32 GPa, ν = 0, Gf = 25 N/m e ft = 2.5 MPa.

Para o presente estudo, também foram geradas três malhas com diferentes refinamentos como
mostra a Tab. 5.4. A Fig. 5.15 ilustra as fissuras decorrentes do processo de fratura para as
três malhas analisadas. A Fig. 5.16 compara as fissuras simuladas e a fissura ensaiada por
Nooru-Mohamed (1992). A Fig. 5.16 também mostra as respostas estruturais numéricas e a
decorrente do experimento. Pode-se observar que o resultado numérico representou adequadamente
o experimental, não demonstrando dependência significativa da malha.

Tabela 5.4: Caracterı́sticas das malhas da placa com dois entalhes e tempo de processamento

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t) tp [h : m : s]

malha A 2959 1794 2418 4212 0:3:31
malha B 8470 3632 2280 5912 0:10:31
malha C 24455 14826 20324 35150 3:29:49

Nesse caso, também avaliou-se o tempo de processamento envolvido (tp). Para tanto, todas as
malhas foram simuladas com o mesmo número de passos de carregamento. A Tab. 5.4 mostra o
tempo que cada malha levou para ser processada.
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malha A malha B malha C
Figura 5.15: Malhas deformadas para a placa com dois entalhes
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Figura 5.16: Respostas estruturais para a placa com dois entalhes

Como é possı́vel notar na Fig. 5.16, na região de pico há uma diferença entre as respostas
numéricas e experimental. Com o intuito de mostrar que tal diferença não é decorrente do processo
de integração IMPL-EX, uma análise de convergência foi realizada. Dessa forma, analisou-
se a malha B considerando 400, 800 e 1600 passos de 0.0004, 0.0002 e 0.0001 mm/passo,
respectivamente. As curvas da análise de convergência podem ser observadas na Fig. 5.17. Como
é possı́vel notar, não há uma diferença significativa entre as curvas de 800 e 1600 passos. Tal fato
evidencia a convergência do resultado.

5.2.5 Ensaio de infiltração

Com o intuito de demonstrar a capacidade da técnica em representar fraturas hidráulicas, o poço
simulado por Wang et al. (2009) também foi analisado empregando a técnica proposta. Este tipo de
problema requer o uso de sistemas hidromecânicos acoplados para a análise e, consequentemente,
há a necessidade de se considerar a parte hidráulica e estabelecer uma equação que relacione a
fratura e o fluı́do aplicado. Para este fim, o apêndice A do presente trabalho apresenta a teoria
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U  (mm)

Figura 5.17: Respostas estruturais para a placa com dois entalhes

e as formulações consideradas para esse tipo de análise. Ressalta-se que problemas envolvendo
fraturamento hidráulico são bastante complexos e o estudo detalhado sobre as soluções obtidas a
partir dese tipo de análise estão fora do escopo deste trabalho.

Assim, neste estudo de caso, uma taxa de injeção constante de q = 15×10−5 m3/s é aplicada no
poço de um sólido saturado. A Fig. 5.18 mostra a malha, a geometria e as condições de contorno
do problema. Para este estudo, em todos os elementos da malha que compõem o sólido foram
inseridos elementos de elevada razão de aspecto. O sólido é submetido a um estado de tensões
anisotrópico, isto é, σv 6= σh. A injeção de fluido ao longo do tempo causa uma pressão radial nas
paredes do poço. Assim, a pressão cresce gradualmente. Quando a fratura induzida pela pressão
hidráulica começa, a pressão na parede do poço decresce.

Figura 5.18: Geometria e condições de contorno para o ensaio de infiltração

O comportamento dos elementos regulares da malha é linear elástico com E = 5000 MPa e
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ν = 0.25 e permeabilidade intrı́nseca k0 = 2 × 10−18 m2. Os parâmetros materiais dos elementos
de interface são: E = 5000 MPa, k0 = 2× 10−18 m2, ft = 2.8MPa e Gf = 100 N/m. Nota-se que
K0 é a condutividade hidráulica antes do processo de fissuração. Quando o meio começa a fissurar,
a permeabilidade dos elementos de interface cresce conforme Eq. (A.26).

Dois diferentes casos foram simulados. No primeiro assumiu-se σv = 1 MPa e σh = 2 MPa.
A Fig. 5.19 mostra os principais resultados para este caso. Desse modo, a trajetória da fratura é
ilustrada na Fig. 5.19a, o estado de tensões vertical é mostrado na Fig. 5.19b e a pressão fluı́dica é
exibida na Fig. 5.19c. No segundo caso admitiu-se σv = 2 MPa e σh = 1 MPa. Similarmente,
as Fig. 5.19a, Fig. 5.19b e Fig. 5.19c mostram a fratura, o estado de tensões horizontal e a
pressão fluı́dica, respectivamente. Como esperado, no primeiro caso a fratura se propaga na direção
horizontal, enquanto no segunda caso a fratura se desenvolve na direção vertical.
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Figura 5.19: Ensaio de infiltração admitindo σv = 1MPa e σh = 2MPa: (a) trajetória da fratura; (b) estado de
tensões verticais; (c) pressão fluı́dica
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Figura 5.20: Ensaio de infiltração admitindo σv = 2MPa e σh = 1MPa: (a) trajetória da fratura; (b) estado de
tensões verticais; (c) pressão fluı́dica

5.3 Estudos de casos 3D

Duas estruturas, a viga de três pontos e a placa com dois entalhes, também foram analisadas
utilizando modelos 3D com a finalidade de demonstrar a capacidade da técnica de representar
o processo de formação e propagação de fissuras em casos tridimensionais. Nesse sentido, foi
utilizado o critério de dano baseado na componente normal à base dos elementos de interface
tetraédricos. As curvas obtidas para esses casos foram comparadas com a resposta experimental e
com as curvas decorrentes dos estudos 2D do presente trabalho. As próximas subseções descrevem
as análises 3D desenvolvidas.
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5.3.1 Viga de três pontos

A viga de três pontos com D = 160 mm ensaiada por Bellego, Gérard e Pijaudier-Cabot
(2000) também foi analisada tridimensionalmente. Assim, o estudo foi conduzido admitindo a
mesma geometria e condições de contorno utilizados nas análises 2D. Os parâmetros também
foram considerados os mesmos do caso 2D, com exceção da energia de fratura que foi assumida
Gf = 35 N/m.

Observação 5.2. A energia de fratura considerada na análise tridimensional é menor do que
aquela utilizada na análise bidimensional. Tal fato ocorre devido às diferenças existentes entre as
superfı́cies de fratura 2D e 3D, pois, problemas 2D não levam em consideração as irregularidades
da malha na terceira dimensão (Fig. 5.21). Além disso, em ensaios experimentais admite-se uma
superfı́cie teórica suave para determinação da energia de fratura. Portanto, como a fissura deve
contornar os elementos regulares da malha e em simulações 3D existem muitos desalinhamentos,
foi necessário ajustar a energia de fratura do modelo para se obter dissipação similares, já que as
superfı́cies de fratura resultantes nas análises tridimensionais são maiores.

(a) (b)

Figura 5.21: Superfı́cies de fratura da viga de três pontos: (a) superfı́cie da análise 2D; (b) superfı́cie da análise 3D.

Analogamente aos casos anteriormente estudados, três malhas com diferentes números de nós e
elementos foram simuladas, como mostra a Tab. 5.5. As fissuras para as três malhas empregadas
podem ser observadas conforme a Fig. 5.22. A Fig. 5.23a ilustra a curva estrutural para as malhas
simuladas, enquanto a Fig. 5.23b apresenta uma comparação entre as respostas obtidas a partir das
análises 2D e 3D.

Tabela 5.5: Caracterı́sticas das malhas 3D da viga de três pontos

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t)
malha D 8345 4044 11253 15297
malha E 20340 7471 28851 36322
malha F 31333 12638 43647 56285
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malha D malha E malha F

Figura 5.22: Malhas deformadas da viga de três pontos (Análise tridimensional)

(a) (b)
Figura 5.23: Respostas estruturais para a viga de três pontos: (a) Análise tridimensional; (b) Comparação entre as
curvas obtidas a partir das análises 2D e 3D

5.3.2 Placa com dois entalhes

O ensaio conduzido por Nooru-Mohamed (1992) também foi simulado tridimensionalmente
empregando três diferentes malhas (Tab. 5.6) e considerando as mesmas condições de contorno,
geometria e propriedades mecânicas dos estudos 2D realizados na subseção 5.2.4 (Fig. 5.14).

Tabela 5.6: Caracterı́sticas das malhas 3D da placa com dois entalhes

Malha de elementos finitos Nnos Nel(r) Nel(i) Nel(t)
malha D 7160 2537 9678 12215
malha E 12974 4517 18204 22721
malha F 43398 9633 33765 43398

A Fig. 5.24 mostra as trajetórias das fissuras para as diferentes malhas empregadas. A Fig. 5.25a
ilustra a resposta estrutural para as três malhas empregadas nas análises 3D e a Fig 5.25b compara
os resultados 2D e 3D obtidos.
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]
malha D malha E malha F

Figura 5.24: Malhas deformadas da placa com dois entalhes (Análise tridimensional)

experimental experimental

(a) (b)
Figura 5.25: Respostas estruturais para a placa com dois entalhes: (a) Análise tridimensional; (b) Comparação entre
as curvas obtidas a partir das análises 2D e 3D



Capı́tulo 6
Considerações Finais

6.1 Conclusão

No presente trabalho apresentou-se uma nova metodologia capaz de representar o processo de
formação e propagação de fissuras em materiais quase-frágeis, para diferentes casos e com
diferentes malhas.

A metodologia, denominada fragmentação da malha, mostrou-se eficaz para simular a formação
de fissuras sem a necessidade de um tratamento especial para construção da trajetória da fissura,
como ocorre no caso dos elementos com descontinuidade incorporada ou do Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG). Assim, a técnica consiste em fragmentar os elementos da malha
original, introduzindo elementos de elevada razão de aspecto, que são capazes de representar a
cinemática de descontinuidade forte, como na ACDF. Assim, a metodologia altera a topologia
do problema inicial, mas não muda a disposição dos elementos. Desse modo, quando o dano é
atingido, os elementos especiais são ativados e, como estes contornam os elementos regulares, o
processo de fissuração ocorrerá entre os elementos da malha inicial.

Apesar de parecer evidente a influência da malha na técnica, o método não apresentou
dependência significativa para malhas não estruturadas, de tal forma que os desalinhamentos não
influenciaram na resposta estrutural ou mesmo no padrão da trajetória das fissuras.

Os exemplos numéricos simulados demonstraram que o método também foi capaz de reproduzir
os padrões de fissuras desenvolvidos em ensaios experimentais. Além disso, o método de
fragmentação também foi capaz de representar o processo de fissuração em modo misto, também
não evidenciando influencia significativa da malha na resposta.

A irregularidade na trajetória da superfı́cie da fissura é inerente ao método estudado e pode não
ser compatı́vel com as superfı́cies teóricas suaves consideradas para a determinação da energia
de fratura em ensaios experimentais. Esta diferença pode ser mais pronunciada em simulações
tridimensionais.

6.2 Principais contribuições

As principais contribuições conferidas pelo presente trabalho são as seguintes:

• apresentação, validação e avaliação de uma nova técnica capaz de representar o fenômeno de
localização de deformação em materiais quase-frágeis, sem a necessidade de utilizar técnicas
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de reconstrução progressiva da malha ou algoritmos para construção da trajetória da fissura;

• desenvolvimento de um novo critério de dano baseado na componente do tensor de tensões
que é normal à base do elemento de interface;

• extensão da técnica estudada para sistemas hidromecânicos acoplados, mostrando que
a metodologia também pode ser empregada para problemas envolvendo fraturamento
hidráulico.

6.3 Trabalhos futuros

As contribuições decorrentes do presente trabalho são imprescindı́veis para o desenvolvimento de
novos estudos envolvendo a técnica de fragmentação da malha, uma vez que os resultados obtidos
permitem uma avaliação detalhada da metodologia. Dessa forma, pode-se sugerir como trabalhos
futuros:

• estudos mais detalhados com relação a problemas acoplados. Neste contexto, pode-se
empregar a técnica proposta para descrever o processo de ressecamento de solos ou até
mesmo para simular meios porosos naturalmente fraturados;

• estudos mais detalhados a respeito da irregularidade na trajetória da fissura, a qual é intrı́nseca
ao método, de modo a esclarecer se a energia de fratura considerada deve refletir o grau de
desalinhamento da malha para a adequada dissipação de energia;

• extensão da formulação para tratar de casos envolvendo deformações finitas, isto é, quando a
hipótese de pequenas deformações não é válida;

• aplicação da técnica para tratar modelos multiescala. No caso do concreto, por exemplo,
elementos de interface são inseridos entre os elementos que compõem a matriz e entre a
interface agregado – matriz;

• desenvolvimento de métodos para otimização do tempo de processamento, inserindo os
elementos de elevada razão de aspecto durante a análise, mediante um processo adaptativo;

• extensão a outros modelos constitutivos que possam também representar, dentre outros, o
fenômeno de dano à compressão.
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BORST, R. D.; MÜHLHAUS, H.-B. Gradient-dependent plasticity: Formulation and algorithmic
aspects. International Journal for Numerical Methods in Engineering, Wiley Online Library, v. 35,
n. 3, p. 521–539, 1992.
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GUIMARÃES, L. d. N.; GENS, A.; OLIVELLA, S. Coupled thermo-hydro-mechanical and
chemical analysis of expansive clay subjected to heating and hydration. Transport in porous
media, Springer, v. 66, n. 3, p. 341–372, 2007.
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Apêndice A

Fraturamento Hidráulico

A.1 Introdução

Dados do relatório de 2013 da Agência Internacional de Energia (IEA, 2013) mostram que a
produção de petróleo no Brasil atingirá 6 mb/dia em 2035, tornando o paı́s o sexto maior produtor
do mundo. Ainda de acordo com o relatório, o aumento na produção de gás natural permitirá
cobrir todas as necessidades domésticas do paı́s em 2030. Contudo, a IEA afirma que também
haverá um aumento no consumo de energia em virtude da necessidade de energia de uma classe
média em expansão. Assim, a Agência de Energia relata que o desenvolvimento de um mercado
de gás bem-sucedido pode dinamizar os investimentos e melhorar a competitividade da indústria
brasileira.

Entretanto, apesar das previsões favoráveis com relação a produção de energia a partir de
combustı́veis fósseis, as técnicas para obtenção de óleo e gás estão se tornando cada vez mais
complexas e sofisticadas. A injeção de fluidos (e.g. H2O, CO2) sob altas pressões é geralmente
necessária para obtenção de óleo e gás em reservatórios convencionais. Procedimentos similares
são utilizados para produção de combustı́veis em reservatórios muito profundos, como por exemplo
a bacia de Santos. Projetos para extração e injeção de fluidos a altas profundidades aumentam
sensivelmente os riscos geomecânicos (VIDIC et al., 2013), podendo induzir movimentos de
descontinuidades tais como falhas e fraturas no interior e na vizinhança do reservatório. Assim,
é necessário estudar o meio contı́nuo considerando condições de temperatura e pressão não
convencionais. De acordo com Secchi e Schrefler (2014), em campo é muito difı́cil obter
informações diretas sobre a evolução das fraturas e poucos dados são conhecidos ou acessı́veis.
Ainda de acordo com os autores, geralmente dois tipos de medições são principalmente realizadas:
monitoramento da flutuação da pressão na bomba de injeção e registro da medição acústica na
superfı́cie. Desse modo, análises numéricas são extremamente úteis para a obtenção de mais
informações a respeito do comportamento das descontinuidades sob tais condições.

Técnicas computacionais avançadas permitem modelar o comportamento de reservatórios
naturais de gás e óleo, baseando-se nas equações de continuidade e constitutivas que descrevem
o comportamento das rochas (sólidos), fluidos (água e gás) e suas interações. Assim, adaptando
a formulação matemática proposta por Olivella et al. (1994), consideram-se as equações de
conservação de massa de água e gás. No caso do meio poroso deformável, também se deve
admitir a conservação da quantidade de movimento. Para processos não-isotérmicos, a conservação
de energia interna total do meio poroso também deve ser admitida. Logo, considerando o
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método dos elementos finitos, as incógnitas do problema Termo-Hidro-Mecânico (THM) por nó
da malha são: pressões, deslocamentos e temperatura para os problemas hidráulico, mecânico
e térmico, respectivamente. Portanto, evidentemente é imprescindı́vel a utilização de uma
ferramenta numérica capaz de tratar problemas THM de forma totalmente acoplada. Assim, no
presente projeto, as análises serão realizadas com o auxı́lio do programa de elementos finitos
CODE BRIGHT (COupled DEformation, BRIne, Gas, and Heat Transport) que é capaz de resolver
problemas THM de forma totalmente acoplada (OLIVELLA et al., 1996). Este software vem sendo
amplamente utilizado na engenharia geotécnica (SÁNCHEZ et al., 2014; COSTA et al., 2008),
geotecnica ambiental (SÁNCHEZ; SHASTRI; LE, 2014; SÁNCHEZ; GENS; GUIMARÃES,
2012; SÁNCHEZ; GENS; OLIVELLA, 2012, 2010; GENS et al., 2009; SÁNCHEZ et al.,
2008; GUIMARÃES; GENS; OLIVELLA, 2007; GUIMARÃES et al., 2006; MATA et al., 2005;
GENS et al., 2002) e na engenharia de petróleo (PEREIRA et al., 2014; GUIMARAES; GENS;
OLIVELLA, 2004). Entretanto, para representar o processo de descontinuidades no meio foi
necessário implementar no programa uma técnica capaz de simular a descontinuidade e também
descrever o comportamento entre o fluido e a fratura. Assim, o modelo de dano apresentado no
capı́tulo 2 e os elementos de elevada razão de aspecto do capı́tulo 3 foram usados para representar
essas descontinuidades em problemas acoplados. Nota-se que a implementação do método da
fragmentação da malha no código CODE BRIGHT foi realizada em conjunto com o grupo de
pesquisa da UFPE.

O presente apêndice objetiva mostrar o equacionamento para sistemas acoplados hidromecânicos,
bem como revisar alguns conceitos geotécnicos imprescindı́veis para compreender adequadamente
o problema.

A.2 Formulação hidromecânica

Sistemas hidromecânicos acoplados são aqueles onde ambos os problemas, o comportamento
mecânico do meio poroso e o fluxo fluı́dico, são resolvidos mutuamente. Consequentemente,
devem-se considerar modelos matemáticos para cada fenômeno. Em geral, este tipo de problema é
bastante complexo e nem sempre existem soluções analı́ticas.

Nesta seção, a formulação matemática multifásica proposta por Olivella et al. (1994) é
apresentada. Desse modo, as equações empregadas para modelar o fluxo de fluidos, o
comportamento mecânico e o sistema acoplado são descritas. Mas primeiro, conceitos básicos
tais como porosidade, grau de saturação, capilaridade, densidade e permeabilidade serão revisados.

A.2.1 O meio poroso

Segundo Bear (2013), um meio poroso é uma porção do espaço ocupada por matéria heterogênea
ou multifásica, onde ao menos uma das fases que compreende esta matéria não é sólida (i.e., elas
podem ser lı́quida e/ou gasosa). Assim, as fases que não são parte da fase sólida constituem o
espaço vazio (algumas vezes referido como espaço poroso). Há muito exemplos de materiais
porosos. Solos, rochas fraturadas e materiais cerâmicos são apenas alguns exemplos. Neste
trabalho, o meio poroso será estudado considerando uma aproximação contı́nua, ou seja, serão
desconsideradas as lacunas ou espaços vazios decorrentes da estrutura molecular da matéria. Dessa
forma, as leis fı́sicas e as equações que regem o problema são definidas por funções contı́nuas.
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A.2.2 Porosidade, grau de saturação e capilaridade

Com o intuito de explicar algumas propriedades do meio poroso, considera-se o meio poroso
ilustrado na Fig. A.1. Como é possı́vel observar, o meio consiste de três fases: uma fase sólida,
uma lı́quida e outra gasosa.

Figura A.1: Meio poroso

A Porosidade (φ) é definida como a razão entre o volume de vazios (Vv) e o volume total do
material (Vt), i.e.

φ =
Vv
Vt

=
Vt − Vs
Vt

(A.1)

onde Vs é o volume de sólidos em Vt. Em reservatórios geomecânicos, os espaços vazios podem
conter água, óleo, e gás, constituindo um sistema trifásico. No caso de sistemas bifásicos o fluido
pode ser água e óleo, água e gás ou óleo e gás. Um sistema monofásico ocorre quando há apenas
um fluido no meio poroso.

Outra importante propriedade dos meios porosos é o grau de saturação (Sα) que é dado pela
razão entre o volume da fase α (Vα) e o volume de vazios, ou seja

Sα =
Vα
Vv

(A.2)

Assim, evidentemente cada fase tem o seu grau de saturação, por isso em um sistema multifásico,
a soma de todas as fases é sempre 1, i.e.

n−fases∑
α=1

Sα = 1⇒ 0 ≤ Sα ≤ 1 (A.3)

onde α = w, α = g e α = o indicam água, gás e óleo, respectivamente. O meio poroso é dito
saturado quando o volume de espaços vazios está completamente preenchido por fluidos que não
sejam o ar.
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Em sistemas multifásicos, o fluxo também é influenciado pela força da capilaridade, a qual atua
na interface entre os fluidos. Por outro lado, em um sistema monofásico o fluxo é governado pelas
forças que são definidas pelo gradiente de pressão. Como o presente trabalho assume o meio poroso
completamente saturado com água, consequentemente Sw = 1 e a ação da capilaridade não será
considerada.

A.2.3 Permeabilidade

Segundo Gomes (2009), a condutividade hidráulica de rochas e solos mede a influência da
viscosidade do fluido e a adesão na superfı́cie dos grãos. Desse modo, define-se condutividade
hidráulica através da seguinte equação:

Kα = keff
ρα g

µα
(A.4)

onde ρα é a densidade da fase α, µα é a viscosidade dinâmica do fluido, g é a aceleração devido a
gravidade e keff é a permeabilidade efetiva definida por

keff = k kr α, com 0 ≤
n−fases∑
α=1

kr α ≤ 1 (A.5)

sendo k o tensor de permeabilidade intrı́nseca e kr α a permeabilidade relativa.
A permeabilidade intrı́nseca depende somente das propriedades do maciço rochoso e é expressa

por um tensor cujas componentes variam conforme a uniformidade do material. Em outras palavras,
o tensor k depende se o material é homogêneo ou heterogêneo e se é isotrópico ou anisotrópico.
Assim, no caso de um material heterogêneo, o tensor de permeabilidade é dado por

k =

k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33

 para análises 3D, e k =

[
k11 k12

k21 k22

]
para análises 2D (A.6)

Se o material tem um comportamento isotrópico, como no caso de solos, o tensor de permeabilidade
pode então ser escrito como

k = k I =

k 0 0
0 k 0
0 0 k

 para análises 3D, e k =

[
k 0
0 k

]
para análises 2D (A.7)

A permeabilidade relativa é uma quantidade adimensional que depende da saturação. Ela é uma
caracterı́stica da fase e pode ser determinada empregando aproximações analı́ticas, como as funções
de Brooks-Corey e van-Genutchen (HELMIG et al., 1997). Como o presente trabalho considera o
meio saturado com água, usa-se kr w = 1.

A.2.4 Formulação hidráulica

O problema de fluxo de fluidos em meios porosos pode ser matematicamente modelado por meio
das equações de balanço e da lei de Darcy. Como admitiu-se um meio saturado com água, a única
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equação de balanço de massa considerada foi a de balanço de massa de água. A análise do sistema
fluı́dico foi realizado assumindo a lei de Darcy, a qual estabelece uma relação entre o fluxo do
fluido e o campo de pressões. Assim, segundo esta lei, para um fluido Newtoniano em regime de
escoamento laminar, o fluxo fluı́dico em um meio poroso pode ser expresso por

q = −K ·∇h (A.8)

sendo q o fluxo fluı́dico, K o tensor de condutividade hidráulica e ∇h a carga hidráulica definida
como

∇h = ∇
(
p

ρ g
+ z

)
(A.9)

onde o primeiro termo dentro dos parenteses é denominado piezométrico e o segundo termo é
chamado altimétrico. Assim, substituindo as Eqs (A.4) e (A.9) na Eq. (A.8), obtém-se

q = −k kr
ρ g

µ

 1

ρ g

∇p+ ρ g∇z︸︷︷︸
−g

 = −k
kr
µ

[∇p− ρg] (A.10)

onde ∇p é o gradiente de pressões e g é o vetor de aceleração da gravidade.
Assumindo fluxo isotérmico, a densidade pode ser escrita como

ρ = ρ0 e
C(p−p0) (A.11)

onde ρ0 é a densidade do fluido em uma determinada pressão de referência p0 e C é o fator de
compressibilidade do fluido. Segundo Gomes (2009), em várias situações o fluxo é considerado
incompressı́vel, i.e., a densidade do fluido é constante. Contudo, ao admitir-se a compressibilidade
do fluido, a fı́sica do problema torna-se mais consistente e com efeito relevante no comportamento
do fluido.

Logo, a equação de balanço de água é descrita por três termos, onde o primeiro termo é
denominado termo de armazenamento, o segundo é o termo de fluxo e o terceiro é definido como
termo de fonte/sumidouro de massa da água:

∂

∂t
(φS ρ) + ∇ · j− f = 0 (A.12)

sendo f a taxa de produção de fluido por unidade de volume e j o fluxo total do fluido. Segundo
Olivella et al. (1994), o fluxo total pode ser decomposto em um termo advectivo e um não-
advectivo, isto é:

jw = ρq + φS ρ u̇ (A.13)

onde u̇ é a velocidade de deslocamento da fase sólida. O segundo termo da equação acima é
designada termo de Biot e é definido como o fluxo da fase fluı́dica devido ao movimento da fase
sólida com relação à configuração de referência. Neste trabalho desconsiderou-se o fluxo de Biot.
Assim, pode-se rescrever a Eq. (A.12) como

∂

∂t
(φS ρ) + ∇ · (ρq)− f = 0 (A.14)
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Desse modo, substituindo a Eq. (A.10) na Eq. (A.14), pode-se escrever:

∂

∂t
(φS ρ) + ∇ ·

(
−ρk

kr
µ

[∇p− ρ g]

)
− f = 0 (A.15)

Como anteriormente mencionado, admitiu-se o meio saturado com água. Portanto, água é o único
fluido do meio poroso. Consequentemente, as Eqs (A.11) e (A.15) tornam-se

ρw = ρw0
eC(pw−pw0) (A.16)

∂

∂t
(φ ρw) + ∇ ·

(
−ρw0

k
1

µw

[
∇pw − ρw0

g
])
− fw = 0 (A.17)

As condições iniciais e de contorno dependem do problema que pretende-se resolver. Como
um exemplo de condição inicial, pode-se assumir um tempo inicial t0 = 0 no qual a pressão p0 é
conhecida ao longo do meio. Ressalta-se que em problemas hidráulicos o campo de pressões é a
condição de contorno essencial e o fluxo é a condição de contorno natural.

A.2.5 Formulação mecânica

De acordo com a teoria da mecânica do contı́nuo (MALVERN, 1969), a soma das forças
atuantes no meio é igual à taxa temporal de variação do seu momento linear. Contudo, como
apenas análises quase-estáticas foram realizadas, os termos inerciais podem ser desconsiderados e,
consequentemente, o balanço de momento torna-se a seguinte equação de equilı́brio:

∇ · σ + b = 0 (A.18)

onde σ é o tensor de tensões total e b é o vetor de forças de corpo, ou de volume.
Segundo o princı́pio de Terzaghi (TERZAGHI, 1943), em um meio poroso deformável, a poro-

pressão afeta o estado de tensões tal que

σ = σ′ + pw I (A.19)

onde σ′ é o tensor de tensões efetivas, I é o tensor unitário de segunda ordem e pw é a poro-
pressão. Ressalta-se que os tensores de tensões efetivas σ′ do presente capı́tulo e σ̄ do capı́tulo 2
são diferentes. Nesse caso, o tensor σ′ corresponde ao tensor de tensões aparantes do capı́tulo 2.

Substituindo a Eq. (A.19) na Eq. (A.18), obtém-se:

∇ · σ′ + ∇pw + b = 0 (A.20)

Esta equação computa a mudança nas tensões efetivas, a qual tende a aumentar conforme a poro-
pressão decresce.

Todas as simulações foram realizadas no contexto da teoria de pequenas deformações. Logo,
as deformações são definidas pelo tensor de deformações infinitesimais ε. O acoplamento entre o
fluxo e a equação mecânica está somente presente na componente volumétrica de ε (JHA, 2005).
Portanto,

ε =
1

2
εvI + εd, εv = tr(ε) = ∇ · u (A.21)
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onde εd e εv são as partes desviadora e volumétrica do tensor de deformações, respectivamente.
O contorno é denominado essencial e denotado por Γu quando há deslocamentos prescritos; e

é contorno natural e denotado por Γσ quando há tensões da superfı́cie prescritas (Fig. A.2). Os
valores prescritos são identificados por um asterisco. Portanto, pode-se escrever

u = u∗ em Γu

σ · nΓ = t∗ em Γσ
(A.22)

Finalmente, o modelo de dano à tração proposto no capı́tulo 2 é utilizado para simular o
comportamento mecânico do material que pode sofrer degradação.

domínio
contorno

Figura A.2: Condições de contorno mecânicas de um meio contı́nuo

A.2.6 Modelo de placas paralelas

De acordo com Sarkar, Toksoz e Burns (2004), o único modelo de fratura capaz de calcular a
condutividade hidráulica é o modelo de placas paralelas (HUITT, 1956; SNOW, 1965). Esta
formulação é bastante simples e permite modelar o fraturamento hidráulico adequadamente. Neste
modelo, as paredes da fratura são representadas por duas placas paralelas, separadas por uma
abertura JuKn, conforme Fig. A.3. Como é possı́vel observar, o fluxo ocorre no espaço entre
as paredes dessas placas. A largura da fratura e o seu comprimento são denotados por b e l,
respectivamente. Desse modo, este modelo cria um gradiente de pressões uniforme no plano da
fratura, levando a um fluxo unidirecional. Neste caso, o fluxo está na direção x e dessa forma
somente a componente x da velocidade, u̇, existe (SARKAR; TOKSOZ; BURNS, 2004). Desse
modo, a solução analı́tica para a velocidade é

u̇(z) =
1

2µ

(
pi − p0

l

)
z(JuKn − z) (A.23)

onde p0 e pi são as pressões na entrada e saı́da, respectivamente.
O fluxo total que passa pela fratura é determinado integrando a velocidade sobre a fratura de

z = 0 a z = h. Assim, para uma largura b

qx =

∫ JuKn

0

b

2µ

(
pi − p0

l

)
z(JuKn − z) dz = −b JuK3

n

12µ

(
p0 − pi

l

)
(A.24)

Para o caso unidirecional, a lei de Darcy pode ser expressa pela seguinte equação

qx = −ksA
µ

(
p0 − pi

l

)
(A.25)
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onde ks é a permeabilidade da fratura e A = b JuKn é a área da seção transversal. Substituindo a
Eq. (A.24) na Eq. (A.25), obtém-se:

ks =
JuK2

n

12
(A.26)

A Eq. (A.26) estabelece a relação entre a permeabilidade da fratura e a sua abertura. Nota-se que a
fratura aumenta a permeabilidade do meio.

Figura A.3: Condições de contorno mecânicas de um meio contı́nuo

A.2.7 Esquema hidromecânico acoplado

Um problema acoplado consiste de dois ou mais sistemas fı́sicos que interagem entre si. Para o caso
de reservatórios geomecânicos, a relação existente entre tensão e fluxo caracteriza um problema
acoplado. No caso de fraturamento hidráulico, o problema envolve um acoplamento de no mı́nimo
três processos: (1) a deformação mecânica induzida pela pressão fluı́dica, (2) o fluxo do fluido
dentro da fratura e (3) a propagação da fratura (ADACHI et al., 2007).

Dentre os vários métodos existentes para resolver sistemas acoplados, o presente trabalho
utilizou o chamado método explı́cito, no qual a relação entre as equações mecânicas e de
fluidos constituem um acoplamento fraco. Nesse caso, mudanças na pressão fluı́dica provocam
deformações no meio, mas alterações no estado de tensões não afetam as poro-pressões.

A Fig. A.4 ilustra um fluxograma para o acoplamento explı́cito. Como é possı́vel observar, o
sistema requer a solução de dois sistemas: um para o fluxo, o qual calcula o campo de pressões p; e
um outro para resolver a parte de mecânica dos sólidos, o qual computa o campo de deslocamento u.
Quando o meio exibe um comportamento não-linear, procedimentos Newton-Raphson são usados
para resolver o sistema de equações.
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Figura A.4: Fluxograma do método do acoplamento explı́cito (adaptado de Yaqueto (2011))


