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RESUMO

Neste trabalho estudamos problemas de controle o6timovadiéere intervalar fuzzy. Em
particular, propomos problemas de controle 6timo via éede incerteza generalizada e teoria
dos conjuntos fuzzy. Dentre 0s varios tipos de incertezargdinada utilizamos apenas a inter-
valar. Embora as abordagens do processo de solucéo dosrpestdie controle 6timo intervalar
e intervalar fuzzy sejam similares, as premissas iniciaia p uso e identificacdo de aplicacao
delas em problemas praticos sao distintas assim como Btdistprocesso de tomada de deci-
sdo. Assim, propomos inicialmente o problema de contrameadintervalar em tempo discreto.
A primeira proposta de solucéo para o problema de controfedntervalar em tempo discreto
€ construida usando a aritmética intervalar restrita deis\gimples juntamente com a técnica
de programacéo dinamica. As respostas do problema de dtnmo intervalar contém as
possibilidades de solugbes viaveis, e para implementarsaatigado viavel para o usuario fi-
nal usamos a solu¢do que minimiza o arrependimento maxirm@xemplos numéricos. A
segunda proposta de solucdo para o problema de controle iftiervalar em tempo discreto
€ realizada com a aritmética intervalar restrita uma vezegsa aritmética intervalar € mais
geral do que a aritmética intervalar restrita de niveis Empois ndo considera os intervalos
envolvidos nas operac¢des variando de forma dependentendo® numéricos também foram
construidos e ilustram o método de solucéo. Por fim estudarposblema de controle 6timo
intervalar fuzzy em tempo discreto via aritmética fuzzynzsde niveis simples. Desta forma
inicialmente definimos fungdes intervalares fuzzy parangerlidar com a dindmica de uma
equacdao de diferenca intervalar fuzzy. Além disso, a progcdio dindmica intervalar fuzzy
€ desenvolvida para obter a solucéo intervalar fuzzy otilguns exemplos numericos ilus-
tram a teoria e fornecem ao usuério uma solugéo pratica pordonenétodo de defuzzificacao
chamado centro de gravidade.

Palavras-chave: Problemas de controle 6timo intervalar. Problemas de alen@timo inter-
valar fuzzy. Aritmética intervalar. Programacao dinamibecerteza generalizada. Conjuntos
fuzzy.



ABSTRACT

In this work we study the interval optimal control problemdafuzzy interval optimal
control problem. In particular, we propose optimal conprblems via theory of generalized
uncertainty and fuzzy set theory. Among the various typegenieralized uncertainty we use
only the interval uncertainty. Although the approachesdivesthe interval optimal control
problem and fuzzy interval optimal control problem are $amithe input data for problems with
generalized uncertainty and flexibility are distinct as igidct the decision-making process.
Thus, we initially propose the discrete-time interval ol control problem. The first solution
method to solve the discrete-time interval optimal conpralblem is constructed using single-
level constrained interval arithmetic coupled with a dymaprogramming technique. The
optimal interval solution contains the real-valued oplis@utions, and to implement a feasible
solution to the user we use the minimax regret criterion imerical examples. The second
solution method to solve the discrete-time interval opticantrol problem is done with the
constrained interval arithmetic since this interval ari#tic is more general than the single-
level constrained interval arithmetic because it does awtlits intervals varying of dependent
form in interval operations. Numerical examples have alsenbconstructed and illustrate the
method of solution. Finally, we study the discrete-timezipnterval optimal control problem
via single-level constrained fuzzy arithmetic. Thus, fur#erval functions are established and
allow us to evaluate the dynamic of the fuzzy interval degfeze equation. Moreover, the fuzzy
interval dynamic programming is developed to obtain thénegtfuzzy interval solution. Some
numerical examples illustrate the theory and provides thetgal solution to the user using a
defuzzification process called center of gravity.

Keywords: Interval optimal control problem. Fuzzy interval optimaintrol problem. Interval
arithmetic. Dynamic programming. Generalized uncenaiRtizzy Sets.
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1 INTRODUCAO

Problemas de otimizacéo tiveram origem no calculo dasg@emno final do século XVII
com o problema da braquistécrona proposto por John Berndl67-1748) e a teoria de
controle teve inicio nos anos 30 em estudos de problemas gkenkaria Elétrica e Mecanica
(PINCH, 1997; CERDA, 2001). Nos anos 50, com os métodos de @g@de Bellman em
1957 (BELLMAN, 1957) e de Pontryagin em 1958 (PONTRYAGIN, 8 BPONTRYAGIN et
al., 1962), temos hoje o que é chamado de teoria moderna d®leoou teoria de controle
otimo. As técnicas mais comuns para a solugcédo dos probleenasrdrole 6timo séo a pro-
gramacéo dinamica e o principio do maximo de Pontryagin,apksacdes desta teoria sédo as
mais diversas.

Atualmente, para abordar problemas de controle 6timo ca@rieza utilizamos a esto-
casticidade (BERTSEKAS, 1976; KENNEDY, 1986), a incerteeaggalizada representada
por intervalos (LEAL, 2015; CAMPOS et al., 2017) ou a teoriacdejuntos fuzzy (FILEV;
ANGELQV, 1992; DINIZ; BASSANEZI, 2013; NAJARIYAN; FARAHI, 2@3). Ja o estudo
de problemas de controle com incertezas paramétricas (B@¥D, €994) e, em particular,
problemas de projeto de controladores para planta ineer(aORDELO, 2004; LORDELO;
FERREIRA, 2005; PRADO, 2006) sao diferentes do estudo de praisliei® controle 6timo
propostos nesse trabalho.

Problemas envolvendo estocasticidade supdem conheddasgdes de distribuicdo de
probabilidade e s&o exaustivamente estudados na literéB&LLMAN, 1957; BELLMAN;
DREYFUS, 1962; BERTSEKAS, 1976; KENNEDY, 1986; BERTSEKAS, 309

Os problemas de controle 6timo intervalar foram propostesmtemente (LEAL, 2015;
CAMPOS et al., 2016a; CAMPOS et al., 2017; CAMPOS et al., 2018)sideram a auséncia
de informacao nos parametros. Intervalos podem ser usadlasgpresentar essa auséncia de
informacé&o nos modelos matematicos. Segundo Phillipsl{li8&rvalos foram utilizados por
Arquimedes para representar aproximacdes do numeneas foi somente com o trabalho de
Moore (1959) que as aritméticas intervalares ganharanagiest Inicialmente Moore (1959)
estudou intervalos como forma de realizar aproximac¢degpuatanionais uma vez que 0S com-
putadores empregam aritméticas chamadas de ponto flutuanteseguida diversos avancos
ocorreram e aplicacGes da aritmética intervalar padramglés Standard Interval Arithmetic
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(SIA), podem ser encontradas em Moore (1979), Rohn (1989), Hath88R2)(e Jaulin et al.
(2001). Por outro lado, mesmo com o grande avanco, a argaigtiervalar padréo proposta
por Moore (1959) apresenta alguns problemas quando reelizaperacdes entre intervalos.
Um problema imediato € que a aritmética intervalar padr&opa&sui inverso aditivo e distri-
butividade. Outro problema da SIA é a sobrestimacédo (CHALCOdOALODWICK; BEDE,
2014).

Principalmente preocupados em ter uma algebra de intsrealaue sao validas as propri-
edades de inverso aditivo, distributividade e ainda outrapriedades, alguns autores criaram
novas aritméticas intervalares (MARKOQOV, 1977; KAUCHER, 198®) entanto, outros proble-
mas surgiram. A aritmética intervalar de Markov (1977) apng¢a problema quando lidamos
com intervalos simétricos. Ja a aritmética intervalar pstg por Kaucher (1980) lida com in-
tervalos impréprios ou intervalos podem ser interpretamwso intervalos com comprimento
negativo.

A aritmética intervalar proposta por Lodwick (1999) e Lodkwi{2007) reescreve um in-
tervalo como uma funcao real e assim, propriedades antesdjatlas em outras aritméticas
como o inverso aditivo ou a distributividade, passam a sidag Essa aritmética é conhecida
como aritmética intervalar restrita, do ingl€snstraint Interval Arithmetic (ClIA)e a CIA é
uma aritmética intervalar proxima ao espaco dos numerdsgaando comparada com outras
aritméticas intervalares existentes. Segundo LodwickZP0a CIA possui uma rica estrutura
algébrica.

Recentemente, Chalco-Cano, Lodwick e Bede (2014) propuseraamnora aritmética

intervalar denominada aritmética intervalar restrita desis simples, do ingléSingle Level
Constraint Interval Arithmetic (SLCIAA SLCIA considera sempre o mesmo nivel para todos
os intervalos envolvidos nas operacoes, isto €, opera camersalos nivel a nivel. Logo, a
SLCIA é uma particularizacdo da CIA; além disso, a SLCIA é wdia em Costa et al. (2017)
e Fard e Ramezanzadeh (2017) e pode ser utilizada tambémgbadareos problemas pra-
ticos apresentados em Assuncéo et al. (2007) e Buzacherf)(2B8brtanto, nesse trabalho
abordamos inicialmente o problema de controle 6timo ialervem tempo discreto usando a
aritmética intervalar restrita de niveis simples.

Para resolver o problema de controle 6timo intervalar enptediscreto usamos a progra-
macéao dinamica. A Programacao Dinamica (PD), introduzal@pllman, determina a solugéo
otima de um problema de multi-estagios decompondo-o engiestésendo que cada estagio
corresponde a um subproblema. A vantagem dessa decompésig& o processo de otimiza-
¢do em cada estagio se torna uma tarefa mais simples em tdenoa@dculo do que lidar com
todos os estagios simultaneamente. Além disso, um modeRDdé uma equagéao recursiva
gue liga os diferentes estagios do problema de maneira gaertgajue a solucdo 6tima viavel
de cada estagio também € 6tima e viavel para o problemaoifidHA, 2008). Segundo Taha
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(2008), a natureza combinatdria dos céalculos em program@igamica também impossibilita
o desenvolvimento de um cédigo geral de computador que fidasaom todos os problemas,
e isso talvez justifique a auséncia de softwares comerddsn disso, o esforco computaci-
onal cresce exponencialmente em fungcédo do nimero de ier&cGuantidade de variaveis do
problema, e entdo para problemas complexos os célculosutaaipnais podem ser excessivos
(KENNEDY, 1986).

A solucéo intervalar 6tima fornece a amplitude da incerezasim, para viabilizar uma
implementacédo da soluc&o por um usuario, propomos a sofugdiminimiza o arrependimento
maximo (do inglésninimax regret solutiomu minimum of maximum regrnetLogo, encontra-
mos o menor do maior arrependimento entre todas as solugdessiveis 6timas e uma entrada
de controle pontual é fornecida para o usuario realizar adande decisdo na pratica.

Algumas aplica¢es do problema de controle 6timo intenatatempo discreto utilizando
a aritmética intervalar restrita de niveis simples podareiseontradas em Campos et al. (2015),
Campos et al. (2016a), Campos et al. (2016b) e Campos et al.)(Fdr7outro lado, a aritmeé-
tica intervalar restrita de niveis simples nem sempre éumttpara a modelagem matematica
de diversos problemas reais. Com o objetivo de estender easotio problema de controle
otimo intervalar em tempo discreto com uma aritmética watkr mais geral do que a SLCIA,
propomos também um método de solucdo para o problema deleoatimo intervalar em
tempo discreto utilizando CIA (CAMPOS et al., 2018). Na prdpa$e solucdo novamente
utilizamos a técnica de programacéao dinamica (BERTSEKAS51PAHA, 2008).

Assim, propomos a solucdo do problema de controle 6timoviali@ via aritmética inter-
valar restrita, sendo que essa abordagem via CIA é impornengendo considera 0 mesmo
nivel quando realizamos operacdes intervalares mas, amonesnpo, exige grande esforco
computacional.

Problemas de controle 6timo fuzzy supdem conhecidas aédgrde pertinéncia e podem
ser encontrados em Filev e Angelov (1992), Li et al. (2000aZe Zhu (2010), Farhadinia
(2014) e Najariyan e Farahi (2015). Em Filev e Angelov (199pjoblema de controle 6timo
fuzzy considera o funcional e a condi¢do de transversaidtackrtos, sendo que a solugéo é
realizada utilizando a programacéo matematica fuzzy (BERNVYIZADEH, 1970; ZIMMER-
MANN, 1983). Em Li et al. (2000) o problema de controle 6tinuafy considera o sistema
realimentado e o processo de solucéo é feito por LMIs (d@#glnear Matrix Inequality.

Ja o problema de controle 6timo fuzzy apresentado em ZhaawZ10) usa o conceito de
credibilidade (LIU; LIU, 2002; LIU, 2004) e obtém condictescessarias e suficientes para a
existéncia do controle 6timo. O trabalho apresentado etmaBaria (2014) obtém condicdes
necessarias de otimalidade para o problema de controle @lizay usando o principio do mi-
nimo de Pontryagin. Najariyan e Farahi (2015) usam a deaiggheralizada de Hukuhara e
0 principio do maximo de Pontryagin para resolver o probléeaontrole 6timo fuzzy com
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condi¢des de contorno fuzzy e regido por uma equacéo ddeitdnzzy. Problemas de controle
fuzzy também séo encontrados na literatura. Teixeira, igsue Avellar (2003) consideram o
modelo fuzzy de Takagi-Sugeno e obtém condi¢cfes de edimibdipara sistemas néo lineares.
De modo mais geral, Driankov, Hellendoorn e Reinfrank (139Bgassino e Yurkovich (1998)
também abordam problemas de controle fuzzy.

Nesse trabalho propomos o problema de controle 6timo mgarfuzzy em tempo discreto
cuja solucdo é realizada com a aritmética fuzzy restritdagsisimples. Esse estudo € possivel
pois a aritmética fuzzy restrita de niveis simples € umanétita intervalar sobre os seus
niveis. Segundo Kaufmann e Gupta (1985) e Chalco-Cano, L&dwigede (2014), uma vez
gue as operacdes algébricas fuzzy sdo fung¢des continuascipjp da extensdo de Zadeh
pode ser aplicado a essas operacfes para produzir a arénméérvalar sobre asniveis uma
vez que os-niveis de numeros fuzzy séo intervalos. Além disso, a atita fuzzy restrita de
niveis simples permite calcular fungdes com todas as \&s&o contexto fuzzy.

A programagéo dinamica intervalar fuzzy desenvolvida@aésbalho torna o processo de
otimizacdo mais simples e permite obter a solugéo interfatay 6tima para o problema de
controle étimo intervalar fuzzy em tempo discreto.

O problema de controle 6timo intervalar fuzzy é importardes gonsidera a incerteza em
seus parametros e variaveis, o que significa que ele € wibescrever fenbmenos naturais com
incerteza e impreciséo intrinseca. A solucéo do problemaod#&ole 6timo intervalar fuzzy
também fornece ao usuario uma tomada de decisédo real$&itd que essa € obtida de acordo
com a escolha do método de defuzzificacdo. Assim, o problentamtrole étimo intervalar
fuzzy fornece uma alternativa para resolver problemascpisaé complexos do mundo real.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No @eapitnicialmente apresenta-
MOos 0s conceitos preliminares para resolver o problemarteot® 6timo intervalar em tempo
discreto via SLCIA. Assim apresentamos conceitos da aritenéttervalar restrita de niveis
simples, assim como de funcdes intervalares, de equacdéendas intervalares e de con

juntos admissiveis. Em seguida o problema de controle dtiteovalar em tempo discreto é
proposto de forma inédita juntamente com o conceito de &olugando SLCIA. O algoritmo de
programacao dindmica intervalar também é proposto e a dg¢ragéo via SLCIA é construida.
Exemplos numéricos ilustram a teoria.

No Capitulo 3 mostramos os conceitos preliminares paravesolproblema de controle
otimo intervalar via CIA. Assim, definimos uma nova relagd@em entre intervalos. O con-
ceito de fungdes intervalares para essa aritmética tamlesposto. As definicbes de equacdes
a diferencas intervalares e de conjuntos admissiveis tasBbé expostos para essa aritmética.
O algoritmo de programacéao dinamica intervalar também kaalzee a apresentacao de alguns
exemplos numéricos ilustram o capitulo.
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No Capitulo 4 propomos o problema de controle 6timo intenfatezy em tempo discreto.
A solucdo do PCOIFD é feita usando a aritmética fuzzy restiéaniveis simples. Assim,
construimos o conceito de funcdes intervalares fuzzy qumitgerealizar operacdes com todas
as variaveis no contexto fuzzy. Além disso, definimos umacés de ordem entre numeros
fuzzy assim como definimos equacdes a diferencas inteegalarzy e conjuntos admissiveis
fuzzy. A programacdao dinamica intervalar fuzzy é propodtaadizamos o capitulo com alguns
exemplos numéricos.

No ultimo capitulo apresentamos as conclusdes, as pekgsede trabalhos futuros e as
publicacbes decorrentes desse trabalho.
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5 CONCLUSOES

Problemas de controle 6timo intervalar e intervalar fuzasai propostos sendo que o
problema de controle 6timo intervalar em tempo discretodsolvido usando a aritmética in-
tervalar restrita de niveis simples e a aritmética intanvedstrita. Ja o problema de controle
otimo intervalar fuzzy foi resolvido usando a aritméticazy restrita de niveis simples. Para a
solucéo de todos os problemas propostos utilizamos a tédaiprogramacao dinamica, e todos
os resultados necessarios foram construidos para asdatuagresentadas. Nos exemplos nu-
méricos a aplicacao dos resultados por um usuario finaldtizeala com o método denominado
minimo arrependimento para o problema de controle otingpvatar e utilizamos o processo de
defuzzificagdo chamado centro de gravidade para o problemandrole étimo intervalar fuzzy.
Mesmo considerando a grande dificuldade computacional gjpeoblemas estudados exigem,
os resultados apresentados nesse trabalho mostramdaaleilpratica. Portanto, mostramos
atraves de teorias, exemplos e aplicacdes uma nova formstuttae problemas de controle
6timo com incerteza. Além disso, cabe destacar que embdéisas para resolver 0s pro-
blemas de controle 6timo intervalar e intervalar fuzzy mejalativamente proximas (fazemos
uso da Analise Intervalar em ambas), a utilizacdo ou impheagdo pratica do problema de
controle 6timo intervalar e do problema de controle otimervalar fuzzy séo distintas. No
contexto de otimizacao esses problemas se referem a otwizeam incerteza generalizada e
a teoria de otimizacéo flexivel.

5.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

Para trabalhos futuros pretendemos estudar os problenw@mtiele 6timo com incerteza
usando a aritmética fuzzy restrita e também analisar aibdtale de sistemas intervalares
fuzzy e a estabilidade de sistemas de controle intervalares

5.2 PARTICIPACAO EM TRABALHOS

A seguir apresentamos uma relagcao dos trabalhos desato®pelo autor e colaboradores.
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5.2.1 Artigos em periédicos

e Discrete-time interval optimal control probledmternational Journal of Contrgl2017,
7 Paginas. J. R. Campos, E. Assunc¢do, G. N. Silva, W. A. LodwiMk €. M. Teixeira.

e Biological control of sugarcane caterpillar (Diatraea $acalis) using interval mathe-
matical modelsInternational Journal on Mathematical Methods and Model8iosci-
ences2016, 11 Paginas. J. R. Campos, E. Assuncao, G. N. Silva e Wod\wick.

e A programagéo dinamica na solucdo de problemas de contiiol® @om incerteza
intervalar. Biomatematica2016, 13 P4ginas. J. R. Campos, E. Assunc¢éo, G. N. Silva e
W. A. Lodwick.

5.2.2 Artigos em congressos

e Constrained interval arithmetic to solve the discrete-timerval optimal control pro-
blem. V Congresso Brasileiro de Sistemas Fuz@BSF, Fortaleza - CE, 2018. J. R.
Campos, E. Assuncéao, G. N. Silva, W. A. Lodwick, M. C. M. TeigezrU. A. S. Leal.

e Problemas de controle 6timo com incerteza intervalar: uptiascdo em Agricultura.
IX Congresso Latino Americano de BiomatematiS®LABIMA, Botucatu - SP, 2015.
J. R. Campos, E. Assunc¢ao, G. N. Silva e W. A. Lodwick.

5.2.3 Apresentagcdo em congresso

e Solution of interval optimal control problem in discreten& using the constrained inter-
val arithmetic. Conferéncia Brasileira de Dinamica, Controle e Aplicac6EB8NCON,
S&o0 José do Rio Preto - SP, 2017. J. R. Campos, E. Assuncéo, Ga\\V&iA. Lodwick,
M. C. M. Teixeirae U. A. S. Leal.

5.2.4 Prémio

e Prémio Melhor Trabalho Estudante (20. Colocado) no V CongrBsasileiro de Sis-
temas Fuzzy (CBSF 2018) / 37th North American Fuzzy Infornmafloocessing Society
Annual Conference (NAFIPS 2018).
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