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Resumo

Neste trabalho ¢ mostrado a existéncia de solu¢ao para um problema eliptico en-
volvendo o operador 1-Laplaciano com crescimento subcritico em um dominio limitado.
Para isso, foi empregado a técnica de aproximacgao que consiste em considerar, ao invés
do operador 1-Laplaciano, o equivalente envolvendo o p-Laplaciano e analisar sequéncia
de solucoes obtida quando p converge a 1%.

Palavras-Chave: Problemas Elipticos, Operador 1-Laplaciano, Espa¢o das Fungoes de
Variagao Limitada, Teorema do Passo da Montanha, Método de Nehari.






Abstract

This work shows the existence of a solution to an elliptical problem involving the
1-Laplacian operator with subcritical growth term in a bounded domain. For this, the
approximation scheme technique was used, which consists of considering, instead of the
1-Laplacian operator, the equivalent involving the p-Laplacian and analyzing the sequence
of solutions obtained when p converges to 17.

Keywords: Flliptical Problems, 1-Laplacian Operator, Space of Functions of Bounded
Variation, Mountain Pass Theorem, Nehari Method.
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Introducao

Nos ultimos anos problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano estao sendo ampla-
mente estudado por especialistas na area de Equagoes Diferenciais Parciais. Dentre os
motivos é possivel citar suas aplicagoes em areas como processamento de imagens, teoria
dos jogos, matematica computacional entre outras.

Em [17, 18], os autores estudaram a relacdo entre a constante de Cheeger h(Q2) de
um dominio €2 e o primeiro autovalor do operador 1-Laplaciano, quando considerado a
condicao de fronteira de Dirichlet sobre ). Eles mostraram que:

lim A, (Q) = h(9),
p—1t

onde \,(€2) é o primeiro autovalor do operador p-Laplaciano, com 1 < p < co. Além
disso, deram significado a problemas de autovalor como:

—Aju = )\i, em §?
|ul .
u=0 , sobre 0f)

Uma grande dificuldade de trabalhar com o operador 1-Laplaciano é a maneira que é

definido, a saber:
. Du
Alu = div <m) .

De fato, nem sempre esta bem definida por se tratar de um quociente entre duas

Du
| Dul
medida de Radon. Para contornar esse problema é utilizado a Teoria de Anzellotti, po-
pularmente conhecido como Pairing Theory, decorrente de [6].

Em [4, 5], os autores, conhecidos por serem pioneiros no estudo do operador 1-
Laplaciano, apresentaram um conceito de solucao para problemas que o envolve definindo

e a condicao de fronteira em um sentido fraco através de um campo vetorial limitado.

| Dul

Por meio da Teoria de Anzellotti foi possivel introduzir um campo vetorial z € L>(£2, RY)

que faz o papel de ﬁ e satisfaz (z, Du) no sentido das medidas.

Ao considerar problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano o espaco ideal para tra-
balho é o Espaco de Funcoes de Variagao Limitada, tradicionalmente conhecido por BV'.
Entretanto, apresenta diversos impedimentos por nao ser separavel e seu dual nao ser
conhecido, por isso nao sendo possivel afirmar que é um espaco reflexivo. Sendo assim
abordagens variacionais para esse tipo de problema sao trabalhados com dificuldades.

15
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Em [10], os autores propuseram um modelo para remogao de ruido, aprimoramento
e restauracao de imagens, no qual fungoes de variacao limitada apresentam grande im-
portancia por permitir descontinuidade. Nele uma imagem original, representada pela
funcao u, é recuperada de outra com determinada “perturbacao”, representada por I.
Assim, tais imagens, se relacionam por meio da expressao:

I = u + noise.

O modelo proposto estuda as forcas das varias categorias de difusao decorrentes do se-
guinte problema de minimizagao:

A
min/ |Dul” + = (u — I)?
Q 2
onde 1 <p <2, A>2eQum dominio em RY.

Em [14], os autores provam resultados de existéncia de minimizante para funcionais
localmente Lipschitz, sobre um conjunto cuja defini¢ao € inspirada na variedade de Nehari.
Como aplicacao é provado a existéncia de solucao de variacao limitada para um problema
envolvendo o operador 1-Laplaciano, para isso o funcional energia do problema, dado por:

d:BV(Q) —R
u — ®(u) :/Q|Du|+/aQ |ul dHN_l—/QF(u) dx

¢ decomposto em uma subtracao de outros dois funcionais, Iy um funcional Lipschitz
continuo e I € C* (BV(RQ)), de modo que ®(u) = Iy(u) — I(u). Assim é mostrado que
o infimo desse funcional sobre o conjunto N' = {u € BV(Q)\ {0}; Ij(u)u = I'(u)u} é
alcancado e é um ponto critico. Com isso é obtido um ponto critico nao-trivial para esse
funcional com menor energia entre todos os nao-triviais, entao, tal solucao sera do tipo
ground state para o problema envolvendo o operador 1-Laplaciano.

Em [13], os autores provam a existéncia de uma solu¢ao de variagao limitada nao-
trivial e nao-negativa utilizando uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a
condi¢ao de Palais-Smale para funcionais Lipschitz continuos para o seguinte problema
eliptico quasilinear envolvendo o operador 1-Laplaciano:

u

—~Au+V(r)— = K(z)f(u), em RY.

Jul
cujo funcional Euler-Lagrange esta definido no espago FF = {u cLY (RN) ; / | Du| < oo}
RN

O objetivo principal neste trabalho é explicitar os argumentos contidos em dois artigos,
[15, 20]. No primeiro, [20], é mostrado a existéncia de solugoes nao-negativas e nao-
positivas para o seguinte problema eliptico que envolve o operador 1-Laplaciano e um
termo com crescimento subcritico:

{—Alu = f(z,u), em Q

P,
u=2>0 , sobre 99’ (Fy)

onde 2 é um dominio em RY, com N > 2, ¢ f : Q x R — R uma funcao Caratheddory
que satisfaz o seguinte conjunto de hipdtese:
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(f1) Existe a > 0 tal que

uniformemente em x € €.

1
(f2) Existe q € (0, m) e C' > 0 tal que
f(z,s)] < C(1+]s]%),
onde r € QeselR
(f3) Existe k > 1 e sp > 0 tal que

0 < kF(x,s) <sf(x,s),

onde z € Q, s € R, com [s| > s¢, € F(x,s) = / f(z, t)dt.
0

Assumindo tais hipdteses, é possivel demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1. Se forem satisfeitas as hipdteses (f1) a (f3) entdo existem ao menos duas
solugdes nao-triviais v,w € BV (Q) N L>®(Q) para o problema (Py) tais que v < 0 < W
quase sempre em SQ.

No segundo, [15], é mostrado a existéncia de solugdo nodal para o seguinte problema
eliptico envolvendo o operador 1-Laplaciano:

{—Alu = g(u), em €

, P
u=0 , sobre 0f) (F2)

onde 2 é um dominio em RY, com N > 2, e nao-linearidade de g : Q@ — R satisfazendo
as seguintes hipdteses:

(91) g € C°(R).

(g2) Existe a > 0 tal que

l9(s)|

| (03

lim sup < 00

s—0 |3
. N .
(g93) Existem K;, Ky >0eq€ (1, ﬁ) tais que

g(s) < Ky + Ky |s|" .

(g94) Existe k > 1 tal que

0 < kG(s) < sg(s),

onde G(s) = /OS g(t)dt.

(g5) g é crescente em s € R.
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Assumindo tais hipoteses, é possivel demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2. Se forem satisfeitas as hipdteses (g1) a (g5) entao eziste uma solugdo nodal
u € BV(R2) para o problema (Py).

Em ambos os teoremas, utilizamos um método baseado na aproximacao das solugoes,
por solugoes dos respectivos problemas envolvendo operador p-Laplaciano. Nesse proce-
dimento, é necessario uma cuidadosa andlise para a obtencao de cotas, independentes de
p, de forma a ser possivel calcular o limite, quando p tende a 1, tanto das fungoes, quanto
dos campos vetoriais envolvendo os seus gradientes.

Dividimos este trabalho da seguinte maneira: no Capitulo 1 apresentamos definig¢oes
e resultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo 2 prova-
mos a existéncia de um problema envolvendo o operador 1-Laplaciano e nao-linearidade
subcritica via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, original de
[20]. No capitulo 3, de maneira andloga ao que foi feito no anterior, resolvemos o mesmo
problema via Variedade de Nehari, original de [15].



CAPITULO

1

Resultados Preliminares

Para o desenvolvimento deste trabalho é necessario conhecer o espago BV (€2) e a Teoria
de Anzellotti, bem como suas propriedades. Para apresentar tais conceitos é necessario
antes introduzir o que é medida, distribuicoes e pontos criticos. Considere nesse capitulo
Q) um aberto nao-vazio em RY.

1.1 Teoria da medida

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de teoria da medida que podem ser
encontrados em [16].

Definicao 1.1. Seja M uma o-dlgebra em 2. Uma medida é uma funcao

p: M — [0, 4+00]
Er— p(E)

que satisfaz as sequintes propriedades

o 1(0)

o

A terna (Q, M, ) € chamada de espago de medida.

U ) w(E;), onde {E;} € uma familia disjunta em M.

No decorrer desse trabalho utilizaremos a chamada medida de Lebesgue, na qual a
o-algebra é formada pelos conjuntos Lebesgue mensuraveis. Além disso, uma funcao f é
dita mensurdvel quando f~!(E) € M para todo E boreliano.

De agora em diante ) representard o espago de medida (2, M, i), onde M ¢é esta
o-algebra e p é a medida de Lebesgue.

Definicao 1.2. Seja f : Q2 — R. Definimos o suporte dessa funcdao por

supp(f) = {z € ; f(x) # 0}.

No caso em que esse conjunto for compacto diremos que f possui suporte compacto.

19
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Outra medida importante para o desenvolvimento desse trabalho é a de Radon. Nela
p € (Co(R2))', espago dual de Cy(€2), é tal que para cada K em €2, com K compacto, existe
um ¢ = ¢(K) > 0 tal que

() < cllfll

para todo f € Cp(2), com supp(f) C K. Denotaremos o espa¢o dessa medida por
M(Q,R).

Defini¢ao 1.3. Seja Q um espago de medida e 1 < p < co. Definimos o espago LP(S2)
por

LP(Q) ={f: Q= R; f émensurdvel e ||f|,, < oo},

onde ||f1],, = ( [ d)

Definigao 1.4. Seja Q um espago de medida. Definimos o espago L>°(£2) por
L) ={f: Q@ —=R; f émensuravel e ||f]|, - < o0},
onde || f|| . = inf{c; |f(z)| < ¢ quase sempre em 2}.

Teorema 1.1. (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis
nao-negativas em 2. Entao

/ liminf f,, dz < liminf / fndz.
Q Q

Demonstragao. Ver [16], pagina 52. [ |

Teorema 1.2. (Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia em L'(Q) tal que
fn — [ quase sempre em Q e existe g € L'(Q), com g > 0, onde |f,| < g quase sempre
em €) para todo n € N. Entao

(A)) fe Ll(Q).

(As) /Qfdx:lim/gfndx.

Demonstragao. Ver [16], pagina 54. [ |

1.2 Teoria das distribuicoes

Nesta se¢ao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados envolvendo distribuicoes
e derivada no sentido distribucional que podem ser encontrados em [19]. Tal teoria busca
generalizar a nocao de derivadas parciais mantendo as propriedades vistas em Caélculo
Diferencial.

Definicao 1.5. Definimos o espaco das funcgoes testes em €2 como sendo o sequinte con-
Junto

D(Q) = {p € C™(Q); supp(p) é compacto} = C5°().

Veremos no decorrer do trabalho que tal espaco de fungoes é muito utilizado para a
resolucao de problemas elipticos.
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Definicao 1.6. Seja * € RY. Definimos multi-indice como sendo uma N-upla

a=(0q,as,...,ay), coma; € N paral < j < N, a qual estao associados as sequintes
operacoes
lal =a1 +as+ -+ ay al = aglag! - - - ay! x® = wy? N,

A préxima defini¢ao tras como ocorre a convergéncia em sequéncias de fungoes testes.

Defini¢ao 1.7. Seja (¢,) uma sequéncia em D(Y). Dizemos que @, — ¢ em D(Q)
quando

o Fuxiste um compacto K em 2 tal que ,, € K para todo n € N.
e D%, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice «.

Definicao 1.8. Uma distribuicao sobre Q2 € um funcional linear continuo T : D(Q2) — R
tal que,

T(pn) =0

para toda sequéncia (¢,) com @, — 0 em D(Q). O espago das distribuicoes em § serd
denotado por D'().

O proximo resultado fornece uma condicao necessaria e suficiente para verificar se um
funcional linear continuo é uma distribuicao, o qual é mais simples se comparado com a
definigao.

Proposicao 1.1. Um funcional linear continuo T : D(Q2) — R é uma distribuicdo se, e
somente se, para cada compacto K em Q) existir uma constante ¢(K) >0 e n(K) € N tal
que

T ()] < e(K) [l

para todo € D(S), com supp(e) € K e ol c) = mas (1D (@) ol < n(K)}.

Demonstragao. Ver [19], pagina 8. [ |

Usualmente todos os funcionais lineares que conhecemos e que estao definidos em
D'(Q2) sdo automaticamente continuos. Isso ocorre pois para construir funcionais lineares
que nado sao continuos em D’'(£2) precisamos empregar o chamado Axioma de Zermelo.

Definicao 1.9. Seja (7,) uma sequéncia em D'(S2). Dizemos que T,, — T em D'(2)
quando

lim 77, () = T()
para todo ¢ € D().

Definigao 1.10. Seja o € RN um multi-indice e o € D(Q). Definimos o operador
derivacao de ¢ por

olely

D% = .
7 Dy 0xg - 0a
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Tal operador pode ser visto como

N o\ o \* o\
D= — o — o -0 — :
8x1 81‘2 axN
( 0 )a’ 0 0
emque (=— | =—-—e- ¢ uma composi¢do que ocorre «; vezes.
Ox; Ox; 8%
Proposigao 1.2. Seja (T,,) uma sequéncia em D'(QY) tal que T,,, — T. Entdo
DT, — DT
em D'(Q) para todo multi-indice c.

Demonstragao. Ver [19], pagina 12. [

1.3 Teoria dos pontos criticos

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e resultados da teoria dos pontos
criticos que podem ser encontrados em [1, 12].

Uma categoria de funcao de grande utilizacao dentro do estudo das equagoes diferen-
ciais é a chamada func¢ao de Carathéodory, qual esta definida a seguir.

Definicao 1.11. Dizemos que f: Q x R — R ¢ uma funcdo de Carathéodory quando
o f(-,5) € mensurdvel para todo s € R.
e f(z,-) é continua para todo x € Q.

Definicao 1.12. Seja E um espago de Banach e I : E— R um funcional. Dizemos que
I possui Derivada de Fréchet no ponto u € E quando existir um funcional linear T' € E’
tal que

lim Iu+v)—I(u) —T(v)

= 0.
o] =0 o]l

A Derivada de Fréchet no ponto u quando existir é tinica e denotaremos por I’(u). Por
meio dessa derivada ¢ possivel definir uma nova classe de fungoes, denotada por C*(E,R),
a qual consiste nos funcionais Freche diferenciaveis I tais que I’ : A — E’ é continua, com
A um aberto.

Definigao 1.13. Seja E um espago de Banach e I € C'(E, ) Dizemos que cR € um
valor critico de I quando existe u € X tal que I'(u) =0 e I(u) =

A préxima defini¢ao é utilizada para garantir a existéncia de pontos criticos.
Definigao 1.14. Seja E um espaco de Banach e I : E — R funcional, com I € C'(E,R).

e Dizemos que (u,) em E é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para I, ou
simplesmente (PS)., quando

I(u,) = ¢ I'(u,) — 0 em E'
e Dizemos que I satisfaz a condi¢do de Palais-Smale, ou simplesmente que I satisfaz

a condi¢ao (PS)., quando toda sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para I possuir
uma subsequéncia convergente, para todo ¢ € R.
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O préximo resultado é a principal ferramenta para demonstrar o popular Teorema do
Passo da Montanha, o qual trataremos no Capitulo 2.

Proposigao 1.3. (Lema de Deformagao). Seja X um espago de Banach, I € C'(X,R),
ceRee>0. Se|I'(u)]y < 4e para todo u € I7'([c—2¢, c+2¢]) entdo existe n € C(X)
tal que

(D1) n(u) =u para todo u € I ([c — 2¢,c + 2¢]),
(Dy) n(I¢te) = 1%, onde I* = [ (—o00,d).
Demonstragao. Ver [12], pagina 95. [ |

Tal resultado garante que para funcionais I, que satisfazem a condigao de (PS). no
caso que ¢ nao for valor critico de I, para € > 0 suficientemente pequeno o conjunto I¢*¢
pode ser deformado continuamente no nivel 1¢7¢.

1.4 Espaco das funcoes de variacao limitada

Nesta segao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados do espago denotado por
BV () que podem ser encontrados em [7, 21]. Considere aqui 2 um dominio em RY, ou
seja, um subconjunto aberto em RY com fronteira lipschitziana.

Definicao 1.15. Dizemos que u : 2 — R é uma funcdo de variagdo limitada quando
u € L' Q) e Due M(Q,RY). Com isso podemos definir o espago

BV (Q) = {u € LYQ); Due M(Q,RY)},
onde Du denota o gradiente distribucional de u.

A observagao a seguir garante afirmagcoes necessarias e suficientes para verificar quando
uma funcao u :  — R é um elemento de BV (2).

Observagao 1.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(A1) u e BV(Q).

ou

81:2-

(Ag) uwe LY(Q) e € M(Q) para todoi=1,...,N.

(A3) uw € LY(Q) e ||Du|| = sup {/ div(p)udr; ¢ € Cy(Q,RY) e |lo|., < 1} < 00.
Q

N
(Ag) u € LY(Q) e ||Du|| = sup {Z/ iDyudz; o € Co(QRY) e [lo]l,, < 1} < 0.
i=1 79

O espaco BV (Q) pode ser equipado com duas normas, as quais veremos que Sao
equivalentes:

fulloy = [ Jul o [ 1Du] ally = [ 1D+ [ Ju] an
@ @ Q o9

onde HV~! denota a medida de Hausdorff de dimensao N — 1.
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Teorema 1.3. (Desigualdade de Poincaré em BV (Q2)). Para todo u € BV (Q) existe
c=1c(N,Q) >0 tal que

lull o < clulls,
onde 1 < p < 1%,
Demonstragao. Ver [3], pagina 152. [ |

Proposicao 1.4. As normas ||-|| sao equivalentes.

sy € ||| ’ |||BV

Demonstragao. Seja u € BV (). Pelo Teorema 10.2.1 em [7] existe k£ > 0 tal que

/a Jul AR < Kl

e, consequentemente,

lillo, = [ 1Dul+ [ Juf ape
Q N
< [ 1pul+klul,,

<(1+k>/|Du|+/|u| dz
Q Q

< (L4 F) llull5
< K lull 5y -

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré, temos que

fulloy = [ 1Dul+ [ Jul da
Q Q
</|Du|+c(/ |Du|+/ ul d”HN‘1>
Q Q o0

< (T+ ) lull sy
< Clllullgy -

Portanto as normas ||-| sao equivalentes. [

sy © ||||||BV

Introduziremos agora um processo de convergéncia em BV (Q2), o qual fornece uma
convergencia intermedidria entre a fraca e a forte associada a norma.

Definigao 1.16. Dizemos que uma sequéncia (u,) em BV (Q) tem convergéncia fraca
para v € BV (Q) quando

o u, —uem LY(Q).
e Du, —u em M(Q,RY).

A proposicao a seguir verifica a semicontinuidade inferior da norma em BV (£2) com
respeito a topologia de L'(€).

Proposigao 1.5. Seja (u,) uma sequéncia limitada em BV (Q) tal que u, — u em L'(Q).
Entao

(Aq) /|Du| <1iminf/|Dun|.
Q n—-+o0o Q



1. Resultados Preliminares 25

(Ay) u e BV(Q).
(A2) up, — u em BV (Q).
Demonstragao. Ver [7], pagina 372. [ |

Pela maneira que o espaco BV (2) foi definido nao é possivel afirmar que contém
C*>(Q) N BV () como um subconjunto denso com respeito a topologia da norma. Disso
surge a necessidade de introduzir uma nocao de convergéncia que torne o espago
C>(2) N BV () denso em BV (£2) com respeito a topologia induzida.

Definigao 1.17. Dizemos que uma sequéncia (u,) em BV () tem convergéncia inter-
medidria para u € BV () quando

o u, —uem L'(Q).

. /]Dun]—>/|Du|.
Q Q

Proposicao 1.6. O espaco C*(2) N BV (Q) é denso em BV (Q) com respeito a con-
vergéncia intermedidria.

Demonstragao. Ver [7], pagina 375. [ |

Como consequéncia desse resultado para todo u € BV () existe uma sequéncia (uy,)
em C*(2) N BV () tal que

un—L—1—>u /]Dun]—>/|Du|
Q Q

1.5 Teoria de Anzellotti

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados da Teoria de Anzellotti
que podem ser encontrados em [6]. Um dos pontos centrais é o de generalizar o produto
escalar para um campo vetorial limitado z € L>(Q, RY) e Dv, onde v € BV (Q), através
de um funcional linear (z, Dv), o qual define uma medida de Radon.

No préximo resultado introduziremos o parametro (z,u),q,, onde z € Xy (Q) = {z €
L>=(,RY); div(z) é uma medida limitada em Q} e u € BV(Q) N L=®(Q) N C() e em

seguida o trago fraco definido sobre 02 da componente normal de z.

Proposicao 1.7. Seja Q um dominio em RN e v o vetor normal unitdrio a 0. Entdo
existe uma aplicacao bilinear (z,u),o : Xn(Q2) x (BV(2) N L*(Q) NC(N)) = R tal que

(A1) (z,u),0 = / uz - vdHY !, quando z € C(Q,RYN).
o0N

(A2) [(z,u)5q] < |2l /aQ lu| dHN Y, para todo v € BV (Q) N L®(Q) NC(Q) e todo
Z < XN(Q)
Demonstragao. Ver [6], pagina 294. [ |

Proposicao 1.8. Seja Q um dominio em RN. Entdo existe uma aplicacdo linear
v Xn(Q) — L®(09) tal que
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(A1) (@) 1 < 2]l oo -

(A2) (z,u)yo = /mv(z)u dHN! para todo uw € BV (2) N L>®(Q) N C(R).

(A3) v(z) =z -v em 0Q quando z € C(Q,RY).
Demonstracao. Ver [6], pagina 296. [ |

A funcado v(z) denota trago fraco definido sobre 92 da componente normal de z, a
qual representaremos simplesmente por v. A partir de agora 7(z) serd representada por
[z, v].

Definigao 1.18. Seja Q um aberto em RN, com N > 2, u € BV(Q) e z € Xy(Q).
Definimos o funcional linear (z, Du) por

(z, Du) : C° () — R
o — ((z, Du), /ugpdlv )dx — / uz - Ve dx.
Q Q

Proposicao 1.9. Sejau € BV(Q) ez € Xn(Q2). Entdo
(A1) Para todo U CC Q e todo ¢ € C3°(£2)

(2, Du) )] < Nl 2l o / Dul.

(A2) Para todo boreliano B e toda aberto U tal que B C U C

< / (2 Du)| < [zl / Dul.
B U

(A3) As medidas (z, Du) e |(z, Du)| sao absolutamente continuas com respeito a |Dul.

; (z, Du)

Demonstragao. Seja u € BV(Q) e z € Xy (£2). Considere U um aberto em €2 e note que

Como tal restrigao é uma fungao de variagao limitada existe uma sequéncia (u,) em

BV(U)NC>(R) tal que

unL—1>u /]Du,J—)/]Du\
U U

Dado ¢ € C§°(R2), pelo funcional definido na Defini¢ao 1.17, temos

(2 D) 2] < 1o 12l e / Duy| d.

Logo, para todo ¢ € C3°(2),

(2 D), )] < llplle 2l ooy / Dul,

mostrando o item (A;). Consequentemente é possivel identificar (z, Du) com uma medida
de Radon em 2. Com isso, por consequéncia das propriedades dessa medida, temos

< / (2, D0)| < 2] / Du|
B U

para todo boreliano B em U, mostrando o item (Ay). Consequentemente (z, Du) e
|(z, Du)| s@ao absolutamente continuas em relagao a |Dul|, mostrando o item (As). [

; (z, Du)
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Proposicao 1.10. Seja z € Xn(2), u € BV(Q) e (u,) wma sequéncia em
C*(Q)NBV(Q) tal u, — u em L'(Q) e [, |Du,| = [, |Dul. Entio

/Z-Vundx%/(z,Du).
Q Q

Demonstragao. Ver [6], pagina 298. [ |

Teorema 1.4. Seja Q um dominio em RY. Sez € Xy(Q) e u € BV(Q) entdo

/Q(Z,Du)—i-/ﬂudiv(z) 019[;:/8(2 o] dH

Demonstracao. Ver [6], pagina 299. [ |






CAPITULO

2

Existéncia de Solucao via Teorema
do Passo da Montanha

Nesse capitulo, estudaremos a existéncia de solugoes nao-negativa e nao-positiva para
o problema (P;) quando forem satisfeitas as hipdteses (f1) a (fs).

Veremos no decorrer do capitulo que a hipdtese (fi) gera a primeira geometria do
Teorema do Passo da Montanha; (f2) implica que o crescimento do problema é subcritico
e implicard que o funcional associado a esse problema esta bem definido e (f3) produz a
condi¢ao de Ambrosseti-Rabinowitz, o qual é usado para provar a segunda geometria do
Teorema do Passo da Montanha.

Um modelo de problema subcritico envolvendo 1-Laplaciano é o seguinte:

~Avu=ul""u, em Q
u=>0 , sobre 0’

N
del<g<1*=——.
onde q N1

Definigao 2.1. Dizemos que w € BV (Q) é uma solugdo de variagdo limitada para o
problema (Py) quando existir um campo vetorial z € Xy (), com ||z||,~ < 1, tal que:

(S1) —div(z) = f(z,w) em D'(Q).
(S2) (z, Dw) = |Dw| em M(Q).
(S3) [z,v] € sign(—w) sobre ON2.

2.1 Teorema do Passo da Montanha

Para descrever o Teorema do Passo da Montanha, importante ferramenta na obtencao
de pontos criticos para funcionais, considere X um espaco de Banach e I € C1(X,R). A
“orosso modo” tal resultado minimax afirma: se existir um ponto zy a uma altura hy,
que encontrasse rodeado por uma cadeia de montanhas com alturas superiores ou iguais
a hg, caso desejarmos atingir um ponto x; situado fora dessa cadeia de montanhas a uma
altura hy; < hy entao existirda um caminho v passando pela cadeia de montanhas e que
“liga” xo a xy.

Apresentaremos duas versoes do Teorema do Passo da Montanha, a primeira original
de [22] e a segunda de [2].

29
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Teorema 2.1. (Passo da Montanha de Willem, M.). Seja X um espago de Banach
el € CL{X,R), com I(0) =0. Suponha que

(M) Ezistem o, > 0 tais que I(u) > o para todo uw € X, com ||ul|x = 5,
(M) Eziste e € X tal que |le]|x > 5 e I(e) < 0.

Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que

(A1) ¢ —2e < I(u:) < c+ 2,

(Az) ([ (ue)ll o < 4e,

onde ¢ = inf max I(v(t)) eT'={v € C([0,1],X); v(0) =0 e (1) = e}.

~verl t€]0,1]

Demonstragao. Mostremos primeiramente que ¢ é finito. De fato, como v(0) = 0 €
B(0;8), v(1) =e € X\ B(0,5) e v([0,1]) é conexo decorre que

7([0,1)) NOB(0, B) # 0.

Da hipétese (M) decorre que

max [(y(t) Za=c>a>0,
te[0,1]

ou seja, ¢ ¢ um numero real positivo. Suponhamos, por contradi¢ao, que para algum ¢ > 0
as afirmagoes (A;) e (As) nao ocorra, ou seja,

(A]) ¢ —2 << I(u) < ¢+ 2¢ para todo u € X,
(A5) |II'(u)|| g, = 4e para todo u € X.

Note que essas afirmacoes continuam validas para todo 0 < &’ < . Como ¢ > 0, reduzindo
€ se necessario, temos

I(v) < 1(0)

NN N

1
0
c— 2e.

Pelo Lema de Deformagao, existe n € C'(X) tal que

(D)) n(u) = u, para todo u & I'([c — 2¢, c + 2¢]),

(DY) (Ie+) € 1.

Assim, da maneira que c foi definida, existe 5 € I tal que

I(7(t)) < .
max F(t) <z +e

Tome o seguinte caminho

e note que
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Logo 0,e ¢ I ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) e, do Lema de Deformacao,

n(0) =0 ne) = e,

consequentemente
4(0) =0 (1) =e.

Entao 4 € T'. Novamente pelo Lema de Deformagao, para qualquer ¢ € [0, 1], decorre que

() =n(y() c 177

e entao
< I(7(t) <c—
¢S max (7)) < c—-¢,
o que é um absurdo. Portanto as afirmagoes (A;) e (As) ocorrem. |

Teorema 2.2. (Passo da Montanha de Ambrosetti, A. e Rabinowitz, P.). Seja
X um espago de Banach e I € C*(X,R), com I(0) = 0. Suponha que

(M) Ezistem o, > 0 tais que I(u) > o para todo w € X, com ||ul|x = 5,
(Ms) Existe e € X tal que |le||y > B e I(e) <O0.

Se I satisfaz a condi¢iao (PS). entao ¢ é um valor critico de I, onde ¢ = in£ m[(z]nﬁ I(~(t))
yel te|o,
el ={yeC([0,1], X); 7(0) =0 e (1) = e}.

Demonstragao. Seja I € CY(X,R), com I(0) = 0, um funcional que satisfaz a condigao
(PS).. Tomando & = % no teorema anterior existe uma sequéncia (u,) em X tal que

I(u,) = ¢ I'(u,) — 0.
Como [ satisfaz a condigao (PS). existe uma subsequéncia (uy) de (u,) e u € X tal que
U — U.
Da continuidade de I e I’ decorre que
Iu)=¢c¢>0 I'(u) = 0.
Portanto ¢ é um valor critico de I. [ |

As hipdteses (M;) e (M) dos Teoremas 2.1 e 2.2 sdo chamadas, respectivamente, de
primeira e segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

2.2 Lemas preliminares

No estudo variacional encontramos a solu¢ao do problema (P;) buscando pontos
criticos de seu funcional energia associado, ou seja:

J:BV(Q) — R
ur—>J(u):/|Du|—|—/ [ul dHN_l—/F(x,u)dx
Q a0 Q
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Defini¢ao 2.2. Dizemos que uy € BV (Q2) é um ponto critico do funcional energia J
quando ezistir um campo vetorial z € L®(Q,RY), com ||z||,« < 1, tal que:

() — / div(z)w dx = / f(z,up)w dz, para todo w € BV (£2).
Q Q
(C3) (z, Dug) = |Dug| em M().
(C3) |z,v] € sign(—ug) sobre 0N).
Seja p < min{l + «, k,q + 1}. Para provar o resultado de existéncia de solugao do

problema (P;) vamos considerar, para cada 1 < p < p, o seguinte problema:

(2.1)

—Ayu= f(z,u), em Q
u=>0 , sobre 09

Pelas hipéteses (f1) a (f3) e da escolha de p, para cada p € (1,p), decorre que:

(a) |f(z,s)] <C(1+|s]?), com 0 < q<p*—1.
(b) limsup f(x:; ) = 0, uniformemente com x € €.
s=0 [s]P77s

() 0 < kF(z,s) < sf(x,s), paraz € QeseR, com [s| >s9er>p.
Lema 2.1. As afirmagées (a), (b) e (¢) sao validas.

Demonstracao. Mostremos separadamente que cada uma das afirmagcoes vistas anterior-
mente é verdadeira.

Afirmagao (a): Pela hipétese (f2) temos que 0 < ¢ < e, para cada 1 < p < p,

N -1
[, s)] < C(1+]s]),

com 0 < ¢ < p* — 1. Para que essa afirmacao ocorra é necessario que a desigualdade

O<g<p—1<

seja satisfeita. Em relacao a p* — 1 e temos que

N -1 N -1

L 1 Np-1)+p
SO ARl v Sy v
_N-p-(N-1[Np-1)+p
(N = 1)(N —p)
 N—p—N%p+N*—N+p
Bl (N = 1)(N —p)
_ N(-p)
(N =1)(N —p)

Como p > 1 e N > p temos que

(N—l)(N—p) >0:>m—(p —1)>0

=

>pf—1
N _1 p )
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como queriamos.
Afirmacao (b): Pela hipétese (f) existe a > 0 tal que

lim sup
s—0 ’3|

Dado 0 < p < p decorrerd que p < « e, consequentemente,

P
N 1{C0 S O
ss0 8] so0 || 8]
< limsupf(x’s) || — 0,
R
5—0 3| 5—0

como queriamos.
Afirmacao (c): Basta notar que Kk > 1 e 1 < p < p. Com isso a hipdtese (f3) é satisfeita
junto com a afirmacao (c). |

Como queremos obter duas solugoes nao-triviais, v, < 0 < w,, vamos empregar uma
abordagem que consiste em “truncar” a nao-linearidade da f em duas fungoes da seguinte
maneira:

f+:QXR—>R

0 ,s<0
(z,8) — fi(w,s) = {f(x,s), s> 0
e
f-:OxR—R
) flx,s), s<0
(iL‘,S)'—>f<£L',S)—{ 0 ,S>0

Por meio dessa abordagem fica associado a (2.1) dois funcionais energias dados por:
JEWeP(Q) — R
1
ur— Jy(u) = —/ |Vul’ dx—/Fi(x,u) dzx
P Ja Q

onde Fy(x,s) = / fe(z,t)dt. Tais solugoes serao obtidas usando o Teorema do Passo

0
da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz.

Observacgao 2.1. Ao considerar f, e o funcional J;, a solugao encontrada serd estri-
tamente positiva e, ao considerar f_ e o funcional J; a encontrado serd estritamente

negativa.

Vamos desenvolver os argumentos apenas para J, mas de maneira andloga pode-se

p )
fazer com J, . Considere o seguinte funcional:
+ p—1

onde um ponto critico de I, implica em ponto critico de J; , pois esses diferem a menos
de uma constante.
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Observacao 2.2. Pela Desigualdade de Young quando 1 < p1 < pa teremos:
/ Vu" dz < ﬂ/ Vul”? dz + 22— ). (2.2)
Q P2 Ja P2

Lema 2.2. Para todo py,ps € (1,p), com 1 < p; < p2, o funcional I, € nao-decrescente
com respeito a p, ou seja, para todo u € WyP*(Q) temos I, (u) < I, (u).

Demonstracao. Considere 1 < p; < po. Dado u € I/VO1 2(Q) temos que, pela Desigualdade
de Young,

I (u) = — /|wm dx—/m(x )

b1
—1
< /\v 2 dy + 2221 |Q|) /F+(:1:,u)dx b
Q Y4

- 1
<_/|vu|p2 dx—/F+(x,u)dx+<p2 b B )|Q\
P2 Ja 9) P1p2 b1

1 1
< —/ |Vl da:—/F+(a:,u) do + 2 12
P2 Ja Q

< 1y, (u),

D2

como queriamos. [ |

Lema 2.3. Para cada p € (1,p) o funcional I, satisfaz as condi¢oes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha.

Demonstragao. Mostremos que para cada p € (1,p) o funcional I, satisfaz as condicoes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz.
Primeira geometria: Queremos mostrar que existe p > 0 e 5 > [,(0) tais que

Ip(u) = B

para todo u € W, () com Hu||WO1,p = p. Note que, das condigoes (a) e (b), dado € > 0
existe umas constante A > 0 tal que

[fi(z,8)| <eCls|”" + Acs|”
para todo s € R, e entao

C 1
Fo(z,s) <e—|s|P +¢ ot
) < < o e

para todo s € R. Dessa maneira, dado u € W, (Q),

p—1
Ly(u) = J, (u) +TIQI

1
/]Vu]p dx—/F+(a: u)dx%—pT\Q\

/|vu|p da:—/ <5€ ul? do + e—— |u|q+1 dx) + P21
q p

/]Vu|p x—a—/|u|p x—s /|u|qul dx+;|Q|
LJa p

1 p—1
||UI|‘£+1 + - €] .

up —5— U
|| 5, [oa e q+1
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Pelas imersoes de Wy P(Q) em L5(Q), com p < s < p*, temos |ul|,. < k HuHWOl,p, assim

1 1 P — 1
Ip(u) 2 p el = ke Null} = K ulli, +=—— 19

1,p
wy’

1 _ —1
> HquVlJ, (]—? — ke —k Hu”(qﬂ) p) + pT 1.
0

1
Logo, tomando ¢ < é, se p < ((% — k:s) %) @7 entio

I(u) > B

para todo u € W,”(Q), com HuHWS,p = (. Portanto I, satisfaz a primeira geometria do

Teorema do Passo da Montanha.
Segunda geometria: Queremos mostrar que existe e € W, (Q) tal que ||e||W01,p > [ e

I,(e) < 0. Primeiramente observe que da afirmagao (c), para s # 0,

RFL(2,5) < sf(x,s) = s S Fy(z,s

K f+<£€,8)
)

= — I (x,80) < Fli(z, 5)
80

para todo s € R com [s| > s9. Além disso, como F é continua e o intervalo [0, sg] é
compacto existe ¢c; > 0 tal que

|Fy(z,s) —c1|s]"| < e
para todo 0 < s < sg. Assim, para ¢y, ¢y > 0,
Fi(x,s) 2 18" — ¢,

para todo s € R. Logo, dado ¢ € C3°(2) temos que

p—1
Tilte) = J5 (t) + —— 41

1 5 p—1
= [ WP do [ Futorg)ar+ =210
D Ja Q p

tﬁ P p p— 1
<= [ Vo’ dz— [ (er]te]” — ) do+ —— Q|
b Ja Q p

P = . —1
<Y / Vel do — et / ol da + ¢ Jsupp(p)] + 2= |0
P Ja Q p
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Como k > p quando t — oo implicard que I;(t¢) — —oo. Consequentemente existe
e =Ty, com T > 0, tal que Iz(e) < 0. Logo, pela monotonicidade, decorre que

Ip(e) < 07

para todo p € (1,p). Portanto I, satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da
Montanha. |

Lema 2.4. Para cada p € (1,p) o funcional I, satisfaz a condigao de (PS)..

Demonstragao. Para cada p € (1,p) fixo, pelo Lema 2.3 existe uma sequéncia (u,) em
Wy P(Q) tal que

L(u,) — ¢ I(u,) — 0.

onde ¢ = ing Hl[(?)l)li][p(’}/(t)) com I' = {v € C(0,1],X); v(0) = 0 e y(1) = e}. Pela
yel' te|o,

afirmagao (a) para n suficientemente grande temos

1
c+ On(1) HunHWg?’ > Ip(un) — EIIIJ(un)un
1 » p—1 1 P
>— [ |Vu,|” de — | Fy(z,u,)de+——|Q| — - \Vu,|” do—
P Ja Q p K Q

_ /Q Fola ) dx)

1 -1 1
> —/ |V, |” dx—/F+(x,un) dx+p—|Q\ — </ |V, |” de—
Q Q p Q

p K
—/i/F+(x,un) dx)
Q

1 1 -1
> -/ V| de — —/ V| de+ 2110
PJa K Ja p

1 1 —1
> (— - —) lual?. + E= L1,
p K Yo p

o implicando que (u,) é limitada em W, ?(Q). Logo existe u € W, (Q) tal que
Up — U

em Wy"(Q) e
Up — U

em L7((2) para 1 < ¢ < p*. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
/f(x,un)un dz — / f(z,u)ude. (2.3)
Q Q
Logo, para todo ¢ € W, ?(Q) (Ver [12], pagina 116),
/ IV, [P~ Vi, - Vo dz — / IVul"~* Vu - Vo dz.
Q Q
Consequentemente, para todo ¢ € WyP(9),

/ |V, P> Vu, - Vo dz = / flx,uy)pda + O, (1) (2.4)
Q Q
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e, tomando o limite n — 400,
/ IVul" > Vu - Vo dz = / flz,u)pdz, (2.5)
Q Q

para todo ¢ € Wol’p(Q), ou seja, u é ponto critico de I,,. Tomando w,, como funcao teste
m (2.27) e u em (2.30), por (2.26),

kg = [ £
= / f(z,w)ude + O,(1)
Q

= [l + OnlD)

Como up, — u, [Jun|V ., — [lull” ., e Wy (Q) é um espaco de Banach uniformemente
0 0

convexo, pelo Teorema 3.31 (Ver [9]),
Up = U

1 )
em W,"(Q), como queriamos.
[

Como consequéncia do Lema 2.3 e 2.4 obtemos uma sequéncia de pontos criticos (wy,)
em Wy P(9). Além disso, w, > 0 é um ponto critico ndo trivial de I, e

Ip(wy) = inf tgl[gf]l( 7(t)),

onde I, = {y € € ([0,1, W5"(2)) ; 7(0) = 0 e 7(1) = e}.
Lema 2.5. A sequéncia (I,(w,)) € ndo-decrescente para p € (1,Dp).

Demonstragao. Seja 1 < p; < py < p. Note primeiramente que I}, C I}, pois como
W2 (Q) € WgP'(Q) entdo os caminhos de C ([0,1], Wg™*(2)) pertencem também a
c (o, 1],W(1)p1(§2)). Logo

Iy (wp,) = inf max I, (7(2))

— inf max (J;l(w()

y€Tp, t€[0,1] )
p1/|ny )P de — /F+ ) dz
inf max

P1 d F
YEDp, tG[O,I]( /N7 l T / + Y4
—1
inf max( V()7 do — /FJr d:z:—i— ]Q])
D2

’YEFPQ tE[O,l]

= inf max
v€lp, te(0,1]

2
=

—
N———

N

2
—_
N——

N

o)

inf max
v€Tp, te]0,1]

N

T, (1)) +

f max I, (y(t
Jnf mas I, (7(2))

< Iy (wpy)-

N

Portanto a sequéncia (1,(wp)),(, 5 ¢ nao-decrescente. [
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Lema 2.6. A sequéncia (I,(wp)),c, 5 € limitada e, consequentemente, (3 (wy))

também é.

p€E(1,p)

Demonstragao. Pela monotonicidade do funcional I, decorre para um certo py € (1,p)
fixo

[p(wp) < Ipo (wpo) =,

para todo p € (1,pg) e, consequentemente, a sequéncia (Ip(w],))pe(1 ) é limitada. Conse-
quentemente

1 -1
I(w,) <c= —/ |Vw,|? dae — / Fi(x,w,)dz + P=- Q] < ¢
P Ja Q p

1 -1
:>—/ |Vw,” d:v—/F+(x,wp) dxéc—p—m].
b Ja Q

p
p—1
Como |2] = 0 quando p — 17 decorre que
1
—/ |Vw,|” de — / Fy(z,wy)dz < ¢, (2.6)
P Ja Q
onde ¢ > 0 depende somente de py. Portanto a sequéncia (J];r (wp))pe (Lp) ¢é limitada. W

Lema 2.7. A sequéncia (wy)y>1 € limitada em BV ().
Demonstragao. Considere para cada p € (1,pg) o seguinte conjunto
Q, ={r e wy(x) <sp}

Pela condicao (a) e da maneira que F'(x,s) foi definida temos que

it
F (z,w,)dr <c|sy+ Q
[ Pt ar <o (s 25 )i

c
(1, (27)
onde ¢; = ¢1(c, So, q) e independe de p. Considere €2\ €2, e note que todo z € 2\ €, é tal

que wy(z) > so, ou seja, 2\ Q, = {z € Q; w,(z) > so}. Assim, pela condigao (c),

1
/ Fy(z,wy)de < — / wy fi(x,w,) do
O\ K Jo\q,

1
<2 [ufiouy) ae
Q

K

Como w, ¢ um ponto critico decorre que

/wpf+(x,wp) dx:/ Vw, " dz
Q Q

e, entao,

1
/ Fy(z,w,)dz < —/ |Vw,|” dz. (2.8)
A\, K Ja
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Assim, para todo p € (1,po),

1 1
—/ |Vw,|? do < —/ |Vw,|” dz.
Do Ja D Ja

Pela desigualdade (2.6),

1 1 1
— — = /|pr\p dx<c+/F+(x,wp) dx——/ |Vw,|” dx
bo K/ Ja Q kJa

1
< C+/ F+($7wp) dx—i_/ F+<x>wp) do — _/ ‘valp dz.
Q \Q, K Ja

P

e, pelas desigualdades (2.7) e (2.8),

1 1 1 1
(-3) [9up arccrast [1vur a2t [ 90,0 a
oK) Ja Kk Ja kJa

<c+c.

Logo, como x < py,
/ VP dz < C, (2.9)
Q

para todo p € (1,pp), onde C >0 depende somente de py. Entao, pela Desigualdade de
Young,

iyl = [ V] dot [yl ar
Q o0

<6+ g
<C+|9].
Portando a sequéncia (w),>1 ¢ limitada. ]
Pelas imerses compactas de BV () em L™(12), para 1 < m < 2, existe w € BV (Q)

onde w > 0, tal que

A) w, > wem L™(Q), paral <m < ——;
P N -1

(B) w, — W quase sempre em §);

N
(C) Existe g € L™(2), com 1 < m < N

T tal que |w,(x)| < g(x).

Lema 2.8. Seja w, uma solugdo para o problema (2.1). Entdo existe um campo vetorial
limitado z € L=(, RY), com ||z||, < 1, tal que, a menos de uma subsequéncia,

IV, |P~? Vw, — z, (2.10)

em L"(,RY) para todo 1 < r < oo, quando p — 17F.
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Demonstragio. Mostremos primeiramente que (|Vaw,|”~> pr)p>1 é limitada em L"(Q, RY),
com 1 <r <oo. Dado 1 <7 < oo considere 1 < p < 7’ e note que

H|pr]p_2 pr‘

ZT :/ ||V, [~* Vs, | dz
Q

:/|pr|r(p_1) dz.
Q

Empregando a Desigualdade de Holder para T(pp_ I e p_T(l; —
=) . Uﬁ _p U%
/ |Vaw,|""™" do < / <’pr]r(p71)> de / 1|77 da
Q o i
1) p—r(p—1)

< (/ |Vw,? dx) ’ </ 1|70 d:z:)
Q Q

r(p=1)

< </ IV, |? d:c) S
Q

Pela desigualdade (2.9)

_r(p=1)
P

/ V[P de < O Q!
Q

Logo

~r(p—1) 1_re=1)
p

[IVw, [P Vw, |, <C 7 |Qf

(2.11)

e, consequentemente, a sequéncia (|pr|p -2 pr) é limitada em L"(92,RY), com
1 < r < oco. Com isso, da compacidade fraca em L" e pelo Teorema 1.42 (Ver [11]),
existe z, € L>(Q, RY) tal que, a menos de uma subsequéncia,

IV, | Vw, — z,

em L"(Q,RY) para todo 1 < 7 < co. Usando um argumento diagonal é possivel provar
que o limite z nao depende de r, ou seja

IV, |’ Vw, — z

em L"(2,RY) para todo 1 < r < co. Além disso, utilizando o fato da norma em L" ser
fracamente semicontinua inferiormente, da desigualdade (2.11),

|z, < h;E}Ef V2w, > Ve, |

. .opxpl 1_p-t1
< lminfC 7 |Q7 7
p—1t

1
<|of

para todo 1 < 7 < oo e, consequentemente, z € L>*(Q,RY) e ||z]|,~ < 1. Portanto, existe
um campo vetorial limitado z € L>(Q, RY) tal que, a menos de uma subsequéncia, (2.10)
ocorre. [
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2.3 Resultado de existéncia

Com os resultados obtidos na se¢ao anterior podemos demonstrar o Teorema 1.

Demonstragao do Teorema 1. Notemos que uma solugdo para o problema (P;) é uma
fungao w € BV (Q2) que satisfaz as condigoes (S1) a (S3) da Defini¢ao 2.1.
Condicao (S7): Mostremos que —(z) = fi(z,w) em D'(Q), isto é

_/dev<z)gpd;(;:/ﬂf+($,w)(pd$ (2.12)

para todo ¢ € C§°(2). Note que, dado um funcional linear g € (LOO(Q,RN))/, se
|V, P> Vw, — z em L®(Q, RY) entdo

9(‘va|p_2 Vuwy,) = f(z).

Considere ¢ € C5°(2), o que implica que Vo € L*(Q,RY). Com isso, dado w €
L>®(2,RY) a aplicagao

wt—)/w-Vgpdx
Q

¢ um funcional continuo. Como vale a convergéncia fraca (2.10), empregando tal aplicagao
. —2
no campo vetorial |Vw,|”"~ Vw, temos

/ IV, [P~* Vw, - Vo dz — / z - Vpdz, (2.13)
Q Q

para todo ¢ € C5°(Q). Como —div(|Vw, |’ > Vw,) = f;(x, w,) mostrar a igualdade (2.12)
é equivalente provar que as seguintes convergéncias ocorrem

fi(,w,) = f(2,) —div(|Vu, [ V) - —div(e)

em D'(Q) quando p — 17. Para a primeira convergéncia considere ¢ € C5°(£2), como f;
¢ uma fungao de Carathéodory, pela afirmacao (B), decorre que

er(mawp)SO — f+(l’,@)§0,

quase sempre em 2. Além disso, pelas afirmacoes (a) e (C), temos

e wp(@))l < O+ [uwy(0)] ")
< C(1+ g()")e.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada, decorre que
[ teweds > [ fwaeds
Q Q

para todo ¢ € C3°(Q2). Portanto

f-i-(wip) _>f+($’w) (2'14)

em D'(Q) quando p — 17. Para a segunda convergéncia queremos que

—/div(|pr|272 Vw,)p dr — —/div(z)gpdm
Q Q
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para todo ¢ € C3°(€2). De fato, dado ¢ € C5°(€2), pela Identidade de Green
— / div(|Vw,|"~* Vw,) ¢ dz = / IVw, |’ Vw, - Vo dz.
Q Q

Note que dado z € L®(Q, RY), o0 qual é uma distribuicio, e ¢ € C°(2) temos
N i
di = — i—d
iv(2)(9) ;;( 252 a)

:—/Z-Vgoda:.
Q

—/ div(|Vaw, |’ Vw,)p dz — / z- Ve dr =div(z)(p)
Q Q

_ /Q div(z)p dz.

Assim, pela convergéncia (2.13)

Portanto
—div(|Vw,[""? Vw,) — —div(z) (2.15)
em D'(Q2) quando p — 1. Com isso, das expressoes (2.14) e (3.10), decorre que
—div(z) = f(z, W) (2.16)

em D'(Q) quando p — 17. Portando w satisfaz a condigao (5).

Condigao (S3): Mostremos que (z, Dw) = |Dw| em M(2). Como toda medida de Radon
pode ser vista como um elemento de (Co(2))" e sendo C}(£2) denso em Cy(2) é equivalente
provar que para todo ¢ € C}(Q), com ¢ > 0,

((z, Dw), ) = (| D], ¢),

ou seja,

—/@div(z)gpdx—/@z-Vgpdx—/<,0|DE].
0 0 0

Como ||z]|,~ < 1, pela consequéncia da Proposigao 1.9, temos
((z, Dw), ) < [{(z, Dw), )]
<lal, [ ¢1D@

/s@!DWI
Q

< {|Dwl, @)

N

Resta mostrar que {((z, DW), ) > (|Dw|, ). Considere w,p € WyP(R2), com wyp > 0,
uma fungao teste para o problema (2.1) e note que

/Qf+(x, wp) Wy dr = /Q IV, P> Vw, - V (wyp) dx
= /Q Vw, )P Vw, - (Vwyp + w,Vy) dz

:/|pr|g0d:17—|—/wp|pr|pZpr-chdx. (2.17)
Q Q
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Vamos analisar ambos termos da igualdade acima. Para o primeiro termo do lado direito,
pela Desigualdade de Young, temos

1 —1
/|pr|g0da:</ (—|pr|p+p—><pda::
Q o \P p

1 -1
:>/]prlg0dx<—/]pr|pg0dx+p—/<pdx:>
Q b Ja P Ja
1 » p—1
= — | |[Vu,["pdz > | |Vw,lpde —— | pdz =
D Ja Q P Ja
:/!Vwﬂ’ﬂpdx}p/]pr]gadx—(p—l)/god:c,
Q Q Q

assim, pela semicontinuidade inferior do funcional, temos
liminf/ |Vw,|” ¢ dz > lim inf <p/ \Vw,| pdz — (p—1) / @dx)
p—1t  Jo p—1t Q Q

> lim inf (p/ |Vw,| Lpdm) — lim sup ((p —1) / gpdx)
p—1t Q p—1+ Q
> liminf/ |Vw,| ¢ dx
Q

p—1t

2/@@%-
Q

Ja para o segundo termo do lado direito, note que (2.10) ocorre para todo 1 < r < 00, 0
que implica que

lim inf (/ IV, P Vaw, - (pdx) — / z-pde (2.18)
Q Q

p—1t

para todo ¢ € L"(Q2), com 1 < r < oo Em particular, a expressao anterior ocorre para
todol < m< % e, com isso,

IV, |”* Vw, — z (2.19)

em L™ (Q), pois (3.13) ocorre para todo ¢ € L™(2). Consequentemente, por (A) e (3.14),
empregando a Proposi¢ao 3.13 de [9],

lim inf </ w, |Vw,|P~? Vw, - Vi d:c) — /@z -Vedr.
Q Q

p—1t

Para a expressao do lado esquerdo da igualdade (2.17), pelas condigoes (a) e (c¢), temos

| f4 (@, wp)wpp| = | f+ (2, wp) | |wy| ||

C (14 |wp|) [wy| ]
C (14 g(x)?) g(z)m
mC (1 + g(z)?) g(z),

N

VAN/AN

onde m > 0 é o limitante de p e mC (1 + g(z)?) g(x) € L'(2). Assim, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada,

+

/ F () d — / fol, m)mp e,
Q Q
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quando p — 17, e por (2.16),
/ fi(z,w)wp de = —/ div(z)we dz.
Q Q
Logo, fazendo p — 11 em (2.17), temos

lim inf (/ |Vw,|” o dx + / w, | Vw, [P~ Vw,Vedz | = lim%gf [ (z, wy)w, de =
Q Q

p—1t

p— [¢)
:>/@|D@|+/wz~Vg0dx> — [ div(z)wpdr =
Q Q Q
:>/<p|Dw| > —/div(z)wgpdx—/@z-Vgodx,
Q Q Q

ou seja,
((z, Dw), ) = (| D], ¢) .
Portanto, ((z, Dw), ) = (|Dw|, ¢) para todo ¢ € C}(£2) e, consequentemente,
(z, Dw) = |Dw| (2.20)

em M(S2). Portando w satisfaz a condigao (Ss).
Condigao (S3): Mostremos que [z,v] € sign(—w) sobre 02. Note que é equivalente a
provar que

/ (|@| + @ [z, v]) dHN ! =0, (2.21)
G
pois como ||z, V]| < 1 temos ||z, V]| W| < |W| e entdo

—|w| < [z,v] < || = [z,v]w + [w] > 0.

Consequentemente [w| + [z,v]w = 0 sobre 0f) se, e somente se, ocorrer (2.21). Para a
primeira desigualdade observe que

/i39(|m|+[z,u]w) dHN ™ 2/ (— [z, v]w + [z, v]|w) dH" ™

o0

> / 0dHN !
o0

> 0. (2.22)

Para a desigualdade contrdria considere w, — ¢, com ¢ € Cj(2), como fungao teste no
problema (2.1) e note que

/Qf-s-(%wp) (wp — ) dz = /Q ’va|p72 Vw, -V (w, — ¢) dz
= /Q IV, P> Vw, - (Vw, — V) dz

:/ |Vw,[? d:v—/|pr|p2pr-chdx,
Q Q

e assim,

/Q Vw,|” do = /Q |V, |P* Vw, - Vi da + /Qj]r(a:,wp) (wp — ) dx. (2.23)
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Aplicando a Desigualdade de Young em (2.21) decorre que
P p—1
IVw,| de < [ |[Vw,|" do+ —— |9
Q Q p
1 -2 1 p—1
< = [ [Vw[" " Vw, - Veode + — | fi(z, wy)(w, — ) do + —— Q.
P Ja pJa p
Assim, pela afirmagao (2.10), da expressao acima e da semicontinuidade inferior temos

Il = [ Vel o [ fal an
Q o0

< lim inf (/ |Vw,| dw+/ |[w,| dHN_l)
p—1+ Q o0

1 1
< liminf (—/ |V, P~ pr~V<pd:1:+—/f+(x,wp)(wp—<p) dz+
=1t \DP Jao P Jo
—1
+p—my+/ w,| d”HN1>
p oQ
< [2:9ede- [ pampde+ [ fiwmms
0 0 0
< —/div(z)gpdx+/div(z)gpdx—i—/ﬂr(x,@)@dx
Q Q Q
</f+(a:,w)mdx.
0

Logo,

/ V| dr + / @] A < / £ (@)W da. (2.24)
Q o0 Q

Além disso, por (2.16), (2.20) e da Formula de Green em BV (),

/Qf+(x,w)wdx: —/Qdiv(z)mdx

- /Q(Z,Dw) . /m [z, V] @ dHY !

:/ |DE|—/ 2, V] dHN L.
Q o0

Usando a desigualdade acima em (2.24) temos

/\Dw|+/ [w| dHng/mey—/ [z, v]wdHY ! =
Q o0 Q o0

= [ |w| dHN ! +/ [z, V| wdHY ' <0 =
oN o0

= | (|w| + [z,v]w) dHY ' <0 (2.25)
oN

Portanto, por (2.22) e (2.25),
[z, V] € sign(—w) (2.26)

sobre 0f). Portanto w satisfaz a condigao (S3).
Com isso mostramos, por (2.16), (2.20) e (2.26), que W é uma solugdo do problema (P;)
no sentido da Definigao 2.1. [ |
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Proposicao 2.1. A solugdo w é nao-trivial.

Demonstrag¢ao. Por meio da hipdtese (f;) temos que fi(z,0) = 0 e existe § > 0 sufici-
entemente pequeno tal que |fy(z,s)| < kils|”, para todo [s| € (0,d) e algum k; > 0.
Assim

Pws)= [ filat)
< / f(2,5)] da

g/ ky|s|* dx
0

|S|a+1 s

<k | ——
! a+1

0
ki

a+1

< |S’oz—i-17

para todo |s| € (0,d). Logo, para u € BV(Q), pela imersao continua de BV () em
L), temos

J(w) = Jlull, — / Fy (e, u) da

kl a
>l [ (5 ) @

kq
> Yl - / W™ d

a—+1
ky
a—+1

1
> lullpy = ko Nl

1
Fllullsy

= |||u|||Bv - BV

1
onde ks > 0 é a constante resultante da imersao continua. Tomando p < min {5, (ﬁ) « }

decorre que

1
Tw) > el
para ||ul|,, < p. Dado p € (1,po), pela Desigualdade de Young, temos
J(u):/ |Du\—i—/ |ul d"HNl—/FJr(x,u) dx
Q 0 Q
1 1
< —/ |Vul” do + b—- Y] +/ lu| dHN ! — / F(xz,u)dz
b Ja p o0 Q
1 —1
< —/ |Vul? d:v—l-p— Q| — / F.(x,u) d:v—i—/ |ul dHN !
P Ja p Q o0

< I(u) +/ lu| dHN!
o9

< IP(“)?
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para todo u € W, *(€). Tomando um caminho v € T, pela continuidade da aplicacio
t— I, (y(t)), existe to > 0 tal que |y(¢y)| = p. Consequentemente

I,(w,) = inf max I,((1))

velp tel0,1]

TR

(2.27)

Por outro lado, pela expressao (2.24) e da Formula de Green, temos

1 1
lim —/ |Vw, " dz = lim —/f+($,wp)wpdx
Q Q

p—1t D p—1t D

= /Q fo(z,w)wde

:/(Z,DE) d$—/ W[z, v] dHN !

Q o0

:/|Dw|+/ w| dHN (2.28)
Q o0

Além disso, pela afirmacao (C), temos

FF (2, wp)| < wp [ f1 (2, wp)]
9(@) | f1(x, g(x))|

Cy(x)(1 + g(x)?),

em que Cg(z)(1 + g(x)?) € L*(Q). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
decorre que

NN N

lim [ Fy(z,w,)ds = / Fi(z,w)dz. (2.29)

p—>1+ 0 QO

Logo, por (2.28) e (2.29), temos

lim [,(w,) = lim ( /|pr|p dx—/F+(x wy) dx+—|Q|>
p

p—1+ p—1+

_ P dr — S

- plffi p/ |Vw,|” dz plirg Fi(z,w,)dx +p1i>r{1+ p |Q]

_ / D] +/ @] M1 - / F\ (2, ) dz

Q ) Q

= J(w). (2.30)
Portanto, por (2.27) e (2.24), J(w) > g e, consequentemente, W é uma solugdo nao-trivial
pois J(0) = 0. |

De maneira analoga ao que foi feito nos dois resultados anteriores é possivel provar a
existéncia de uma solugao negativa nao-trivial v para o problema (P;). Nesse caso basta
utilizar o mesmo raciocinio aplicado ao funcional

- 1 —1
T(u) =2 / Yl — / Fo(eu)+ 2Ly,
Q Q P

p

obtendo v, — ¥ com p — 17. Aqui v, é uma solucdo nao-positiva para o problema
envolvendo p-Laplaciano (2.1).






CAPITULO

3

Existéncia de Solucao via Método de
Nehari

Nesse capitulo, estudaremos a existéncia de solu¢ao nodal para o problema (P,) quando
forem satisfeitas as hipéteses (g1) a (gs)-

Defini¢ao 3.1. Dizemos que u € BV (Q) é uma solugdo de variag¢ao limitada para o
problema (Py) quando ezistir um campo vetorial z € Xy (), com ||z||,~ < 1, tal que

(S1)" —div(z) = g(u) em D'(R2).
(S) (z, Du) = |Du| em M(Q).
(S3) [z,v] € sign(—u) sobre OS).

Para diferenciar os cdlculos que faremos neste capitulo com o do anterior representa-
remos o funcional energia [ por ®.

3.1 Meétodo de Nehari

Para descrever o método de Nehari considere £ um espago de Banach reflexivo e
® € C'(F,R) um funcional. Dado v € F um ponto critico de ® temos ®'(u) = 0, o que
¢ equivalente a ®'(u)v = 0, para todo v € E, em particular ®'(u)u = 0. Com isso somos
levados a definir o conjunto a seguir, o qual contém todos os pontos criticos de ®.

Definigao 3.2. Seja E um espago de Banach reflexivo e ® € C'(E,R) um funcional. O
conjunto:

N ={ue E\{0}; ®(u)u=0}
é chamado de variedade de Nehari.

Embora chamado de “variedade” nem sempre A é uma. Note que todo u € N é um
ponto critico de ® e, com isso, somos levados a procurar nele pontos de minimos para
determinados problemas. Logo, o método de Nehari, se resume em minimizar o funcional
® sobre N, ou seja, obter u € N tal que:

O(u) = 1}2/{/@(1})

49
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e, em seguida, mostrar que o u é ponto critico de & em todo espaco.

Quando u € BV(Q) decorre que u* € BV (). Com isso, quando estivermos interes-
sados em encontrar pontos criticos nao-triviais de & com a propriedade de serem nodais
o conjunto natural a se procurar é o definido a seguir.

Definicao 3.3. O conjunto
N* ={ue E\{0}; @ (u")u* =0}

¢ chamado de conjunto de Nehari nodal.

3.2 Lemas preliminares

Considere, para p > 1, o problema envolvendo o operador p-Laplaciano associado a
(P,), ou seja:

—A, u = Q
4 u g(u)7 €m (3 1)
u=0 , sobre 0f)
ao qual tem relacionado a seguinte forma fraca:
/ Vul’* Vu - Vodz = / g(u)vdz (3.2)
Q Q

para todo v € W, P(€2). Assim é possivel associar ao problema (3.1) o seguinte funcional
energia:

J, Wy P(Q) — R

1
u— Jy(u) :—/ |Vul? dx—/G(u) dx
P Ja Q

onde G(s) = / g(t) dt. Considere o funcional:
0

() = Jyfu) + L= 10, (33

Como @, e J, deferem a menos de uma constante podemos estudar os pontos criticos
de (3.1) lidando com ®,, ou J,. Note que, para cada p > 1, ®, € C! (Wol’p(Q),R) e, dado
u € Wy (Q), sua derivada de Fréchet é definida por:

O (u)v :/ \Vul" > Vu - Vo dz — / g(u)v da
Q Q

para todo v € Wy(Q). Com isso, juntamento com o fato de W, () ser um espaco de
Banach reflexivo, podemos definir, para cada p > 1, o conjunto de Nehari nodal associada
a @, por:

N ={ue WP\ {0}; @) (ub)u* =0}.
Proposigao 3.1. Seja u € Wol’p(Q), com u* # 0. Entdo existem t,s > 0 tais que:

tut +su” € N (3.4)
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Demonstragao. Ver [8], pagina 518. [ |

Note que, para cada p > 1, existe, pelos resultados em [8] u, € J\/;Ui que é uma solucao

nodal de (3.1) e

P (up) = min Pp(v). (3.5)
vEN
Além disso:
D, (u,) = gn%;@ (tu + su,). (3.6)

Veremos alguns resultados a respeito do funcional ®, e da sequéncia (u,) obtida acima.
Lema 3.1. O funcional ®, é nao-decrescente com respeito a p.
Demonstracao. Ver Lema 2.2. [ |
Lema 3.2. A sequéncia (®,(u,)) € nio-decrescente para p € (1, N).

Demonstragio. Considere 1 < p; < py < N. Sejam u,, € Wy?'(Q) e u,, € Wy ()
satisfazendo (3.5). Pela maneira que u,, esta definido temos u;tz # 0 e, consequentemente,
existem ¢, s > 0 tais que

tuf, + su, € N
Como W, 2(Q) € W, (Q), pois py > py, vale que
tuf, + su, € N (3.7)
Logo, pelo Lema 2.2 e afirmagoes (3.5) a (3.7), decorre que
D, (Up,) = max D, (tu,), + su,)

Dy, (tu,) + su,,))
Dy, (tu, + su,)
)

o1 (Upy)-

Portanto a sequéncia (®,(u,)) é ndo-decrescente para p € (1, N). |

ARV,

Lema 3.3. A sequéncia (u,) € limitada em BV () para p € (1,D), onde p € (1, N).
Demonstrag¢ao. Dado p € (1, N), pelo Lema 3.2, temos
Py (up) < Pp(up) (3.8)

para todo p € (1,p), onde ®z(uz) = c¢. Note que ¢ > 0 e é tal que

/Q]Vup|p dr <c (3.9)
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para todo p € (1,p). De fato, por (g4) e (3.8), vale que

D (up)

1
> q)p(up) - Eq);(“p)up

1 -1 1
> —/|Vup|p dx—/G(u)dx—kp—m\—— </ V|’ dx—/g(up)updm)
P Ja Q p Kk Q Q
11 / 1 p—1
> (- == Vupdx+/<—guu—Gu)dx+—Q
(G- 2) [1vur s [ (Cotwhn, - o g
1 1
2(———)/|Vup|p dx
P K Q
1 1
2(:——)/|Vup|p dz.
P R Q

Como k < p decorre (3.9). Logo, pela Desigualdade de Young, temos

WV

c

lell,, = / Vo P de+ / | AN
Q o0

:/\Vup|p dz
0

1 -1
< —/ Vu,” do + 2= 10
b Ja p
<C.
Portanto, a sequéncia (u,) ¢ limitada em BV (). |

Como consequéncia de (u,) ser limitada em BV (2) e pelas imersoes compactas de

BV() em L™(), para 1 < m < &, existe u € BV(Q) tal que:

(a1)" up, = wem L™(Q), para 1 <m <

N_1

(a2)" w, = W quase sempre em 2.

(a3)" Existe h € L"™(Q2), com 1 < m <

N
N1 tal que |u,(z)| < h(z).

3.3 Resultado de existéncia
Demonstragao do Teorema 2. Mostremos que a fungao w € BV (2) encontrada satisfaz as

condigoes (S1)" a (S3)" da Definicao 3.1.
Condigao (S7)": Mostremos que —div(z) = g(u) em D'(Q2), isto é

_ /Q div(z)p dr = /Q 9(@)p da (3.10)

para todo ¢ € C§°(€2). Como vale a convergéncia fraca (2.10), empregando tal aplicagao
no campo vetorial |Vu,|”* Vau, temos

/ V[P~ Vu, - Vo dz — /Z-Vgodx, (3.11)
Q Q
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para todo ¢ € C°(2). Como —div(|Vu,|’ > Vu,) = g(u,) mostrar a igualdade (3.10) é
equivalente provar que as seguintes convergéncias ocorrem

g(u,) = g(u) —div(]Vup]p_2 Vu,) — —div(z)

em D'(Q) quando p — 17. Para a primeira convergéncia considere ¢ € C§°(2), por (g1),
decorre que

glup)o — g(u)p,

quase sempre em D'(§2). Além disso, pelas afirmagoes (g3) e (a3)’, temos

l9(up)p] < (K1 + Ko |uy|™) ¢
< (K + Koh(x)) .

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada, decorre que
[ stwods > [ gapods
Q Q
para todo ¢ € C5°(€2). Portanto
9(up) — g(u) (3.12)
em D'(2) quando p — 17. Para a segunda convergéncia queremos que
— / div (| V" Vau,)p dz — — / div(z)p dz
Q Q

para todo ¢ € C°(R2). De fato, dado ¢ € C5°(R2), pela Identidade de Green

- / div(|Vu, "> Vu,)p dz = / V[P~ Vu, - Vo dz.
Q Q

Assim, pela convergéncia (3.11)
- / div(|Vau, |’ Vu,)p dz — / z-Vodr =div(z)(p)
Q Q

= / div(z)p dx.
Q
Portanto
—div(|Vu,[P* Vu,) — —div(z) (3.13)
em D'(Q) quando p — 17. Com isso, das expressoes (3.12) e (3.13), decorre que
—div(z) = g(u) (3.14)

em D'(Q) quando p — 17.
Condigao (S2)": Mostremos que (z,Du) = |Du| em M(Q). Como [z]|,.. < 1, pela
consequencia da Proposicao 1.9, temos

(2. D), 9) < |{(z D), 4)|
<wmgéwwm

/wwm
Q

< (Dl ¢)-

N
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Resta mostrar que ((z, Da), ) > (|Da|,¢). Considere uy,p € Wy?(Q), com uyp > 0,
uma funcao teste para o problema (3.1) e note que

/Q 9t )iy dzr = / Yyl Vi - V (upep)
= /Q IVup|"~? Vu, - (Vupp + u, V) do

:/|Vup|gpda:+/up|Vup|pZVup-Vapdz. (3.15)
” Q

Vamos analisar ambos termos da igualdade acima. Para o primeiro termo do lado direito,
pela Desigualdade de Young, temos

1 -1
/|Vup|g0dx</ (—|Vup|p—|—p—>g0dm:>
Q o \p 1

1 -1
:>/]Vup|g0dx<—/]Vup|p<pdx+p—/cpdx:>
Q P Ja P Ja
1 » p—1
= — [ |[Vu,|"odz > [ |[Vuylpde —— [ pdz =
b Ja Q P Ja

:>/]Vuﬂ’%pd:c}p/]Vup]<pd:c—(p—1)/g0dx,
Q 0 Q

assim, pela semicontinuidade inferior do funcional, temos
hminf/ |Vu,|” ¢ dz > lim inf <p/ Vu,|ode — (p—1) / g0d$)
p%1+ QO p~>1+ Q Q

> lim inf <p/ |V, gpdx) — lim sup ((p —1) / Sde)
p—1t Q p—1t Q
> liminf/ |Vuy,| ¢ dz
0

p—1t

>/s0|Dﬂ|-
Q

Ja para o segundo termo do lado direito, notemos que (2.10) ocorre para todo 1 < r < oo,
o que implica que

lim inf </ |Vup|p_2Vup~g0dx) — /z~gpdx (3.16)
p—>1+ Q Q

para todo ¢ € L"(2), com 1 < 7 < oo Em particular, a expressao anterior ocorre para
todol <m < % e, com isso,

IVu,|"~* Vu, — z (3.17)

em L™ (), pois (3.16) ocorre para todo ¢ € L™(Q2). Consequentemente, por (3.17) e
(ay)’, temos

lim inf </ u, |V, [P Vu, - Vi dx) — / uz - Veda.
Q Q

p—1+
Para a expressao do lado esquerdo da igualdade (3.15), pelas condigoes (g3) e (g4), temos
|9(up)uppl = |g(up)] [up] o]
< (K 4 Ko [up ™) Jup| [l
< (Ki + Koh(z)" ") h(z)m
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onde m > 0 é o limitante de ¢ e (K + Kyh(z)?) h(z) € L'(Q). Assim, pelo Teorema
da Convergencia Dominada,

/Q g(up)upp dz — /Q g(u)uy dz,

quando p — 17, e por (3.14),

/Q g@)upde = — /Q div(z)uy dz.

Logo, fazendo p — 11 em (3.15), temos

/g(ﬂ)ﬂgo dz = —/div(z)ﬂgp dz.
Q Q
ou seja,
((z, D), ) > (|Dul, o) .
Portanto ((z, Du) , p) = (|Dul, ), para todo ¢ € Cj(2), e, consequentemente,
(z, Du) = |Du (3.18)

em M().
Condicao (S3)": Mostremos que [z, v] € sign(—u) sobre 0f2. Para a primeira desigualdade
observe que

/m(|ﬂ|+[z,u]ﬂ) dHN ™ 2/ (— [z, v]u+ |z, v]w) dH"

o0

> / 0dHN!
o0

> 0. (3.19)

Para a desigualdade contraria considere u, — ¢, com ¢ € C}(£2), como fungao teste no
problema (3.1). Note que

[ o) (= 0) do = [ 1Vt 90, 9, ~ ) da
Q Q
= / |V, |’ Vuy, - (Vu, — Vo) dz
Q
= / |Vu,|” dz —/ |V, |P~* Vau, - Vo dz,
Q Q
e assim,
[ 1wl o= [ 9002 Vi, Fodos [ o) -0y de. (320
Q Q Q
Entao, pela a Desigualdade de Young decorre que
P p—1
|Vu,| de < [ |Vu,|" do+ —— Q]
Q Q p

1 _ 1 —1
< —/ [V, |" 2 Vu, - Vo da + / g(up) (uy — ) dz + L—=10 .
P Ja P Ja p
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Assim, pela afirmagao (2.10), da expressao acima e da semicontinuidade inferior, temos

el = [ Vel ot [ ] ar¥
Q o0

< liminf (/ |Vu,| dz +/ |y | deNl)
p—1t Q o0
1 1
< lim inf (—/ |Vup|1"_2 Vu, - Vodr + - / g(up)(up, — @) de+
P Ja P Ja

p—17t
—1
Ll [ dHN-l)
p N

</2~Vg0dx—/g(ﬂ)gpdx—l—/g(ﬂ)ﬂdx
0 0 Q

< —/div(z)gpdx—f— div(z)gpdx—l—/g(ﬂ)ﬂdx
Q

Q Q

Logo,

/|Vﬂ| d:p+/ | dHN ! </g(ﬂ)ﬂdx. (3.21)
Q o0 Q

Além disso, por (3.14), (3.18) e da Formula de Green em BV (£2),

/Qg(ﬂ)ﬂdx:—/gdiv(z)ﬂdx
:/Q(ZaDﬂ) diﬁ—/ [z, v]u dHN

o0

:/]DE\—/ [z, v]u dHN 1.
Q G

Usando a desigualdade acima em (3.21) temos

/|Dm+/ |l dHN‘1</|Dm—/ [z, V| udH ! =
Q o0 Q o0

= [ dHN ! —i—/ [z, v]udH ' < 0=
20 o9

= [ ([a|+[z,v]a) dH ' <0 (3.22)
o0

Portanto, por (3.19) e (3.22),
[z, V] € sign(—u)
sobre 0f2. ]
Proposicao 3.2. A solucdo uw é nao-trivial.
Demonstrag¢ao. Mostremos que u # 0. Considere o funcional energia
d: BV(Q2) —R

wrs ®(u) = flullo — / G(u) do.
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Note que, para todo u € W, 7(Q),

De fato, pela Desigualdade de Young, temos

(u) = Jull,, — / G(u) da

—1
<= [ VuP de+ =210 - [ G(u)dz
P Ja Q
< @p(u)
Note também que
lim ®,(u,) = ®(u). (3.23)
p—1+

De fato, considerando u, como funcéo teste para (3.1), temos

lim — /|Vup|p r = hm - [ g(uy)u,dz
0

p—1t D p—1t D

:/Qg(ﬂ)ﬂdx

_— /Q div(z)a dz

- /Q (z, D) — /a ) [zv) @ dH Y !
_/Q\Da|+/8Q | dHN

- / D). (3.24)
Q

Além disso, pelas afirmagcoes (g3), (a1)" e do Teorema da Convergéncia Dominada, temos

lim [ G(uy)der = / G(u) dz. (3.25)

p—1+

Logo, por (3.24) e (3.25), temos

. (1 p—1
plgﬂ@ (up) —plir% (—/ |Vu,| dz — /QG(up) dx + - |Q\)

= lim ( /|Vup] dr — lim [ G(u,)dzr + lim —]Q])

p—1t p—1t Jqo p—1t D

:/Q|Dﬂ|—/QG(ﬂ) do

= ®(u).



3. Existéncia de Solugao via Método de Nehari o8

Dado s € R, pela afirmagao (g3), temos

Kis+ Ko |s|7 s
| s~ 5]

|9(s)s] <
< Kl |S| + KQ |S|q .

Assim, pela afirmagao (g2), para todo € > 0 existe ¢ > 0, com ¢ dependente de ¢, tal que
lg(s)s| < els|+cs|”

para todo s € R. Entao

O(u) = (1 —¢) [ull, — cllull, (3.26)

1
para todo u € BV(2). Assim, tomando ¢ > 0 tal que 1 — ¢ > 5 8¢ |ull 5, < p, onde

(1—g)—3\7"
O<p< | —————= , decorre que
c

B(u) < H“|2|BV. (3.27)

Como u, € /\/’pi segue que u* € N,. Com isso, quando s = 1, a funcio s — q)p(su;f)

atinge seu valor de maximo. Logo

Consequentemente
P
5 < Qy(uy) == /Qg(u?f)u;,t dr — /Q G(uy) da (3.28)

para todo p € (1,p). Como uy — 0 em BV(2) segue, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue e da afirmacio (g3), que (3.28) nao pode ocorrer. Portanto u* # 0
e, consequentemente, u # 0. |



CAPITULO

4

Conclusao

Neste trabalho mostramos a existéncia de trés “categorias” de solugoes para um pro-
blema elipticos envolvendo o operador 1-Laplaciano, um termo com crescimento subcritico
em um dominio limitado, a saber: nao-positiva, nao-negativa e nodal.

Para esse objetivo consideramos o problema envolvendo o operador p-Laplaciano e
analisamos o que ocorre quando p — 17. No Capitulo 2, obtemos solucoes nao-positiva
e nao-negativa para o problema (P;) utilizando o Teorema do Passo da Montanha jun-
tamente com a fato do funcional energia associado satisfazer a condicao de Palais-Smale
no nivel ¢ obtendo, com isso, uma familia de pontos criticos. Ja no Capitulo 3, obtemos
uma solu¢do nodal para o problema (P,) minimizando seu funcional energia associado
“em cima” da variedade nodal.

Em ambos casos foi necessario mostrar que a familia de solugoes é limitada em BV (2),
a qual de demonstracao é diferente em ambos os casos.
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