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Programa: Matemática Aplicada e Computacional

Presidente Prudente, Março de 2021





UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Faculdade de Ciências e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pós-Graduação em Matemática Aplicada e Computacional
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Resumo

Neste trabalho é mostrado a existência de solução para um problema eĺıptico en-
volvendo o operador 1-Laplaciano com crescimento subcŕıtico em um domı́nio limitado.
Para isso, foi empregado a técnica de aproximação que consiste em considerar, ao invés
do operador 1-Laplaciano, o equivalente envolvendo o p-Laplaciano e analisar sequência
de soluções obtida quando p converge a 1+.

Palavras-Chave: Problemas Eĺıpticos, Operador 1-Laplaciano, Espaço das Funções de
Variação Limitada, Teorema do Passo da Montanha, Método de Nehari.





Abstract

This work shows the existence of a solution to an elliptical problem involving the
1-Laplacian operator with subcritical growth term in a bounded domain. For this, the
approximation scheme technique was used, which consists of considering, instead of the
1-Laplacian operator, the equivalent involving the p-Laplacian and analyzing the sequence
of solutions obtained when p converges to 1+.

Keywords: Elliptical Problems, 1-Laplacian Operator, Space of Functions of Bounded
Variation, Mountain Pass Theorem, Nehari Method.





Índice de Notações

|Ω| Medida de Lebesgue do conjunto Ω ⊂ RN ;
∂Ω Fronteira do conjunto Ω ⊂ RN ;
Ω′ ⊂⊂ Ω Conjunto Ω′ ⊂ Ω, com Ω′ compacto;
|Du| Variação total da medida de u em BV (Ω);
un → u Convergência forte;
un ⇀ u Convergência fraca;

p
′

p
′
=

p

p− 1
;

p∗ p∗ =
pN

N − p
;

∆pu ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
;

‖f‖∞ ‖f‖∞ = sup{|f(x)| ; x ∈ Ω};

L∞(Ω) L∞(Ω) =
∞⋂
k=1

Lk(Ω);

C∞(Ω) C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω);

C∞0 (Ω) C∞0 (Ω) =
∞⋂
k=0

Ck
0 (Ω);

∇u ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)
;

sign(v) sign(v) =


v

|v|
, se v 6= 0

0 , se v = 0
;

u+ u+ = max{u, 0};
u− u− = min{u, 0}.
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Introdução

Nos últimos anos problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano estão sendo ampla-
mente estudado por especialistas na área de Equações Diferenciais Parciais. Dentre os
motivos é posśıvel citar suas aplicações em áreas como processamento de imagens, teoria
dos jogos, matemática computacional entre outras.

Em [17, 18], os autores estudaram a relação entre a constante de Cheeger h(Ω) de
um domı́nio Ω e o primeiro autovalor do operador 1-Laplaciano, quando considerado a
condição de fronteira de Dirichlet sobre Ω. Eles mostraram que:

lim
p→1+

λp(Ω) = h(Ω),

onde λp(Ω) é o primeiro autovalor do operador p-Laplaciano, com 1 < p < ∞. Além
disso, deram significado a problemas de autovalor como:−∆1 u = λ

u

|u|
, em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
.

Uma grande dificuldade de trabalhar com o operador 1-Laplaciano é a maneira que é
definido, a saber:

∆1u = div

(
Du

|Du|

)
.

De fato,
Du

|Du|
nem sempre esta bem definida por se tratar de um quociente entre duas

medida de Radon. Para contornar esse problema é utilizado a Teoria de Anzellotti, po-
pularmente conhecido como Pairing Theory, decorrente de [6].

Em [4, 5], os autores, conhecidos por serem pioneiros no estudo do operador 1-
Laplaciano, apresentaram um conceito de solução para problemas que o envolve definindo
Du

|Du|
e a condição de fronteira em um sentido fraco através de um campo vetorial limitado.

Por meio da Teoria de Anzellotti foi posśıvel introduzir um campo vetorial z ∈ L∞(Ω,RN)

que faz o papel de
Du

|Du|
e satisfaz (z, Du) no sentido das medidas.

Ao considerar problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano o espaço ideal para tra-
balho é o Espaço de Funções de Variação Limitada, tradicionalmente conhecido por BV .
Entretanto, apresenta diversos impedimentos por não ser separável e seu dual não ser
conhecido, por isso não sendo posśıvel afirmar que é um espaço reflexivo. Sendo assim
abordagens variacionais para esse tipo de problema são trabalhados com dificuldades.
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Em [10], os autores propuseram um modelo para remoção de rúıdo, aprimoramento
e restauração de imagens, no qual funções de variação limitada apresentam grande im-
portância por permitir descontinuidade. Nele uma imagem original, representada pela
função u, é recuperada de outra com determinada “perturbação”, representada por I.
Assim, tais imagens, se relacionam por meio da expressão:

I = u+ noise.

O modelo proposto estuda as forças das várias categorias de difusão decorrentes do se-
guinte problema de minimização:

min

∫
Ω

|Du|p +
λ

2
(u− I)2

onde 1 6 p 6 2, λ > 2 e Ω um domı́nio em RN .

Em [14], os autores provam resultados de existência de minimizante para funcionais
localmente Lipschitz, sobre um conjunto cuja definição é inspirada na variedade de Nehari.
Como aplicação é provado a existência de solução de variação limitada para um problema
envolvendo o operador 1-Laplaciano, para isso o funcional energia do problema, dado por:

Φ : BV (Ω) −→ R

u 7−→ Φ(u) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1 −
∫

Ω

F (u) dx

é decomposto em uma subtração de outros dois funcionais, I0 um funcional Lipschitz
cont́ınuo e I ∈ C1 (BV (Ω)), de modo que Φ(u) = I0(u) − I(u). Assim é mostrado que
o ı́nfimo desse funcional sobre o conjunto N = {u ∈ BV (Ω) \ {0} ; I ′0(u)u = I ′(u)u} é
alcançado e é um ponto cŕıtico. Com isso é obtido um ponto cŕıtico não-trivial para esse
funcional com menor energia entre todos os não-triviais, então, tal solução será do tipo
ground state para o problema envolvendo o operador 1-Laplaciano.

Em [13], os autores provam a existência de uma solução de variação limitada não-
trivial e não-negativa utilizando uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem a
condição de Palais-Smale para funcionais Lipschitz cont́ınuos para o seguinte problema
eĺıptico quasilinear envolvendo o operador 1-Laplaciano:

−∆1u+ V (x)
u

|u|
= K(x)f(u), em RN .

cujo funcional Euler-Lagrange está definido no espaço E =

{
u ∈ L1∗

(
RN
)

;

∫
RN
|Du| <∞

}
.

O objetivo principal neste trabalho é explicitar os argumentos contidos em dois artigos,
[15, 20]. No primeiro, [20], é mostrado a existência de soluções não-negativas e não-
positivas para o seguinte problema eĺıptico que envolve o operador 1-Laplaciano e um
termo com crescimento subcŕıtico:{

−∆1 u = f(x, u), em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
, (P1)

onde Ω é um domı́nio em RN , com N > 2, e f : Ω × R → R uma função Caratheódory
que satisfaz o seguinte conjunto de hipótese:
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(f1) Existe α > 0 tal que

lim sup
s→0

|f(x, s)|
|s|α

<∞,

uniformemente em x ∈ Ω.

(f2) Existe q ∈
(

0,
1

N − 1

)
e C > 0 tal que

|f(x, s)| 6 C(1 + |s|q),

onde x ∈ Ω e s ∈ R.

(f3) Existe κ > 1 e s0 > 0 tal que

0 < κF (x, s) < sf(x, s),

onde x ∈ Ω, s ∈ R, com |s| > s0, e F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt.

Assumindo tais hipóteses, é posśıvel demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1. Se forem satisfeitas as hipóteses (f1) a (f3) então existem ao menos duas
soluções não-triviais v, w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) para o problema (P1) tais que v 6 0 6 w
quase sempre em Ω.

No segundo, [15], é mostrado a existência de solução nodal para o seguinte problema
eĺıptico envolvendo o operador 1-Laplaciano:{

−∆1 u = g(u), em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
, (P2)

onde Ω é um domı́nio em RN , com N > 2, e não-linearidade de g : Ω → R satisfazendo
as seguintes hipóteses:

(g1) g ∈ C0(R).

(g2) Existe α > 0 tal que

lim sup
s→0

|g(s)|
|s|α

<∞.

(g3) Existem K1, K2 > 0 e q ∈
(

1,
N

N − 1

)
tais que

g(s) 6 K1 +K2 |s|q−1 .

(g4) Existe κ > 1 tal que

0 < κG(s) 6 sg(s),

onde G(s) =

∫ s

0

g(t)dt.

(g5) g é crescente em s ∈ R.
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Assumindo tais hipóteses, é posśıvel demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2. Se forem satisfeitas as hipóteses (g1) a (g5) então existe uma solução nodal
u ∈ BV (Ω) para o problema (P2).

Em ambos os teoremas, utilizamos um método baseado na aproximação das soluções,
por soluções dos respectivos problemas envolvendo operador p-Laplaciano. Nesse proce-
dimento, é necessário uma cuidadosa análise para a obtenção de cotas, independentes de
p, de forma a ser posśıvel calcular o limite, quando p tende a 1, tanto das funções, quanto
dos campos vetoriais envolvendo os seus gradientes.

Dividimos este trabalho da seguinte maneira: no Caṕıtulo 1 apresentamos definições
e resultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. No Caṕıtulo 2 prova-
mos a existência de um problema envolvendo o operador 1-Laplaciano e não-linearidade
subcŕıtica via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, original de
[20]. No caṕıtulo 3, de maneira análoga ao que foi feito no anterior, resolvemos o mesmo
problema via Variedade de Nehari, original de [15].



Caṕıtulo

1
Resultados Preliminares

Para o desenvolvimento deste trabalho é necessário conhecer o espaçoBV (Ω) e a Teoria
de Anzellotti, bem como suas propriedades. Para apresentar tais conceitos é necessário
antes introduzir o que é medida, distribuições e pontos cŕıticos. Considere nesse caṕıtulo
Ω um aberto não-vazio em RN .

1.1 Teoria da medida

Nesta seção apresentaremos alguns resultados de teoria da medida que podem ser
encontrados em [16].

Definição 1.1. Seja M uma σ-álgebra em Ω. Uma medida é uma função

µ :M−→ [0,+∞]

E 7−→ µ(E)

que satisfaz as seguintes propriedades

� µ (∅) = 0.

� µ

(
∞⋃
j=1

Ej

)
=
∞∑
j=1

µ(Ej), onde {Ej} é uma famı́lia disjunta em M.

A terna (Ω,M, µ) é chamada de espaço de medida.

No decorrer desse trabalho utilizaremos a chamada medida de Lebesgue, na qual a
σ-álgebra é formada pelos conjuntos Lebesgue mensuráveis. Além disso, uma função f é
dita mensurável quando f−1(E) ∈M para todo E boreliano.

De agora em diante Ω representará o espaço de medida (Ω,M, µ), onde M é esta
σ-álgebra e µ é a medida de Lebesgue.

Definição 1.2. Seja f : Ω→ R. Definimos o suporte dessa função por

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

No caso em que esse conjunto for compacto diremos que f possui suporte compacto.

19
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Outra medida importante para o desenvolvimento desse trabalho é a de Radon. Nela
µ ∈ (C0(Ω))′, espaço dual de C0(Ω), é tal que para cada K em Ω, com K compacto, existe
um c = c(K) > 0 tal que

|µ(f)| 6 c ‖f‖∞

para todo f ∈ C0(Ω), com supp(f) ⊂ K. Denotaremos o espaço dessa medida por
M(Ω,R).

Definição 1.3. Seja Ω um espaço de medida e 1 6 p < ∞. Definimos o espaço Lp(Ω)
por

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e ‖f‖
Lp
<∞} ,

onde ‖f‖
Lp

=

(∫
Ω

|f |p dx

) 1
p

.

Definição 1.4. Seja Ω um espaço de medida. Definimos o espaço L∞(Ω) por

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e ‖f‖
L∞ <∞} ,

onde ‖f‖
L∞ = inf{c; |f(x)| 6 c quase sempre em Ω}.

Teorema 1.1. (Lema de Fatou). Seja (fn) uma sequência de funções mensuráveis
não-negativas em Ω. Então∫

Ω

lim inf fn dx 6 lim inf

∫
Ω

fn dx.

Demonstração. Ver [16], página 52. �

Teorema 1.2. (Convergência Dominada). Seja (fn) uma sequência em L1(Ω) tal que
fn → f quase sempre em Ω e existe g ∈ L1(Ω), com g > 0, onde |fn| 6 g quase sempre
em Ω para todo n ∈ N. Então

(A1) f ∈ L1(Ω).

(A2)

∫
Ω

f dx = lim

∫
Ω

fn dx.

Demonstração. Ver [16], página 54. �

1.2 Teoria das distribuições

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados envolvendo distribuições
e derivada no sentido distribucional que podem ser encontrados em [19]. Tal teoria busca
generalizar a noção de derivadas parciais mantendo as propriedades vistas em Cálculo
Diferencial.

Definição 1.5. Definimos o espaço das funções testes em Ω como sendo o seguinte con-
junto

D(Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω); supp(ϕ) é compacto} = C∞0 (Ω).

Veremos no decorrer do trabalho que tal espaço de funções é muito utilizado para a
resolução de problemas eĺıpticos.



1. Resultados Preliminares 21

Definição 1.6. Seja x ∈ RN . Definimos multi-́ındice como sendo uma N-upla
α = (α1, α2, . . . , αN), com αj ∈ N para 1 6 j 6 N , a qual estão associados as seguintes
operações

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αN α! = α1!α2! · · ·αN ! xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαNN .

A próxima definição trás como ocorre a convergência em sequências de funções testes.

Definição 1.7. Seja (ϕn) uma sequência em D(Ω). Dizemos que ϕn → ϕ em D(Ω)
quando

� Existe um compacto K em Ω tal que ϕn ∈ K para todo n ∈ N.

� Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

Definição 1.8. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear cont́ınuo T : D(Ω)→ R
tal que,

T (ϕn)→ 0

para toda sequência (ϕn) com ϕn → 0 em D(Ω). O espaço das distribuições em Ω será
denotado por D′(Ω).

O próximo resultado fornece uma condição necessária e suficiente para verificar se um
funcional linear cont́ınuo é uma distribuição, o qual é mais simples se comparado com a
definição.

Proposição 1.1. Um funcional linear cont́ınuo T : D(Ω) → R é uma distribuição se, e
somente se, para cada compacto K em Ω existir uma constante c(K) > 0 e n(K) ∈ N tal
que

|T (ϕ)| 6 c(K) ‖ϕ‖n(K)

para todo ϕ ∈ D(Ω), com supp(ϕ) ⊂ K e ‖ϕ‖n(K) = max
x∈Ω
{|Dα(ϕ(x))| ; ‖x‖ 6 n(K)}.

Demonstração. Ver [19], página 8. �

Usualmente todos os funcionais lineares que conhecemos e que estão definidos em
D′(Ω) são automaticamente cont́ınuos. Isso ocorre pois para construir funcionais lineares
que não são cont́ınuos em D′(Ω) precisamos empregar o chamado Axioma de Zermelo.

Definição 1.9. Seja (Tn) uma sequência em D′(Ω). Dizemos que Tn → T em D′(Ω)
quando

limTn(ϕ) = T (ϕ)

para todo ϕ ∈ D(Ω).

Definição 1.10. Seja α ∈ RN um multi-́ındice e ϕ ∈ D(Ω). Definimos o operador
derivação de ϕ por

Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αN
N

.
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Tal operador pode ser visto como

Dα =

(
∂

∂x1

)α1

•
(

∂

∂x2

)α2

• · · · •
(

∂

∂xN

)αN
,

em que

(
∂

∂xj

)αj
=

∂

∂xj
• · · · • ∂

∂xj
é uma composição que ocorre αj vezes.

Proposição 1.2. Seja (Tn) uma sequência em D′(Ω) tal que Tm → T . Então

DαTm → DαT

em D′(Ω) para todo multi-́ındice α.

Demonstração. Ver [19], página 12. �

1.3 Teoria dos pontos cŕıticos

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados da teoria dos pontos
cŕıticos que podem ser encontrados em [1, 12].

Uma categoria de função de grande utilização dentro do estudo das equações diferen-
ciais é a chamada função de Carathéodory, qual esta definida a seguir.

Definição 1.11. Dizemos que f : Ω× R→ R é uma função de Carathéodory quando

� f(·, s) é mensurável para todo s ∈ R.

� f(x, ·) é cont́ınua para todo x ∈ Ω.

Definição 1.12. Seja E um espaço de Banach e I : E → R um funcional. Dizemos que
I possui Derivada de Fréchet no ponto u ∈ E quando existir um funcional linear T ∈ E ′
tal que

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− T (v)

‖v‖
= 0.

A Derivada de Fréchet no ponto u quando existir é única e denotaremos por I ′(u). Por
meio dessa derivada é posśıvel definir uma nova classe de funções, denotada por C1(E,R),
a qual consiste nos funcionais Freche diferenciáveis I tais que I ′ : A→ E ′ é cont́ınua, com
A um aberto.

Definição 1.13. Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R). Dizemos que cR é um
valor cŕıtico de I quando existe u ∈ X tal que I ′(u) = 0 e I(u) = c.

A próxima definição é utilizada para garantir a existência de pontos cŕıticos.

Definição 1.14. Seja E um espaço de Banach e I : E → R funcional, com I ∈ C1(E,R).

� Dizemos que (un) em E é uma sequência de Palais-Smale no ńıvel c para I, ou
simplesmente (PS)c, quando

I(un)→ c I ′(un)→ 0 em E ′.

� Dizemos que I satisfaz a condição de Palais-Smale, ou simplesmente que I satisfaz
a condição (PS)c, quando toda sequência de Palais-Smale no ńıvel c para I possuir
uma subsequência convergente, para todo c ∈ R.
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O próximo resultado é a principal ferramenta para demonstrar o popular Teorema do
Passo da Montanha, o qual trataremos no Caṕıtulo 2.

Proposição 1.3. (Lema de Deformação). Seja X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R),
c ∈ R e ε > 0. Se ‖I ′(u)‖X′ 6 4ε para todo u ∈ I−1([c−2ε, c+2ε]) então existe η ∈ C(X)
tal que

(D1) η(u) = u para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(D2) η(Ic+ε) = Ic−ε, onde Id = I−1(−∞, d).

Demonstração. Ver [12], página 95. �

Tal resultado garante que para funcionais I, que satisfazem a condição de (PS)c no
caso que c não for valor cŕıtico de I, para ε > 0 suficientemente pequeno o conjunto Ic+ε

pode ser deformado continuamente no ńıvel Ic−ε.

1.4 Espaço das funções de variação limitada

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados do espaço denotado por
BV (Ω) que podem ser encontrados em [7, 21]. Considere aqui Ω um domı́nio em RN , ou
seja, um subconjunto aberto em RN com fronteira lipschitziana.

Definição 1.15. Dizemos que u : Ω → R é uma função de variação limitada quando
u ∈ L1(Ω) e Du ∈M(Ω,RN). Com isso podemos definir o espaço

BV (Ω) = {u ∈ L1(Ω); Du ∈M(Ω,RN)},

onde Du denota o gradiente distribucional de u.

A observação a seguir garante afirmações necessárias e suficientes para verificar quando
uma função u : Ω→ R é um elemento de BV (Ω).

Observação 1.1. As seguintes afirmações são equivalentes:

(A1) u ∈ BV (Ω).

(A2) u ∈ L1(Ω) e
∂u

∂xi
∈M(Ω) para todo i = 1, . . . , N .

(A3) u ∈ L1(Ω) e ‖Du‖ = sup

{∫
Ω

div(ϕ)u dx; ϕ ∈ C1
0(Ω,RN) e ‖ϕ‖∞ 6 1

}
<∞.

(A4) u ∈ L1(Ω) e ‖Du‖ = sup

{
N∑
i=1

∫
Ω

ϕiDiu dx; ϕ ∈ C0(Ω,RN) e ‖ϕ‖∞ 6 1

}
<∞.

O espaço BV (Ω) pode ser equipado com duas normas, as quais veremos que são
equivalentes:

‖u‖
BV

=

∫
Ω

|u| dx+

∫
Ω

|Du| |||u|||
BV

=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1,

onde HN−1 denota a medida de Hausdorff de dimensão N − 1.
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Teorema 1.3. (Desigualdade de Poincaré em BV (Ω)). Para todo u ∈ BV (Ω) existe
c = c(N,Ω) > 0 tal que

‖u‖
Lp
6 c |||u|||

BV

onde 1 6 p 6 1∗.

Demonstração. Ver [3], página 152. �

Proposição 1.4. As normas ‖·‖
BV

e |||·|||
BV

são equivalentes.

Demonstração. Seja u ∈ BV (Ω). Pelo Teorema 10.2.1 em [7] existe k > 0 tal que∫
∂Ω

|u| dHN−1 6 k ‖u‖
BV

e, consequentemente,

|||u|||
BV

=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1

6
∫

Ω

|Du|+ k ‖u‖
BV

6 (1 + k)

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u| dx

6 (1 + k) ‖u‖
BV

6 K ‖u‖
BV
.

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré, temos que

‖u‖
BV

=

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u| dx

6
∫

Ω

|Du|+ c

(∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1

)
6 (1 + c) |||u|||

BV

6 C |||u|||
BV
.

Portanto as normas ‖·‖
BV

e |||·|||
BV

são equivalentes. �

Introduziremos agora um processo de convergência em BV (Ω), o qual fornece uma
convergência intermediária entre a fraca e a forte associada a norma.

Definição 1.16. Dizemos que uma sequência (un) em BV (Ω) tem convergência fraca
para u ∈ BV (Ω) quando

� un → u em L1(Ω).

� Dun ⇀ u em M(Ω,RN).

A proposição a seguir verifica a semicontinuidade inferior da norma em BV (Ω) com
respeito a topologia de L1(Ω).

Proposição 1.5. Seja (un) uma sequência limitada em BV (Ω) tal que un → u em L1(Ω).
Então

(A1)

∫
Ω

|Du| 6 lim inf
n→+∞

∫
Ω

|Dun|.
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(A2) u ∈ BV (Ω).

(A2) un ⇀ u em BV (Ω).

Demonstração. Ver [7], página 372. �

Pela maneira que o espaço BV (Ω) foi definido não é posśıvel afirmar que contém
C∞(Ω) ∩ BV (Ω) como um subconjunto denso com respeito à topologia da norma. Disso
surge a necessidade de introduzir uma noção de convergência que torne o espaço
C∞(Ω) ∩BV (Ω) denso em BV (Ω) com respeito a topologia induzida.

Definição 1.17. Dizemos que uma sequência (un) em BV (Ω) tem convergência inter-
mediária para u ∈ BV (Ω) quando

� un → u em L1(Ω).

�

∫
Ω

|Dun| →
∫

Ω

|Du|.

Proposição 1.6. O espaço C∞(Ω) ∩ BV (Ω) é denso em BV (Ω) com respeito a con-
vergência intermediária.

Demonstração. Ver [7], página 375. �

Como consequência desse resultado para todo u ∈ BV (Ω) existe uma sequência (un)
em C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que

un
L1

−−→ u

∫
Ω

|Dun| →
∫

Ω

|Du| .

1.5 Teoria de Anzellotti

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados da Teoria de Anzellotti
que podem ser encontrados em [6]. Um dos pontos centrais é o de generalizar o produto
escalar para um campo vetorial limitado z ∈ L∞(Ω,RN) e Dv, onde v ∈ BV (Ω), através
de um funcional linear (z, Dv), o qual define uma medida de Radon.

No próximo resultado introduziremos o parâmetro 〈z, u〉∂Ω, onde z ∈ XN(Ω) = {z ∈
L∞(Ω,RN); div(z) é uma medida limitada em Ω} e u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω) e em
seguida o traço fraco definido sobre ∂Ω da componente normal de z.

Proposição 1.7. Seja Ω um domı́nio em RN e ν o vetor normal unitário a ∂Ω. Então
existe uma aplicação bilinear 〈z, u〉∂Ω : XN(Ω)× (BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω))→ R tal que

(A1) 〈z, u〉∂Ω =

∫
∂Ω

uz · ν dHN−1, quando z ∈ C(Ω,RN).

(A2) |〈z, u〉∂Ω| 6 ‖z‖L∞
∫
∂Ω

|u| dHN−1, para todo u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω) e todo

z ∈ XN(Ω).

Demonstração. Ver [6], página 294. �

Proposição 1.8. Seja Ω um domı́nio em RN . Então existe uma aplicação linear
γ : XN(Ω) −→ L∞(∂Ω) tal que
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(A1) ‖γ(z)‖
L∞ 6 ‖z‖L∞.

(A2) 〈z, u〉∂Ω =

∫
∂Ω

γ(z)u dHN−1 para todo u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω).

(A3) γ(z) = z · ν em ∂Ω quando z ∈ C(Ω,RN).

Demonstração. Ver [6], página 296. �

A função γ(z) denota traço fraco definido sobre ∂Ω da componente normal de z, a
qual representaremos simplesmente por ν. A partir de agora γ(z) será representada por
[z, ν].

Definição 1.18. Seja Ω um aberto em RN , com N > 2, u ∈ BV (Ω) e z ∈ XN(Ω).
Definimos o funcional linear (z, Du) por

(z, Du) : C∞0 (Ω) −→ R

ϕ 7−→ 〈(z, Du), ϕ〉 = −
∫

Ω

uϕdiv(z) dx−
∫

Ω

uz · ∇ϕ dx.

Proposição 1.9. Seja u ∈ BV (Ω) e z ∈ XN(Ω). Então

(A1) Para todo U ⊂⊂ Ω e todo ϕ ∈ C∞0 (Ω)

|〈(z, Du) , ϕ〉| 6 ‖ϕ‖∞ ‖z‖L∞(U)

∫
U

|Du| .

(A2) Para todo boreliano B e toda aberto U tal que B ⊂ U ⊂ Ω∣∣∣∣∫
B

(z, Du)

∣∣∣∣ 6 ∫
B

|(z, Du)| 6 ‖z‖L∞(A)

∫
U

|Du| .

(A3) As medidas (z, Du) e |(z, Du)| são absolutamente cont́ınuas com respeito a |Du|.

Demonstração. Seja u ∈ BV (Ω) e z ∈ XN(Ω). Considere U um aberto em Ω e note que

u|U ∈ BV (U).

Como tal restrição é uma função de variação limitada existe uma sequência (un) em
BV (U) ∩ C∞(Ω) tal que

un
L1

−−→ u

∫
U

|Dun| →
∫
U

|Du| .

Dado ϕ ∈ C∞0 (Ω), pelo funcional definido na Definição 1.17, temos

|〈(z, Dun) , ϕ〉| 6 ‖ϕ‖∞ ‖z‖L∞(U)

∫
U

|Dun| dx.

Logo, para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω),

|〈(z, Du) , ϕ〉| 6 ‖ϕ‖∞ ‖z‖L∞(U)

∫
U

|Du| ,

mostrando o item (A1). Consequentemente é posśıvel identificar (z, Du) com uma medida
de Radon em Ω. Com isso, por consequência das propriedades dessa medida, temos∣∣∣∣∫

B

(z, Du)

∣∣∣∣ 6 ∫
B

|(z, Du)| 6 ‖z‖L∞(A)

∫
U

|Du|

para todo boreliano B em U , mostrando o item (A2). Consequentemente (z, Du) e
|(z, Du)| são absolutamente cont́ınuas em relação a |Du|, mostrando o item (A3). �
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Proposição 1.10. Seja z ∈ XN(Ω), u ∈ BV (Ω) e (un) uma sequência em
C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal un → u em L1(Ω) e

∫
Ω
|Dun| →

∫
Ω
|Du|. Então∫

Ω

z · ∇un dx→
∫

Ω

(z, Du) .

Demonstração. Ver [6], página 298. �

Teorema 1.4. Seja Ω um domı́nio em RN . Se z ∈ XN(Ω) e u ∈ BV (Ω) então∫
Ω

(z,Du) +

∫
Ω

udiv(z) dx =

∫
∂Ω

[z, ν]u dHN−1.

Demonstração. Ver [6], página 299. �





Caṕıtulo

2
Existência de Solução via Teorema

do Passo da Montanha

Nesse caṕıtulo, estudaremos a existência de soluções não-negativa e não-positiva para
o problema (P1) quando forem satisfeitas as hipóteses (f1) a (f3).

Veremos no decorrer do caṕıtulo que a hipótese (f1) gera a primeira geometria do
Teorema do Passo da Montanha; (f2) implica que o crescimento do problema é subcŕıtico
e implicará que o funcional associado a esse problema esta bem definido e (f3) produz a
condição de Ambrosseti-Rabinowitz, o qual é usado para provar a segunda geometria do
Teorema do Passo da Montanha.

Um modelo de problema subcŕıtico envolvendo 1-Laplaciano é o seguinte:{
−∆1 u = |u|q−1 u, em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
,

onde 1 < q < 1∗ =
N

N − 1
.

Definição 2.1. Dizemos que w ∈ BV (Ω) é uma solução de variação limitada para o
problema (P1) quando existir um campo vetorial z ∈ XN(Ω), com ‖z‖

L∞ 6 1, tal que:

(S1) −div(z) = f(x,w) em D′(Ω).

(S2) (z, Dw) = |Dw| em M(Ω).

(S3) [z, ν] ∈ sign(−w) sobre ∂Ω.

2.1 Teorema do Passo da Montanha

Para descrever o Teorema do Passo da Montanha, importante ferramenta na obtenção
de pontos cŕıticos para funcionais, considere X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). A
“grosso modo” tal resultado minimax afirma: se existir um ponto x0 a uma altura h0,
que encontrasse rodeado por uma cadeia de montanhas com alturas superiores ou iguais
a h0, caso desejarmos atingir um ponto x1 situado fora dessa cadeia de montanhas a uma
altura h1 < h0 então existirá um caminho γ passando pela cadeia de montanhas e que
“liga” x0 a x1.

Apresentaremos duas versões do Teorema do Passo da Montanha, a primeira original
de [22] e a segunda de [2].

29
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Teorema 2.1. (Passo da Montanha de Willem, M.). Seja X um espaço de Banach
e I ∈ C1(X,R), com I(0) = 0. Suponha que

(M1) Existem α, β > 0 tais que I(u) > α para todo u ∈ X, com ‖u‖X = β,

(M2) Existe e ∈ X tal que ‖e‖X > β e I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

(A1) c− 2ε 6 I(uε) 6 c+ 2ε,

(A2) ‖I ′(ue)‖X′ < 4ε,

onde c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Demonstração. Mostremos primeiramente que c é finito. De fato, como γ(0) = 0 ∈
B(0; β), γ(1) = e ∈ X \B(0, β) e γ([0, 1]) é conexo decorre que

γ([0, 1]) ∩ ∂B(0, β) 6= ∅.

Da hipótese (M1) decorre que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) > α⇒ c > α > 0,

ou seja, c é um número real positivo. Suponhamos, por contradição, que para algum ε > 0
as afirmações (A1) e (A2) não ocorra, ou seja,

(A′1) c− 2 <6 I(u) < c+ 2ε para todo u ∈ X,

(A′2) ‖I ′(u)‖X′ > 4ε para todo u ∈ X.

Note que essas afirmações continuam válidas para todo 0 < ε′ < ε. Como c > 0, reduzindo
ε se necessário, temos

I(v) 6 I(0)

6 0

6 c− 2ε.

Pelo Lema de Deformação, existe η ∈ C(X) tal que

(D′1) η(u) = u, para todo u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(D′2) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Assim, da maneira que c foi definida, existe γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) 6 x+ ε.

Tome o seguinte caminho

γ̂ : [0, 1] −→ X

t 7−→ γ̂(t) = η(γ(t))

e note que

γ̂(0) = η(γ(0)) γ̂(1) = η(γ(1))

= η(0) = η(e).
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Logo 0, e /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) e, do Lema de Deformação,

η(0) = 0 η(e) = e,

consequentemente

γ̂(0) = 0 γ̂(1) = e.

Então γ̂ ∈ Γ. Novamente pelo Lema de Deformação, para qualquer t ∈ [0, 1], decorre que

γ̂(t) = η(γ(t)) ⊂ Ic−ε

e então

c 6 max
t∈[0,1]

I(γ(t)) 6 c− ε,

o que é um absurdo. Portanto as afirmações (A1) e (A2) ocorrem. �

Teorema 2.2. (Passo da Montanha de Ambrosetti, A. e Rabinowitz, P.). Seja
X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R), com I(0) = 0. Suponha que

(M1) Existem α, β > 0 tais que I(u) > α para todo u ∈ X, com ‖u‖X = β,

(M2) Existe e ∈ X tal que ‖e‖X > β e I(e) < 0.

Se I satisfaz a condição (PS)c então c é um valor cŕıtico de I, onde c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Demonstração. Seja I ∈ C1(X,R), com I(0) = 0, um funcional que satisfaz a condição
(PS)c. Tomando ε = 1

n
no teorema anterior existe uma sequência (un) em X tal que

I(un)→ c I ′(un)→ 0.

Como I satisfaz a condição (PS)c existe uma subsequência (uk) de (un) e u ∈ X tal que

uk → u.

Da continuidade de I e I ′ decorre que

I(u) = c > 0 I ′(u) = 0.

Portanto c é um valor cŕıtico de I. �

As hipóteses (M1) e (M2) dos Teoremas 2.1 e 2.2 são chamadas, respectivamente, de
primeira e segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

2.2 Lemas preliminares

No estudo variacional encontramos a solução do problema (P1) buscando pontos
cŕıticos de seu funcional energia associado, ou seja:

J : BV (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1 −
∫

Ω

F (x, u) dx
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Definição 2.2. Dizemos que u0 ∈ BV (Ω) é um ponto cŕıtico do funcional energia J
quando existir um campo vetorial z ∈ L∞(Ω,RN), com ‖z‖

L∞ 6 1, tal que:

(C1) −
∫

Ω

div(z)w dx =

∫
Ω

f(x, u0)w dx, para todo w ∈ BV (Ω).

(C2) (z, Du0) = |Du0| em M(Ω).

(C3) [z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂Ω.

Seja p̃ < min{1 + α, κ, q + 1}. Para provar o resultado de existência de solução do
problema (P1) vamos considerar, para cada 1 < p < p̃, o seguinte problema:{

−∆p u = f(x, u), em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
. (2.1)

Pelas hipóteses (f1) a (f3) e da escolha de p̃, para cada p ∈ (1, p̃), decorre que:

(a) |f(x, s)| 6 C (1 + |s|q), com 0 < q < p∗ − 1.

(b) lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p−2 s
= 0, uniformemente com x ∈ Ω.

(c) 0 < κF (x, s) 6 sf(x, s), para x ∈ Ω e s ∈ R, com |s| > s0 e κ > p.

Lema 2.1. As afirmações (a), (b) e (c) são validas.

Demonstração. Mostremos separadamente que cada uma das afirmações vistas anterior-
mente é verdadeira.

Afirmação (a): Pela hipótese (f2) temos que 0 < q <
1

N − 1
e, para cada 1 < p < p̃,

|f(x, s)| < C (1 + |s|q) ,

com 0 < q < p∗ − 1. Para que essa afirmação ocorra é necessário que a desigualdade

0 < q < p∗ − 1 <
1

N − 1
seja satisfeita. Em relação a p∗ − 1 e

1

N − 1
temos que

1

N − 1
− (p∗ − 1) =

1

N − 1
− N(p− 1) + p

N − p

=
N − p− (N − 1)[N(p− 1) + p]

(N − 1)(N − p)

=
N − p−N2p+N2 −N + p

(N − 1)(N − p)

=
N2(1− p)

(N − 1)(N − p)
.

Como p > 1 e N > p temos que

N2(1− p)
(N − 1)(N − p)

> 0⇒ 1

N − 1
− (p∗ − 1) > 0

⇒ 1

N − 1
> p∗ − 1,
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como queŕıamos.
Afirmação (b): Pela hipótese (f1) existe α > 0 tal que

lim sup
s→0

|f(x, s)|
|s|α

<∞.

Dado 0 < p < p̃ decorrerá que p < α e, consequentemente,

lim sup
s→0

|f(x, s)|
|s|α

= lim sup
s→0

|f(x, s)|
|s|α

|s|p

|s|p

< lim sup
s→0

f(x, s)

|s|p
|s|p−α −−→

s→0
0,

como queŕıamos.
Afirmação (c): Basta notar que κ > 1 e 1 < p < p̃. Com isso a hipótese (f3) é satisfeita
junto com a afirmação (c). �

Como queremos obter duas soluções não-triviais, vp 6 0 6 wp, vamos empregar uma
abordagem que consiste em “truncar” a não-linearidade da f em duas funções da seguinte
maneira:

f+ : Ω× R −→ R

(x, s) 7−→ f+(x, s) =

{
0 , s 6 0

f(x, s), s > 0

e

f− : Ω× R −→ R

(x, s) 7−→ f−(x, s) =

{
f(x, s), s 6 0

0 , s > 0

Por meio dessa abordagem fica associado a (2.1) dois funcionais energias dados por:

J±p : W 1,p
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J±p (u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

F±(x, u) dx

onde F±(x, s) =

∫ s

0

f±(x, t) dt. Tais soluções serão obtidas usando o Teorema do Passo

da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz.

Observação 2.1. Ao considerar f+ e o funcional J+
p , a solução encontrada será estri-

tamente positiva e, ao considerar f− e o funcional J−p a encontrado será estritamente
negativa.

Vamos desenvolver os argumentos apenas para J+
p , mas de maneira análoga pode-se

fazer com J−p . Considere o seguinte funcional:

Ip(u) = J+
p (u) +

p− 1

p
|Ω| ,

onde um ponto cŕıtico de Ip implica em ponto cŕıtico de J+
p , pois esses diferem a menos

de uma constante.
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Observação 2.2. Pela Desigualdade de Young quando 1 6 p1 6 p2 teremos:∫
Ω

|∇u|p1 dx 6
p1

p2

∫
Ω

|∇u|p2 dx+
p2 − p1

p2

|Ω| . (2.2)

Lema 2.2. Para todo p1, p2 ∈ (1, p̃), com 1 < p1 6 p2, o funcional Ip é não-decrescente
com respeito a p, ou seja, para todo u ∈ W 1,p2

0 (Ω) temos Ip1(u) 6 Ip2(u).

Demonstração. Considere 1 < p1 6 p2. Dado u ∈ W 1,p2
0 (Ω) temos que, pela Desigualdade

de Young,

Ip1(u) =
1

p1

∫
Ω

|∇u|p1 dx−
∫

Ω

F+(x, u) dx+
p1 − 1

p1

|Ω|

6
1

p1

(
p1

p2

∫
Ω

|∇u|p2 dx+
p2 − p1

p2

|Ω|
)
−
∫

Ω

F+(x, u) dx+
p1 − 1

p1

|Ω|

6
1

p2

∫
Ω

|∇u|p2 dx−
∫

Ω

F+(x, u) dx+

(
p2 − p1

p1p2

+
p1 − 1

p1

)
|Ω|

6
1

p2

∫
Ω

|∇u|p2 dx−
∫

Ω

F+(x, u) dx+
p2 − 1

p2

|Ω|

6 Ip2(u),

como queŕıamos. �

Lema 2.3. Para cada p ∈ (1, p̃) o funcional Ip satisfaz as condições geométricas do
Teorema do Passo da Montanha.

Demonstração. Mostremos que para cada p ∈ (1, p̃) o funcional Ip satisfaz as condições
geométricas do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz.
Primeira geometria: Queremos mostrar que existe ρ > 0 e β > Ip(0) tais que

Ip(u) > β

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖u‖

W
1,p
0

= ρ. Note que, das condições (a) e (b), dado ε > 0

existe umas constante A > 0 tal que

|f+(x, s)| 6 εC |s|p−1 + Aε |s|q

para todo s ∈ R, e então

F+(x, s) 6 ε
C

p
|s|p + ε

A

q + 1
|s|q+1

para todo s ∈ R. Dessa maneira, dado u ∈ W 1,p
0 (Ω),

Ip(u) = J+
p (u) +

p− 1

p
|Ω|

=
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

F+(x, u) dx+
p− 1

p
|Ω|

>
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

(
ε
C

p
|u|p dx+ ε

A

q + 1
|u|q+1 dx

)
+
p− 1

p
|Ω|

>
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx− εC
p

∫
Ω

|u|p dx− ε A

q + 1

∫
Ω

|u|q+1 dx+
p− 1

p
|Ω|

>
1

p
‖u‖p

W
1,p
0

− εC
p
‖u‖p

Lp
− ε A

q + 1
‖u‖q+1

Lq+1 +
p− 1

p
|Ω| .
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Pelas imersões de W 1,p
0 (Ω) em Ls(Ω), com p 6 s 6 p∗, temos ‖u‖

Ls
6 k ‖u‖

W
1,p
0

, assim

Ip(u) >
1

p
‖u‖p

W
1,p
0

− kε ‖u‖p
W

1,p
0

− k ‖u‖q+1

W
1,p
0

+
p− 1

p
|Ω|

> ‖u‖p
W

1,p
0

(
1

p
− kε− k ‖u‖(q+1)−p

W
1,p
0

)
+
p− 1

p
|Ω| .

Logo, tomando ε < 1
kp

, se ρ <
((

1
p
− kε

)
1
k

) 1
(q+1)−p

então

Ip(u) > β

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω), com ‖u‖

W
1,p
0

= β. Portanto Ip satisfaz a primeira geometria do

Teorema do Passo da Montanha.
Segunda geometria: Queremos mostrar que existe e ∈ W 1,p

0 (Ω) tal que ‖e‖
W

1,p
0

> β e

Ip(e) < 0. Primeiramente observe que da afirmação (c), para s 6= 0,

κF+(x, s) 6 sf(x, s)⇒ κ

s
6
f+(x, s)

F+(x, s)

⇒
∫ s

s0

κ

t
dt 6

∫ s

s0

f+(x, t)

F+(x, t)
dt

⇒ κ [ln(t)]ss0 6 [ln(F+(x, t))]ss0
⇒ κ (ln(s)− ln(s0)) 6 ln(F+(x, s))− ln(F+(x, s0))

⇒ ln(sκ)− ln(sκ0) 6 ln(F+(x, s))− ln(F+(x, s0))

⇒ ln

(
sκ

sκ0

)
6 ln

(
F+(x, s)

F+(x, s0)

)
⇒ sκ

sκ0
6

F+(x, s)

F+(x, s0)

⇒ sκ

sκ0
F+(x, s0) 6 F+(x, s)

para todo s ∈ R com |s| > s0. Além disso, como F é cont́ınua e o intervalo [0, s0] é
compacto existe c1 > 0 tal que

|F+(x, s)− c1 |s|κ| 6 c2

para todo 0 6 s 6 s0. Assim, para c1, c2 > 0,

F+(x, s) > c1s
κ − c2,

para todo s ∈ R. Logo, dado ϕ ∈ C∞0 (Ω) temos que

Ip̃(tϕ) = J+
p̃ (tϕ) +

p̃− 1

p̃
|Ω|

=
1

p̃

∫
Ω

|∇ (tϕ)|p̃ dx−
∫

Ω

F+(x, tϕ) dx+
p̃− 1

p̃
|Ω|

6
tp̃

p̃

∫
Ω

|∇ϕ|p̃ dx−
∫

Ω

(c1 |tϕ|κ − c2) dx+
p̃− 1

p̃
|Ω|

6
tp̃

p̃

∫
Ω

|∇ϕ|p̃ dx− c1t
κ

∫
Ω

|ϕ|κ dx+ c2 |supp(ϕ)|+ p̃− 1

p̃
|Ω| .



2. Existência de Solução via Teorema do Passo da Montanha 36

Como κ > p̃ quando t → +∞ implicará que Ip̃(tϕ) → −∞. Consequentemente existe
e = Tϕ, com T > 0, tal que Ip̃(e) < 0. Logo, pela monotonicidade, decorre que

Ip(e) < 0,

para todo p ∈ (1, p̃). Portanto Ip satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da
Montanha. �

Lema 2.4. Para cada p ∈ (1, p̃) o funcional Ip satisfaz a condição de (PS)c.

Demonstração. Para cada p ∈ (1, p̃) fixo, pelo Lema 2.3 existe uma sequência (un) em
W 1,p

0 (Ω) tal que

Ip(un)→ c I ′p(un)→ 0.

onde c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t)) com Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = e}. Pela

afirmação (a) para n suficientemente grande temos

c+On(1) ‖un‖W1,p
0
> Ip(un)− 1

κ
I ′p(un)un

>
1

p

∫
Ω

|∇un|p dx−
∫

Ω

F+(x, un) dx+
p− 1

p
|Ω| − 1

κ

(∫
Ω

|∇un|p dx−

−
∫

Ω

f+(x, un)un dx

)
>

1

p

∫
Ω

|∇un|p dx−
∫

Ω

F+(x, un) dx+
p− 1

p
|Ω| − 1

κ

(∫
Ω

|∇un|p dx−

−κ
∫

Ω

F+(x, un) dx

)
>

1

p

∫
Ω

|∇un|p dx− 1

κ

∫
Ω

|∇un|p dx+
p− 1

p
|Ω|

>

(
1

p
− 1

κ

)
‖un‖pW1,p

0

+
p− 1

p
|Ω| ,

o implicando que (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). Logo existe u ∈ W 1,p

0 (Ω) tal que

un ⇀ u

em W 1,p
0 (Ω) e

un → u

em Lq(Ω) para 1 6 q 6 p∗. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada,∫
Ω

f(x, un)un dx→
∫

Ω

f(x, u)u dx. (2.3)

Logo, para todo ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) (Ver [12], página 116),∫

Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ dx→
∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx.

Consequentemente, para todo ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω),∫

Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ dx =

∫
Ω

f(x, un)ϕ dx+On(1) (2.4)
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e, tomando o limite n→ +∞,∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx =

∫
Ω

f(x, u)ϕ dx, (2.5)

para todo ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ou seja, u é ponto cŕıtico de Ip. Tomando un como função teste

em (2.27) e u em (2.30), por (2.26),

‖un‖pW1,p
0

=

∫
Ω

f(x, un)un dx

=

∫
Ω

f(x, u)u dx+On(1)

= ‖u‖p
W

1,p
0

+On(1).

Como un → u, ‖un‖pW1,p
0

→ ‖u‖p
W

1,p
0

e W 1,p
0 (Ω) é um espaço de Banach uniformemente

convexo, pelo Teorema 3.31 (Ver [9]),

un → u

em W 1,p
0 (Ω), como queŕıamos.

�

Como consequência do Lema 2.3 e 2.4 obtemos uma sequência de pontos cŕıticos (wp)
em W 1,p

0 (Ω). Além disso, wp > 0 é um ponto cŕıtico não trivial de Ip e

Ip(wp) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t)),

onde Γp = {γ ∈ C
(
[0, 1],W 1,p

0 (Ω)
)

; γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Lema 2.5. A sequência (Ip(wp)) é não-decrescente para p ∈ (1, p̃).

Demonstração. Seja 1 < p1 < p2 < p̃. Note primeiramente que Γp2 ⊂ Γp1 pois como
W1,p2

0 (Ω) ⊂ W1,p1
0 (Ω) então os caminhos de C

(
[0, 1],W1,p2

0 (Ω)
)

pertencem também a

C
(
[0, 1],W1,p1

0 (Ω)
)
. Logo

Ip1(wp1) = inf
γ∈Γp1

max
t∈[0,1]

Ip1(γ(t))

= inf
γ∈Γp1

max
t∈[0,1]

(
J+
p1

(γ(t)) +
p1 − 1

p1

|Ω|
)

= inf
γ∈Γp1

max
t∈[0,1]

(
1

p1

∫
Ω

|∇γ(t)|p1 dx−
∫

Ω

F+(x, γ(t)) dx+
p1 − 1

p1

|Ω|
)

6 inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

(
1

p1

∫
Ω

|∇γ(t)|p1 dx−
∫

Ω

F+(x, γ(t)) dx+
p1 − 1

p1

|Ω|
)

6 inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

(
1

p2

∫
Ω

|∇γ(t)|p2 dx−
∫

Ω

F+(x, γ(t)) dx+
p2 − 1

p2

|Ω|
)

6 inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

(
J+
p2

(γ(t)) +
p2 − 1

p2

|Ω|
)

6 inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

Ip2(γ(t))

6 Ip2(wp2).

Portanto a sequência (Ip(wp))p∈(1,p̃) é não-decrescente. �
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Lema 2.6. A sequência (Ip(wp))p∈(1,p̃) é limitada e, consequentemente,
(
J+
p (wp)

)
p∈(1,p̃)

também é.

Demonstração. Pela monotonicidade do funcional Ip decorre para um certo p0 ∈ (1, p̃)
fixo

Ip(wp) 6 Ip0(wp0) = c,

para todo p ∈ (1, p0) e, consequentemente, a sequência (Ip(wp))p∈(1,p̃) é limitada. Conse-
quentemente

Ip(wp) 6 c⇒ 1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx−
∫

Ω

F+(x,wp) dx+
p− 1

p
|Ω| 6 c

⇒ 1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx−
∫

Ω

F+(x,wp) dx 6 c− p− 1

p
|Ω| .

Como
p− 1

p
|Ω| → 0 quando p→ 1+ decorre que

1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx−
∫

Ω

F+(x,wp) dx 6 c, (2.6)

onde c > 0 depende somente de p0. Portanto a sequência
(
J+
p (wp)

)
p∈(1,p̃)

é limitada. �

Lema 2.7. A sequência (wp)p>1 é limitada em BV (Ω).

Demonstração. Considere para cada p ∈ (1, p0) o seguinte conjunto

Ωp = {x ∈ Ω; wp(x) 6 s0}.

Pela condição (a) e da maneira que F+(x, s) foi definida temos que∫
Ωp

F+(x,wp) dx 6 c

(
s0 +

sq+1
0

q + 1

)
|Ω|

6 cs0

(
1 +

sq0
q + 1

)
|Ω|

6 cs0(1 + sq0) |Ω|
6 c1, (2.7)

onde c1 = c1(c, s0, q) e independe de p. Considere Ω \Ωp e note que todo x ∈ Ω \Ωp é tal
que wp(x) > s0, ou seja, Ω \ Ωp = {x ∈ Ω; wp(x) > s0}. Assim, pela condição (c),∫

Ω\Ωp
F+(x,wp) dx 6

1

κ

∫
Ω\Ωp

wpf+(x,wp) dx

6
1

κ

∫
Ω

wpf+(x,wp) dx.

Como wp é um ponto cŕıtico decorre que∫
Ω

wpf+(x,wp) dx =

∫
Ω

|∇wp|p dx

e, então, ∫
Ω\Ωp

F+(x,wp) dx 6
1

κ

∫
Ω

|∇wp|p dx. (2.8)



2. Existência de Solução via Teorema do Passo da Montanha 39

Assim, para todo p ∈ (1, p0),

1

p0

∫
Ω

|∇wp|p dx 6
1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx.

Pela desigualdade (2.6),(
1

p0

− 1

κ

)∫
Ω

|∇wp|p dx 6 c+

∫
Ω

F+(x,wp) dx− 1

κ

∫
Ω

|∇wp|p dx

6 c+

∫
Ωp

F+(x,wp) dx+

∫
Ω\Ωp

F+(x,wp) dx− 1

κ

∫
Ω

|∇wp|p dx.

e, pelas desigualdades (2.7) e (2.8),(
1

p0

− 1

κ

)∫
Ω

|∇wp|p dx 6 c+ c1 +
1

κ

∫
Ω

|∇wp|p dx− 1

κ

∫
Ω

|∇wp|p dx

6 c+ c1.

Logo, como κ 6 p0, ∫
Ω

|∇wp|p dx 6 C̃, (2.9)

para todo p ∈ (1, p0), onde C̃ > 0 depende somente de p0. Então, pela Desigualdade de
Young,

‖wp‖BV =

∫
Ω

|∇wp| dx+

∫
∂Ω

|wp| dHN−1

=

∫
Ω

|∇wp| dx

6
1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx+
p− 1

p
|Ω|

6 C̃ +
p− 1

p
|Ω|

6 C̃ + |Ω| .

Portando a sequência (wp)p>1 é limitada. �

Pelas imersões compactas de BV (Ω) em Lm(Ω), para 1 6 m < N
N−1

, existe w ∈ BV (Ω)
onde w > 0, tal que

(A) wp → w em Lm(Ω), para 1 6 m <
N

N − 1
;

(B) wp → w quase sempre em Ω;

(C) Existe g ∈ Lm(Ω), com 1 6 m <
N

N − 1
, tal que |wp(x)| 6 g(x).

Lema 2.8. Seja wp uma solução para o problema (2.1). Então existe um campo vetorial
limitado z ∈ L∞(Ω,RN), com ‖z‖

L∞ 6 1, tal que, a menos de uma subsequência,

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z, (2.10)

em Lr(Ω,RN) para todo 1 6 r <∞, quando p→ 1+.
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Demonstração. Mostremos primeiramente que
(
|∇wp|p−2∇wp

)
p>1

é limitada em Lr(Ω,RN),

com 1 6 r <∞. Dado 1 6 r <∞ considere 1 < p < r′ e note que∥∥|∇wp|p−2∇wp
∥∥r
Lr

=

∫
Ω

∣∣|∇wp|p−2∇wp
∣∣r dx

=

∫
Ω

|∇wp|r(p−1) dx.

Empregando a Desigualdade de Holder para p
r(p−1)

e p
p−r(p−1)∫

Ω

|∇wp|r(p−1) dx 6

(∫
Ω

(
|∇wp|

p
r(p−1)

)r(p−1)

dx

)1/ p
r(p−1)

(∫
Ω

|1|
p

p−r(p−1) dx

)1/ p
p−r(p−1)

6

(∫
Ω

|∇wp|p dx

) r(p−1)
p
(∫

Ω

|1|
p

p−r(p−1) dx

) p−r(p−1)
p

6

(∫
Ω

|∇wp|p dx

) r(p−1)
p

|Ω|1−
r(p−1)
p .

Pela desigualdade (2.9) ∫
Ω

|∇wp|r(p−1) dx 6 C̃
r(p−1)
p |Ω|1−

r(p−1)
p .

Logo ∥∥|∇wp|p−2∇wp
∥∥r
Lr
6 C̃

r(p−1)
p |Ω|1−

r(p−1)
p (2.11)

e, consequentemente, a sequência
(
|∇wp|p−2∇wp

)
é limitada em Lr(Ω,RN), com

1 6 r < ∞. Com isso, da compacidade fraca em Lr e pelo Teorema 1.42 (Ver [11]),
existe zr ∈ L∞(Ω,RN) tal que, a menos de uma subsequência,

|∇wp|p−2∇wp ⇀ zr

em Lr(Ω,RN) para todo 1 6 r < ∞. Usando um argumento diagonal é posśıvel provar
que o limite z não depende de r, ou seja

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z

em Lr(Ω,RN) para todo 1 6 r < ∞. Além disso, utilizando o fato da norma em Lr ser
fracamente semicont́ınua inferiormente, da desigualdade (2.11),

‖z‖
Lr
6 lim inf

p→1+

∥∥|∇wp|p−2∇wp
∥∥
Lr

6 lim inf
p→1+

C̃
p−1
p |Ω|

1
r
− p−1

p

6 |Ω|
1
r

para todo 1 6 r <∞ e, consequentemente, z ∈ L∞(Ω,RN) e ‖z‖
L∞ 6 1. Portanto, existe

um campo vetorial limitado z ∈ L∞(Ω,RN) tal que, a menos de uma subsequência, (2.10)
ocorre. �



2. Existência de Solução via Teorema do Passo da Montanha 41

2.3 Resultado de existência

Com os resultados obtidos na seção anterior podemos demonstrar o Teorema 1.

Demonstração do Teorema 1. Notemos que uma solução para o problema (P1) é uma
função w ∈ BV (Ω) que satisfaz as condições (S1) a (S3) da Definição 2.1.
Condição (S1): Mostremos que −(z) = f+(x,w) em D′(Ω), isto é

−
∫

Ω

div(z)ϕ dx =

∫
Ω

f+(x,w)ϕ dx (2.12)

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Note que, dado um funcional linear g ∈
(
L∞(Ω,RN)

)′
, se

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z em L∞(Ω,RN) então

g(|∇wp|p−2∇wp)→ f(z).

Considere ϕ ∈ C∞0 (Ω), o que implica que ∇ϕ ∈ L∞(Ω,RN). Com isso, dado w ∈
L∞(Ω,RN) a aplicação

w 7−→
∫

Ω

w · ∇ϕ dx

é um funcional cont́ınuo. Como vale a convergência fraca (2.10), empregando tal aplicação
no campo vetorial |∇wp|p−2∇wp temos∫

Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx→
∫

Ω

z · ∇ϕ dx, (2.13)

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Como −div(|∇wp|p−2∇wp) = f+(x,wp) mostrar a igualdade (2.12)
é equivalente provar que as seguintes convergências ocorrem

f+(x,wp)→ f+(x,w) −div(|∇wp|p−2∇wp)→ −div(z)

em D′(Ω) quando p → 1+. Para a primeira convergência considere ϕ ∈ C∞0 (Ω), como f+

é uma função de Carathéodory, pela afirmação (B), decorre que

f+(x,wp)ϕ→ f+(x,w)ϕ,

quase sempre em Ω. Além disso, pelas afirmações (a) e (C), temos

|f+(x,wp(x))ϕ| 6 C(1 + |wp(x)|q)ϕ
6 C(1 + g(x)q)ϕ.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada Generalizada, decorre que∫
Ω

f+(x,wp)ϕ dx→
∫

Ω

f+(x,w)ϕ dx,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Portanto

f+(x,wp)→ f+(x,w) (2.14)

em D′(Ω) quando p→ 1+. Para a segunda convergência queremos que

−
∫

Ω

div(|∇wp|p−2∇wp)ϕ dx→ −
∫

Ω

div(z)ϕ dx
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para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). De fato, dado ϕ ∈ C∞0 (Ω), pela Identidade de Green

−
∫

Ω

div(|∇wp|p−2∇wp)ϕ dx =

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx.

Note que dado z ∈ L∞(Ω,RN), o qual é uma distribuição, e ϕ ∈ C∞0 (Ω) temos

div(z)(ϕ) =
N∑
i=1

(
−
∫

Ω

zi
∂ϕ

∂xi
dx

)
= −

∫
Ω

z · ∇ϕ dx.

Assim, pela convergência (2.13)

−
∫

Ω

div(|∇wp|p−2∇wp)ϕ dx→
∫

Ω

z · ∇ϕ dx = div(z)(ϕ)

=

∫
Ω

div(z)ϕ dx.

Portanto

−div(|∇wp|p−2∇wp)→ −div(z) (2.15)

em D′(Ω) quando p→ 1+. Com isso, das expressões (2.14) e (3.10), decorre que

−div(z) = f+(x,w) (2.16)

em D′(Ω) quando p→ 1+. Portando w satisfaz a condição (S1).
Condição (S2): Mostremos que (z, Dw) = |Dw| emM(Ω). Como toda medida de Radon

pode ser vista como um elemento de (C0(Ω))′ e sendo C1
0(Ω) denso em C0(Ω) é equivalente

provar que para todo ϕ ∈ C1
0(Ω), com ϕ > 0,

〈(z, Dw), ϕ〉 = 〈|Dw| , ϕ〉 ,

ou seja,

−
∫

Ω

wdiv(z)ϕ dx−
∫

Ω

wz · ∇ϕ dx =

∫
Ω

ϕ |Dw| .

Como ‖z‖
L∞ 6 1, pela consequência da Proposição 1.9, temos

〈(z, Dw), ϕ〉 6 |〈(z, Dw), ϕ〉|

6 ‖z‖
L∞

∫
Ω

ϕ |Dw|

6
∫

Ω

ϕ |Dw|

6 〈|Dw| , ϕ〉 .

Resta mostrar que 〈(z, Dw), ϕ〉 > 〈|Dw| , ϕ〉. Considere wpϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), com wpϕ > 0,

uma função teste para o problema (2.1) e note que∫
Ω

f+(x,wp)wpϕ dx =

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ (wpϕ) dx

=

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · (∇wpϕ+ wp∇ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇wp|ϕ dx+

∫
Ω

wp |∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx. (2.17)
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Vamos analisar ambos termos da igualdade acima. Para o primeiro termo do lado direito,
pela Desigualdade de Young, temos∫

Ω

|∇wp|ϕ dx 6
∫

Ω

(
1

p
|∇wp|p +

p− 1

p

)
ϕ dx⇒

⇒
∫

Ω

|∇wp|ϕ dx 6
1

p

∫
Ω

|∇wp|p ϕ dx+
p− 1

p

∫
Ω

ϕ dx⇒

⇒ 1

p

∫
Ω

|∇wp|p ϕ dx >
∫

Ω

|∇wp|ϕ dx− p− 1

p

∫
Ω

ϕ dx⇒

⇒
∫

Ω

|∇wp|p ϕ dx > p

∫
Ω

|∇wp|ϕ dx− (p− 1)

∫
Ω

ϕ dx,

assim, pela semicontinuidade inferior do funcional, temos

lim inf
p→1+

∫
Ω

|∇wp|p ϕ dx > lim inf
p→1+

(
p

∫
Ω

|∇wp|ϕ dx− (p− 1)

∫
Ω

ϕ dx

)
> lim inf

p→1+

(
p

∫
Ω

|∇wp|ϕ dx

)
− lim sup

p→1+

(
(p− 1)

∫
Ω

ϕ dx

)
> lim inf

p→1+

∫
Ω

|∇wp|ϕ dx

>
∫

Ω

ϕ |Dw| .

Já para o segundo termo do lado direito, note que (2.10) ocorre para todo 1 6 r <∞, o
que implica que

lim inf
p→1+

(∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ϕ dx

)
→
∫

Ω

z · ϕ dx (2.18)

para todo ϕ ∈ Lr(Ω), com 1 6 r < ∞ Em particular, a expressão anterior ocorre para
todo 1 6 m < N

N−1
e, com isso,

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z (2.19)

em Lm
′
(Ω), pois (3.13) ocorre para todo ϕ ∈ Lm(Ω). Consequentemente, por (A) e (3.14),

empregando a Proposição 3.13 de [9],

lim inf
p→1+

(∫
Ω

wp |∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx

)
→
∫

Ω

wz · ∇ϕ dx.

Para a expressão do lado esquerdo da igualdade (2.17), pelas condições (a) e (c), temos

|f+(x,wp)wpϕ| = |f+(x,wp)| |wp| |ϕ|
6 C (1 + |wp|q) |wp| |ϕ|
6 C (1 + g(x)q) g(x)m

6 mC (1 + g(x)q) g(x),

onde m > 0 é o limitante de ϕ e mC (1 + g(x)q) g(x) ∈ L1(Ω). Assim, pelo Teorema da
Convergência Dominada,∫

Ω

f+(x,wp)wpϕ dx→
∫

Ω

f+(x,w)wϕ dx,
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quando p→ 1+, e por (2.16),∫
Ω

f+(x,w)wϕ dx = −
∫

Ω

div(z)wϕ dx.

Logo, fazendo p→ 1+ em (2.17), temos

lim inf
p→1+

(∫
Ω

|∇wp|p ϕ dx+

∫
Ω

wp |∇wp|p−2∇wp∇ϕ dx

)
= lim inf

p→1+

∫
Ω

f+(x,wp)wp dx⇒

⇒
∫

Ω

ϕ |Dw|+
∫

Ω

wz · ∇ϕ dx > −
∫

Ω

div(z)wϕ dx⇒

⇒
∫

Ω

ϕ |Dw| > −
∫

Ω

div(z)wϕ dx−
∫

Ω

wz · ∇ϕ dx,

ou seja,

〈(z, Dw) , ϕ〉 > 〈|Dw| , ϕ〉 .

Portanto, 〈(z, Dw) , ϕ〉 = 〈|Dw| , ϕ〉 para todo ϕ ∈ C1
0(Ω) e, consequentemente,

(z, Dw) = |Dw| (2.20)

em M(Ω). Portando w satisfaz a condição (S2).
Condição (S3): Mostremos que [z, ν] ∈ sign(−w) sobre ∂Ω. Note que é equivalente a
provar que ∫

∂Ω

(|w|+ w [z, ν]) dHN−1 = 0, (2.21)

pois como |[z, ν]| 6 1 temos |[z, ν]w| 6 |w| e então

− |w| 6 [z, ν] 6 |w| ⇒ [z, ν]w + |w| > 0.

Consequentemente |w| + [z, ν]w = 0 sobre ∂Ω se, e somente se, ocorrer (2.21). Para a
primeira desigualdade observe que∫

∂Ω

(|w|+ [z, ν]w) dHN−1 >
∫
∂Ω

(− [z, ν]w + [z, ν]w) dHN−1

>
∫
∂Ω

0 dHN−1

> 0. (2.22)

Para a desigualdade contrária considere wp − ϕ, com ϕ ∈ C1
0(Ω), como função teste no

problema (2.1) e note que∫
Ω

f+(x,wp) (wp − ϕ) dx =

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ (wp − ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · (∇wp −∇ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇wp|p dx−
∫

Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx,

e assim,∫
Ω

|∇wp|p dx =

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx+

∫
Ω

f+(x,wp) (wp − ϕ) dx. (2.23)
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Aplicando a Desigualdade de Young em (2.21) decorre que∫
Ω

|∇wp| dx 6
∫

Ω

|∇wp|p dx+
p− 1

p
|Ω|

6
1

p

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx+
1

p

∫
Ω

f+(x,wp)(wp − ϕ) dx+
p− 1

p
|Ω| .

Assim, pela afirmação (2.10), da expressão acima e da semicontinuidade inferior temos

|||w|||
BV

=

∫
Ω

|∇w| dx+

∫
∂Ω

|w| dHN−1

6 lim inf
p→1+

(∫
Ω

|∇wp| dx+

∫
∂Ω

|wp| dHN−1

)
6 lim inf

p→1+

(
1

p

∫
Ω

|∇wp|p−2∇wp · ∇ϕ dx+
1

p

∫
Ω

f+(x,wp)(wp − ϕ) dx+

+
p− 1

p
|Ω|+

∫
∂Ω

|wp| dHN−1

)
6
∫

Ω

z · ∇ϕ dx−
∫

Ω

f+(x,w)ϕ dx+

∫
Ω

f+(x,w)w dx

6 −
∫

Ω

div(z)ϕ dx+

∫
Ω

div(z)ϕ dx+

∫
Ω

f+(x,w)w dx

6
∫

Ω

f+(x,w)w dx.

Logo, ∫
Ω

|∇w| dx+

∫
∂Ω

|w| dHN−1 6
∫

Ω

f+(x,w)w dx. (2.24)

Além disso, por (2.16), (2.20) e da Formula de Green em BV (Ω),∫
Ω

f+(x,w)w dx = −
∫

Ω

div(z)w dx

=

∫
Ω

(z, Dw)−
∫
∂Ω

[z, ν]w dHN−1

=

∫
Ω

|Dw| −
∫
∂Ω

[z, ν]w dHN−1.

Usando a desigualdade acima em (2.24) temos∫
Ω

|Dw|+
∫
∂Ω

|w| dHN−1 6
∫

Ω

|Dw| −
∫
∂Ω

[z, ν]w dHN−1 ⇒

⇒
∫
∂Ω

|w| dHN−1 +

∫
∂Ω

[z, ν]w dHN−1 6 0⇒

⇒
∫
∂Ω

(|w|+ [z, ν]w) dHN−1 6 0 (2.25)

Portanto, por (2.22) e (2.25),

[z, ν] ∈ sign(−w) (2.26)

sobre ∂Ω. Portanto w satisfaz a condição (S3).
Com isso mostramos, por (2.16), (2.20) e (2.26), que w é uma solução do problema (P1)
no sentido da Definição 2.1. �
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Proposição 2.1. A solução w é não-trivial.

Demonstração. Por meio da hipótese (f1) temos que f+(x, 0) = 0 e existe δ > 0 sufici-
entemente pequeno tal que |f+(x, s)| 6 k1 |s|α, para todo |s| ∈ (0, δ) e algum k1 > 0.
Assim

F+(x, s) =

∫ s

0

f+(x, t) dt

6
∫ s

0

|f(x, s)| dx

6
∫ s

0

k1 |s|α dx

6 k1

[
|s|α+1

α + 1

]s
0

6
k1

α + 1
|s|α+1 ,

para todo |s| ∈ (0, δ). Logo, para u ∈ BV (Ω), pela imersão cont́ınua de BV (Ω) em
Lα+1(Ω), temos

J(u) = |||u|||
BV
−
∫

Ω

F+(x, u) dx

> |||u|||
BV
−
∫

Ω

(
k1

α + 1
|u|α+1

)
dx

> |||u|||
BV
− k1

α + 1

∫
Ω

|u|α+1 dx

> |||u|||
BV
− k1

α + 1
k |||u|||α+1

BV

> |||u|||
BV
− k2 |||u|||α+1

BV
,

onde k2 > 0 é a constante resultante da imersão cont́ınua. Tomando ρ < min

{
δ,
(

1
2k2

) 1
α

}
decorre que

J(u) >
1

2
|||u|||

BV
,

para |||u|||
BV
6 ρ. Dado p ∈ (1, p0), pela Desigualdade de Young, temos

J(u) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1 −
∫

Ω

F+(x, u) dx

6
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
p− 1

p
|Ω|+

∫
∂Ω

|u| dHN−1 −
∫

Ω

F+(x, u) dx

6
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
p− 1

p
|Ω| −

∫
Ω

F+(x, u) dx+

∫
∂Ω

|u| dHN−1

6 Ip(u) +

∫
∂Ω

|u| dHN−1

6 Ip(u),
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para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω). Tomando um caminho γ ∈ Γp, pela continuidade da aplicação

t 7−→ Ip (γ(t)), existe t0 > 0 tal que |γ(t0)| = ρ. Consequentemente

Ip(wp) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t))

>
ρ

2
. (2.27)

Por outro lado, pela expressão (2.24) e da Formula de Green, temos

lim
p→1+

1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx = lim
p→1+

1

p

∫
Ω

f+(x,wp)wp dx

=

∫
Ω

f+(x,w)w dx

=

∫
Ω

(z, Dw) dx−
∫
∂Ω

w [z, ν] dHN−1

=

∫
Ω

|Dw|+
∫
∂Ω

|w| dHN−1. (2.28)

Além disso, pela afirmação (C), temos

κ |F+(x,wp)| 6 wp |f+(x,wp)|
6 g(x) |f+(x, g(x))|
6 Cg(x)(1 + g(x)q),

em que Cg(x)(1 + g(x)q) ∈ L1(Ω). Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada,
decorre que

lim
p→1+

∫
Ω

F+(x,wp) dx =

∫
Ω

F+(x,w) dx. (2.29)

Logo, por (2.28) e (2.29), temos

lim
p→1+

Ip(wp) = lim
p→1+

(
1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx−
∫

Ω

F+(x,wp) dx+
p− 1

p
|Ω|
)

= lim
p→1+

1

p

∫
Ω

|∇wp|p dx− lim
p→1+

∫
Ω

F+(x,wp) dx+ lim
p→1+

p− 1

p
|Ω|

=

∫
Ω

|Dw|+
∫
∂Ω

|w| dHN−1 −
∫

Ω

F+(x,w) dx

= J(w). (2.30)

Portanto, por (2.27) e (2.24), J(w) >
ρ

2
e, consequentemente, w é uma solução não-trivial

pois J(0) = 0. �

De maneira análoga ao que foi feito nos dois resultados anteriores é posśıvel provar a
existência de uma solução negativa não-trivial v para o problema (P1). Nesse caso basta
utilizar o mesmo racioćınio aplicado ao funcional

Ĩp(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p −
∫

Ω

F−(x, u) +
p− 1

p
|Ω| ,

obtendo vp → v com p → 1+. Aqui vp é uma solução não-positiva para o problema
envolvendo p-Laplaciano (2.1).





Caṕıtulo

3
Existência de Solução via Método de

Nehari

Nesse caṕıtulo, estudaremos a existência de solução nodal para o problema (P2) quando
forem satisfeitas as hipóteses (g1) a (g5).

Definição 3.1. Dizemos que u ∈ BV (Ω) é uma solução de variação limitada para o
problema (P2) quando existir um campo vetorial z ∈ XN(Ω), com ‖z‖

L∞ 6 1, tal que

(S1)′ −div(z) = g(u) em D′(Ω).

(S2)′ (z, Du) = |Du| em M(Ω).

(S3)′ [z, ν] ∈ sign(−u) sobre ∂Ω.

Para diferenciar os cálculos que faremos neste caṕıtulo com o do anterior representa-
remos o funcional energia I por Φ.

3.1 Método de Nehari

Para descrever o método de Nehari considere E um espaço de Banach reflexivo e
Φ ∈ C1(E,R) um funcional. Dado u ∈ E um ponto cŕıtico de Φ temos Φ′(u) = 0, o que
é equivalente a Φ′(u)v = 0, para todo v ∈ E, em particular Φ′(u)u = 0. Com isso somos
levados a definir o conjunto a seguir, o qual contém todos os pontos cŕıticos de Φ.

Definição 3.2. Seja E um espaço de Banach reflexivo e Φ ∈ C1(E,R) um funcional. O
conjunto:

N = {u ∈ E \ {0}; Φ′(u)u = 0}

é chamado de variedade de Nehari.

Embora chamado de “variedade” nem sempre N é uma. Note que todo u ∈ N é um
ponto cŕıtico de Φ e, com isso, somos levados a procurar nele pontos de mı́nimos para
determinados problemas. Logo, o método de Nehari, se resume em minimizar o funcional
Φ sobre N , ou seja, obter u ∈ N tal que:

Φ(u) = inf
v∈N

Φ(v)

49
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e, em seguida, mostrar que o u é ponto cŕıtico de Φ em todo espaço.
Quando u ∈ BV (Ω) decorre que u± ∈ BV (Ω). Com isso, quando estivermos interes-

sados em encontrar pontos cŕıticos não-triviais de Φ com a propriedade de serem nodais
o conjunto natural a se procurar é o definido a seguir.

Definição 3.3. O conjunto

N± =
{
u ∈ E \ {0}; Φ′(u±)u± = 0

}
é chamado de conjunto de Nehari nodal.

3.2 Lemas preliminares

Considere, para p > 1, o problema envolvendo o operador p-Laplaciano associado a
(P2), ou seja: {

−∆p u = g(u), em Ω

u = 0 , sobre ∂Ω
(3.1)

ao qual tem relacionado a seguinte forma fraca:∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫
Ω

g(u)v dx (3.2)

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω). Assim é posśıvel associar ao problema (3.1) o seguinte funcional

energia:

Jp : W 1,p
0 (Ω) −→ R

u 7−→ Jp(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

G(u) dx

onde G(s) =

∫ s

0

g(t) dt. Considere o funcional:

Φp(u) = Jp(u) +
p− 1

p
|Ω| . (3.3)

Como Φp e Jp deferem a menos de uma constante podemos estudar os pontos cŕıticos
de (3.1) lidando com Φp ou Jp. Note que, para cada p > 1, Φp ∈ C1

(
W 1,p

0 (Ω),R
)

e, dado

u ∈ W 1,p
0 (Ω), sua derivada de Fréchet é definida por:

Φ′(u)v =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx−
∫

Ω

g(u)v dx

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω). Com isso, juntamento com o fato de W 1,p

0 (Ω) ser um espaço de
Banach reflexivo, podemos definir, para cada p > 1, o conjunto de Nehari nodal associada
a Φp por:

N±p =
{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) \ {0}; Φ′p(u
±)u± = 0

}
.

Proposição 3.1. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω), com u± 6= 0. Então existem t, s > 0 tais que:

tu+ + su− ∈ N±p . (3.4)
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Demonstração. Ver [8], página 518. �

Note que, para cada p > 1, existe, pelos resultados em [8] up ∈ N±p que é uma solução
nodal de (3.1) e:

Φp(up) = min
v∈N±p

Φp(v). (3.5)

Além disso:

Φp(up) = max
t,s>0

Φp(tu
+
p + su−p ). (3.6)

Veremos alguns resultados a respeito do funcional Φp e da sequência (up) obtida acima.

Lema 3.1. O funcional Φp é não-decrescente com respeito a p.

Demonstração. Ver Lema 2.2. �

Lema 3.2. A sequência (Φp(up)) é não-decrescente para p ∈ (1, N).

Demonstração. Considere 1 < p1 6 p2 < N . Sejam up1 ∈ W 1,p1
0 (Ω) e up2 ∈ W 1,p2

0 (Ω)
satisfazendo (3.5). Pela maneira que up2 esta definido temos u±p2 6= 0 e, consequentemente,
existem t, s > 0 tais que

tu+
p2

+ su−p2 ∈ N
±
p2
.

Como W 1,p2
0 (Ω) ⊂ W 1,p1

0 (Ω), pois p2 > p1, vale que

tu+
p2

+ su−p2 ∈ N
±
p1
. (3.7)

Logo, pelo Lema 2.2 e afirmações (3.5) a (3.7), decorre que

Φp2(up2) = max
t,s>0

Φp2(tu
+
p2

+ su−p2)

> Φp2(tu
+
p2

+ su−p2)

> Φp1(tu
+
p2

+ su−p2)

> Φp1(up1).

Portanto a sequência (Φp(up)) é não-decrescente para p ∈ (1, N). �

Lema 3.3. A sequência (up) é limitada em BV (Ω) para p ∈ (1, p), onde p ∈ (1, N).

Demonstração. Dado p ∈ (1, N), pelo Lema 3.2, temos

Φp(up) 6 Φp(up) (3.8)

para todo p ∈ (1, p), onde Φp(up) = c. Note que c > 0 e é tal que∫
Ω

|∇up|p dx 6 c (3.9)
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para todo p ∈ (1, p). De fato, por (g4) e (3.8), vale que

c > Φp(up)

> Φp(up)−
1

κ
Φ′p(up)up

>
1

p

∫
Ω

|∇up|p dx−
∫

Ω

G(u) dx+
p− 1

p
|Ω| − 1

κ

(∫
Ω

|∇up|p dx−
∫

Ω

g(up)up dx

)
>

(
1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|p dx+

∫
Ω

(
1

κ
g(up)up −G(u)

)
dx+

p− 1

p
|Ω|

>

(
1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|p dx

>

(
1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|p dx.

Como κ 6 p decorre (3.9). Logo, pela Desigualdade de Young, temos

|||up|||BV =

∫
Ω

|∇up|p dx+

∫
∂Ω

|up| dHN−1

=

∫
Ω

|∇up|p dx

6
1

p

∫
Ω

|∇up|p dx+
p− 1

p
|Ω|

6 C.

Portanto, a sequência (up) é limitada em BV (Ω). �

Como consequência de (up) ser limitada em BV (Ω) e pelas imersões compactas de
BV (Ω) em Lm(Ω), para 1 6 m < N

N−1
, existe u ∈ BV (Ω) tal que:

(a1)′ up → u em Lm(Ω), para 1 6 m <
N

N − 1
;

(a2)′ up → u quase sempre em Ω.

(a3)′ Existe h ∈ Lm(Ω), com 1 6 m <
N

N − 1
, tal que |up(x)| 6 h(x).

3.3 Resultado de existência

Demonstração do Teorema 2. Mostremos que a função u ∈ BV (Ω) encontrada satisfaz as
condições (S1)′ a (S3)′ da Definição 3.1.
Condição (S1)′: Mostremos que −div(z) = g(u) em D′(Ω), isto é

−
∫

Ω

div(z)ϕ dx =

∫
Ω

g(u)ϕ dx (3.10)

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Como vale a convergência fraca (2.10), empregando tal aplicação
no campo vetorial |∇up|p−2∇up temos∫

Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx→
∫

Ω

z · ∇ϕ dx, (3.11)
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para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Como −div(|∇up|p−2∇up) = g(up) mostrar a igualdade (3.10) é
equivalente provar que as seguintes convergências ocorrem

g(up)→ g(u) −div(|∇up|p−2∇up)→ −div(z)

em D′(Ω) quando p → 1+. Para a primeira convergência considere ϕ ∈ C∞0 (Ω), por (g1),
decorre que

g(up)ϕ→ g(u)ϕ,

quase sempre em D′(Ω). Além disso, pelas afirmações (g3) e (a3)′, temos

|g(up)ϕ| 6
(
K1 +K2 |up|q−1)ϕ

6 (K1 +K2h(x))ϕ.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada Generalizada, decorre que∫
Ω

g(up)ϕ dx→
∫

Ω

g(u)ϕ dx,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). Portanto

g(up)→ g(u) (3.12)

em D′(Ω) quando p→ 1+. Para a segunda convergência queremos que

−
∫

Ω

div(|∇up|p−2∇up)ϕ dx→ −
∫

Ω

div(z)ϕ dx

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω). De fato, dado ϕ ∈ C∞0 (Ω), pela Identidade de Green

−
∫

Ω

div(|∇up|p−2∇up)ϕ dx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx.

Assim, pela convergência (3.11)

−
∫

Ω

div(|∇up|p−2∇up)ϕ dx→
∫

Ω

z · ∇ϕ dx = div(z)(ϕ)

=

∫
Ω

div(z)ϕ dx.

Portanto

−div(|∇up|p−2∇up)→ −div(z) (3.13)

em D′(Ω) quando p→ 1+. Com isso, das expressões (3.12) e (3.13), decorre que

−div(z) = g(u) (3.14)

em D′(Ω) quando p→ 1+.
Condição (S2)′: Mostremos que (z, Du) = |Du| em M(Ω). Como ‖z‖

L∞ 6 1, pela
consequência da Proposição 1.9, temos

〈(z, Du), ϕ〉 6 |〈(z, Du), ϕ〉|

6 ‖z‖
L∞

∫
Ω

ϕ |Du|

6
∫

Ω

ϕ |Du|

6 〈|Du| , ϕ〉 .
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Resta mostrar que 〈(z, Du), ϕ〉 > 〈|Du| , ϕ〉. Considere upϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), com upϕ > 0,

uma função teste para o problema (3.1) e note que∫
Ω

g(up)upϕ dx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ (upϕ) dx

=

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · (∇upϕ+ up∇ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇up|ϕ dx+

∫
Ω

up |∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx. (3.15)

Vamos analisar ambos termos da igualdade acima. Para o primeiro termo do lado direito,
pela Desigualdade de Young, temos∫

Ω

|∇up|ϕ dx 6
∫

Ω

(
1

p
|∇up|p +

p− 1

1

)
ϕ dx⇒

⇒
∫

Ω

|∇up|ϕ dx 6
1

p

∫
Ω

|∇up|p ϕ dx+
p− 1

p

∫
Ω

ϕ dx⇒

⇒ 1

p

∫
Ω

|∇up|p ϕ dx >
∫

Ω

|∇up|ϕ dx− p− 1

p

∫
Ω

ϕ dx⇒

⇒
∫

Ω

|∇up|p ϕ dx > p

∫
Ω

|∇up|ϕ dx− (p− 1)

∫
Ω

ϕ dx,

assim, pela semicontinuidade inferior do funcional, temos

lim inf
p→1+

∫
Ω

|∇up|p ϕ dx > lim inf
p→1+

(
p

∫
Ω

|∇up|ϕ dx− (p− 1)

∫
Ω

ϕ dx

)
> lim inf

p→1+

(
p

∫
Ω

|∇up|ϕ dx

)
− lim sup

p→1+

(
(p− 1)

∫
Ω

ϕ dx

)
> lim inf

p→1+

∫
Ω

|∇up|ϕ dx

>
∫

Ω

ϕ |Du| .

Já para o segundo termo do lado direito, notemos que (2.10) ocorre para todo 1 6 r <∞,
o que implica que

lim inf
p→1+

(∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ϕ dx

)
→
∫

Ω

z · ϕ dx (3.16)

para todo ϕ ∈ Lr(Ω), com 1 6 r < ∞ Em particular, a expressão anterior ocorre para
todo 1 6 m < N

N−1
e, com isso,

|∇up|p−2∇up ⇀ z (3.17)

em Lm
′
(Ω), pois (3.16) ocorre para todo ϕ ∈ Lm(Ω). Consequentemente, por (3.17) e

(a1)′, temos

lim inf
p→1+

(∫
Ω

up |∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx

)
→
∫

Ω

uz · ∇ϕ dx.

Para a expressão do lado esquerdo da igualdade (3.15), pelas condições (g3) e (g4), temos

|g(up)upϕ| = |g(up)| |up| |ϕ|
6
(
K1 +K2 |up|q−1) |up| |ϕ|

6
(
K1 +K2h(x)q−1

)
h(x)m
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onde m > 0 é o limitante de ϕ e (K1 +K2h(x)q−1)h(x) ∈ L1(Ω). Assim, pelo Teorema
da Convergência Dominada,∫

Ω

g(up)upϕ dx→
∫

Ω

g(u)uϕ dx,

quando p→ 1+, e por (3.14),∫
Ω

g(u)uϕ dx = −
∫

Ω

div(z)uϕ dx.

Logo, fazendo p→ 1+ em (3.15), temos∫
Ω

g(u)uϕ dx = −
∫

Ω

div(z)uϕ dx.

ou seja,

〈(z, Du) , ϕ〉 > 〈|Du| , ϕ〉 .

Portanto 〈(z, Du) , ϕ〉 = 〈|Du| , ϕ〉, para todo ϕ ∈ C1
0(Ω), e, consequentemente,

(z, Du) = |Du| (3.18)

em M(Ω).
Condição (S3)′: Mostremos que [z, ν] ∈ sign(−u) sobre ∂Ω. Para a primeira desigualdade
observe que ∫

∂Ω

(|u|+ [z, ν]u) dHN−1 >
∫
∂Ω

(− [z, ν]u+ [z, ν]u) dHN−1

>
∫
∂Ω

0 dHN−1

> 0. (3.19)

Para a desigualdade contrária considere up − ϕ, com ϕ ∈ C1
0(Ω), como função teste no

problema (3.1). Note que∫
Ω

g(up) (up − ϕ) dx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ (up − ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · (∇up −∇ϕ) dx

=

∫
Ω

|∇up|p dx−
∫

Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx,

e assim, ∫
Ω

|∇up|p dx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx+

∫
Ω

g(up) (up − ϕ) dx. (3.20)

Então, pela a Desigualdade de Young decorre que∫
Ω

|∇up| dx 6
∫

Ω

|∇up|p dx+
p− 1

p
|Ω|

6
1

p

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx+
1

p

∫
Ω

g(up)(up − ϕ) dx+
p− 1

p
|Ω| .
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Assim, pela afirmação (2.10), da expressão acima e da semicontinuidade inferior, temos

|||u|||
BV

=

∫
Ω

|∇u| dx+

∫
∂Ω

|u| dHN−1

6 lim inf
p→1+

(∫
Ω

|∇up| dx+

∫
∂Ω

|up| dHN−1

)
6 lim inf

p→1+

(
1

p

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ϕ dx+
1

p

∫
Ω

g(up)(up − ϕ) dx+

+
p− 1

p
|Ω|+

∫
∂Ω

|up| dHN−1

)
6
∫

Ω

z · ∇ϕ dx−
∫

Ω

g(u)ϕ dx+

∫
Ω

g(u)u dx

6 −
∫

Ω

div(z)ϕ dx+

∫
Ω

div(z)ϕ dx+

∫
Ω

g(u)u dx

6
∫

Ω

g(u)u dx.

Logo, ∫
Ω

|∇u| dx+

∫
∂Ω

|u| dHN−1 6
∫

Ω

g(u)u dx. (3.21)

Além disso, por (3.14), (3.18) e da Formula de Green em BV (Ω),∫
Ω

g(u)u dx = −
∫

Ω

div(z)u dx

=

∫
Ω

(z, Du) dx−
∫
∂Ω

[z, ν]u dHN−1

=

∫
Ω

|Du| −
∫
∂Ω

[z, ν]u dHN−1.

Usando a desigualdade acima em (3.21) temos∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1 6
∫

Ω

|Du| −
∫
∂Ω

[z, ν]u dHN−1 ⇒

⇒
∫
∂Ω

|u| dHN−1 +

∫
∂Ω

[z, ν]u dHN−1 6 0⇒

⇒
∫
∂Ω

(|u|+ [z, ν]u) dHN−1 6 0 (3.22)

Portanto, por (3.19) e (3.22),

[z, ν] ∈ sign(−u)

sobre ∂Ω. �

Proposição 3.2. A solução u é não-trivial.

Demonstração. Mostremos que u 6= 0. Considere o funcional energia

Φ : BV (Ω) −→ R

u 7−→ Φ(u) = |||u|||
BV
−
∫

Ω

G(u) dx.
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Note que, para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω),

Φ(u) 6 Φp(u)

De fato, pela Desigualdade de Young, temos

Φ(u) = |||u|||
BV
−
∫

Ω

G(u) dx

=

∫
Ω

|u| dx+

∫
Ω

|Du| −
∫

Ω

G(u) dx

=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1 −
∫

Ω

G(u) dx

=

∫
Ω

|Du| −
∫

Ω

G(u) dx

6
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
p− 1

p
|Ω| −

∫
Ω

G(u) dx

6 Φp(u).

Note também que

lim
p→1+

Φp(up) = Φ(u). (3.23)

De fato, considerando up como função teste para (3.1), temos

lim
p→1+

1

p

∫
Ω

|∇up|p dx = lim
p→1+

1

p

∫
Ω

g(up)up dx

=

∫
Ω

g(u)u dx

= −
∫

Ω

div(z)u dx

=

∫
Ω

(z, Du)−
∫
∂Ω

[zν]u dHN−1

=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u| dHN−1

=

∫
Ω

|Du| . (3.24)

Além disso, pelas afirmações (g3), (a1)′ e do Teorema da Convergência Dominada, temos

lim
p→1+

∫
Ω

G(up) dx =

∫
Ω

G(u) dx. (3.25)

Logo, por (3.24) e (3.25), temos

lim
p→1+

Φp(up) = lim
p→1+

(
1

p

∫
Ω

|∇up| dx−
∫

Ω

G(up) dx+
p− 1

p
|Ω|
)

= lim
p→1+

(
1

p

∫
Ω

|∇up| dx− lim
p→1+

∫
Ω

G(up) dx+ lim
p→1+

p− 1

p
|Ω|
)

=

∫
Ω

|Du| −
∫

Ω

G(u) dx

= Φ(u).
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Dado s ∈ R, pela afirmação (g3), temos

|g(s)s| 6
∣∣K1s+K2 |s|q−1 s

∣∣
6 K1 |s|+K2 |s|q .

Assim, pela afirmação (g2), para todo ε > 0 existe c > 0, com c dependente de ε, tal que

|g(s)s| 6 ε |s|+ c |s|q

para todo s ∈ R. Então

Φ(u) > (1− ε) ‖u‖
BV
− c ‖u‖q

BV
(3.26)

para todo u ∈ BV (Ω). Assim, tomando ε > 0 tal que 1 − ε > 1

2
, se ‖u‖

BV
6 ρ, onde

0 < ρ <

(
(1− ε)− 1

2

c

) 1
q−1

, decorre que

Φ(u) 6
‖u‖

BV

2
. (3.27)

Como up ∈ N±p segue que u± ∈ Np. Com isso, quando s = 1, a função s 7−→ Φp(su
±
p )

atinge seu valor de máximo. Logo

Φp(u
±
p ) 6 Φp

(
ρu±p∥∥u±p ∥∥

)

6 Φ

(
ρu±p∥∥u±p ∥∥

)
6
ρ

2
.

Consequentemente

ρ

2
6 Φp(u

±
p ) =

1

p

∫
Ω

g(u±p )u±p dx−
∫

Ω

G(u±p ) dx (3.28)

para todo p ∈ (1, p). Como u±p → 0 em BV (Ω) segue, pelo Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue e da afirmação (g3), que (3.28) não pode ocorrer. Portanto u± 6= 0
e, consequentemente, u 6= 0. �



Caṕıtulo

4
Conclusão

Neste trabalho mostramos a existência de três “categorias” de soluções para um pro-
blema eĺıpticos envolvendo o operador 1-Laplaciano, um termo com crescimento subcŕıtico
em um domı́nio limitado, a saber: não-positiva, não-negativa e nodal.

Para esse objetivo consideramos o problema envolvendo o operador p-Laplaciano e
analisamos o que ocorre quando p → 1+. No Caṕıtulo 2, obtemos soluções não-positiva
e não-negativa para o problema (P1) utilizando o Teorema do Passo da Montanha jun-
tamente com a fato do funcional energia associado satisfazer a condição de Palais-Smale
no ńıvel c obtendo, com isso, uma famı́lia de pontos cŕıticos. Já no Caṕıtulo 3, obtemos
uma solução nodal para o problema (P2) minimizando seu funcional energia associado
“em cima” da variedade nodal.

Em ambos casos foi necessário mostrar que a famı́lia de soluções é limitada em BV (Ω),
a qual de demonstração é diferente em ambos os casos.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 62
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