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Resumo

Este trabalho tem como proposito estudar conicas e quadricas que podem ser re-
presentadas algebricamente por equagoes do segundo grau em duas e trés variaveis,
respectivamente. Em particular, a tematica de conicas foi objeto de estudo dos gre-
gos bem antes do inicio da era crista, muito embora sob uma perspectiva meramente
geométrica. As conicas e as superficies de revolucao obtidas a partir destas possuem
intimeras aplicagoes praticas em varias areas do conhecimento humano, sendo, por-
tanto, um conceito interdisciplinar. Vale salientar que os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN’s), sugerem a investigagao de temas e eixos transversais que possam
ser discutidas em varias disciplinas ao longo da vida escolar do estudante. Atividades
didaticas que exploram os elementos fundamentais associados a cada uma das conicas
foram propostas para serem desenvolvidas junto aos estudantes do ensino médio. No
intuito de se diferenciar das formas tradicionais de ensino, procura-se fazer uso das
denominadas novas tecnologias, em especial do software de matematica dinamica Ge-
ogebra, que é capaz de trabalhar contetidos de geometria, algebra, célculo e estatistica
e, em particular, simular construgoes geométricas baseadas em régua e compasso. Os
inimeros recursos de visualizacao em 2D e 3D, aliados a animacao de objetos mate-
méticos, permite que os jovens estudantes possam ter niveis de abstracao e enxergar
relagoes entre objetos no espago dificeis de serem obtidas por meios convencionais.
Ademais, essa ferramenta permite aos estudantes explorar, investigar, conjecturar e
com isso despertar e estimular o interesse dos mesmos pela construgao de seu saber

matematico, tornando-os agentes nesse processo.

Palavras-chave: Coénicas, Quadricas, GeoGebra.



Abstract

The purpose of this work is to study conics and quadrics that can be represented
algebraically by equations of the second degree in two and three variables, respectively.
In particular, the concepts of conics was studied by the Greeks before the beginning of
the Christian era, albeit from a purely geometric perspective. The conics and surfaces
of revolution obtained from these have numerous practical applications in several areas
of human knowledge, being, therefore, an interdisciplinary concept. It should be noted
that the National Curricular Parameters (PCN’s) suggest the investigation of themes
and transversal axes that can be discussed in various disciplines throughout the stu-
dent’s school life. Didactic activities that explore the fundamental elements associated
to each of the conics were proposed to be developed with high school students. In
order to differentiate itself from the traditional forms of teaching, we try to make use
of the so-called new technologies, especially Geogebra dynamic mathematics software,
which is able to work with geometry, algebra, calculus and statistics content and, in
particular, simulate geometric constructions based on ruler and compass. This soft-
ware has numerous 2D and 3D visualization capabilities, coupled with the animation
of mathematical objects, enable young students to have levels of abstraction and to
see relationships between objects in space that are difficult to obtain by conventional
means. In addition, this tool allows students to explore, investigate, conjecture and
thereby awaken and stimulate their interest in building their mathematical knowledge,

making them agents in this process.

Keywords: Conics, Quadrics, GeoGebra.
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1 Introducao

Entre os temas que pontuam a educacao desde o inicio deste século, sem divida o
avanco da tecnologia no mundo globalizado incita uma maior atencao de todos os res-
ponséveis em propagar o conhecimento. O avan¢ado mundo eletrénico, das modernas
interacoes virtuais sao novidades que rompem regras e estabelecem uma consistente
evolucao tecnologica que vem dominando espagos nas nacgoes, culturas e como con-
sequéncia nas pessoas.

Estudada em todas as séries do ensino bésico, a Geometria de forma geral, tem
contribui¢ao fundamental para o desenvolvimento de habilidades fundamentais ao aluno
em varias areas de conhecimento. Pesquisas em educac¢ao Matematica mostram que,
no processo ensino-aprendizagem, o aluno se apropria de novos conhecimentos quando
participa ativamente da construgao destes. O uso de metodologias variadas é um dos
caminhos possiveis para o envolvimento do aluno com construcao do seu saber. A
ferramenta computador aliada a uma escolha adequada dos softwares e das atividades
tem mostrado resultados positivos nesse aspecto.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs, 1998), o estudo dos
conceitos geométricos, é parte do curriculo de Matematica no ensino fundamental que
constituiu-se a partir de uma colecao de regras isoladas, decorrentes da experiéncia e
diretamente conectadas com a vida diaria. Nao se tratava, portanto, de um sistema
logicamente unificado.

Os professores da atualidade tém um grande desafio, uma formacgao do professor
reflexivo, uma questao fundamental em um processo de formacao. Na tentativa de
contribuir com o desafio de encontrar caminhos que possibilitem formar professores
para utilizar os recursos do computador de acordo com abordagem reflexiva.

As conicas sao curvas especiais em que se podem destacar a elipse, a parabola e
a hipérbole que ganharam destaques significativos com os estudos do gedmetra grego
Apoldnio. Atualmente elas s@ao aplicadas em diversas dreas como na geometria, fisica,
engenharia, arquitetura, entre outros. No ensino béasico, As conicas sao objetos de
estudo no terceiro ano do ensino médio, sendo quase sempre trabalhadas somente com
centro na origem, esquecendo-se assim das conicas com centros em outras localizagoes
do sistema do plano cartesiano (PEREIRA, 2013). No ensino superior elas ganham

forca e sao estudadas em calculo, para a construcao de superficies no espago através
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de estudo de superficies quadricas, em Geometria Analitica, com enfoque nas equagoes
analiticas e Algebra Linear, onde é feita uma ligacao delas com vetores e matrizes.
Com o intuito em despertar o interesse pela matematica, tornando-se mais simples
e mais atrativa para os alunos, faz-se o uso do software Geogebra e com isso explorar
as conicas e suas aplicagoes partindo do construtivismo a partir dos planos de aulas a
serem ministradas aos alunos.
O estudo de Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento
da capacidade de resolver problemas praticos do cotidiano, como, por
exemplo, orientar-se no espaco, ler mapas, estimular e comparar dis-
tancias percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas
bésicas, saber usar diferentes unidades de medida. Também é um
estudo em que os alunos podem ter uma oportunidade especial, com
certeza nao a unica, de apreciar a faceta da Matematica que trata
de Teoremas e argumentagoes dedutivas. Esse estudo apresenta dois

aspectos: a geometria que leva a trigonometria w a geometria para o
célculo de comprimentos, areas e volumes (PCNs, 2007).

O que se afere em geral, é a existéncia da grande promessa de contribuicao social
com a utilizagao destas novas e modernas tecnologias. E tal promessa nao se limita
ao ambito escolar. Com ela se fortalece a ideia de ser possivel, além da melhora na
qualidade da educacao, solucionar demandas sociais, em especial ao que se refere a
capacidade de uma educacao inclusiva.

Aulas tradicionais por meio do quadro negro e giz sao mais comodas para o pro-
fessor, tendo em vista que ele ja estd acostumado com a rotina, seria o método "copia
e cola", onde o professor escreve na lousa e o aluno reproduz exatamente no caderno.
No entanto, esse método se torna ineficaz ao ensino-aprendizado do aluno por nao pri-
orizar o tempo excessivo e exaustivo ao decorrer de cada contetdo, nao conseguindo
alcancar todas as habilidades e competéncias pretendidas ao final do ano letivo. E
preciso ainda considerar que, ao inserir contetidos de Geometria no quadro negro, por
exemplo, faz com que o aluno deixe de ter uma perspectiva melhor nas imagens em 3D
e em propriedades e caracteristicas do desenho geométrico.

De fato, os alunos demonstram tamanha dificuldade quando o professor propoe
a eles a analise de situacoes em que devem ser relacionados dados ou fatos fazendo
uso de possiveis caminhos de resolucao, nao se permitem tentar, errar, acertar, nao
se mobilizam, desanimam e esperam a explicacao do professor. No entanto, quando
se prioriza a resolucao de problemas, abre-se a oportunidade do aluno pensar por si
mesmo, de construir estratégias de resolugao, de relacionar diferentes conhecimentos e,
perseverar na solucao. Logo, é pela resolucao de problemas que se desenvolve formas
especificas de pensar, as quais podem habilitar o estudante a enfrentar desafios na vida
escolar e particular, e mais sensato ainda, utilizando as novas tecnologias para maior
eficacia.

Nessa nova era digital, é preciso sair do comodismo e buscar aprimoramento e

conhecimento a fim de utilizar as novas tecnologias em sala de aula e alcancar o objetivo
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inserido em um plano de aula (PEREIRA, 2013). Sem duavidas, ¢ um grande desafio
para muitos professores que ainda nao se adaptaram a essas inovagoes, mas buscando
a modernidade para a sala de aula irao fazer com que o aluno se interesse mais pelo

contetdo abordado, resultando em uma aula mais significativa para o aluno.

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento
de competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras,
a medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno,
capacitando-o para compreender e interpretar situagoes, para se apro-
priar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusoes proprias, tomar decisoes, generalizar e para muitas outras
agoes necessarias a sua formacao. ( BRASIL, 2002. p. 111.)

Logo, os professores de Matematica precisam saber utilizar de recursos modernos
voltados ao ensino da matemaética, reconhecendo suas limitacoes e possibilidades e
fazendo a valoragao necesséaria para aferir em que sentido eles podem agregar valor a
aprendizagem da disciplina.

E verdade que ndo é mais possivel pensar na formacio do aluno sem considerar a
Tecnologia da Comunicagao e Informacao (TIC), em especial o computador. O compu-
tador estd cada vez mais acessivel pelo aluno, seja em casa, nas comunidades em que
vive e convive, de fato, ja faz parte do seu cotidiano. Por isso, é fundamental utili-
zar os recursos diversos do computador, tablets, calculadoras, computadores e outros,
de modo a favorecer simultaneamente a aprendizagem da Matematica e dos recursos
tecnologicos que comumente estao disponiveis nos softwares instalados nas maquinas e

outros que sao de distribuicao gratuita na internet.

1.1 Objetivos

Visando demonstrar a importancia da matematica direcionada & aplicagao da Ge-
ometria Analitica em diversos setores, utilizando as tecnologias no ensino e aprendi-
zagem da matematica, o presente estudo tem por objetivo principal despertar o gosto
pela matemaética, tornando-se significativo em seu contexto escolar, utilizando o soft-
ware Geogebra, uma ferramenta tecnologica, para enriquecer o ensino-aprendizagem
no Ensino Médio.

Para tanto, nesse trabalho sao tratados sobre conicas e suas principais caracte-
risticas e ainda, falar brevemente sobre superficies quadricas, identificando algumas
aplicacgoes do nosso cotidiano, tendo como objetivo especifico amparar os alunos e pro-
fessores com um material didético com o uso do software Geogebra, além de propor
para o curriculo escolar em mateméatica no ensino médio o estudo ja trabalhado de

maneira singela.
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1.2 Organizacao do Trabalho

Nesse trabalho sao apresentados alguns conceitos de Geometria Analitica e a impor-
tancia da Matemaética direcionada & sua aplicacao da Geometria Analitica em diversos
setores, utilizando tecnologias no ensino e aprendizagem da Matematica.

Apos este capitulo introdutoério, a presente dissertacao esta organizada conforme a
estrutura que segue.

O segundo capitulo apresenta a evolucao do Ensino da Matemaética em ambiente
escolar propicio para o uso das novas tecnologias, permitindo ao professor identificar
os estégios por que passaram os conceitos.

No terceiro capitulo, estao apresentadas as Se¢oes Conicas, suas principais caracte-
risticas, bem como as elipses, hipérboles e parabolas e suas construcoes conicas.

No quarto capitulo estao dispostos o contetdo de Quadréticas, iniciando com seu
conceito histérico de quadraticas, passando pela Elipsoide, Hiperboloide de uma folha,
Hiperboloide de duas folhas, Cone Eliptico, Paraboloide eliptico, Paraboloide hiperbo-
lico, e, em seguida expoe-se uma aplicagao pratica.

No quinto capitulo, estao dispostos o Plano de Aula realizado com a utilizacao de
novas tecnologias voltado as Secoes Conicas, que sao vistos pelos alunos no 3° ano do
Ensino Médio, fazendo uso dos anexos e apéndices disponiveis nesse trabalho.

Por fim, estao apresentadas as consideracoes finais do estudo.



2 Tecnologias em Educacao

Matematica

A introdugao da Tecnologia de Informagao e Comunicagao no sistema de ensino
publico iniciou-se na década de 80, a partir de recomendacoes dos seminarios nacionais
realizados, quando o Ministério da Educacao e Cultura - MEC patrocinou o projeto
EDUCOM. Foram implantados centros-piloto de informéatica em educagao em cinco
universidades publicas, os quais dedicavam-se a desenvolver pesquisas e metodologias
sobre o uso do computador como recurso pedagogico.

A perspectiva educativa inovadora, segundo Andrade e Lima (1993), da proposta
brasileira caracterizou-se pela formacao de cidadaos critico-reflexivos que utilizam a
tecnologia para a busca, selecao e articulacao entre informacoes e conhecimentos com
vistas a construcao de novos conhecimentos para melhor compreender o seu contexto
e atuar em sua transformacao.

O Projeto Génese foi lancado no ano de 1990, por Paulo Freire, com o objetivo de
integrar a informéatica a grade curricular como uma ferramenta interdisciplinar (AL-
MEIDA, 2000).

Para propiciar aos alunos o acesso as tecnologias de informagao e comunicac¢ao nas
escolas que possuiam equipamentos, houve um momento em que a tendéncia usual re-
caiu sobre a criacao de uma nova disciplina voltada ao desenvolvimento de habilidades
de dominio instrumental do computador e a consequente introducao de contetidos in-
forméaticos ao curriculo. Nessa ultima perspectiva, o computador é tutorado pelo aluno
para representar a solugao de um problema ou implantar um projeto, criando seus
proprios modelos mentais, permitindo-lhe representar a integracao entre contetdos e a
forma como os estrutura, promovendo o desenvolvimento de novas e mais complexas
estruturas de pensamento (GIROTO; POKER; OMOTE, 2013).

Quando os computadores foram primeiramente introduzidos nas salas de aula, os
reformadores concentraram-se na inovacao nos computadores e no software. Eles nao
pensaram muito em como a tecnologia seria integrada na instrucao e influenciaria a
avaliagao. De fato, a tecnologia acrescentou mais uma camada de complexidade, todo
um novo conjunto de coisas que os professores que ja tinham excesso de trabalho e que

j& estavam estressados teriam que aprender e gerenciar.
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No entanto, & medida que o projeto continuava, os professores encontraram formas
estratégicas de utilizar a tecnologia. Seu uso na instrucao e aprendizagem mudou a
medida que os proprios professores mudavam. Neste cenario, os professores mudaram
suas crengas no que tange a aprendizagem, nas relagoes professor-aluno, e sobre a
pratica instrucional (VALENTE, 1993).

Logo, a nova tecnologia passou a ser na pratica classica em sala de aula. A aula
expositiva, resposta oral e trabalho individual permaneceram como forma dominante
de tarefas dos alunos; mas os alunos passaram a associar as agoes inovadoras a pro-
jetos pedagogicos, constituidos por programas inovadores e por processos de ensino-
aprendizagem e pesquisa que permitam investir, analisar, refletir e depurar o processo
de utilizacao dos computadores (REGO, 2013).

Ensinar e aprender com as tecnologias de informacao e comunicagao constituem fer-
ramentas poderosas na superagao dos obstaculos inerentes ao aprendizado podendo ser
integrada com outras disciplinas. O uso das tecnologias de informagao e comunicagao
em educacao esta voltado a promocao da aprendizagem, proporcionando um desenvolvi-
mento das possibilidades de perceber representagoes diferentes de uma mesma situagao,
controle sobre configuragoes geométricas levando a descoberta de propriedades novas e
interessantes (RECO, 2013).

Evidentemente, com as novas tecnologias é possivel conduzir, de forma proativa e
inovadora, o processo de aprendizagem. O propoésito primario nao é usar ou nao usar
as novas tecnologias, mas, sim, repercutir sobre os meios e formas mais adequadas de
uso para alcangar o objetivo pretendido.

O mais fascinante nas novas tecnologias disponiveis nos dias de hoje, em especial
na Internet, nao é que, com seu uso, seja possivel ensinamentos a distancia, mas, sim,
que elas possam auxiliar os professores na criacao de ambientes ricos em capacidade de
aprendizagem, nos quais pessoas entusiasmadas e motivadas podem aprender sem terem
que se tornar maéartires de um processo formal e magante de ensino. O aprendizado,
neste caso, ¢ interposto somente pela tecnologia.

Indubitavelmente, por tras das tecnologias ha pessoas, que preparam os materiais
e os dispoem por meio da rede. Quando se utiliza dos recursos disponiveis na Internet
para o ensino-aprendizagem consequentemente se utiliza materiais de diferentes na-
turezas, que sao preparados nos mais variados contextos, com diferentes ferramentas
pedagogicas, e com intimeras formas de didaticas, por serem os contetidos virtuais pre-
parados por um vasto e distinto cla de pessoas (REGO, 2013). Desta forma, a utilizagao
da ferramenta torna o ensino acessivel ao mais variado perfil de aluno e possibilita a

efetivacao do ensino inclusivo.
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2.1 Calculadora como uso tecnolégico

Falando ainda de tecnologia, destaca-se o uso da calculadora que cada vez mais
ganha destaque ao mencionar em ensino de Matemética em sala de aula. Esse recurso
ainda é muito censurado nas aulas de Matematica, pois ainda tem-se uma grande nega-
tividade sobre o seu uso, justificando-se o fato que o aluno do ensino médio desaprende
como fazer calculos, torna-se dependente da maquina, calcula mecanicamente e nao
podera usa-la em exames e provas.

Para Sancho e Hernandez (2006), é erréneo afirmar que o aluno que nao utiliza
maquinas sabe fazer conta melhor e com mais consciéncia do que aquele que as utiliza.
Na verdade, falta de habilidade com calculos é consequéncia da maneira mecanica e
sem significado como ele é ensino e da auséncia de um trabalho efetivo com calculo
mental e estimativa.

Com relagao aos exames de vestibulares e provas, nao se faz necessario efetivamente
a utilizagao da calculadora, tendo em vista que, as questoes propostas sao para avaliar
se o estudante de fato domina as habilidades e competéncias ali pretendidas.

Vale mencionar que, na maioria das universidades, faz-se o uso constante da calcula-
dora para operacoes diversas como base do calculo mental que reside no conhecimento

das operacoes e no uso adequado de suas propriedades.

2.2 Celulares smartphone, tablets e notebooks no en-

sino da Matematica em ambiente escolar

O uso da tecnologia nas escolas vem crescendo a cada dia. No entanto, o uso
de ferramentas tecnolégicas em excesso e de forma erréonea pode contribuir para o
fracasso de aprendizagem matematica, tendo em vista que, o manuseio delas pode
buscar resultados resolvidos que atrapalham o raciocinio dos estudantes.

E de suma importancia que aplicativos ou sites, entre outros, a serem usados em
sala de aula tenham um acompanhamento por parte dos docentes e estes, devem es-
tar preparados e capacitados para interagir com essas novas tecnologias (SANCHO;
HERNANDEZ, 2006).

Celulares smartphones, tablets e notebooks, os alunos ja tém posse, podem facilitar
a aprendizagem em sala de aula e ainda servir como ferramenta de auxilio ao profes-
sor de Matematica utilizando alguns programas como Geogebra, Cinderella, Winplot,
Wingeom, entre outros, promovendo no aluno uma participagao mais ativa e prazerosa
no ambiente escolar, facilitando o ensino. Para tanto, os professores devem estar atua-
lizados e aprimorar as aulas em sala, fazendo uso dessas novas tecnologias em beneficio

da aprendizagem matemaética.
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2.3 Jogos Matematicos

De forma integrada, estudantes e professores passam a trabalhar de forma unida
pela busca pelo conhecimento, usando a tecnologia como ferramenta, ressalta-se que o
uso de Jogos Matematicos por meios de softwares utilizados em sala de aula, passou
a ser uma das tendéncias, entretanto, se visa afirmar que os jogos resolvem todos os
problemas de aprendizagem dentro da instituicao de ensino, mas eles podem dar uma
contribui¢ao muito grande tanto para o educando como para o educador.

Na educacao matematica os jogos passam a ter o carater de material de ensino
quando considerado provocador de aprendizagem. Os jogos de expressao, interpre-
tagao e interiorizacao de contetidos, além de desenvolver a inteligéncia, enriquece a
linguagem oral e escrita estimulando o educando a uma participacao ativa, criativa e
critica no processo de aprendizagem. Estes nao sao selecionados por idade, mas sim
pela anélise critica do professor apés uma leitura feita pelo educando, somente depois
disso o professor podera ajusta-la em sua turma, de acordo com seu contexto; assim os
jogos matemaéticos podem ser empregados em todos os niveis de ensino.

Segundo Moura (1991), o jogo aproxima-se da matematica via a manipula¢ao em di-
ferentes situagoes, os jogos matematicos podem ser usados de forma criativa, desde que
o professor procure provocar os alunos para testar diferentes idéias sobre os contetudos
apresentados.

De acordo com os novos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s, MEC, 1998,
p.47), os jogos representam um extraordinario recurso pedagogico a ser aplicado em

sala de aula, tendo em vista que:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas,
pois permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo e fa-
vorecem a criatividade na elaboracao de estratégias de resolucao e
busca de solucoes. Propiciam a simulacao de situagoes-problema que
exigem solugoes vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das
agoes (MEC, 1998, p.47).

Os jogos promovem a constru¢ao do conhecimento cognitivo, fisico, social e psi-
comotor o que corresponde a corresponde a um impulso natural e desafiante, e neste
sentido, satisfaz uma necessidade interior do ser humano, pois este apresenta uma ten-
déncia ladica. A atitude de jogar apresenta dois elementos: o prazer e o desafio, o
prazer conduz ao desafio, e o desafio ao prazer.

O professor passa a ser um mediador disseminando intimeras possibilidades na cons-
trucao do conhecimento, respeitando as diversidades, proporcionando ao aluno maior

assimilagao do conteudo abordado.
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2.4 Softwares Matematicos

Segundo Valente (1993), trabalhar a informéatica passa a propiciar uma verdadeira
revolugao no processo de ensino-aprendizagem na formagao de professores que comegam
a perceber que pode exercer outras fungoes além de ser o repassador de conhecimento,
como facilitador do aprendizado, com recursos amplamente utilizados em varios setores
da sociedade.

Entre tantos softwares matematicos, sao selecionados recursos que comumente es-
tao disponiveis nos softwares instalados nas méquinas e que sao de acesso ou distri-
buicao gratuita na internet, de modo que, caso a escola e os estudantes ja disponham
de acesso aos recursos das TIC’s, nao haja impedimento para resolver os problemas
propostos. Alguns dos softwares matematicos livres a destacar seriam: Winmat que
permite construir matrizes e operar com elas; Winplot que permite construir graficos a
partir de fungoes elementares; Cinderella que permite a construgao em geometria mul-
tiplataforma; Curve Fxpert que ajusta curvas em conjunto de pontos no plano; MatLab
que podem gerar graficos mateméticos no formato vetorial; Wingeon para construgoes
geométricas em duas e trés dimensoes; Winarc um programa com alguns jogos ma-
teméticos; GeoGebra um aplicativo de geometria dinamica, mas permite incorporar
graficos de fungoes.

Ao longo desse trabalho sao estimulados o uso de recursos tecnologicas de modo a
oferecer a aprendizagem da Matemaética, tendo como ideia utilizar novas midias e tec-
nologias educacionais. Entre os softwares citados anteriormente, destaca-se o Software

Geogebra para elaboracao de planos de aula proposto no ensino de Matematica.

2.5 O Software GeoGebra

O software GeoGebra ¢ uma ferramenta que pode facilitar o processo de ensino-
aprendizagem da geometria de maneira dinamica com a abordagem de varios contetidos
matematicos, possibilitando o seu uso e varios niveis de ensino, tendo em vista que
combina geometria, algebra, tabela, graficos, estatistica e cédlculo em um tnico sistema.

Esse software viabiliza a abordagem de assuntos simples e através de suas ferra-
mentas vem a possibilidade de abordagens de conhecimentos mais complexos. Sao
intimeros os recursos de visualizagao 2D e 3D, aliados a animacgao de objetos mate-
maticos na constru¢ao de graficos de fungoes, favorecendo ensino da Geometria em
ambiente escolar.

De livre acesso, o software GeoGebra vem inovar o ensino e aprendizagem de con-
teados de geometria, algebra, calculo estatistica, possibilitando aos professores e aos
alunos explorar e investigar tais contetidos na construgao de conhecimento matemé-
tico. E a apresentacdo do dinamismo de situacdes que permitem ao professor e aluno

levantar conjecturas e testar hipoteses.
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Ao argumentarem que o GeoGebra é uma tecnologia poderosa para o estudo do
comportamento variacional de fungoes reais (multiplas representagoes de fungoes), au-

tores como Rezende, Pesco e Bortolossi (2012) dizem que:

No GeoGebra, pontos podem ser criados sobre graficos de fungoes
de modo que, ao mové-los, eles continuem sempre sobre o grafico da
funcao. Os valores das coordenadas desses pontos podem ser entao
recuperados e usados em calculos ou na criagao de outros elementos
geométricos (pontos, segmentos e retas). Esse tipo de recurso permite
ao usudrio estudar (graficamente, algebricamente e numericamente)
como, por exemplo, caracteristicas locais da fungao (taxas de variac¢ao
média e instantdnea)mudam de acordo com a posi¢ao do ponto sobre
o grafico da fungao (Rezende; Pesco; Bortolossi, 2012, p. 78).

Lieban e Muller (2012, p. 49) comentam que através de atividades com o GeoGe-
bra, podendo criar um ambiente mais propicio para a aprendizagem de matematica.
No entanto, de acordo com Baldini e Cyrino (2012, p. 162-163), o computador ou a
utilizacao do Geogebra por si s6, nao garante o sucesso dos processos de ensino e de
aprendizagem. Nesse sentido, ¢ vislumbrado a importancia em se discutir aspectos so-
bre o processo de elaboragao de atividades matematicas baseadas no uso de tecnologias

educacionais.



3 Secoes Conicas

As sec¢bes conicas sao curvas obtidas pela intersecao de um cone circular reto de
duas folhas com um plano. Neste capitulo sao estudados os tipos de curvas conicas e
suas caracteristicas principais, além disso, sao apresentados algumas de suas aplicagoes
presentes no cotidiano. A principio é apresentado uma breve introducao historica sobre

as secoes conicas, ou simplesmente, conicas.

3.1 Contexto histoérico: secoes conicas

Ao longo da historia sao frequentes os casos em que ilustres matematicos dedicaram
uma boa parte de suas vidas a investigar conceitos que aparentemente nao possuiam
nenhuma utilidade préatica, contudo se descobre que tais conceitos possuem uma grande
utilidade em outras areas da ciéncia. As conicas sao um exemplo dessa situacao.

O surgimento e os primeiros estudos das se¢oes conicas tiveram origem na Grécia
antiga, e suas defini¢oes primarias surgiram do problema da duplicacao dos quadrados.
Segundo Pitagoras, era possivel construir um novo quadrado com o dobro de area do
antecedente, tal duplicacao foi considerada como um dos trés problemas famosos da
antiguidade.

De acordo com Costa (2013), na Grécia Antiga o problema da duplica¢ao dos qua-
drados tem indicios de surgimento com a insatisfacao do Rei Minos com o tamanho
do tumulo erguido para seu filho. O resultado da solicitacao do rei foi um tamulo oito
vezes maior.

Na antiguidade, ainda por volta de 427 A.C, os atenienses na tentativa de sanar
a epidemia de uma peste que ja teria dizimado um quarto da populagao de Atenas,
teriam que duplicar o altar de Apolo que também tinha o formato de um cubo, o
resultado dessa tentativa também foi um altar aumentado em oito vezes o seu volume
e nao dois, conforme a orientacao dos Deuses.

A historia relata que esse problema chegou até academia de Platao e foi objeto
de estudo e proposta de solugoes de FEuxodo, Manecmo a segundo alguns relatos do

proprio Platao.
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As primeiras contribuicoes efetivas para a propostas de solugao dos problemas se
deram através de Hipocrates através das médias proporcionais de segmentos. Sobre as
contribuicoes de Hipocrates de Quios:

Depois da reducao de Hipocrates, todas as tentativas de duplicacao
partiram do principio: a construcao de duas médias proporcionais
entre dois segmentos de reta de dados, uma das mais antigas e notéveis
demonstragoes partiu de Arquitas (viveu em torno de 390 A.C). Sua
solugao consiste em achar um ponto de interseccao de um cilindro
circular reto, um toroide de didmetro inferior zero e um cone circular

reto (SEVERIANO, 2017).

Hipocrates de Quios foi um matematico que viveu de 460-380 A.C e sua tentativa de
solucao foi uma das primeiras propostas, iniciativa essa que deu origem aos primeiros
estudos da escola geométrica.

Manecmo é percursor da solugao proposta por Hipocrates, ele que era da escola
platonica, também buscava uma solucao para a duplicacao dos cubos e a suas contri-
buigoes foram as primeiras defini¢oes de conicas, segundo Lago (2017). Hipocrates e
Manecmo, encontraram solugoes algébricas e geométricas para a solu¢ao do problema
dos cubos, que trouxe as primeiras contribui¢oes sobre o tema.

Boa parte do trabalho dos gregos nao tem registros claros, a forma com que foram
desenvolvidos e registrados por meio de citacao do estudo ao trabalho de outros ma-
teméaticos. Os registros acerca das descobertas das conicas passa ainda por Eutocio
e Arquimedes, o trabalho relevante de Menecmo, é citado por Eutocio como solugao

relevante:

Eutocio continua afirmando que Menecmo encontrou duas solugoes:
uma pela interse¢ao de um hipérbole, retangular e uma determinada
pardbola e outra, achando a interseccao de duas parabolas. Proclus
também se refere a ele como descobridor das segdes conicas. Para
Menecmo cada conica era obtida de um tipo diferente de cone, logo
as cOnicas, surgem como tratamento sintético mas fragmentadas, elas
s6 sao unificadas com Apolénio (BORDALLO, 2011, p. 3).

Assim segue a primeira parte dos estudos intitulados de codnicas, no entanto, os mais
importantes trabalhos criados a respeito delas foram os volumes escritos por Apolénio,
o que faz ele ser citado por alguns como o grande geémetra.

Apoldnio de Perga em 261 A.C, contemporaneo de Arquimedes, é entao responsével
pela construcao dos materiais mais efetivos conhecido como "tratado sobre conica",
o que entao foi desenvolvido em volumes. Sua obra admiravel, "As Coénicas", era
composta de seis livros dos quais apenas se conhecem os textos dos quatro primeiros
que lhe garantiram o titulo de grande gedémetra, destacando-se entre os mais profundos
matematicos gregos.

Aristeu também contribuiu para a construcao da descoberta das conicas com obras
citadas como cone acutangulo, secao do cone do angulo reto e se¢cao do cone obtusan-

gulo. Porém, todos os contetidos produzidos foram unificados nas obras de Apolénio:
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Até Apolonio, cada conica era uma secao de plano perpendicular a
geratriz de um tipo de cone: a elipse era obtida a partir de cone acu-
tangulo, a parabola de um cone retangulo e a hipérbole de um cone
obtusangulo. Apoldénio deu, portanto, um grande passo no desenvol-
vimento das conicas; em outras palavras, ele as unificou obtendo-as
de um mesmo cone, que pode ser qualquer um com segoes circulares.
Esse grande gedmetra tornou as trés curvas ainda mais proximas, mas
essa visao unificada se perdeu no ensino das conicas o longo do tempo

(BORDALLO, 2011 - p. 3).

A grande descoberta de Apolonio consistia no fato de nao ser necessario a realizagao
de cortes dos cones por planos perpendiculares a geratriz, bastava somente variar a
inclinagao do plano da segcao. O cone, segundo ele, nao precisava ser reto, poderia
ser escaleno ou obliquo, pois antes de Apolonio as conicas s6 eram obtidas segundo o
angulo no vértice do cone se fosse agudo, reto ou obtuso. Responsavel também por
trocar o cone de uma por duas folhas, a hipérbole é entendida como uma curva de dois
ramos até os dias atuais.

Grande parte dos estudos dos gregos se perderam ao longo do tempo, e posteri-
ormente nos séculos seguintes. Claude Mydorge e St. Vicent de Burgues produziram
contetidos de estudos de cada uma das conicas afim de estuda-las, alguns teoremas
gerais e métodos variados. Pierre de Fermat e René Descartes produziram contetidos
que servem de base moderna para o ensino das conicas. As contribui¢oes mais efeti-
vas a respeito das conicas, conforme ja foram citadas, foram de Hipocrates de Quios,
Manecmo e Apolonio de Perga, porém outros matematicos e estudos modernos con-
tribuiram posteriormente a descoberta dos gregos, como Fermat, Descartes, Girard

Desargues e Pascal.

3.2 Aplicacoes das conicas

As secOes conicas apresentam muitas praticas presentes no cotidiano em diversas

situacoes. Nessa secao sao apresentadas algumas destas aplicacgoes.
e As conicas tém destaques na Fisica, na construcao de espelhos parabdlicos;

e Em Quimica, no estudo dos atomos, as o6rbitas dos elétrons em torno do nitcleo

sao elipticas;

e As propriedades refletoras, contribuindo para a construgao de lanternas, telesco-
pios, antenas, fardis de navegacao, entre outros. Atrelado a propriedade refratora,
as aplicagoes das conicas ganham for¢a também em 6culos de grau, microscopios,

lupas, entre outros;

e Em Astronomia, quando Klepler mostrou que os planetas do sistema solar des-
crevem Orbitas elipticas, as quais tém o sol ocupando um dos focos, conforme a

Figura 3.1:
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Figura 3.1: Orbitas elipticas dos planetas
Fonte: Garcia (2012)

e Em engenharia, na construcao de pontes de suspensao parabolicas, como a ponte
Hercilio Luz que esté localizada em Florianépolis, Santa Catarina, sendo a maior

ponte pénsil do Brasil, como ilustra a Figura 3.2;

Figura 3.2: Ponte Hercilio Luz
Fonte: Vieira (2016)

e Sistemas de navegacao aérea e maritima como: sinais de radio, frequéncia de

ondas;
e Construcao civil, utilizando as propriedades de elipsoide;

e Na tecnologia atual, através dos televisores que podem fazer transmissao "ao
vivo"por meio de sinais de transmissao de pequenas antenas parabodlicas em seus
telhados e terracos. Isso é fruto da atitude dos americanos ao colocar em oOrbita
um satélite de comunicagao, chamado Telstar, vindo a ser aprimorado ao longo
dos anos por outros técnicos de comunicac¢ao, levando ao individuo comum o

acesso a sinais de televisao;

e Na arquitetura, as curvas hiperbodlicas também sao destaque, como exemplo é
possivel notar a catedral de Brasilia projetada por Oscar Niemeyer e o planetario

do Saint Luis Science Center, nos Estados Unidos conforme a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Catedral de Brasilia e o Planetario do Saint Luis Science Center
Fonte: Sommerfeld (2013)

3.3 Conicas

Considere duas retas e e g concorrentes e nao perpendiculares entre si com ponto
comum (. Conservando a reta e fixa e mantendo constante o angulo entre as retas,
resulta que, a reta g gera uma superficie conica circular infinita formada por duas
folhas separadas pelo vértice O conforme a Figura 3.4. A reta g é chamada geratriz da
superficie conica caracterizada pela concorréncia de todas as geratrizes num ponto, e
a reta e, eixo de superficie.

Denomina-se secao conica ou conica, o conjunto de pontos que formam a interse¢ao

de um plano com a superficie conica.

c

geratriz

Figura 3.4: Cone circular obtido pela rotagao de uma geratriz em torno de seu eixo

Uma segao conica é uma curva obtida pela interse¢do de um cone (mais precisa-
mente, uma superficie conica circular) com um plano. Os trés tipos de conicas sao
a elipse, a hipérbole e a paradbola. A circunferéncia é um caso especial da elipse, e
existem casos degenerados como um par de linhas em interse¢cao, um ponto, uma linha

dupla, etc.
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ELIPSE HIPERBOLE PARABOLA

Figura 3.5: Intersec¢oes de um plano com diferentes rotagoes no cone duplo
Fonte: Wikimedia (2018)

As secoOes conicas se diferenciam em decorréncia do angulo com que o plano secante

corta o cone. Veja:

Caracteristicas:

e Elipse: se o plano corta o cone de maneira obliqua ao seu eixo central de maneira
a atravessar o cone, cortando todas geratrizes, entao, a secao formada é uma
elipse. Ja a circunferéncia, caso especial da elipse, o plano corta o cone de

maneira perpendicular ao seu eixo central;

e Hipérbole: se o plano corta o cone de maneira a atravessar suas duas folhas,
seja formando um angulo obliquo ou seja paralelo ao eixo central do cone, entao,

a secao formada é uma hipérbole;

e Parabola: se o plano corta o cone de maneira obliqua ao seu eixo central e

paralelo a uma geratriz, entao, a secao formada é uma paréabola.

As secoes conicas apresentadas na Figura 3.5 devem ser consideradas como ilimita-
das, ou seja, constituidas de duas folhas que se estendem indefinidamente em ambos os
sentidos. E ainda, se cada um dos planos secantes dessa figura forem transladados pa-
ralelamente até chegarem ao vértice O, sao obtidas as respectivas conicas degeneradas:

uma reta, um ponto ou duas retas concorrentes.
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Definicao 3.1. Fizxado um sistema ortogonal de coordenadas, chama-se conica o lu-
gar geométrico dos pontos X = (x,y) que satisfazem uma equagao de sequndo grau

g9(x,y) =0, em que
g(x,y) = Ax® + Bay + Cy* + Do + Ey + F =0, (3.1)

onde A,B,C,D,E,F € R, sendo A, B e C' nao simultaneamente nulos.

e Se A = B? - 4AC < 0, a Equacao 3.1 define uma elipse ou circunferéncia, ou

ainda, formas degeneradas: vazio, ponto;

e Se A = B? — 4AC = 0, a Equacao 3.1 define uma parabola, ou ainda, formas

degeneradas: vazio, reta, duas retas paralelas;

e Se A = B? —4AC > 0, a Equacao 3.1 define uma hipérbole, ou ainda, formas

degeneradas: duas retas concorrentes.

Conicas degeneradas

Quando o plano intercepta pelo vértice, sao geradas o que é denominado conicas

degeneradas, como ilustra a Figura 3.6. Tais que:

Ponto Reta Duas retas concorrentes

Figura 3.6: Conicas degeneradas

e Se o plano passa pelo vértice paralelamente a base, a intersecao resultante da

lugar a um ponto;

e Se o plano passa pelo vértice paralelamente a geratriz do cone, entao a interse¢ao

resultante da lugar a uma reta;

e Se o plano passa pelo vértice perpendicularmente a base, logo a intersecao resul-

tante da lugar a duas retas concorrentes no vértice.
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A condigao sobre o grau significa que ao menos um dos nameros A, B, C' é diferente

de zero. Sendo assim:

o Az?+ Bay + Cy?> + Dx + Ey+ F = 0 ¢ uma equagao de conica;

o Ax?, Bxy e Cy? sao termos quadraticos, e para distinguir Bxy dos outros dois,

refere-se a ele como termo quadratico misto;
e Dz e Ey sao os termos lineares;

e [’ é o0 termo independente.

Exemplo 3.1. Dada a equagao conica a seguir, classifique-as:

(a) 322 + 2zy + 3y* — 4 = 0;
Resolugao:

Considerando os valoresde A =3, B=2,C =3,D = E =0e F = —4, obtém-se:

A=DB?>—4AC < 0<= A =2%—433=-32 <0 = Elipse.

(b) 2?2 +y?>+1=0;
Resolucgao:

Considerando os valores de A=1,B=0,C=1,D=FE =0e F =1, obtém-se:
A=DB>—4AC <0< A=0%—-4.1.1=—4 < 0 = Elipse.

No entanto, a equacao implica que 22 + y? = —1, o que é impossivel. Logo, nao
existe ponto P = (z,y) que satisfaz a equagao, dai o conjunto de pontos é vazio:
caso de conica degenerado.

(c) (z—1)2+(y—3)* =2 +y*>— 22— 6y + 10 = 0;
Resolugao:

Considerando os valores de A =1,B=0,C =1,D = -2, FE = —-6¢ F = 10,

obtém-se:
A=DB?—4AC <0+ A=0%-41.1=—4 = Elipse.

Mas o tnico ponto que satisfaz a equacao de modo que seja nula é o ponto

P = (1,3), portanto é outro caso degenerado de conica.
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(d) 22% —day +2y*> — 2+ 3y — 6 = 0.
Resolucgao:

Considerando os valores de A =2, B = —-4,C =2,D=—-1,F =3 e F = —0,

obtém-se:

A= B?—-4AC =0 <= A = (—4)* —4.2.2 = 0 = Parébola ?

Como podemos ter certeza que é uma parabola?

Para saber com certeza somente achando uma base (autovetores) na qual a conica
possa ser colocada numa forma mais simples, ou seja, forma reduzida.
Usando as transformagoes de rotagao e translacao, é possivel encontrar eixos ade-

quados que reduzem a equacao geral de uma conica a sua forma reduzida.

3.4 Translacao de eixos

Nocgao intuitiva

Considere o plano cartesiano ilustrado na Figura 3.7, com x indicando o eixo na
horizontal, y no eixo vertical e O representa a origem desse sistema de eixos.

Deseja-se transladar ("deslocar") o plano cartesiano XOY para uma outra posigao,
criando assim um novo plano cartesiano denotado de 2’O’y’, de tal modo que os novos
eixos 2’ e y' sdo paralelos aos eixos x e y, respectivamente.

Considere que as coordenadas de O’ em zOy seja (g,yo) € seja P = (2/,y) em
2'0O"y'. Dessa forma, as coordenadas de P em xOy serdo (z + xo,y + yo), conforme a

Figura 3.7.

P T

q
7| SRR pe et SPS
%

Jhesasmasaaaaad

Figura 3.7: Translacao de sistema
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Definigao 3.2. Considere o plano cartesiano xOy em um ponto O' = (xg,yy) desse
plano. Agora, considere o plano cartesiano x'O"y, de tal modo que os eixos ¥’ ey’ sao
paralelos aos eixos x e 1y, respectivamente. Se um ponto P em x'O"y’ tem coordenadas

(2',y') e esse mesmo ponto em Oy tem coordenadas (x,y), entao:
r =1+ x
=y + Yo

¥ =x—x
Y =y—1

3.5 Rotacao de eixos

ou

Nocao intuitiva

Considere o plano cartesiano ilustrado na Figura 3.8, com x indicando o eixo na
horizontal, y no eixo vertical e O representa a origem desse sistema de eixos.

Deseja-se rotacionar no sentido anti-horario o plano cartesiano Oy para uma outra
posicao, criando assim um novo plano cartesiano denotado de x'O’y’, de tal modo que

esse novo plano cartesiano possui a mesma origem do anterior.

Figura 3.8: Rotacao de eixos

Considere que as coordenadas de P em xQOy seja (xo, o) e as coordenadas de P em
2’0"y seja (z,y) e dessa forma, é possivel relacionar as coordenadas de P em Oy e

em 'Oy’
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Definicao 3.3. Considere os planos cartesianos xOy e 'Oy, de tal modo que x'O"y
€ obtido de xOy através de sua rotagao no sentido anti-hordrio por um dngulo 6.
Se um ponto P em x'O'y' tem coordenadas (x,y) e esse mesmo ponto em xQOy tem

coordenadas (xo, o), entao:

ro = xcost —ysenf
Yo = xsenf + ycos b

ou

x = x9cost + yosen
y = —xgsenl + yycos b

Logo, a rotacao de um plano cartesiano é util na simplificagao da equacao de uma

conica.

3.6 Rotacao de coOnicas

Equagao quadratica pode ser representada numa equacao em cima de coordenadas

cartesianas nas variaveis x e y dada por:
Az + Bxy + Cy?* + Dx+ Ey + F = 0.

Podendo sofrer mudanca de sistema de coordenadas através de uma rotacao dada

por:

x =12"cosf — 1y senf
y=a"senf + vy cost

Substituindo o sistema de coordenadas anterior na Equacao 3.1, obtém-se:
A/<x/)2 +B’x'y'+ Cl(y/)2 + D/.CE,—F E/y,—I—F, —=0. (32)

E importante mencionar que, como os termos da Equacio 3.1 sdo lineares, ao fazer
a substituicao do sistema de coordenadas, a nova equacao obtida 3.2 mantera o mesmo
grau de equacao e, portanto, terd novamente uma equacao com duas variaveis x’ e 1/,
e com coeficientes diferentes.
Teorema 3.1. Se B # 0, a Equagao g(x,y) dada por:

Ax?* + Bay + Cy?* + Dx+ Ey + F = 0,

podendo ser transformada na Equagao ¢'(x,y) 3.2:

Al(x/)Q +B/I/y/+cl(y/)2 —|—D/ZE,—|—E/y,—|—F, — 07
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onde A" e C" nao sao ambos nulos, por uma rotacao de eixos de dngulo 6 para o qual

B

e satisfazem 3.6.

Demonstracao:

Dada a Equacao quadratica 3.1, ao substituir o sistema de coordenadas, obtém-se

a Equacao 3.2. Veja:
Ax®> + Bay+ Cy* + Dx + Ey+ F = 0.
Substituindo o sistema, obtém-se:

A(2' cos ) — ¢ sen 0)® + B(z' cos — y' sen 0) (2 sen 6 + ¢ cos 0)+
+C (2’ senf + 5/ cos 0)* + D(2' cos ) — o' sen )+
+E(2'senf + y' cos0) + F = 0.

Ou seja,

A((2)? cos® 0 — 22"y cos O sen 6 + (y')* sen? )+
B(x' cos 6 — 3y sen 0)(x' sen 6 + y' cos )+
+C(2"sen® + 1 cos 0)? + D(2' cos ) — 1y sen )+
+E(z'send + y' cosf) + F = 0.

Em seguida, permitindo que a equagao anterior fique com aparéncia da Equagao
3.1. Logo,

(z)?(Acos® § + Bsenf cosf + C sen® 0)+

+2'y (—2A cos @ sen ) + B cos* § — Bsen? + 2C sen f cos 0)+
+(y)*(Asen? @ — Bsenf cosf + C cos® )+

+2'(Dcosf + Esenf) +y'(—Dsenf + Ecosf) + F' = 0.

Considerando que,

B’ = —2Acosfsenf + Bcos* — Bsen? + 2C sen 0 cos ) <=
B' = (C — A)(2cosOsend) + B(cos*  — sen” ) <
B'=(C — A)sen20 + B cos 26. (3.4)
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Portanto,
A,(I'/)Q—f—B/{L'/y,—f—C,(y/)Q—f—D/x,—f—E/y,—f—F,:07
onde:
(A" = Acos? 0 + Bsenfcosf + Csen? 6
B’ = (C — A)sen20 + B cos 20
C" = Asen? — Bsenfcosf + C cos® 0
D' = Dcosf + Esenf
E' = (=Dsenf + Ecosf
F'=F

\

tendo em vista que I’ é invariante por rotacao.

Analisando ainda o coeficiente B’, é fato que:

B' =0«
Bcos20 = (A—C)sen26. (3.5)

Ao escolher um angulo # de tal maneira que a Equagao 3.5 acontega, logo B’ = 0,
e entao a Equacao 3.1 nao terd o termo 2y, portanto ficard numa forma mais facil de

estudar. Entao é preciso analisar dois casos:

1Y Caso: Se A = C, na Equacao 3.5, o lado direito da igualdade se anularé, por sua

vez, a expressao do lado esquerdo da equacao se iguala a zero. Para tanto,

Bcos20 =0 <<= cos20 =0<+= 0= %
20 Caso: Se A # C, desenvolvendo 3.5, tem-se:
sen 26 B
Bcos20 = (A — 20 =
cos ( (') sen = Ao
B
tg20 = ——. .
> tg 1-c (3.6)
E, portanto,
0= %, se A=C,
B
tg 20 = m, se A 7é C.

Exemplo 3.2. Determine as equacoes de mudanca de coordenadas que transformam
a equagcao
42% + day 4+ o* + oz = 1,

em uma equacao desprovida do termo z'y/’.

Resolugao:
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Comparando a equacao dada com a Equacao 3.1, entao A =4,B=4e (C =1, ou

seja, A # C, entao pela Equagao 3.6 obtém-se:

4
2tgd —4:>
1—tg?0 3

4 —4tg*0 =6tgh) —=
4tg%0 +6tgh —4 =0,

onde a Equacao 3.7 ¢ do 2° grau, sendo vélido aplicar a formula de Baskara.

Logo,

A= —4da.c=6—4.4.(-4) =36+ 64 = 100
—b++vVA  —6++/100
— )

tgl =
& 2a 8
to ) — —6+ 10
SR
1 )
tg, 0 = 5 convém,
tg, 0 = —2 nao convém.

1
Entao, tgd = 2 tendo em vista que 8 < 90°. O que implica que,

tef — 1 N sen9_ 1
& 2 cosh 2
= cosf = 2send.

Considerando a Relagao Fundamental da Trigonometria, temos que:

sen@ + cos? 0 = 1,
e substituindo a Equacgao 3.8, obtém-se:

sen’f +4sen’f =1 = 5sen’fh =1—

NG
= senf = —

2
= cosf =

O_( ‘

Pela equacao de mudancga de coordenadas, obtém-se:

25 VB

= r— — —_—

Y ;
/é /2\75g

y=g Y

(3.7)

(3.8)

(3.9)



Elipse 37

3.7 Elipse

A elipse é uma curva conica resultante da intersecao de uma superficie conica e um
plano de angulo fixo, ou seja, ao seccionar um cone com um plano que nao passa pelo
vértice e que cortar todas as geratrizes do cone de folhas folhas, a secao formada é uma
elipse.

E possivel desenhar uma elipse com o auxilio de um barbante ou linha preso a dois
pregos ou alfinetes fixados em dois pontos, cujo seu comprimento deve ser maior que
a distancia entre os pregos ou alfinetes fixados. Com um lapis ou estaca, sustenta-se
o barbante ou linha de modo a estica-lo sobre sobre o plano ou mesa, e traga-se uma
curva ao redor dos dois pregos mantendo o barbante sempre esticado, como se verifica
na Figura 3.9.

plano

Figura 3.9: Desenhando uma elipse

Logo, o conjunto de todos os pontos pertencentes a essa curva é uma elipse, cujos
seus focos sao os pontos onde os pregos sao fixados.

Durante aproximadamente 18 séculos, nao houve estudos detalhados de aplicagao
das conicas no mundo fisico. No entanto, pesquisas de fisicos, astronomos, projetistas
foram mostrando aplicagoes do estudo de Apolonio presentes na atualidade.

A elipse possui uma importante aplicagao na Astronomia. Segundo a teoria com-
provada por Johannes Kepler (1571-1630), grande astronomo alemao, os planetas des-
crevem movimentos elipticos em 6rbita do sol, estando localizados em um dos focos da

elipse, como mostra a Figura 3.1.

Definigao 3.4. Uma elipse é o conjunto dos pontos P(x,y) do plano cuja soma das

distancias a partir de dois pontos fixos (focos) € constante.
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Definicao 3.5. Uma elipse € o "locus geométrico"de um conjunto de pontos no plano
cuja soma das distancias a partir de dois pontos fixos Iy e Fy € a constante 2a sendo

2a > 2¢, com 2¢ a distdncia entres eles.

E conveniente escolher um sistema de eixos tal que os focos tenham coordenadas
F = (c,0) e F* = (—c¢,0). A distancia 2c entre os focos é chamada de distancia focal

da elipse. Um ponto P = (z,y) pertence a elipse quando

Elipse = {P € 7 | d(P, F\) + d(P, F}) |= 2a} (3.10)

2a

Figura 3.10: Elementos fundamentais associados a elipse
Considerando a Figura 3.10, logo:

PF, + PFy = 2a
PFy+ P Fy,=2a
PF 4+ PFy, = 2a
PsFy 4+ PsFy, = 2a

com P, P;, P,, P; pertencentes a elipse.

3.7.1 Elementos principais da elipse
o I} =(—¢,0)e F, = (c,0) — focos;
e O = Ponto Médio (F)Fy) — centro;

e A1 Ay = 2a — medida do eixo maior;
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BBy = 2b — medida do eixo menor;

Ay = (—a,0); Ay = (a,0); By = (=b,0); By = (b,0) — vértices;
e 2¢c — distancia focal;

e & — excentricidade;

a® = b + ¢ — relacao fundamental.

Figura 3.11: Relagao fundamental da elipse

Note que, dada a Figura 3.11, do triangulo retangulo BoOF; hachurado em desta-
que, é possivel aplicar o Teorema de Pitagoras que diz que o quadrado da hipotenusa
¢ igual a soma dos quadrados dos catetos, sendo b e ¢ os catetos e a a hipotenusa e,

portanto, é valida a relacao: a? = b® + 2.

Observacgoes:

e Os eixos maior e menor sao denominados eixos de simetria;

Eixo maior: contém os focos e os seus extremos pertencem a elipse;

Os eixos de simetria sao perpendiculares;

Os vértices da elipse sao os extremos dos eixos maior e menor;

O centro da elipse é dado pela intersecao dos eixos de simetria, que também se

localiza em seus pontos médios.
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3.7.2 Excentricidade da elipse

A excentricidade de uma elipse, indicada por e, ¢ um nimero real positivo e > 0
definida como o quociente entre a metade da distincia focal e a metade da medida do

eizo maior da elipse. Logo,

e=-. (3.11)

Como a > ¢ > 0, temos que a excentricidade da uma elipse é um niimero compre-
endido entre 0 e 1, tal que 0 < e < 1.

Observando a Figura 3.12 a seguir:

Figura 3.12: Relacao da excentricidade com a forma da elipse

Portanto, quanto maior for a distancia focal de uma elipse, mais a excentricidade
se aproxima do valor 1, mais alongada ("achatada") é a curva e, portanto, mais se
afasta da forma da circunferéncia. Analogamente, quanto menor for a distancia focal
de uma elipse, mais a excentricidade se aproxima do valor 0, ou seja, mais a elipse tera
aparéncia de uma circunferéncia.

Finalmente, se o eixo maior da elipse for igual ao eixo menor, entao a excentricidade
é nula, ou seja, e = 0, obtendo uma circunferéncia: caso especial da elipse. Nesse caso,
a = b, logo ¢ = 0, ou seja, a distancia focal é nula e os dois focos estao coincidentes

com o centro da circunferéncia, conforme nota-se a circunferéncia f na Figura 3.12.

3.7.3 Equacao reduzida da elipse

Dado um sistema cartesiano ortogonal tal que A;A; C x e B1By C y. Os focos da
elipse s@o os pontos F; = (—c¢,0) e F, = (¢,0).
Utilizando a equagao da distancia entre dois pontos, é possivel encontrar a equacao

reduzida da elipse a partir de sua defini¢ao.
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Seja:

d(P,F1)+d(P,F2>:2CL:>
Vie—c)2+y2+ (x40 + 42 = 2a.

Extraindo as raizes e desenvolvendo os bindmios quadrados, obtém-se:

(V= PP = o~ Vs P 1 PP =
r—c)?+y?=4a* —22a/(r+c)2+y2+ (x4 ) +9° =
(x—c)+y y y

2 — 2cx 4+ A+ y* = 4a® — da/ (2 + c)? + 2 + 2 + 2cx + 4y

Logo,

—2cx = 4a® — da/ (v + ¢)? + y2? + 2cx =

da/(x + c)? + y2 = 4(a® + cx).
Simplificando e elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, entao:

ar(x+c)2+y?=d"+cx =
(ar/(x + )2 +y2)* = (a® + cz)* =
a’.(z +c)* +v?) = a* + 2d’%cx + Fat

Isolando (a? — ¢?), obtém-se:

a’x® + a® 2cx + a*c? + a*y? = a* + 2d’cx + Pt =

(a® — A)a® + a®y* = a*(a® — ).
Considerando a? = b* + ¢2, o que implica que a? — ¢? = b*. Entao,

(a* = )a® + a*y* = a*(a®> — &) =

vr? + a*y? = o’

Dividindo a equacao por a?b?, portanto:

5C2 y2
S tE=1 (3.12)

¢é a forma mais comum de escrever a equagao reduzida da elipse com eixo maior contido

em z e centro C'(0,0) conforme a Figura 3.13:
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B, P(z,y)

Figura 3.13: Elipse com eixo maior A; Ay contido no eixo das abscissas

Outros Casos:

e Analogamente, se a elipse apresenta A; Ay C y e B1By C x, ou seja, se a elipse
tem centro C' = (xg, Yo), sendo xq e yo nao simultaneamente nulos, e o eixo maior

esta contido em z, tem-se:
2 2

) r-
po) + i 1, (3.13)
que é, neste caso, a equacao reduzida da elipse com eixo maior contido em v,

como ilustra a Figura 3.14:

Figura 3.14: Elipse com eixo maior A; A, contido no eixo das ordenadas
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Se a elipse tem centro C' = (g, o), sendo g e yo nao simultaneamente nulos, e
0 eixo maior esta contido em x, tem-se:
2 2
(z — o) (Y — yo)

= + E =1, (3.14)

que pode ser obtida substituindo os pontos de focos dada pela Equagao 3.12 por
Fy = (2 + ¢, 40), Fa = (20 — ¢, yo)-

Quando o centro da elipse é C' = (¢, yo) com g e Yo nao simultaneamente nulos,
e o0 eixo maior esta contido em vy, tem-se:
2 2
(z — x0) (y — w)

ot =1 (3.15)

Neste caso, F1 = (zg,v0 + ¢) e Fy = (x9,yo — ¢).

Logo, se o eixo focal for paralelo a um dos eixos coordenados de um sistema
cartesiano preestabelecido, entao a equagao da elipse é dada a Equagao 3.14 ou
3.15, conforme o eixo focal é paralelo a 0z ou a 0y, respectivamente, com centro

de elipse em C'(xq, o), conforme a Figura 3.15:

Yy
C(0,0)
Y ;
y T
C(0,0) B
2 P
, (z,y)

AS

Al F‘!(_Cs 0) C'(zo, ) F'[(C,O)

¢ Fa(—c,0

Figura 3.15: Elipses transladadas e suas equacoes

e Quando o centro da elipse é C' = (g, yp) com xg e yo nao simultaneamente nulos,
e os eixos nao sao paralelos aos eixos coordenados, a existéncia do termo em
ry na equacao de uma elipse indica que o eixos da elipse sao obliquos aos eixos

cartesianos, nesse caso faz-se uso de sua rotagao e translagao.
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3.7.4 Equacgoes paramétricas da elipse

Consideremos a elipse de Equacao 3.12. Tracando uma circunferéncia de centro O

e raio igual ao semieixo maior da elipse conforme a Figura 3.16.

Figura 3.16: Circunferéncia e elipse de mesmo centro

Seja P = (z,y) um ponto da elipse. A reta que passa por P e é paralela ao eixo y,
resulta na interse¢ao de uma circunferéncia em A e raio AO que determina com o eixo
x um angulo 6.

Pelo triangulo A’AO, tem-se:

OA

OA
x = acosb. (3.16)

cosf =

Substituindo z na Equacao 3.12, obtém-se:

2 2
(acosOf v _ 4 (3.17)

Por esse motivo, y = bsen 6.

Para cada valor de 0 corresponde somente um ponto P da elipse e, quando # varia
de 0 a 27, o ponto P parte de (a,0), descrevendo a elipse no sentido anti-horario.

Portanto, das equagoes anteriores, conclui-se que as equacoes paramétricas da elipse
de Equacao 3.12 e parametro 6, com 0 < 6 < 27 é o sistema:

T = acosb
y = bsen6
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Observagoes:

1. Quando o eixo maior da elipse estiver contido em z, para 0 < 6 < 27, a equagao

x =bcost
y = asent

2. Quando o centro for C'(xg, yy) e 0 eixo maior da elipse estiver paralelo ao eixo de

paramétrica é dada por:

x, para 0 < 0 < 27, tem-se que a equacao paramétrica pela translacao de eixos
¢ dada por:
{:L'::co—l—acose {x—:cozacose
ou

Y =Y+ bsent Yy — 3o = bsen 6

3. Quando o centro for C'(xg,yo) e o eixo maior da elipse estiver paralelo ao eixo de

y, para 0 < 6 < 27, tem-se que a equagao paramétrica ¢ dada por:

x =29+ bcosb
y=1yo+asend

4. Quando as equagoes sao dadas na forma paramétrica e deseja-se a elipse na forma

padrao, deve-se considerar a Relacao Fundamental da Trigonometria dada por:

cos® 0 +sen’ 6 = 1. (3.18)

Exemplo 3.3. Dar as medidas dos eixos e a distancia focal da elipse da equacao
2% + 16y* = 4.

Resolugao:

Temos que:

2+ 16y =4 =
1,2
4yt =1 =

4
2 P
Z—FT:L
4
Assim, a* =4=—=a=2,¢eb :Z:bzﬁ
1 15
Finalmente 02:a2—62:>02:4—zl:z.

V15

E, portanto, ¢ = —
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Pode-se verificar esses valores por meio do esbogo da equacao da elipse no Geogebra

conforme a Figura 3.17:

€ GeoGebra Classic

) B BRI D () (s) B -
E] A %) § =N A,/’—\h

cid+16yi=4 S G IR
O

- x/4+y/025=1 B,
+ | Entrada...

Figura 3.17: Construcao da elipse do exemplo dado

Logo, a medida do eixo maior: 2a = 4, a medida do eixo menor: 2b = 1 e a distancia
focal: 2¢ = /15.

3.8 Circunferéncia: caso particular da elipse

Se em determinada elipse os parametros a e b forem iguais, entao ela representa
uma circunferéncia conforme a Figura 3.18, cuja excentricidade é nula pelo fato de seus
focos coincidirem com o centro e o raio ser exatamente seus semi-eixos maior e menor.

Nessa secao sao estudadas algumas de suas propriedades e caracteristicas.

Figura 3.18: Circunferéncia: caso particular da Elipse
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Definicao 3.6. Dados um ponto C, pertencente a um plano m, e uma distancia v nao

nula, chama-se circunferéncia o conjunto de m que estao a distancia r do ponto C'.
Circunferéncia = {P € = | d(P,C) =r}. (3.19)

Considere a circunferéncia A de centro C' = (a, b) e raio r. Um ponto P = (z,y) €

a \ se, e somente se, a distancia d(P,C) é igual ao raio r :
Pel<=d(PC)=r.

Chama-se equagao da circunferéncia aquela que é satisfeita exclusivamente pelos
pontos P = (x,y) pertencentes a curva.

Portanto, tem-se:

Pel<=d(P,C)=r <<=
Vie—ap+ =t =,

e dai segue a equagao reduzida da circunferéncia dada por:
(x—a)*+ (y —b)* =2 (3.20)
Desenvolvendo a Equacao Reduzida 3.20, obtém:
(2° = 2az + a®) + (y* — 2by + b%) = r?,

isto é,
2%+ y* — 2ax — 2by + (a* + b* —1r?) =0, (3.21)

chamada equagao geral da circunferéncia.

3.8.1 Elementos principais da circunferéncia

Dada uma Equacdo 3.1 do 2° grau, entdo:

2

e Representard uma circunferéncia se z? e y? tiverem coeficientes iguais, se nao

. . , D?+ E?—4AF .
existir termo misto xy e se r° = e for real e positivo;
A denadas d tro da ci ferénci ao ( D £ )

° coorden o centr circunferéncia serao (——, ——);

s coordenadas do centro da circunferéncia serao (—o—, —o—7);

VD? + E? — 4AF

e O raio da circunferéncia seré igual a

STAl
e Se uma das trés condigoes necessarias A = B # 0,C = 0, D*+ E? —4AF > 0 nao

for satisfeita, a Equagao 3.1 nao representa circunferéncia mas pode representar

uma conica;
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e Quando a equacao de uma circunferéncia apresenta x? e y? com coeficientes uni-
tarios (A = B = 1), as coordenadas do centro e o raio podem ser calculadas da

seguinte forma:

D E
a=——>b=—r=va2+0:-TI;
2 2

e Um outro processo pratico que pode ser utilizado quando A = B = 1 para obter
o centro e o raio de uma circunferéncia é passar a equacao da forma reduzida

(x —a)?+ (y — b)* =r?, em que a leitura de a,b, r ¢ imediata.

3.8.2 Excentricidade da circunferéncia

Pelo caso notavel de elipse, entdao: a? = b?> + ¢®>. Se a = b, entdao a? = b%, o que
implica que: a? =>4+ 2 <= a®> -0’ =c? <= c=0.
Segue que,

e=-=—-=0.

c 0
a a

O que nos diz que, quando os eixos de uma elipse tem medidas iguais, logo a
distancia focal é nula e a excentricidade é nula. Finalmente, conclui-se que, se e = 0,

entao uma elipse degenerada: a circunferéncia.

3.9 Orientacoes diferentes da circunferéncia

Uma circunferéncia de centro C' e raio r, pode ser localizada ao longo dos quatro
quadrantes do plano cartesiano, com o ponto P pertencente a circunferéncia A, tendo

em vista que:

e No 1Y quadrante, os pontos no centro da circunferéncia possuem abscissa e or-

denada positiva, cuja a equacao reduzida da circunferéncia resulta na forma:
(z —20)* + (y —0)* = 1%

e No 2° quadrante, os pontos no centro da circunferéncia possuem abscissa negativa
e ordenada positiva, cuja a equacao reduzida da circunferéncia resulta na forma:

2 2 _ 2.

(T +x0)* + (y +y0)* =17

e No 3" quadrante, os pontos no centro da circunferéncia possuem abscissa e or-
denada negativa, cuja a equagao reduzida da circunferéncia resulta na forma:

2 2 _ 2.

(z+20)° + (y +v0)° = 1%

e No 4° quadrante, os pontos no centro da circunferéncia possuem abscissa positiva
e ordenada negativa, cuja a equacao reduzida da circunferéncia resulta na forma:

2 2 _ .2

(x —x0)* 4+ (y + 10)* = 1°.
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Tais orientacoes da circunferéncia localizada nos quatro quadrantes se verifica na
Figura 3.19:

(&= 20 + (¥ = 90)* =] | @ +20) + (v + ) =2

i [
y Yy

T ]
Vquaidrants 2°quadrante
Ay y
(z + 20)* + (y +v0)* = |(""'_""').‘P+(""*'1“’)2="2
:
3°quadrante 4°quadrante

Figura 3.19: Circunferéncia: localizacao nos quatro quadrantes

3.9.1 Circunferéncia: uma aplicacao do cotidiano

Exemplo 3.4. Sao varios os objetos e construgoes que possuem a forma de uma cir-
cunferéncia, como uma laranja, a Terra, entre outros. No exemplo da laranja, usando
a imaginacao, enlace-a pelo equador. Depois, pegue uma linha e estenda-a pelo com-
primento de um metro e, novamente a enlace. Seria possivel passar um rato pela folga?
Agora pela Terra, um circulo ainda maior, repetindo o mesmo procedimento. Utili-
zando ainda a linha do equador, circunde-a e aumente o comprimento obtido em um

metro. Enlace-a de novo e responda: um rato passaria pela folga?
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De inicio qualquer um diria que nao, tendo em vista que um metro é bastante
significativo em se tratando de uma laranja ou outros objetos menores, bem diferente
da Terra, algo como 40 milhdes de metros, entretanto é pura relatividade.

Retornando a matemética, pode-se dizer que ha tempos que o homem reconheceu
que enlagando um circulo obteria o comprimento da circunferéncia (C'). E que o diame-
tro (D) desta circunferéncia é obtida dividindo essa medida da circunferéncia obtendo
sempre um valor constante. Ou seja, a razao entre o comprimento de uma circunferén-
cia qualquer e o dobro do valor de seu raio (R) é um nimero constante representado
pela letra grega m que costuma ser arredondado para 3,14. Logo, C' = 27 R.

Desta forma, se reconhecer que o raio médio de qualquer circunferéncia, tanto para
uma laranja, quanto para a Terra, o comprimento é obtido se o valor dessa medida for
multiplicado por 6, 28(27) para que se obtenha o comprimento do fio que as enlaga pelo
equador, o que da sempre algo como 27 R. Aumentando em um metro o comprimento
do equador de qualquer dessas bolas, a nova cinta correspondera a um raio um pouco
maior (ou seja, o R aumentado de h, sendo h ¢é a largura da folga).

Portanto,

C+1=2nr(R+h)= C+1=27R+ 2rh.

O que implica que, 27 R corresponde ao comprimento C, e 2wh corresponde ao um
metro. Ou seja, h = 0,1592..., a folga sera de 15,9 centimetros, sendo possivel passar
por ele animais de qualquer tamanho.

O que as vezes nao passa é imaginacao do individuo comum, pois esta frequente-

mente engana-se.

3.10 Hipérbole

A hipérbole é uma conica que nao estéa tao presente no senso comum quanto a elipse,
mas também é muito importante na matemaética, cuja Figura 3.20 ilustra um exemplo
da mesma. Hé& varias aplicagoes praticas de hipérbole no cotidiano, como em mecénica
celeste, mecanica dos fluidos e sistema LORAN e DECCA de navegagao aérea, ode sao
transmitidos sinais de radio de dois pontos fixos que sao captados pelos aeroplanos.
Uma das construgoes mais marcantes na arquitetura e engenharia é o Planetdrio de
Saint Louis como mostra a Figura 3.3.

Definicao 3.7. Dados dois pontos distintos Fy e Fy, pertencentes a um plano 7, seja
2¢ a distdncia entres eles. Hipérbole € o conjunto dos pontos de w cuja diferenca (em

valor absoluto) das distancias a Fy e Fy € a constante 2a sendo 0 < 2a < 2c.

Hipérbole = {P € x| d(P, F\) — d(P, F3) |= 2a}. (3.22)
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v

Figura 3.20: Hipérbole

3.10.1 Elementos principais da hipérbole
o I} =(—¢,0)e F, = (c,0) — focos;

e O —> centro;

A1 Ay = 2a — medida do eixo real ou eixo focal;

BB = 2b — medida do eixo imaginario ou eixo transverso;

e 2¢ — distancia focal,;

Ay = (a,0) e Ay = (—a,0) — vértices que determinam o eixo real;
e ¢ — excentricidade e;

o V2 =? — a®> — relacao notével.

Note que, dada a Figura 3.21, do triangulo retangulo hachurado em destaque, ¢

possivel aplicar o Teorema de Pitagoras, sendo a e b os catetos e ¢ a hipotenusa e,

2 2 2

portanto, é valida a relacao: ¢ = a? + b? e, portanto, b* = ¢ — .
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v

Figura 3.21: Relagao fundamental da hipérbole

Observagoes:

e Sea = b, a hipérbole é chamada equildtera, ou seja, os semi-eixos real e imaginério
sao iguais;
e Assintotas da hipérbole: sao retas que contém as diagonais do retangulo de lados

2a e 2b, conforme a Figura 3.21.

e Quando o eixo real da hipérbole é horizontal e as assintotas passam pela a ori-
gem do sistema cartesiano, o coeficiente angular dessas retas é m = £— e suas
a
.. b
equagoes sao das forma: y = +—u;
a
e Quando o eixo real da hipérbole é vertical e as assintotas passam pela a origem
. . . . a ~
do sistema cartesiano, o coeficiente angular dessas retas é m = ig e sua equagao
. a
¢ da forma: y = j:ga;;
e Note que, sendo a hipérbole uma curva aberta, o significado geométrico do eixo

imaginario B; B, ¢, por enquanto, abstrato.

3.10.2 Excentricidade da hipérbole

A excentricidade da hipérbole é dada por um nitimero real e tal que:

C
€= —.
a
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Como ¢ > a, sua excentricidade é sempre um niimero maior que 1.

Sem perda de generalidade, considere o foco F(c,0) e a diretriz como sendo a reta
c
d:xz= -

Considerando o conjunto dos pontos P = (z,y), tais que, pela equagao da distancia

entre dois pontos, tem-se:

| PF |=¢| Pd |~
C

(c—c)2+y2:e)x—g :

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtém-se:
1 2\,.2 2 __ 2 1 1
(1—e*)a"+y- =ce 21)
Podendo ser escrito da forma:

= 1. (3.23)

c
Comparando com a Equacao 3.22, conclui-se que e = — > 1.

E portanto, a excentricidade da hipérbole é maior do que 1.

3.10.3 Equacao reduzida da hipérbole
Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma hipérbole de centro O(0,0) e focos Fi(—c,0)
e F5(c,0). De acordo com a definigdo da hipérbole, tem-se:
| d(P, Fy) — d(P, F3) |= 2a <~
[ V(@ +e)+(y =00 —(x—c)+(y—0)7|=2a <
V4?2 +y?2—(z—c)?+y? =420 <—

Vic+e)?2+y?=42a+/(x —c)? + 2.

Elevando-se ambos os membros ao quadrado e simplificando, tem-se:

($+C)2+y2=4a2i2.2a. (x—c)2_|_y2+($_c)2_’_y2
$2+20x+02+y2=4a2+:i:4a, (5E—C)2+yz+$2—2m+cg+y2
/T PTG = e — da®

+a./(z — )2 +y? = cx — a’.
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Ao elevar novamente ambos os membros ao quadrado e simplificando, obtém-se:

a®[(x — ) +y*] = *2® — 2.a*cr + ot =
a’.a? —2.acx + a*c® + a*y? = 2 — 2.d%cr + ot =

2,2 2 2 2

?2? — a2 — d*y? = d*(? — d?) =

(@ — )2 — a® = (& — ).
Na hipérbole vale a relaciao ¢ = a? + b2, o que implica que ¢? — a? = b%, logo

ba? — a*y? = d’b’.

Como a # 0 e b # 0, entdo a*b? # 0, entao dividindo ambos os membros da tltima

igualdade por a?b?, obtém-se:

LY, (3.24)

que ¢ denominada equagao reduzida da hipérbole de diametros a e b, como o centro
na origem do sistema cartesiano e cujos focos estao sobre o eixo x, como ilustra a
Figura 3.20.

Outros casos:

e Se a hipérbole tem centro na origem e eixo real contido em y, sua equagao pode

ser obtida trocando x por y e y por x obtendo:

2 2
Y x
¢é que a equagao reduzida da hipérbole cujos focos estao sobre o eixo y, conforme

a Figura 3.22.

e Se a hipérbole tem centro C' = (xg, o) e eixo real horizontal, sendo x( e yy nao
simultaneamente nulos, tem-se:
(r =20  (y—w0)?

e =L, (3.26)

onde F} = (g — ¢,40) e Fy = (9 + ¢,90). Logo, a Equacao 3.26 é a equagao
reduzida da hipérbole, utilizando a translagao de eixos, cujo eixo real de centro

C(z0,yo0) ¢ paralelo ao eixo x;
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By

|

2b

Figura 3.22: Hipérbole cujos focos estao sobre o eixo y

e Se a hipérbole tem centro C' = (¢, yo) e eixo real vertical, sendo zy e yo nao
simultaneamente nulos, temos:
(v —w)* (2 —20)?

a L

(3.27)

onde I} = (xg + ¢, y0) e Fo = (29 — ¢, p) e, portanto, ¢ a equagao reduzida da
hipérbole cujo eixo real é paralelo ao eixo y;

e A hipérbole é equilatera quando os semi-eixos real e imaginéario sao iguais, ou
seja, quando a = b;

e Quando o centro da hipérbole é C' = (zg,yo) com xg e yp ndo simultanecamente
nulos, e os eixos nao sao paralelos aos eixos coordenados, a existéncia do termo
em xy na equacao de uma hipérbole indica que seus eixos sao obliquos aos eixos

cartesianos, nesse caso ha necessidade da rotagao, além da translacao.

3.10.4 Equagoes paramétricas da hipérbole

x
Considere a hipérbole de Equagao 3.24, onde — e % sao numeros reais cuja diferenca
a
de seus quadrados é sempre igual a 1.
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Usando a Relagao Fundamental da Trigonometria e dividindo ambos os membros

por cos® 6 # 0, obtém-se:

sen? 6 1

cos? 6 = cos? 6

sen 6 2+1_ 1 2 (3.28)
cosf ~ \cosh ) ’

Tendo em vista que,

Entao, substituindo em 3.28, resulta:

senf\ > 1o 1 2 PN
cos ~ \ cosf
(tgh)” + 1 = (sech)’ <=
sec? —tg? 0 = 1. (3.29)

Comparando a defini¢ao de hipérbole com a Equacao 3.29, conclui-se que:

com 6 € [0, 2x].

[solando x e y, obtém-se:

comﬁe}—g,z[ulz 31{

3.11 Parabola

Outro material de estudo de conicas ¢ a Parabola. No geral, seu conceito ¢ muito
estudado como grafico da funcao do 2° grau no Ensino Médio, no entanto sua definicao é
geométrica. H4 uma série de aplicacoes dos conceitos da Parabola no cotidiano comum,
como em faréis parabolico de carros, nos refletores, lanternas, entre outros.

Outra curiosa aplicagao de Pardbola no cotidiano comum ¢ a logomarca do McDo-
nald’s, originando o famoso "M"formado pelo cruzamento de dois arcos dourados que
surgiram do trabalho de um dos filhos do comerciante. Passou a fazer parte do design

do restaurante, vindo a ser transformado em um par de parabolas altas de metal, pin-
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tadas de dourado neon, pelo arquiteto dos restaurantes, e no decorrer do tempo sofreu

mais algumas alteragoes, ganhando sombreamento na logomarca, como se verifica na
Figura 3.23.

Figura 3.23: McDonalds
Fonte: Pinterest (2018)

Definicao 3.8. Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano w, com

F ¢ d, seja p a distdncia entres F' e d. Pardbola é o conjunto dos pontos de m que
estao a mesma distincia de F' e de d.

Pardbola ={P ex|d(P,F)=d(P,d)} (3.30)

8

Figura 3.24: Elementos principais associados a parabola



Paréabola 58

Conforme a Figura 3.24, tem-se:

VF =VV
PF = PP,
QF = QQ
RF = RR,
SF =58

3.11.1 Elementos principais da parabola

e ' — foco;

e d — diretriz;

e p — parametro;
o V — vértice;

reta VF — eixo de simetria;

VF = g — relagao notéavel;

3.11.2 Excentricidade da parabola

A excentricidade da parabola é dada por um numero real e tal que:

€1

e=—
a

Sem perda de generalidade, considere o foco F(c,0), e uma constante real e d a
reta diretriz como sendo D(d,y) € d. Logo, o conjunto dos pontos P = (x,y), tais que,

pela Equacao da distancia entre dois pontos, tem-se:

| PF |=e| Pd |
Vi =)+ (y— 0 =ey/(z—d)? + (y — y)*

Elevando ambos os membros ao quadrado e simplificando, obtém-se:
(z—c)* +y* =e*(z —d)>.

Desenvolvendo os binémios quadrados e simplificando, tem-se:
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1 —2cx + A +y* = (2 — 2dw + d*) =

2 — 2cx + A + y? = e*2® — 2de*x + dPe?) =

2 — e*2? — 2cx + 2dex + y* + & — d*e? = 0 <=
22 (1 — €?) + (2de* — 2¢)x +y° + ¢ — d*e* = 0. (3.31)

Fazendo e = 1 na equagao acima, teremos:
Y +2(d—c)x+c* —d* =0.
Considerando d = —c¢, conclui-se que:

y? —dcr =0 <=
y* = dex, (3.32)

onde a Equacdo 3.32 é uma parabola da forma y? = 2pz, com ¢ = g

Portanto, a constante e é denominada excentricidade da parabola cujo valor é 1.

3.11.3 Equacao reduzida da parabola

Seja P(z,y) um ponto qualquer de uma parabola de vértice V(xg, o) e cuja reta
diretriz d é paralela ao eixo x, com o ponto P’(z, yo—c) pertencentes areta d : y = yo—c
e foco F(xo,yo + ¢).

De acordo com a Equacao 3.30, tem-se:

V(e =20) +[y— (o + )2+ V(@ =2+ [y~ (o — )2 (3.33)

Elevando ambos os membros da tltima igualdade ao quadrado, obtém-se:

V==t oF] = [VE— 2P+ = oF] «

(= 20)* + [y — (yo+ ) =0+ [y — (o — ).
Desenvolvendo os binémios quadrados e simplificando, obtém-se:

(. —20)* +y° —2y(yo + )+ (Yo +¢)* = y* — 2y(yo — ©) + (yo — ©)* =
(x — 20)% + ¥ — 200y — 2yc + Yo + 2yoc + & = y* — 2yyo + 2yc + yo® — 2yoc + & =
(z — x0)? — 2yc + 2yoc = 2yc — 2yqc.
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Isolando (z — xg) e simplificando a ultima igualdade, entao:

(z — 20)* = dyc — dypc <=
(7 — x0)* = 4e(y — wo). (3.34)

Portanto, a Equagao 3.34 é denominada equagao reduzida da parabola de vértice

V(zo,v0), cuja reta diretriz é paralela ao eixo x e esta abaixo do foco, conforme a
Figura 3.25.

|/ R

Yp-C

el T

Figura 3.25: Parabola cuja reta diretriz é paralela ao eixo = e abaixo do foco
Outros casos:

e Se a pardbola de V(xq, o), cuja diretriz é paralela ao eixo = e esta acima do foco
conforme a Figura 3.26, logo as coordenadas do foco é da forma F(zg,yo — ¢) e

areta d:y = yy+ c, é possivel mostrar de maneira semelhante que a equagao
reduzida é dada por:

(x — 20)* = —dc(y — yo)- (3.35)
Para uma parabola de V' (xg, yo), cuja diretriz é paralela ao eixo y e vértice V' (xo, 4o),
considere duas possibilidades:

e Se a reta diretriz d é paralela ao eixo y e esta a esquerda do foco F(zg+ ¢, 1) e

areta d : x = xg — c conforme a Figura 3.27, de maneira semelhante a equagao
reduzida é dada por:

(y — y0)* = 4de(x — o). (3.36)
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Yo*C

Yo

Yo-¢€

v

Figura 3.26: Parabola cuja reta diretriz é paralela ao eixo x e acima do foco

Figura 3.27: Parabola cuja reta diretriz é paralela ao eixo y e a esquerda do foco

e Se a reta diretriz d é paralela ao eixo y e esta a direita do foco F(xg — ¢, y0) e
areta d : x = xo + ¢ conforme a Figura 3.28, é possivel mostrar que a equagao

reduzida é dada por:

(y — yo)? = —4c(z — z). (3.37)
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Yo

v

% X, %°f

Figura 3.28: Parabola cuja reta diretriz é paralela ao eixo y e a direita do foco

e Quando o centro da hipérbole é C' = (zg,yo) com zg e yp ndo simultaneamente
nulos, e os eixos nao sao paralelos aos eixos coordenados, a existéncia do termo
em xy na equagao de uma hipérbole indica que seus eixos sao obliquos aos eixos

cartesianos, nesse caso ha necessidade da rotagao, além da translacao.

Equacgao reduzida da parabola com vértice na origem

1 Caso: Dado um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola
e eixo das abscissas passando pelo foco.
O foco é F' = <g, O) e a diretriz d tem equacao xr = —g.

Nessas condigoes, chama-se equacao reduzida da parabola a equacao:

y? = 2pu. (3.38)

)

N3

20 Caso: Analogamente, se a parabola apresenta vértice na origem, foco F' (O,

no eixo das ordenadas e diretriz de equacao y = —g , tem-se:

x? = 2py. (3.39)



Paréabola 63

De fato, se P(x,y) é um ponto qualquer na parabola de Foco F’ (O, g), por definicao
da parabola, tem-se:
Perw|d(PF)=d(P,d).

Como o ponto P’ = (w, —g) € d, tem-se:

(oo 2) =] (e-n+2)] o1

Desenvolvendo a Equacao 3.40, tem-se:

2 PV 2 Py?
(x —0)% + y—3) = (x —x)? + yts) =
2 2
=0 o) et ()
2 2
x2+y2—py+%=y2+py+%<:>
7? = 2py. (3.41)

cuja Equacao 3.41 é a equacao reduzida da pardbola no eixo y e vértice na origem.

3.11.4 Equacgao paramétrica da parabola

Deseja-se determinar as equacoes paramétricas da parabola cuja equacgao da paré-
x = f(t)
y=g(t)

Considerando uma parabola com eixo paralelo ao eixo de y e vértice na origem pela

bola é da forma:

onde t é chamado de parametro.
Equacao 3.38, entao:

y* = 2py

1 2
— 2 3.49
y= " (3.42)

Ao substituir z por t na Equacao 3.42, obtém-se:

1 x=1
= —xQ = ]_
4 4p y = —t>
4p
Uma outra maneira de associar a equacao paramétrica da parabola é considerar a
Figura 3.29 dada por:
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Figura 3.29: Parabola com angulo ¢

Deseja-se agora associar x e y com o angulo ¢t. Considerando o triangulo retangulo

POX, cujos os catetos medem x e y, tem-se:

y
tot = 2. 4
gt =" (3.43)

Substituindo a Equacao 3.42 em 3.43, obtém-se:

1
B
tgt = P <
x
r =4ptgt. (3.44)

Por outro lado, considerando a Equagao 3.42 e substituindo 3.44, tem-se:
y = 4dptg’t. (3.45)
Portanto, uma outra equacao paramétrica da parabola é dada por:

r=A4ptgt;
y = 4dptg?t.

Essa secao foi dedicada apenas aos estudos dos fundamentos teéricos sobre conicas,
no entanto, no Capitulo 5 visa explorar cada dos elementos fundamentais das conica

por meios de orientagoes para as construgoes de cada uma.



4 (Quadricas

No capitulo anterior, sao vistos as cOnicas que sao casos especiais de curvas, no
entanto, nesse capitulo é estudado as quadricas que sao casos especiais de superficies.

Este capitulo tem como propoésito descrever as quéadricas que podem ser resultan-
tes da rotagao de uma das conicas em torno de um eixo, sendo um contetiido muito
abordado por estudantes de matematica, e sua aplicacao diaria podera ser verificada
na engenharia, da medicina, na fisica, entre outros.

Embora nao seja abordado na base curricular nacional, o tema "Quédricas"é objeto
de estudo nos anos iniciais do curso de Célculo na graduagao de Licenciatura em
Matematica e é de grande importancia que o futuro docente consiga ter conhecimento
destas relagoes do plano com o espago.

Para tanto, foi realizada a descricao das principais caracteristicas das superficies
quadricas a partir de suas equagoes reduzidas. Assim, serd possivel observar que qua-
drica ou superficie quadrica é, no campo da Matemética, o conjunto dos pontos do
espacgo tridimensional cujas coordenadas formam um polindémio de segundo grau de
no maximo trés variaveis, denominada de equagao cartesiana da superficie. O Geoge-
bra tem recursos para animagcao, visualizacao 3D, visualizagao por transparéncia, que

permitem aumentar o nivel de abstracao.

4.1 Contexto histérico: quadraticas

A Geometria tem seu inicio com os gregos, o periodo de surgimento de contetido
aprofundado que se perdurou até os dias atuais, principalmente em resolugao de proble-
mas. Assim como o problema da duplicacao do cubo que deu inicio a calculos algébricos
como fonte das possiveis solugoes para duplicacao, Euclides é citado como referéncia
entre os gedbmetras gregos que nao contribui apenas com estudos de conicas, como tam-
bém teria produzido contetido a respeito de paraboloides, hipérboles e elipsoides. Os
criadores das conicas se utilizaram de célculos algébricos e matematicos para as teorias
de curvas em relagao aos eixos. Os registros encontrados por historiadores deram em
pergaminhos e acredita-se que boa parte do real estudo e contetdo estudado na Grécia
antiga tenha se perdido. Ariquemes que viveu em 287 - 212 a.C foi discipulo de Eucli-

des e deixou registrados valiosos estudos na construcao de sélidos de revolugao como

65
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concepc¢ao inicial que seria utilizada nos conceitos de quédricas e geometria plana.

Sobre os condides e esferoides: descreveu solidos de revolugao gerado
por elipses, parabolas e hipérboles entorno de seus eixos (quadricas
de revolucao). Ademais nessa obra Arquimedes obtém a area de uma
elipse. Sobre as esferas e cilindro: contém demonstragoes rigorosas do
calculo do volume e da area dos referidos solidos. Vai além: estuda as
areas e volumes das superficies obtidas por se¢oes planas sobre a esfera
(calotas e segmentos) e sobre o cilindro. A pedido de Arquimedes, foi
gravado na lapide de seu tiimulo a representagao de uma esfera inscrita
num cilindro circular reto (VENTURI, 1949, p. 161).

Peres (2001) define as conicas como sendo a equivaléncia tridimensional das conicas,

ou seja, uma abordagem as curvas estudas em conicas. Peres apud Fermat, cita que:

Ha certos problemas que envolvem s6 uma incoégnita e que podem ser
chamados determinados, para distingui-los dos problemas de lugares.
Ha outros que envolvem duas incégnitas e que nunca podem ser re-
duzidos a uma s6. Esses sao os problemas de lugares. Nos primeiros
problemas procuramos um ponto tinico, nos segundos uma curva. Mas
se o problema proposto envolve trés incognitas, deve-se achar, para
satisfazer a equacao, nao apenas uma curva, mas toda uma superficie.
Assim aparecem superficies como lugares, etc (PERES, 2001, p. 61).

Pierre de Fermat no século XVII foi um dos grandes contribuintes para os estudos
das coOnicas, assim como os resgates de continuidade na obra dos gregos, o contetudo
produzido por ele foi considerado a base da geometria analitica. Assim como a heranca
da producao moderna de contetido nos séculos que se seguiram, Leonhard Euler pu-
blicou um livro em 1748 intitulado "Analise infinita", considerado para muitos, com
uma das primeiras explanagoes escritas sobre quadricas. A utilizacao da algebra na
geometria foi das expressivas contribuicoes de Fermat e de equivaléncia importancia
do matematico francés René Descartes, autor de plano cartesiano, e que em sua obra
"Discurso do método", foi de grande influéncia e evolugao nos estudos da geometria

analitica, através da utilizagao da algebra.

Definicao 4.1. Chama-se quddrica qualquer subconjunto Q0 de E3 que possa ser des-
crito, em relacao a um sistema ortogonal de coordenadas, por uma equacao de sequndo

grau dada por:
Ar? + By* + C2* + Doy + Exz+ Fyz + Ge + Hy + 12+ J = 0, (4.1)

com a condicao que pelo menos um dos nimeros A, B,C, D, E, F € diferente de zero

de modo que a equacao seja quddrica.
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Os seis tipos basicos de superficies quadricas sao:

e Elipsoide;

Hiperboloide de uma folha;

Hiperboloide de duas folhas;

Paraboloide eliptico;

Paraboloide hiperbélico;

Cone eliptico.

Outros exemplos de quéadricas (chamadas degeneradas):
o 2 +y?+ 22+ 2 =0 — conjunto vazio;

o 724+ y? + 22 =0 — um ponto;

o 22 + 9% =0 — uma reta;

e 22 =0 — um plano;

e 172 — 9 =0 — reuniao de dois planos paralelos;

2 2
X . . .
° T~ 5—5 = (0 — reuniao de dois planos transversais.

Efetivamente, os seis tipos bésicos de superficies quadricas apresentados anterior-
mente juntamente com estes de quadricas degeneradas dao todos os tipos possiveis de
quédricas.

O grau e o sinal do grau dos termos, bem como quais termos estao presentes, ajudam
a determinar qual das seis superficies quadraticas basicas é dada.

Para representar graficamente uma superficie quadrica, geralmente é tutil repre-
sentar graficamente o plano xy, o plano xz e o plano yz. Estas sao a intersecao da

superficie com esses trés planos.
e Para determinar o plano zy, defina z = 0;
e Para determinar o plano xz, defina y = 0;

e Para determinar o plano yz, defina x = 0.

Superficies
A equagao cartesiana f(z,y,z) = 0 representa genericamente uma superficie. Na
E? as equacoes do 2° grau constituem-se em superficies quadraticas e as do 19, 3°,

49 .. graus em superficies nao quadraticas.
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Definigao 4.2. Superficie de revolugao ¢ a superficie gerada pela rotagao ou revo-
lugao de uma curva plana ou cénica em torno de um de seus eizos ou em torno de
uma reta fixa pertencente ao plano da curva plana ou candnica. Sendo que, a curva

conica chamada de geratriz que gira 360° em torno de uma reta ou eizo da superficie.

A seguir estudaremos alguns tipos basicos de superficies quadraticas.

4.2 Elipsoide

O nome FElipsoide baseia-se nas intersecgoes das quédricas com planos paralelos aos
planos coordenados. Nesse caso, todas as interse¢oes sao exclusivamente elipses.
Os elipsoides sao utilizados, nas ciéncias cartogréaficas, como aproximacao da forma

irregular da Terra ou qualquer outro corpo planetario.

Definicao 4.3. Uma quddrica €2 € um elipsoide se existem niumeros reais positivos
a, b, c, pelo menos dois deles distintos, e um sistema ortogonal de coordenadas em re-
lacao ao qual ) pode ser descrita pela equagao:
2 2 2
x Yy ¢
E‘Fﬁ-l-?—l, (4.2)
chamada equagao reduzida de §2, conforme a Figura 4.1.

Caso a, b e ¢ sejam iguais, a equagao (2 serd uma superficie esférica de centro (0,0, 0)

e raio a. Se pelo menos dois dos valores de a, b e ¢ sao iguais, o elipsoide é de revolugao.

Figura 4.1: Elipsoide centrado na origem com eixo maior paralelo ao eixo Oz
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Caracteristicas

e Todos os termos presentes sao do segundo grau;
e Todos os termos de grau dois sao positivos quando a equagao é igual a 1;
e Todos os tracos sao elipses;

e A superficie é simétrica em relacao a todos os eixos coordenados, a todos os

planos coordenados e a origem.

e As secgoes pelos planos coordenados = 0,y = 0 e z = 0 sao elipses;
2 2
e Para x = 0, resulta no plano coordenado yz a elipse 7 +5 =1
c
Ao rotacionar essa elipse em torno do eixo Oy, obtém-se o elipsoide de revolugao,
ao substituir z por +v/x2 + 22, obtém a equacao:

1,2 y2 252

44+ =1
02 bg Co
2 2P
e Para y = 0, resulta no plano coordenado zz a elipse — + — =1;
a c

2 2
. X )
e Para z = 0, resulta no plano coordenado zy a elipse — + e 1;
a
e A superficie é simétrica em relacao a todos os eixos coordenados, a todos os

planos coordenados e a origem.

Observe ainda que, as intersecoes do elipsoide com planos x = k,y = k ou z = k,
com k constante, resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio.

O elipsoide de maneira mais geral, representado na Figura 4.1, é representado pela
Equagao 4.2, onde a, b e ¢ sao reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos
do elipsoide.

Se o centro do elipsoide é o ponto (zg, Yo, z0) € seus eixos forem paralelos aos ei-
xos coordenados, a equacao na forma canonica, obtida por uma translacao de eixos
coordenados, assume a forma:

(r —10)* | (y—w0)* | (2—2)° 1

- + -
a2 b2 Co

Da mesma forma, a superficie esférica de centro (zo, yo, z0) € raio a, resulta na equagao:

(z—20) + (y —90)* + (2 — 29)* = d°.
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4.3 Hiperboloide

O nome hiperboloide baseia-se nas intersecoes das quadricas com planos paralelos
aos planos coordenados. Nesse caso, apesar de nao haver exclusivamente, as intersegoes
que prevalecem sao as hipérboles. Para distinguir os tipos de hiperboloides, deve-
se observar que todos os hiperboloides (exceto os de rotagdo) sao elipticos, pois as
intersecoes quando nao sao hipérboles, sao elipses. No caso das hipérboles de rotacao,
as intersegoes sao circunferéncias.

No Capitulo Segoes Conicas sao estudados sobre conicas, nesse caso, em especial
da hipérbole. Ela nao esté tao presente no senso comum quanto a elipse, mas também
é muito importante na matematica. Ao rotacionar uma hipérbole em torno de um dos

eixos de simetria, gera uma superficie denominada hiberboldide de revolugao.

4.3.1 Hiperboloide de uma folha

Definicao 4.4. Uma quddrica ) é um hiperboloide de uma folha se existem nime-
ros reais positivos a, b, c, e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual 2

pode ser descrita pela equacao:

22 2 2
?4_5_2_?:1’ (43)
denotada por equacao reduzida de () do hiperboloide de uma folha ao longo do eizo

Oz. As outras duas formas sdo:

2 2 2 2 2 2
x Y z° x Y z¢
2 ptae -l e —atptacth
e representam hiperboloides de uma folha ao longo dos eizos Oy e Ox, respectivamente,

conforme a Figura 4.2.

Caracteristicas

Todos os termos presentes sao de segundo grau;

Dois termos de grau dois sao positivos e um é negativo quando a equacao é igual

a 1;

Um traco é uma elipse;

Dois tragos sao hipérboles;

e O eixo é paralelo a variavel negativa;

A superficie é simétrica em relacao a todos os eixos coordenados, a todos os

planos coordenados e a origem;
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e A superficie estd ao longo do eixo coordenado correspondente & varidavel cujo
coeficiente é negativo na forma canoénica de sua equacao.

2 2’2

e Para z = 0, resulta no plano coordenado yz a hipérbole 2o 1;
c

Ao rotacionar essa hipérbole em torno do eixo Oz, resulta no hiperboloide de
uma folha, ao substituir z por /2 + 22, obtém a equagao:

2 2

z
e Para y = 0, resulta no plano coordenado zz a hipérbole — — — = 1;
a c
22
e Para z = 0, resulta no plano coordenado zy a elipse — + i 1.
a

Figura 4.2: Hipérboloide de uma Folha ao longo do eixo Oz

Um trago no plano z = k é uma elipse que aumenta de tamanho & medida que
o plano se afasta do plano zy. Os tragos nos planos © = k e y = k sao hipérboles.
Caso na Equacao 4.3 tiver a = b, o hiperboloide é de revolucao, gerado pela rotagao
de uma hipérbole em torno do eixo imaginario, no caso eixo z. O trago no plano zy é
a circunferéncia 22 + y* = a2, com z = 0.

Se o centro da hiperboloide de uma folha é o ponto (g, yo, 20) € seus eixos forem pa-
ralelos aos eixos coordenados, a equagao na forma canonica, obtida por uma translagao

de eixos coordenados, assume a forma:

(z — 20)? i (y — ) o (z — %)

=1
a? b2 Cy
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Observacgao

E importante ressaltar que, embora a Figura 4.2 mostre um hiperboloide limitado
ao longo de um eixo, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a
menos que se restrinja seu valor a um intervalo limitado). Essa observagao estende-se

para todas as superficies a serem apresentadas.

4.3.2 Hiperboloide de duas folhas

Definicao 4.5. Uma quddrica 2 € um hiperboloide de duas folhas se existem nii-
meros reais positivos a,b, c, e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual

Q pode ser descrita pela equagao:

$2 y2 22

R A (4.4)

chamada equagao reduzida de €2, do hiperboloide de duas folha ao longo do eizo Oz,

conforme a Figura 4.3. As outras duas formas sao:

e representam hiperboloides de duas folhas ao longo dos eixzos Oy e Oz, respectivamente.

Caracteristicas

e Todos os termos presentes sao de segundo grau;

e Dois termos de grau dois sao negativos e um ¢ positivo quando a equacao é igual

al;
e Dois tragos sao hipérboles;
e Um trago serd uma elipse paralela ao terceiro plano;
e O eixo é paralelo a variavel positiva;

e A superficie é simétrica em relacao a todos os eixos coordenados, a todos os

planos coordenados e a origem;

e A superficie estd ao longo do eixo coordenado correspondente & variavel cujo
coeficiente é positivo na forma candnica de sua equacao;

2 2’2

e Para x = 0, resulta no plano coordenado yz a hipérbole w2 1;
c
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Ao rotacionar essa hipérbole em torno do eixo Oy, resulta no hiperboloide de
folhas, ao substituir z por £v/x2 + 22, obtém a equagao:

2 2 2
x z
N S
b o
2 2
e Para z = 0, resulta no plano coordenado xy a hipérbole 22 1;
a

e Para x = 0, resulta na conica vazia, tendo em vista que, o hiperboloide de duas

folhas nao intercepta a superficie no plano xz.

Figura 4.3: Hiperboloide de Folhas ao longo do eixo Oz

Observe que, os tragos desses hiperboloides nos planos = = k,y = k ou z = k (k
constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou um conjunto vazio.

Se o centro da hiperboloide de duas folhas é o ponto (zg,vo, 20) € seus eixos fo-
rem paralelos aos eixos coordenados, a equacao na forma canoénica, obtida por uma

translacao de eixos coordenados, assume a forma:
_ (z — @) 4 (v — w)? _ (2 — 2)?

=1.
a? b2 Co

4.4 Paraboloide

O nome paraboloide baseia-se nas interse¢oes das quadricas com planos paralelos aos
planos coordenados. Nesse caso, apesar que de nao haver exclusivamente, as intersecoes

que prevalecem sao as parabolas.
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Para distinguir os tipos de paraboloides, deve-se observar as interse¢oes que nao
sao parabolas, podendo ser elipses, hipérboles ou circunferéncias. Esse é o critério para

chama-los de paraboloide eliptico ou paraboloide hiperboloide.

Definicao 4.6. Se existem numeros reais positivos a b e um sistema ortogonal de
coordenadas em relacao ao qual uma quddrica €2 € descrita pela equacao reduzida dada

por:
:L‘2 y2
Zz = ? + ﬁ (45)

Logo:
e seca#b, entio ) é um pararaboloide eliptico;

e seca=>, entao ) € um pararaboloide de rotacgao.

4.4.1 Paraboloide eliptico

O paraboloide eliptico é a funcao real de duas variaveis obtida de sua equacao
reduzida, onde suas curvas de nivel sao elipses pelos cortes horizontais e pelos cortes

verticais paralelos resultam em parabolas.

Definicao 4.7. Uma quddrica ) € um paraboloide eliptico se existem niumeros reais
positivos a, b, c, e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual 2 pode ser

descrita pela equagao:
22 P
Z = ? + ﬁ, (46)

chamada equagao reduzida de ), do paraboloide eliptico ao longo do eixo Oz, con-

forme a Figura 4.4. As outras duas formas sao:

ZZ'2 2,2 2 Z2

Yy
VmEtae Tt a

e representam paraboloides elipticos ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

Caracteristicas

Um termo é de grau;

Um tracgo é uma elipse;

Dois tragos sao parabolas;

e O eixo é paralelo a uma variavel de grau um;

Se a = b tem-se uma paraboloide de revolugao;
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A superficie estéa ao longo do eixo correspondente & variavel do primeiro grau na

forma canonica de sua equagao;

A interse¢ao da superficie com os eixos coordenados é O(0,0,0);

Para um paraboloide eliptico ao longo do eixo z, o traco no plano xy é a origem
0(0,0,0);

2
6—2;

2

x
Para y = 0, resulta no plano coordenado zz a pardbola —.
a

Para x = 0, resulta no plano coordenado yz a parabola

Figura 4.4: Paraboloide Eliptico

A Equacéo 4.6 mostra que o trago do paraboloide no plano zy(z = 0) é a origem
(0,0,0), os tragos nos planos z = k > 0 sao elipses, nos planos z = k < 0 s@o vazios e
nos planos x = k e y = k sao parabolas.

Um trago no plano z = k, com k& > 0, é uma elipse que aumenta de tamanho &
medida que o plano se afasta do plano xy. Caso a = b, o paraboloide é de revolugao
e pode ser gerado pela rotacao em torno do eixo z. O trago no plano z = k é uma
circunferéncia.

Se o vértice do parabolide eliptico é o ponto (zg, yo, z0) € seus eixos forem paralelos
aos eixos coordenados, a equacao na forma candnica, obtida por uma translacao de

eixos coordenados, assume a forma:

(z — $0)2 + (y — ?Jo)2

e o c(z — 2).



Paraboloide 76

4.4.2 Paraboloide Hiperbélico

O paraboloide hiperboélico ou sela é a funcao real de duas varidveis obtida de sua
equagao reduzida, onde suas curvas de nivel pelos cortes horizontais aparece o mapa de
contornos desta fungao e pelos cortes verticais paralelos aos eixos coordenados, resultam
em parabolas.

Definicao 4.8. Uma quddrica 2 € um paraboloide hiperbolico se existem nimeros
reais positivos a, b, c, e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual 2 pode

ser descrita pela equagao:

3:2 y2
zZz = —ﬁ + b—2, (47)

chamada equagao reduzida de ), do paraboloide hiperbolico ao longo do eizo Oz,

conforme a Figura 4.5. As outras duas formas sao:

22 . 2 2 ) 2
y=——+—5 € T=—"5+—
a2 = c? 2 2’

e representam paraboloides hiperbolicos ao longo dos eizos Oy e Ox, respectivamente.

Figura 4.5: Paraboloide hiperbélico

Caracteristicas

Dois termos de grau 2 presentes. Um termo é positivo e o outro é negativo;

Um trago é uma hipérbole;

Dois tragos sao parabolas;

e O eixo é paralelo a uma variavel de grau um;
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e A superficie esta ao longo do eixo correspondente a varidvel do primeiro grau na

forma canonica de sua equagao.

A Equagao 4.7 e a propria Figura 4.5 mostram que os tragos nos planos © = k e
y = k sao parabolas, ao passo que em z = k sao hipérboles que se degeneram em duas
retas quando z = 0. Ainda com relacao & Equagao 4.7, quando z = k > 0, os tragos
nesses planos sao hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z = k < 0,

os tracos sao hipérboles de eixo real paralelo a Ozx.

4.5 Cone Eliptico

O cone eliptico é a funcao real de duas variaveis obtida de sua equacao reduzida,
onde seus tragos em planos paralelos ao plano zy sao elipses e os tracos nos planos yz
e xy sao pares de retas que se interceptam na origem. Em planos paralelos, os tracos
sao hipérboles.

Definicao 4.9. Uma quddrica ) € um cone eliptico se existem niumeros reais positivos
a,b,c, e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual €2 pode ser descrita
pela equacao:
2 2
2 L Y
chamada equacgao reduzida de §2, do cone eliptico ao longo do eixo Oz, conforme a

Figura 4.6. As outras duas formas sao:

e representam paraboloides hiperbolicos ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

Figura 4.6: Cone Eliptico
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Caracteristicas

Todos os termos presentes sao de segundo grau;

Dois termos de grau dois sao positivos e um é negativo quando a equagao ¢é igual
a 0;

Dois tragos sao hipérboles;

Um traco serd um ponto ou elipse paralelo ao terceiro plano;

e O eixo é paralelo a varidvel negativa.

O trago no plano xy é um ponto na origem e os tragos em planos paralelos ao plano
xy sao elipses. Os tragos nos planos yz e xy sao pares de retas que se interceptam na
origem. Os tragos em planos paralelos a estes sao hipérboles.

Observe ainda que, o cone eliptico dado pela Equacao 4.8 é simétrico em relacao
aos planos coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Sua interse¢ao com o plano
z = k, com k # 0 resulta em uma elipse; no entanto, com os planos z = k e y = k,

com k # 0 resulta em uma hipérbole.

4.6 Cilindro Quadrico

Definicao 4.10. Um cilindro quddrico ¢ uma superficie regrada S que satisfaz as

sequintes propriedades:
e Contém uma diretriz D que é uma conica em um plano;

e Para P € D, a reta geratriz L,, passando pelo ponto P, é perpendicular ao plano

que contém a diretriz D. Portanto, as geratrizes sao retas paralelas.

Um cilindro quédrico é denominado cilindro eliptico, parabolico ou hiperbdlico, se a
sua geratriz for uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole, respectivamente.

Tendo em vista que, as equacoes dos cilindros quadricos aparecem apenas duas
variaveis, logo, deve-se considerar todos os possiveis pares de varidveis que possam
figurar na equacao de um cilindro quadrico: x e y; x e z. ou y e 2.

2 2

e Os cilindros elipticos tém equagoes do tipo — + o= 1, podendo ser verificado
a 2
conforme a Figura 4.7:
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Figura 4.7: Cilindro eliptico

2
x

e Os cilindros paraboélicos tém equacoes do tipo y? = —, conforme a Figura 4.8:
a

Figura 4.8: Cone parabdlico

2 2

e Os cilindros hiperbdlicos tém equagoes do tipo — — o= 1, como a Figura 4.9:
a 2

Figura 4.9: Cilindro hiperboélico
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4.7 Equacoes paramétricas das superficies quadricas

Seja a equacgao de uma superficie S em coordenadas retangulares da forma
F(z,y,2)=0. (4.9)

Sejam fungoes de um par de variaveis (u,t) numa regiao, R, do plano, ou seja,

r = f(u,t
:g( ot
z = h(u,t

para todo (s,t) € R.

Se para quaisquer valores do par de variaveis (u,t) numa regiao, R, do plano,
os valores de z,y e z determinados pelas equacoes anteriores que satisfazem 4.9 e,
portanto, sao chamadas equagoes paramétricas da superficie S e as variaveis
independentes u e t sao chamadas parametro, e formam uma representa¢ao paramétrica
da superficie S.

A seguir sao estudadas as equagoes paramétricas das quadréaticas ja citadas anteri-

ormente.

4.7.1 Equacao paramétrica do elipsoide

O elipsoide de Equagao 4.2 com vértice na origem e eixo de rotagao paralelo ao eixo

z, pode ser representada parametricamente pelas equagoes:

x = asen(u) cos(t)
y = bsen(u) sen(t)

z = ccos(u)

para todo u € [0, 7] e para todo t € [0, 27].

Com efeito, elevando ao quadrado a equacdo = = asen(u) cos(t) e dividindo-os por

a®, tem-se:

x = asen(u) cos(t) =

2 = a®sen?(u) cos*(t) =

z®  a®sen®(u) cos*(t)

2

a a?

2

% = sen”(u) cos®(t). (4.10)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por b* ambos os lados da
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equagao y = bsen(u)sen(t), tem-se:

y® = b?sen”(u) sen’(t) =
2

Y 2 2
Pz = Sen (u) sen”(t). (4.11)

E ainda, elevando ao quadrado e dividindo por ¢? a equagao z = ccos(u), obtém-se:

2* = c* cos®(u) =
2

2
== cos?(u). (4.12)

Somando os resultados obtidos nas Equacoes 4.10, 4.11 e 4.12, logo:

x? y2 22 2 2 2 2 2
— g+ 5 =sen (u) cos™(t) 4 sen”(u) sen”(t) 4 cos”(u) =
I2 y2 Z2 ) 9 9 9
3 T3z T 5 = sen”(u)(cos™(f) + sen”(1)) + cos”(u) = 1. (4.13)

4.7.2 Equacao paramétrica do hiperboloide de uma folha

O hiperboloide de uma folha de Equacao 4.3 com centro na origem e o eixo de

rotacao paralelo ao eixo z, pode ser representada parametricamente pelas equacgoes:

r = av1+u?sen(t)
y = bv 1+ u?cos(t)

z = c(u)

para todo (u) € R e para todo (t) € [0, 27].

De fato, considerando a equagao x = av/1 + u?sen(t), elevando ambos os membros

ao quadrado e dividindo-os por a?, tem-se:

r=ay\/1+ (u)?sen(t) =

2% = a*(1+ (u)?) sen’(t) =

z? _ a®(1 + (u)?) sen?(t) .
% = (1 + (u)?) sen?(t). (4.14)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por b* ambos os lados da
equagao y = bv/1 + u? cos(t), tem-se:
y? = b*(1 + (u)?) cos®(t) =
2

3;_2 = (14 (u)?) cos(t). (4.15)
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E ainda, elevando ao quadrado e dividindo por ¢ ambos os lados da equacdo z =

c(u), obtém-se:

= = (u)%. (4.16)

Somando os resultados obtidos nas Equacgoes 4.14 e 4.15 e subtraindo do resultado

da Equagao 4.16, logo:

1,’2 y2 ZZ
St = L) sen® () + (L4 uP) cos®(t) —u =
1:2 yQ 22
s = (sen’() + cos’ (1) + w (sen® (1) + cos’ (1) — () =
2 2 2
LY - )?=1. (417

a> b 2
4.7.3 Equagao paramétrica do hiperboloide duas folhas

O hiperboloide de duas folhas de Equacao 4.4 com centro na origem e o eixo de

rotacao paralelo ao eixo z, pode ser representada parametricamente pelas equagoes:

r = ay/(u)? — Lsen(t)
y = by/(u)? — 1cos(t)

z = c(u)

para todo (u) € [—1,1] e para todo (t) € [0, 27].

De fato, considerando a equagao = = ay/(u)? — 1sen(t), elevando ambos os mem-

bros ao quadrado e dividindo-os por a?, tem-se:

r = ay/(u)? — lsen(t) =

2?2 = a?((u)? — 1) sen?(t) =
P () - Dsent(t)
z—z = ((u)* — 1) sen’(t). (4.18)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por »* ambos os lados da

equacao y = by/(u)? — L cos(t), tem-se:

L= ((w)? - 1) cos?(2). (4.19)
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E ainda, elevando ao quadrado e dividindo por ¢ ambos os lados da equacdo z =

c(u), obtém-se:

= = (u)%. (4.20)

Somando os resultados obtidos nas Equacgoes 4.18 e 4.19 e subtraindo do resultado

da Equagao 4.20, logo:

= 5 = (W = Dsen®(t) + () = D cos’(t) — () =
7 — = = (W) (sen’(t) + cos’(1)) — (sen’(t) + cos?(t)) - (u)* =
9”_2 + L v’ _ 2_2 = (w)?(1) = 1—(u)?=—-1. (4.21)

a> b 2
4.7.4 Equacao paramétrica do paraboloide eliptico

O paraboloide eliptico de Equacgao 4.6 com vértice na origem, pode ser representada

parametricamente pelas equagoes:

x = ay/(u) cos(t)
y = by/(u) sen(t)
z = (u)

para todo (u) € [0,400], e para todo (t) € [0, 27].

Considerando a equagao x = ay/(u) cos(t), elevando ao quadrado e dividindo por

a? ambos os lados, tem-se:

T (w) cos(t). (4.22)
Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por > ambos os lados da
equagao y = by/(u)sen(t), tem-se:

y* = b*(u) sen’(t) =

7= (u) sen®(t). (4.23)

=<
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Somando os resultados obtidos nas Equacoes 4.22 e 4.23, obtém-se a equagao z =
(u). De fato,

L () cos(t) + (u) sen®(t) — (u) =
2—2 + ‘Z—z =2 = (u)(cos’(t) + sen’(t)) — (u) = 2. (4.24)

4.7.5 Equacao paramétrica do paraboloide hiperbélico

O paraboloide hiperboélico de Equagao 4.7 com vértice na origem, pode ser repre-

sentada parametricamente pelas equagoes:

para todo (u), (t) € R.

De fato, elevando ambos os membros ao quadrado a equagao x = a(t) e dividindo-os

r a’> am m-se:
or a®> ambos os lados, tem-se

RE—S (4.25)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por > ambos os lados da

equagao y = b(u), tem-se:

Y — () (4.26)

Somando os resultados obtidos nas Equacoes 4.25 e 4.26, obtém-se a equagao z =

(t)? — (u)?, ou seja:
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4.7.6 Equacao paramétrica do cone eliptico

O cone eliptico de Equacao 4.8 com vértice na origem pode ser representada para-

metricamente pelas equacoes:

para todo (u) € R e para todo (t) € [0, 27].

De fato, elevando ambos os membros ao quadrado a equacao x = a(u)cos(t) e

dividindo-os por a? ambos os lados, tem-se:

Lo (u)? cos®(t). (4.27)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por b* ambos os lados da

equagao y = b(u) sen(t), tem-se:

y® = b*(u)?sen®(t) =
2

i (u)? sen®(t). (4.28)

Consequentemente, elevando ao quadrado ambos os lados da equacao z = (u),
tem-se:

22 = (u)* (4.29)

Somando os resultados obtidos nas Equacoes 4.27 e 4.28 | obtém-se a Equagao 4.29,

ou seja:
oy 2 2 2 (a2
St = (u)” cos™(t) + (u)” sen*(t) =
oy 2 2 2
StE= (u)*(cos™(t) + sen®(t)) =

(u)? = 2%
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4.7.7 Equacao paramétrica dos cilindros quadricos

Considerando os cilindros quadricos de centro na origem e a geratriz no eixo z,

obtém-se as equacgoes paramétricas dos cilindros: eliptico, paraboélico e hiperbolico.

e Equacgao parameétrica do cilindro eliptico

O cilindro eliptico de equacao a—erb—z = 1, pode ser representado parametricamente
pelas equacoes:
x = acos(t)
y = bsen(t)

z = (u)

para todo u € R e para todo t € [0, 27].

De fato, elevando ambos os membros ao quadrado a equagao x = a cos(t) e dividindo-
os por a? ambos os lados, tem-se:

r = acos(t) = 2° = a® cos*(t) =
z?  a*cos’(t)

a? a

- cos?(t). (4.30)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por b* ambos os lados da

equagao y = bsen(t), tem-se:

y* = b*sen®(t) =
2

i sen”(t). (4.31)

Igualando os resultados obtidos nas Equacgoes 4.30 e 4.31, tem-se:

1’2 2

)
Ste = cos?(t) +sen®(t) = 1. (4.32)
e Equacgao parameétrica do cilindro parabélico
2
x
O cilindro parabélico de equacao y? = —, pode ser representado parametricamente
a

pelas equagoes:

|
IS
no
—~
~
SN—

y = a(t)

para todo u,t € R.
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De fato, elevando ao quadrado ambos os membros da Equacao x = a?(t) e dividindo-

os por a?, tem-se:

r=a*(t) =
2 _ 2 Q(t)2 —
2 202(t)>
2" e
2
x
— = a’(t)% (4.33)

Consequentemente, elevando ao quadrado ambos os lados da equacao y = af(t),

obtém-se:
y? = a?(t)?. (4.34)

Igualando os resultados obtidos nas Equacoes 4.33 e 4.34, tem-se:
22
a*(t)? = (1) = y* = =. (4.35)
a

e Equacgao parameétrica do cilindro hiperbdlico

2 2
O cilindro hiperbolico de equagao — — =i 1, pode ser representado parametri-
a
camente pelas equagoes:
xr = asec(t)
y = btg(t)

z = (u)

- T T 3w
R -z U 220,
para todo (u) € R e para todo () € ( 5 ,2) (2, 2)

De fato, elevando ambos os membros ao quadrado a equacao z = asec(t) e dividindo-

os por a?, tem-se:

r = asec(t) =
7? = a’sec’(t) =
r? a?sec’(t)

= =sec?(t). (4.36)

Consequentemente, elevando ao quadrado e dividindo por > ambos os lados da

equagao y = btg(t), tem-se:
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Y =0"tg’(t) =
2

L} (4.37)

r Y (sec?(t)) — tg*(t) =

== (tg?(t) + 1) —tg?(t) = 1. (4.38)

4.8 Quadrica: aplicacoes praticas

E possivel identificar a aplicacao das conicas e das superficies quadricas em diversas
situagoes, no movimento dos planetas no sistema solar, ou de satélite se movem ao redor
de suas proprias 6rbitas em movimentos elipticos.

A elipsoide enquanto variacao da rotacao da elipse, sua aplicacao pode ser en-
contrada na medicina em tratamentos radioterapicos ou ainda em luminarias que se
utilizam da reflexao da elipse na superficie elipsoide formando o que sao chamados de
foco, como as luminarias médicas utilizadas em centros cirirgicos ou em consultorios
odontologicos.

A superficie gerada da hipérbole pode ser verificada na construcao civil e em demais
areas. A rotacao do eixo transverso da hipérbole gera um reta que sao identificadas em
diversos projetos de engenharia, como o projeto da catedral de Brasilia executado por
Oscar Neimayer (Figura 3.3), dentre outras aplicagdes que podem ser utilizadas como
telescopio, e outras propriedades com variagao de foco.

Analisando as propriedades de aplicacao da parabola, pode ser facilmente identi-
ficada na engenharia civil na construcao de pontes. A sua aplicacao refletora, se da
a partir da rotacao no eixo de simetria, que permite a identificacao da superficie de
paraboloide e as suas propriedades refletoras utilizadas em faréis de carro, entre outros.

De fato, quéadricas sao superficies utilizadas em diferentes contextos no cotidiano
das pessoas. Na sequéncia sao enumeradas algumas aplicagoes mais visiveis no senso

comuin.

4.8.1 Aplicacao 1: Qual é a forma da Terra?

Tendo em vista que a terra é achatada nos polos, ela nao redonda, seu formato se
aproxima mais de um elipsoéide.
Na figura 4.10 esté exposta uma seccao da superficie da terra por meio de um plano

que contém a reta que liga os polos, dando origem a uma elipse, em que o semieixo
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maior a é a metade do diametro da linha do equador e o semieixo menor b é a metade

da distancia entre os poélos norte e sul.
N
5

Figura 4.10: Representagao Gréfica da Terra

N

Desta forma, a partir deste ponto, a superficie da terra passara a ser considerada
como um globo. Assim, o globo terrestre vem sendo muito utilizado como uma ferra-

menta didatica, na qual é representada como uma esfera, conforme a figura 4.11.

i

IN
ﬂi — Paralelo

Equador

Is Meridiano

Figura 4.11: Globo terrestre
Fonte: Alves (2005)

Os polos norte e sua sao representados como N e S, respectivamente, formando o
eixo polar. Trata-se de uma reta na qual a terra faz um movimento de rotacao.
O plano do equador passa pelo centro da superficie esférica e é perpendicular ao

eixo polar.
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A linha do equador é considerada uma circunferéncia maxima, tendo em vista que
representa a intersecao do plano do equador com a superficie esférica, subdividindo-os
em dois hemisférios, norte e sul.

Os paralelos sao representados pelas secgoes da superficie terrestre, por meio de
planos coincidentes ao plano do equador, portanto sao circunferéncias. Os paralelos
notaveis sao: o Equador; o Tropico de cancer; o Tropico de Capricéornio; o Circulo
Polar Artico; e o Circulo Polar Antartico.

Num modelo esférico, a latitude é medida em graus do arco da circunferéncia de
um meridiano, medido a partir do Equador, tendo o centro do planeta como vértice.
Ja longitude é a medida em graus do arco da circunferéncia de um paralelo, medido a

partir o meridiano de Greenwich, tendo o centro do planeta como seu vértice.

4.8.2 Aplicacao 2: Antena parabdlica

E do conhecimento comum que durante anos as antenas parabolicas foram utilizadas
para potencializar os sinais emitidos por satélites, melhorando significativamente as
imagens reproduzidas nas TV’s. Isto somente ¢ possivel devido a uma importante
propriedade das superficies paraboélicas que convergem os sinais recebidos por elas em
um unico ponto, o foco da parabola. Neste foco, localiza-se um receptor que, por sua
vez, envia os sinais concentrados para um decoder ligado a um aparelho de televisao,
proporcionando imagens limpas quase sem ruidos.

Trata-se de uma aplicacao comum de quadricas no dia a dia das pessoas, desta
forma, suponha que uma antena parabolica esteja direcionada paralelamente com a
superficie plana conforme a Figura 4.12.

Fixa-se sobre ela o plano de coordenadas cartesianas Oy de forma que se tenha
foco sobre o ponto (3,2) e reta diretriz x = 4. Deste modo, ¢ determinada a equagao
cartesiana desta parabola.

Seja P(x,y) um ponto qualquer da curva que deseja-se procurar e seja Q(4,y) um
ponto qualquer da diretriz e foco F(3,2).

Pela definicao de parabola como lugar geométrico dos pontos cuja distancia ao foco
¢ igual a distancia até a diretriz, tem-se:

dpp=dpg =/ (r =32+ (y— 22 = (=42 + (y — y)*.
Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado e simplificando, obtém-se:
2 =6 +9+y* —4dy+4=a2"—8r+16 = 22 = —y* + 4y + 3.

Dividindo ambos os lados por 2 e deixando com aparéncia de equagao reduzida da
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paréabola, logo:

2
Yy 3 1 2
x 2+y+2:>x 2(y y—3)

Completando quadrados na equagao, obtém-se:

=gl — 2 T = a - =~y -2 (4.39)

chamada de forma canonica da equagao da parébola.

Considerando a Equagao 4.39, pode-se concluir que, as coordenadas do vértice V' é
7
dado por 3 2.

Ya

Figura 4.12: Esquema da antena parabdlica
Fonte: Santos (2014)

4.8.3 Aplicacao 3: Farol de carro

Quando uma reta atinge a pardbola emergindo de seu foco é refletido paralela-
mente ao seu eixo. De forma equivalente, toda reta que incide paralelamente ao eixo

da parabola é refletido pelo seu foco, ou seja, é dito como propriedade refletora da
parabola.
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Considerando as seguintes retas passando por um ponto Pj(x,y;) da parabola,

conforme a Figura 4.13.
e 1, a reta paralela a reta focal;
e n, a reta normal & parabola;

e s, a reta que passa pelo foco F'.

Figura 4.13: Propriedade refletora da parabola
Fonte: Gaspar (2014)

Observando a Figura 4.13, pode-se concluir que o angulo « é formado pelos seg-
mentos de reta n e s e o angulo 8 formado por n e 7.

Mostre que a = f3.

A equacao da parabola da forma: y? = 4cx. Derivando sua equacao em relacao a
e dividindo por 2y, obtém-se:

2u.y 4
2yy':4c:>ﬂ:—c:>
2y 2
2c
/
y = —. (4.40)
)
. . ) e o
Logo, a declividade da tangente a parédbola no ponto Pj(x1,y;) é —, o que implica
Y1

que a declividade da reta normal n sera —%. Como a declividade da reta s é da forma
c
Y1
I —C

, tem-se:
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n_ o m
tga = 2c x12— N
1
1— — I
2¢(x1 — ¢)
— -2
tga = y1(x1 + ¢) C
2¢(z1 —¢) — yi?
T+ ey — 2ep
tga =

2cry — 2¢2 — 2
—T1Y1 — CY1
2cxr — 2¢% — 2’

tga = (4.41)

Tendo em vista que o ponto P; esté sobre a parabola, suas coordenadas satisfazem a
equacao dada por y;2 = 4cx;. Substituindo na Equacao 4.41, logo:

o —myi—apn —yi(r o)
tga = 5 5 =
2cry — 22 — 1y —2c(x1 +¢)
Y1
tga = =—. 4.42
ga = (4.42)
Como a declividade de r é nula, entao
_(_2)
2c n
tgf=——=5— ==, (4.43)
1 0<_ﬂ) 2c

E, portanto, @« = . Entao podemos concluir que, que todo raio que incidir na
parabola paralelamente ao eixo de simetria é refletido segundo uma reta que passa
pelo foco e todo raio que incidir na parabola derivado do foco é refletido paralelamente

ao eixo de simetria, como ilustra a Figura 4.14.
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Figura 4.14: Raios refletidos na parabola
Fonte: Gaspar (2014)
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Girando a parabola em torno do seu eixo de simetria, obtém-se uma superficie
chamada paraboloide eliptico. Considerando uma superficie de um paraboléide eliptico
e a propriedade refletora, é possivel encontrar os fardis de carro como outra aplicagao

no cotidiano comum.

Figura 4.15: Farol do carro
Fonte: Gaspar (2014)

Este é o principio do refletor parabdlico que permite que a luz derivada da fonte se
difunda em raios paralelos, formando o que chamamos de facho de luz, principio este
que pode ser encontrado em lanternas, holofotes e fardis de carros, conforme a Figura
4.15.

A seguir sao apresentados uma tabela com o resumo das superficies quadricas es-

tudadas ao longo desse capitulo, identificando suas caracteristicas e equacao padrao.

Tabela 4.1: Resumo de Superficies Quadricas

Superficie Quadrica | Caracteristicas Equacao Padrao
2 2 2
z
Elipsoide | Nenhum sinal de menos — + v +—==1
a b2 2
1’2 yQ 22
Hiperboloide de uma folha | Um sinal de menos — + e 1
22 I’Q ;2
Hiperboloide de duas folhas | Dois sinais de menos e 1
c a
2 2
x
Paraboloide eliptico | Um termo linear, dois termos z—— = ‘Z—Q =0
a
quadraticos com o mesmo sinal
2 2
Paraboloide hiperboélico | Um termo linear, dois termos 2+ — - ‘1;—2 =0
a
quadraticos com sinais opostos
2 2
x
Cone Eliptico | Nenhum termo linear 2L Y




5 Atividades Propostas

A préatica pedagogica por meio de projetos desenvolvidos em sala de aula possibi-
lita intmeras que facilitam o saber disciplinar de situacoes do dia-a-dia e do contexto
do aluno, ressaltando sua articulacao com situagoes do cotidiano. A préatica reflexiva
permite o desenvolvimento da capacidade de lidar com saberes especificos enfrentando
situagoes reais por meio do desenvolvimento de competéncias e habilidades fundamen-
tais para a autonomia das pessoas.

Em posse de tanta tecnologia, fica cada vez mais visivel na vida das pessoas o
uso de aparelhos mais sofisticados, mas nada se compara com a velocidade que vem
crescendo a tecnologia dos computadores, onde praticamente tudo é possivel ser feito
através dele. Neste cenario, é possivel utilizar-se desta tecnologia no ambiente escolar
com vistas na promocao da aprendizagem em Matematica. Em especial no ensino de
Geometria, tendo em vista que nas avaliagoes nacionais como o SAEBE e o ENEM tem
apresentado significativa dificuldade por parte dos alunos no que tange os contetdos
Geométricos (Gripa, 2009, p. 02). Deste modo, a seguir sdo desenvolvidos um plano

de aula de Matematica com o uso de nova tecnologia: o Geogebra.

5.1 Objetivo Geral

O Objetivo especifico deste planejamento consiste em recordar os contetudos ja vis-
tos em sala de aula, porém de uma forma mais construtivista, tendo como objetivo
principal propor que os proprios alunos realizem construgoes de figuras geométricas
conicas estudadas em sala através do Caderno do Aluno - volume 1 - 3° ano do Ensino

médio disponiveis em Anexo e a partir da construcao poder visualizar e conceituar.

E ainda:

e Identificar conicas, bem como diferencié-las e classifica-las (elipse, parabola e

hipérbole);

e Reconhecer componentes de cada uma das conicas (eixo, foco, vértice, distancia

focal, entre outros);

e Definicao e propriedades das conicas: elipse, parabola e hipérbole.

95
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5.2 Objetivo especifico

Os objetivos especificos foram organizados para cada um dos contetdos, a saber:

coOnicas: elipse, hipérbole e parabola.

1. Objetivos especificos em relagao ao conceito de elipse:

Conceituar o que é uma elipse;

Identificar um exemplo de conica: a elipse;

Realizar construgoes de elipses através do uso do software Geogebra;
Reconhecer a circunferéncia como caso especial da elipse;

Concluir que a soma das distancias dos focos seja sempre igual uma cons-

tante;

Definir o que é uma elipse.

2. Objetivos especificos em relacao ao contetido de hipérbole:

Conceituar o que é uma hipérbole;
Identificar uma outra conica: a hipérbole;

Reconhecer os diferentes tipos de hipérbole a partir do eshoco de uma qual-

quer;
Realizar construcoes de hipérbole através do uso do software Geogebra;

Concluir que a diferenga (em modulo) das distancias dos focos seja sempre

igual uma constante;

Definir o que é uma hipérbole.

3. Objetivos especificos em relacao ao conteudo de parabolas:

Conceituar o que é uma parabola;
Identificar um outro exemplo de conica: a parabola;
Realizar construgoes de parabola através do uso do software Geogebra;

Concluir que um conjunto de pontos de um plano qualquer tém a mesma
distancia de um ponto de foco e de uma reta diretriz, sendo esse foco nao

pertencente a reta;

Definir o que é uma parébola.
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5.3 Pré-Requisitos

Reconhecer e conceituar um ponto;

Saber identificar e possuir um conhecimento breve de reta, semirreta, segmento

de reta e plano;

Representar pares ordenados no plano cartesiano;

Conhecer um computador bem como saber utilizar suas fungoes bésicas.

5.4 Estrutura Curricular

Modalidade: Ensino Médio - alunos do 3° ano;
Componente Curricular: Matemética;

Tema: Conicas e suas propriedades - Geometria.

5.5 Recursos Didaticos

1. Caderno do Aluno - volume 1 - 3° ano do Ensino Médio;

2. Laboratorio de informéatica com o software Geogebra instalado em todas as ma-

quinas;
3. Projetor multimidia e lousa interativa;

4. Questionarios apds construgao das conicas com o uso do Geogebra.

5.6 Duracao das Atividades

Para o desenvolvimento desse plano de aula, serao necesséarios 13 aulas divididas da

seguinte forma:

e 2 horas/aula para desenvolver a introducao de conicas (elipse, hipérbole e para-
bola) contida no Caderno do Aluno - volume 1 - 3° ano do Ensino Médio proposto

em Anexo;
e 1 hora/aula para conhecer o software GeoGebra e suas ferramentas;

e 2 horas/aula para desenvolver as atividades propostas no Geogebra sobre elipse e
em seguida, responder as questoes propostas pelo professor, a fim de chegar aos

objetivos ja citados;
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2 horas/aula para desenvolver as atividades propostas no Geogebra sobre hipér-
bole e posteriormente, responder as questoes propostas pelo professor, a fim de

alcancar os objetivos mencionados anteriormente;

e 2 horas/aula para desenvolver as atividades propostas no Geogebra sobre pa-
rabola e em seguida, responder as questoes propostas pelo professor, a fim de

alcancar os objetivos;

e 1 hora/aula para conceituar e definir o que é conica e suas propriedades. Em

seguida, realizar as atividades do Caderno do Aluno sobre conicas;

e 3 horas/aula para responder os questionarios de conicas propostos ao final de
cada atividade proposta, sendo 1 hora/aula para cada questionério. As 3 listas de
exercicios contém no total 15 questoes de conicas, divididos entre elipse, hipérbole

e pardbola.

5.7 Metodologia

A metodologia consiste em que a aula aconteca de maneira expositiva e dialogada,
no qual os alunos serao questionados em relagao a cada conteido que estejam sendo
relembrados, ou seja, reta, semirreta, segmento de reta, ponto. Com o intuito de
introduzir o conceito de se¢oes conicas aos alunos do 3° ano do Ensino Médio e alcancar
os objetivos pretendidos nesse plano de aula, inicialmente faz-se o uso do material
em Anexos proposto no Caderno do Aluno - volume 1 - 3° ano do Ensino Médio,
disponibilizando de 2 horas/aula para cada conica a ser apresentada.

Na aula seguinte, os alunos sao encaminhados para a sala de informética dispo-
nivel na propria escola e familiarizar com o software Geogebra bem como conhecer
suas ferramentas, dispondo de, no minimo, uma (01) hora/aula. E importante que o
mediador fique atento a prética dos alunos para o manuseio das novas tecnologias e,
caso necessario, disponibilize de mais tempo de modo que o aluno se socialize com o
software matematico.

E por fim, nas aulas seguintes os alunos sao direcionados para a construcao da
figura geométrica - conicas (elipse, hipérbole e parabola), para através da construgao
realizada no Geogebra, poder realizar as observagoes pertinentes das figuras construidas
organizadas em trés atividades: Atividade 1 - Construindo uma elipse, Atividade
2 - Construindo uma hipérbole e Atividade 3 - Construindo uma parabola.
Para o desenvolvimento dessas atividades é necessario 2 horas/aula cada.

A atividade 1 é realizada em grupo, com no maximo trés alunos, com o objetivo de
identificar uma Elipse e suas caracteristicas. Assim, é possivel realizar a caracterizagao
da conica: Elipse e algumas aplicacoes. Para tanto, faz-se necessario utilizar giz, lousa,

folhas de orientagbes (professor/alunos), computador para construir as conicas pelo
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software geogebra ja instalado na maquina. Esta etapa podera ter duragao de duas
aulas simples, ou seja, 50 minutos cada.

A atividade 2 também é realizada em grupo, com no maximo trés alunos, do 3° ano
do ensino médio. Esta tem como objetivo identificar uma Hipérbole e suas caracteristi-
cas. Assim, deve ter em seu contetudo a caracterizacao da conica, Hipérbole e algumas
aplicagoes. Para tanto, é necesséario utilizar giz, lousa, folhas de orientagoes (profes-
sor/alunos), computador para construir as conicas pelo software geogebra ja instalado
na maquina. Para a realizagao dessa atividade é preciso ter a disposicao de duas aulas
simples, ou seja, 50 minutos cada.

E por fim, na atividade 3 é realizada em grupo, com no maximo trés alunos, do
32 ano do ensino médio. Esta tem como objetivo conceituar o que ¢ uma Parabola;
identificar um outro exemplo de conica: a Parabola; realizar construcoes de Parabola
através do uso do software Geogebra; concluir que um conjunto de pontos de um plano
qualquer tém a mesma distancia de um ponto de foco e de uma reta diretriz, sendo
esse foco nao pertencente a reta; definir o que é uma parabola. Para tanto, é necessério
utilizar giz, lousa, folhas de orientagoes (professor/alunos), computador para construir
as conicas pelo software geogebra ja instalado na maquina. Esta etapa pode ter duragao
de duas aulas simples. Caso necessario, o mediador pode usufruir de mais aulas a fim
de desenvolver todas as atividades com eficaz.

Apo6s o desenvolvimento de cada atividade, deve-se aplicar a defini¢ao de cada conica
utilizando a distancia entre dois pontos e chegar a equagao reduzida de cada curva,
conforme o Capitulo 3 e, por fim, responder ao questionario de questoes disponiveis

ao final de cada atividade.

5.8 Atividade 1 - Construindo uma Elipse

Atividade 1: Identificando uma elipse e suas caracteristicas.

Atividade individual e/ou em grupo: Grupos de, no maximo, trés alunos.

Publico alvo: Alunos do 3° ano do ensino médio.

Contetido(s): Caracterizagao da conica: elipse e algumas aplicagdes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Conceituar o que é uma elipse; iden-
tificar um exemplo de conica: a elipse; realizar construgoes de elipses através do uso do
software geogebra; reconhecer a circunferéncia como caso especial da elipse; concluir

que a soma das distancias dos focos seja sempre igual uma constante; definir o que é

uma elipse.
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Material utilizado: Giz, lousa, folhas de orientagoes (professor/alunos), compu-

tador para construir as conicas pelo software geogebra jé instalado na méaquina.
Tempo de duragao: 2 aulas simples (50 minutos cada).

Procedimento pedagogico/orientagdes ao docente: O tema envolve o con-
ceito de construcao de conicas através do software geogebra, o qual necessita que os
discentes tenham conhecimentos prévios sobre o conceito de elipse e, ainda, manuseio
e habilidades no uso de novas tecnologias: o software geogebra e suas ferramentas.
Utilizando o passo-a-passo para construir uma elipse, mostre as principais caracteris-
ticas da conica construida por meio de cada passo. E importante que, no decorrer da
atividade proposta os alunos possam sempre interagir uns com os outros, manifestando
suas opinioes, e caso necessario o mediador intervir, solucionando as dividas que forem
surgindo. E essencial que o mediador fique atento e dé uma maior atencio aos alunos
que nao tém muita habilidade para manusear com facilidade o computador, a fim de
que possa obter um maior aproveitamento da aula, podendo alcancar os objetivos pre-

tendidos nessa atividade.

Introducao

Uma secao codnica é uma curva obtida pela intersecao de um cone circular reto com
um plano. Os trés tipos de curvas conicas sao a elipse, a hipérbole, e a parédbola.
Sera desenvolvida a construgao da elipse e a circunferéncia, um caso especial da elipse.
A abordagem desse contetido no curso do Ensino Médio geralmente segue o modelo
tradicional (mecénico), onde se exige que os alunos decorem as férmulas relacionadas
ao assunto trabalhado sem exigir um real entendimento sobre o mesmo. Busca-se con-
tornar esse problema através do uso de novas tecnologias como complemento para o
conteudo discutido. Para tanto, inicialmente faz-se o uso do Caderno do do Aluno - 3°
ano do Ensino Médio - vol. 1 - Situacao de Aprendizagem 4: Circunferéncias e conicas
para introduzir e explorar sobre o conceito de conicas disponibilizado em Anexos. Em
seguida, a partir do software de geometria dinamica geogebra, deve-se fazer a constru-
¢ao da elipse, utilizando ferramentas proprias do software para a construcao de objetos

matematicos.

Etapa 1: Construcao de Elipse no Geogebra

19 Passo: Inicie o Geogebra;
20 Passo: Marque os pontos I} e F, quaisquer distintos na area de trabalho;

3% Passo: Marque um ponto P qualquer, nao pertencente ao segmento F F;
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49 Passo: Selecione a ferramenta Elipse e selecione os pontos F, Fy e P, respectiva-

mente;

5% Passo: Com a ferramenta de Ponto no Objeto, crie um outro ponto D distinto

de P sobre a elipse;

6° Passo: Construa dois segmentos de reta DF} e DF, denotados por f e g, respecti-

vamente e exiba o rétulo com o valor de suas medidas;
7% Passo: No comando de entrada, digite s = f + g;

8% Passo: Refaca os passos 5,6 e 7 por trés vezes seguidos, e adote outro ponto @, R

e S em cada repeticao;
9% Passo: Mova o ponto D livremente;

10° Passo: Observe o valor da soma DF; + DF, que mantém-se constante para qual-

quer valor do ponto D na elipse;

11° Passo: Clique sobre o ponto D com o botao direito do mouse e selecione a op¢ao

Animar.

Etapa 2 - Questionario: Construgao de Elipse no Geogebra

1. Observe os valores de f; e fo. O que notou?
2. Alterando as posi¢oes dos pontos Fi, F» e D, o que percebeu?

3. Observe o valor da soma DF; + DF, . O valor se altera ao mudar a posi¢ao do
ponto D?

4. Caso os pontos Fi e F; e se coincidirem, o que vocé pode observar?

5. Observando todas as informacoes dadas e adquiridas, dé uma definicao para essa

curva elipse.

Espera-se que o aluno apoés a construcao e analise das informagoes obtidas, conclua
que, a elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias aos
focos é constante. E, a Circunferéncia é um caso especial da elipse, caso seus focos se

coincidirem.
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Etapa 3 - Questionario sobre a conica: Elipse

Essa secao ¢ destinada para um questionario composto por 05 questoes sobre coni-
cas, sendo que estas foram divididas em 3 questoes objetivas e 2 dissertativas, contendo
o gabarito de respostas ao final da lista de exercicios propostas. Tais exercicios foram

selecionados com base nas sequéncias de livros inseridos como referéncia neste trabalho.

Lista de exercicios

1. Determine o centro, a medida do eixo maior, as medida do eixo menor e as

2 2
coordenadas dos focos F) e F;, da elipse cuja equacao é — + vy _q

16 9

2,2
2. (PUC-SP) Um ponto P da elipse % + yz = 1 dista 2 de um dos focos. Qual ¢ a

distancia de P ao outro foco da elipse?

(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 5
(e) 7
3. (Cescem-SP) As elipses 922 + 16y* = 25 e 1622 + 9y = 25:

(a) nao tem ponto em comum.

(b) tem 1 ponto em comum.

(c) tém 2 pontos em comuns.

(d) tém 3 pontos em comuns.

(e) tém 4 pontos em comuns.
4. (Mackenzie-SP) Os pontos do plano que satisfazem a equagao 5x? + 3y = 15

representam:

(a) uma parabola;

(b) uma elipse;

(c) um par de retas;

(d) uma circunferéncia,

(e) uma hipérbole.

1
5. Um satélite de orbita eliptica e excentricidade — viaja ao redor de um planeta
situado em um dos focos da elipse. Sabendo que a distancia mais proxima do

satélite ao planeta é de 300 km, calcular a maior distancia.
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Respostas

1. e Centro da elipse localizado na origem, ou seja, no ponto C(0,0);
e Medida do eixo maior: 2a = 8 e medida do eixo menor: 2b = 3, a > b,

e Focos Fi(—5,0) e Fy(5,0).

5. 600 km.

5.9 Atividade 2 - Construindo uma Hipérbole

Atividade 2: Identificando uma Hipérbole e suas caracteristicas.

Atividade individual e/ou em grupo: Grupos de, no maximo, trés alunos.
Publico alvo: Alunos do 32 ano do ensino médio.

Contetudo(s): Caracterizagao da conica: hipérbole e algumas aplicagoes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Conceituar o que é uma hipérbole;
identificar uma outra conica: a hipérbole; reconhecer os diferentes tipos de hipérbole a
partir do esbogo de uma qualquer; realizar construgoes de hipérbole através do uso do
software Geogebra; concluir que a diferenga (em modulo) das distancias dos focos seja

sempre igual uma constante; definir o que é uma hipérbole.

Material utilizado: Giz, lousa, folhas de orientagoes (professor/alunos), compu-

tador para construir as conicas pelo software geogebra jé instalado na méaquina.
Tempo de duragao: 2 aulas simples (50 minutos cada).

Procedimento pedagogico/orientagoes ao docente: O tema envolve o con-
ceito de construcao de conicas através do software geogebra, o qual necessita que os
discentes tenham conhecimentos prévios sobre o conceito de Hipérbole e, ainda, manu-
seio e habilidades no uso de novas tecnologias: o software geogebra e suas ferramentas.
Utilizando o passo-a-passo para construir uma hipérbole, mostre as principais carac-
teristicas da conica construida por meio de cada passo. Alguns alunos podem nao ter

muita habilidade para manusear com facilidade o computador, por isso é essencial que
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o mediador fique atento e dé uma maior atencao a esses, a fim de que possa obter
um maior aproveitamento da aula, podendo alcancar os objetivos pretendidos nessa

atividade.

Introducao

Uma secao conica é uma curva obtida pela intersecao de um cone circular reto com
um plano. Sera desenvolvida nessa atividade a construcao de hipérbole. Para tanto,
inicialmente faz-se o uso do Caderno do do Aluno - 3° ano do Ensino Médio - vol. 1
- Situagao de Aprendizagem /4: Clircunferéncias e conicas para introduzir e explorar
sobre o conceito de conicas, em especial, a hipérbole, disponibilizado em Anexos. Em
seguida, a partir do software de geometria dindmica geogebra, deve-se fazer a cons-
trucao da hipérbole, utilizando ferramentas proprias do software para a construgao de

objetos matematicos.

Etapa 1 - Construcao de Hipérbole no Geogebra

19 Passo: Inicie o Geogebra;
20 Passo: Marque os pontos I} e I, quaisquer distintos na area de trabalho;
3% Passo: Marque um ponto P qualquer, ndo pertencente ao segmento Fy Fy;

49 Passo: Selecione a ferramenta Hipérbole e selecione os pontos Fy, F, e P, respec-

tivamente;

5% Passo: Com a ferramenta de Ponto no Objeto, cric um outro ponto D distinto

de P sobre a hipérbole;

6° Passo: Construa dois segmentos de reta DF; e DF, denotados por f e g, respecti-

vamente e exiba o rétulo com o valor de suas medidas;

7% Passo: No comando de Entrada do GeoGebra, digite d = abs(f — g). Note que, a
funcao abs dara o moédulo de DFy — DFy;

8° Passo: Refaca os passos 5,6 e 7 por trés vezes seguidos, e adote outro(s) ponto(s)

@, R e S em cada repeticao;
9% Passo: Mova o ponto D livremente;

9% Passo: Observe o valor do médulo da diferenca entre DF} e DF, mantém-se cons-

tante para qualquer valor do ponto D na hipérbole;

10° Passo: Clique sobre o ponto D com o botao direito do mouse e selecione a opcao

Animar.
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Etapa 2 - Questionario: Construgao de Hipérbole no Geogebra

1. Observe os valores de f; e fo. O que notou?
2. Alterando as posi¢oes dos pontos F, F» e P, o que percebeu?

3. Observe o valor do modulo da diferenca entre DF; e DF, . O valor se altera ao

mudar a posi¢ao do ponto D?

4. Observando todas as informagoes dadas e adquiridas, dé uma definicao para essa

curva hipérbole.

Apobs a construcao de hipérbole e analisar as informacoes e caracteristicas obtidas,
espera-se que o aluno conclua que, a hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano

cujo modulo da diferenca das distancias aos focos é constante.
Etapa 3 - Questionario sobre a conica: Hipérbole

Essa secao é destinada para um questionario composto por 05 questoes sobre coni-
cas, sendo que estas foram divididas em 3 questoes objetivas e 2 dissertativas, contendo
o gabarito de respostas ao final da lista de exercicios propostas. Tais exercicios foram

selecionados com base nas sequéncias de livros inseridos como referéncia neste trabalho.

Lista de exercicios

1. Determine a equagao da hipérbole cujos focos sdo Fi(—2,—2) e Fy(2,—2), dado

que a medida do eixo imaginario ¢ igual a 2v/3.

2. (UFPE) O resultado da interse¢ao de um cone circular reto de duas folhas com
um plano paralelo ao eixo, sem passar pelo vértice, pode ser:
(a) uma hipérbole;
(b) uma circunferéncia,
(c) uma elipse;
(d) uma parabola;
(e) um par de retas.

2 2
3. (PUC-MG) Se o ponto P(2,h) pertence a curva de equacao % + % =1, o valor
positivo de h é:
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(@ 2
) 22
@ 22
@ 2
() 22

1
4. Os pontos de interseciao da reta y = ~z — 1 com a hipérbole x? — 4y? = 16 sao:

() (—4,0) ¢ (S, =),
(b) (4,0)¢ (3.3)
(&) 40)e

~20 8
(d) (4,0) e (

T3 3);
—20 —_8
(e) n.d.a.

3,3);

5. Ache as equacoes da hipérbole e das suas assintotas, conhecendo:

(a) os focos F} = (—/13,0), Fy = (v/13,0) e a medida do eixo transverso, 6;

(b) um foco I} = (0, —/11), a distancia focal 2¢/11 , e a medida do eixo conju-
gado 2v/11 (F, no eixo Oy).

Respostas
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5.10 Atividade 3 - Construindo uma Parabola

Atividade 3: Identificando uma parabola e suas caracteristicas.

Atividade individual e/ou em grupo: Grupos de, no maximo, trés alunos.
Publico alvo: Alunos do 3° ano do ensino médio.

Contetudo(s): Caracterizagao da conica: pardbola e algumas aplicagoes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Conceituar o que é uma parabola;
identificar um outro exemplo de conica: a parabola; realizar construgoes de parabola
através do uso do software Geogebra; concluir que um conjunto de pontos de um plano
qualquer tém a mesma distancia de um ponto de foco e de uma reta diretriz, sendo

esse foco nao pertencente a reta; definir o que é uma parébola.

Material utilizado: Giz, lousa, folhas de orientagoes (professor/alunos), compu-

tador para construir as conicas pelo software Geogebra ja instalado na maquina.
Tempo de duragao: 2 aulas simples (50 minutos cada).

Procedimento pedagogico/orientagoes ao docente: O tema envolve o con-
ceito de construcao de conicas através do software Geogebra, o qual necessita que os
discentes tenham conhecimentos prévios sobre o conceito de parabola e, ainda, manu-
seio e habilidades no uso de novas tecnologias: o software Geogebra e suas ferramentas.
Utilizando o passo-a-passo para construir uma pardbola, mostre as principais caracte-
risticas da conica construida por meio de cada passo. Alguns alunos podem nao ter
muita habilidade para manusear com facilidade o computador, por isso é essencial que
o mediador fique atento e dé uma maior atencao a esses, a fim de que possa obter
um maior aproveitamento da aula, podendo alcancar os objetivos pretendidos nessa

atividade.

Introducao

Uma secao conica é uma curva obtida pela intersecao de um cone circular reto
com um plano. Serd desenvolvida nessa atividade a construcao de pardbola. Para
tanto, inicialmente faz-se o uso do Caderno do do Aluno - 3° ano do Ensino Médio
- wol. 1 - Situagcao de Aprendizagem 4: Circunferéncias e céonicas para introduzir
e explorar sobre o conceito de conicas, em especial, a parabola, disponibilizado em
Anexos. Em seguida, a partir do software de geometria dinamica Geogebra, deve-se
fazer a construcao da hipérbole, utilizando ferramentas proprias do software para a

construcao de objetos matematicos.



Atividade 3 - Construindo uma Pardbola 108

Etapa 1 - Construcao de Parabola no Geogebra

1° Passo: Inicie o Geogebra;

20 Passo: Construa uma reta d qualquer com a ferramenta Reta definida por Dois

Pontos e em seguida, oculte os dois pontos usados na construcao da reta;
3% Passo: Marque um ponto F qualquer, nao pertencente a reta;

49 Passo: Selecione a ferramenta Parabola e selecione o ponto F' e a reta d, nessa

ordem. Obtenha o foco F' e a reta diretriz da parabola d;

5% Passo: Com a ferramenta de Ponto no Objeto, crie um outro ponto P pertencente

a parabola;

6° Passo: Com a ferramenta de Reta Perpendicular trace uma reta r perpendicular

a d, passando por P;
7% Passo: Marque o ponto de interseccao da reta r e da reta d, nomeando de G

8% Passo: Construa dois segmentos de reta PF e PG, denotados por f e g, respecti-

vamente;

9% Passo: Oculte a reta r e exiba o rétulo com o valor da unidade de medidas de

ambos os segmentos f e g;

9% Passo: Mova o ponto P livremente sobre a Parabola. Observe o valor dos segmen-

tos PF e PG. Mantiveram a mesma unidade de medida?

Etapa 2 - Questionario: Construgao de Parabola no Geogebra

1. Observe os pontos F' e P. O que notou?
2. Alterando as posigoes dos pontos F, P e G, o que percebeu?
3. Caso o foco F pertenca a reta d, o que se pode concluir?

4. Observando todas as informagoes dadas e adquiridas, de uma definicao para essa

curva parabola.
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Etapa 3 - Questionario sobre a conica: Parabola

Essa secao ¢ destinada para um questionario composto por 05 questoes sobre coni-
cas, sendo que estas foram divididas em 2 questoes objetivas e 3 dissertativas, contendo
o gabarito de respostas ao final da lista de exercicios propostas. Tais exercicios foram

selecionados com base nas sequéncias de livros inseridos como referéncia neste trabalho.

Lista de exercicios

1. Uma familia de parabolas tem equacao y = ax?® +bx +8. Sabendo que uma delas
passa pelos pontos (1,3) e (3, —1), determinar as equagoes paramétricas desta

parabola.

2. A equagao da parabola com vértice na origem e foco no ponto F'(0, 5) é:

(a) y* = —2x;
(b) 2% = —2y;
(c) 2% =2y
(d) y* = 2a;
(e) o2 = 4z.

3. O foco da parabola de equacao y? = 12z é:

4. Quais sao as coordenadas dos pontos de interseccao da reta s : y — x = —1 com
a parabola (r —2)? = 3(y — 1)? E o ponto de intersecgdo da reta s com a reta

diretriz da parabola?

5. Determinar uma equagao da curva descrita por um ponto que se move, de modo
que sua distancia ao ponto A(—1, 3) seja:
(a) igual a sua distancia a reta x = 3;
(b) a metade de sua distancia a reta x = 3;

(c) o dobro de sua distancia a reta x = 3.
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Respostas

l.x=t+3 e y=t*—1

421 e (G4 (7.9

5. (a) y¥* =6y +8x+1=0 (pardbola)
(b) 322 +4y* + 140 — 24y + 31 =0 (elipse)
(c) 3z —y?> —26x + 6y +26 =0 (hipérbole)

5.11 Avaliacao

Avaliacao é realizada de forma continuada em todas as etapas do processo.

Na primeira etapa é realizada a introducao de conicas, disponivel no caderno do
aluno, com o objetivo de identificar o conhecimento dos alunos sobre as conicas, apre-
sentando seus aspectos conceituais e historicos.

Na segunda etapa verifica-se a capacidade de deducao do aluno a partir das infor-
macoes fornecidas, por meio delas, o aluno realiza as construgoes de elipse, hipérbole
e parabola, para somente depois disso, o mediador fornecer as férmulas e equagoes a
serem resolvidas pelos alunos.

Destaca-se que o conhecimento sobre conicas a principio era escasso, no entanto,
apo6s o desenvolvimento de cada uma das atividades propostas no capitulo 5, se faz
necessario a aplicagao de um questionario em grupo que possibilite verificar se os alunos
alcangaram os objetivos apontados neste plano de aula.



6 Consideracoes finais

Pesquisas em educacao matemética mostram que, no processo ensino-aprendizagem,
o aluno se apropria de novos conhecimentos quando participa ativamente da construcao
destes. O uso de metodologias variadas é um dos caminhos possiveis para o envolvi-
mento do aluno na construgao do seu saber. Assim, neste contexto, o computador
como ferramenta aliada a uma escolha adequada dos softwares e das atividades tem
mostrado resultados positivos.

O uso do software permite aos alunos realizarem construgoes, manipulagao, visuali-
zagao de diversas formas e angulos, conjecturas a partir da experimentacao e observa-
¢ao, facilitando desta forma a compreensao dos conceitos geométricos em relacao aos
elementos da aprendizagem envolvidos.

Dentre os softwares educacionais disponiveis, encontra-se o Geogebra, trata-se de
uma ferramenta de ensino adotada em centenas de sistemas educacionais do mundo, na
qual permite aos alunos realizarem construgoes, manipulagao, explorar recursos para
animacao, visualizagao de diversas formas e angulos, que permitem aumentar o nivel
de abstracao.

Atualmente, o ensino das secoes conicas estd incluido no Ensino Médio. Inicial-
mente, sao ensinadas as férmulas, para somente depois de sua aplicacao, a figura das
cOnicas sao mostradas, que alias, muitas vezes os alunos nao conseguem atingir o final
da matéria, e dificilmente alcancam o contetido completo. Desta forma, o presente
estudo propoe, por meio do Software Geogebra, que o ensino siga um método inverso,
primeiramente o aluno aprendera a montar a figura, se familiarizar com suas dimen-
soes, para em seguida ele venha a reconhecer a necessidade das féormulas. Da forma
como vem sendo aplicado o ensino das se¢oes conicas em sala de aula, muitas vezes os
alunos nao conseguem atingir o final da matéria, e dificilmente alcangam o contetido
completo.

Em relagao ao contetido de quadricas, este nao encontra espaco dentro da grade
curricular do Ensino Médio. Mesmo assim, deixa-se uma proposta para que se estude
a possibilidade de aplicar este contetido no Ensino Superior, da mesma forma com que
foi construido as Sec¢oes Codnicas no Ensino Médio.

Destaca-se que todas as atividades foram criadas para serem desenvolvidas em am-

biente escolar fazendo uso do software GeoGebra. Embora tenham sido propostas
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atividades, nao foi possivel colocé-las em pratica, tendo em vista que a escola na qual
seciono nao tem o Ensino Médio, no entanto, a partir de um questionario aplicado aos
professores, as atividades poderiam ser melhoradas e com a opiniao dos profissionais
docentes é possivel convergir para corroborar com as ideias iniciais propostas.

E possivel ter a conviccdo que, desta maneira o mediador vai poder fazer uma
verdadeira avaliagao critica das atividades, vai ter condigoes, por exemplo, de avaliar
se o tratamento matematico feito na atividade é compativel com o conhecimento dos
seus alunos, se ela estd muito extensa, se os itens estao por demais repetitivos, se as
palavras empregadas no texto estao muito sofisticadas, para série especifica ou pelo
contrario, estao muito simplistas.

Por fim, destaca-se a importancia de o professor promover, ao final de cada ses-
sao no computador, uma ampla discussao sobre as questoes propostas e as diversas
solugoes possiveis. Isto é fundamental porque todas as atividades foram elaboradas
com o objetivo de levar o aprendiz a refletir, agir, e a partir de suas acoes, levantar
hipoteses sobre o contetdo. No entanto, para que os alunos possam se apropriar das
nocoes fundamentais de geometria analitica é necessario que o professor conduza sem-
pre um debate sobre as acoes e ensaios realizados no software durante a manipulacao

no computador.
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A Apéndice A: Construcoes

geométricas

No programa computacional GeoGebra héa construgoes geométricas que podem ser
realizadas de diferentes maneiras. Pode-se, por exemplo, utilizar diferentes conceitos
algébricos ou geométricos para construir o mesmo objeto. Nessa secao, sao inseridos
exercicios resolvidos de conicas e quadricas fazendo uso de construcoes geométricas no

software Geogebra.

Resolugao de exercicios fazendo uso do Geogebra

1. Construir no plano cartesiano a elipse cuja equagao é dada por:

(-2 (y—17
1 16 =L

Resolugao

Digite a equacao da elipse no campo Entrada e pressione a tecla Enter. Logo,

obtém-se a Figura A.1:

NN P BRI Jclils)Pd
B (A)[%] ¢ 2

=27 -1 '
¢i—p—+ % =1

+ Entrada... a{\ c

-3

Figura A.1: Elipse construida no Geogebra a partir da equagao fornecida
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2. Construir uma elipse com focos F(—4,2) e F5(—4,8) e que passe pelo ponto P(5,0).

Resolucao

Acesse o menu Arquivo e escolha a opcao Nova Janela para abrir um novo
arquivo.

Em seguida, crie um ponto Fj, digitando Fj(—4,2) no campo Entrada e pressio-
nando a tecla Enter.

Repita o procedimento para marcar os pontos Fy(—4,8) e P(5,0).

Selecione o botao Elipse e clique sobre os focos e o ponto P (pertencente a elipse),

nesta ordem, para construir a elipse no plano cartesiano, obtendo a Figura A.2:

€2 GeoGebra Classic
DREEDCEBNE
EJA]x) ¢

F,=(4,2)

F,=(4,8)

P =(5,0)

c : Elipse (Fy, F2,P)

— (x+4) / 104.01 + (y-5)* / 113.01 = 1

F2

20 18 -16 -14 \-12 -10 -8
F1

P

+1 00 0 © 0| 0 e

Entrada...

Figura A.2: Elipse construida no Geogebra a partir de seus focos e um ponto P
Observe que, a equacao da elipse aparece na Janela de Algebra.

Para exibi-la na forma reduzida, clique com o botao direito do mouse sobre a equa-
2 2
r—m -n
( 2 Yo w=-n"
a b?

¢ao e escolha a opcao Equagao

Logo, obtém-se a equacao reduzida da elipse construida dada por:

(£ 44, (1=5) _
104,01 113,01

cujos os focos sdo F(—4,2) e Fy(—4,8).
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3. Verificar se a equacao 2522 —36y? = 900 representa uma hipérbole. Caso afirmativo,

escreva-a na forma reduzida.

Resolugao

Digite a equacao dada no campo Entrada e pressione a tecla Enter.

Logo, obtém-se a Figura A.3:

® c: 2552 —36y° = 900
- x2/36-y /%=1

+ | Entrada.-

Figura A.3: Hipérbole construida no Geogebra a partir da equagao fornecida

Observe que, a equacao da hipérbole aparece na Janela de Algebra.

Para exibi-la na forma reduzida, clique com o botao direito do mouse sobre a equa-

(z—m)® (y—n)
et =L

¢ao e escolha a opcao Equagao

Logo, obtém-se a equacao reduzida da hipérbole construida dada por:

1
4. Esboce o grafico da parabola dada pela equagao (z+1)% = 6 (y — 5) e em seguida,

escreva-a na forma reduzida.
Resolucao

Digite a equacao da parabola no campo Entrada e pressione a tecla Enter.

Logo, obtém-se a Figura A .4:
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€2 emplopanabola - GeoGebra
&l OIO] <]
c:(x+1)2=6 ( —%)

- y= 0.17()( -+ l)’ +0.5

Figura A.4: Parabola construida no Geogebra a partir da equagao fornecida

5. Ache os pontos de intersecao da reta r de equacao 3x — 2y — 6 = 0 com:
(a) a elipse de equagao 4y? + 922 — 36 = 0.
(b) a parébola de equagio 4z + y* = 0.

(c) a hipérbole de equagao x? — y? = 7.

Resolugao

Inicialmente, deve-se isolar a incognita x da equacgao da reta r e em seguida, substi-
tuir o valor encontrado em cada umas das equacoes dadas pelas alternativas da questao,
de modo a encontrar os pontos de intersecao pelo método de substituicao de sistemas
lineares.

Tem-se:
3r—2y—6=0—

3r=2y+6 =

ST = §y+2. (A.1)

Em seguida, deve-se resolver o sistema linear de duas equagoes de cada alternativa

do exercicio, de modo a encontrar os pontos de interse¢ao entre a reta r e a conica dada.

(a) Dada a equagao da elipse: 4y* + 92% — 36 = 0.

Substituindo a Equacao A.1, tem-se:
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9 2
4y2+9x2—36:O:>4y2+9(§y—|—2) —36=0=—
2 4 2 8
4y 49 §y +§y+4 —36=0=

8y* + 24y = Sy(y +3) =0 =
Sy=0 ou y=-3.

Encontrado o valor numérico de y, agora substitui-o na Equacgao A.1 e obter o valor
numérico de x, a fim de encontrar os pontos de interseccao entre a reta r e a elipse
dada nesse item.

Para y =0, tem-se: z = -.(0) +2 =2 = 2.

Sey=—3, tem-se: x = =.(—=3)+2 =2 =0.

2
3
3

Portanto, os pontos de interseccao entre a reta r e a equacao de elipse fornecida
nesse item do exercicio sao: A(2,0) e B(0,—3), como pode-se verificar facilmente no
software Geogebra apenas digitando ambas equagoes da reta r e da elipse no comando

de entrada, obtidos conforme a Figura A.5.

I

=T -6 =5 -4

Figura A.5: Interseccao entre a reta r e a elipse
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(b) Dada a equagao da pardbola: 4z + y? = 0.

Substituindo a Equagao A.1, obtém-se:

dr+y* =0= (A.2)
2
4(§y+2) +9P=0=
2 8
Yy +§y+8:O. (A.3)

Observe que, a Equacao A.3 é do 2° grau. Resolvendo-a pela formula de Béskara,

tem-se:

Como A < 0, a Equacao A.3 nao possui raizes reais, ou seja, nao ha pontos de
interseccao entre a reta r e a equacao da parabola dada nesse item do exercicio, como

ilustra a Figura A.6.

Figura A.6: Intersecgao entre a reta r e a parabola
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(c) Dada a equagao da hipérbole: 2% — y? = 7.
Substituindo a Equacao A.1, tem-se:

2
-y =T= Gy+2’ -y =T—

3
42 8 2
— —y+4 -y =7T=
oV tgyti-y
5, 8
—= —y—-3=0—=
oV T3Y
(=5y° + 24y — 27)(—1) = 0 =
oyt — 24y + 27 = 0. (A.4)

Logo, a Equacao A.4 é do 2° grau. Resolvendo-a pela formula de Baskara, tem-se:

A=0b —4ac—

A= (—24)* —4.5.27T =
A = 576 — 540 =

A = 36.

Como A > 0, pode-se afirmar que a equagao terda duas raizes.
Em seguida, utilizando a férmula de Baskara, substituindo o discriminante b* —4.a.c

por A, tem-se:

b+ VA

y=—5—
a

 —(—24) £ /36
y= 25

2446

Y= 10
24+ 6

Yy =—— =

_241—06_

2770 T

I

Y

vl w

[GVIN )

Para y = 3, tem-se: z = -.(3) +2 =z = 4.

2 ?+2:>3:—E
3°\5 5

Portanto, os pontos de interseccao entre a reta r e a equacao de hipérbole fornecida

16 9
nesse item do exercicio sao: A(4,3) e B(—, =), como pode ser verificado na Figura

9
Se y = = tem-se: r = —.

A.7 facilmente construida no software Geogebra apenas digitando ambas as equagoes

no comando de entrada.
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Figura A.7: Intersecgao entre a reta r e a hipérbole

6. Verifique se a equacao 22 +y? + 22 — 4x — 2y + 82 + 12 = 0 representa uma superficie

esférica. Caso seja, dé o centro e o raio.

Resolucgao
Seja:

by —dr -2+ 82+ 12=0 <=

(=22 =44+ (y—1° -1+ (244> -16+12=0+=
(=2 +@y—1P2+(:+4°-9=0+=

(x =2+ (y—1+ (2 +4)° =9 <=

(=22 +(y—1)°+ (2 +4)? = 3%

Logo, a equagao representa uma superficie esférica, onde o centro ¢ C' = (2,1,—4) e o
raio é r = 3.
A superficie esférica pode ser notada através da construgao no Geogebra proposta

na Figura A.8:
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Figura A.8: Superficie esférica proposta do exercicio proposto

7. Verifique se a equacao 222 + 4y? + 22 — 16 = 0 representa uma superficie esférica.

Caso seja, dé o centro e o raio.

Resolucao
Seja:

20 + 4yt + 22— 16 =0 =

20% + 4y + 22 = 16 <—=
20?2 4y’ 22_16
616 16 16

$2 2 Z2
§+Z+1—6—1<:>
2 2 22

T
— + — =1
@2)r 2P

Logo, essa equacgao representa uma elipsoide com centro na origem e os valores de a, b
e ¢ 880 2v/2,2 e 4, respectivamente.
A construcao dessa superficie esférica pode ser notada através da construcao no

Geogebra conforme a Figura A.9:
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Figura A.9: Superficie esférica construida no GeoGebra

8. Dada a equacao 3622 + 9y? — 422 = 36, identifique se representa um hiperboloide
de uma folha ou duas folhas.

Resolucgao

Note que, a equagao tem um sinal negativo e dois sinais positivos.
Entao:

3622 + 9y? — 427 = 36. <—
362°  9y* 42 36

36 36 36  36.
2 2
2 Y z
Z _Z -1,
x+4 9

Nesta equacao ha apenas um sinal negativo acompanhado com z. Portanto, representa
um hiperboloide de uma folha com rotagao ao longo do eixo z.

A Figura A.10 é a construgao, no Geogebra, da hiperboloide desejada nesse pro-
blema.
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Figura A.10: Hiperboloide de uma folha construida no GeoGebra

9. Identifique as seguintes curvas:
(a) 22 +422 -8y =0.

(b) 422 — 9y* — 362 = 0.

Resolucao

Inicialmente, deve-se reduzir as equagoes na forma candnica para identificar com
mais facilidade.
No Geogebra é possivel identificar com facilidade qual curva é proposta em cada

item desse exercicio.

(a) Seja:

22 + 427 = 8y —

x? N 42> 8y —
8 8 8

2?2 2

Tty

Logo é uma curva paraboloide eliptico ao longo do eixo y, conforme a Figura A.11

construida no Geogebra.
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Figura A.11: Paraboloide eliptico construido no GeoGebra

(b) Reduzindo na forma canonica, tem-se:

4% — 9% = 362 —=
42 9y2_36z
36 36 36

_

=g

9

Obtém-se uma curva paraboloide hiperbolico ao longo do eixo z, que pode ser verificado

na Figura A.12 construida no Geogebra.

Figura A.12: Paraboloide hiperbolico construido no GeoGebra



A Apéndice B: Questionario sobre

conicas

Essa se¢ao ¢ destinada para um questionéario com dez (10) questdes sobre conicas
(elipse, hipérbole e parébola), sendo que estas foram divididas em cinco (5) questoes
objetivas e cinco (5) dissertativas, contendo o gabarito de respostas ao final da lista de
exercicios propostos.

Tais exercicios foram selecionados com base nas sequéncias de livros inseridos como

referéncia neste trabalho.

Lista de exercicios

2 2
1. (PUC-SP) Um ponto P da elipse % + yz = 1 dista 2 de um dos focos. Qual é a

distancia de P ao outro foco da elipse?
(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 5
(e) 7

2. (Cescem-SP) As elipses 922 + 16y = 25 e 162* + 9y* = 25:

(a) nao tem ponto em comum.;
(b) tem 1 ponto em comum;
(c) tém 2 pontos em comuns;
(d) tém 3 pontos em comuns;

(e) tém 4 pontos em comuns.

129
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3. (Mackenzie-SP) Os pontos do plano que satisfazem a equacao 5z2 + 3y*> = 15

representam:

(a) uma parabola,

(b) uma elipse;

(c) um par de retas;
(d) uma circunferéncia,

(e) uma hipérbole.

4. (UFPE) O resultado da intersegdo de um cone circular reto de duas folhas com

um plano paralelo ao eixo, sem passar pelo vértice, pode ser:

(a) uma hipérbole;

(b) uma circunferéncia,
(c) uma elipse;

(d) uma parabola;

(e) um par de retas.

5. (PUC-MG) Se o ponto P(2, h) pertence a curva de equagao g—j + g—z =1, o valor
positivo de h é:
3v5
2
23
5
5V2
3
25
3
3v2
5

()
(b)

(d)
(e)

6. Ache as equagoes da hipérbole e das suas assintotas, conhecendo:

(a) os focos I} = (—/13,0), Fy = (v/13,0) e a medida do eixo transverso, 6;

(b) um foco F; = (0, —/11), a distancia focal 2¢/11 , e a medida do eixo conju-
gado 2v/11 (F, no eixo Oy).
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7. Uma familia de pardbolas tem equacao y = az? + bx +8. Sabendo que uma delas

10.

passa pelos pontos (1,3) e (3, —1), determinar:

(a) os pontos de intersec¢ao com o eixo dos x;
(b) os pontos de ordenada 15;

(c) equagoOes paramétricas desta parabola.

Quais sao as coordenadas dos pontos de interseccao da reta s : y — x = —1 com
a parabola (z —2)? = 3(y — 1)? E o ponto de intersecgao da reta s com a reta

diretriz da parabola?

1
Um satélite de orbita eliptica e excentricidade — viaja ao redor de um planeta
situado em um dos focos da elipse. Sabendo que a distancia mais préoxima do

satélite ao planeta é de 300 km, calcular a maior distancia.

Determinar uma equacao da curva descrita por um ponto que se move, de modo
que sua distancia ao ponto A(—1,3) seja:

(a) igual a sua distancia a reta z = 3;

(b) a metade de sua distancia a reta z = 3;

(c) o dobro de sua distancia a reta z = 3.
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Respostas

10.

(@) (2,0) e (40).
(b) (=1,15) e (7,15).
(c)x=t+3 e y=t*—1

51
2,1 5,4); — = .
@y e G0 (3g)
600 km.
(a) y¥* —6y+8x+1=0 (pardbola);

(b) 32% +4y? + 4o — 24y +31 =0 (elipse);
(c) 32% —y? —26x + 6y +26 =0 (hipérbole).



B Anexo 01: Atividade 01 -
Introducao de Coénicas: Elipse e

Circunferéncia

_&/ As circunferéncias e as conicas (elipses, hipérboles e pardbolas) sdo curvas que
: também podem ser representadas no plano cartesiano e cuja propriedade obede-
: cida pelos seus pontos pode ser descrita por meio de uma equagio de duas varidveis.

A circunferéncia e a elipse podem ser vistas a partir de se¢des de um cilindro circular; a
elipse ndo passa de uma circunferéncia alongada em uma das duas diregdes.

© Conexio Editoral

circunferéncia elipse

Os quatro tipos de curvas podem ser vistos como segdes de uma superficie conica.

/4

hipdrboke

© Conexbo Editorial

Também ¢ possivel observar superficies conicas colocando-se dgua em recipientes cilin-
dricos ou cortando-se adequadamente uma pega de salame.

Figura B.1: Introducao a conicas
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3% ano do ensino médio (2014-2017)
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Circunferténcia

A propriedade caracteristica da circunfe-
réncia ¢ a de que seus pontos sdo todos equidis-
tantes de um ponto interior chamado centro; a
distincia comum de cada um de seus pontos ao
centro ¢ o raio da circunferéncia. Assim, se o
centro for a origem do sistema de coordenadas
¢ P (x: y) um ponto de uma circunferéncia de
raio r, a equagdo que relaciona as coordenadas
de um ponto qualquer da circunferéncia é:

d(P:0)=r;
ouseja, \x'+y' =r;
ou, ainda, x* + y¥' =1,

Se o centro C for o ponto (x,: ¥,). entido da
igualdade caracteristica d(P; C) = r resultara:
x-x P+ -yF=r.

Ouseja, (x—x ) +(y-y)y=r.

¥

Matemadtica - 32 série - Volume 1

y
r
C

Yo

Exemplos

» A equagdio x* + y* = 10 representa uma cir-

cunferéncia com centro na origem e raio
igual a v10.

A equagiio (x — 3)* + (y — 5)° = 16 represen-
ta uma circunferéncia de centro no ponto
(3; 5) e raio igual a 4.

A equagdo x* + (y — 1) = 25 representa
uma circunferéncia de centro no ponto (0;
1)eraioigualas.

A equagdio (x + 7)* + y* = 13 representa
uma circunferéncia de centro no ponto (-7;
0) ¢ raio igual a v13.

1. Sabendo que uma circunfe-

réncia de centro C(x, ¥,) €

raio r tem equagdo (x — x,) +
+ (y - yo) = I, considere a circunferéncia
de centro (4; 4) e de raio 4.

Figura B.2: Propriedades caracteristicas da circunferéncia

Fonte: Caderno do Aluno - Matematica - 3% ano do ensino médio (2014-2017)
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As curvas chamadas conicas — a elipse, a hipérbole e a pardbola — ocorrem com muita frequéncia
na natureza ¢ no dia a dia. Vamos conhecer suas principais caracteristicas, comegando pela elipse.

Quando inclinamos um recipiente cilindrico aberto, de se¢dio circular, contendo dgua em
repouso, o contorno da superficie da dgua é uma elipse. Também ¢é uma elipse a sombra pro-
jetada de uma circunferéncia situada em um plano vertical, quando a luz do Sol, ou outra luz
qualquer, incide obliquamente.

B

© Conexho Editorial

Figura B.3: Conceito de elipse
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3% ano do ensino médio (2014-2017)



136

Matematica - 32 série - Volume 1

Foi Johannes Kepler (1571-1630), em seus estudos de Astronomia, quem associou as traje-
torias dos planetas ao redor do Sol nio mais circunferéncias, mas sim elipses, ou seja, circunfe-
réncias “achatadas”. Nessas clipses, Kepler destacou a existéncia de dois pontos simetricamen-
te opostos em relagiio ao centro, chamados focos, em um dos quais o Sol se situava.

© Conexiio Edorial

A partir desses dois pontos, uma propriedade fundamental pode ser utilizada para caracte-
rizar uma elipse: qualquer ponto da elipse ¢ tal que a soma das distincias até esses dois pontos
fixados, que sdo os focos, é constante. Jardineiros utilizam frequentemente essa propriedade
para construir canteiros elipticos: fincando-se duas estacas, uma em cada foco, e deslocando-
-se um estilete, com um barbante de comprimento L (maior do que a disténcia entre os focos)
esticado, obtém-se uma elipse.

"

[>T

© Conexio Edtonial

Um coador de café de plastico pode ilustrar o fato de que as clipses
podem ser consideradas como curvas intermediarias entre a circunfe-
réncia ¢ o segmento de reta:

© Conexdo Editornl

Uma elipse apresenta dois eixos de simetria: 0 semicixo maior cos-
tuma ser representado por a, o menor por b. Assim, os dois eixos sio
2ac2b.

............................................................................................

Figura B.4: Aplicagoes da elipse
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3% ano do ensino médio (2014-2017)



C Anexo 02: Atividade 02 -

Introducao de Coénicas: Hipérbole

@r Hipérbole

Quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas inversamente proporcio-
nais, isto ¢, cujo produto x - y é constante ¢ niio nulo, a curva obtida é uma hipérbole:

Y !
v 4-4-
x-y=k
Y
% 0
x I% x
Y
eiwcs perpendicularessisterna ortogonal

winos obliquos

xl,l:ﬁhax’ ,‘=w=k‘o

Como ji vimos anleriormente, a hipérbole surge, ainda, quando seccionamos um cone cir-
cular reto com um plano que forma com o plano da base um dngulo maior do que aguele
formado por uma geratriz do cone com a base.

Quando um avidio se desloca a certa
altura com velocidade maior do que a do
d:‘fi_’?' . -
som, um problema importante consiste
em determinar a regidio da superficie da

i
%
° —-"'7 Terra de onde se pode escutar o barulho
Q de seus motores. Essa regido é chamada
zona de audibilidade e se desloca com o

avido. E possivel mostrar que, em cada
instante, seu contorno ¢ uma hipérbole.

Figura C.1: Conceito de Hipérbole
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3 ano do ensino médio (2014-2017)
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Uma propriedade caracteristica da hipérbole ¢ a seguinte: existem dois pontos fixados F, ¢ F,
tais que a diferenga entre as distancias de qualquer ponto da curva até esses dois pontos é constan-
te. A partir dessa propriedade, é possivel tragar hipérboles da forma indicada na figura a seguir:

hipérbole
diP. F.) - diP. F ) = constante

Para escrever a equagio da hipérbole, podemos partir da representagdo de grandezas
inversamente proporcionais. No caso de um sistema XOY em que os eixos cartesianos
sdo ortogonais, a hipérbole é chamada equilétera e os dois ramos da curva aproximam-se
indefinidamente dos ¢ixos coordenados, nunca os tangenciando. A origem € um centro

de simetria e os eixos coordenados sio chamados, nesse caso, de assintotas da hipérbole.

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as relagdes a
seguir sdo hipérboles tendo como assintotas os eixos coordenados (ver figuras).

v

X y:-s

LR

..................................................................................................................

Figura C.2: Propriedades caracteristicas da Hipérbole
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3% ano do ensino médio (2014-2017)



D Anexo 03: Atividade 03 -

Introducao de Coénicas: Parabola

4: -
w Parabola

: Em geral, quando representamos graficamente pares (x; y) de
i grandezas tais que y é diretamente proporcional ao quadrado de
X (y = kx’, k constante ¢ k = 0), a curva correspondente no plano

| cartesiano é uma paribola. e

: E 0 que ocorre, por exemplo, quando uma pedra é abandonada

: e registramos a relagdio entre a distincia percorrida verticalmente :
i o0 tempo de queda livre. Também ¢é uma paribola a trajetéria de todos os projéteis lancados
i obliquamente em relagio a superficie da Terra, desconsiderados os efeitos do ar. :

- -
—- -ﬁ

©C Conexio Edioriad
-~
’

Figura D.1: Introducao a conicas
Fonte: Caderno do Aluno - Matemética - 3% ano do ensino médio (2014-2017)
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Além disso, quando, de um ponto fixado no solo, langamos projéteis sempre com a mesma
velocidade inicial v, em todas as diregoes possiveis, em um plano vertical dado, o contorno da
regidio determinada pelos pontos que podem ser atingidos pelos projéteis ¢ também uma para-
bola, chamada parabola de seguranga.

Quando seccionamos um cone circular reto por um plano que forma com a base um angulo
exatamente igual ao que uma geratriz do cone forma com a base, obtemos também uma parabola.

A paribola tem certas propriedades caracteristicas que podem ser utilizadas para defini-la.
Uma delas ¢ a existéncia de um ponto F, fixado, e de uma reta r, fixada, tais que a distancia de cada
ponto P da paribola até F é igual 2 distincia de P até r. F é o foco da pardbola e r é sua diretriz.

diP, F) = d(Pn)
dP,Fl=diP n
P, F) =P

Figura D.2: Propriedades caracteristicas da parabola

Fonte: Caderno do Aluno - Matematica - 3° ano do ensino médio (2014-2017)
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Uma propriedade interessante das paribolas ¢ a seguinte: sendo P um ponto qualquer da
parabola, a reta que passa pelo foco F ¢ por P forma com a tangente a paribola em P um
angulo igual ao formado pela tangente com a reta paralela ao eixo da paribola passando

por P (veja a figura).

Isso explica a raziio de os fardis dos automoveis serem envolvidos por uma superficie cuja
seciio é um paraboloide, ou seja, € a superficie gerada por uma parabola que d4 uma volta com-
pleta em torno de seu eixo. Se a lampada situar-se exatamente no foco, os raios de luz formardo
um feixe paralelo ao eixo, como é desejavel.

Figura D.3: Aplicagoes da Parabola
Fonte: Caderno do Aluno - Matematica - 3° ano do ensino médio (2014-2017)



