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L = −1
4
F μν
a F a

μν + ψ̄N (γ
μDμ − im)ψN !�	
"

2��� F a
μν = ∂μπ

a
ν − ∂νπ

a
μ + gεabcπbμπ

c
ν #��
� ��� ����
��� ��
��� ��� � !�"� � ��� ������
�

��
���
�� N = n, p ���
� 3
�����
3� �
� Dμ = ∂μ − igτaπaμ ��� ��+����
� ����+���+� ����� τ
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π0 = π3� π+ = π1 + iπ2� π− = π1 − iπ2	
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4
Gμν
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a
μν +

Nf∑
i,j

ψ̄i (γ
μDμ − im)ij ψj ���4�

���	� Ga
μν = ∂μA

a
ν − ∂νAaμ + gsε

abcAbμA
c
ν 
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Lα = − 1

2α
(∂μA

μ)2 �
� Lghost = ∂μη
a† (Dμ

abη
b
)2
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LeffQCD = −1
4
Gμν
a G

a
μν −

1

2α
(∂μA

μ)2 +

Nf∑
i,j

ψ̄i (γ
μDμ − im)ij ψj + ∂μη

a† (Dμ
abη

b
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i
γp−m+iε −iδab

p2+iε

[
gμν + (α− 1)pμpνp2

]

μ νp p

a b
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μ, a

ν, b

λ, c

−gsf abc [(p− q)λgμν + (q − r)μgνλ + (r − p)νgλμ]

p+ q + r = 0

q

p
r

������ �	
� �
��� � ������ ������	

μ, a

ν, b λ, c

ρ, d

−ig2s
[
f abef cde(gμλgνρ − gμρgνλ)

f acef dbe(gμρgνλ − gμνgρλ)

f adef bce(gμνgλρ − gμλgνρ)
]
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Z[J, ξ, ξ̄] =

ˆ
D
[
A, ψ̄, ψ

]
e−S[A,ψ̄,ψ;J,η,η̄] �+#, 

-��
� ��� ���	���� ���� ��*

D
[
A, ψ̄, ψ

]
= DADψ̄Dψ S [ϕi; ξi] = S [ϕi]− ϕiξi

ϕi ≡
(
A, ¯ψ, ψ

)
ξi ≡ (J, η, η̄)

ϕiξi =

ˆ
ddx
[
Jμ(x)Aμ(x) + ψ̄(x)η(x) + η̄(x)ψ(x)

]

.� �������	� ��	�� �� ��� ��� 	�����*

S [ϕi] =

ˆ
ddx

[
1

4
(Fμν(x))

2 +
1

2α
(∂μAμ(x))

2 + ψ̄(x) (γ.D +m)ψ(x)

]
�+#/ 

-��
�*

Fμν(x) = ∂μAν(x)− ∂νAμ(x) 	�� Dμ = ∂μ − ieAμ �+#0 

1�
 	� 	
%��
	
� �������� 	�� 	 ������ �	�� ��#�# 
´
c.p.
dx d

dx
f(x) = 0! 	�� ����� �� ���

��
������ �� Z [ϕi] �� ��� �������	� ��	��! �� ��
��
" ��� �	�� �����
	� ���
 ������ �	��� ��

��
���� ����� &'()! �� �	��*
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ˆ
Dϕi

δ

δϕi
e−S[ϕi]+ϕiξi = 0

(
δS

δϕi

[
δ

δξi

]
− ξi

)
Z [ξi] = 0 �����

��	
	 ��	 
�	 �������	����
�� 	���
���
 �� ������	�� 
���	�

���� ���
��	� 
�	 	���
��� �����  �� ϕ(x) = A(x) ��� ξ(x) = J(x)!

(
δS

δAμ(x)

[
δ

δJμ
,
−δ
δη
,
δ

δη̄

]
− Jμ(x)

)
Z [J, η, η̄] = 0

��	 �	��"�
�"	 �"	� 
�	 ��
��� 

���!

δS

δAμ(x)
= −�−1

μν (α)Aν (x)− ieψ̄(x)γμψ(x)

#�	�	!

−�−1
μν (α) = δμν∂

2 −
(
1− 1

α

)
∂ν∂μ

$� 
	�%
 � 
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����� � 
�	  ��� ����	�
	� &�		�'
  ���
���
 W ��� 
�	

���

���� ��
��� Γ� ����� ��	 �	(�	� �
!

Z [ξi] = exp−w[ξi] and Γ
[
ϕcli
]
= w [ξi] + ϕcli ξi ����)�

#	 �*
��� 
�	 	���
��� ∗!

−�−1
μν δ(x− y)− ie

ˆ
dduddw Tr [γμS(x, u) Γν(y; u, w)S(w, x)] = D−1μν (x, y) ������

∗���� �� ���� ��	 ξi = 0 = ϕcl
i �
� ��	� 	���
 ��� 	�� 	���� δξW ��
��� ��	 ���� 	�� ��

��	�� �
� ���
	

����
�� ��
�	��
� ��� ����
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�� ����
����

− δ2w

δηA(x)δη̄B(z)
=

(
δ2Γ

δψB(z)δψ̄A(x)

)−1
������

��� 
�� �����
�����

δ2Γ

δAν(y)δAμ(x)
�A=ψ= ¯ψ=0 = D−1μν (x, y) = ��
�� ���
�� �������
��� ������

δ2Γ

δψ(y)δψ̄(x)
�A=ψ= ¯ψ=0 = S−1(x, y) = ��
�� ����
��� �������
��� ������

δ3Γ

δAν(z)δψ(y)δψ̄(x)
�A=ψ= ¯ψ=0 = Γν(z; x, y) = ��
�� 	��
�� �
��
���� ���� �

!� "�"��

" ����� 
�� �#
�
��� ������ �� ���

�� ���

Dμν(q)
−1 = D(0)

μν (q)
−1 − Πμν(q)

����� �� ��	� ������ 
�� ���
�� ������$�
��� 
����� ����
�� ��%��

Πμν(p) = −ie
ˆ

ddk

(2π)d
tr [γμS(k) Γν(k, p− k)S(p− k)]

&���� 
�� '����
$ �
�
�

�� ������ () 
�� ����*+�,������ ����
�
��� �� ��	��

Dμν(q
2) =

d(q2)

q2

[
δμν − qμqν

q2

]
+
α

q2
qμqν
q2

����%�

����� d(q2) = 1/ [1 + Π(q2)] ��������
� 
�� ���
�� ��	� �
��
��� �����"���$�
��� ��� α
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��*����� ����"�
���

-#
�
��� ����%� ��������
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�� ��"���
� ���
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k

p− k

p, μ p, ν

Πμν(p) = −i

������ 	
�� 
����� ������������ ������


� ������� ��������� ��� ���� ��� ������ ����� ���� �� �� ������ ��� �� !�� ��� "���#

����������
 ��� �������$ �"������ %	
&' ���

(
δS

δψ̄(x)

[
δ

δJ
,
−δ
δη
,
δ

δη̄

]
− η(x)

)
Z [J, η, η̄] = 0

(�����

δ

δψ̄(x)
S = (∂ − ieA(x) +m)ψ(x)

����� �� ��� ��� ��������� )���� !������� ��� ��� ��������� ������ ��� ��� ��� ���������

���� ��!��� %�"������� %	
�*' �� %	
�+''�

(γ.∂ +m)S(x, y) + ie

ˆ
ddw
[
dduddz Dμν(x, z)γμS(x, u)Γν(z; u, w)

]
S(w, y)− δ(x, y) = 0
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�

S−1(p) = S−10 (p) + Σ(p) ������

��	
	 Σ(p) �� 
�	 ���
� �	���	�	
�� �����
	 ����

Σ(p) = ie

ˆ
ddq

(2π)d
γμDμν(p− q)S(q)Γν(p− q, q)

q

p− q

p p
Σ(p) = −i

����
	 ���� ��	�

�� �	���	�	
���

��� ��� ��	 �
���
��

��	 	���
��� ������ ��� 
�	 ����
����
�� ��
��

= +

−1 −1

����
	 �� � !"� ��
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�� #
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�
�
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�

��� #���
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S(p) =
1

γ.pA(p) +B(p)
=

iZ(p)

γ.p+ iM(p)
������

�	
� 
�	�
 
�� ���� �������
�� ��� 
�� ���� ������ �� ��
�	� 
�� ����
	����

M(p2)

Z(p2)
= m+

tr [
∑
(p)]

tr [1]
������

1

Z(p2)
= 1+

i tr [p
∑
[p]]

p2tr [1]
������

�� 
�� ����� �� �� �α = 0� 
�� �� �� �������
�� 	� !���	������� �	"��	#�� ��� 	
 	� ����

$ �
	#�� 
�  �� 
�� �� !����� %��	���� �����&	"�
	��% '(�)�

Γβ(q, p− q) ≡ ieγβ

Dαβ(p− q) ≡ g
[
(p− q)2

]
(p− q)2

[
δαβ − (p− q)α(p− q)β

(p− q)2

]

*�
�� 
�+	�� 
�� 
��!� 
�� �, �
	��� ������ ��� ������ ��!�"��

M(p2)

Z(p2)
= m+ (d− 1)e2

ˆ
ddq

(2π)d
ḡ2
[
(p− q)2

]
(p− q)2

M(q2)

q2 +M2(q2)
Z(q2) ������

1

Z(p2)
= 1 + ie2

ˆ
ddq

(2π)d
Z(q2)ḡ2

[
(p− q)2

]
p2 [q2 +M2(q2)]

[
(d− 3)p � q
(p− q)2

+
2p � (p− q)q � (p− q)

(p− q)4

]
������

-�� "�	� �	.! �
� �	
� 
�� �, �
	�� ������ 	� 
�� ��� ��� ��������!� ������
 	� 
�� �/�!
	0�

!������ -�	� �	.! �
� 	� �0�	��� �� !���	���	�� 
�� ����� 1*��	+���012����
�	+�0 ��*2�

�����&	"�
	�� '(3)�
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ḡ2[(p− k)2] ≈ ḡ2(p2)θ
(
p2 − k2

)
+ ḡ2(k2)θ

(
k2 − p2

)
������

�	
�� 

� ��� ���������
��� 

� ������� ��
����
��� ���� ����
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�
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�
 

�� ������� ��
����� �� #��� �� 	��� "���������$

Id =

ˆ π

0

dθ sind−2 θ
[
(d− 3)p � q(p− q)2 + 2p � (p− q)q � (p− q)

(p− q)4

]
= 0 ����%�

&�

 

��' 

� �(��
���� ������ ��" ������ ��"��� 
�$

1

Z(q2)
= 1

M(p2) = m0 + e2
ˆ

d4k

(2π)4
3d[(p− k)2]

(p− k)2
M(k2)

k2 +M2(k2)
����)�

��" 

�� �� 

� *�������� ��� �(��
��� �� 

� ������� �����



������� �

��	��
 ��

����

�������� ����	
�� ��
� � ������ ��	���	��� �������	��� �	�� �������� ����	
�� ��� 	�
��	���

����� ��� ���	��� ������
����	
���

ψ(x)→ eiθγ5ψ(x)

����� θ 	� � ��������� ��� γ5 = iγ0γ1γ2γ3�

���� � ���� ���� ������� 	� ��� �������	�� 
	� �
�� ������	�� ���
�����
�� 
�

�����	����� ��	� ���� �	� ��� ��
 ��	��� �
��
����� 
� ��� ��	�
�� �
 ���� ��� �������	��

	� �
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�� 	�
��	��� ����� ��� ��	��� ������
����	
��  � ��	� ���� �� ��� ���� 
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!�	��� "������� #���$	���
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�����
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 �� �!��
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��� ���
 �� �����
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��

�� 
�� #��� $��#� ����%&���%'�$��%(����� �)��
��� ���
 
��
 ���# 
�� ����
��� ��
#��� 
��

����� ���� ��� 
�� ���� )���$ ����*

mq

〈
ψ̄ψ
〉
= f 2

πm
2
π

+����
〈
ψ̄ψ
〉
�� 
�� )���$ ��������
�" mπ 
�� ���� ����" mq 
�� )���$ ���� ���� ��� fπ ��


�� ���� ����� ����
��
�

��� �����	
���	
������ �����

,�� -����%.���%/������ �� � �
���0 ��
����
��� ����� #�
� � ���� ������� ��
����
���� ,��

�����
���� �� 
��� ����� �� 
��
 �
 ���
���� 
�� ���� �����
���� ����
�� 
� 
�� �
���0 ��
����
���

���� ������� 1�� SU(2)2 ��� ������ �����
��� ,�� ���� ������� �� 
�� ����� �� 
�� ���������
� ��

�������� 
�� ��������� ������ �����
�� ����$��0 ��� 
� �� ���� 
� ��������� 
�� �������0��%

,������ ��� 
�� ����%&���%'�$��%(����� ����
���� 1�� ����
�� ��
 �� ��3
2�

,�� -./ ��
��� ��*

SNJL[ψ̄ψ] =

ˆ
ddx

[
ψ̄(x) (γ.∂ +m)ψ(x) +

1

2
G0

(
ψ̄(x)ψ(x)

)2]

+�
� 
���" #� ��� 
�� �)��
��� 14�32" ���*

δSNJL
δψ̄(x)

= (γ.∂ +m)ψ(x) +G0

(
ψ̄(x)ψ(x)

)
ψ(x)

,� ��
���*
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(γ.∂ +m)S(x, y) +
δ4W

δη(x)δη̄(x)δη(y)δη̄(x)
= δ(x− y)

���� ��	
���
 �

 �� ������
 
� ��
 ����
�	� ��
����

S−1(p) = S−10 (p) + ΣNJL(0)

������

ΣNJL(0) = G0

ˆ
ddq

(2π)d
Tr [S(q)]

���
� ��	
���
 ������ 

� �
��
� ��� ��
��� �� ���
�
 ��	
���
� ���� 
� �� ������ 

� ����!��

M(p2)

Z(p2)
= m+G0Nf

ˆ
ddq

(2π)d
M(q2)

q2 +M2(q2)
Z(q2) �"���

1

Z(p2)
= 1−G0Nf

ˆ
ddq

(2π)d
Z(q2) (p � q)

p2 [q2 +M2(q2)]
�"���

#
 $�	� ����
���
� �� �
%� ��� �
����
 
´ π
0
dθ sin2 θ cos θ = 0 �
 ��� Z(p2) ����� �� ��
��

Z(p2) = 1

M(p2) = m+G0Nf

ˆ
d4q

(2π)4
M(q2)

q2 +M2(q2)

&
� ���� �� ��� �
� ��	
���
 $�� ��� '() ���� �

���� �
� ��	
���
 �����
�� 
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� ���	 �� �
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  ���� ���� ���
 m = 0 ���

�*
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 �	
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�� �
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 	� $�� 

* p� ���� �� 
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 �������� �


��
� ����	���� ��
����� ��	 ��� 

��� �	���
���	 ���� ������� �� 1/ (k2 +m2(k2)) ��� ! �� ����

����� �� k2 → 0� ��� �������� m2(k2) ��� ����	�	���� �� � ����"���
 

��� "��� ���� ��� 
�"��

m2(k2 → 0) = m2
g! #��� ��
������ ����� ����"� ����� �� � $���%��� ��
�����$� 	��	������ ���

�&������ ��	��	������ �������	 �� ��� 

��� �	���
���	 �� 
�	
� k2 ������� m2(k2 →∞) = 0!

'�
�	� (!�) #�� "������ 

��� �	���
���	 ���� nf = 3 ��� ΛQCD = 300*�+ �� !

, 
	��� ���� ����� �� ���� �����"���� ��� �
�� ���� �	������ �� ��� -�. 
������ ��"�
������

�� ������ 
��
�� ����� ��	��

� �����	� ��� �&������� �� �� ���	�	�� %���� 

��� �	���
���	

�/� ��� �� 0'�
�	� (!�1! #��� �� ����	�����
 ����
�� ������� ��������� ��� �����	���� �� �

����"���
 "��� ���
� ��	 ��� 

���� ����� �"�
� �� ��� �&������� �� � ���2�	����
 -�. ���	�	��

%&�� ������ �!�! ��� �	��3��
 �� ��� ����
��
 �������� �� ��� �	�
�� �� "�"���� ��� !

��	���

 ��������� ���� � ����"���

� 
���	���� 

��� "��� ������� ��	��& ��
������ �� ���
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 � 
 ���	��� 
���� ����!

M1g(p
2) = C2

ˆ
d4k

(2π)4
ḡ2[(p− k)2][
(p− k)2 +m2

g

] 3M(k2)

[k2 +M2(k2)]
�"�#�

$���� ��� �%���	�� ����
� 	� 
	��� & '"#(!

ḡ2(k2) =
1

b ln
[
k2+4m2

g

Λ2
QCD

] �"���

$����) C2 	� ��� ����* ���	�	� �	
������� (C2 = 4/3 ��� ����*� 	� ��� ���
�������

�����������	���) b =
11N−2nf

48π2 	� ��� �������� ���+�	��� 	� ��� &���������	�� ��� ��� SU(N)


���� �	�� nf ,�����) mg 	� ��� 
 ���	��� 
���� ���� ����� �� ��
���� ��� ����	�
 �� ���


���� ����� ��
 Λ2
QCD 	� ��� ��� ���� ������

-� ����� �"�#� �� ��� ��� ./0 ������	���	�� ����1� ��
 ��� ��
�� ������	���	�� '""(!

ˆ
dΩ4

1

(p− k)2 +m2
g

≈ 2π2

[
θ (p2 − k2)

p2 +m2
g

+
θ (k2 − p2)

k2 +m2
g

]

��



������� �	 
���
���� ����� 
��� ��

�� �� ��	�


M1g(p
2) =

3C2

16π2

ˆ
dk2
[
θ (p2 − k2)

p2 +m2
g

ḡ2(p2) +
θ (k2 − p2)

k2 +m2
g

ḡ2(k2)

]
k2

[k2 +M2(k2)]
M1g(k

2) ��
��

0.5 1.0 1.5 2.0
g

0.02

0.04

0.06

0.08

M

������ �
�
 ����������� �� ��� ������� ����� ����


���� �������� �������� � ��� ���	��� ��������� M(p2) = 0 �� �!" �����#����� � ������	���

��� ������� �
�� �� ���� ��  ��� ���� ��� ���� �������� ������ �� ��� �����!����� �� ���

�������� #���� g0$ �� �� ��%����� �� ����� �� ��� �������&� 	������ �� ��
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M1g(x) = λ

ˆ Λ2

0

dy

[
θ(x− y)ḡ2(x)(

x+m2
g

) +
θ(y − x)ḡ2(y)(

y +m2
g

)
]
M1g(y) ��
��

,���� �� ��	� ����� ��� �� -. ����/ Λ �� �� ��� ��� ��!����������


x = p2; y = k2; λ = 3C2

16π2
��
(�
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���� ���	
���
�
 �����
�
 ���	���� �� ��
�� ḡ2(x) ≈ ḡ2(0) ≡ g0 ��� �� ������ λ0 =

3g0C2/16π
2� �
�� ��
	 ������
���
��� �����
�� ����� 	�����

M1g(x) = λ0

ˆ Λ2

0

dy

[
θ(x− y)(
x+m2

g

) + θ(y − x)(
y +m2

g

)
]
M1g(y)

��
	 �����
�� ��� �� ��	
�� ����	 ����� 
��� ��� �
!�����
�� �����
���

(
x+m2

g

)2
M ′′

1g(x) + 2
(
x+m2

g

)
M ′

1g(x) + λ0M1g(x) = 0

��
�� ���
� ��� �	������
� 	����
��	�

M±
1g(x) =

(
x+m2

g

)α±

������ α± = −(1/2)±
√
(1/4)− λ0�

" �� ��#� � ��
#
�� �����
�
� λ0 = 0 ��� �� �� ��� ��#� $%&� ��� ���		
��� �����	
	 	����

����  �� 	��� #���� � λ0 �� 	���� ��#
�
 $%& ��� ��
	 #���� 
	 ������� �� ��� #���� 
� ��
�� ���

	����� ����	 �� �� 
��

���� ������ '(� �)*� ��
	 

#� �	 ��� ����
�
��  �� �����
#
�� 	����
��

λ0 ≥ 1/4�

αs(0) =
ḡ(0)

4π
≥ π

3C2

≥ 0.8

��
	 #���� 
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�� ���	�  ���� �� +�,
�	�� ��� -���	�� '�.* ��� $���
 �����
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!����� �����	
	� ��� �����
�
 ���	���� � �����
�� ����� �� 0��� �������� ���	 ���


� �� �� ��
	 #���� �1

��� ����� 	� ��� �����
�� ���	 ��� 	��
	 � ��� �
�
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�
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mg = 2ΛQCD ≈ 600MeV )�
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���
��	 
�������

�
�� �� �������� �
� ������� �� �
� �������� �������� �� ������ �
� �������� ���������

M1g(x) = a0

ˆ Λ2

0

dyK1(x, y)M1g(y) �	
��

���
 �
� �������

K1(x, y) =

⎡
⎣ θ(x− y)(
x+m2

g

)
ln
(
x+4m2

g

Λ2
QCD

) + θ(y − x)(
y +m2

g

)
ln
(
y+4m2

g

Λ2
QCD

)
⎤
⎦

�
��� �� 
��� ���� �
� �������� �	
�� ��� a0 = 3C2/16bπ
2 �� �
�  ��� �������� !�"#


$������� �	
�� �� � ����
��% �������� �� �
� ���%� ϕ(x) = λ
´ b
a
dyK(x, y)ϕ(y)
 &
�

��������� ��� ������ ���'������� ��������� �� ����� �( !�)#�

|λ| ≥ 1√´ b
a

´ b
a
K2(x, y)dxdy

�	
*�
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3C2

16bπ2
≥ 1√√√√√√´ ba ´ ba

⎡
⎢⎣ θ(x−y)

(x+m2
g) ln

(
x+4m2

g

Λ2
QCD

) + θ(y−x)

(y+m2
g) ln

(
y+4m2

g

Λ2
QCD

)
⎤
⎥⎦
2

dxdy

�	�� ���� 
��
���� �
 ���
�� 
 ��������� ��	 �����

f(mg) =
3C2

16bπ2

√√√√√ˆ b

a

ˆ b

a

⎡
⎣ θ(x− y)(
x+m2

g

)
ln
(
x+4m2

g

Λ2
QCD

) + θ(y − x)(
y +m2

g

)
ln
(
y+4m2

g

Λ2
QCD

)
⎤
⎦

2

dxdy ≥ 1
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Dμν
eff ≡ δμνDeff (k)� (	���-

Deff (k) =
8πKF

(k2 +m2)2
 !".$

/�
� (	��	 (� 	��� �	� ��-

Mc(p) =

ˆ
d4k

(2π)4
Deff (p− k)

4M(k2)

[k2 +M2(k2)]

=

ˆ
d4k

(2π)4
8πKF

(k2 +m2)2
4M(k2)

[k2 +M2(k2)]

 !"0$

1	���� KF �� �	� ������ �����
� ��� m �� � ��������� ��
���� �
 �	� ��������
 ����� ����

(	��	 ���� 2� ������� ��� �
 ����
��� ����
�� &#'"

3�� 
� �	� ���� ����
�� �
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���
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�� 
�

�	� ����5���� �
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 �
�
� ��
�����
�� 2� �	� ������
�-

VF (r) = −2C2

π

ˆ
d3qαs(q

2)Δ00(q) exp
iq·r

1	��� αs(q
2) �� �	� ������� �
��
��� �
������ ��� Δ00(q) �	� 6��
56��
 �
��
���� 
� �	�

�
�
� ��
�����
� �� �	� �
������ �
�*������
�"
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������� ∝ 1
q4
	�
 ����
��	� ���� ��
��� ����� �
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	� ����� ��� 
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�����

���� ��	� � ��
�����
�� ���� Deff 	�
 �� �
�����

� �� � 	

�
�
� ���	� ��� �� 

� � ��
�����
�

�
 ��� ����� ��
	�� ���� ��
��� �� �
��
��	�� �����	���� �
 ��� ��� ������

 �
 
���� �
 ��
�����

� !" #$%& !
� ��
� Deff �� 	�
 
����
 ��� ��
��� ����� �
� ��� 
���� ���� ∝ 1
r
	�
 �� 
����
��

��
� ��� 

�'���

 ��	��
�� ��	�
�� ���� ��	� 	�
 �� ��������� �
 ��� ��� ������

 �� ����
��
�

� 	
������ ��� ������

(

M(p2) =Mc(p
2) +M1g(p

2)

M(p2) =

ˆ
d4k

(2π)4

{
32πKF

[(p− k)2 +m2]2
+
3C2ḡ

2[(p− k)2][
(p− k)2 +m2

g

]
}

M(k2)

k2 +M2(k2)
�)&$*�

+
 ����� ��� 	����	�� ������
� 
� ������

 �)&$*� �� ����� 	

������
� ��� ��
����,�� �����
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���
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M(x) =
1

π

ˆ ΛM

0

dy

{
θ(x− y)

[
A1

(x+ κ)2
+

A2(x)

(x+ ε)

]
+ θ(y − x)

[
A1

(y + κ)2
+

A2(y)

(y + ε)

]}
M(y)

�)&$$�

-���� �� ���� ���
�� ��� ���������( x = p2/M2� y = k2/M2� κ = m2/M2� ε = m2
g/M

2�

a1 = 2KF/πM
2 = A1/π� a2(x) = 3C2ḡ

2(x)/16π2 = A2(x)/π� M = M(0) �
� �� ����

�
��
��	�� �
 �������
��� �./� 	��
� ΛM = Λ2/M2&

-��� ����� �� ���� ��� ��
���'�
������ ������

(

M(x) =
1

π

ˆ ΛM

0

dyK(x, y)M(y)
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K(x, y) =

{
θ(x− y)

[
A1

(x+ κ)2
+

A2(x)

(x+ ε)

]
+ θ(y − x)

[
A1

(y + κ)2
+

A2(y)

(y + ε)

]}

���� ���
 
�� ��	
��� �� ��
 ����� ��� ��
�����
 ������

f(m, M) =
1

π

√ˆ b

a

ˆ b

a

K2(x, y)dxdy ≥ 1

���
 ��
�����
 ��	� � 
�� �� ���
�
 �
 ����� �� ���� 
�
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�� ���
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�700MeV %�&� '����� ���
� ��
�
 �
 ��� 	�"��
 ���	� �� ����
(#)'�

����� ����	
�	 ����
��� 
�� �����	�	�� ���
����

���
 ��

���	�
" ��

��
� �� ���
" �� ���� ��� �
��"	�� �* ����
�



������� �	 
���
���� ����� 
��� ��

f(x) =

ˆ ΛM

0

dy

{
θ(x− y)

[
a1

(x+ κ)2
+

a2
(x+ ε)

]
+ θ(y − x)

[
a1

(y + κ)2
+

a2
(y + ε)

]}
f(y) ������

	
���
 a2 = a2(0) = 3C2g0/16π
2 ��� f(x) =M(x)/M �

�
� �������� ������ ��� �� ����������� ���� � ����������� ��������� ����� �
� θ ���������

 � ��!���� �
� ��������
´ ΛM

0
dy() �"

´ x
0
dy() +

´ ΛM

x
dy()# �� ����� �� ������∗


f(x) =

[
a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)2

] ˆ x

0

f(y)dy +

ˆ ΛM

x

[
a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2

]
f(y)dy

���


f ′(x) = −
[
2a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)3

] ˆ x

0

f(y)dy

	��
 �
��� � � ���������  � ������ �
� �$ �������" ���������


f ′(ΛM) = − 1

ΛM
f(ΛM) = 0 ��$ %&�

'�# ���� ��� �������� ��������#  � ������ �
� ����������� ��������


(x+ 1)3 [2a1 + a2(x+ 1)] f ′′(x) + 2(x+ 1)2 [3a1 + a2(x+ 1)] f ′(x)+

+ [2a1 + a2(x+ 1)]2 f(x) = 0 ������

	��
 �
� �������" ����������


f(x)
∣∣
x→0

= 1 ��� f ′(x)
∣∣
x→ΛM

= 0

∗���� �� ����	
�� κ = 1 = ε ���
 	� ��
�� 
� �	���	�� 
�� �������
	��� ��
 ������� 	� 
�� �� �����	�� 	
 
���

��
 ����
 ��� ������	�
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��� �� ������ ���� x→∞� ��� �� 
��������
 	���� ����� �� 
�� �����

f(x) =
∞∑
s=0

cs(x+ 1)−(s+α)

��� ����
���� �� ������ ����

f+(x) = (x+ 1)−γ+
∞∑
s=0

c+s
(x+ 1)s

��� f−(x) = (x+ 1)γ−
∞∑
s=0

c−s
(x+ 1)s

������ γ± = ω±1
2

; ω =
√
1− 4a2

����

c±1
c±0

= −2a1 [±γ± (±γ± − 2) + 2a2]

a2 [±γ± (±γ± + 1) + a2]
= c±

��� ������� ����
��� �� � ������ 
������
��� �� 
���� ���� 
��� �� ��	 
� !��
 �������

f(x) ≈ b1(x+ 1)−γ+
(
1 +

c+

x+ 1

)
+ b2(x+ 1)γ−

(
1 +

c−

x+ 1

)
������

"�����
���� 
���� ����
���� ��� 
����� 
�� ������� ��� ��������� ��
���� �� 
���� �������� ��


�� #$ %&�' �� 
��
� f(x) = freg(x) + firreg(x)� ������

freg(x) = b1(x+ 1)−γ+
(
1 +

c+

x+ 1

)

firreg(x) = b2(x+ 1)γ−
(
1 +

c−

x+ 1

)

�		����� 
�� #$ �������� 
����
��� �� !�� �� ��
����
��� �����
�

b1
b2
=

[
γ−
γ+

]
xωx→ΛM

(� 
��� ��
�� �� ��!��
� b2 ���
 �� )��� ���
���� b1 → ∞ ���� ��
 ��*� ������ ��� �� ���
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f(x) ≈ (x+ 1)−γ+

(1 + c+)

(
1 +

c+

x+ 1

)
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 mg =
2ΛQCD = 600MeV � KF = 0.18GeV 2� αs(0) = 0.5 ��� M = 600MeV ,�

����� ������� 	
������ 	
�
����
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f(x) =

ˆ ΛM

0

dy

{
θ(x− y)

[
a1

(x+ κ)2
+

a

(x+ ε) ln
[
x+1
L2

]
]
+



������� �	 
���
���� ����� 
��� ��

+ θ(y − x)

[
a1

(y + κ)2
+

a

(y + ε) ln
[
y+1
L2

]
]}

f(y)

����� a = 3c2/16bπ
2 �� ��� 	
�� �
���
�� ����� L2 = Λ2

QCD/M
2 
�� �� �
�� ���� ���


���
���
��
�†� ln
[
x+4
L2

]
≈ ln

[
x+1
L2

]
�

���� ������
� ���
��
� �
�  � ��
��!
���� ���
 
 ��"������
� 
�� ����� ��� �� �������
��

z = ln
x+ 1

L2
= zΛ + ln

x+ 1

ΛM

������

x = 0→ z = z0 = ln
1

L2
= zΛ + ln

(
1

ΛM

)

x = ΛM → z ≈ zΛ = ln
ΛM
L2

= ln

(
Λ2

Λ2
QCD

)

#
 �� 
 �
�� ��� ������
� ���
��
� $���� a3 = a1/L
2%�

f(z) =

zΛˆ

z0

dw
{[ a3
e2z

+
a

zez

]
θ(z − w) +

[ a3
e2w

+
a

wew

]
θ(w − z)

}
ewf(w) $&�'�%

(���� ��� θ !�����
�� �� �
���

f(z) =

ˆ z

z0

dw

[
a3e

−2z +
ae−z

z

]
ew f(w) +

ˆ zΛ

z

dw

[
a3e

−2w +
ae−w

w

]
ew f(w)

f ′(z) = −
[
2a3e

−z + a

(
1 + z

z2

)]
e−z
ˆ z

z0

ew f(w)dw
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f ′(z → zΛ) = −f(z → zΛ) = 0

��� ���	 
���
� �� ������ ��� ����������� ���������

[
2a3z

4e−z + az2(1 + z)
]
f ′′(z) +

[
4a3z

4e−z + a(z3 + 2z2 + 2z)
]
f ′(z)+

+
[
2a3z

2e−z + a(1 + z)
]2
f(z) = 0

���� ��� �������� �����������

f(z)
∣∣
z→0

= 1 ��� f ′(z)
∣∣
z→zΛ= 0

�� ���  ! ��"�	� ��� �#$�������� ���	 �� ��$$������ �� �� �� ����"� �� ����� ��� �����������

���������

(z3 + z2)f ′′(z) + (z3 + 2z2 + 2z)f ′(z) + a(z + 1)2f(z) = 0 
���%�

&� ���'� ���� ����������� �������� �� ���� ��� ��� �#$������ 	����� ()*+ ����� ���������

������� �� ��$$��� � �������� �� ��� ���	�

f(z) = eβz
∞∑
n=0

bnz
−(n+α)

,�$�����" ���� �������� ���� ��� �������� �� -�� ��� '����� ��� β ��� ��� α�

β = 0 → α = a

β = −1 → α = 1− a

⎫⎪⎬
⎪⎭ 
���.�
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f1(z) = e−zz−1+a
∞∑
n=0

Rnz
−n ��� f2(z) = z−a

∞∑
n=0

Inz
−n

������

I1 = (a+ a2)I0 ��� R1 = (a− a2)R0

��� ������� �������� ��� �� ���� ����� ��� �� ����� �� �� ������

f(x) ≈ b1
1(
x+1
L2

) ln−1+a(x+ 1

L2

)
+ b2 ln

−a
(
x+ 1

L2

)
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������ � !� "�����#��� �������� ��� ��� ��������$ ��� �%������ & ������� $������� $�������
�mg = 2ΛQCD = 600MeV 	 KF = 0.18GeV 2� 

'������� ��� 
������� $��������� 
� ����

b1
b2
|x→ΛM

=
a
(
x+1
L2

)
(a− 1) ln−1+2a

(
x+1
L2

)− ln2a
(
x+1
L2

) →∞
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f(x) = ln1−a
(
L−2
) ln−1+a (x+1

L2

)
x+ 1

���� ���� ������ 
� ������� ��� ����������	 �� ������	��  !" 
���� ��� ������	� 
�� �������

�� �� ��	���	�# $�� ���	 ����%�����	 ���	� ���� �� ��� ����������� ���� �� ��� �������	� 
����

������� 
��� ��� ��
������� �������	� ���	� �
 &�	� �	� '����(�� ���� 
���� ���  )�"# $���

���������� ����	��	�� ��*� ��� �������	 � ������ ���� ������ �� ���������� �	 ��� %���� +#,#

������� 
��� ��� �	��
��� �� 
��� �������	 �� ����	�	�� ���� 
� ���	� ���� ��� ������� ��

��� ����	�	�� �� ����� ��� 	� ���	��� �	 ��� �	��
��� ��������� �	 ��� ��	���	� ������	� ����#
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���� ���� ������ ��
 ���	�� �� ��� ��	%	�	� �.��� �� ������� �� � ����	��� �����	 ����


M2 �� ���	��� ��� �
 /�.� 0������ �	� 1�����  )+"#
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Id =

ˆ π

0

dθ sind−2 θ
[
2(d− 2)(p � q)2

(p− q)4
+
(d− 1)(p2 + q2)(p � q)

(p− q)4
+

2p2q2

(p− q)4

]

���

Id = 2(d− 2)I22 (x, y; d) + (d− 1)(x+ y)
√
xyI12 (x, y; d)− 2xyI02 (x, y; d)

������ p2 = x� q2 = y� ����

Iba(x, y; d) =

ˆ π

0

dθ
sind−2 θ cosb θ(

x+ y − 2
√
xy cos θ

)a
�� 
���� 	
 ���
��	��	� 
�� �
�� �� ���� ��� � 	����� ��	 �� ����� 	�� ����	�
��

Lpn(θ) =
sinp+1 θ

(a+ b cos θ)n−1

��
�� ������	��� ��� 
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d

dθ
Lpn(θ) =

sinp θ

(a+ b cos θ)n−1
[
(p− n+ 2) b cos2 θ + a(p+ 1) cos θ + b(n− 1)

]

��� ��� �� 	�
����
�


ˆ π

0

dθ
d

dθ
Lpn(θ) = (p− n+ 2) b

ˆ π

0

dθ
sinp θ cos2 θ

(a+ b cos θ)n
+ a(p+ 1)

ˆ π

0

dθ
sinp θ cos θ

(a+ b cos θ)n
+

+ b(n− 1)

ˆ π

0

dθ
sinp θ

(a+ b cos θ)n
= 0

�� �� ��

 n = 2 = p� a = x+ y ��� b = −2√xy� �� ��
�	�


4xy

ˆ π

0

dθ
sin2 θ cos2 θ(

x+ y − 2
√
xy cos θ

)2 − 3(x+ y)
√
xy

ˆ π

0

dθ
sin2 θ cos θ(

x+ y − 2
√
xy cos θ

)2+
+ 2xy

ˆ π

0

dθ
sin2 θ(

x+ y − 2
√
xy cos θ

)2 = 0

��


Id=4 = 0
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f(x) =
1

π

ˆ ΛM

0

dy

{
θ(x− y)

[
a1

(x+ κ)2
+

a2
(x+ ε)

]
+

+ θ(y − x)

[
a1

(y + κ)2
+

a2
(y + ε)

]}
f(y)

�� 
�������� 
�	� ����
	�� 	�
� � �	�����
	� ����
	��� ��	�� 
�� θ ���!
	�� "��"��
	�� ��

��" �!� 
�� 	�
���� 
´ ΛM

0
dy() �#

´ x
0
dy() +

´ ΛM

x
dy() 	� ����� 
� ��
�	�
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f(x) =

ˆ x

0

[
a1

(x+ 1)2
+

a2
(x+ 1)

]
f(y)dy +

ˆ ΛM

x

[
a1

(y + 1)2
+

a2
(y + 1)

]
f(y)dy

f(x) =

ˆ x

0

[
a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)2

]
f(y)dy +

ˆ ΛM

x

[
a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2

]
f(y)dy

���� �� ����	
� 
�� ��

 
��� �	���

I1 =

ˆ x

0

[
a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)2
− a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2
+
a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2

]
f(y)dy

��� ��
���	�� 
� f(x)�

f(x) =

ˆ x

0

[
a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)2
− a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2

]
f(y)dy +

ˆ ΛM

0

[
a1 + a2(y + 1)

(y + 1)2

]
f(y)dy

��� ��
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I3 =

ˆ x

0

{ˆ x

y

d

dz

[
a1 + a2(z + 1)

(z + 1)2

]
dz

}
f(y)dy

=

ˆ x

0

ˆ x

y

[
a2(z + 1)2 − 2 [a1 + a2(z + 1)] (z + 1)

(z + 1)4

]
f(y)dzdy

= −
ˆ x

0

ˆ x

y

[
2a1 + a2(z + 1)

(z + 1)3

]
f(y)dzdy

�����

�� ����	�� 
�� �	�	

 �! 	�
����
	���

I3 = −
ˆ x

0

ˆ z

0

[
2a1 + a2(z + 1)

(z + 1)3

]
f(y)dydz

��" ��
���	�� 
� f(x)�
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f(x) =

ˆ x

0

ˆ z

0

[
2a1 + a2(z + 1)

(z + 1)3

]
f(y)dydz + I0

f(x) =

ˆ x

0

[
2a1 + a2(z + 1)

(z + 1)3

] ˆ z

0

f(y)dydz + I0

�� �� ���	
��

f ′(x) = −2a1 + a2(x+ 1)

(x+ 1)3

ˆ x

0

f(y)dy

�
�� 	�
���	�� ��� 	��������

(x+ 1)3

2a1 + a2(x+ 1)
f ′(x) = −

ˆ x

0

f(y)dy

��� ���	
��	�� ���	� �	�� ������� �
 x�

3(x+ 1)2 [a2(x+ 1) + 2a1]− a2(x+ 1)3

[2a1 + a2(x+ 1)]2
f ′(x) +

(x+ 1)3

2a1 + a2(x+ 1)
f ′′(x) = −f(x)

�� ������ 
���	� ��� ���
���
���� �	������	�� �����	
��

(x+ 1)3 [2a1 + a2(x+ 1)] f ′′(x) + (x+ 1)2 [6a1 + 2a2(x+ 1)] f ′(x)+

+ [2a1 + a2(x+ 1)]2 f(x) = 0

�	�� ��� �
������ �
��	�	
���

f(x)
∣∣
x→0

= 1 and f ′(x)
∣∣
x→ΛM

= 0
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