[N M.J

@ e
® pud € “
o ()

S ¢d
@ .
' » 53

«© o S W

@) @)

)
W -
0 % O
) ot
()] N. brd .ﬂw
| S —h._uﬂ ) o1
« a uf
0, Wu_ el
<t s Rl
ct = 19
) __J. @
ofscen e
1l O O
W
D el
D
WD Pon)

o O




1910000928

LT

i AV
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



u n e s p Au . UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
Yav Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE COMPUTAGAO E ESTATISTICA

FRACOES CONTINUAS:
CONVERGENCIA, ACELERACAO E
ERRO DE TRUNCAMENTO

Elisa Aparecida Oliani

Disserta¢do de Mestrado
Pé6s-Graduagdo em Matematica Aplicada
MAP-053

Rua S&o Cristovéo Colombo, 2265

Caixa Postal 136

15054-000 - S&o José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (017) 221-2444

Fax: (017) 221-2445

| -
AVAVA)

1 2 3 4 5 6 i unesp%l 12 13 14 15 16 17 18



FRACOES CONTINUAS:
CONVERGENCIA,
ACELERACAO E

ERRO DE TRUNCAMENTO

Elisa Aparecida Oliani

Dissertagdo apresentada ao Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, Campus de Sdo José
do Rio Preto, para a obtencdo do titulo de Mestre em Matematica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. A. Sri Ranga

Sao José do Rio Preto
2000

AVA
AVAVAY

3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



£

6

Aos meus pais, Ana Alice e Clévio
e ao meu filho, Bruno

dedico.

AVA
AVAVAY

7 unesp‘l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



“Mas é preciso ter forca,
é preciso ter raga,
é preciso ter gana, sempre.”

Milton Nascimento

AVA
AVAVAY

unespw.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Agradecimentos

A Deus, por tudo o que tem feito de bom na minha vida.

A meu filho, que sempre soube entender a minha auséncia e que sempre com
amor e carinho me ajudou a superar os momentos de inseguranca.

A meus pais, por sempre estarem a meu lado e por terem tornado a realizacao
desse sonho possivel.

A meus irmaos Mércio, Jinior, Vinia e Fdbio, & minha cunhada Karina e a
meu sobrinho Vinicius, que souberam compreender e respeitar os meus ideais e
que sempre torceram por mim.

A todos os meus familiares, em especial as minhas tias Nilde e Inair que
sempre me apoiaram nos momentos mais dificeis da minha vida.

Ao professor Ranga, pela confianga que depositou em meu trabalho e por
sempre ter respeitado as minhas dividas e insegurangas.

A professora Eliana por ter sempre me ajudado, em todos os momentos
durante os tltimos 5 anos.

A professora Cleonice pelo apoio, atengio e pelas palavras de confianca.

A meus amigos Carina, Claudinéia, Clinton, Graziela, Liberto, Lisandra,
Marcelo, Patricia, Paulo, Renan, Rosemeire, Romildo e Telma pelos momentos
de alegria que passamos juntos.

A todos os meus amigos que nio fazem parte da Pds-graduacao, mas que
sempre me apoiaram.

A todos os professores e funciondrios que de alguma forma colaboraram para
a realizacao deste trabalho.

A FAPESP, pelo auxilio financeiro.

AVA
AVAVAY

3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16

17

18



Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um levantamento dos principais resultados
sobre convergéncia de fragoes continuas. Dentre estes resultados nos aprofunda-
mos nos estudos relacionados ao famoso Teorema da Pardbola. Além disso, por
tratar-se de uma extensdo do Teorema da Pardbola, estudamos as condicoes de
convergéncia para uma fragdo continua definida positiva particular chamada de
J-fracdo, que est4 intimamente relacionada aos polinémios similares.
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Abstract

The objective of this dissertation is to consider a survey of the main contribution
on the convergence of continued fractions. Among the many interesting results
considered in this survey, more emphasis is given on the results associated with
the so called Parabola Theorem. This result is considered by many as the most
important criteria for convergence of continued fractions. In the final section of
this dissertation we also consider the convergence behavior of certain continued
fraction which are associated with a positive definiteness property. This property
can be considered as an extension of the criteria given by the Parabola Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre convergéncia de fragdes continuas. A
motivagao para a sua realizacdo veio dos estudos sobre polinomios ortogonais e similares e
suas relagdes com certas fragdes continuas que fizemos durante nossos estdgios de Iniciagdo
Cientifica. Historicamente, os estudos de polindmios ortogonais e similares e suas aplicagoes
foram altamente beneficiados pelos resultados ja conhecidos sobre fragdes continuas. Por
exemplo, Gauss em 1814 usou resultados conhecidos sobre uma fragido continua associada

1
a funcdo f(z) = f (z —t)~'dt para obter a férmula de quadratura de Gauss-Legendre.
1

Inspirado por esse resultado, Jacobi d4 o primeiro passo para o estudo que deu origem ao
conceito de “ortogonalidade” e, especialmente, de “polindmios ortogonais”.

Para definirmos uma sequéncia de polindmios ortogonais, consideremos ¢(z) uma fungio
real, limitada, ndo decrescente, com infinitos pontos de aumento no intervalo (c, d),
d
—00 £ ¢ £ d < 00. Quando os momentos pf =/ z"dp(z), r = 0,1,..., existem, d¢(z)
[
pode ser chamada uma distribuigdo (medida positiva) em (c, d).

oo

Dadas uma distribuicdo d¢(z) em (c,d) e {Qﬁ(:c)} uma sequéncia de polindmios de

grau n, se

n=0

/ G = 0 0 s < (1.0.1)

entdo {Q%(z)}2, é chamada uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagio & distri-
buigdo d¢(z) sobre o intervalo (c, d).

O estudo desses polinémios tem sido assunto de pesquisa extremamente importante. Co-
mo algumas aplicagdes desses polindmios citamos: quadraturas numéricas, aproximagées de
Padé, aproximacgoes por splines, aproximagdes que preservam momentos, métodos de rela-
xacdo em Algebra Linear, processo de “birth and death” em Estatistica e teoria de codigos.

Na forma monica, esses polinomios satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos
Qﬁ+1($) =(z— !63:+1)Q2($) = a$+1Q$—I($)t n=12,..., (1.0.2)
onde Q¥(z) =1, Q¢%(z) =z - B, B¢ € Re aﬁH >109parain = 1120 00

1




Quando falamos de polindmios similares aos ortogonais, nos referimos & sequéncia de po-
linémios {B¥(t)}32,, onde B¥(t), de grau n, é definido por

[T BY@dw) =0, 0<s<n-1. (1.0.3)

Aqui, di(t) é uma distribuicdo forte no intervalo (a,b) C (0,00). Qualquer distribui¢io em
b
(a,b), cujos momentos pl, = f t™dy(t) existem para todo m € Z, é chamada de distri-

buigao forte. ‘

E conhecido que os polinémios BY(t), na sua forma moénica, satisfazem & relagio de re-
corréncia
BY() = (t— BYu)BY(t) — ¥ tBY., (), n=12,..., (1.0.4)

onde BY(t) =1, BY(t) =t —f{ e Y oY, ., paran =1,2,...sd0 positivos.

Algumas aplicagdes que surgem do estudo desses polindmios sdo as férmulas de quadra-
tura interpolatérias baseadas nos zeros de BY(t) e nos zeros de combinagdes lineares des-
ses polindmios quando a distribuicdo forte satisfaz as propriedades dy(t) = —dy(ab/t) ou

d(t)/V/E = —dip(ab/t)/+/abt.

Dada uma distribuicdo forte di(t) definida em um intervalo (a, b) a restrigéo (a, b) C (0, 00)
é importante para garantir a existéncia dos polinémios BY(t), n = 1,2,.... Precisamente, a
existéncia dos polinémios BY(t), n = 1,2, ..., depende do fato dos determinantes de Hankel,
definidos por

“{cwb F‘E+l P‘f+n—1
H® — f‘k+1 f-‘k+2 :Hk+n

P»f+n—1 »U’f+n P‘f+2n—2
serem diferentes de zero para k = —n,—n+1en = 1,2,.... Isso é garantido quando
(a,b) C (0,00).

Uma sequéncia {‘V,f’ (t)} de polinémios moénicos, cuja existéncia depende de menos res-
trigoes, é definida por
b x
[ =22V (1) dp(t) =0, 0<s<n-—L (1.0.5)
a
Esses polindomios satisfazem ao par de relagoes de recorréncia
Von(t) = (¢ - ﬁ&)g;ﬁ_l(t) - 3;”,,%‘;;2(0, .
Vans1(8) = (1 + &3n41)t — Bins1)1Van () — 63182 Von1 (),

paran=1,2,...,onde V;’(t) = 1, V¥ (t) = t— Y e B¢, 62, ,, paran = 1,2, ..., sdo positivos.

(1.0.6)

Uma fragao continua é uma expressdao da forma
ay
ag

b +

bo + (1.0.7)

b]_ + a3

bg-l"




onde {as}>2; e {bn}oo, sdo sequéncias de nimeros complexos ou fungdes (simples) comple-
xas. Uma fracdo continua pode ser denotada das seguintes formas

a, az ag w(an)
b, — = b K|l—].
St el e B o i e

FragGes continuas estdo intimamente ligadas as relagoes de recorréncia de trés termos. No
caso da relagdo de recorréncia (1.0.2) sabe-se que a fragdo continua

py _of of of

b}
2= Y-z —pf-2— BS-z - B~

conhecida por J-fragdo, se convergir (certamente quando —oco < ¢ < d < 00), converge para

g |
a funcédo / = xdqﬁ(m). A convergéncia é uniforme em qualquer regido limitada e fechada
L

em @\[c,d], onde € é o plano complexo estendido.

Da mesma forma, a fracio continua

p};’ agz ag’z afz

]
z—PBY-z2—By-z—pY-2~ By~

construida a partir da relagdo de recorréncia (1.0.4), se convergir, converge para a fungéo

(1.0.8)

bial
[ ﬁdw(t), 0 < a < b < oo. Esta convergéncia é uniforme em qualquer regido limitada e

fechada de @\[a,b]. A fragio continua (1.0.8) é chamada de M-fragdo ou T-fragéo.

No Capitulo 5, apresentamos um estudo da convergéncia de uma extensdo das J-fragdes,
denotadas por J-fracdo, ou seja, fizemos um estudo sobre as fragdes continuas

ud Gy 6y 22 ay a¥ 22
z—Bl-z—B3-(1+a%)z — By - z—ﬂ4 (1+a¥)z — B3~

que surgem da relagdo de recorréncia (1.0.6) e que, se convergirem (certamente quando —oo <

(1.0.9)

1
a < b < 00), convergem para a mesma funcdo / ﬂdd;(t). Novamente, a convergéncia é
S

uniforme em qualquer regido limitada e fechada em @\[a, b].

Como pode ser visto nos capitulos 2 e 3, o estudo da convergéncia de fracdes continuas
a2 ag Qn

h+@+m+'+b

envolve, em geral, o estudo das transformagGes lmeares fracnona.is ou transformacdes de

Moebius. Em termos de aplicacdo, nas transformacées lineares fracionais temos a interessante

propriedade: a imagem de uma regido circular é uma regiao circular.

b{)+

O estudo da convergéncia de fracdes continuas revela toda a beleza que as tranformagoes
lineares fracionais tém a oferecer. Neste trabalho, consideramos as transformacoes lineares
fracionais

so(w) = bo + w,

SO (U)) = $So (w) )
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paran =1,2,.... Vemos facilmente, e isso serd mostrado no Capitulo 2, que

a, az ds Qn
S () e gty
) Soiirs s fpmnt s e

Demonstramos, também, que

o An -+ HJ'An_l

Sﬂ e y
(w) B, +wB,_,

onde A, e By, paran = 1,2, ..., satisfazem 3s relacdes de recorréncia

Ap = bpAn_1 + arAn-2,
n=12:...
By, = b, B, + anBp_2,

onde A_, =1, B, =0, Ag = by e By = 1. Dizemos que

aAne @, Gy as O,
Sn(O) = B_n = bo 1= E+g+g+ S +a

¢ a n-ésima convergente da fragdo continua (1.0.7).

No decorrer dessa dissertagdo, analisamos dois tipos de convergéncia. O primeiro trata
da convergéncia da sequéncia {S,(0)}. Dizemos que a fragdo continua tem convergéncia
cléssica quando a sequéncia f, = S,(0) converge para um valor f. No caso da convergéncia
classica, é possivel achar condigées em termos de {a,}, {b,} e de uma sequéncia de regides
(conjuntos) {V,}, com 0 € V,,

tais que
S M) V)2 Sy (Vi) DS, (Vo) D .. (1.0.10)

A sequéncia de conjuntos {V,,} é chamada de sequéncia de conjuntos de valores.

Quando as regides S, (V,), paran = 1,2,.. ., sdo circulares elas convergem para um circulo
ou para um ponto. Quando convergirem para um ponto, dizemos que ocorre o caso limi-
te pontual. Nesse caso, podemos dizer que a sequéncia de convergentes {S,(0)} também
converge para esse limite. Quando as regides S,(V,), para n = 1,2,..., convergem para
um circulo, dizemos que ocorre o caso limite circular. Nesse caso, a fracdo continua ainda
pode ser considerada convergente se, por exemplo, a sequéncia {S,(0)} convergir para um
ponto no limite circular. E importante observarmos também que quando ocorre o caso limite
pontual, podemos calcular um limitante para o erro de truncamento da n-ésima convergente
através do raio R, de S,(V;). No Capitulo 4, calculamos um erro de truncamento para a
fragdo continua do tipo K$2,(%) onde, para todo n, os coeficientes a,, pertencem i regido
parabdlica

; 1
Pi= {a €C: |a] — Re (08_2'“) < §cos2 a} :

4
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Essa regido P, é considerada a melhor regido de valores conhecida e o Teorema da Parébola
é tido por muitos autores como o melhor critério de convergéncia para fracées continuas do
tipo K2,(%). Por se tratar de um critério tao importante, fizemos, também no Capitulo 4,
um levantamento das suas principais demonstragdes.

Dentre as muitas formas de se estender o Teorema da Parédbola, apresentamos, no Capitulo
5 uma extensao desse resultado usando a teoria de fragoes continuas definidas positivas para
a J-fracdo (1.0.9). Buscamos condicdes sobre os coeficientes d,; e B,'f’ da fracao continua
(1.0.9) para que ocorra o caso limite pontual. Aqui também tratamos de um segundo tipo
de convergéncia que chamamos convergéncia generalizada. Quando falamos de convergéncia
generalizada, estamos tratando da convergéncia das sequéncias {S,(w,)}. Se a sequéncia
{wn} for tomada como o valor aproximado da fragio continua

On+1 Ont2 Qn43  Gnid
- 1.0.11
bnt1+bny2+bnys+bpia + ( )

chamada a n-ésima cauda (resto de ordem n) de (1.0.7), a convergéncia da fragdo continua
(1.0.7) serd acelerada visto que quando tomamos a sequéncia {S,(0)} estamos substituindo
a n-ésima cauda (1.0.11) por zero, o que nem sempre é o ideal.

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 i unesp“.l 12 13 14 15 16 17

18



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢des e resultados bésicos que serao necessdrios ao
desenvolvimento e melhor compreensao deste trabalho.

2.1 Transformacgoes lineares fracionais

Uma transformacao linear fracional (t.1.f.) é definida por

t(w)

onde ad—bc # 0. Essas transformacgoes também siao chamadas de transformag6es de Moebius
ou, ainda, transformagdes bilineares (veja [1] ou [2]).

_a-l-cw
b+ dw’

Dentre suas propriedades, podemos citar

. t(w) é uma transformacio bionivoca do plano complexo estendido (€' = €'U o) nele
mesmo.

. Sua inversa também é uma transformacao linear fracional.

. A composi¢do de transformagGes lineares fracionais é uma transformacéo linear fraci-
onal.

. A imagem de um circulo generalizado é um circulo generalizado. Por circulo gene-
ralizado no plano complexo estendido entende-se qualquer curva que seja circulo ou
reta.

. Se wy, wq, w3 € wy a0 quatro pontos distintos em Qe setéuma transformacao linear
fracional, entdo
(w1 — wo)(ws —wa) _ (H(wi) — t(w2))(t(ws) — t(w4))

(w1 — ws) (w2 —ws)  (B(w1) — t(ws))(B(w2) — t(wa))
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6. As imagens de pontos simétricos sdo simétricas.

Veremos, agora, que existe uma correspondéncia bionivoca entre o plano complexo esten-
dido e a esfera de Riemann S = z? + 72 + 72 = 1. Para cada ponto do plano, atribuimos
um ponto correspondente na esfera de Riemann. Dizemos que N = (0,0,1) é o polo norte
da esfera. O ponto Z da esfera S que corresponde a z = = + iy € € é o segundo ponto da
interse¢dao de S com a linha que passa através de (z,y, 0) e através do polo norte N de S. As
coordenadas de Z sao dadas por
_z2+2Z
Tzz+1

—i(2 —2)
zZ+1
zz—1
2Z+1

Ao polo norte da esfera é associado o ponto co. Veja a figura abaixo:

T

Ig =

2

I3

Definicao 2.1.1 A distdncia cordal, ou métrica cordal, entre dois pontos w e z em @ é
definida por

d(w,z) = =l

= , 2.1.1
VRSP 21.1)

sew e z sdo finitos, e
2

Vit o

A distancia d(w, z) representa o comprimento da corda entre as imagens de w e z na esfera
de Riemann.

d(w, 00)
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Dizemos que uma curva em € é um circulo generalizado se, e somente se, a imagem desta
curva sobre a esfera de Riemann é um circulo. Um circulo generalizado representa uma reta
se, e somente se, sua imagem em S é um circulo que passa por (0,0, 1). Maiores informagoes
a respeito da esfera de Riemann e t.f.l. podem ser encontradas, por exemplo, em [2].

2.2 Fracgoes continuas

Uma fragao continua é uma expressao da forma
a;
az
as
b3 + .
onde {an} >, € {ba},e, S0 sequéncias de nimeros complexos ou fungdes complexas simples
com a, # 0. Uma fragdo continua pode, também ser denotada das seguintes formas

a; ag
+_ ks
bo by +by+...

bo-l—fo(o(&).

n=1 bﬂ,

by +
b+
by +

2.2.1 Consideragoes historicas

Na introducdo histérica de [6], Jones e Thron citam que o primeiro uso conhecido de

fracao continua foi a expressao

4 4
3t 5s

dada por R. Bombelli em 1572 para a aproximacao de /13 que se trata de um caso especial
da férmula

(2.2.2)

Em 1613, P.Cataldi considerou um segundo caso particular de (2.2.2)
el 2

8+8+8’
que foi abreviada por ele da seguinte forma
25252

4&§&§&§.

Em 1625, D. Schwenter e C. Huygens consideraram fragdes continuas da forma by +
K,‘fil(ﬁ), onde b, sdo inteiros positivos. Schweter determinou
LT T 1
233 1+3+6+4+2
8
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e Huygens encontrou
77708431 i T 11 ] el
2640858 2+2+1+5+1

1
+4°

A primeira expansao em termos de fragoes continuas infinitas foi dada por Lord W. Brounc-
ker por volta de 1659. Acredita-se que, inspirado na identidade

4 _ 3-3:5:5:-7-7--.
T 2:4-4-6-8-8---
dada por Wallis em 1655, descreveu, sem provar, que

4=1+I°{°(M).

m n=1 2

2.2.2 Definicao, notagoes e principais propriedades

Apresentaremos, agora, uma defini¢do de fragdes continuas adotada em [11, pp. 7], envol-
vendo tranformagoes lineares fracionais, atribuida a Henrici e Pfluger, e que serd usada ao
longo deste trabalho.

Definicao 2.2.1 Uma fragdo continua é um par ordenado

(({an}, {8a}), {fa}) (2.2.3)

onde {an}o, € {bn}oe, sG0 sequéncias de nimeros complezos ou ainda fungdes complezas
simples com a, # 0 e {f,} é uma sequéncia em € dada por

fa=5.00, n=0,1,2,..., (2.2.4)
onde Sp(w), paran =1,2,..., sdo transformagdes lineares fracionais definidas por

Sn(w) = Sp-1 (Sar:l(w)) )

= (W)= b, + w

so(w) = bp + w.

De (2.2.5) podemos denotar S, (w) por

Sn(w) =sp0s10...
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Os numeros a, e b, sdo chamados, respectivamente, n-ésimos numeradores e denominado-
res parciais. Esses nimeros também podem ser chamados de elementos da fragdo continua.

O valor

ay
az

fn = 5a(0) = bo + (2.2.7)

b]_ + as

b+ TP O
bs+ -+ —
bn
é chamado de n-ésima convergente ou aproximante da fracdo continua. Podemos usar as
seguintes notacoes

a; Qo An
i ()
AU

= xl %
fn — bO +j£(l(bj) g

Correspondente a cada fragdo continua by + K2, (3*) existem sequéncias de nimeros ou
fungdes complexas {A,} e {B,} definidas por

[gj]=[(1]]’ [§E]=[H (2.2.9)
[ﬁ:]=bn[§:j]+au[§:j], n=172 18 (2.2.10)

Os ntimeros A, e By, sdo chamados de n-ésimo numerador e denominador de by + K2, (32),
respectivamente (também sdo chamados de numerador e denominador candnicos). A de-
monstragdo do resultado (2.2.10) é feita por indugdo matemadtica e pode ser encontrada em
[26, pp. 15]. A importancia desses niimeros é mostrada no teorema abaixo.

(2.2.8)

Teorema 2.2.1 Se A,,, B, e f, denotam os n-ésimos numerador, denominador e conver-
gente da fragdo continua by + Kp2,(32) respectivamente, e se {Sp} € a sequéncia de t.Lf.
(2.2.5), entdo

X An A An—lw
i Bﬂ + B _17.U,

An
f'l"l. = Sn(O) = B_ € fn—l — Sn(OO) =
n

paran=0,1,2,... en=1,2,... respectivamente, e

Sn(w) p=i (JA]S 7 (2.2.11)

Aﬂ.—l

2.12
¥ (2.2.12)

ApBy -1 — Ap 1By = (-1 ax #0, n=1,2,.... (2.2.13)
k=1

Demonstragdo: A igualdade (2.2.11) pode ser mostrada por inducdo matemdtica sobre n
usando-se (2.2.10). A partir de (2.2.11), segue que

An
= B_ﬂ € Sn(OO) = fn-1.
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Usando (2.2.10), temos que
Aan—l = An—lB = (_I)Gn (Aﬂ—an—2 - An—2B —1) .

Aplicando este resultado sucessivamente, temos A, B,,_; — Ap_1B, = (—1)“'1
k=

Agora, A, By, — A,—1B, # 0 segue do fato que a, # 0.

Teorema 2.2.2 As sequéncias {An}oe_, € {Bn}oe_, de nimeros complezos sdo numera-

dores e denominadores candnicos de alguma fragdo continua by + K,,‘fil(‘f:) se, e somente
se,

A—l - Bo = ].._. B_] =0 € Aﬂ - Aan_I = BﬂAn—l 75 0, (2.2.14)
para todon € IN. Se (2.2.14) vale, entdo by + K52,(32) € unicamente determinada por
bo = A, by = B, a1 = A, — AoBy,

e _An bﬂ . Aan—2 e B"A“_z, n Z 9 (2215)
ALy

Demonstragéo: Se by + K32,(32) é dado, entdo (2.2.14) j4 foi demonstrado no teorema
anterior. Se A, e B, satisfazem (2.2.14), entdo a, e b, sdo solugdes do sistema de equacdes
lineares

Au = aann—2+bnAn—l:
B, = anBn_2+byBy1,

cujo determinante é A,_; # 0. Assim, a solucdo é dada por (2.2.15) e é tinica.

Corolério 2.2.2.1 A sequéncia {fn}or, em € é uma sequéncia de convergentes para uma
fragdo continua bo + K52,(32) se, e somente se,

JoF#coe fad# fnoriparan=12"".. (2.2.16)

Demonstracao:
(=) Seja by + K52,(32). Entdo, fo =by # 0o e

A An—l — An

fﬂ“‘fn—lz_n_

= 0.
Bn Bn—l Bannl :/-.

(«=) Se f, é dada, definimos A, e B, por B, =1e A, = f,, se fp # o0
e Bi=0e'A, =1 se fi=oco.

Dai, o resultado segue do Teorema 2.2.2.
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2.2.3 Caudas de fragoes continuas

Definigao 2.2.2 Seja INy = IN U {0}. Para N € INy, a N-ésima cauda de uma fragdo
continua by + K2,(32) € a fragdo continua

% fan aON+1 AN 42
% “) = . 9.2.17
n=NXb, bN+1 + bn+2+ e ( )

Analogamente ao que foi feito para a fracdo continua by + Kj2,(3*), para n = 0,1,...

definimos X
¢ AN 4 (_)lw
= B+ Bw

FIGHES

) A
l Yy ] = bN4n [ g’fﬁ)l l + aN4n [ B?EZ ] , n=1L12,... (2.2.20)
A

n—1

StV (w) = SN4+1 0 SN420...0 Snyn(w) (2.2.18)

N+n
AMBM _ AN BN = _ [ (—g;). (2.2.21)
j=N+1

Usaremos AN, B{M e f(N) = S(¥)(0) para denotar os n-ésimos numerador, denominador e
convergente da N-ésima cauda, respectivamente.

Teorema 2.2.3 Com a notagdo introduzida acima, as sequintes igualdades sdo verdadeiras.
AM =gy B N>0, n>0, (2.2.22)

n—1

B®™ = by BV + an12BY3P, N>0, n>1 (2.2.23)

N+n
AN BN _ AN M) — _pN+m T (_g;), N>0, n,k>0. (2.2.24)
J=N+1

Demonstracdo: A equagdo (2.2.22) pode ser demonstrada por indugdo matemdtica sobre n
usando (2.2.20).

A igualdade (2.2.23) é trivial para n = 1 e n = 2. Por inducio, suponhamos que seja
verdadeira para todo k¥ < n — 1. Usando (2.2.20) para B,EN), a hipétese de inducdo para
k =n—1,n— 2 e colocando em evidéncia os termos by, € an2, de (2.2.20), obtemos o
resultado desejado.

Resta mostrar (2.2.24). Para isso, usamos indugdo matemaética sobre k.
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De (2.2.21), temos que (2.2.24) é vélido para. k = 0 desde que B'*" = 1. Para k =1,
substituimos em (2.2.21) as expressdes para An+1 e B,(ﬁ)l dadas em (2.2.20) e obtemos a
igualdade

ADLBY — A B = by (ADBLY) — A B,
Por (2.2.21) e (2.2.20), vemos que o resultado é vélido para k = 1.

Suponhamos que seja véalido para todo m < k — 1. Substituindo A ii)k e B n +k dados por

(2.2.20) em (2.2.24) e usando a hipé6tese de indugdo, obtemos o resultado desejado. [

2.2.4 Sequéncias de caudas

Dizemos que uma sequéncia {¢,},., de elementos em € é uma sequéncia de caudas para
bo + K2, (32) se
Qn

bn + tn
Em particular paran =0,1,2,..., isto significa que

=8,(ts), n=12,.... (2.2.25)

lpo1 =

a;

ta =
S

= 51(t1) = 81 0820...058,(tn) = SO(2,) (2.2.26)

e, assim, it
-1
{s97 )},

é uma sequéncia de caudas (unicamente definida) para todo # € .

Observemos que se {t},., é uma sequéncia de caudas para by + K:2,(§2), entdo {tn};2 5
é uma sequéncia de caudas para a N-ésima cauda (2.2.17).

Teorema 2.2.4 Seja {tn},., uma sequéncia de caudas para by + K32,(32). Entdo, para
n=0;1,...,

tn Sf:l(bo+to)=3,:1os;llo...osflogal(to_;_bu)

—{bn+bi sl g }

(2.2.27)
ST o R e T

Demonstragao: De (2.2.26), temos
i,1= o=z o=t Ho o e (Tg) (2.2.28)

e, de (2.2.5), sy ' (bo+1t9) = to. Substituindo este ltimo valor na igualdade acima, mostramos
a primeira parte do teorema. De (2.2.5), sabemos que
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Substituindo esses valores em (2.2.28) concluimos a demonstragao. ]

Observemos que se {t,},—, € {f"}:;o sdo duas sequéncias de caudas para by + K52, (§)

com t = t; para algum k, entdo t, = t,, Vn. Para demonstrarmos isso tomemos {¢,}>., e
{f"}r:o duas sequéncias de caudas para by + K32, (32). Logo, (2.2.27) vale para {G)2le

{tn}:o. Temos, entao,

tny1 = S;al—l(tn) ou tny1 = 3;-}'1 (Sf-'-i(bo i to))

ti= () 2t =sally) ou E ) =5, (S_l(bg - to)) :

Assim, Tny1 = sp41(En) € Tno1 = 8q(fs). Suponha que, para algum n, tenhamos ¢, = =it
Entdo, tp+1 = tny1 €, de maneira andloga, t,_; = tn—1. Logo, concluimos que t, = t,, para
n=0,1,....

Paran=0,1,2,..., seja
(2.2.29)

Dal hg oo, h] = b]

-1

Observe que S;;!(c0) = S (c0), com sy(00) = 00 é indiferente do valor de by. A sequéncia
{hn}o2, é cha.mada de sequéncia de caudas criticas de by + K72, ().

2.2.5 Fracgoes continuas equivalentes

Seja.m A, e B, os numeradores e denominadores canﬁnicos associados a fracdo continua
bo+ K2, (52) e Cn e Dy, associados & fragdo continua do+ K72, (3*). Se Ap = Cp e D = By,

Vn, entao as duas fragdes continuas sio iguais. Mas, qua.ndo apenas §* = §2,n=0,1,.
dizemos que sdo fragdes continuas equivalentes. Podemos, entdo, usar a seguinte deﬁmgao.

Definicao 2.2.3 Duas fragdes continuas sdo equivalentes se elas possuem a mesma sequéncia
de convergentes. Notagdo:

Teorema 2.2.5 by + K2, (3*) ~ w21(§) se, e somente se, eziste uma sequéncia de
nimeros complezos {rn} com g = 1 €iTn 7é 0, Vn € IN tal que

do=0by, Cpn=TpTa-108n € dn=rpb,, Yn € IN. (2.2.30)
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Demonstragao: Sejam Ay e By, os numeradores e denominadores candnicos de by + K2, (5).
Entdo, by + K2, (32) = do + K52, (3*) se, e somente se, existem nimeros r,, # 0 tais que Cy,
e D, podem ser escritos como

n n
G = 1,0 DA =0 O ="AT] ry e D =B Jirst&vn: (2.2.31)
k=0 =

Como Dy = By = 1, temos que 7y = 1. Dai, pelo Teorema 2.2.2, temos
dog = Cp = Ap = bo.

Para verificar que ¢, = rprn_1an basta substituir (veja (2.2.15)) os valores de Cy, e Dy, dados
m (2.2.31), em

Ak =
C.n e — 3 Onde &n - CnDn——l — Dﬂcﬂ—l'

n—1
Temos, entdo, uma expressao em fungao de A,, B, e do produto dos rx. Como, por hipétese,
rr # 0, usando (2.2.15) obtemos o resultado. De maneira andloga, demonstramos que

ds= ®

Corolério 2.2.5.1

L bo+ K2, (@)~ do + K2, (L), onde dy = b, [[ o™ ", n=1,2,....

k=1

2. Se by # 0 paran = 1,2,..., entdo by + K32,(32) = do + K32,(%), onde ¢
Cap = —n— paran =2,3,..

Demonstragdo: Para mostrar o item 1, no Teorema 2.2.5 tomemos
L —1\n—k+1
=[] a}c e S e > 1.

Para mostrar o item 2, basta tomarmos

Th = n>1.

1

2.2.6 Contracoes

Definicado 2.2.4 Uma contragdo da fragdo continua by + K52,(32), com convergentes { fn}
€ uma fragdo continua do + K32,(3*)cuja sequéncia de convergentes {gn} forma uma sub-
sequéncia de {fn}. Dizemos, também, que by + K2,(32) € uma extensdo de do + K2, (3).
Em particular, dizemos que do + K22,(3*) € uma contragdo candnica de by + K52, (32) se

Ci=An, Di=B,, k=0,1,2,..., (2.2.32)

onde An, By, € Cp, Dy, sdo numeradores e denominadores de by+ K2, (32) e de do+ K32, (3),
respectivamente.
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AY"A‘

1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Teorema 2.2.6 Sejam
Ck = Agk e Dk = ng, k= 0, 1,2, sea s (2.2.33)

Entao, eziste uma contragdo candnica do + K22,(3) de by + K2, (%) se, e somente se,
bor # 0 para k =1,2,.... Além disso, a fragdo continua dy + K°° ( ) ¢ dada por

boa, azazbs /be asasbg /by

bo - boby + ay - aq+b3b4+a3b4/b2 - a5+b5bﬁ+a5bs/b4 =

(2.2.34)

e, se {tn},_y € uma sequéncia de caudas para by + K32,(32) com t, # oo, entio
tD: _t1t2: _t3t4, e

é uma sequéncia de caudas para (2.2.34).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.2 temos
do = Co = Ag = by,

dy = D), = By = bb; + a,,
¢, = C, — CyD, = Ay — AyB; = beay,
Ay

— An,=0C,D,_, - D,C,_,.
An—l ] n n 1 1

cfl._

Substituindo Cy, e D, pela sua expressdo em (2.2.33) para n = n,n — 1 e usando (2.2.24)
paran =2n—1e k = 1, temos, para todo n > 2, que

2n—1

2n—-1
Ap=-B"V T (=a;) = —bam [ (—a;).
j=1 j=1

Usando este resultado para n = n — 1, obtemos

_ Q2n—202n— 3b2n
b2‘n 2

Finalmente,
P

dﬂ - An_l,

_onde

P, =CyDy_3 — D,Cy,_3 = ApBap_g4 — BopAzp-a.

Analogamente, tomando (2.2.24) para n = 2n — 3 e k = 3 mostramos que

2n—
Py = — [bon (ban—1b2n—2 + a2n—1) + G2nban—2] H

16
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e, assim,
n n— b n— n— b il
d,,=b2 (bon—1bon—2 + ag 1)+a2n2n 2’ (2.2.36)
b2u—2

o que demonstra (2.2.34).

Seja {t,} uma sequéncia de caudas para by + K2, ( %3) com t, # oo. Entdo, a, = t,_(b, +
t,) para todo n. Resta mostrar que ¢y, —t;%y, —t3ts,... é uma sequéncia de caudas para
(2.2.34). Temos que

ay = tu(bl + tl). (2237)

Mas,

- dl—tl(b2+t:z).

by B

De (2.2.35), substituindo esses valores em (2.2.37), obtemos
c = tg(dl — tltg).

Observe que

by, = — =200 (2.2.38)
02n—102n-2

e, de (2.2.36) usando (2.2.38),

Cn
Qon—202n—1

Qon = dn + (b2n—2b2ﬂ.—1 + a?n—l)- (2239)

Como ag, = ton—1(bon + t2s), substituindo nesta expressdo (2.2.38), (2.2.39) e efetuando
alguns célculos algébricos simples, chegamos em

cn = —ton—ston—2(dn — ton—1t2n)
e, portanto ¢y, —t,t2, —t3ts, . .. € uma sequéncia de caudas para (2.2.34). w

Uma contracdo desse tipo, isto é, tendo “convergentes apenas com os indices pares” de
bo + K32, (32) é muitas vezes chamada de parte par de by + Kz2,(52). Ela é uma fragao
continua equivalente a (2.2.34)

bea, aga3b4 asasbe

bo +
7 boby + a1 - ba(ag + bsbs) + asbs - ba(as + bsbs) + asbs - . ..

(2.2.40)

que é mais usada, mas ndo é canodnica.

Teorema 2.2.7 Uma contragdo candnica do + Kz2,(3*) de by + K:2,(32) com

Ck = A2k+1 € Dk_ = ng+1, k= 1,2, ‘o
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eziste se, e somente se, bog+1 # 0 para k =0,1,2,.... Além disso, dy + K,‘l’il(%)é dada por

bob] + a o alazb3/b1 03G4b5b6/b3 (2 9 41)
b] b](a3+bgb3)+ﬁgb3 - a5+b4b5+a4b5/b3 = 6

Se {tn}or, € uma sequéncia de caudas para by + K32 (32) com t, # oo, entdo
—tot1 /by, —bitats, —t4ts, . . .

¢ uma sequéncia de caudas para (2.2.41).

A demonstragdo é andloga a do teorema anterior.

Uma contracado como (2.2.41), com “convergentes apenas com os indices impares” de by +
K2, (32), é frequentemente chamada de parte fmpar de by + K;2,($2). Temos a fragdo
continua

bub] + a, alagba/bl a3a4bsb1 05056753

b bl(a3 -+ bgbg) + agb; - 53(05 + 5455) + aqbs - b5(&7 + bﬁb?) + agby + ( it )
2.2.42

que é equivalente a (2.2.41).
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Capitulo 3

Convergéncia de fracoes continuas

Neste capitulo, apresentamos a definicdo e os principais resultados sobre convergéncia
de fragoes continuas. Como o principal objetivo desse trabalho é estudar o Teorema da
Parabola, nao nos prenderemos a outros resultados. Apresentamos, também, a definicdo e
alguns teoremas sobre convergéncia generalizada, a saber: Teorema 3.7.2, Teorema 3.7.3 e
Teorema 3.7.4. Além disso, faremos um estudo sobre convergéncia (cldssica e generalizada)
para caudas de fragOes continuas e algumas observagoes sobre aceleragido de convergéncia e
erro de truncamento. Apresentamos, também, a definicdo e alguns exemplos de conjuntos
de convergéncia, seguindo com um estudo sobre as principais propriedades de conjuntos de
valores.

3.1 Definicao

Definicao 3.1.1 Convergéncia cldssica de uma fragdo continua by + K,fil(‘f:) para um

nimero f € @ significa a convergéncia da sequéncia de convergentes {fa} para f e, nes-
te caso, o valor da fragdo continua € o limite da sequéncia {f,}. Entdo, podemos escrever

=5 +nIZ(:—“) | (3.1.1)

Como existe uma correspondéncia bionivoca entre os pontos do plano complexo estendido
e a esfera de Riemann (se¢do 2.1), aceitamos também o conceito de convergéncia para o
infinito. Neste caso, as imagens g, de f, na esfera de Riemann convergem para o polo norte.
Assim, dizemos que uma fracio continua diverge se a sequéncia {f,} converge para mais de
um valor ou quando nao converge para nenhum valor.
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3.2 Conjuntos de convergéncia

Critérios de convergéncia para fracdes continuas sdo frequentemente dados em termos de
conjuntos de convergéncia.

Definicao 3.2.1 Seja Q2 C @ x €. Se (an,bn) € Q para todo n e a fragcdo continua by +
K32, (32) converge, entdo Q2 € chamado conjunto de convergéncia da fragdo continua.

Definicao 3.2.2 Um conjunto de convergéncia condicional §2 € um conjunto de convergéncia
onde by + K52, (32) converge se, e somente se, a série

oo n v
Y b [[ 0 (3.2.2)
n=1 k=1

diverge.

A série (3.2.2) é conhecida como série de Stern-Stolz.

Para a fragdo continua b + K52, (%), o conjunto de convergéncia Q2 pode ser descrito como
2 = Ex{1} onde {1} significa o conjunto constituido apenas pelo elemento 1. Para abreviar,
dizemos que E C €' é um conjunto de convergéncia para a fragdo continua by + K32,(%) se
0 = E x {1} é um de seus conjuntos de convergéncia. Analogamente, dizemos que G C €
é um conjunto de convergéncia para a fragdo continua by + K,‘j’gl(i) se 0 = {1} xG é
um conjunto de convergéncia para a mesma. Descreveremos, agora, alguns exemplos de
conjuntos de convergéncia que serdo demonstrados na se¢io 3.3

1. O conjunto de Sleszyriski-Pringsheim. (Teorema 3.3.5)
Q= {(an,bs) € CX C: |by| > |an| + 1}

é um conjunto de convergéncia.

2. O disco de Worpitzky. (Teorema 3.3.4)

1
E={anecf‘:|a,,|§z}

é um conjunto de convergéncia.

3. O setor de Van Vleck. (Teorema 3.3.6)
7r
G = {bﬂea:: larg b| < 5—6} >0,

¢ um exemplo de conjunto de convergéncia condicional.
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3.3 Informacoes historicas sobre convergéncia

Apenas no inicio do século XIX surgiram os primeiros estudos sobre convergéncia de
processos infinitos. Em 1832, Stern fez sugestes de que fragdes continuas que oscilam entre
limites finitos deveriam ser consideradas convergentes. Mas, foi apenas em 1946 que Seidel
(14] e em 1948 que Stern [17] desenvolveram critérios de convergéncia e divergéncia para
fracdes continuas do tipo K2, (;-) com elementos reais.

Teorema 3.3.1 (Seidel-Stern) Seja K2, (i) uma fragdo continua cujos elementos b, sdo
positivos.

1. Se f, denota a n-ésima convergente entdo, paran = 1,2,...,

f2n < f2n+2 < f2n+1 < f2n—l (333)
e ambas as partes, par e impar, de K,‘fil(bni) convergem para valores finitos.

2. Se, além disso, 3 b, = 0o, entdo a fracdGo continua converge para um valor finito f e,
garan=2.3,..5,

|f_fn| < |fn —fn—l| -

Demonstragdo: 1. Usando o fato de que b, é positivo na relagdo (2.2.10) temos By = 1,
Bi=0b e,paran=1,2,...,

Bn = bﬂBn—l = Bn_g > Bn_g. (334)

Entdo, {Ban-1} e {B2n} sdo sequéncias crescentes de nimeros positivos. Assim, cada
sequéncia converge para um valor finito ou para o infinito. Além disso, por (3.3.4),

1 1

< T b 3.3.5
Bﬂ.—an Bn—lB —2 ( )

0<

Mas, como

1
2n+2 — f2 =
f -+, n B2ﬂ.B2n+1

= >0
Bon+1Ban+t2 ’

o que demonstra que fy, < font+2. As outras desigualdades seguem de maneira aniloga.

2. Usando (2.2.10) para B, com n = 2n,2n—2,...,2, e o fato de que os elementos b, sdo

positivos, temos
Bont=> 1%

De maneira andloga, considerando n =2n — 1,2n —3,...,1, temos

Ban—1 2 by.

21
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Usando esses fatos em (2.2.10), por indugdo matemética obtemos

B?nzbl(b2+b4+---+b2n)+1: n=1:2)"'

Bgn_1251+b3+...+b2u_1, ﬂ=1,2,....

Como por hipétese 3" b, = oo, segue que pelo menos uma das sequéncias {Ba,_,} ou
{Bas} tende para o infinito. Assim,

n]l’:ngo B, B, _, = oc.
Entéo, {m} é uma sequéncia monétona decrescente e tende para zero. Logo, pelo
critério de Leibniz, veja [10, pp. 40], a série

(~1)H+

By By
é convergente. Assim, {f,} converge para um valor finito. Desde que
fan < f < fon-1,

temos, paran = 2,3,.. .,
If o fn| < Ifn R fn—ll :

Stern [18], em 1860, e Stolz [19], em 1886, ddo a primeira condi¢do necessiria para a
convergéncia das fragdes continuas do tipo K,?il(i) (veja Jones e Thron [6, pp. 78] ou
Lorentzen e Waadeland [11, pp. 94]).

Teorema 3.3.2 ( Stern-Stolz ) Uma fragdo continua K2, (;-) diverge se 3 [bn| < oo.

Demonstracgdo: Usando (2.2.10), por indugdo, temos

|An| < (14 [bu]) (1 + [b2]) ... (1 + [ba])

| Bn| < (14 [Ba]) (14 [b2]) - - . (1+ [Ba]) -
Assim, paran =1,2,...,
|An| < JT (1 + o))
k=1

e, entao,

n n
In|Ap| <3 In(1+ be]) <3 bkl
k=1 k=1

Equivalentemente, “
|4,] < e2k= [0l
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Analogamente, 5
In By < oSk

Assim, se Y |bx| < oo, as sequéncias {|A,|} e {|Ba|} sdo limitadas, o que significa que

as séries
ZbﬂAﬂ_l e anB -1

convergem absolutamente. De (2.2.10), temos que A, — A,_» = b, A, e, assim,

A2n = AO + Z (A2m = A2m—2) — AO nF Z b?mA2m—1
m=1

m=1

n
A2n+1 = Al + Z b2m+1A2m-

m=1

Analogamente, obtemos os mesmos resultados para B,,. Logo,

nli—I}nw Agpy1 = A(l): nli—lrnoo Bopy1 = B“}:

; — A : — B®
ﬂll_I}I]wAzn—A b nlgnooB2"_B

existem. Aplicando o limite na equagdo (2.2.13) segue que
AW BQ@ _ 4@ pH) — 1.

Isto significa que no maximo um dos valores B ou B® pode ser zero. Assim,

et A fig g Ao g A
n—oo By 1y — B n— B,  B®

sao distintos (um pode ser até infinito) e, entdo, a fragdo continua K,‘;"il(ﬁ) diverge.

Os resultados dos teoremas 3.3.1 e 3.3.2 também implicam no seguinte teorema.

Teorema 3.3.3 Sejam os elementos b, de K,‘:gl(ﬁ) positivos. Entdo, K,;‘gl(ﬁ) converge
se, e somente se, > b, = 0.

Fracoes continuas equivalentes tém as mesmas convergentes. Assim, pelo Corolério 2.2.5.1,
segue que K32 (%), com a, > 0 e b, > 0, converge se a série de Stern-Stolz diverge.

Em 1865, J. Worpitzky estabeleceu o primeiro resultado sobre convergéncia de fragoes
continuas com elementos complexos. Este resultado foi publicado em um programa anual de
“Friedrichs Gymnasium und Realschule” em Berlin. Dados histéricos mais detalhadas sobre
esse teorema podem ser encontrados em [4].

Teorema 3.3.4 (Worpitzky) A fragdo continua by+ K2, (%) converge se |an| < 3, n > 1.
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Em [4, pp. 39-40], os autores citam que a demonstragio dada por Worpitzky baseia-se na
comparagao da série de poténcias associada a fracao continua

1 a1z asz
1+ 1+ 1 +...0

onde a, € € e z é uma varidvel complexa, com a série de poténcias associada a fragdo

continua periédica
az

= 30

a
1

Em 1888, Slezyriski mostra que K2 1(32) converge se [ba| > |aq| + 1. O resultado de

Sle7ynsk1 engloba o de Worpitzky. Em 1889 e 1895 outros resultados surgiram, mas todos
j4 estavam embutidos no resultado de Slezyriski (4, pp. 26-27], como, por exemplo,

1. Pincherle, em 1889, mostra que K2, (;-) converge se |b,| > 2 +e.

2. Von Sweden, em 1895, mostra que K 2,(%) converge se 3 a, < oo.

Em 1898, Pringsheim também provou o resultado de élezyﬁski, mas sem fazer nenhuma
referéncia aos autores Worpitzky, Slezyniski, Pincherle ou Sweden. S6é em 1905 é que Van
Vleck tomou conhecimento dos trabalhos de Worpitzky (veja [4, pp. 25]). Uma observagdo
interessante é que Pringsheim fez uso da relagdo (2.2.10) que continua sendo o artificio mais
usado até hoje.

Teorema 3.3.5 (Slezyriski-Pringsheim) Uma fragdo continua K 1(32) converge se
|ba| > |an| + 1. (3.3.7)

Logo,
[fal <1 (3.3.8)

Ifl < 1. (3.3.9)

Demonstragdo: Por indugdo, mostraremos que (3.3.7) implica em (3.3.8) pois, para todo
n>1
o M

= Sl il
TalfEa ] 2 s

|an[+1 < |bn| =

Com isso, (3.3.8) vale para n = 1. Para n > 2, como |b;—_1| > |ap—1| +1 e b_ < 1, temos

Qn—1 |an—1|
P DR R

n

= 1.
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Para 1 < k < n, seja
f(k) Ak+1 an

e bk+1 T+ b
Temos, entao,

|fé b = b: e | 2}1_ b 1n+1b_ :
Supondo que 1 f,("‘}’ < 1, obtemos

k-1)| _ |ax| |ag|
= S e S e <

Repetindo este processo, obtemos o resultado
|790] = 1£al < 1.

Para provar a convergéncia da fracdo continua K32, ($*) tomamos (2.2.13) e, com isso,

An Ao _ CD)M MR

Bn Bﬂ-—- 1 T Bﬂ Bn— 1

Mostrando a convergéncia de

= (_l)n_l Hz:]. Ak
Dy = (3.3.10)

n=1

teremos a convergéncia de
o0
> go - 2o
B,

n=1 “~n Bﬂ—l

(3.3.11)

Mas, se (3.3.11) converge, por defini¢do a sequéncia das somas parciais converge. Porém,
a sequéncia das somas parciais é a sequéncia { f,} de onde concluimos que a fracdo continua
converge. Resta-nos entdo mostrar que (3.3.10) converge. Usando (3.3.7) em (2.2.10), obte-
mos
|Bn| = [Ba-1| 2 |an| (|Ba-1| = |Bn-2|) -

Repetindo este processo sucessivamente chegamos que
| Bn| = [Bn-1| > [T lax| > 0.
k=1
Para todo n > 1, o termo geral de (3.3.10) satisfaz

(-)" ' o8|  |Bal=|Basal _ 1 _ 1

0< = -
Ban-—-l o |Bﬂ||B —ll |B —ll an|

1 1 1
Zm" 10| =i an

\1BaBaet] = Bl 1B~ 1Bal
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Como {|Bp|} é monétona crescente por (3.3.12) e as somas parciais da série

i 1) Tr=; ax
= B,B,_;

sdo limitadas, a série converge absolutamente. Assim, provamos que K2° (“ ) converge. m

Mostraremos a seguir, como o teorema de Worpitzky pode ser facilmente demonstrado a
partir do teorema de Slezynski-Pringsheim, usando fragGes continuas equivalentes.

Demonstracdo (Teorema de Worpitzky) Seja

G &

= 3.3.13
1+14...+1+...] ( )

tal que |a,| < 1/4, Vn. Podemos ver que a fragio continua (3.3.13) é equivalente a

2a, 4a, 4a,

el il i 3.3.14
24+ 2+4...4+ 2 +... ( )

Desde que |a,| < 1/4, Vn, temos
1+ |dan| < 2.

Dai, pelo Teorema de Slezyxiski-Pringsheim 3.3.5, segue que a fragdo continua (3.3.14)
converge e, assim, (3.3.13) converge. Multlphcando (3.3.14) por 2, sua primeira fracdo
parcial passa a ser “—gl-. Do Teorema de Slezyriski-Pringsheim todas as convergentes tém
valor absoluto menor que 1. Logo, as convergentes de (3.3.13) tém valor absoluto menor que
1/2. Da convergéncia, segue que o valor da fragdo continua est4 no disco |w| < 3. [

Van Vleck, em 1901, mostrou o seguinte teorema

Teorema 3.3.6 (Van Vleck) Suponhamos que os elementos da fragdo continua K,‘j‘gl(ﬁ)
satisfacam

_7” + € < arg(b,) < % -6 0<e< g, (3.3.15)

paran =0,1,.... Entao,

1. Todas as convergentes f, sdo finitas e satisfazem

-7 T
T+e<arg(f,,)<§—e;

2. As sequéncias { fom} € {fom+1} convergem para valores finitos;

3. A fragdo continua K2, (;-) converge se, e somente s,

N |ba| =lo0;
n=1
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4. Quando converge, o limite f da fragdo continua € finito e satisfaz

<M
=

Apés a prova original deste teorema feita por Van Vleck, surgiram outras versdes. Uma
das mais conhecidas é a que usa o Teorema de Stieltjes-Vitali, cuja demonstracdo pode ser
encontrada em [26, pp. 104-109].

Teorema 3.3.7 (Stieltjes-Vitali) Seja D um dominio em €. Seja {F,(z)} uma sequéncia
de fungoes tais que, paran =1,2,...,

1. F,(z) € analitica para z € D,

2. F.(2) # a e F,(2) # b para todo z € D, onde a e b sGo nimeros complezos distintos.
Seja A um conjunto infinito com pelo menos um ponto de acumulagdo em D. Se {Fy(z)}

converge para um valor finito para todo z € A\, entdo, {Fy,(2)} converge uniformemente, em
cada subconjunto compacto de D, para uma fungdo analitica em D.

Demonstracdo (Teorema de Van Vleck):

Para mostrar 1. observe que, para o dominio angular V, descrito em (3.3.15) e (3.3.16),

weV, = L eV,
by, +w

pois a soma de dois elementos de V, também estd em V, e se w € V,, entdo 1/w € V.. A
partir disso, a demonstragdo de 1. segue facilmente por inducao.

Agora, consideremos a demonstragdo de 2. e 8.. Queremos mostrar que

G, = {b,, eC : |argh,| <g—e}

¢ um conjunto de convergéncia condicional para a fragdo continua K,;'gl(ﬁ).

Seja K,?gl(ﬁ) uma, fracdo continua escolhida arbitrariamente em G.. J4 sabemos que se
3 |bn| < 00 a fragdo continua K2, (;-) diverge.

Entédo, suponha que Y |b,| = 0c0. Paran =0,1,..., seja
Bn = argb, e dn(2) = |bs| P

Logo dn(2) € G/, se
ifnz m ) E
‘arg{|bn|e } =y oy
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isto é, se

|BnRe(2)| < -~ — =, onde [ﬁﬂ|<%_€_

Logo,

dn(2) € Gepn, se 2 € D = {z € C: |Re(2)] < - 266}

Além disso,
dn(2) >0, se z€ A={z€: Re(z) =0}.
Pelo Teorema 3.3.1, vemos que as partes par e impar de by + K2 ( ) convergem para
valores finitos, Vz € A Pelo Teorema de Stieltjes-Vitali,as partes par e impar da fragao
continua by + K2, (5 TG )) convergem para valores finitos para qualquer z € D. Como 1 € D,

temos, em pa:rtlcular, que as partes par e impar da fragdo continua by + K2, ( r‘) convergem
para valores finitos. Isso mostra o resultado 2..

Agora para mostrar 9., temos
z dn(2) = Z |bn| g~ BnIm(z) < Z |bn| ele=m/2Im(z)  o—/2|Im(z)| Z |bn| -

Entédo, se 3 |by| = 00 , temos ¥ d,(2) = oo Aplicando a segunda parte do Teorema 3.3.1,
obtemos que a fragéo contmua bo+ K2, (5= Z.(5) converge para um valor finito para todo z € A.

Novamente, o Teorema de Stieltjes-Vitali implica na convergéncia de by + K2, (ﬁ), para
todo z € D. Escolhendo z = 1, obtemos o resultado desejado. [ |

Em 1936, Leighton e Wall obtiveram uma condigdo suficiente para a convergéncia de
bo + K32,(%) para um valor finito, dada por

25

4 3

que é um par de regides de convergéncia. Neste trabalho, eles obtiveram uma extensdao do
Teorema de Slezyriski-Pringsheim usando um tipo especial de transformagdes equivalentes
(veja, Leighton e Wall [8]). Em 1938, seguindo essas mesmas idéias, Jordan e Leighton
mostraram critérios de regido de convergéncia tripla e quidrupla (veja [6, pp. 125]). Em
1940, Scott e Wall deram o resultado mais importante sobre critérios de convergéncia quando
fizeram a primeira demonstragido do Teorema da Pardbola, que passou a ser o assunto mais
estudado em se tratando de convergéncia de fracoes continuas. Este teorema e sua histéria
serao tratados com detalhes no Capitulo 4.

1
|a'2n—-1| < T e |G2n.| >

3.4 Um outro conceito de convergéncia

Quando a série infinita

o0
> tn
n=1
converge, temos que a n-ésima cauda, definida por 332, ., %, n > 1, tende para zero. A

n-ésima aproximacdo T, = Y p_, tx da série é obtida removendo-se a n-ésima cauda, isto é,
substituindo-a pelo seu limite (que é zero).
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Quando o produto
oo
Il 7.
n=1

converge, temos que a n-ésima cauda, definida por []32, ., Pk, converge para 1. A n-ésima
aproximacao P, = []¢—, px de um produto é obtida removendo-se a n-ésima cauda, ou seja,
substituindo-a pelo seu limite (que é 1).

A n-ésima convergente (aproximante), f,, de uma fragdo continua é também obtida remo-
vendo a cauda, isto é,
n ak
f n=K .

=1\ b
Mas, para a fracdo continua isso ndo significa substituir a cauda pelo seu limite. Na

verdade, nem sempre este limite existe e, se existe, é zero somente em casos especiais.
Surgem, entdo, as seguintes questoes:

1. Para calcularmos o valor de uma fragao continua, outras sequéncias como {Sp(w)} ou
{Sn(wyn)} podem ser melhores que {f, = S,(0)}?

2. Talvez o conceito de convergéncia de fragao continua nao deva estar ligado a sequéncia
{S,-,,(O)}, mas a {Sn(wn)}

Como exemplo, consideremos a seguinte fracdao continua
21 -1 2 1 -1
1414 1 41414+ 1 4+
Podemos demonstrar por indugdo, usando (2.2.10), que

A3R—2 = 2!1-, A3ﬂ—1 = 211’ A3ﬂ = 0)
Bsntq =20t 3 A S ision il 9¥el (B =i

Assim,
2" 20
fan-2= il — 3’ fan-1= ol — 9 fan = 0.

Portanto,

H_‘&, fan-2 = nlim fan-1=2

n —00 2’

lim =0
nire0 f3n ’
o que mostra que a fragdo continua nao converge no sentido cléssico.

Para a convergente S,(w,), temos

Asn-2 + Asn_3W3n—2 £ 1
Bsn—2 + Bin—3W3n—2 Wan-2 — 3
2!’1

S3n—2 (w3n—2) —

_>1
21

24

se {wsn—2} é limitada,

2" 4+ w3p_12" o 1
on+l _ 2) T w3n_l(2n+1 s 3) 9?

San—1 (w3n—1) = (
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se {wsn—1} € limitada e diferente de -1 e

s W3n
T w3, + (1 — 2ws,)2™

S3n(w3n) —
se {wsn} é limitada e diferente de 0. Temos, entdo, um exemplo em que o limite de S,(0)

nao existe e, no entanto,

, 1
Jim Sn(wn) = 5

para toda sequéncia {w,} limitada e diferente de 0 e de —1. Este exemplo sugere fortemente
que o conceito de convergéncia cldssica tem falhas.

Em Jacobsen [3] foi introduzida uma nova definigao de convergéncia de fragdo continua, que
chamaremos de convergéncia generalizada. A idéia é substituir as caudas da fragdo continua
pelas suas aproximagoes. Isto significa que, ao invés de usarmos S;(0) como aproximagdo
para a fracdo continua, usaremos S,(wy,), onde w, sdo os valores aproximados das caudas
da fracao continua, o que acelera a convergéncia da fracao continua.

Definicao 3.4.1 A fragdo continua by + K,‘j‘il(%:) converge de forma generalizada para um
f € @ se existem duas sequéncias {v,} e {w,} em @ tais que

lir{ggfd(vn, wy) >0 (3.4.19)
Jim Sp(vn) = lim Sa(wn) = f, (3.4.20)

onde d(v,w) é a métrica cordal ja definida anteriormente.

Se uma fragdo continua converge de maneira cldssica entdo converge também de maneira
generalizada. Isto é 6bvio, j4 que S,(00) = S,_1(0) e {0} e {oc} sdo duas sequéncias que
satisfazem (3.4.19).

3.5 Convergéncia das caudas das fragoes continuas

Teorema 3.5.1 As seguintes alternativas sdo equivalentes:

1. by + K2,(32) tem convergéncia cldssica.
2. A cauda (2.2.17) tem convergéncia cldssica para algum N € INy.

3. A cauda (2.2.17) tem convergéncia cldssica para todo N € INy.

Demonstracdo: A afirmacao 8. = 1. é trivial.
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Para mostrarmos que a alternativa 1. = 2. suponhamos que by + K2, (3*) converge para
f. Entdo, f, = Sn(0) converge para f. Seja N € INy escolhido a.rbltrarla.mente e denotemos

e a a
(M) — g(M) () = ON+1 N+n
Ja » () bn41+.. . +bNyn

as convergentes da cauda (2.2.17). Logo,

a, G2 an (N)
fum=botg o= b et = Sw (Ff) . (3.5.21)

Assim, f(V) = Sy} (fn4n). Como Sy' é uma t.Lf. e, portanto, é uma bijecio de € — C,
segue a convergéncia de f{V) para f(¥) quando n — oo.

Resta mostrarmos que 2. = 3..
Suponhamos que (2.2.17) converge para algum N € IN,.

Tomando m > N, obtemos

f[N) = aAN+1 OQN42 Qm
bnt1+bnya+. . +by + f(M

Logo,
f(m) — (N) (f{N))

Agora, se N > m, temos

(m) — Om4+1  Om42 LNNOND B _gm (N
! bms1 +bmyz +... +by + fFV) (f )

Entéo, se f(N) existe, f™ também existe e, portanto, a cauda converge. Assim, pelo
item anterior, temos que by + K,;'gl(gf) converge para qualquer N € INy como queriamos. m

Podemos provar, usando essas mesmas idéias, que este resultado também é vélido para a
convergéncia generalizada. Usando que

Snan(w) = Sy (S (w)) = Sy 0 SM(w),

temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5.2 As seguintes alternativas sdo equivalentes:

1. by + K2,(3*) converge de maneira generalizada.
2. A cauda (2.2.17) converge de maneira generalizada para um N € INj.

3. A cauda (2.2.17) converge de maneira generalizada para todo N € IN,.
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Cabe fazermos aqui uma observagdo sobre sequéncias de caudas.

Sejam by + K72,(3*) convergente e f®™ € @ o valor da N-ésima cauda (2.2.17) para
N =0,1,2,.... Entdo, de (2.2.17), temos que f = by + f(© é o valor de by + K2 i(5a)e

(N) _ aN+1 4
M = ey N=01,2.... (3.5.22)

A sequéncia { N ]}m é chamada sequéncia de caudas corretas para a fragdo continua

convergente by + K352, (3 ). Chamaremos de sequéncia de caudas ndo corretas toda sequéncia
n

de caudas {t,} definida em (2.2.25) que é diferente de { i )}O;ZO.

3.6 Aceleracao de convergéncia

Propriedades de convergéncia sdo importantes nas aplicagdes de fracdes continuas. Nao
somente a existéncia de um limite para a fra¢do continua, mas também a velocidade com
que acontece a convergéncia de f, ou S,(w,) é importante. Assim, é importante obtermos
uma estimativa para a aceleracao da convergéncia o que pode ser feito através do erro de
truncamento a priori

|f = Sa(wa)| £ An

onde A\, > 0 é um limitante que pode ser encontrado antes de se iniciar os cdlculos das
convergentes, e de um limite de erro de truncamento a posteriori

|f =i fnl S Mn |fﬂ o8 fn—lls

onde o limitante M, |f, — fn_1| pode ser determinado somente depois de termos calculado
pelo menos as convergentes f, e f,—1. No Capitulo 4, calcularemos um limitante para o erro
de truncamento a priori para a fragdo continua K22,(%), com a, € Py, onde P, é a regido
parabdlica

{a €C : |a|—Re (ae"")"") < %ccts2 a} :

Este limite pode ser usado para determinarmos o indice n necessirio para obtermos a
exatiddao desejada. Isto economiza trabalho, pois precisamos somente calcular f, ou Sp(wy)
para este indice particular.

Para calcularmos a aceleracio da convergéncia de S, (wy,) para diferentes sequéncias {wy},
usaremos a propriedade 5 das t.Lf., secdo 2.1 com ¢t = S,,. Esta idéia foi dada por Thron em
[23]. Se escolhermos as sequéncias w; = fé"), Wy = Wy, w3 = 0 e wy = —hy,, entdo, se esses
pontos sdo distintos, isto é, se fnik, Sn(wn) € fn sdo distintos e finitos (pois Sp(—hys) = 00),

temos
(77 = wn) hn _ (Sa(f&™) = Sa(wn)) (Sa(0) = Sa(=hn))
™ (wa +ho)  (Sa(£™) = 8a(0)) (Sn(wn) — Sa(—hn))’

™
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( ]En) i w“) hn = Jotk — Sn(wn)
™) (wp, + hn) fask—fu

Esta férmula é usada para comparar as convergentes modificadas S, (wy) com as convergentes
fn = 5n(0). Se fax — f # 00, quando k # oo, e

hn
@ =
k ("'-Un 3 hn)

fat+k — Sn(wn) | £ _ ‘ hn
Josr— Ja 7 (w, + k)
implica em
f = Sn(wn)
f=1n

se f(" —w, — 0. Isto significa que S,(w,) converge mais rdpido para f do que f,.

5M|f(“)—wn‘ —(1

3.7 Conjuntos de valores

Definicao 3.7.1 Dizemos que {V,}.>, € uma sequéncia de conjuntos de valores para a
fragdo continua K32,(32) se

Vo CQ, V,#0, n=0,1,2,...
C Vi, n=1,2:... (3.7.23)

A importancia dos conjuntos de valores é que eles contém os valores das convergentes de
K2, (), como mostra o teorema a seguir.

Teorema 3.7.1 Se}a {Va}oeo uma sequéncia de conjuntos de valores para K22, (& n). Entdo,
paran=0,1,2....ek=1,2,.

g |= Il S L 3.7.24
( +k) bn+l g bn+2 SrbdEy bﬂ+k + Wn+k 2 ( )

para todo Wpix € Voyk.

Demonstragao: De (2.2.18), temos

S(“} (wn+k) = 814105p420...0 3n+k(wn+k)-
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Se Wntk € Vi, entdo pela definiao spik(Wnik) € Vask-1, Snak—1 (Snsk(Wntk)) € Vask—1
e Sntk—1(Wntk-1) € Vatk—2,.... Assim, obtemos (3.7.24). ®

Em particular, do Teorema 3.7.1, temos
Sk(wk) =S, €Vy, se wg€ V. (3725)

Logo, se 0 € V,, para todo n > 0, entao S,(c") (0) € V, para todo k > 1, ou seja, V,, contém
todas as convergentes f,E") de K2,(%). Neste caso, dizemos que {V,},-, é uma sequéncia
de conjuntos de valores para K,f‘;l(;—‘;). Seguindo esta mesma idéia, dizemos que V é um
conjunto de valores para K:2,(32) se {Va},2, onde V;, = V para todo n, é uma sequéncia
de conjuntos de valores para K2,($2). Se {Va};2, é de periodo 2, ou seja, Vo = Vg e
Vans1 = V1 para todo n, dizemos que V; e V] sdo conjuntos de valores duplos para k.

Para o estudo de convergéncia generalizada de fragdes continuas, os seguintes teoremas

serao uteis.

Teorema 3.7.2 A fragdo continua by + K,f;l(%:) converge de maneira generalizada para
f € T se, e somente se, lim S, (u,) = f para toda sequéncia {u,} em C tal que

e B,
llr{gglfd(un,— )>0, se fF#oo

By,

lim inf d (un, ——ﬁ—) >0, se f[=oc.
n—oo An—l

Teorema 3.7.3 Seja by+ K2,(32) que converge de maneira generalizada para f e g. Entdo
f=g

Teorema 3.7.4 Seja by + Ki2,(§) que converge de maneira generalizada para f e sejam
itn} e {f,,} sequéncias de cmidas para a fragdo continua by + K2,(§2) com to # f —bo e
to # f — by. Entdo, nli_’rglod(t,,, t,) =0.

Com isso, podemos observar que se {u,} estd suficientemente longe de qualquer sequéncia
de caudas que ndo seja a correta, entdo {u,} converge para f. As demonstragdes desses
teoremas podem ser encontradas em [11, pp. 67-69)].

Teorema 3.7.5 Seja {V,}>2, uma sequéncia de conjuntos de valores para uma fragdo continua

K2 () que converge de maneira generalizada, tal que Vo£Ce
lim inf diam(V,) > 0, (3.7.26)
n—o0

onde diam(V,,) = sup {d(u,v);u,v € V,;}. Entdo,
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1. f estd contido em V.
2. O valor f(™ da n-ésima cauda de K2, (32) estd contido em |76
3. lim S, (w,) = f, para toda sequéncia {w,} tal que w, € V, e
ligr_l} :L]gf dist(wy, 0V,) > 0, (3.7.27)

onde dist(wn,0Vy) = inf {d(wn,v);v € 0V}, OV, denota a fronteira do conjunto V,
e Vp é o fecho de V,, em (.

Demonstragdo: 1. Seja {u,} uma sequéncia em {V,}. Entdo, Sp(us) € Vo, por (3.7.25).
Como S, (u,) — f temos que f € Vj.

2. Temos que
SN+n(VN+n) = SN (S,,(,N}(va+n)) :
v, a a
SV (v, = SN N+2 aN+n-1 AN +4n ’
i ) by41+bnyzt+. .. +ONin-1+bNtn + Vven

Do Teorema 3.7.5,

SN (e ie SN L

Assim, como f{™ ¢ §) (Vn+4n) C Vn, pelo Teorema 3.5.2, temos que f,ﬂ” )y fNIe
Vn.
3. Seja tg € '\ Vp. Entdo, ty # f e a sequéncia de caudas {t,}°°,, tn = S;1(to), ndo é a
sequéncia de caudas correta. Desde que

Sa(Va) C Vo = Vo C S;1 (Vo) = S, (€\Vo) € €\ V.

Logo, t, € @'\17; , para todo n. Pelo Teorema 3.7.4, todas as sequéncias de caudas {fn}
que ndo sdo as sequéncias de caudas corretas de K2,(32) tém o mesmo comportamento
assint6tico. Assim, se {wy,} estd longe o suficiente de toda sequéncia de caudas, pelo Teorema
3.7.2 temos que S, (wy,) — f. [

Tomemos {V,},2, uma sequéncia de conjuntos de valores para K:2,(¢). Entdo, da defi-
nicdo de conjuntos de valores, se wy, € Vj,

Sn(wn) € Sa(Va) = Sn-1 (8a(Vn)) € Sn1(Va-1) (3.7.28)

e, assim, K,, = S,(V,) forma uma sequéncia de conjuntos fechados aninhados, Vy 2 K, 2
K, D .... Esta sequéncia converge para um conjunto nao vazio K.

O conjunto K pode ter somente um ponto ou infinitos pontos. No caso onde K tem
somente um ponto dizemos que acontece o caso limite pontual. Neste caso, S,(w,) — f.
Em geral, os conjuntos K, estudados sdo regides circulares. Assim, quando K ndo é apenas
um ponto dizemos que acontece o caso limite circular. Quando ndo acontece o caso limite
pontual, a questdo da convergéncia de S, (wy,) ndo faz sentido, mas ainda podemos considerar
a possibilidade da convergéncia de, por exemplo, S,(0).
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Teorema 3.7.6 Seja {Vn} uma sequéncia de conjuntos de valores cldssicos para K2,(52)
tal que 0o ¢ V,,Vn. Entdo, todas as convergente fn de K$2,(32) sdo distintas e finitas.

Demonstragao: Desde que f, € Vj e oo ¢ Vj entdo f, # oo, Vn. suponha que f, = fn4+x para
algum k > 1, ou seja, S,(0) = Sp(f™) = 0= f{™. Assim,

n+1l — n an+1
k(:—l U= Sn-il-l( JE )) = _bn+1 =+ (n) =00,

k

o que é impossivel pois f,E'_‘Tl) € Vas1 €00 ¢ Voyr.

Lema 3.7.7 Seja D um disco circular com centro em c e raio r e seja —b ¢ D. Entdo,

a

S(D)=b+—D: a # 0,

¢ um disco circular com centro c, e raio ro, dados por

_ (b+0)a = . tlq
b+ —r2 -

Demonstragdo: A equagdo do circulo |z — ¢|* = 72 pode também ser escrita como
2Z—cz—cz+|cf -2 =0. (3.7.29)

Seja w = s(2) = b-;—Lz' Entdao z = —b+ %. Substituindo o valor de z na equagdo do

2 ¢ escrevendo-a esta na forma (3.7.29), obtemos os valores para c, e 7,.

circulo |z —¢* =7
&

Lema 3.7.8 Seja U = {z€ @ : |z| <1} o disco unitdrio e seja k tal que 0 < k < 1.
Tomemos {t,} uma sequéncia de t.Lf. tal que

ta () SU | Te(o0) i<k iin = QN = (3.7.30)
eTy =t1, Tn = Tp10ty =t10...0t,, n =2,3,.... Entdo, {T,(w)} converge uniformemente
em U para uma fungdo constante T(w) =c€ U. .
Demonstragdo: Temos que

onde K, sdo discos circulares, j4 que a imagem de um circulo por uma t.L.f. é um circulo
(veja propriedade 4 do Capitulo 2, se¢do 2.1).
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Sejam C, e R,, respectivamente, o centro e raio de K, para cada n. Se R, — 0, entdo o
lema é trivial. Mas, suponha que R, — R > 0, ou seja, o caso limite circular, de (3.7.31)
temos que C, — C, o centro de K. As t.1.f. de U em U podem ser dadas por

w—a«

) SC =

weR, ael,

e @ denota o conjugado de a. Assim, podemos escrever

To(w) = Cp + Roein —"

1-—ayw

(3.7.32)

onde w, € R e o, € U (veja [22]), para todo n.

Necessitaremos de duas inequagdes para demonstrar o lema. A primeira € consequéncia
da condigéo t,(o0) € U, que é, T, (00) = Ty—1(tn(00)) € Tn-1(U) = Kn-1, ou seja, Tn(o0) =
Cpn-1 + Rp—12, para algum z, € U. Além disso,

Tn(OO)—Cn= Rncf - = Cp-1+ Rp_12, — C,,.

n

Portanto,

R,

|0’n|

= |(Cn—1 . Cﬂ) + Rn—lzn| S (R'n—l o Rn) + Rn—l

Ro _ 2lom| _ 1=l
Rn—l s 1+|C¥n| 1+ |an|,

que resulta na desigualdade

el [ (3.7.34)

RnSRl};_[Z(l—ai)i onde 63'= 1+|O.’j|

A segunda desigualdade depende da seguinte condigdo: se k, = t,(00), entdo |k,| < k
para todo n. Como

Tnt1(00) = Ta(00) = Ty (tn+1(00)) — Tn(00) = Tn(knt1) — Tn(o0)
iwn kn41— 0 i
St (1 R a,,)
= Ian|2
C_!n(]- e dnkn+l),

Rn e“‘""

—|a,,| 2R1
Thss(o0) = Ta(oo)] < el < 2o — o),

Usando (3.7.34) e (3.7.36), obtemos

IRar— SR
[Toim(00) = Ta(o0)| £ 7= X (1= lenssf?) < 7

=0

Z Ontj-
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Como R, — R > 0, de (3.7.34) segue que Y 4; < oo. Logo, por (3.7.37), {T,(o0)} é
uma sequéncia de Cauchy e converge para um valor ¢ € K. De (3.7.37),
Qy 18] 08 Ry hli= o

w—
|Tn(w) — Tn(oo)| = Ry =l 5 =]k ) (3.7.38)

onde || — 1 (desde que 6, — 0). Isto prova que T,(w) — c uniformemente para todo
w em @\OU , pois T, (w) converge uniformemente para T,,(c0). U denota a fronteira de U,
isto é, é o circulo unitério. m

Teorema 3.7.9 (Hillam-Thron) Seja V C @ um disco circular aberto com 0 € V. Se V
¢ um conjunto de valores para a fra¢do continua K,‘:gl(ﬁf), entdo K,fgl(%:) converge.

Demonstragdo: Sejam 7 e p o centro e o raio de AV respectivamente, e seja t(w) = pw + v
tal que t(U) = V. Entdo, t, =t ' 0s, ot é uma aplicacio de U em U e
ta(00) = t~1 0 8,(00) = t~1(0) = —%

paran = 1,2,..., onde |y/p| < 1, pois 0 € V. Assim, pelo Lema 3.7.8, T,(w) converge
uniformemente (localmente) em U para uma fungio constante T'(w) = c € U. Agora,
Tt =Stiotk oMol
tlosotot™losyoto...ottos, 0t (3.7.39)
tlos 080...08,0t
talo S ot

Logo, para todo w € ¢(U) =V, S,(w) converge para uma fungio constante S(w) = f, onde
t™(f)=c,isto é, f=1t(c) e V. "

Teorema 3.7.10 Seja {V,};., uma sequéncia de conjuntos de valores para K32,(3) con-
sistindo de discos circulares abertos com centros em 7, e raios p, tais que l’){n/pﬂ| <k, para
todo n e para algum k < 1. Entdo, K,?gl(%g) converge para um valor f € Vj.

Demonstragdo: Observemos que como 0 € V,, para todo n, entdo V,, para n > 0, sdo
conjuntos de valores cldssicos para K2, ().

Seja 1, (w) = Y, + prw tal que 7,,(U) = V,, para todo n. Entdo, t, = 7}, 0 s, 07, é uma

aplicagdo de U em U e
Tn—-1

Pn-1 ;
O resultado segue a mesma linha do teorema anterior usando

tn(00) = an—ll(o) =

T =%t o) o g £=
'ro'loslo'rlo'rl'losgo'rgo...OT;_llosﬂoTn

To' 055 0Ty
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3.8 Outros resultados sobre convergéncia

Se os conjuntos de valores ndo contém as convergentes cldssicas para algum n, entao é
dificil ou quase impossivel provar a convergéncia cléssica. Isto ndo ocorre se Kz2,(32) tem
a forma K2, (%) ou K32, (;-) e {Va} sdo limitados e de periodicidade 1 ou 2.

Teorema 3.8.1 Sejam (Vp,V)) um par de conjuntos de valores limitados para a fragdo

continua K:2,(3*) que tem convergéncia generalizada e Vy (ou Vi) contendo pelo menos
dois pontos. Entdo, K 1(32) converge de maneira cldssica se an =1 ou by, =1, Vn.

Demonstragdo: Seja f o valor de K2, (%= - ) e observemos que V; e V; devem ambos conter ao
menos dois elementos pois s;(V}) Q Vo e s2(Vo) € V1. Pelo Teorema 3.7.5, temos que f € Vj
e assim f # oo (j4 que Vj é limitado). Para um dado t, € @, pelo Teorema 2.2.4, a sequéncia
de cauda {t,};, para K:2,(32) é dada por

Lol Qp-1 az ax
h=2>5, (to) = {b + bn IS +b1 = to)}' (3.8.41)
Primeiramente, supomos que b, = 1 para todo n e escolhemos tp € —1 — V}, & # f.
Entéo, de (3.8.41), t, € —1 — V{n41)moa2 Para todo n. Logo, a sequéncia {t,},~, é limitada.
Das propriedades de sequéncias de caudas ja vistas anteriormente (Teorema 3.7.4), segue
que limsup |h,| < 00, 0 que significa que lim infd(co, —h,) > 0. Dai, pelo Teorema 3.7.2,
lim S, (00) = f. Como S, (00) = S,-1(0), a fragdo continua tem convergéncia cléssica.

Agora, consideremos que todo a, = 1, Vn, e escolhemos ty € —1/V;, ty # f. Entdo,
tan € —bn — Vinymod2 © —1/V{n+1)mod2 POr (3.8.41). Assim, liminf|t,| > 0. Pelos mesmos
argumentos usados anteriormente, temos que liminf|A,| > 0 e liminfd(0, —h,) > 0, 0 que
implica que lim S,,(0) = f. u

Teorema 3.8.2 Suponhamos que K32, (32) tem convergentes finitas f, = Sy(0) satisfazendo

00 00
§:|15n+2_'jan|< o0 §:|jEn+1—'fén_” < Q. (31&42)
n=1 n=1

Entdo, K2,(3>) converge se, e somente se, a série de Stern-Stolz (3.2.2) diverge para infi-
nito.

Demonstragdo: Como as n-ésimas convergentes f, e a série de Stern-Stolz sdo invariantes

sob transformagdes equivalentes, podemos supor que Kz2,(3*) tem a forma K,?gl(i). Lem-
A B, 3 A pes

bramos a notagio f, = —— e h, = —S;(c0) = ——. Como, por hipétese, as f, sio finitas,

B, B, _,
temos B, # 0. Assim, h, 9é 00,0. Os numeradores A, podem ser escritos da seguinte forma

(veja [11, pp. 128]).

=i 1’[ bj — hj) 1‘[ h) (3.8.43)

k=1 j=k+1
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.. Como B; = by, escrevendo

o B; B,

j=2 1

AR E b — h;
B—=EZP;¢, onde P =[] L —2 (3.8.44)
I k=1

hj

j=2
bj—h;  =1/hji, _ -1

hj _bj+1/hj_1 _6j+1’

Pelo Teorema 3.3.2, temos que K2, (;-) diverge se 3 |b,| < oo.

Vamos supor que ¥ |b,| = co. Precisamos demonstrar que {fo,} € {fon+1} tém o mesmo
limite Ly = L,, isto é,

para Jj = bjhj_l. (3845)

T — 1= "“ — 0. (3.8.46)

1

Por (3.8.42), (3.8.44) e usando (3.8.45), encontramos que

oo | Pony1 + P
Z|f2n+2_f2n| = Zl 2+1|b]_| 2“+2|

n=1

on P2n+2

Y |— (0242 + 1) + 1
n—l by

Z P?n+;fﬁn+2

< 00.

Analogamente,
o0

_ = [Pant102n41
Z |f2n+l o f2n—1| = Z —| <0

= by
n=1 n=1
Agora, se Y 0, = 00 e 3 | Padn| < 00, entdo P, — 0, o que mostra (3.8.46). Precisamos
apenas mostrar que Y |d,| = co. Sabemos que

1
he =bp+—=
ASOREG pas

5211 L 52:;
h2n— i 5211 1+1
O2n(02n—2 + 1) (d2n—a + 1) ... (o2 + 1)
(O2n-1 +1)(62n—3+1)... (03 +1)b;

h2n——2 =

(3.8.47)

Analogamente,
bl Oan+1(d2n—1 +1)(don—3 + 1) ... (63 + 1)b,
(02n +1)(02n-2 + 1) ... (62 + 1)
Usando o fato que se Y |6,| < oo, entdo |6, — 0, n > N, tomando os pontos que sao
menores que 1, e usando (3.8.47)-(3.8.48), por meio de alguns cdlculos conseguimos escrever

a5
E|b2n| S Ii . 216211'

n=1

Assim, se ¥ |dn| < 00, entdo 3 |bn| < 00 0 que é uma contradigdo. Logo, X [0n| = co. =

(3.8.48)
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Capitulo 4

O Teorema da Parabola

Como j4 dissemos anteriormente, o Teorema da Pardbola e suas generalizagoes sdo con-
siderados os resultados mais importantes sobre convergéncia de fragdes continuas. Neste
capitulo, apresentamos um levantamento das principais demonstracées desse teorema.

4.1 Contribuicoes de Scott e Wall

Em 1940, Scott e Wall [13] deram inicio a um novo capitulo sobre critérios de convergéncia
para fracoes continuas quando provaram que a regiao parabdlica

P= {w . lw| — Re(w) < %} (4.1.1)

é um conjunto de convergéncia condicional para a fragdo continua K32, (%).

Para demonstrar este fato, eles tomaram a fracao continua
(4.1.2)

e sua parte par

Yo + (4.1.3)

h+yatys+...

Se a desigualdade
Tn |1 3y Qn + an+l| 2 TnTn—2 |aﬂ-| et |an+1| ] (414)

for satisfeita, onde r,, é uma sequéncia de nimeros reais positivos para n = 1,2,3,..., e
ro =r_1 = a1 = 0, entdo (4.1.3) satisfaz

layi] 21,  |enyn| 2 |en-16aynl + 1,

n=2,3,--+, onde ¢, # 0. Mas este é exatamente o critério de Slezyﬁski-Pringsheim (Te-
orema 3.3.5) para a fracdo continua (4.1.3). Assim, a parte par da fragdo continua deve
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convergir. O resultado vale também para a parte impar. Além disso, eles mostraram que se
existem uma sequéncia de nimeros reais positivos 7, satisfazendo as desigualdades (4.1.4),
com desigualdades vilidas para pelo menos um indice da parte par, e se

TIT3Ts " *Ton1 < M e TaT4Te " *Toan < M, (415)
onde M é uma constante finita, entdo uma condigdo necessiria e suficiente para a con-

1

vergéncia da fragao continua (4.1.2) é que a série 3 |b,| diverge, onde b = 1, a, = TN
n¥n—1

n=273,....

Assim, se para a fragao continua (4.1.2) temos que valem as desigualdades (4.1.4) e (4.1.5)
para uma sequéncia de nimeros reais positivos r,, entdo a fragdo continua (4.1.2) converge
se, e somente se, a série Y |b,| diverge. Tomaram, entdo, uma fragdo continua particular
dada por ag, = Z e agn—1 = 2,n=1,2,..., ou seja, a fracdo continua

1 zo = 7 =z
1+1+1+1+1+...7
onde z = z + iy, e z,y € IR. Se esta fragdo continua converge, entdo a fracdo continua
equivalente

(4.1.6)

Sy % (4.1.7)

+1+1+1+...
deve convergir e a fracido continua
22 12?2

1+2z-14+22-14+22-...]

que é a parte impar de (4.1.7), deve também convergir para um valor real, que deve ser a
raiz da equagao

v’ — (1+2z)u+ (22 + 3% =0.
Consequentemente, uma condigdo necessédria para a convergéncia de (4.1.7) é que y? <

1
z+7, ou seja, que z esteja dentro ou na fronteira da parébola |z| — Re(z) = 3 Portanto, uma

regido de convergéncia para a fragdo continua (4.1.2), considerada simetricamente em relacio
ao eixo real, ¢ uma regido finita contida dentro da regidao parabdlica |z| — Re(z) < 3. Em
seguida, eles provaram que se os coeficientes a,, n > 1, pertencem a esta regido parabdlica,
entdo eles satisfazem as desigualdades (4.1.4) e (4.1.5) com r, = 1, n = 1,2,.... Assim,
demonstraram que a regiao de convergéncia da fragdo continua (4.1.2) é a regido parabélica
(4.1.1).

A partir dai, as regides parabdlicas foram as regiGes de valores mais estudadas e sdo consi-
deradas, por alguns autores, como o assunto de maior importéncia em se tratando de critérios
de convergéncia para fragdes continuas (veja, por exemplo, Thron [6, pp. 115]).

4.2 Contribuicoes de Paydon e Wall

Em 1942, Paydon e Wall [12] deram uma extensdo do resultado de Scott e Wall. A
frac@o continua (4.1.2), onde a, € €, foi associada uma sequéncia de transformacdes lineares
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fracionais 1

= T sk(v)’

Correspondente a um conjunto arbitrario V' de pontos do plano complexo, determinaram
o conjunto I" de pontos, chamado de regido elemento, com a condigado que s € I' se, e somente

siv) =v,  s;(v) k=12 53 S

se, a transformacdo w = s(v) = transforma V em um subconjunto dele mesmo.

1+ s(v)
Tomando a regido de valor V = V, como sendo o circulo |z — ¢| < |c|, eles determinaram a
regiao elemento I' = I'...

1
Mostraram que a transformacdo w = s(v) = T+300) transforma o circulo |v — ¢| < |c| no
circulo
(X —a)’+ (Y - B)’ <7, (4.2.8)

onde

147z -8y

ST +TY o (rz—sy)?+ (sz+ry)?
a= . =
1+ 2(rz — sy)

O e R 2w

a=z+iy,w=X+1iY,c=r+isel<r<1/2

O circulo (4.2.8) passa por 1 e, consequentemente pertencerd ao circulo |z — ¢| < |c| se, e
somente se, seu centro estd no interior ou sobre a elipse J : |z — ¢|+|z — 1| = |¢|, que é o lugar
geométrico de todos os centros de circulos que passam por 1 e tangenciam a circunferéncia
|z — ¢| = |c|. Escrevendo a equacgdo da elipse J em coordenadas retangulares e substituindo
X = a, Y = [ eosinal = por >, os autores mostraram que quando a = z+1y a desigualdade

4.2.9
T2 + 52 12 a? r 4 g2 (£29)

[2"“—(32—7’2)9]2( 1-2r l2r3y+(32—r2)3:] l 1-2r )r’

2(r2+s2

é satisfeita. Assim, mostraram que I'; consiste dos pontos a = z + iy que satisfazem (4.2.9).
Além disso, como as imagens dos pontos do interior de V, sdo pontos interiores de (4.2.8),
desde que 1 estd no interior de V,, segue que a,, as, ... estdo no interior da regiao parabdlica
(4.2.9) e, entdo, as convergentes s;82 -+ 8,(1) da fracdo continua (4.1.2) estdo no interior de
Ve.

Quando ¢ = 71, 1/2 < r < 1, a regido de convergéncia I'; correspondente a regido de
(2r-1)

T
Se ay,as, ... estdo em I, entdo todas as convergentes da fragdo continua (4.1.2) estdo no
interior de V;. Observe que o caso 7 = 1 é o mesmo resultado que havia sido obtido por
Scott e Wall em 1940.

convergéncia V; : |z — r| < r é a regido parabélica y? < h(z+h/4), z =z+iyeh =

A condigdo suficiente para a convergéncia da fragdo continua (4.1.2) encontrada por Paydon
e Wall foi a divergéncia da série Y b,. Vamos descrever brevemente a maneira pela qual eles
demonstraram este fato.

ComoI'; DT, 1/2 < r < 1, vamos supor que 7 = 1. Como a, € I';, podemos escrever
la,| = Re(ay,) + ?" Além disso, a, € I'; e também vale (4.1.4) para r, = 1 (veja [13]).
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Assim,se by =1 e by = ﬁ, n=2,3,..., temos que

|14 bibo| > 1,
|1+ b3 + babs| > 1, (4.2.10)
Ibn—lbnbn-i-l 5 bn—l =+ bn+1| 2 ’bn+1| =+ Ibn—ll H

paran = 2,3,.... Seja B, o denominador da n-ésima convergente da fracdo continua (4.1.2).
Podemos mostrar que

Bu+2 — (1 9F Qn41 + a'n+2)Bn —= anan+an—2- (4211)
Fazendo Q, = bibs...bp By, a relagdo (4.2.11) em termos de @, é dada por

bnQn+2 = (Dnbnt1bnt2 + bn + bnt2)Qn — bpy2Qn—2.
Usando as desigualdades (4.2.10), obtemos

by
@nsal = 1@l 2 [ %22] {1Qnl [ Q@n-al}

e, assim,
|@Qn+2| — |@n| 2> K |bai2|, onde K > 0. (4.2.12)

O raio R, de V™ pode ser dado, usando a relagdo de recorréncia (2.2.10), por

e |azaz---an|  _ |ba] 1
|Bal® = |anBa-2> ~ |Qnl — [Qn2||@n] + |Qn2]

De (4.2.12), temos

Ry, < L R. < :
2n+1 y
" 2K (14 KT byl 2K (1+ K $25 [baia )

Como R, < R,_;, mostramos que, se a série Y. b, diverge, entdo R, — 0, quando
n —r 00,

4.3 Contribuicoes de Thron e outros pesquisadores

No mesmo ano de 1942, Leigton e Thron [9] mostraram o mesmo resultado de Paydon
e Wall, mas, ao invés da divergéncia da série 3} |b,|, encontram a condigdo |a,| < M,
n =1,2,..., como condicdo suficiente para a convergéncia da fragdo continua (4.1.2). Para
maiores detalhes veja [9)].

Em 1943, Thron [20] demonstrou que o resultado encontrado por Scott e Wall em 1940
podia ser estendido para a regido parabdlica

P, = {a € C: |a| — Re (ae'm) < %cos2 a} ¢ (4.3.13)
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para todo « tal que —% < @ < 7. Ou seja, mostrou que P,, —5 < a < 7, é um conjunto
de convergéncia condicional para a fragdo continua (4.1.2). O resultado de Scott e Wall é o
caso particular para o = 0.

Em 1958, Thron [21] mostrou que toda parte limitada de P, é um conjunto de convergéncia
para (4.1.2). Além disso, Thron deu uma estimativa para o raio dos circulos aninhados o
que pode ser usado para estabelecer um erro de truncamento. Uma demonstragdao parecida
com aquela apresentada por Thron é dada no item 4. do Teorema da Pardbola abaixo.

Em 1963, em [22], Thron deu uma prova do Teorema da Pardbola usando métodos ilus-
trativos. A prova dada por Thron é tratada com detalhes no item 1. do teorema abaixo.

Teorema 4.3.1 (Teorema da Pardbola) Seja o um nimero real fizo, tal que o € (—%,
Entao,

1.

2,

A regido parabdlica

P, = {a €C: |a| — Re (ae“zi‘*) < %cos2 a}

2
il {Te,-(gwa] D<r< 1/2cos a}
l—cosa

: 1
—_ 2 : —ia b
= {c E(E‘.|Im(ce )|§2cosa}
€ um conjunto de convergéncia condicional para a fragdo continua K32, (%).

As partes par e impar da fragdo continua K32 (%) em P, convergem para valores
finitos.

. O semi-plano

Vo= {w €C: Re (we_"“) B —% cos a} (4.3.15)

é um conjunto de valores para P,.

. Se an € Py, para todo n, e Y (nan|)™" = oo, entdo Sp(w) converge uniformemente

em Vo para um valor f. Além disso,

2 |ay|/ cos

“(1+ cos? o )’
j=2 4(3 7 1) |aj|

Eom={a€ P, :la| < M}

€ um conjunto de convergéncia uniforme para a fragdo continua K32,(%).

|f = Sa(w)| < Vw € V. (4.3.16)

. O conjunto

Antes de iniciarmos a demonstracao deste teorema, faremos algumas observacoes.
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Observacoes

1. A fronteira de P, é uma pardbola com eixo sobre a reta argz = 2a, foco na origem,
vértice em —%e‘g‘* cos® o e intercepta o eixo real em z = —}. Para mostrar este fato,
tomemos a = z+14y e, substituindo em |a| — Re (ae~%%) = 1 cos? , chegamos & férmula

reduzida
2 : ( cos? a)
Yy =cos"ax|x+ 4 -

2. Vo= {w € €: Re (we™**) > — cos a} ¢ um semi-plano, cuja fronteira é a reta s : y =
—z cot o — 3 cot . Podemos ver isso tomando w = z + iy. Assim,

Re (we_i“) = T COSQ + Y CoS Q.

Tomando Re (we™*®) = —1 cos o, obtemos a equagdo da semi-reta s dada acima.

l—cosa
pode ser visto fazendo z = rcosf e y = rsinf na equagdo reduzida da parébola que

foi dada acima. Para mostrar que P, = {02 € C: |Im(ce )| < cos a}, tomemos

. Py, = {re‘(‘”z“‘) 0<r< —m} é a equacdo em coordenadas polares de P,. Isto

2

=z +iyec=u+iv. Assim, z=u?—v? e y = 2uv. Portanto, y* = 4v%(z + v?) e
1

fazendo v = ; cos @, obtemos a equagdo reduzida de P, j4 vista.
= a : =3 A . 3
. Sob a transformagdo s(w) = 5o  imagem de V, é o disco circular de centro
w
aeS™ . a :’ a !
Yo = e raio p, = | . Tomemos u = s(w). Entdo, w = — — 1. Sejam
cosq COS%L u
W =W + 1wz € U = U + tuy. Assim,
auy aus

W=7 — Wy = ———.
uf + u} uf + uj

AY‘YAY
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Tomemos também w na fronteira de V,. Isto implica que
y 1
W) COSQ + We SIN ¥ = —ﬁcosa.

Substituindo os valores de w, e wy e completando os quadrados, temos

(u — a)® + (u2 - (_asin a))2 -2-1:6%

cos cos? o

e, assim, encontramos os valores de «, e p, dados acima.

A
. Desde que oo ¢ V,, segue que todas as convergentes S,(0) = B—“ de uma fragao
n

continua em P, sdo finitas. Em particular, B, # 0 para todo n.

. Do item anterior, segue que se (4.1.2) em P, converge, entdo converge para um valor
finito.

. Tomando V,, = V,, temos que f,E") € V, para todo n e k. Sendo assim, a sequéncia de
caudas criticas h, € 1 + V, para todo n.

. O Teorema da Pardbola generaliza o Teorema de Worpitzky, pois o disco

E={a€@:|a[§%}§}%.

4.4 Demonstracao do Teorema da Parabola

Primeiramente, vamos demonstrar os itens 3. e 2. e, entdo, os usaremos para mostrar
1.. Por ultimo, demonstraremos os itens 4. e §..

3. s(w) = 7 i = transforma, conforme observacio 4, V, em um disco circular fechado com

centro em vy, € raio p,.

Este disco est4 contido em V, se, e somente se, 7, € V, e a distancia d, de -, até dV,, é
tal que d, > pg. Aqui, AV, é a fronteira de V.
Agora, sabemos que, dado um ponto P = (zo,y%) eumaretar:ax+by+c =0, a
azo + byo + ¢

distdncia do ponto P a reta r é dada por d(P,r) = Vs | O centro v, é dado por
a

—ia —ic
ele=)mE)
COs & CcCoOs o

Observe que

este (xcoso:+ysina) +z_(ycosa—:nsina)

T +1y) =

Cos CoOsS @ COS @
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Sabendo que a fronteira de V, é a reta s da observagio 2, temos que
1 2
de = d(7a,7) = 5 cose + Re ('yoe ‘“) :

onde d, > 0 se, e somente se, 7, € V,. Temos ainda que d, > p, se, e somente se,

1 = laf
Ecosaﬁ-Re (%e "‘) > —t

ou seja se, e somente se,
2

cCos Cos

2icx 1
—ﬂ + Re (ae_) > ——cosa < ac€F,.

Isto é, d, > p, se, e somente se, a € P,.
2. Definimos a t.1.f. :
—1+e%cosax—w
14w

Logo, a imagem do disco unitério fechado U é V,, com t(co) = —1 e ¢(—1) = co. Considere
a fragdo continua (4.1.2) com a, € P, e t,(w) =t7' 0 89,1 0 89y 0 t(w), n =1,2,.... Entdo,

t(w) =

(4.4.18)

tn(U) =t 053n_1 0 82 (t([;')) =1"1089,1 (SQn(Va)) = t—l(Va) =0,

Va
ou seja, t,(U) C U e
tn(00) t™! 0 89,1 © 825, (t(00))
t! 0 82n-1 (820(—1)) = t7* (s20-1(00)) = t7}(0) = —1 + e** cos a.

48

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Mas, —1 +e‘“c0sa_= —1 + (cos @ +isin @) cosa = —sin® o + i sin @ cos & = — sin a(sin @ —
icos o) = — sin a(ie*®), o que implica que [t,(o0)| = [sina| < 1 € U.

Assim, pelo Lema 3.7.8, temos que T(w) = t; otz 0 0 t,(w) converge uniformemente
(localmente) em U para uma fungdo constante T'(w) = ¢ € U. Como

I, = tiotzo---0t,
(t“loslosgot) o(t‘l os3os4ot) 0--- (4.4.19)

o (t_l O S9p—1 O S9p, © t)

= t_l OS2n°t',-

Saon(w) = t(c) = Ly, para todo w € t~}(U) = V, e, em particular, S;,(0) = Ly. Podemos
ver que

0e Va = 5211(0) (= S2n(Va) == K2n g S2n—l(va) g v (_:. SI(VCI) g SI(VQ)'
Entdo, Ly € 51(Va). Mas, oo ¢ s1(V,) pois s7'(00) = —1 ¢ V,. Portanto, Ly # oo.

Analogamente, podemos mostrar também que Sy;+1(0) — L; # 00, considerando t,(w) =
t=! 0 82p_2 0 S2p—1 0 t(w). Isso conclui a demonstracdo de 2..

1. Pelo Teorema 3.3.2 temos que se (4.1.2) converge, entdo a série de Stern-Stolz diverge.
Precisamos mostrar que se (4.1.2) diverge, entdo a série de Stern-Stolz converge.

J4 sabemos que K, = S, (_a) satisfaz K, C K, C---C s, (Va), onde s,(V,) é limitado.

Se diam(K,) — 0, ou seja, estamos no caso limite pontual, (4.1.2) converge. Supomos,
entdo, que diam(K) > 0, onde K = lim K,,. Logo o raio R, de T,(U) =t~ 0S5, 0t(U) deve
convergir para um circulo de raio R > 0. Isto é, estamos no caso limite circular para {7}
em (4.4.19). Precisamos mostrar que

5 1Sm12(0) = 2 (0)] < . (4.20)

Como {T,} satisfaz as condigdes do Lema 3.7.8, segue que

2R
[Tat1(00) = Tn(e0)| < 7 (1= lewl”).

1 —
Como 94, = ﬂ entao
1+ |an|

46
il P
(102 =

Portanto,
2 | Ta1(00) — Tn(o0)|
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por (3.7.38). Resta mostrar que Y |Th41(w) — Tn(w)| < 0o0. Como

|an|2

|Tn(w) — Tn(o0)| = (4.4.21)

Se w < 1, como |a,| — 1, obtemos que |ay| > |w|, n > N. Em (4.4.21), como R, < 1
entao

Tw) - Talo)] < 1 L2k — Lo, 5 7y ) = Ta(o0)] < 6 b < o,

Assim,

2 Toi(w) = Ta(w)| < 32 [Tat1(w) = Toya(00)] + 32 [Tn(00) — Tn(w)l
+ D |Tat1(00) — Tn(c0)|

é convergente para |w| # 1, em particular é convergente para w = —1+€*® cos a. Observemos
também que _
e'“ cos o cos o

t(w)+1= -
(w) 1+w 11+ w|

< 1+ [t(w)].

Portanto

1 2 1
[14+w| = cosa

(1+A),

se [t(w)| < A. Assim

(L4 A) A+ Ao) |wy -
cos &

[#(w1) — t(ws)| <

Tomemos _ ;
w) =Tppi(—1+¢€%cosa) e wy=T,(—1+e“cosa).

Como t(Tp41(—1 + € cos @)) € s1(V,), é limitada.
Mas

Son+2(0) = t(Thy1(—1+€%cosa)) e San(0) = t(Tn(—1+ e cosa)),

Assim temos que Y _|Szn42(0) — S24(0)| < 0.

Por um caminho similar, mostramos a segunda condicdo de (3.8.42) e o resultado segue
do Lema 3.8.2.

4. Para provarmos 4. vamos mostrar que

|a; / cos o

Ryt<om

onde R, é o raio de K, = S,(V,




S(wy)

Como oo estd na fronteira de V, temos que R, = |c, — Sp(c0)|, onde ¢, é o centro de
K,. Para obter c¢,, consideremos o fato de que sob t.1.f. as imagens de pontos simétricos
sdo pontos simétricos. Sejam Sy, (w2) = ¢, € Sp(wy) = Sy (_B_fﬁ) = 0o. Para obtermos w,
usamos o seguinte argumento: como ¢, e 0o sdo pontos simétricos em relaciao a K, temos

que wy e w; = ———— sdo simétricos com relacdo 3 fronteira de V.

n—1

Usando o fato de que o ponto médio entre w; = z; + iy, € we = z2 + iy2 € dado por

(Il +T2 Y1t Y
N
de V,, encontramos w,

) e que este ponto deve pertencer a r, perpendicular a reta que é a fronteira

Bn 2

io i
Wo = = € — COs e .
Bn—l

Como e~ + ¢i® = 2 cos a, podemos escrever e*® = 2e*®cosa — 1 = 23 — 1, onde
B = e** cos a. Assim, wp pode ser escrito como

(2Bﬂ. = Bﬂ—]) 6 - Bﬂ
jet '

(4.4.22)

S ( ) (2BnAn—l o An—lg —1) ;3 By Aﬂ—lgﬂ =+ Aﬂgﬂ—l
n\W2) = = = = =
(2BuBu-1 = Ba-1Bn-1) B — Bu-1 B + BuBao

AN AN
:ﬂ(ZBan—l — B,_1B -1)] a5 [Bn—an = Ban—l]
IT5=1 |ax]
By, (2B, — By 1)8— (BpyBy 1 — Ban—1)|'

Rp = |Snp(w2) — Sp(00)|
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Substituindo B, pela sua relagéo de recorréncia dada em (2.2.10), temos

Tk lax|
Bn—l(Bn-l +2f1an 2)[3 (an n—an D= aan 1Bn— 2)'

Fas
Observamos também que

21 |a|
By, _5(2B,_) — B, 2)5 (Bp-1Bn_2 — BB —2)‘

R, =

Portanto,

R, By (2Bn~1 — B, _ 2)B (B -1Bn-2 — B, —1Bn—‘2)|
Ry ’Bn 1 By 1+20n n— 2),8 (anB —an—L’_an n—an—2)|.

T - = Bas
Dividindo o numerador e o denominador por B,_;B,_; e fazendo L, = E'l—l, temos
n—2

Ratio s stLael?e L, — cosae’s
Rn1  @,Lqe% + |L,|? cos aeio+anLa

Observemos que L, = h,_;, que é a sequéncia de caudas critica, entdo h,_; € 1 +V,,

n=2,3,---. Como L, = h,_; € 1+V,, temos que L, = h,_, = €*%5%(z, +1iy,), T, > 1

e —00 < yp < 00. Além disso, se a, € P,, entdo a, = 62"“‘%(*&ﬂ + ivy,) € v2 < 4(u, + 1).
Assim,

Ro oo (wd4v2) Pz, —1]

= 5 :
Fn-1 -'L'?; + UnZTn + (yn G %Un) - %'U%

(4.4.23)

Como z, > 1 e v2 < 4(up + 1), v2 +u2 < u, + 2, entdo

Sl
i n -
: 1+ 1/2

(v +u7)

Mas z, > 1. Logo podemos obter uma estimativa para Temos ainda que Lpy; =

By
Rn
1+ f~. Usando o fato de que L, = ***%%(z,, + iy,) para L, e Ln4 € escrevendo
(i — 62“""1 2 (up, + 1v,), temos que

. Uy + 20
dpy1 =minz, . =2+ Re (g) %

Tn + Wn

Como Re (

Up + 2V,
Tn + 1Yn

1
dpy1 =2 — i Por inducdo (veja [6, pp. 104]),

n

1
=-_paraz >c> 0 e v2 < 4u + 4 (veja [6, pp. 100]), temos que
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Portanto,

cos?

=Y =1+
= (= 1)lasl

Se a série Z diverge e, se esta ultima diverge, o

2

COSs™ @
produto 1+ —m—
_,Hz 4(j — 1) |aj|

a convergéncia uniforme.

dlverge entao a série Z (J

1)| aj|

também diverge. Como este produto nao depende de w, temos

Esse resultado é na verdade um caso particular do Teorema A de Thron [21, pp. 180].

5. Observe que se |a;| < M, entdo

o0

cos? o cos > cos o
S e o

j=2 (.? j=2 J

1
J

Portanto, se |a;| < M, o produto

ﬁ1+ cos? o

j=2 4(j — 1) |aj|
diverge. Como este produto ndo depende de w, temos também a convergéncia uniforme. m

Existem vérias extensdes do Teorema da Pardbola. Um exemplo é o resultado dado em
1994 por Lange [7], no qual ele considera regides duplas de valores. Ou seja, ele considerou

aon-1 € Pi(o,d, M) e aon € P(a,d),

paran=1,2,..., onde
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Usando raciocinio andlogo ao do item 5 para do Teorema da Parabola, ele encontrou um
novo limite para R, e estendeu o Teorema da Pardbola da seguinte forma

Teorema 4.4.1 Sejam a,d e M nimeros fizos que satisfazem

-E<a<i, 0<d< -, M>0
2 2
e sejam
aon-1 € Pi(a,d,M) e ag € P2(a,d), n2>1.

Entio, P(a,d,M) e Py(c,d) sdo regides duplas de convergéncia uniforme para a fragdo
continua (4.1.2). Além disso, se f = :;]LIEQ fn, onde f, denota a n-ésima convergente de

(4.1.2), entdo

M (l-i-c)"',

|font2 = f| < [ fontr = f| < (1-d)cosa \n+c

n >0, (4.4.24)

c=d((1 - d)cosa)’ /M.

Se d = 1 no Teorema 4.4.1, obtemos um corolério que contém e estende o Teorema da
Parébola.
Corolério 4.4.1.1 Sejam a, d e M satisfazendo as mesmas condi¢oes do Teorema 4.4.1 e
aon-1 € P(a,1/2,M), ag, € Py(,1/2), n2>1.
Entao,
1. Pi(a,1/2, M) e Px(a,1/2) sdo regides duplas de convergéncia uniforme para a fragdo
continua (4.1.2).

2. Se, além disso, se a regido elemento para as,, Pa(c,1/2), € substituida pela regido
Pi(a,1/2, M), entdo esta regido é uma regido de convergéncia uniforme para (4.1.2).
Pela desigualdade (4.4.24), € verdade para ambos os itens 1. e 2. que

2M (1+c)" _cos’a

| fans2 — f| £ |fonir — fI £ —

= n > 0.
cos

n+c 8M °’
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Capitulo 5

Fracoes continuas definidas positivas:
um caso particular

Neste capitulo, consideramos as propriedades de convergéncia de uma J-fragdo que como
ja foi dito anteriormente, no Capitulo 1, trata-se de uma fragao continua, que esté relacionada
com certos polindmios similares, (veja [15], [16]). Nossos estudos foram baseados no conceito
de fragoes continuas definidas positivas introduzidas em 1944 por Wall e Wetzel (veja [24]
e [25]). E importante observar que o conceito de fragoes continuas definidas positivas é
uma extensao da idéia usada no Teorema da Pardbola. Os resultados obtidos neste capitulo
foram apresentados no XXII Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional,
realizado em Santos em setembro de 1999.

5.1 Introducao

Consideremos a fra¢do continua da forma
o {@@) {sE) @E) o
24+b- z+by - z2+b3 - 2+by -...] i

onde b, € €, a; = 1 e ay(z) sdo fungdes da forma (I, + im,) z°", onde 6, =Oou d, =1e
ln,m, € IR para todon € IN.

Em (5.1.1), se d, = 0, ou seja, 0s a,(z) sdo constantes complexas, a fracdo continua é
chamada de J-fragdo. Assim, de maneira mais geral, a fragdo (5.1.1) é uma extensdo de uma
J-fracao e serd denotada aqui por J-fragdo. Uma J-fragdo é real se m, = 0 e b, € IR com
n € IN.

Definicdo 5.1.1 Definimos uma J-fragdo real e reqular por

1 14 322 4 I3z
Z24+b-z24+by-2+bz-z+bg-z+bs-...’
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onde azn(2) = lon, aon+1(2) =lony12 € by € R paran=1,2,....

Observemos que a fragdo continua (1.0.9) que surge da relacio de recorréncia (1.0.6) para
os polindmios similares definidos no Capitulo 1 é uma J-fracéo real e regular com b, = ﬁ“’
Inﬂ = afH, paran=1,2,.

5.2 J-fracdo definida positiva

Suponhamos que todos os coeficientes a,(2) e b, em (5.1.1) satisfagam a propriedade

{i(y+5r§ _2Zar+1

r=1

(5.2.3)

frEr-H }

comn = 1,2,..., para todo z tal que Im(z) = y > 0, sempre que £;,&,... € Re Y. &2 #0.
Aqui,

Br=Im(b;) e rar(2) = Im (ars(2)).

Definicao 5.2.1 Se a j—fmpc’io satisfaz a propriedade (5.2.3), a j—fmg:c'io ¢ chamada de
J-fragdo positiva definida.

Teorema 5.2.1 Se a J-fracdo (5.1.1) € positiva definida, entdo os denominadores de seus
convergentes sd@o nao nulos para todo z cuja parte imagindria € positiva.

Demonstragao: Sabemos que os denominadores da fragdo continua (5.1.1) sdo dados por

By(z z) = (2 +bp) Bp-1(2) — {ap(z)}2 By_2(2), (5.2.4)

para n = 1,2,---, onde B_,(2) = 0, By(z) = 1. Veremos agora que B,(2) pode ser dado

como

zZ+ b}
—az(2)
0

0
0

—ag(z)
z+ b
—az(2)

0
0

0
—as(2)
zZ 4+ b3

0
0
—a4(2)

0
0

—ap1(2) 2+bp 1 —ay(2)
0 —ay(2) z+b

Podemos mostrar que os determinantes de (5.2.5) satisfazem a (5.2.4) com as mesmas
condigoes iniciais. Logo, sdo os mesmos polindmios. Consideremos o sistema de equagoes
lineares, cujo determinante da matriz dos coeficientes é B,(2)

(Z + bl)Il _—
—az(2)z,

0z, +

az(2)ze  +

02’:2

5

6

+

unesp©,

033

+ (2+b)z2 — a3(2)zz +...+

03’23

e Oxp_l —

0zp-1 +

0z,
0z,

+...— ap(2)Tp-1 + (2+0p)zp

AY"A‘
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Este sistema terd somente a solugdo trivial z; = 22 = -+ = z, = 0 se, e somente
se, Bp(z) # 0. Multiplicando as equagdes de (5.2.6) por Zi,Z,: - -, Tp, respectivamente, e
somando as equagoes temos

P
3 (2 +by) |z, - Za,. ) {Zr—1%r + TZr—1} = 0. (5.2.7)

r=1 r=2

Tomando
Ty =u + 10, y=Im(2), Br=Im(b,) e ar(z)=Im(ar(2)),

como, por hipétese, a fragdo continua é positiva definida para todo z tal que y = I'm(z) > 0,
temos que (5.2.3) é vélida e, entdo, a parte imaginéria de (5.2.7) é positiva. Logo (5.2.7) e
(5.2.6) sdo vélidas se, e somente se, z; = T2 = -+ = z, = 0. Assim B,(z) # 0 para todo
y > 0. |

Teorema 5.2.2 A J-fragio (5.1.1) é positiva definida se as segquintes condigdes sio verda-
deiras

Ba>0, n=0,1,.... (5.2.8)

Mn41 = 0, sempre que any1(2) = (lny1 +iMp4)2, n=12,.... (5.2.9)

3. Eziste uma sequéncia de nimeros reais gi, go, ... satisfazendo 0 < g, < 1, tal que,
paran=1,2,...,

2

Mpi1 = BnBnt1(1 — 9n)Gn+1, Sempre que Gny1(2) = lny +iMpyy (5.2.10)

£n+l = (1 = gn)gn+1, sempre que an41(2) = lny12. (5.2.11)

Em (5.2.10) supomos gny1 igual a zero, quando my,,, € zero.

Demonstracdo: De (5.2.8), (5.2.9), (5.2.10) e (5.2.11), para n = 1,2,... segue que
{on41(2)}? =m2 1 < U+ Ba) (W + Bas1) (1 — n)gn+1, (5.2.12)

se an+1(2) = lny1 + ¥Mp41, enquanto

{an+1 z)} =12 +1y < Y+ Bn) W+ Br+1) (1 — gn)gn+1.- (5.2.13)

s€ Unt1(2) = lny12. Em (5.2.12) gn+1 deve ser igual a zero quando a igualdade for vélida
em (5.2.13). Supondo que Il 41 # 0, a igualdade vale quando £, = Bn+1 = 0. Usando esses
resultados obtemos

1+ B — 237 a1 (2)rbri

= 2:-1_11 {(1 i gr) 1 (y =+ ﬁr)uzfr T g:fl (y " ﬁr+l)u2§r+l}
+gl (y ar ﬁl)gf + (1 = gm) (y + ﬁm) m?

1/2

(5.2.14)

o7
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quando a igualdade em (5.2.12) e (5.2.13) vale paran = 1,2,...,m—1. Quando a igualdade
nao acontece, temos

:n=1 (y r Br)é?- -2 Z:-n:]]' ar+1(z)§r£r+l i
= :-Tt_-_ll {(1 = gr)lﬂ(y ar }81")1'!2 |§r| = g:fl (y 3r ﬁr+l)1’!2 |‘fr+1|} (5'2'15)
+91(y + B)é} + (1 — gm) (y + Bm) &

Em (5.2.14), usando o fato que g,4; < 1 para todo n, temos o resultado (5.2.3), o que
completa a demonstragao. ]

Do teorema acima sabemos que as condigdes (5.2.8), (5.2.9), (5.2.10) e (5.2.11) sdo suficien-
tes para que a fragdo continua (5.1.1) seja positiva definida. Podemos mostrar, de maneira
similar ao que foi feito em Wall [26, pp. 67], que essas condigdes sdo também condigdes
necessérias se a J-fragdo for real.

Corol4rio 5.2.2.1 Se a J-fragdo (5.1.1) € real, entdo € positiva definida se, e somente se,
eziste uma sequéncia de niumeros reais g, 4s,..., satifazendo 0 < g, < 1, tal que, para
ni=t%25...,

In1 =0, se  an41(2) = lny, (5.2.16)
£2
In41 = ﬁj’ s€  Gny1(2) = lopa2. (5.2.17)

Para a J-fragdo regular (5.1.2) segue, do resultado acima, que gon, = 0 € gont1 = l2,4; < 1.
Assim, temos o seguinte corolério.

Corolério 5.2.2.2 A J-fragio reqular (5.1.2) € positiva definida se, e somente se, 3, ., < 1
paran=1,2,....

Tomemos um caso particular de fragGes continuas positivas definidas, onde b, = 0. A
fracao continua equivalente é dada por

Yz —{a2(2)}’ /2> —{as(2)}* /2
15 1 3 1 P

H]

onde

i(ly +imy,) _i[laz + mpy] = [maz — lay)

fe T P

z
158

Sabemos que

(8 (2 <o

58
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Tomando z = iy, teremos

: 2 2m, <2(1=gn-1)9n, se au(2)=1,+1im
(et - [ 3
212 <2(1 = gn-1)9n se  an(2) = lpz

(M )"’ 3313 (M)Q <Pt

1y 1y

ou seja,

Assim, para a,(2) = l, + im, ou a,(2) = l,z e b, =0, e z = 1y, a fracdo continua é dita ser
uma fragdo continua definida positiva se existe {gn}, 0 < gn < 1, tal que

ia,(1y) 2 ian, (1Y) 2
() e (29)" <20

Se {gn} é tal que g, = 3, entdo a fragdo continua também satisfaz & condigdo do teorema da
parabola.

5.3 Circulos de convergéncia

A J-fragdo (5.1.1) pode ser gerada pelas seguintes t.1.f.

ty(z,w) = 2 + b, — {ap41(2)}’ /w, (5.3.18)

To(z,w) = T,y {2, tp(2, W)} , (5.3.19)
para p=1,2,..., com as condi¢des iniciais

to(z,w) = 1/w, To(z,w) = to(2, w). (5.3.20)

Assim,

Logo, segue que a n-ésima convergente Py,(2)/Q@y(z) da fracdo continua (5.1.1) é

Pa(2)/@n(2) = Ta(z,00). (5.3.22)

J4 sabemos, da teoria de fragGes continuas, que o numerador P,(z) e o denominador
Qn(z) satisfazem a relagdes de recorréncia de trés termos dadas por

Poi1(2) = (2+bn41)Pa(2) — {an41(2)}* Par(2),
(5.3.23)

Qn+!(z) = (z + bn+1)Qn(z) = {an+l(z)}2 Qn—l(z):

99
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para n=1,2,..., com a;(z)=1,
P i(z2)==1, Q-1(2) =0, PFy(z2)=0 e Q(z)=1.

A partir de agora, vamos supor que a J-fragio (5.1.1) satisfaz as condigdes do Teorema 5.2.2.
Com isso, para a t.L.f. £,(z,w) consideremos a imagem dos valores de w dados por

Woii(2) = {w : Im(w) 2 (y+ Bps)gpi1} (5.3.24)

parap=0,1,....

Se z pertence ao semi-plano superior do plano complexo, isto é, Im(z) = y > 0, entdo os
valores de w no interior de Wp,(2z) também satisfazem

Im(w) > {ap+l(z)}2/(y+ﬁp)(1 _gp): D= 1:2:"' .

Podemos observar que todos os valores de w satisfazendo a relagdo acima, também
satisfazem

i{on@) | len@)]
(Y +Bp)1—gp)| ~ 2(y + Bp)(1 — gp)’
para p=1,2,.... Veja a figura abaixo

w-+-2

{opn (@}’

\ G+B(-8,)

r

; a5,1(2) s a511(2) A
2(y + Bp)(1 — gp)’ 2(y + Bp)(1 — gp)’ (v + Bp)(1 — gp)

0’;2;+1(Z)

c=-—
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Esta relagdo é equivalente a

(y + ﬂp) —Im [{1’1;;%(2)}2] > (y + ﬁp) 9p; (5-3-25)

parap =1,2,.... O lado esquerdo da inequagdo (5.3.25) pode ser identificado como a parte
imagindria de t,(z,w) e, assim, fica estabelecido o seguinte teorema.

Teorema 5.3.1 Se a J-fracdo (5.1.1) satisfaz ds condigdes do Teorema 5.2.2 entdo, para
todo z acima do eizo real, a correspondente t.lf. t,(z,w), p=1,2,..., definida por (5.3.18)
satisfaz

to(2,w) € Wp(2), onde we Wpy(2).

Usaremos este resultado para estudar a imagem da regido do semi-plano W,,,(z) pela
t.1.f. T,(2,w). Primeiro denotaremos esta imagem por K,(z). Podemos ver, de (5.3.19) e do
Teorema 5.3.1 que a regido Kp(2), para p =1,2,..., estd contida na regido K,_,(z). Essas
regides podem ser circulares ou semi-planos. Mas, se K,(z) é uma regido circular para algum
r > 1 (r € IN) entdo, para todo s > 1 (s € IN), as regides K,,,(z) sdo também circulares.

A regido Ky(z) é a imagem de W;(z) pela t.1.f. Ty(2). Como Ty(z) = 1/w, temos
i ‘ < 1
(y+B1)g:1| = 20y +B)g’

KO(Z) — “w + )
que € uma regiao circular se g; > 0.

Assim, se no Teorema 5.2.2 for possivel escolher g, maior do que zero, entdo todas as
regides Kp(z) sdo circulares.

Podemos resumir os resultados obtidos no seguinte teorema.

Teorema 5.3.2 Se a J-fragdo (5.1.1) satisfaz ds condigdes do Teorema 5.2.2 entdo, para a
t.Lf. Ta(z,w) dada em (5.3.19), a imagem K,(z) da regiGo do semi-plano Wy,(2) satisfaz
Ko(2) 2 Ki(2) 2 Ka(2) 2 ...,

para todo z com parte imagindria positiva. Em particular, se é possivel escolher g, no
Teorema 5.2.2 sendo ndo nulo, entdo K,(z), n =0,1,..., sGo regides circulares.

Por exemplo, para a j-frag&'io real regular (5.1.2), g pode ser tomado como qualquer valor
em [0,1) e escolhemos g; = 3. Entdo, Ky(2) € a regido circular

lw+i/y| <1/y. (5.3.26)

O ponto oo estd na fronteira da regido Wp41(z). Assim, a n-ésima convergente Tp(2,00)
da J-fragdo deve estar na fronteira de K,(z). Consequentemente,

Po(2)/Qn(2)| <1 B1)g1)
mip o <o (6320

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



5.4 Caso limite pontual

Se para algum valor particular de z para o qual ¥y > 0, a sequéncia de regides circulares
K, (z) converge, podemos dizer que a J-fracdo satisfaz ao caso limite pontual para este z.
Contudo, se a sequéncia converge para um circulo, dizemos que a fragdo continua converge
para um limite circular. No caso limite pontual, as convergentes da fragdo também convergem
para este ponto. Por outro lado, no caso limite circular, a n-ésima convergente da fracao
que esta na fronteira de K,(z) ndo converge para um tnico ponto nesta fronteira do limite
circular. Para sabermos quais dos dois casos ocorre, limite circular ou limite pontual, exige-se
algum conhecimento sobre o raio de K,(z). Denotamos este raio por r,(z).

Usando (5.3.21), a t.L.f. T},(2,w) pode ser dada em termos de P,(z) e @,(z) como segue:

an(z) = {an+1 (Z)}2P _l(z)
wQn(2) — {an+1 (z)}2 Qn-1(2) ’ (5.4.28)

paran = 1,2,... . Por conveniéncia, definimos duas novas sequéncias de fungdes {X,(z)} e
{Ya(2)} por

Ta(ziw) =

Py(2)
az(2)as(z) ... ans+1(2)’
Q@n(2)
az(2)az(z) ... ans1(2)
paran = 1,2,..., onde Xo(z) = —1, Yp(2) = 0, X1(2) = 0 e Y1(2) = 1. Entéo, de (5.4.28)

paran =1,2,..., segue que

Xn+1(2) (5.4.29)

Yn+1(z)

WX541(2) = ang1(2) Xn(2)
an+1(z) == an+1(z)Yn(z) .

Usando as relagdes de trés termos (5.3.23) para P,(2) e Qn(2), verificamos que

—0p(2) Xn_1(2) + (2 + b3) X1 (2) — @p41(2) Xn41(2) =0
@ (5.4.31)

—n(2)Yn-1(2) + (2 + b) Ya(2) — an41(2)Ynsa(2) =0,

paran=1,2,..., onde a,(2) = 1.

To(z,w) = (5.4.30)

Além disso, para n =1,2,..., com essas equagoes, temos
1

an+1(2)

Xn+1(2)Ya(2) — Xn(2)Yas1(2) = (5.4.32)
(Z + bn+1)
{@n41(2)an42(2)}

Agora, como K, (z) é a imagem do semi-plano W,,,,(2) pela t.L.f. T,(z,w), de (5.4.30)
temos que o centro de K,(z) é a imagem do ponto

w§¥ (2) = 2i(y + Bas1)n+1 + Gns1(2)Va(2)/Yuia (2).

Xn2(2)Ya(z) — Xn(2)Yas2(2) = (5.4.33)

62
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Isto segue imediatamente do fato que t.I.f. transforma pontos simétricos em pontos
simétricos.

Desde que Ty(z,00) estd na fronteira de K,(z), o raio r,(2) pode ser dado por
ro(z)i= |Tn(z, wi¥) — T,,(z,oo)‘ .

Consequentemente, de (5.4.30) e (5.4.32), encontramos que

Tn](.z) =2 ‘(y + Brt1)9n+1 | Yat1(2)|> = Im {anﬂ(z)Yn(z)}_’nH(z)}‘ {

Usando (5.4.31), a equagdo acima pode ser dada por

1 n+l

o) = |2 @A) @I

T i?:l Qi1 {Yr+1(z)}_’;-(z) + Yi(2)Yr 1 (z)}
= (Y + Ba+1)(1 = gn+1) Yot (Z)|2| :

Podemos mostrar, também, que

1 n+1
/ = /
i 2 2 [+ 821 - 0V (2

3 (5.4.34)
— Y+ Br) 201 Y1 ()] — a1y + B1) Vi(2).

Consideremos, agora, a J-fracio real e positiva definida da forma (5.1.2). Para esta J-fragio

todos os coeficientes gy, sdo iguais a zero e todos os coeficientes gor4, sdo iguais a I3 .

Assim, o correspondente 7, (2) satisfaz

1/y
2r9n(2)

= W)+ 3 {War(2) = i Yo 2
+(1-8.,) |Y2r+l(z)|2} .

Em vista disso, segue o seguinte teorema.

Teorema 5.4.1 Para a J-fragio real e positiva definida da forma (5.1.2) o caso limite pon-
tual é verdadeiro para todo z tal que Im(z) > 0 se, e somente se, uma ou ambas as séries

oo

S =11) [Yarna(2) (5.4.35)

r=1

o0

3 [Yar(2) — bars1 Yarsa (2) (5.4.36)

r=1

divergem.
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Usando (5.4.33), para a J-fracio real (5.1.2) obtemos que

z2+ by

{Xor41(2)Yor-1(2) — Xor-1(2)Yor11(2)} = :
larlor 412

(5.4.37)

para r = 1,2,.... Assim, multiplicando-a por (1 — 2 _,)"/?(1 — {2 _,,)"/?, somando para
r=2,3,...,n e aplicando a desigualdade de Schwarz, obtemos

z+ by
1-5_)"01-8..,)" -
2 £2r£2r+1z

<2 {i (1 = lyrp1) [ Xaran (z)|2}1;2 {g 11— [Y2r+1(z)|2}1f2-

r=1

Agora, supondo que a soma da esquerda diverge, entdo o lado direito também diverge.
Assim, pelo menos uma dessas séries deve ser divergente. Usando o resultado (5.3.27), com
o fato de g, ser maior que zero, notamos que a primeira das séries do lado direito diverge.
Entdo, a outra também diverge. Assim, encontramos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.2 Uma condicdo suficiente para a J-fracdo positiva definida e real da forma
(5.1.2) satisfazer o caso limite pontual para algum z onde Im(z) > 0, € que

= 1+ by /2
|-, - 3§r+1)1’!2ﬁ1 = o0. (5.4.38)
r=2 T

Consideremos, agora, a série (5.4.36). Se aplicarmos a relagdo de trés termos (5.4.31) a ela
encontramos a série equivalente

00

1/2* 3~ |larYar—1(2) — bor Yar (2)[*.

r=1

Supondo que by, = 0 para r = 1,2, ... uma condig¢do suficiente para o caso limite pontual é

3 B |Yar1(2)] = o0.
r=1

Assim, usando a férmula (5.4.37) e a desigualdade de Schwarz, encontramos o seguinte
resultado.

Teorema 5.4.3 Uma condi¢do suficiente para a J-fracdo positiva definida, real e da forma
(5.1.2), com by, = 0, satisfazer o caso limite pontual para todo valor de z cuja Im(2) >0, é
que

00
Z |I2r+2/12r+1| = 00. (5439)
r=1




5.5 Limite circular

Restringindo z ao eixo imagindrio do semi-plano positivo, isto é, z = iy, y > 0, podemos
definir uma nova sequéncia de t.Lf., S,(y,w), por

Sn [1, = {en1 (@)} /()| = Tu(iy, w), (5.5.40)
paran =1,2,.... Assim, para as regioes V;(y), n = 1,2,..., dadas por

Va(y) = — {an+1(%)} / {yWas1(iv)}, (5.5.41)

onde W, 41(z) s@o as regides dadas por (5.3.24), temos

K (iy) = T {iy, Was1 (i)} = Sn {y, Va(¥)} . (5.5.42)

Para a J-fragio positiva definida, real e regular (5.1.2), de (5.3.24) e (5.5.41), relembrando
que gon =0, gont1 = I3, <1, paran =1,2,..., segue que

Van-1(y) =V = {w : Im(w) > 0}
(5.5.43)
Van(y) = V5 = {w : [w+3i| < 3}

paran =1,2,.... Essas regides V" e V' sdo chamadas regides duplas e foram estudadas por
Jones e Thron em [5], dentre outros. Agora, para os valores de y > 0, definimos uma outra
sequéncia de t.1.f. H,(w) por

Hgn_l (w) = SQn—l (y, (4] (w)) e Hzn (w) = Sgn (y, ‘Ug(‘w)) 3 (5.5.44)

paran =1,2,..., onde

nw)=@=-)/w-1) e vw)=;w-i

sdo t.l.f. que transformam o circulo unitario U em V{* e V', respectivamente.
As relagdes entre T}, (iy, w) e H,(w) sdo dadas por

Hon—1(w) = Ton-i [iy, =13,/ {yv1(w)}]
(5.5.45)

H?n(w) =T [iy,l§ﬂ+1y/v2(w)] )

paran = 1,2,.... Além disso, para a J-fracdo (5.1.2), das relages acima e do Teorema 5.3.2,
segue que
K,(iy) = H,(U) e Koy(iy) 2 H;(U) 2 H,(U) 2...,

onde Kj(iy) é a regido circular dada em (5.3.26). Sabemos que toda sequéncia de t.lLf.
{H,(iy)} satisfazendo & relagdo acima pode ser escrita como (veja por exemplo, [6])

Ho(w) =Cy+ Ro {(w+F,) / (wF, +1)}, (5.5.46)
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paran = 1,2,...,onde |F;| = fp <1le |Ch—Cn| < Tm — 7 para m < n. Aqui, C, é 0
centro de H,(U) e 7, = |Ry| é o raio de H,(U). Para o caso limite circular ocorrer para
algum 2z = ¢y particular, o raio r, de H,(U) deve satisfazer

™m—r>0, n— oo

Se
T™n — 0, n— o0,

entdo dizemos que satisfaz ao caso limite pontual. Quando este 1iltimo é satisfeito, o limite
da sequéncia {H,(i) = T, (iy,00)} coincide com este ponto. J4 a convergéncia para o caso
limite circular nao é obvia.

Para investigarmos as possibilidades do caso limite circular, primeiramente daremos algu-
mas equagdes que podem ser obtidas de (5.3.18), (5.3.19) e (5.5.45).

H2n+l(7n) = HQn(OO):
Hjp,(00) Hon_1(3),
Honi1(i) = Hay ('Y;:):
Hon(An) = Hop-1(—1),
Hyni1(—1) = Haal(3),
Hyy, (7') = Hzn (’\:r;) )

para todo n = 1,2,..., onde 7y, V,, An € A, sdo dados por

2'9' 7; & (23%“'_'_1 -— 1) + ?:62“+1/y
bonsr’ " i+ bont1/y

'}(n=—z+

(5.5.48)
2ban v (P =12)i+ bany

An=_'2.l'— 3 n

y — (y2+13,) — ibany

Usando as duas primeiras equagoes de (5.5.47) juntamente com (5.5.46) temos, para
n=12..., que
Cont+1 + Ront105n41 = Con—1 + Ron_102n-1,

onde

1+ F‘zn_l ; Tn + F2n+l

= - N fuliciant 1Y 5.5.49
tFon_1 +1 L YnFont1 +1 ( )

dan-1

Reagrupando os termos e tomando o valor absoluto em ambos os lados, paran =1,2,.. .,
teremos que

Ton+1 J5;n+1| < |Con-1 — Cony1| + Ton—1 [02n—1] -

Aqui, usando o fato de que |dg,—1| = 1 € |Con_1 — Cony1| < Ton—1 — Tont1, Para n =
1,2,..., obtemos

Ton+1 < 2 :
Ton-1 ~ 1+ |f§’2,,+1‘
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Podemos reescrever esta inequacao da seguinte forma

Ton+1 <1— |‘5’2n+1| =1
Ton-1 ~ |6;n+1\ +1

Entdo, para o caso limite circular, obtemos (veja [6]) que

'
> 62n+1| =

T

n=1 |6,2n+1‘ + 1

< 00,

onde |<5;,, +1| é limitado superiormente. Isto traz a condigdo de que |5’2n+1| — 1.

Assim, podemos concluir os seguintes resultados.

Lema 5.5.1 Se |by, 41| sdo limitados superiormente entdo, no caso limite circular, temos

o0

Z (1 = f2n+l) < 00.

n=1
Lema 5.5.2 No caso limite circular sempre vale

i(l—fm)<00.

n=1

Agora, desde que a t.1.f. H,(w) pode ser dada por
Hy(w) = Cn + RoFy + Ro(1 = £7)/(Fo + 1/w) (5.5.51)

para n = 1,2,.... Entdo, sob as condigoes do Lema 5.5.1 e do Lema 5.5.2, segue que se
F, /ie {R,;F',,} é uma sequéncia convergente, entdo {H,(i)} é também uma sequéncia
convergente. Isto significa que a fragdo continua converge para este valor particular de z.
Substituindo (5.5.51) nas duas primeiras equagoes de (5.5.47) temos

(1_f22n+1) +Rn(1_f22n)

F2n+1 + 1/’}’,; 2 F?n g

il 1 1-— 2 3§ o 2 2
RonFon — Ron—1Fon—1 = Cop—1 — Cop — Rzn,M ot Rzn—lw,
an an._l —1
para n = 1,2,.... Somando as equagGes acima e usando os resultados do Lema 5.5.1 e do
Lema 5.5.2, mostramos que {R,,F,,} é uma sequéncia de Cauchy desde que Fp,_; - 1.

Com isso estabelecemos o seguinte resultado.

R2n+1F2n+1 — RQnF2n = C2n = C2n+1 = R2n+l

Lema 5.5.3 Se |bon41| sdo limitados superiormente entdo, no caso limite circular, |F,| =
fn — 1. Se, além disso, F, /-1, entdo {H,(i)} é uma sequéncia convergente.

67




Vamos encontrar condicoes para que F, —/~ 4. Primeiramente, vamos analisamos a
segunda, quarta e sexta equagoes de (5.5.47). Concluimos que

1S S
Ro.._ St
{ Fo }+ ml{F2n—1"i ’
= 1—f3_1}
—— = N R —"_ 3
n} 2"1{F2n—1+7'

——=m 5 Ron 1 = fanos
‘ "\ Fan1 + 1A
para n = 1,2,..., onde I, = RpnFo, — Ron_1Fon_y + Cop — Cyy_y. Notemos que |I],
n =1,2,..., sdo limitados superiormente. Além disso, desde que |F,| < f, < 1, todas as

relagoes acima estdo bem definidas. Assim, substituindo uma equac¢io na outra e tomando
0 quociente, temos que

(1/0) {Fan —i} _ 2i{Fon1+1/X,}
(2 + I/An)Fgu = (% = I/A'n) {Fgﬂ_l == ?-}’

Analogamente, usando a primeira, terceira e quinta equacées de (5.5.47), obtemos

=152

(i = 1/%) {Fanss — i} _ i{Fn + 1/}
21 {F2n+l Ry 1/711} (1 i 1/7;)F2n ,

n=12,.... (5.5.53)

De (5.5.48), temos que |1/,\;| > 1 e ainda, |1//\;,| — 1 se, e somente se, um dos dois casos

112, —0 e by/l2 — 0,

1/13,1 —> 00 efou by, /I3, — oo,

for satisfeito. Nesses casos, 1/\, — +i e —i respectivamente. Além disso, notemos que
|1/An] < 1 e a igualdade é vélida se, e somente se, bo, = 0. Quando isso ocorre, 1/), = i.
Com isso, para M, e > 0 se tomarmos |by,| < M e l2, > ¢, n=1,2,..., teremos 1/\, —/+—i.
Consequentemente, de (5.5.52) segue que Fy,_; —/> i.

Aqui, os valores de [2, podem ser limitados ou ilimitados. Se forem limitados superiormen-
te, entdo [1 /)\;,| > 1+¢€, para algum €; > 0 e, assim, de (5.5.52) encontramos que Fa, — i.
Contudo, se I2, é ilimitado, isto é, [2, — oo, entdo 1 /)‘;: — -+i. Mas, observamos que se

_ B+ 1/ 2
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entdo Fy, —/ i. Como Fy,_, e 1/)., estdo dentro e fora do circulo unitério, respectivamente,
uma. condigao suficiente para que g, -/~ 0 é que a distancia de 1/ /\;, ao circulo unitério, que
denotaremos por k,, satisfaca

kn/ i = 1/X,| 20, 3, — oo.

De (5.5.48) encontramos que
412 y*
(v2 — 13,)? + b3,

kn(2 + kn) = |1/,\;\2 —1=

. e (y2+b§n) 2
=)= Gl

Assim,
kn 23,9/ (2 + kn)

. =t [] — ]_ 2 )

=101 {0 - Ba)? + ) (42 + B3) 2
cujo limite é igual a zero quando 12, — oo, desde que |by,| sdo limitados superiormente.
Esses resultados nos levam a seguinte conclusao

Lema 5.5.4 Se a J-fragio da forma (5.1.2) satisfaz ao caso limite circular para algum 2z tal
que z = 1y, y > 0, entdo, para a correspondente t.l.f. H,(w) definida em (5.5.45), temos que
F, — 1, desde que ezistam €, M > 0, tais que |by| < M el3, > € paran =1,2,..., mesmo
quando |F,| — 1.

5.6 Convergéncia uniforme da J-fracio

Vemos, do Lema 5.5.3, que, sob as condigdes do Lema 5.5.4, a J-fragio (5.1.2) converge
para algum valor de z tal que z = iy, y > 0. Além disso, como T,(z,o0) € Ky(z), é evidente
que as convergentes desta fracdo sdo uniformemente limitadas em todo dominio fechado
finito contido no semi-plano Im(z) > 0. Se |b,| < M < oo el >e>0paran=1,2,...,
aplicando o Teorema, de Stieltjes-Vitali, a J-fragdo (5.1.2) converge uniformemente, em toda
regiao fechada e limitada, para uma fungao analitica nesta regiao.

Se considerarmos a sequéncia {F,(z)}, que sdo as convergentes da J-fragdo (5.1.2), entdo,
desde que todos os zeros dos denominadores @, (z) de Fy(z) estdo fora da regido

S={z: Im(z) > 0},

segue que Fy(z) é analitica em S. Desde que g, pode ser escolhido como ndo nulo, temos
de (5.3.27) que F,(2) é uniformemente limitada em todo dominio fechado finito de S. Além
disso, se { F5,(z)} converge para um conjunto infinito de pontos com pelo menos um ponto em
S, temos a convergéncia uniforme de toda fragdo continua em todo dominio fechado finito
contido em S. Escolhemos um conjunto infinito de pontosem {z : z=1y,0<e <y < M}.
Entdo, esses pontos estdo em S e, sob as condi¢des dos Teoremas 5.4.2 e 5.4.3, para esses
valores de z {F,(z)} também converge. Assim, do Corolério 5.2.2.2, obtemos
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Teorema 5.6.1 Seja a J-fragdo (5.1.2) satisfazendo & condigdo
baii<l, ‘pare. n=12,.. ..
Entdo, esta fragdo continua converge uniformemente, em toda regiGo limitada do plano

Im(z) > 0, para uma fungdo analitica neste plano, se pelo menos uma das sequintes con-
digdes € satisfeita.

5[ = ) V(L = ) V2 )| = o0,

> | = Bro) A1 = B ) 2ar  (larlar41)| = o0,
r=2

b2n=0: ﬂ=1,2,... Z|I2r/l2r—ll=ooa

Bl =M, elr>e n=1,2,...

Como as condiges de convergéncia do teorema acima ndo dependem do sinal de b,, este
teorema também é valido em regides do semi-plano Im(z) < 0.
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Teorema 5.6.1 Seja a J-fragdo (5.1.2) satisfazendo & condigdo
Gai<liWpera in=1,2,....

Entao, esta fragao continua converge uniformemente, em toda regidgo limitada do plano
Im(z) > 0, para uma fungdo analitica neste plano, se pelo menos uma das seguintes con-
digdes é satisfeita.

5 |1 = B V20 = Br)'/ Cachesn)] = o0,

r=2

> ](1 -G 21 - ggs--4-1)1'4r2'5’2r/(l2rl2r+l)| =00,

o0

Z |£2r/£2r—1| = 00,

r=2

|| <M. le Bi>Te S in=1,2 5.

Como as condicoes de convergéncia do teorema acima ndo dependem do sinal de b, este
teorema também é vilido em regides do semi-plano I'm(z) < 0.

5.7 Consideracgoes finais

Nas segoes 5.5 e 5.6 apresentamos alguns resultados com o objetivo de obtermos infor-
magoes sobre a convergéncia da J-fragdo quando ocorre o caso limite circular. Nao temos
conhecimento de outro trabalho que apresente as idéias por nds utilizadas nestas secoes.

Preocupamo-nos em organizar os dados histéricos sobre convergéncia de fragdes continuas
de uma maneira cronoldgica e didatica. Desta forma esperamos que este trabalho possa ser
utilizado como referéncia aos interessados em estudar o assunto.
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