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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um levantamento dos principais resultados
sobre convergência de frações contínuas. Dentre estes resultados nos aprofunda­
mos nos estudos relacionados ao famoso Teorema da Parábola. Além disso, por
tratar­se de uma extensão do Teorema da Parábola, estudamos as condições de
convergência para uma fração contínua definida positiva particular chamada de
J­fração, que está intimamente relacionada aos polinômios similares.
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A bstract

The objective of this dissertation is to consider a survey of the main contribution
on the convergence of continued fractions. Among the many interesting results
considered in this survey, more empbhasis is given on the results associated with
the so called Parabola Theorem. This result is considered by many as the most
important criteria for convergence of continued fractions. In the final section of
this dissertation we also consider the convergence behavior of certain continued
fraction which are associated with a positive definiteness property. This property
can be considered as an extension of the criteria given by the Parabola Theorem.
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Capítulo 1

Introdução

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre convergência de frações contínuas. À
motivação para a sua realização veio dos estudos sobre polinômios ortogonais e similares e
suas relações com certas frações contínuas que fizemos durante nossos estágios de Iniciação
Científica. Historicamente, os estudos de polinômios ortogonais e similares e suas aplicações
foram altamente beneficiados pelos resultados já conhecidos sobre frações contínuas. Por
exemplo, Gauss em 1814 usou resultados conhecidos sobre uma fração contínua associada

1

à função f(x) = / (x — 1) 'dt para obter a fórmula de quadratura de Gauss­Legendre.
—l

Inspirado por esse resultado, Jacobi dá o primeiro passo para o estudo que deu origem ao
conceito de “ortogonalidade” e, especialmente, de “polinômios ortogonais”.

Para definirmos uma sequência de polinômios ortogonais, consideremos (xr) uma função
real, limitada, não decrescente, com infinitos pontos de aumento no intervalo (c, d),

d

—coo < c <d < co. Quando os momentos ut = / x1dé(r), r = O,1,..., existem, dé(x)
c

pode ser chamada uma distribuição (medida positiva) em (c, d).

Dadas uma distribuição dé(r) em (c,d) e 1o8(0))
grau n, se

[º.)

n9 Uma sequência de polinômios de

fPQ (1)dg(1)=0, O<s<n­l, (1.0.1)

então (Q$(x))X%, é chamada uma sequência de polinômios ortogonais com relação à distri­
buição dé(r) sobre o intervalo (c, d).

O estudo desses polinômios tem sido assunto de pesquisa extremamente importante. Co­
mo algumas aplicações desses polinômios citamos: quadraturas numéricas, aproximações de
Padé, aproximações por splines, aproximações que preservam momentos, métodos de rela­
xação em Álgebra Linear, processo de “birth and death” em Estatística e teoria de códigos.

Na forma mônica, esses polinômios satisfazem à relação de recorrência de três termos

Qu (x) = (1 — Bi11)QÉ(1) = atu Q&1(0), n=1,2..., (1.0.2)

onde Q$(x) = 1, Qf(x) = x — Bt, BP E Read, >0,paran=1,2,....

1
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Quando falamos de polinômios similares aos ortogonais, nos referimos à sequência de po­
linômios (BY(t))&,, onde BY(t), de grau n, é definido por

f tr BIANCO =0, O<s<n­1 (1.0.3)

Aqui, dv(t) é uma distribuição forte no intervalo (a, b) & (0,00). Qualquer distribuição em
(a, b), cujos momentos 4º, = f t"dy(t) existem para todo m Ee Z, é chamada de distri­
buição forte.

É conhecido que os polinômios B*(t), na sua forma mônica, satisfazem à relação de re­
corrência

BL(t) = (t — 82,) BÍ() — dutBL1(t), n=1,2,..., (1.0.4)
onde B$(t) = 1, BI(t) =t — Br e Be, ab, para n =1,2,... são positivos.

Algumas aplicações que surgem do estudo desses polinômios são as fórmulas de quadra­
tura interpolatórias baseadas nos zeros de BY(t) e nos zeros de combinações lineares des­
ses polinômios quando a distribuição forte satisfaz às propriedades dy(t) = —dwv(ab/t) ou
dip(t)/Vt = —dp(ab/t)//abft.

Dada uma distribuição forte dy (t) definida em um intervalo (a, b) a restrição (a, b) € (0,00)
é importante para garantir a existência dos polinômios BY(t), n=1,2,.... Precisamente, a
existência dos polinômios BY(t), n = 1,2,..., depende do fato dos determinantes de Hankel,
definidos por

vHr nt e.. Mina
v v

HOP = Fel VE+2 o Vk+n
ubina Mbim e. NÉ zone

serem diferentes de zero para k = —n,­n+len=1,2,... Isso é garantido quando
(a, b) € (0,00).

Uma sequência FADO): de polinômios mônicos, cuja existência depende de menos res­
trições, é definida por

b
Rf 1nftori(gdaá(t=0, O<s<n­l. (1.0.5)

Esses polinômios satisfazem ao par de relações de recorrência

Van(t) == (t = Pan) Von­ 1 (t)­ an Van2(), . (1.0.6)Van+1(8)= [(1+ GB4)t— Bina) VA(O — Anita(8),
para n = 1,2,..., onde VY(t) =1, V*(t) =t— BY e Bu, àta, para n = 1,2,..., são positivos.

Uma fração contínua é uma expressão da forma
a:

a?

ba +

bo + (1.0.7)
bh + az

b3 + "a

AAA
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onde fan)ks, e (bn)n, São sequências de números complexos ou funções (simples) comple­
xas. Uma fração contínua pode ser denotada das seguintes formas

bo+K(&ou 1) +Ã (=) .a 31,42 2 DOESo p+ba+bat+o..
Frações contínuas estão intimamente ligadas às relações de recorrência de três termos. No

caso da relação de recorrência (1.0.2) sabe­se que a fração contínua

nú o o o
2z— Bl­z— BS­z— BS — Boo

conhecida por J­fração, se convergir (certamente quando —oo < c < d < co), converge para
d 1a função f 7 té(s). A convergência é uniforme em qualquer região limitada e fechada

c Z—

em TN [c,d], onde 7 é o plano complexo estendido.
Da mesma forma, a fração contínua

ut dz oz aoíz
Hz— Bl­z— Ba­z— Bica Boo

construida a partir da relação de recorrência (1.0.4), se convergir, converge para a função

(1.0.8)

b 1f Tot), O<a<b<co Esta convergência é uniforme em qualquer região limitada e
a Z=

fechada de TV (a, b]. A fração contínua (1.0.8) é chamada de M­fração ou T­fração.

No Capítulo 5, apresentamos um estudo da convergência de uma extensão das J­frações,
denotadas por J­fração, ou seja, fizemos um estudo sobre as frações contínuas

né &$ 2º âX àÉ 2?
z— Blz B­(1+68)a— Biz BI­(1+68)a— Bs

que surgem da relação de recorrência (1.0.6) e que, se convergirem (certamente quando —oco <
b

(1.0.9)

a < b < oo), convergem para a mesma função " tt). Novamente, a convergência éa ZD—

uniforme em qualquer região limitada e fechada em TN a, bl.
Como pode ser visto nos capítulos 2 e 3, o estudo da convergência de frações contínuas

a 3 an

bai+batbat+  +bn+too.?
envolve, em geral, o estudo das transformações lineares fracionais ou transformações de
Moebius. Em termos de aplicação, nas transformações lineares fracionais temos a interessante
propriedade: a imagem de uma região circular é uma região circular.

bo +

O estudo da convergência de frações contínuas revela toda a beleza que as tranformações
lineares fracionais têm a oferecer. Neste trabalho, consideramos as transformações lineares
fracionais

an

bn + w'
So(w) = so(uw), Sn(w) = Sn­1(sn(1)),

so(w) = bo + w, sn(w) =
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para n = 1,2,.... Vemos facilmente, e isso será mostrado no Capítulo 2, que

Sn (w)= bo + —a az Og An

bi+ba+ba+  +bi+w

Demonstramos, também, que

An + wAno
Sn(w) = B, + wB To

onde À, e Br, para n=1,2,..., satisfazem às relações de recorrência

An = br An­1 + anAn­o,
n=1,2,­­­

Br = bn Bn­1 + an Bn—­2,
onde A.1 =1, B.; =0, Ag =bo e By =1. Dizemos que

An =hp4+2a da Az dnSn(0) = —2
:n(0) Br bi+bat+ba+' +bh

é a n­ésima convergente da fração contínua (1.0.7).

No decorrer dessa dissertação, analisamos dois tipos de convergência. O primeiro trata
da convergência da sequência (S,(0))Ô. Dizemos que a fração contínua tem convergência
clássica quando a sequência fr, = Sn (0) converge para um valor f. No caso da convergência
clássica, é possível achar condições em termos de far), (bn) e de uma sequência de regiões
(conjuntos) 1V,), com 0 € V,,

.

sn(Va) = 72 E Van, n=1,2...,bn
tais que

81 (11) 2 S:(Va9) 2... S1 (Va) 2 Sn (Vn) 2... (1.0.10)

A sequência de conjuntos (V,) é chamada de sequência de conjuntos de valores.

Quando as regiões Sr, (Vn), para n = 1,2,..., são circulares elas convergem para um círculo
ou para um ponto. Quando convergirem para um ponto, dizemos que ocorre o caso limi­
te pontual. Nesse caso, podemos dizer que a sequência de convergentes (S,(0)) também
converge para esse limite. Quando as regiões Sn(Vn), para n = 1,2,..., convergem para
um círculo, dizemos que ocorre o caso limite circular. Nesse caso, a fração contínua ainda
pode ser considerada convergente se, por exemplo, a sequência (S, (0)) convergir para um
ponto no limite circular. É importante observarmos também que quando ocorre o caso limite
pontual, podemos calcular um limitante para o erro de truncamento da n­ésima convergente
através do raio R,, de Sn(Vn). No Capítulo 4, calculamos um erro de truncamento para a
fração contínua do tipo K/$º,(%) onde, para todo n, os coeficientes an pertencem à região
parabólica

Pa = fa € T: |a| ­ Re (ae io) < e cos? a) :
4
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Essa região P, é considerada a melhor região de valores conhecida e o Teorema da Parábola
é tido por muitos autores como o melhor critério de convergência para frações contínuas do
tipo K%,(*%). Por se tratar de um critério tão importante, fizemos, também no Capítulo 4,
um levantamento das suas principais demonstrações.

Dentre as muitas formas de se estender o Teorema da Parábola, apresentamos, no Capítulo
5 uma extensão desse resultado usando a teoria de frações contínuas definidas positivas para
a J­fração (1.0.9). Buscamos condições sobre os coeficientes A e By da fração contínua
(1.0.9) para que ocorra o caso limite pontual. Aqui também tratamos de um segundo tipo
de convergência que chamamos convergência generalizada. Quando falamos de convergência
generalizada, estamos tratando da convergência das sequências (Sr(wn)). Se a sequência
(wn) for tomada como o valor aproximado da fração contínua

An+1 Ano Cnç3a Ont+a
.... 1.0.11

bn+1 + bn+2 +bn+3+bnia+ ( )

chamada a n­ésima cauda (resto de ordem n) de (1.0.7), a convergência da fração contínua
(1.0.7) será acelerada visto que quando tomamos a sequência (S,(0)) estamos substituindo
a n­ésima cauda (1.0.11) por zero, o que nem sempre é o ideal.
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Capítulo 2

Resultados preliminares

Neste capítulo, apresentamos definições e resultados básicos que serão necessários ao
desenvolvimento e melhor compreensão deste trabalho.

2.1. Transformações lineares fracionais

Uma transformação linear fracional (t.1.f.) é definida por

 atecwt(w) = b + dw”*
onde ad— bc £ O. Essas transformações também são chamadas de transformações de Moebius
ou, ainda, transformações bilineares (veja [1] ou [2]).

Dentre suas propriedades, podemos citar

. t(w) é uma transformação bionívoca do plano complexo estendido (T = TU co) nele
mesmo.

. Sua inversa também é uma transformação linear fracional.

. À composição de transformações lineares fracionais é uma transformação linear fraci­
onal.

. A imagem de um círculo generalizado é um círculo generalizado. Por círculo gene­
ralizado no plano complexo estendido entende­se qualquer curva que seja círculo ou
reta.

. Se w1, W2, Ww3 € W, São quatro pontos distintos em 7 e se t é uma transformação linear
fracional, então

(um — w2)(w3 wa) — (tw) t(w2))(t(ws)— t(w))
(wi — w3)(wa wa) (tw) t(w3))(t(w2)— t(w))
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6. As imagens de pontos simétricos são simétricas.

Veremos, agora, que existe uma correspondência bionívoca entre o plano complexo esten­
dido e a esfera de Riemann S = x? + r$ +x3=1. Para cada ponto do plano, atribuimos
um ponto correspondente na esfera de Riemann. Dizemos que NV = (0,0,1) é o polo norte
da esfera. O ponto Z da esfera S que corresponde a z = x + iy € Té o segundo ponto da
interseção de S com a linha que passa através de (r,y,0) e através do polo norte N de S. As
coordenadas de Z são dadas por

— 2Z+7Z
CO zE+1

12 = ilz —Z)
z2+1

 zE—­1l
o zE+1

Ao polo norte da esfera é associado o ponto co. Veja a figura abaixo:

T1

,

13

Definição 2.1.1 A distância cordal, ou métrica cordal, entre dois pontos w ez em T é
definida por

2=|d(w, 2)= ;(2) /1+ fu /1 + 2]? (2.1.1)

sew e z são finitos, e
2

V1+ fo?

A distância d(w, z) representa o comprimento da corda entre as imagens de w e z na esfera
de Riemann.

d(w, oco) =
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Dizemos que uma curva em (7 é um círculo generalizado se, e somente se, a imagem desta
curva sobre a esfera de Riemann é um círculo. Um círculo generalizado representa uma reta
se, e somente se, sua imagem em S é um círculo que passa por (0,0,1). Maiores informações
a respeito da esfera de Riemann e t.f.l. podem ser encontradas, por exemplo, em [2].

2.2 Frações contínuas

Uma fração contínua é uma expressão da forma
az

az
as

onde fanka, e (ôntno São sequências de números complexos ou funções complexas simples
com ar £ O. Uma fração contínua pode, também ser denotada das seguintes formas

a a
22 9DATA...

bo +K (=).n=1l bn

bo +
b1 +

ba +

2.2.1. Considerações históricas

Na introdução histórica de [6], Jones e Thron citam que o primeiro uso conhecido de
fração contínua foi a expressão

4 4
3+2646

dada por R. Bombelli em 1572 para a aproximação de y13 que se trata de um caso especial
da fórmula

Va? +
Ai mA

(2.2.2)

Em 1613, P.Cataldi considerou um segundo caso particular de (2.2.2)
222

VlI8=4+— — —+ 8+8+8'
que foi abreviada por ele da seguinte forma

2, 2,2

Em 1625, D. Schwenter e C. Huygens consideraram frações contínuas da forma b1f +
K$º (5), onde br são inteiros positivos. Schweter determinou

17 11111
233 1+3+6+4+2

8
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e Huygens encontrou
7T7T7TOB431 =
2640858

111
+5+144'

1
2 29+

7

11

2+2+

A primeira expansão em termos de frações contínuas infinitas foi dada por Lord W. Brounc­
ker por volta de 1659. Acredita­se que, inspirado na identidade

4 3­3­:5­5­7­7­
T 92.4.:4­.6­8.­8...

dada por Wallis em 1655, descreveu, sem provar, que

a =1+E(22),T n=1l 2

2.2.2 Definição, notações e principais propriedades

Apresentaremos, agora, uma definição de frações contínuas adotada em [11, pp. 7], envol­
vendo tranformações lineares fracionais, atribuida a Henrici e Pfluger, e que será usada ao
longo deste trabalho.

Definição 2.2.1 Uma fração contínua é um par ordenado

((Tan), (bn)); (fn)) (2.2.3)

onde fankn­, E (bnki2,o São sequências de números complexos ou ainda funções compleras
simples com a, £ 0 e (fn) é uma sequência em T dada por

fa=Sn(0), n=0,1,2..., (2.2.4)

onde Sr (w), para n =1,2,..., são transformações lineares fracionais definidas por

Sn(w) = Sn1 (sn(%)) ! 2.2.5nn a (22.5)

so(w) = bo + vw.

De (2.2.5) podemos denotar S,(w) por

Sn(w) = s9os810o...
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Os números a, e br, são chamados, respectivamente, n­ésimos numeradores e denominado­
res parciais. Esses números também podem ser chamados de elementos da fração contínua.
O valor

a,
a2fa = Sn(0) = bo + (2.2.7)

bb; + as

:
a

br
é chamado de n­ésima convergente ou aproximante da fração contínua. Podemos usar as
seguintes notações

ba +

fi=h+2 as an
n= O bi+bat...+ (2.2.8)

Correspondente a cada fração contínua by + Ke (E) existem sequências de números ou
funções complexas (Ar) e [Br) definidas por

EG ER 0 es
An — An) An­2 !

—| & en] E [+a | S2], n=1,2.... (2.2.10)

Os números Ar e Br são chamados de n­ésimo numerador e denominador de by + K;yº($),
respectivamente (também são chamados de numerador e denominador canônicos). A de­
monstração do resultado (2.2.10) é feita por indução matemática e pode ser encontrada em
[26, pp. 15]. A importância desses números é mostrada no teorema abaixo.

Teorema 2.2.1 Se An, Br e fn denotam os n­ésimos numerador, denominador e conver­
gente da fração contínua by + KM, (62) respectivamente, e se (Sn) é a sequência de t.Lf.
(2.2.5), então

— An + An­1w
— B,+Biiw

fa = Sn(0) = oo e fna=Sn(00)= An!
n n—l

para n = 0,1,2,... en =1,2,... respectivamente, e

Sn(w) n=0,1,2,..., (2.2.11)

(2.2.12)

AnBn1 = An1Bn=(—1)""TJa%0, n=1,2,.... (2.2.13)
k=1

Demonstração: A igualdade (2.2.11) pode ser mostrada por indução matemática sobre n
usando­se (2.2.10). A partir de (2.2.11), segue que

AÀn
h= Sn(0) = Br e Sn(co) = fon

10
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Usando (2.2.10), temos que

An Bn—1 — An­1Bn = (—1)an (An­1Bn­2 — An­2B, —1) ,
n

Aplicando este resultado sucessivamente, temos An Bn­1 — An­1Bn = (—1)"** Ia.
k=1

Agora, An Bn—1 — An­1Bn É O segue do fato que ar £ O.

Teorema 2.2.2 As sequências [Ankh, E (Bnk2 de números complexos são numera­
dores e denominadores canônicos de alguma fração contínua by + Ke (2) se, e somente
se,

!

para todo n E IN. Se (2.2.14) vale, então ba + K$º,(%2) é unicamente determinada por
bo = Ao, bi = Bi, a = A — Aç9B3;,

an = An bh = falls Bnln2 n>2. (2.2.15)
n—l

Demonstração: Se bo + K2º,($2) é dado, então (2.2.14) já foi demonstrado no teorema
anterior. Se A, e Br satisfazem (2.2.14), então ar e bi, são soluções do sistema de equações
lineares

Ar = an An­2 + brAn­oa,
B, = anBro+brB, —l)

cujo determinante é An—1 £ O. Assim, a solução é dada por (2.2.15) e é única.

Corolário 2.2.2.1 A sequência (fnkn., em T é uma sequência de convergentes para uma
fração contínua bo + K$º,($2) se, e somente se,

fo £oo e fa É fni, paran=1,2,.... (2.2.16)

Demonstração:

(=) Seja bo + KM ,($2). Então, fo =b, É oco e
An Ano Anfo fisToBr Bn1 " Br Bn­1 £O0.

(=) Se f, é dada, definimos A, e B, por Bi =1e An=fn,se fi É oco
e B,=0eAn=1,se f,=co.

Daí, o resultado segue do Teorema 2.2.2.
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2.2.3 Caudas de frações contínuas

Definição 2.2.2 Seja INo = NU (0). Para N E No, a N­ésima cauda de uma fração
contínua ba + K$º,($2) é a fração contínua

o o) CL aNH UNH2 (2.2.17)n=N dr "” bv+1+ bv+2+ e

Analogamente ao que foi feito para a fração contínua bo + K21 (E) para n = O, 1,...
definimos

—AM+ Av
BO TBM

AO) | [ 35 | AD)no | =by PT |+any ne o, n=1,2... (2.2.20)| Bio "| BM "| BO

SIM (w) = SNy41 O SN42O0...O Sv+n(w) (2.2.18)

e ainda,
N+n

j=N+1

Usaremos AIN), BM) e f(N) = SUV)(0) para denotar os n­ésimos numerador, denominador e
convergente da N­ésima cauda, respectivamente.

Teorema 2.2.3 Com a notação introduzida acima, as seguintes igualdades são verdadeiras.

AM =annBSF, N>0, n>O, (2.2.22)

BM) = by BT +aniBº, N>0, n>1 (2.2.23)

N+n

AMD. BIO — AMO BU) = —BUT9 TE (so), N>0, nk>O. (2.2.24)n—

j=N+1

Demonstração: A equação (2.2.22) pode ser demonstrada por indução matemática sobre n
usando (2.2.20).

A igualdade (2.2.23) é trivial para n = l en = 2. Por indução, suponhamos que seja
verdadeira para todo k <n—1. Usando (2.2.20) para BM, a hipótese de indução para
k=n—1l,n— 2 e colocando em evidência os termos by41 e anv412, de (2.2.20), obtemos o
resultado desejado.

Resta mostrar (2.2.24). Para isso, usamos indução matemática sobre &.

12

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



De (2.2.21), temos que (2.2.24) é válido para k = O desde que BJ!" = 1. Para k = 1,
substituimos em (2.2.21) as expressões para AM) e BOM) dadas em (2.2.20) e obtemos a
igualdade

Pe MN " "AMB — APLBA = branea (AO BIT — AL 10).
Por (2.2.21) e (2.2.20), vemos que o resultado é válido para k = 1.

Suponhamos que seja válido para todo m < k — 1. Substituindo AD, e BO, dados por
(2.2.20) em (2.2.24) e usando a hipótese de indução, obtemos o resultado desejado. =

2.2.4 Sequências de caudas

ocon=o de elementos em 7 é uma sequência de caudas paraDizemos que uma sequência (tr)
bo + K52, (E) se

An

bnttn
Em particular para n = 0,1,2,..., isto significa que

th = Snltn), n=1,2.... (2.2.25)

to = á­ = s1(t1) = 8105230... 0O Sn(tn) = SO (tn) (2.2.26)bi +t

e, assim,
­— oo

é uma sequência de caudas (unicamente definida) para todo t, E &.

Observemos que se (tn )n­, é uma sequência de caudas para bo + K5º($2), então (tn)2>.y
é uma sequência de caudas para a N­ésima cauda (2.2.17).

Teorema 2.2.4 Seja (tn)n­, uma sequência de caudas para by + K$º,($2). Então, para
n=0, 1...

th = Si (bot+to)=s7 os 0o...087 os (to­+bo)
(2.2.27)

­ fo 42 mm na a2 E)O ba+ nat...+ bi+ (to) )"

Demonstração: De (2.2.26), temos

th =s, osl,o...0os7 (to) (2.2.28)

e, de (2.2.5), so(boto) = to. Substituindo este último valor na igualdade acima, mostramos
a primeira parte do teorema. De (2.2.5), sabemos que

ss) =­(h+ Es), k=1,2,....
13
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Substituindo esses valores em (2.2.28) concluímos a demonstração. "

Observemos que se ftnkn, € tneo são duas sequências de caudas para bo + K2º,($2)
com t, = ft, para algum k, então t,= tn, Vn. Para demonstrarmos isso tomemos (tn kn, e

­ ooint, duas sequências de caudas para by + Kº,($2). Logo, (2.2.27) vale para (tnkn, e
fin), Temos, então,

tn+1 = Snt1(tn) ou tn+1 —= Ene (S=' (bo + to))

ta =sn (th) =ti=sn(t) ou tri=sn(S7'(bo+to)).
Assim, tn = Sanin) e fhn1 = Sn(in). Suponha que, para algum n, tenhamos t, == tl,
Então, nt1 == fn411 e, de maneira análoga, tn­1 = tn­1. Logo, concluímos que tr, = tn, paran=0O,1,..

Para n = 0,1,2,..., seja
(2.2.29)

Daí, ho = OO, ha = bh e
a2
— 1,2,....

—1 bn=1 +bnzat...+b” o

Observe que S­!(00)= SP "(co), com so(co) = co é indiferente do valor de bo. À sequência(hnkãoo É chamada de sequência de caudas críticas de by + K3º,(%2).

2.2.5 Frações contínuas equivalentes

Sejam A, e B, os numeradores e denominadores canônicos associados à fração contínuabo + Ke (52) e Cn e Dn, associadosà fração contínua do + K;21(32). Se An = Cn e Di = Br,Yn, então as duas frações contínuas são iguais. Mas, quandoapenas 42 = Sa, n=0,1,...,
dizemos que são frações contínuas equivalentes. Podemos, então, usar a seguinte definição.

Definição 2.2.3 Duas frações contínuas são equivalentes se elas possuem a mesma sequência
de convergentes. Notação:

bo + (E) a do +E(a) |
Teorema 2.2.5 by + K$2(6)& do + K329(RF) se, e somente se, existe uma sequência denúmeros complexos (ra) comro=1 ern” O, VneN tal que

do =0hh, Qn=TnnGK e dhi=rnb, VonE IV. (2.2.30)
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Demonstração: Sejam Ar e Br os numeradores e denominadores canônicos de bo + Kº,($2).
mn

Então, bo + K3º,($2) = do + Kyº(32) se, e somente se, existem números rr, É O tais que C,,
e Dr, podem ser escritos como

n n

C,1=1, D;i=0, Ci=Ar,][Ir, e Di=B"I[r, Won (2.2.31)
k=0 =

Como D, = B,º = 1, temos que ro = 1. Daí, pelo Teorema 2.2.2, temos

da = Co = Ao = bo.

Para verificar que c7 = rnrn10n basta substituir (veja (2.2.15)) os valores de Cr, e Dn, dados
m (2.2.31), em

An x

== , onde Av = CrDn, DrCn­1.
n—l

Temos, então, uma expressão em função de An, Br e do produto dos rr. Como, por hipótese,
Tx É O, usando (2.2.15) obtemos o resultado. De maneira análoga, demonstramos que
da = rnbn. =

Corolário 2.2.5.1

1. bo + K7e (8) & do + K2 (13), onde dr = bn II abAa n= 1,2,. e...
k=1

2. Se bh É O para n = 1,2,..., então by + K22,($2)& do+ K$29(9), onde ci = &
Cn = 52, pora n =2,3,..

Demonstração: Para mostrar o item 1, no Teorema 2.2.5 tomemos
n — 1 n­k+lTn = II aí » n>1l.

k=1l

Para mostrar o item 2, basta tomarmos
1

n

2.2.6 Contrações

Definição 2.2.4 Uma contração da fração contínua bq + Kº,(E2), com convergentes (fr)é uma fração contínua do + Kº,(&2) cuja sequência de convergentes (gn) forma uma sub­
sequência de [fn). Dizemos, também, que bo + K2,(&) é uma extensão de do + K22,(E).Em particular, dizemos que do + K$2º,(S) é uma contração canônica de by + K,o (En) se

Cdr Di=Bn, k=0,1,2..., (2.2.32)

onde An, Br, e Cn, Dr, são numeradores e denominadores de bo + Ke (52) e de do+K3º, ($),
respectivamente.
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Teorema 2.2.6 Sejam

Cx = Aox e Dx = Box, k= 0, 1, 2, e... (2.2.33)

Então, existe uma contração canônica do + K2º (Se) de bo + Ko,(E) se, e somente se,box É O para k =1,2,.... Além disso, a fração contínua do + Ko (Ss) é dada por
bra, aza3ba /ba asasbe/babo +Tb, + a­ as + baba + azba/bo ­ as + bsbeg + asbe/ba CN (2.2.34)

e, se (tn)n=o É uma sequência de caudas para by + Ke ($a) com tn É co, então
to, —t1to, tata, ­­.­

é uma sequência de caudas para (2.2.34).

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.2 temos

do = Co = Ag =ho,
d, = D, = B2z = biba + as,

e; = O — CoD, = Az — A9B2 = bom,

——, An = ChDn— DrnCn­1­

Substituindo C, e D, pela sua expressão em (2.2.33) para n = n,n — 1 e usando (2.2.24)
para n=2n—lek=1l,temos, para todo n > 2, que

2n­12n­1

An = — Br) II (aj) = —bon II (aj).
Aj=l

Usando este resultado para n = n — 1, obtemos

— an202n­3bm
bon—a

Finalmente,
P,

da = —
1) An—1”

. onde
Pr = Cn Dn­2a = D,C, —2 = Aon Bana = Bon Aon­a.

Analogamente, tomando (2.2.24) para n = 2n — 3 e k = 3 mostramos que

2n—­3

— [bon (ban—1b2n—­2 + Gon—1) + CAanban—a) II (na
j=1

16
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e, assim,

dr = bon (ban—1b2n—2 > Aan­1) + aanban2 (2.2.36)
n—2

o que demonstra (2.2.34).

Seja (tn) uma sequência de caudas para bo + K (2) com tr, é oo. Então, a, = tn­1(br +
tn) para todo n. Resta mostrar que to, —f1t2, —tata,... é uma sequência de caudas para
(2.2.34). Temos que

a,= to(b, + hi). (2.2.37)

Mas,
= da —t1i(ba+t)bi ba

De (2.2.35), substituindo esses valores em (2.2.37), obtemos

ea= to(d — t1ta).

Observe que
bon—2Cnfui inn Ant A (2.2.38)

Aon—102n—2
bon = —

e, de (2.2.36) usando (2.2.38),
CnAn = dr +

A2n—2A2n­1
(ban—2b2n=1 + A2n—1)­ (2.2.39)

Como aan = tan—1(bon + tan), substituindo nesta expressão (2.2.38), (2.2.39) e efetuando
alguns cálculos algébricos simples, chegamos em

Cn = —tonatano(dn — ton­1ton)

e, portanto to, —t1t2, —tata, . .. é uma sequência de caudas para (2.2.34). "=

Uma contração desse tipo, isto é, tendo “convergentes apenas com os Índices pares” de
bo + K72 (52) é muitas vezes chamada de parte par de by + K/2,($2). Ela é uma fração
contínua equivalente a (2.2.34)

bra, a2a3ba a405bo
bo +0 bob +a ­ ba(aa + baba) + azba ­ ba(as + b5b6) +asbç =... (2.2.40)

que é mais usada, mas não é canônica.

Teorema 2.2.7 Uma contração canônica do + K3º, (Se) de bo + KM (e) com

Cx = Aral e Dx = Boxy1, k = l, 2, e...
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existe se, e somente se, bax+41 É O para k = 0,1,2,.... Além disso, do + Ke (P)é dada por
bob + a, a, a2b3/b, aza4bsbe/bz (2 9 41)bh bi(as + baba) +a2ba ­ as + baba +asbs/ba ­... —

Se (tn)n=o é uma sequência de caudas para ba + Ke(52) com tn É oo, então
—tot1i /ba, —bitata, —tats,...

é uma sequência de caudas para (2.2.41).

A demonstração é análoga à do teorema anterior.

Uma contração como (2.2.41), com “convergentes apenas com os índices ímpares” de b, +
Ke, ($), é frequentemente chamada de parte ímpar de ba + Ke (2). Temos a fração
contínua

bob, + a, a1a2b3/b, azasbsb, asaçbrbz
bi bi (as + baba) + a2b; ­ ba(as + babs) + abs ­ bs(a7 + bsb) +açbr +... ?

que é equivalente a (2.2.41).
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Capítulo 3

Convergência de frações contínuas

Neste capítulo, apresentamos a definição e os principais resultados sobre convergência
de frações contínuas. Como o principal objetivo desse trabalho é estudar o Teorema da
Parábola, não nos prenderemos a outros resultados. Apresentamos, também, a definição e
alguns teoremas sobre convergência generalizada, a saber: Teorema 3.7.2, Teorema 3.7.3 e
Teorema 3.7.4. Além disso, faremos um estudo sobre convergência (clássica e generalizada)
para caudas de frações contínuas e algumas observações sobre aceleração de convergência e
erro de truncamento. Apresentamos, também, a definição e alguns exemplos de conjuntos
de convergência, seguindo com um estudo sobre as principais propriedades de conjuntos de
valores.

3.1 Definição

Definição 3.1.1 Convergência clássica de uma fração contínua bo + K3 (E) para um
número f E T significa a convergência da sequência de convergentes ffn) para f e, nes­
te caso, o valor da fração contínua é o limite da sequência [fn). Então, podemos escrever

f=h +K (E) : (3.1.1)

Como existe uma correspondência bionívoca entre os pontos do plano complexo estendido
e a esfera de Riemann (seção 2.1), aceitamos também o conceito de convergência para o
infinito. Neste caso, as imagens gn de fr na esfera de Riemann convergem para o polo norte.
Assim, dizemos que uma fração contínua diverge se a sequência (f,) converge para mais de
um valorou quando não converge para nenhum valor.
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3.2 Conjuntos de convergência

Critérios de convergência para frações contínuas são frequentemente dados em termos de
conjuntos de convergência.

Definição 3.2.1 Seja O C TXT. Se (an,bn) E O para todo n e a fração contínua bo +
Ke (5) converge, então 8) é chamado conjunto de convergência da fração contínua.

Definição 3.2.2 Um conjunto de convergência condicional OQ. é um conjunto de convergência
onde bo + Ke (E) converge se, e somente se, a série

n=1l

Sl, Laço (3.2.2)
k=l

diverge.

A série (3.2.2) é conhecida como série de Stern­Stolz.

Para a fração contínua bo + K/º,(*%), o conjunto de convergência 1) pode ser descrito como
N = Exf(1) onde (1) significa o conjunto constituído apenas pelo elemento 1. Para abreviar,
dizemos que E C 7 é um conjunto de convergência para a fração contínua by + Ksº ,(%) se
N=Ex(1) é um de seus conjuntos de convergência. Analogamente, dizemos que G C T
é um conjunto de convergência para a fração contínua by + Kº, (5) se O = (1) x G é
um conjunto de convergência para a mesma. Descreveremos, agora, alguns exemplos de
conjuntos de convergência que serão demonstrados na seção 3.3

1. O conjunto de Sleszyúski­Pringsheim. (Teorema 3.3.5)

QN =((an,bn) E TXT: br] > lan +1)

é um conjunto de convergência.

2. O disco de Worpitzky. (Teorema 3.3.4)

E=ÍaneC:o|<7)
é um conjunto de convergência.

3. O setor de Van Vleck. (Teorema 3.3.6)
TGi=ÍmeC: larg ba < 27") e>O,

é um exemplo de conjunto de convergência condicional.
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3.3 Informações históricas sobre convergência

Apenas no início do século XIX surgiram os primeiros estudos sobre convergência de
processos infinitos. Em 1832, Stern fez sugestões de que frações contínuas que oscilam entre
limites finitos deveriam ser consideradas convergentes. Mas, foi apenas em 1946 que Seidel
[14] e em 1948 que Stern [17] desenvolveram critérios de convergência e divergência para
frações contínuas do tipo K$º (5) com elementos reais.

Teorema 3.3.1 (Seidel­Stern) Seja K$º (2) uma fração contínua cujos elementos b,, são
positivos.

1. Se fi denota a n­ésima convergente então, para n =1,2,...,

fon < font2 < fon+1 < fon (3.3.3)

e ambas as partes, par e ímpar, de Ki (5) convergem para valores finitos.
2. Se, além disso, > bi,= oo, então a fração contínua converge para um valor finito f e,

poran =2,3,...,
F=fnl< fa fansil

Demonstração: 7. Usando o fato de que br é positivo na relação (2.2.10) temos Bo = 1,
B, =, e, paran =1,2,..,.,

Então, (Ban­1) e (Bn) são sequências crescentes de números positivos. Assim, cada
sequência converge para um valor finito ou para o infinito. Além disso, por (3.3.4),

1 1
o< < = 2,3,..... 3.3.BaiB, *BiaaBaa PO (6.3.5)

s Ano A/Afa =5(0)=22=
n k=1

(3.3.6)

1

Íanta  Íon = Ban Bony1 — >O
Ban+1Bant2 '

o que demonstra que fan < foani12. Às outras desigualdades seguem de maneira análoga.

2. Usando (2.2.10) para Br com n = 2n,2n—2,...,2,e 0 fato de que os elementos br, são
positivos, temos

Bm 2 l.

De maneira análoga, considerando n = 2n — 1,2n — 3, . .. 1, temos

Ban1 > br.

21
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Usando esses fatos em (2.2.10), por indução matemática obtemos

Bn­1 2 bi +bg +... +bonai, n=1,2....
Como por hipótese > b, = oo, segue que pelo menos uma das sequências (Ban­1) ou

(Ban) tende para o infinito. Assim,

lm BnBn—1 = oo.

Então, (Eb) é uma sequência monótona decrescente e tende para zero. Logo, pelo
critério de Leibniz, veja [10, pp. 40], a série

(—1)H
Br Br

é convergente. Assim, ( f,) converge para um valor finito. Desde que

Ín < Íf < fonts
temos, para n = 2,3,...,

= fal <1fa = fail:

Stern [18], em 1860, e Stolz [19], em 1886, dão a primeira condição necessária para a
convergência das frações contínuas do tipo Kº (7) (veja Jones e Thron [6, pp. 78] ou
Lorentzen e Waadeland [11, pp. 94)).

Teorema 3.3.2 ( Stern­Stolz ) Uma fração contínua K$º  (7­) diverge se |bn| < co.

Demonstração: Usando (2.2.10), por indução, temos

[An] < (1 + /b11) 1 + bol)...(1 + /bn])

[Bal < (1+ bi) (1+ ba)... + bx).
Assim, para n = 1,2,...,

IAn| < 11 (1+/bi])
k=1

e, então,

In|An| < DTM (1+|/64])<> 6x.
k=1kE=1

Equivalentemente,
7[An] < eis ll,

22
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Analogamente,
­In|Br]| < ez ll,

Assim, se >> |bz| < co, as sequências (| Ar |) e (|Bn|]) são limitadas, o que significa que
as séries

> bn An­1 e > bnBn—1
convergem absolutamente. De (2.2.10), temos que An — An­2 = brAn­1 e, assim,

An = Aq + XD” (Arm — Aom­2) = Ag + )” bomÃom­1
m=1l m=1l

n

An = A + D bom41iÃom­
m=1l

Analogamente, obtemos os mesmos resultados para Br. Logo,

Alim, Ani = 49, lim Bau = BO,
imdan = 49, e lim Bu = 82

existem. Aplicando o limite na equação (2.2.13) segue que

AMU BA — AOBO =1,

Isto significa que no máximo um dos valores BU) ou BU) pode ser zero. Assim,

An — AO .. Am AO
= e lim Pa

não Ba, BO)
lim

n—+oo Bany1 — BO)

são distintos (um pode ser até infinito) e, então, a fração contínua K/$º, (7) diverge.
Os resultados dos teoremas 3.3.1 e 3.3.2 também implicam no seguinte teorema.

Teorema 3.3.3 Sejam os elementos br, de K (7) positivos. Então, K$ (7) converge
se, e somente se, b, = co.

Frações contínuas equivalentes têm as mesmas convergentes. Assim, pelo Corolário 2.2.5.1,
segue que Ke (5), com a, > O e b, > O, converge se a série de Stern­Stolz diverge.

Em 1865, J. Worpitzky estabeleceu o primeiro resultado sobre convergência de frações
contínuas com elementos complexos. Este resultado foi publicado em um programa anual de
“Friedrichs Gymnasium und Realschule” em Berlin. Dados históricos mais detalhadas sobre
esse teorema podem ser encontrados em [4].

Teorema 3.3.4 (Worpitzky) A fração contínua by + KSº,(*%) converge se lan) < 3, n > 1.
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Em [4, pp. 39­40], os autores citam que a demonstração dada por Worpitzky baseia­se na
comparação da série de potências associada à fração contínua

1 12 asz
14 1+1 +.

onde a, E Tezé uma variável complexa, com a série de potências associada à fração
contínua periódica

az az

Em 1888, Slezyúski mostra que Ke (32) converge se |bn| > lan + 1. O resultado de
Slezyúski engloba o de Worpitzky. Em 1889 e 1895 outros resultados surgiram, mas todos
já estavam embutidos no resultado de Slezyúski [4, pp. 26­27], como, por exemplo,

1. Pincherle, em 1889, mostra que K,º,(7­) converge se |bn| > 2 +e.
2. Von Sweden, em 1895, mostra que K;º,(º%) converge se a, < oo.

Em 1898, Pringsheim também provou o resultado de Slezyúski, mas sem fazer nenhuma
referência aos autores Worpitzky, Slezyúski, Pincherle ou Sweden. Só em 1905 é que Van

­— Vleck tomou conhecimento dos trabalhos de Worpitzky (veja [4, pp. 25]). Uma observação
interessante é que Pringsheim fez uso da relação (2.2.10) que continua sendo o artifício mais
usado até hoje.

Teorema 3.3.5 (Slezyúski­Pringsheim) Uma fração contínua K72 ($2) converge se
Ibn] > Jan +1. (3.3.7)

Logo,
Ial<1 (3.3.8)

|fI<1. (3.3.9)

Demonstração: Por indução, mostraremos que (3.3.7) implica em (3.3.8) pois, para todo
n>1

lan | lan| <l.
lan | +17 lôn |

O
br

Com isso, (3.3.8) vale para n=1. Para n > 2, como |bh­1| > lan­i| +1 e — < 1, temos

An—1 < lan=1|
—

bn­1 + . lan­a| +1­1
n

1.
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Para 1<k <n, seja
OP Ak+1 ms
" braz+...+bn

Temos, então,

EforND — e [| =

Supondo que || < 1, obtemos

(e| ii. lax|

Repetindo este processo, obtemos o resultado

[9 =/fal <1
Para provar a convergência da fração contínua K$º,($2) tomamos (2.2.13) e, com isso,

An An­1 — (—1)"! It ak
Br Bn— 1 ” BrBn— 1

Mostrando a convergência de

­ (—1)"! It, Ok
3.3.102: Br Brn­1 ( )

n=1l

teremos a convergência de

B,n=1 Pn Br
(3.3.11)

Mas, se (3.3.11) converge, por definição a sequência das somas parciais converge. Porém,
a sequência das somas parciais é a sequência ff.) de onde concluímos que a fração contínua
converge. Resta­nos então mostrar que (3.3.10) converge. Usando (3.3.7) em (2.2.10), obte­
mos

[Ban] — [Bn­1| > lan] ([Bn—1| — |Bn—2]).
Repetindo este processo sucessivamente chegamos que

IBn| = |Bn­11 > TI lax| > O.
k=l

Para todo n > 1, o termo geral de (3.3.10) satisfaz

as e Bal=Bealo 1 1

Br Bn­1 "” Br] | Bn­1| [Ba] Ba]

= < — =1­——<l,
a=1 IBnBn­1] * [Bol [Br IBral
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Como f|Bn|) é monótona crescente por (3.3.12) e as somas parciais da série

> (—1)" IE 04
Br Br:n=1

são limitadas, a série converge absolutamente. Assim, provamos que K/;º,($=) converge. mm
nn

Mostraremos a seguir, como o teorema de Worpitzky pode ser facilmente demonstrado a
partir do teorema de Slezyúski­Pringsheim, usando frações contínuas equivalentes.

Demonstração (Teorema de Worpitzky) Seja
a As dn
—= — — 3.3.1
1+1+..+ 14... ( 3)

tal que jan) < 1/4, vn. Podemos ver que a fração contínua (3.3.13) é equivalente a
2a, das 4ar,
2+2+.+2+.

Desde que |ar| < 1/4, Vn, temos

(3.3.14)

1+ 407] <2.

Daí, pelo Teorema de S$lezyúski­Pringsheim 3.3.5, segue que a fração contínua (3.3.14)
converge e, assim, (3.3.13) converge. Multiplicando (3.3.14) por 2, sua primeira fração
parcial passa a ser a, Do Teorema de Slezyúski­Pringsheim todas as convergentes têm
valor absoluto menor que 1. Logo, as convergentes de (3.3.13) têm valor absoluto menor que
1/2. Da convergência, segue que o valor da fração contínua está no disco |w| < 2 =

Van Vleck, em 1901, mostrou o seguinte teorema

Teorema 3.3.6 (Van Vleck) Suponhamos que os elementos da fração contínua K$º (7)
satisfaçam

TT +e<arglh) <T­6, 0<e<,2 2

para n =0,1,.... Então,

1. Todas as convergentes fr, são finitas e satisfazem

—=T T

2 +e<argifi)<>>­s
2. As sequências (fom) e (fom+1) convergem para valores finitos;

­ ” oo 13. A fração contínua K?º (5) converge se, e somente se,
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4. Quando converge, o limite f da fração contínua é finito e satisfaz
T

< —,largf| < ;

Após a prova original deste teorema feita por Van Vleck, surgiram outras versões. Uma
das mais conhecidas é a que usa o Teorema de Stieltjes­ Vitali, cuja demonstração pode ser
encontrada em [26, pp. 104­109].

Teorema 3.3.7 (Stieltjes­ Vitali) Seja D um domínio em T. Seja [Fn(z2)) uma sequência
de funções tais que, para n=1,2,...,

1. F.(2) é analítica para z E D,

2. Fn(2) £a e Fn(2) £ b para todo z E D, ondea e b são números complexos distintos.

Seja À um conjunto infinito com pelo menos um ponto de acumulação em D. Se (Fr(2))
converge para um valor finito para todo z E À, então, (Fr(2)) converge uniformemente, em
cada subconjunto compacto de D, para uma função analítica em D.

Demonstração (Teorema de Van Vleck):

Para mostrar 7. observe que, para o domínio angular V. descrito em (3.3.15) e (3.3.16),

u EV => E W,
bx + w

' pois a soma de dois elementos de V. também está em V. e se u E V., então 1/fw € V.. A
partir disso, a demonstração de 7. segue facilmente por indução.

Agora, consideremos a demonstração de 2. e 3.. Queremos mostrar que

G, = fon eT : argh <z­ e)
é um conjunto de convergência condicional para a fração contínua K,(e)

Seja K(7) uma fração contínua escolhida arbitrariamente em G.. Já sabemos que se
XT |bn| < co a fração contínua K$º, (5) diverge.

Então, suponha que > |br,| = oo. Para n =0,1,..., seja

Bn==argb, e da(2)=|[bn É.

Logo dn(z) E G:/2 se
: T elarg (bn <Z=>
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isto é, se

IBnRe(2)| < 7 É, onde |Bnl< 2 e.
Logo,

dn(2) E Go, sezE D = E E T: |Re(z)| < —as)
Além disso,

da(2)>0, se zeA=(zET: Re(2)=0).

Pelo Teorema 3.3.1, vemos que as partes par e ímpar de by + K$º,( &o).convergem paravalores finitos, Vz E A. Pelo Teorema de Stieltjes­Vitali,as partes par e ímpar da fração
contínua bq + K$,(O) convergem para valores finitos para qualquer z E D. Como 1 E D,
temos, em particular, que as partes par e ímpar da fração contínua by + K$ (5) convergem
para valores finitos. Isso mostra o resultado 2..

Agora para mostrar 3., temos

> dn(z) —= > [bn | en PrnIm(z) > Y> [bn | ele­n/2)Im(2z) > en T/21Im(z)| > bn | i
Então, se >> |b,| = co, temos > d,(2)= o. Aplicando a segunda parte do Teorema 3.3.1,obtemos que a fração contínua bo+Kº(>dezTo) converge para um valor finito para todo z E À.Novamente, o Teorema de Stieltjes­Vitali implica na convergência de b, + Kº(xTTE) para
todo z E D. Escolhendo z = 1, obtemos o resultado desejado. =

Em 1936, Leighton e Wall obtiveram uma condição suficiente para a convergência de
bo + KS2,(%) para um valor finito, dada por

25

4 H

que é um par de regiões de convergência. Neste trabalho, eles obtiveram uma extensão do
Teorema de Slezyúski­Pringsheim usando um tipo especial de transformações equivalentes
(veja, Leighton e Wall [8]). Em 1938, seguindo essas mesmas idéias, Jordan e Leighton
mostraram critérios de região de convergência tripla e quádrupla (veja [6, pp. 125)). Em
1940, Scott e Wall deram o resultado mais importante sobre critérios de convergência quando
fizeram a primeira demonstração do Teorema da Parábola, que passou a ser o assunto mais
estudado em se tratando de convergência de frações contínuas. Este teorema e sua história
serão tratados com detalhes no Capítulo 4.

1

|la2n=1| < =1º la2n| > —

3.4 Um outro conceito de convergência

Quando a série infinita
oo

DI
n=l

converge, temos que a n­ésima cauda, definida por 11 tr, n > 1, tende para zero. À
n­ésima aproximação T, = XE ,t, da série é obtida removendo­se a n­ésima cauda, isto é,
substituindo­a pelo seu limite (que é zero).
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Quando o produto
[9.º]

II »r
n=1

converge, temos que a n­ésima cauda, definida por I1&º41 Px, converge para 1. À n­ésima
aproximação Pr = [IF, px, de um produto é obtida removendo­se a n­ésima cauda, ou seja,
substituindo­a pelo seu limite (que é 1).

A n­ésima convergente (aproximante), f,, de uma fração contínua é também obtida remo­
vendo a cauda, isto é,

fi = K(E)n" k=1 br
Mas, para a fração contínua isso não significa substituir a cauda pelo seu limite. Na

verdade, nem sempre este limite existe e, se existe, é zero somente em casos especiais.
Surgem, então, as seguintes questões:

1. Para calcularmos o valor de uma fração contínua, outras sequências como (S,(w)) ou
(Sn(wn)) podem ser melhores que (ff, = Sr. (0)JY?

2. Talvez o conceito de convergência de fração contínua não deva estar ligado à sequência
1Sn(0)), mas a (Sn (wn)).

Como exemplo, consideremos a seguinte fração contínua
2 1 —­1 21 HH

1+1+ 14+14+1+ 1 +"

Podemos demonstrar por indução, usando (2.2.10), que

Agzn­2 = 2, Agzn­1 = 2", Azn =0O,
Bano=2"N — 3, Bi =27—­2e Ba=L.

Assim,
2" 2"

Ífan­2 = INI 3 Íon1 = In+1 29 fan =O0.
Portanto,

nlim Ífan­2 = nÃm, Íno1 = 2º nim fan =0O,
o que mostra que a fração contínua não converge no sentido clássico.

Para a convergente S,(wr), temos

Agzn­2 + Agn—3W3n­2 — 1 — 1
2 + W3n­2 — 3 2

an

S. " — =3n 2(uw3n 2) Bana + Ban—awan­a

se fwan­2) é limitada,
2º + wsn12" o!
2) + wWwan­1(27+! —= 3)San­—1(W3n­1) = (+! xzL 2
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se fuan­1) é limitada e diferente de ­1 e

—

UW3n — 1
— Quan +(1— 236) 27 2'S3n (w3n)

se fw3n) é limitada e diferente de 0. Temos, então, um exemplo em que o limite de Sr (0)
não existe e, no entanto,

:
1

so SnlUn) = 7
para toda sequência fwn) limitada e diferente de O e de —1. Este exemplo sugere fortemente
que o conceito de convergência clássica tem falhas.

Em Jacobsen [3] foi introduzida uma nova definição de convergência de fração contínua, que
chamaremos de convergência generalizada. À idéia é substituir as caudas da fração contínua
pelas suas aproximações. Isto significa que, ao invés de usarmos S,(0) como aproximação
para a fração contínua, usaremos Sr (whn), onde w, são os valores aproximados das caudas
da fração contínua, o que acelera a convergência da fração contínua.

Definição 3.4.1 À fração contínua bo + K5º 1 ($2) converge de forma generalizada para um
f E T se existem duas sequências (vn) e fun) em € tais que

liminfd(vn, wn) > O (3.4.19)

dim Sn(vn) = lim Sn(Un) = f, (3.4.20)

onde d(v, w) é a métrica cordal já definida anteriormente.

Se uma fração contínua converge de maneira clássica então converge também de maneira
generalizada. Isto é óbvio, já que Sn(0o) = Sn1(0) e (0) e foo) são duas sequências que
satisfazem (3.4.19).

3.5 Convergência das caudas das frações contínuas

Teorema 3.5.1 As seguintes alternativas são equivalentes:

1. bo + Kã2 (52) tem convergência clássica.
2. A cauda (2.2.17) tem convergência clássica para algum N E IN.

3. À cauda (2.2.17) tem convergência clássica para todo N E IN,.

Demonstração: À afirmação 3. = 7. é trivial.
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Para mostrarmos que a alternativa 1. => 2. suponhamos que b, + K/º,($2) converge paraf. Então, fh = Sn(0) converge para f. Seja N E IN, escolhido arbitrariamente e denotemos
por

a a(N) — S(N)(o) — NHL N+nfa n ( ) bn+1 +. .. + bn+n
as convergentes da cauda (2.2.17). Logo,

= +22 o Prensa (N) 3.5.21

Assim, fO) = Ss" (fv4+n). Como Sy' é uma t.1.f. e, portanto, é uma bijeção de T — C,
segue a convergência de f(MY) para Ff), quando n — co.

Resta mostrarmos que 2. => 93..

Suponhamos que (2.2.17) converge para algum N e IN.

Tomando m > N, obtemos

(N) — ON+1 UN2 Im

bn4+1 +bn42 +... +bh + FM

Logo,

fm= SOL(fo).
Agora, se N > m, temos

sm =— ím+). Ima AN Sm (FM) .bm+1 + bma2 +... +bw + FO ­”
Então, se ff) existe, fM também existe e, portanto, a cauda converge. Assim, pelo

item anterior, temos que bo + Ke (32) converge para qualquer N E IN? como queríamos. À
Podemos provar, usando essas mesmas idéias, que este resultado também é válido para a

convergência generalizada. Usando que

Sn+n(w) = Sy (SO (w)) = Sy o SS (w),
temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5.2 As seguintes alternativas são equivalentes:

1. by + K5º (52) converge de maneira generalizada.
2. A cauda (2.2.17) converge de maneira generalizada para um N E IN.

3. À cauda (2.2.17) converge de maneira generalizada para todo N E IN.
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Cabe fazermos aqui uma observação sobre sequências de caudas.

Sejam bo + K2º,($2) convergente e SN) E 7, o valor da N­ésima cauda (2.2.17) para
N=0,1,2,.... Então, de (2.2.17), temos que f = bo + fº é o valor de by + K (3) e

(N)— — AN+ =FMs N=0L2 (3.5.22)

Es * oo rá Fal : fo ráÀ sequência í foro é chamada sequência de caudas corretas para a fração contínua
convergente by + Kº,($2). Chamaremos de sequência de caudas não corretas toda sequência
de caudas (t,) definida em (2.2.25) que é diferente de íSOvoo

3.6 Aceleração de convergência

Propriedades de convergência são importantes nas aplicações de frações contínuas. Não
somente a existência de um limite para a fração contínua, mas também a velocidade com
que acontece a convergência de f, ou Sn(wn) é importante. Assim, é importante obtermos
uma estimativa para a aceleração da convergência o que pode ser feito através do erro de
truncamento a priori

onde A, > O é um limitante que pode ser encontrado antes de se iniciar os cálculos das
convergentes, e de um limite de erro de truncamento a posteriori

!f = fal < M, ln = Ía­1|,
onde o limitante M, |fn — fn­1| pode ser determinado somente depois de termos calculado
pelo menos as convergentes fr, e fn­1. No Capítulo 4, calcularemos um limitante para o erro
de truncamento a priori para a fração contínua K$º,(*), com a, E Py4, onde P, é a região
parabólica

; 1fa ET: |al­ Re (ae­?io) < 2 cos” a) :
Este limite pode ser usado para determinarmos o índice nº necessário para obtermos a

exatidão desejada. Isto economiza trabalho, pois precisamos somente calcular fr, ou Sn(wn)
para este índice particular.

Para calcularmos a aceleração da convergência de Sr, (wr) para diferentes sequências fwr),
usaremos a propriedade 5 das t.1.f., seção 2.1 com t = Sr. Esta idéia foi dada por Thron em
[23]. Se escolhermos as sequências wu, = fo, W23 = Wn, Ww3 = O e wa = —hh, então, se esses
pontos são distintos, isto é, se fn+k, Sn(wn) e fn São distintos e finitos (pois Sn(—hn) = oo),
temos

(1º = un) hn = (Sn( o) = Sn(wn)) (Sr (0) = Sn(—h »
Fá (wWn + hn) (SAFE) ­ Sn(0)) (Sa (un) — Sn(­hm))
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Assim,
(A un)ha forro Salt)
o) (wn + hn) mn = fo

Esta fórmula é usada para comparar as convergentes modificadas Sn (wn) com as convergentes

hr
———, < M,Un + ha)

A A
Íx (Un + hm)

Ín+e = Sn(wn)
Ín+k = Ífn

implica em
Í = Sn(wn)
Í = fn

se f(M) — wu, — O. Isto significa que Sn (wn) converge mais rápido para f do que fa.

< MS un — O

3.7 Conjuntos de valores

Definição 3.7.1 Dizemos que (Vntn., É uma sequência de conjuntos de valores para a
fração contínua K2º (2) se

mEeT VZ0, n=0,1,2,...

An
CV, nel... 3.7.23ba +V =D 7 (3:7.23)

A importância dos conjuntos de valores é que eles contêm os valores das convergentes de
K7º ($2), como mostra o teorema a seguir.

Teorema 3.7.1 Seja (Va), uma sequência de conjuntos de valores para K$º ($2). Então,
paran = 0,1,2,... e k=1,2,...,

SM — ni Anta one E Wa, 3.7.24x (Unik) bn+itbnta+t... +Onge TUE À |

para todo wn4+x E Vn4x­

Demonstração: De (2.2.18), temos

SM (Wn+x) = Sn+1 0 Sn42 O... O Sntk (wn+x).
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Se wn+x E Vn+x, então pela definição sn+x(Wntx) E Va+k­1, Sn+e­1 (Sn+k(Wn+x)) E Vnse­1
€ Sn+k­1(Wn+e­1) E Vn4e­2,.... Assim, obtemos (3.7.24). =

Em particular, do Teorema 3.7.1, temos

Sr (1x) =5,EW, se uv EW. (3.7.25)

Logo, se 0 E V, para todo n > O, entãoSSs (0) E V, para todo k > 1, ou seja, V, contémtodas as convergentes sf de K, (E). Neste caso, dizemos que (V,)*, é uma sequência
de conjuntos de valores para K*ºES) Seguindo esta mesma idéia, dizemos que V é um
conjunto de valores para K,oo (2a) se (Vntn2o, onde V, = V para todo n, é uma sequência
de conjuntos de valores para K&%, (82). Se (VIno É de período 2, ou seja, Van = WeVan+1 = Vi para todo n, dizemos que Vo e Vi são conjuntos de valores duplos para k.

Para o estudo de convergência generalizada de frações contínuas, os seguintes teoremas
serão úteis.

Teorema 3.7.2 A fração contínua by + Ke (E) converge de maneira generalizada para
f ECT se, e somente se, lim Sn(un) = f para toda sequência fun) em & tal que

nA+ooliminf d (amE) >0, se f£ooBr

os
Anlimigta (un, A) >o, se f=oo.

Teorema 3.7.3 Seja bo + K2 (E) que converge de maneira generalizada para f e 9. Então
=.

Teorema 3.7.4 Seja bo + K,21 (32) que converge de maneira generalizada para f e sejam
tn) e fã) sequências de caudas para a fração contínua by + K$º9, (2) comto É f— bo e
to £ f bo. Então, limd(tr, tn) =O.

Com isso, podemos observar que se fun) está suficientemente longe de qualquer sequência
de caudas que não seja a correta, então (ur) converge para f. As demonstrações desses
teoremas podem ser encontradas em (11, pp. 67­69].

Teorema 3.7.5 Seja (nto uma sequência de conjuntos de valores para uma fração contínua
Ko, ($&) que converge de maneira generalizada, tal que WZ GT e

liminfdiam(V,a) > O, (3.7.26)

onde diam(V,) = sup (d(u,u); uv E V,). Então,
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1. f está contido em Vo.

2. O valor fM da n­ésima cauda de Ke ($2) está contido em V,.
3. lim Sn(wr) = f, para toda sequência (wn) tal que w, EV, e

liminfdist(wn, 9V.) > O, (3.7.27)

onde dist(wn,VR) = inf(d(wn,v);v E OV.), OV, denota a fronteira do conjunto V,
eV, é o fecho de V, em €.

Demonstração: 7. Seja (un) uma sequência em (V,). Então, Sn(un) E Vo, por (3.7.25).
Como Sr (un) — f temos que f E Vo.

2. Temos que
Sn+n(Vw+n) = Sn (SS (Vw4n)):

Mas,
aSW) Vin) = AN+1 QONY2 N+n­1 IN+n |nº (Voan) bn+1 +bn+2 +... +bv4n1 HFbn+n + Van

Do Teorema 3.7.5,
(N) Cc NNSa (Von) E bn+1 + Vw4+1 7 Yv

— Assim, como 1) é SM (Vvy4n) E Vw, pelo Teorema 3.5.2, temos que Ms fMOc
Vyn.

3. Seja to E TV Vo. Então, to é f e a sequência de caudas (tnkneor tn = Sa(to), não é a
sequência de caudas correta. Desde que

Sa(Va) C Wo> Va E Sa" (Vo) > S.' (TNVo) CENT,
Logo, tn E VANTA , para todo n. Pelo Teorema 3.7.4, todas as sequências de caudas (ãn)
que não são as sequências de caudas corretas de K,($2) têm o mesmo comportamento
assintótico. Assim, se (w,|) está longe o suficiente de toda sequência de caudas, pelo Teorema
3.7.2 temos que Sr (wrn) — ff. =

Tomemos (V,)7, uma sequência de conjuntos de valores para K7º,($). Então, da defi­
nição de conjuntos de valores, se wr, € Vn,

Sn(wn) E Sn(Va) = Sn (sn(Va)) E Sn­1(Va­1) (3.7.28)

e, assim, K, = Sn(V,) forma uma sequência de conjuntos fechados aninhados, Vy D K, D
K2 D.... Esta sequência converge para um conjunto não vazio K.

O conjunto K pode ter somente um ponto ou infinitos pontos. No caso onde K tem
somente um ponto dizemos que acontece o caso limite pontual. Neste caso, Sn(wn) — ff.
Em geral, os conjuntos K, estudados são regiões circulares. Assim, quando K não é apenas
um ponto dizemos que acontece o caso limite circular. Quando não acontece o caso limite
pontual, a questão da convergência de S,(w,) não faz sentido, mas ainda podemos considerar
a possibilidade da convergência de, por exemplo, S, (0).

3o
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Teorema 3.7.6 Seja (V1) uma sequência de conjuntos de valores clássicos para K2º. 1($2)tal que oo É Va, vn. Então, todas as convergente f, de K,ne1($2) são distintas e finitas.

Demonstração: Desde que f, E Vo e oo é Vo então fi É oo, Vn. suponha que fr, = fnaix para
algum k > 1, ou seja, Sn(0) = SA (SO) > 0=fM. Assim,

1 Int+1RI = saun(f) == br + 70 = oO
k

o que é impossível pois fe V.,, e co É Vaya.

Lema 3.7.7 Seja D um disco circular com centro em c e raio r e seja —bá D. Então,
a

s(D) = ID aÉ£o,
é um disco circular com centro c1, e raio ra, dados por

(b+oa e . ral
bre  lb+e=r2"

Demonstração: A equação do círculo |z — c]º = rº? pode também ser escrita como

23 — cr Ca + e —=rº=0. (3.7.29)

Seja w = s(2) = — Então z = —b + ­” Substituindo o valor de z na equação do
, 2círculo |z — c|]* = r? e escrevendo­a esta na forma (3.7.29), obtemos os valores para ca, e Ta.

=

Lema 3.7.8 Seja U = (z ET : |2| <1) o disco unitário e seja k tal que 0 <k <A.

Tomemos ft.) uma sequência de t.L.f. tal que

tn(U) SU, ltn(0o)|)| £<k, n=0, 1... (3.7.30)

eT=t, Tn=Thn1ot=to...ot,n=2,3,.... Então, (Tr (w)) converge uniformementeem U para uma função constante T(w)= c E 7. '

Demonstração: Temos que

Ki = Tn(U) C TR(U)=K1 E... CU, (3.7.31)

onde K, são discos circulares, já que a imagem de um círculo por uma t.1.f. é um círculo
(veja propriedade 4 do Capítulo 2, seção 2.1).
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Sejam C, e Rh, respectivamente, o centro e raio de K, para cada n. Se R, — 0, então o
lema é trivial. Mas, suponha que R, — R > O, ou seja, o caso limite circular, de (3.7.31)
temos que Cy, — C, o centro de K. As t.1.f. de U em U podem ser dadas por

=­aSs — pi(w)=e 1— aw vEkR a€EvU,

e à denota o conjugado de a. Assim, podemos escrever

w—­arTrn(w)= C, + Ráe""" nm. n=1,2..., (3.7.32)

onde w, E IR e a, E U (veja [22]), para todo n.

Necessitaremos de duas inequações para demonstrar o lema. À primeira é consequência& condição tn (00) E U, que é, Tn(0o) = Tr­1(tn(00)) E Tn1(U)= Kn­1, ou seja, Tn(co) =Cn­1 + Rn12n para algum z, E U. Além disso,

einTr(co) = Cr = —E = Ch, + Ru­1m7 —= Cr.
n

Portanto,
EX
lem| = |(Ch­1 — Cn) + Rnn12n] < (fns1 = Rn) + Rr

e, assim
' '

A 2 2, 1/0
Rn: 7 1+ on| 1+ lon/'

que resulta na desigualdade

R.<RT[(1­5), onde dj=o < Tl. (3.7.34)
]j=2

A segunda desigualdade depende da seguinte condição: se k, = tr(0o), então |k,| < k
para todo n. Como

Trr1(00) — Tn(0o) = Tr (tni1(00)) — Tn(00o)= Trn(kn+1)— Tn(co)
Rae (EEDuEno 1ta)

1— leon?
an(1— ankn+1)'R,ein

RR, 1­ an — 2R
<

.lani 1­k “1­ Pla— lan)ITrn+1(00) — Tn(co)| <

Usando (3.7.34) e (3.7.36), obtemos

2R, 1! AITn+m(0o) = Tr(0o)| < Il 7 > (1 = lan+il”) :

j=0
DO nt:
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Como Ri — R > 0, de (3.7.34) segue que 375; < co. Logo, por (3.7.37), (Tn(0o)) é
uma sequência de Cauchy e converge para um valor c € K. De (3.7.37),

wv—­ar, 1 RR, l1—­/a ?
ITn(w) — Thn(0o)) = Rh |+—| = la (3.7.38)l1­aw Gl Jon 1— au

onde Jar] —> 1 (desde que d, — O). Isto prova que Tr (w) — c uniformemente para todo
w em TNOU, pois Tr (w) converge uniformemente para Tr (00). AU denota a fronteira de U,
isto é, é o círculo unitário. =

Teorema 3.7.9 (Hillam­Thron) Seja V E T um disco circular aberto com 0 E V. Se V

é um conjunto de valores para a fração contínua K$º, ($2), então K$º, (52) converge.

Demonstração: Sejam 7 e p o centro e o raio de 3V respectivamente, e seja t(w) = pw+7
tal que t(U) = V. Então, ty =t ! o s, ot é uma aplicação de U em U e

­!9 sn(00) =t!(0) = —Ltn(0o) =t""osn(0o) =t""(0)
"

para n = 1,2,..., onde |7/p| < 1, pois O E V. Assim, pelo Lema 3.7.8, Trn(w) converge
uniformemente (localmente) em U para uma função constante T(w) = c E U. Agora,

t'os otot 'oszoto...ot 'osnot (3.7.39)
t los os 0...0s,ot
t!oS,ot

Logo, para todo w E t(U) = V, Sn(w) converge para uma função constante S(w) = f, onde
t'(f)aciisto é, f=t(c)eYV. =

Teorema 3.7.10 Seja (Vn)nzo uma sequência de conjuntos de valores para K$º (&2) con­
sistindo de discos circulares abertos com centros em n e raios pr, tais que |Yn/Pn| < k, para
todo n e para algum k <1. Então, Ke (E) converge para um valor f E Wo.

Demonstração: Observemos que como O E V, para todo n, então V,, para n > O, são
conjuntos de valores clássicos para K;º,(%).

Seja Tn(w) = 77 + pnw tal que 1, (U) = V,, para todo n. Então, th = 17), o sn ot, É uma
aplicação de U em U e

,n—l

Pn­1 |
O resultado segue a mesma linha do teorema anterior usando

tn(0o) = 172(0) =

T, = tioto...ot,

To OSLOTIOTI OS20T0... OT, O0SnO Tn
To o SnoTn
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3.8 Outros resultados sobre convergência

Se os conjuntos de valores não contêm as convergentes clássicas para algum n, então é
difícil ou quase impossível provar a convergência clássica. Isto não ocorre se Kyº,($+) tem
a forma Kº,(%) ou K$º, (7) e [Vn) são limitados e de periodicidade 1 ou 2.

Teorema 3.8.1 Sejam (Vo,V1) um par de conjuntos de valores limitados para a fração
contínua K;º ($2) que tem convergência generalizada e Vq (ou V1) contendo pelo menos
dois pontos. Então, K2º,($2) converge de maneira clássica se ar = 1 ou b, =1, Vn.

Demonstração: Seja f o valor de K2 (E) e observemos que Vo e V, devem ambos conter ao
menos dois elementos pois s1(V1) € Vo e s2(Vo) E Vi. Pelo Teorema 3.7.5, temos que f E V,
e assim f é oo (já que Vo é limitado). Para um dado to E CT, pelo Teorema 2.2.4, a sequência
de cauda (tnkn, para Kyº,($2) é dada por

— eo — an  Udn—l az a,tn = S­ (to) (oo++ ++)' : (3.8.41)

Primeiramente, supomos que br, = 1 para todo n e escolhemos to E€ —1L — WV1, to É ff.
Então, de (3.8.41), th € —1 — Vint+1)moa2 Dara todo n. Logo, a sequência ft,)>. , é limitada.
Das propriedades de sequências de caudas já vistas anteriormente (Teorema 3.7.4), segue
que lim sup |hn| < oo, o que significa que liminfd(o0o, —h,) > O. Daí, pelo Teorema 3.7.2,
lim Sn(00) = f. Como Sn(0o) = Sn1(0), a fração contínua tem convergência clássica.

Agora, consideremos que todo a, = 1, Vn, e escolhemos to E —1/WV1, to £ f. Então,
tn E —bh — Vin)moa2 E —1/Vin+í)mosa POr (3.841). Assim, liminf|t,| > O. Pelos mesmos
argumentos usados anteriormente, temos que liminf |h,| > O e liminfd(0, —hr) > O, o que
implica que lim S,(0) = ff. —

Teorema 3.8.2 Suponhamos que K;º (2) tem convergentes finitas f, = Sn(0) satisfazendo
co oo

> |fan+2 = fan < oO e >» |fan+1 = Fani < OO. (3.8.42)
n=l n=l

Então, K$º,($2) converge se, e somente se, a série de Stern­Stolz (3.2.2) diverge para infi­
nito.

Demonstração: Como as n­ésimas convergentes f, e a série de Stern­Stolz são invariantes
sob transformações equivalentes, podemos supor que K/º,($2) tem a forma K;º, (7). Lem­

A
bramos a notação f, = — e h, = —=S7!(0o) = —. Como, por hipótese, as f, são finitas,

B Bn1
temos Br, £ O. Assim, hr, ” oo, 0. Os numeradores Ar podem ser escritos da seguinte forma
(veja [11, pp. 128)).

: kAn = > (É bj — hj) Il "). (3.8.43)
k=1 j=2 j=k+1
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.. Como B, = lh, escrevendo
n / B,B.=A 11 (3º Jenlh hjj=2 VPjl

Ar E b;—dn lp, onde BR=[[ 2475Br Oh Ê 1 j=2 hj
(3.8.44)

bj hi —1/hj­1 ­
hi bj+1/hja dSj+1

Pelo Teorema 3.3.2, temos que K$º(7) diverge se 3” |bn| < oo.Vamos supor que XY” Ton! = CO. Precisamos demonstrar que (fon)e (fm+1) têm o mesmo
limite Lo = 1, isto é,

fin fa= do — 0. (3.8.46)
bi

Por (3.8.42), (3.8.44) e usando (3.8.45), encontramos que
> | Pan+1 + Pon> font = fnl = Ds IP, Ni an2|

n=1l n=l

O |Pmn> AD [­(San+2+1) +1]|
n=l 1

> Pon+20ó2n+2 < co
hi

Analogamente,
oo — . Pont102n+1Yy» anti = fon = > rm| < co
­

— bn=1 n=l

Agora, se > d, = oo e > |Prón| < co, então P, — 0, o que mostra (3.8.46). Precisamos
apenas mostrar que 37 [ón| = oo. Sabemos que

1 dk +1
hi =b+ =,PR ha

d2n — Ô2n h —
han.  Soni+l Ina
dan(dan­2 + 1)(Son—a +1)...(62+1)
(ó2n—1 + 1)(ó2n—3 + 1) e... (63 + 1)hh (3.8.47)

Analogamente,
Sant+1(San­1 + 1)(Son­3 +1)...(03 +1)bbo =n+º (Son + 1)(on­2 +1)...(62+D

Usando o fato que se X |[ór| < oo, então |ó,] — O, n > N, tomando os pontos que são
menores que 1, e usando (3.8.47)­(3.8.48), por meio de alguns cálculos conseguimos escrever

a ooDT lban < po Do lóanPn n=1

(3.8.48)

Assim, se X> |ôn| < co, então X> |br| < oo o que é uma contradição. Logo, XY lón| = co
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Capítulo 4

O Teorema da Parábola

Como já dissemos anteriormente, o Teorema da Parábola e suas generalizações são con­
siderados os resultados mais importantes sobre convergência de frações contínuas. Neste
capítulo, apresentamos um levantamento das principais demonstrações desse teorema.

4.1 Contribuições de Scott e Wall

Em 1940, Scott e Wall [13] deram início a um novo capítulo sobre critérios de convergência
para frações contínuas quando provaram que a região parabólica

P= fo : Jw| — Re(w) < 2) (4.1.1)

é um conjunto de convergência condicional para a fração contínua Kº,(º%).

Para demonstrar este fato, eles tomaram a fração contínua

(4.1.2)

e sua parte par
7 Tt T3
— = — : 4.1.3
Y1 +Y2+ya+.o.

( )Yo+

Se a desigualdade
Tn |1 + an + An41| > TnTn=2/0n| + lang], (4.1.4)

for satisfeita, onde r, é uma sequência de números reais positivos para n = 1,2,3,..., e
To =rT—1=a =0O, então (4.1.3) satisfaz

lein|>1, Jenynl 2 Jen1icnyn| +11,

n =92,3,::., onde c, £ 0. Mas este é exatamente o critério de Slezyúski­Pringsheim (Te­
orema 3.3.5) para a fração contínua (4.1.3). Assim, a parte par da fração contínua deve
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convergir. O resultado vale também para a parte ímpar. Além disso, eles mostraram que se
existem uma sequência de números reais positivos r,, satisfazendo as desigualdades (4.1.4),
com desigualdades válidas para pelo menos um índice da parte par, e se

TITagTsto Tm <M e TarafresccTthn< M, (4.1.5)
onde M é uma constante finita, então uma condição necessária e suficiente para a con­
vergência da fração contínua (4.1.2) é que a série > |b,| diverge, onde b, = 1, a =
n=2,3,....

bnbn=1"

Assim, se para a fração contínua (4.1.2) temos que valem as desigualdades (4.1.4) e (4.1.5)
para uma sequência de números reais positivos r,, então a fração contínua (4.1.2) converge
se, e somente se, a série > |br| diverge. Tomaram, então, uma fração contínua particular
dada por a = 2 € an—1 =2,n=1,2,..., ou seja, a fração contínua

1 z ZZ
= =— —­ 4.1.6
1+1+1+1+14...º ( )

onde z = x +iy, e r,y E JR. Se esta fração contínua converge, então a fração contínua
equivalente

(4.1.7)z+º
1

z

+1+1+1+..
deve convergir e a fração contínua

E NAEA RN El
1+2r7­1+27­1+2x­...º

que é a parte ímpar de (4.1.7), deve também convergir para um valor real, que deve ser a
raiz da equação

uº— (1+2r7)u+(xº +24) =O.
Consequentemente, uma condição necessária para a convergência de (4.1.7) é que y? <

T+) OU seja, que z esteja dentro ou na fronteira da parábola |z| — Re(z) = 7 Portanto, uma
região de convergência para a fração contínua (4.1.2), considerada simetricamente em relação
ao eixo real, é uma região finita contida dentro da região parabólica |z| — Re(z) < 3. Em
seguida, eles provaram que se os coeficientes an, n > 1, pertencem a esta região parabólica,
então eles satisfazem às desigualdades (4.1.4) e (4.1.5) com r, = 1, n = 1,2,.... Assim,
demonstraram que a região de convergência da fração contínua (4.1.2) é a região parabólica
(4.1.1).

A partir daí, as regiões parabólicas foram as regiões de valores mais estudadas e são consi­
deradas, por alguns autores, como o assunto de maior importância em se tratando de critérios
de convergência para frações contínuas (veja, por exemplo, Thron [6, pp. 115]).

4.2 Contribuições de Paydon e Wall

Em 1942, Paydon e Wall [12] deram uma extensão do resultado de Scott e Wall. À
fração contínua (4.1.2), onde ar, E 7, foi associada uma sequência de transformações lineares
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fracionais
1

1 + se(v)
Correspondente a um conjunto arbitrário V de pontos do plano complexo, determinaram

o conjunto Iº de pontos, chamado de região elemento, com a condição que s E I se, e somente
1

1 + s(v)
Tomando a região de valor V = V. como sendo o círculo |z — c| < |c], eles determinaram a
região elemento IP = T..

si(v)=v, s(v)= , k=2,3,....

se, a transformação w = s(v) = transforma V em um subconjunto dele mesmo.

Mostraram que a transformação w = s(v) = transforma o círculo |y — c| < |c| no1+s(v)
(KX­a) +(Y­Bº <P, (4.2.8)

círculo

onde

l+rr1r—sy
s

st +TY 2 (rr sy) +(sc+ry)?
—1+2(rr—sy)' P=TTaÇG6 250 1º [1+2(rr—sy)?ta

a=1+iúiy,w=X+iY,c=r+isel<r<1/2.

O círculo (4.2.8) passa por 1 e, consequentemente pertencerá ao círculo |z — c| < |c| se, e
somente se, seu centro está no interior ou sobre a elípse J : |z — c|+|z — 1) = |c|, que é o lugar
geométrico de todos os centros de círculos que passam por 1 e tangenciam a circunferência
|z — c| = |cl. Escrevendo a equação da elipse J em coordenadas retangulares e substituindo
X=a,Y=fBeosinal=por >, os autores mostraram que quando a = r+iy a desigualdade

4.2.9
re +s orrR+ re +s ( )2rsx — (sº — rº) il 2 12 =+ (sº —rº) | |

é satisfeita. Assim, mostraram que LI', consiste dos pontos a = r +iy que satisfazem (4.2.9).
Além disso, como as imagens dos pontos do interior de V. são pontos interiores de (4.2.8),
desde que 1 está no interior de V., segue que a2,a3,... estão no interior da região parabólica
(4.2.9) e, então, as convergentes s182***sn(1) da fração contínua (4.1.2) estão no interior de
W..

Quando c = r, 1/2 <r < 1, a região de convergência TI, correspondente à região de
(2r — 1)

O

Se a2,03,... estão em Ir, então todas as convergentes da fração contínua (4.1.2) estão no
interior de V.. Observe que o caso r = 1 é o mesmo resultado que havia sido obtido por
Scott e Wall em 1940.

convergência V,. : |: — r| < r é a região parabólica yº < h(z+h/4), z = r+iyeh=

A condição suficiente para a convergência da fração contínua (4.1.2) encontrada por Paydon
e Wall foi a divergência da série >> br. Vamos descrever brevemente a maneira pela qual eles
demonstraram este fato.

Como T7 5 T,,1/2<r<1, vamos supor que r=1., Como ar E 17, podemos escrever

lan) = Re(an) + =. Além disso, a, E T'7 e também vale (4.1.4) para r, = 1 (veja [13]).
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Assim, se hi = 1 e bh = 2,3,..., temos quel
—brant+1 , n=

|1+bb|>1,
[1 + ba +b2b3|>1, (4.2.10)
lôn=1bnbn+1 + bn­1 + bn41| > lbn+1| + lbn­1 | ,

para n = 2,3,.... Seja Bn o denominador da n­ésima convergente da fração contínua (4.1.2).
Podemos mostrar que

Brn+2 = (1 + Any1 + Gn+2) Bn = anúnt+1 B —2. (4.2.11)

Fazendo Q,n = bi bo... bhBn, a relação (4.2.11) em termos de Q, é dada por

bn Qn+2 = (bnbn+1bn+2 + br + bn+2)Qn —= bn+2Qn­2­
Usando as desigualdades (4.2.10), obtemos

brIQn+2| = 1Qn| 2 [22 1Qn] = 1Qn­2l)
e, assim,

[Qn+2] — [Qn] > K | bn42], onde K>O. (4.2.12)
O raio R,, de V" pode ser dado, usando a relação de recorrência (2.2.10), por

R, = la2agttanDo Ibn | 1

IBn|? = lan Bn­al” IQn| = |[Qn­a| [4 + [Qn­a|
De (4.2.12), temos

1 1
< Ro +u< .2K(1+ KEN) ax (1+KOF] baiaa])Ron

Como Ri < Rn­1, mostramos que, se a série >> bh, diverge, então R, — 0, quando
n — co.

4.3 Contribuições de Thron e outros pesquisadores

No mesmo ano de 1942, Leigton e Thron [9] mostraram o mesmo resultado de Paydon
e Wall, mas, ao invés da divergência da série >> |br|, encontram a condição Jan) < M,
n = 1,2,..., como condição suficiente para a convergência da fração contínua (4.1.2). Para
maiores detalhes veja [9].

Em 1943, Thron [20] demonstrou que o resultado encontrado por Scott e Wall em 1940
podia ser estendido para a região parabólica

; 1Pa = fa E T: la) — Re (ae o) < 3 cos” a) ; (4.3.13)
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para todo a tal que —Z <a < 3. Ou seja, mostrou que Po, —3 < a < 3, é um conjunto
de convergência condicional para a fração contínua (4.1.2). O resultado de Scott e Wall é o
caso particular para a = 0.

Em 1958, Thron [21] mostrou que toda parte limitada de P, é um conjunto de convergência
para (4.1.2). Além disso, Thron deu uma estimativa para o raio dos círculos aninhados o
que pode ser usado para estabelecer um erro de truncamento. Uma demonstração parecida
com aquela apresentada por Thron é dada no item 4. do Teorema da Parábola abaixo.

Em 1963, em [22], Thron deu uma prova do Teorema da Parábola usando métodos ilus­
trativos. À prova dada por Thron é tratada com detalhes no item 7. do teorema abaixo.

À

Teorema 4.3.1 (Teorema da Parábola) Seja a um número real fixo, tal quea E (5,
Então,

1.

2.

AÀ região parabólica

Ph = fa E T: la| — Re (aen%io) < 2 cos? a)
= Irei). Q<r< 1/2cos? à

— —“l—­cosa

= fe ECT: Im (cem“o)| < 2 cos a)
é um conjunto de convergência condicional para a fração contínua Kº,(%).

As partes par e ímpar da fração contínua Kº,(*) em PJ convergem para valores
finitos.

. O semi­plano
; 1Va = fo ET: Re (weio) > 2 0s a) (4.3.15)

é um conjunto de valores para P,.

. Sean E Pa, para todo n, e (nan) = oo, então Sn(w) converge uniformemente
em V, para um valor f. Além disso,

2 a1| / cos a

É + cos? a )4(]— 1) Jaj|

Ex Mm=Í(a€EP: al <M) (4.3.17)

é um conjunto de convergência uniforme para a fração contínua Ksº, (*%).

Vw E Va. (4.3.16)

. O conjunto

Antes de iniciarmos a demonstração deste teorema, faremos algumas observações.
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Observações

1. A fronteira de P7, é uma parábola com eixo sobre a reta argz = 2a, foco na origem,
vértice em — +e*?* cos? a e intercepta o eixo real em z = —+. Para mostrar este fato,
tomemos a = x­+iy e, substituindo em |a|­­ Re (ae 2º) = à cos? a, chegamos à fórmula
reduzida

2 2 ( cos? ày =cos a[r+ r .

2.2Xh= qu E T: Re(weiº) > —. cos a) é um semi­plano, cuja fronteira é a reta s : y =

—rcota — à cot a. Podemos ver isso tomando w = x + iy. Assim,

Re (werio) = 3 cosa + ycosa.
Tomando Re (we­""º) = —: cos a, obtemos a equação da semi­reta s dada acima.

. PP, = irei 9<r< ee) é a equação em coordenadas polares de P,. Isto
pode ser visto fazendo x = rcos0 e y = rsind na equação reduzida da parábola que
foi dada acima. Para mostrar que FP, = fe E T: [Im (cei*)| < t cos a), tomemos
c=r+iyec=ut+iv. Assim, 7 =uº—vºey=2uv. Portanto, yº = 4vº(1+vº) e,
fazendo v = à cos a, obtemos a equação reduzida de P, já vista.

­
a

. CNA . .. Sob a transformação s(w) = TE a imagem de V, é o disco circular de centrow

ae“ la|; >
a

f

Ya = e raio pf = . Tomemos u = s(w). Então, wu = — — 1. Sejam
cos q cos q : u

Ww =, +NM2eEuUu=uU +tuox. ÁssIm,

au.au,
w, = —————.=———­l e uk=ut+ul
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Tomemos também ww na fronteira de V,. Isto implica que

.
1

W, COS& + Wo SINA = ­ COS a.
Substituindo os valores de w, e w2 e completando os quadrados, temos

j 2 2
a sin x a

cos a cos* a

e, assim, encontramos os valores de 7, e pa, dados acima.

A
. Desde que oo É V,, segue que todas as convergentes S,(0) = B: de uma fração

contínua em P, são finitas. Em particular, Br £ O para todo n.
"

­ Do item anterior, segue que se (4.1.2) em P, converge, então converge para um valor
finito.

. Tomando V, = V,, temos que SO E Va para todo n e k. Sendo assim, a sequência de
caudas críticas hi, E 1 + V, para todo n.

. O Teorema da Parábola generaliza o Teorema de Worpitzky, pois o disco

1E=facC:lal<­)EP,

4.4 Demonstração do Teorema da Parábola

Primeiramente, vamos demonstrar os itens 5. e 2. e, então, os usaremos para mostrar
1.. Por último, demonstraremos os itens 4. e 5..

a

3. s(w)= Iv
centro em 7, e raio p,.

transforma, conforme observação 4, V., em um disco circular fechado com

Este disco está contido em V, se, e somente se, 7, E V, e a distância d, de Ya até OVa, é
tal que da > pa. Aqui, OV, é a fronteira de V,.

Agora, sabemos que, dado um ponto P = (r6,4o) e uma reta r : ar +by +c=0,a
axo +byo+ec

VA +P
—ia —ia(8 (Sa): 1º (Sa):COS A COS&

distância do ponto P à reta r é dada por d(P,r) = . O centro 7, é dado por

Observe que

eia (ERA DO) +i(2EA=2222)(x + iy) =

cosa cos a Cos &
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N
Sabendo que a fronteira de V, é a reta s da observação 2, temos que

1 —iada = d(a,r) = 2 Cos a + Re (ae ) ,
onde d, > O se, e somente se, 7, E V,. Temos ainda que d, > pa se, e somente se,

1 cosa + Re (7 eia)2 a

Ou seja se, e somente se,

COS & COS &

—2ia 1al+ Re (CC) > — 7 cosa <> aEP,
Isto é, da > p, se, e somente se, a E P,.

2. Definimos a t.1.f.
|

—l1 +e*cosa— w

l+vu

Logo, a imagem do disco unitário fechado U é V, com t(00) = —1 e t(—1) = co. Considere
a fração contínua (4.1.2) com ar E P4 e tn(w) = 17! 0 5271 o san o tw), n=1,2,.... Então,

t(w) = (44.18)

tn(OU) =t"* o sm osm(t(U)) =t""0sm (sn(Va)) =t1""(Va)=0,
——

Va

ou seja, tn(U) CU e

tn(0o) = tt! osm10osan(t(co))
tt! o san (San(—1)) = 17º (son1(00)) =t*(0) = —1 + e"* cosa.
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Mas, —1 + eº* cosa = —1 + (cosa+ isina) cosa = — sin? a + isinacosa = — sin a(sina—
i cosa) = — sin a(ie*), o que implica que |tn(0o)| = lsina| < 1 E U.

Assim, pelo Lema 3.7.8, temos que Tr(w) = t1 ot20­­­ otr(w) converge uniformemente
(localmente) em U para uma função constante T(w) = c E U. Como

Th = thotço­­­ot,

(t!os1os20t) o (tossos1ot) E... (4.4.19)

o (17 O San­1 o sm ot)
= 1 o Sn ol,

San(w) — t(c) = Lo, para todo w E t!(U) = V, e, em particular, Sa,(0) > Lo. Podemos
ver que

0€ Va = San(0) = San(Vo) = Kx ST San=1(Va) CC S1(Va) Cc s1(Va).

Então, Lo E s1(Va). Mas, co é s1(Va) pois s1 (co) =—1 é Va. Portanto, Lo É co.

Analogamente, podemos mostrar também que San+1(0) — L1 é oo, considerando t, (w) =
tt! 0 san—2 O Son­1 O t(w). Isso conclui a demonstração de 2..

1. Pelo Teorema 3.3.2 temos que se (4.1.2) converge, então a série de Stern­Stolz diverge.
Precisamos mostrar que se (4.1.2) diverge, então a série de Stern­Stolz converge.

Já sabemos que K, = S, (Va) satisfaz Kan CK,C “Cs (Va), onde s1(V,) é limitado.
Se diam(Kn) — O, ou seja, estamos no caso limite pontual, (4.1.2) converge. Supomos,

então, que diam(K) > O, onde K = lim K,n. Logo o raio Rh de TN(U) =t! o San ot(U) deve
convergir para um círculo de raio R > O. Isto é, estamos no caso limite circular para (Ty,)
em (4.4.19). Precisamos mostrar que

oO

S [Sant2(0) — Son(0)| < co. (4.4.20)
n=l

Como (Tr) satisfaz às condições do Lema 3.7.8, segue que

2R 2ITn+1(00o) ­ Trn(0o)| < t—k (1 ­ lem| ) .
= lam|

então
1 + /on|

Como dó, =

46, 1 1
———— < 41", =< <Tl.
(14+ó6)º 2 > 1+60,

Portanto,
R8ElTr(00) ­ Trn(00)| £ 7 22 dn < o,
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por (3.7.38). Resta mostrar que > |[Th41(w) — Tn(w)| < co. Como

—Rh1l­ lan?

Se w < 1, como Jar] — 1, obtemos que Jarn| > |w|, n > N. Em (4.4.21), como R, <1
então

IT (w) = Ta(0o)] < 1120 = 3 ITa(w) — Talco) < ka < co.
lw| 1—w

Assim,

2 Tna(w)= Ta(W)] < STTr(w)— Tr+1(00)|+ 32 |ITn(00o)— Tr (ww)|
+ 2 1/Trn1(00)— Trn(0o)|

é convergente para |w| é 1, em particular é convergente para w = —l1+e'* cos a. Observemos
também que

e“* cosax —, cosa
1+w 14+uw|t(w)+1= <1+t(w)|.

Portanto
1

+) É— cosa (1+)),

se lt(w)| < A. Assim

(1+A1)(1+A2) lu, —
COS&

lt(w) — t(w2)| <

Tomemos
| |

wu =Tn(­l1+e cosa) e wua=Trn(­1+eºcosa).
Como t(Th4+41(—1+ ei*cosa)) E s1(Vo), é limitada.

Mas

San+2(0) =t(Tnh(­l1+etcosa)) e Sn(0)="2Tn(—1+eºcosa)),

Assim temos que Y*|S2,,2(0) — S2an(0)| < oo.
Por um caminho similar, mostramos a segunda condição de (3.8.42) e o resultado segue

do Lema 3.8.2.

4. Para provarmos 4. vamos mostrar que

la1/ cos eRn< Mirecos” aj=so —A­1)as|

onde R,, é o raio de K, = Sn(Vo).



S(w,)

Como co está na fronteira de V, temos que Rn = |cn — Sn(00)|, onde cr, é o centro de
K,. Para obter c,, consideremos o fato de que sob t.1.f. as imagens de pontos simétricos
são pontos simétricos. Sejam Sr (w2) = ec, e Sí(w1) = S, (E) = cmo. Para obtermos w,
usamos o seguinte argumento: como c,, e oo são pontos simétricos em relação a K,, temos

NY

que uw, e w, = ——* são simétricos com relação à fronteira de V,.
n—l

Usando o fato de que o ponto médio entre ui = 71 +iy, é wa = T2 + iy2 é dado por
(EC +12 YU1 + Yo2 ) e que este ponto deve pertencer a r, perpendicular à reta que é a fronteira
de V., encontramos w,

Bn ia ia
UwW2 == e — COSQaAe .

Br

Como e “º* + e'* = 2 cos a, podemos escrever eº** = 2e'º cos a — 1 = 28 — 1, onde
fD=e"“cosa. Assim, w2 pode ser escrito como

(2B, = Br­1) p = Br
E : (4.4.22)

(2BnAn­1 = An­=1Bn­1) ” = An­1Brn + AnBr—
(2BnBn­1 = Br­1Bn) po — B, —1Br + BrnBn­1Sn(w2) =

|AnBn—1 — An­1Brn|
[8(2BnBn­1 — Bn­1Bn­1)| + [B —1B, — Br Br]

iz, lox|
[Ba1(28, — Br­1)6— (BnBn1 = BnBan)|

R, = |Sn(w2) — Sn(co)|
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Substituindo B, pela sua relação de recorrência dada em (2.2.10), temos

IMk­1 Jaz |
|B (Br + 2ânBn—2)B = (GnBn­1B, ­2>— anBa­1Bn­)|

R,=

Observamos também que

=1 lax|
Rh =

­ = ­ —

Bn—2(2Bn­ = Bn­2)6 = (Bn­1Bn­o — B —1Brn­2)
Portanto,

Ra Bn­2(2Bn­1 — Bn­2)8— (Bn­1Bn­2 — Bn—1Bn­2)
Rn [Ba 1(Bn—1 + 2GnBn­2)Ê = (Gn Bn—1Bn­2 = anBr1Bn­a)| |

n—l——, temos
n—2

Dividindo o numerador e o denominador por Brn­1Bn­2 e fazendo L, =

Rr Lne?º + L, — cos aeiº
Rai  GnLnei? + |Ln| cosaeiatantn'

Observemos que Ln = hn­1, que é a sequência de caudas crítica, então hr, E1 +WV,, |
n =2,3,­+.. Como Lr = h71 E 1+ Va, temos que Li = hn, = et, +iyn), Tn > 1
e —oo < y, < oo. Além disso, se ar, E P,, então a, = eia cosa (11, +ivn) e vê2 < 4(u, +1).

Assim,
Ro (+02) in=1)

: 4.4,.23)2 (
Rr x? + Untn + (4m + Un) — iv?

Como rn > 1 e v2 < 4(un +1), vê +u2 < un + 2, então
Rn 1

Ro 1 Tn =|
+A

(v2 + u2)'?

Mas 17 > 1. Logo podemos obter uma estimativa para Temos ainda que Lry1 =
Ra

|

Rai
1 +72. Usando o fato de que Li = e"*2º(rn +iyn) para Lr e Ln41 e escrevendo

“gia cor aacosa |an=e Un + iva), temos que

Un + sodn41 = mi = 2+Rn+1 = MIN Tr41 + e (tm
Como Re ( Un + Wn 1

:———| = ——­ 0 ?<A 4 6 1 tuno) — Para x > c>0ev <4u+4 (veja [6, pp. 100]), temos que
1

dh: = 2 To Por indução (veja [6, pp. 104]),
n

n

da = = n=2,3,....
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1
"

1

da = 1 + cos? a
(us +vi)!? 4(n — 1) lar]

Portanto
'

la, / cos a
n costa

14 ES.NH! tagsDj=2

Rh<

n 2
2

Á

cos a1+ cos? a ) < eim iGnfs,4(3 — 1) Jaj|

4 os” "  j costa & 1> >1+ d ­
.j=2 171] | 4 imjla|

oo

=GD)aj]Da;|
também diverge. Como este produto não depende de w, temos

Se a sériePrfa]
cos* a

produto [|| 14 <—————Dito
a convergência uniforme.

diverge, então a série diverge e, se esta última diverge, o

Esse resultado é na verdade um caso particular do Teorema À de Thron [21, pp. 180].

5. Observe que se la;| < M, então

> cos? a , osDT cos? a SEN
j=2

Portanto, se Ja;] < M, o produto
cos? a

j=2 4(] — 1) laj|
diverge. Como este produto não depende de w, temos também a convergência uniforme. m

Existem várias extensões do Teorema da Parábola. Um exemplo é o resultado dado em
1994 por Lange [7], no qual ele considera regiões duplas de valores. Ou seja, ele considerou

An—1 E Pi(a, d, M) e don E Pa(a, d),

para n = 1,2,...,onde

2: |Im (ze"o)| > (1­0) cosa),
2 Im (zemio)| > deosa).
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Usando raciocínio análogo ao do item 5 para do Teorema da Parábola, ele encontrou um
novo limite para R, e estendeu o Teorema da Parábola da seguinte forma

Teorema 4.4.1 Sejam a,d e M números fixos que satisfazem

T T 1
—— — <=, M2 SA<, 0<d<7, >O

e sejam
anm­1, E P(a,d M) e amEeP(ad, n>1.

Então, P(a,d, M) e Pa(a,d) são regiões duplas de convergência uniforme para a fração
contínua (4.1.2). Além disso, se f = lim Ífn, onde f., denota a n­ésima convergente de
(4.1.2), então

M 1+cyº
—­fl< —fI< >

4,Mansa Sl Sn fl (1— d) cosa E) na (44.24)
c=d((1—d)cosa)” /M.

Se d = à no Teorema 4.4.1, obtemos um corolário que contém e estende o Teorema da
Parábola.

Corolário 4.4.1.1 Sejam a, d e M satisfazendo às mesmas condições do Teorema 4.4.1 e

am­1 E Pi(a,1/2,M), an E Po(a,1/2), n>L1.

Então,

1. Pi(a,1/2,M) e Pa(a,1/2) são regiões duplas de convergência uniforme para a fração
contínua (4.1.2).

2. Se, além disso, se a região elemento para am, Paía,1/2), é substituída pela região
P1(a, 1/2,M), então esta região é uma região de convergência uniforme para (4.1.2).
Pela desigualdade (4.4.24), é verdade para ambos os itens 1. e 2. que

2M (1) c= cos*a,Wan+2a = | <font = FIZ = n> O.
cosa n+c 8M *
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Capítulo 5

Fraçõoes contínuas definidas positivas:
um caso particular

Neste capítulo, consideramos as propriedades de convergência de uma J­fração que como
já foi dito anteriormente, no Capítulo 1, trata­se de uma fração contínua, que está relacionada
com certos polinômios similares, (veja [15], [16]). Nossos estudos foram baseados no conceito
de frações contínuas definidas positivas introduzidas em 1944 por Wall e Wetzel (veja [24]
e [25]). É importante observar que o conceito de frações contínuas definidas positivas é
uma extensão da idéia usada no Teorema da Parábola. Os resultados obtidos neste capítulo
foram apresentados no XXII Congresso Nacional de Matemática Aplicada e Computacional,
realizado em Santos em setembro de 1999.

5.1 Introdução

Consideremos a fração contínua da forma

ar faa(a)Yº fas(a)Y fas(a)Y "z+b­ z+b­ z+b3­ z+ba 2.º VD

onde b, E €, a; = 1 e an(z) são funções da forma (l, + imp) 2*º, onde d, = O ou é, = 1 e
ln,mn E IR para todo n E IN.

Em (5.1.1), se dn = O, ou seja, os an(z) são constantes complexas, a fração contínua é
chamada de J­fração. Assim, de maneira mais geral, a fração (5.1.1) é uma extensão de uma
J­fração e será denotada aqui por J­fração. Uma J­fração é real se m, = 0 e b, E IR com
nE N.

Definição 5.1.1 Definimos uma J­fração real e regular por

1 (E 132? à 182?
z+bi­z+bo­z+ba­z+ba­z+bó­..º
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onde a2n(2) = lan, Aon+1(2) = lint1iz ebn E R para n=1,2,....

Observemos que a fração contínua (1.0.9) que surge da relação de recorrência (1.0.6) para
os polinômios similares definidos no Capítulo 1 é uma J­fração real e regular com b, = Fi e
Ru=à, para n = 1,2,.

5.2 J­fração definida positiva

Suponhamos que todos os coeficientes an(z) e br, em (5.1.1) satisfaçam a propriedade

>(y+B)E 2>ari1ilz(En) >, (5.2.3)

commn = 1,2,..., para todo z tal que Im(z) = y > O, sempre que & , 62, ...ERe62 O.
Aqui,

Br =Im(b,) e arn(2)=Im(arn(2)).

Definição 5.2.1 Sea Í­Tração satisfaz a propriedade (5.2.3), a j­fração é chamada de
J­fração positiva definida.

Teorema 5.2.1 Se a J­fração (5.1.1) é positiva definida, então os denominadores de seus
convergentes são não nulos para todo z cuja parte imaginária é positiva.

Demonstração: Sabemos que os denominadores da fração contínua (5.1.1) são dados por

Ba(z) = (z + b5) B­1(2) — (ap(2))* Ba­2(2), (5.2.4)

para n = 1,2,:+., onde B. 1(z2) = O, Bo(z) = 1. Veremos agora que By(z) pode ser dado
como

—a2(z) z+b —as(z) 0
O —as(e) z+b; —al(z)

(5.2.5)

0 0 ... O —ai(g z+b —ap(?)
o O e... o) O —ap(2) z+bp

Podemos mostrar que os determinantes de (5.2.5) satisfazem a (5.2.4) com as mesmas
condições iniciais. Logo, são os mesmos polinômios. Consideremos o sistema de equações
lineares, cujo determinante da matriz dos coeficientes é Br(z)

(z+bh)m — af) + Ort +..+ Ota — Or,
—a(z)Oc, + (z+b)% — as()O83 +...+ Orm + ­ Or,

Or, + Ox2 + Org +...­— ap()%Mym + (z+bp)T
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Este sistema terá somente a solução trivial 1) = 17 = ­­­ = x, = O se, e somente
se, Bn(z) £ O. Multiplicando as equações de (5.2.6) por Z1,X2,'**,Zp, respectivamente, e
somando as equações temos

> (z+br) |Ix6[º — > ar(z) (111%, +grErit=O. (5.2.7)
r=1 r=2

Tomando

1, =urtiv, y=Im(z), Br=Im(b)) e ar(2)=Imlaor(2)),
como, por hipótese, a fração contínua é positiva definida para todo z tal que y = Im(z) > O,
temos que (5.2.3) é válida e, então, a parte imaginária de (5.2.7) é positiva. Logo (5.2.7) e
(5.2.6) são válidas se, e somente se, 11 = 13 = «<< = r, = 0. Assim Bp(z) é O para todo
y>O. "=

Teorema 5.2.2 À J­fração (5.1.1) é positiva definida se as seguintes condições são verda­
deiras

Bn>0, n=0,l,.... (5.2.8)

Mn41 =D, sempre que an+1(2) = (ln41 HFimn1)a, n=1,2,.... (5.2.9)

3. Existe uma sequência de números reais g1, ga, ... satisfazendo O < ga < 1, tal que,
para n=1,2,...,

mê, = BnBn+1(1— Gn)Gn+1, sempre que anv1i(2) = lhn41 + ima: (5.2.10)

là411 = (1— gn)gn1, sempre que anni(2) = lnhiz­ (5.2.11)

Em (5.2.10) supomos gr+1 igual a zero, quando mu, é zero.

Demonstração: De (5.2.8), (5.2.9), (5.2.10) e (5.2.11), para n = 1,2,... segue que

fonni(2))* = maga < (Y+ Bn)(Y + Ôn+i)(1 = Gn)Gn+o, (5.2.12)

se an41(2) = In41 + immn41, enquanto

fonni(2)Y = 219º < (4 + Bn)(Y + Bn+1)(1= gn)On+1­ (5.213)

se anv1(2) = ln412. Em (5.2.12) gn41 deve ser igual a zero quando a igualdade for válida
em (5.2.13). Supondo que ln41 É O, à igualdade vale quando Bh = Pn+1 = O. Usando esses
resultados obtemos

na (y+B)E = 2X75 ari (2)Éréraa
1a= 72 ((1 = 9/24 + BE, — guA(Y + Braa) En) (5.2.14)

+g1(y + O1)E + (1— gm)(Y + Om)E,

57

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



quando a igualdade em (5.2.12) e (5.2.13) vale para n = 1,2,...,m—1. Quando a igualdade
não acontece, temos

rel (y + B,)&? — 237tarh(2)Erérn
1/2> Er fa = 9r)P(y + Br)? |ér| = gh + Br+1)/? Iér+1|) (5.2.15)

+g1(y + 81)E + (1— gm)(Y + Om)ER­

Em (5.2.14), usando o fato que gn11 < 1 para todo n, temos o resultado (5.2.3), o que
completa a demonstração. "=

Do teorema acima sabemos que as condições (5.2.8), (5.2.9), (5.2.10) e (5.2.11) são suficien­
tes para que a fração contínua (5.1.1) seja positiva definida. Podemos mostrar, de maneira
similar ao que foi feito em Wall [26, pp. 67], que essas condições são também condições
necessárias se a J­fração for real.

Corolário 5.2.2.1 Sea JÍ­fração (5.1.1) é real, então é positiva definida se, e somente se,
existe uma sequência de números reais g1,92,..., satifazendo O < gg, < 1, tal que, para
n=1,2...

gn1 =0, se anh()=Inq, (5.2.16)
RrIME TA se annlz)=luiz (5.2.17)

Para a J­fração regular (5.1.2) segue, do resultado acima, que gan = O e gont1 = 41 <L.
Assim, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.2.2.2 A JS­fração regular (5.1.2) é positiva definida se, e somente se, 3,41 <1
para n=1,2,....

Tomemos um caso particular de frações contínuas positivas definidas, onde b, = 0. À
fração contínua equivalente é dada por

1/2 fal)/2 —(fas()Y/2
1+ 1 + 1 +...

onde

ih +imo) 1,ilho+miy]= [mnz= ny a.(7) = im=| = RE en Ph 5 men +
FA

in, se an(z)=hz

Sabemos que
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Tomando 2 = iy, teremos

; 2 2177 <2(1­g1)Mm, se anl)=l+im,* Im (2) | " á
212 <2(1— gn­1)n se an(z)=lhz

EO) Re (in) < 201 = gn1)9n:
ou seja,

Wy Wy

Assim, para an(z) = lh, + im ou an(2) = hz eb, = 0, e z = iy, a fração contínua é dita ser
uma fração contínua definida positiva se existe (97), O < gn < 1, tal que

(E) — Re (6) < 2(1— gn­1)9n­
Se (gn) é tal que g, = 3, então a fração contínua também satisfaz à condição do teorema da
parábola.

5.3 Círculos de convergência

A j­fração (5.1.1) pode ser gerada pelas seguintes t.1.f.

t(z,w) = z+b,— (apr1(2))Y* fu, (5.3.18)

Tp(2z,Ww) = Tp (2, tp (2, w)) , (5.3.19)

para p = 1,2,..., com as condições iniciais

to(z,w) = 1/w, To(z,w) = to(z,w). (5.3.20)

Assim,

Logo, segue que a n­ésima convergente P,(2z)/Qn(2z) da fração contínua (5.1.1) é

Pr(2)/Qn(2) = Tr (2,00). (5.3.22)

Já sabemos, da teoria de frações contínuas, que o numerador Pr(z) e o denominador
Qn(z) satisfazem a relações de recorrência de três termos dadas por

Prize) = (z+br1)Pa(2) — (ann(2))] Pani(2),
(5.3.23)

Qnui(2) = (2+ bri) Qn(2) — (ani(2))º Qn­1(2),
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para n = 1,2,..., com a1(z) =

P1(2)=­1, 0, P()=0 e Qn()=L

A partir de agora, vamos supor que a J­fração (5.1.1) satisfaz às condições do Teorema 5.2.2.
Com isso, para a t.1.f. tr(z, w) consideremos a imagem dos valores de w dados por

Wi+1(2)= (ww : Im(w) > (y + Bpr1)Ip+1), (5.3.24)

parap = 0,1,....

Se z pertence ao semi­plano superior do plano complexo, isto é, Im(z) = y > O, então os
valores de w no interior de W,41(z2) também satisfazem

Im(vw) > fapii(2)Yº /(y+B)(1 —%), p=1,2....

Podemos observar que todos os valores de w satisfazendo à relação acima, também
satisfazem

ifapi(2V |, lan)
2(y + B5)(1— gr) ” 2(y + B5)(1— 9,5)

para p = 1,2,.... Veja a figura abaixo

w +

À

fan (2) )?

AX O FBICA­g,)
Tr

asi1(z) az,11(2) d= ap11(2)2W+TB)A­9) À 24+8)0A­o)  GQ+8)A­o)c=—

srcm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Esta relação é equivalente a

(y + 8, ­ Im [eso2)Ta(y + Bop) gp, (5.3.25)

para p = 1,2,.... O lado esquerdo dainequação (5.3.25) pode ser identificado como a parte
imaginária de t,(z, w) e, assim, fica estabelecido o seguinte teorema.

Teorema 5.3.1 Se a J­fração (5.1.1) satisfaz às condições do Teorema 5.2.2 então, para
todo z acima do eiro real, a correspondente t.L.f. tí(2,w), p=1,2,..., definida por (5.3.18)
satisfaz

tr(z,w) EWp(20), — onde w E WhA41(2).

Usaremos este resultado para estudar a imagem da região do semi­plano W,,1(z) pela
t.1.f. Th(z,w). Primeiro denotaremos esta imagem por Kp(z). Podemos ver, de (5.3.19) e do
Teorema 5.3.1 que a região K,p(z), para p= 1,2,..., está contida na região Kp­1(z). Essas
regiões podem ser circulares ou semi­planos. Mas, se K,(2z) é uma região circular para algum
r>1(relV) então, para todo s > 1 (s E IN), as regiões K,,.(z) são também circulares.

A região Ko(z) é a imagem de Wi (2) pela t.1.f. Th(2). Como To(z) = 1/w, temos

É + 1
<

1

2(y + BN" 24 +8)g'
que é uma região circular se 97 > O.

Ko(z) =

Assim, se no Teorema 5.2.2 for possível escolher gi maior do que zero, então todas as
regiões K,(2) são circulares.

Podemos resumir os resultados obtidos no seguinte teorema.

Teorema 5.3.2 Sea J­fração (5.1.1) satisfaz às condições do Teorema 5.2.2 então, para a
tLf. Tn(z,w) dada em (5.3.19), a imagem Kr(z) da região do semi­plano Wr,41(z) satisfaz

Ko(2) 2 Ki(2) 2 Ko(2) 2...
para todo z com parte imaginária positiva. Em particular, se é possível escolher 9, mo
Teorema 5.2.2 sendo não nulo, então Kr (2), n== 0, 1,..., são regiões circulares.

Por exemplo, para a J­fração real regular (5.1.2), g1 pode ser tomado como qualquer valor
em [0,1) e escolhemos 9; = 3. Então, Ko(z) é a região circular

|w +i/y| < 1/y. (5.3.26)

O ponto oo está na fronteira da região W,,41(2). Assim, a n­ésima convergente Tr (z, co)
da J­fração deve estar na fronteira de K,n(2). Consequentemente,

P.(2)/Qrn(2)|<1 +O)Jn),Fa AAção Ma (53.27)
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5.4 Caso limite pontual

Se para algum valor particular de z para o qual y > O, a sequência de regiões circulares
Kn(z) converge, podemos dizer que a J­fração satisfaz ao caso limite pontual para este 2.
Contudo, se a sequência converge para um círculo, dizemos que a fração contínua converge
para um limite circular. No caso limite pontual, as convergentes da fração também convergem
para este ponto. Por outro lado, no caso limite circular, a n­ésima convergente da fração
que esta na fronteira de K,(z) não converge para um único ponto nesta fronteira do limite
circular. Para sabermos quais dos dois casos ocorre, limite circular ou limite pontual, exige­se
algum conhecimento sobre o raio de K, (2). Denotamos este raio por rr (2).

Usando (5.3.21), a t.1.f. Tr(z,w) pode ser dada em termos de P,(z) e Qn(z) como segue:

wPn(2) — (an1(2))º Pan1(2)
wQn(z) — [any(2)Y Qn1(2)' (5.4.28)

para n = 1,2,... . Por conveniência, definimos duas novas sequências de funções (Xn(z)) e
Yn(2)) por

Trn(z,w) =

Pr(z)
Xn = ;

5.4.291) = aa)... an(O) (5.4.29)

Qn(z)
a2(2)az(2)...anv1(2)

para n = 1,2,..., onde X9(2) = —1, Y5(2) = 0, X1(2) = 0 e (2) = 1. Então, de (5.4.28)
para n = 1,2,..., segue que

Yn+1(2)

­ wXnt1(2) — an+1(2)Xp (2)
wYny1(2) — ant1(2)Yn(2)

Usando as relações de três termos (5.3.23) para Pn(z) e Qn(z), verificamos que

—an(2)Xn1(2) + (2 + bn) Xn(2) — anni(2)Xn+1(2) = O
e (5.4.31)
—an(z)Yn­1(2) + (2 + ba)Yn(2) — ani(2)Yn1(2) =O,

Tn(z,w) (5.4.30)

para n = 1,2,..., onde a1(2) = 1.

Além disso, para n = 1,2,..., com essas equações, temos

1

ana) (5.4.32)KXn+1(2)Yn(2) = Xn(2)Yan( ) =

(z + bn+1)
[an (z)anto (2)) |

Agora, como K, (2) é a imagem do semi­plano W.41(2) pela t.1.f. Tr(z,w), de (5.4.30)
temos que o centro de K,(z) é a imagem do ponto

Xn+2(2)Yn(2) — Xn(2)Yn42(2) = (5.4.33)

wo"(2) = 2i(y + Bn+1)9n+1 + Gnt1il2)Pn(2)/Fa41(2).
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Isto segue imediatamente do fato que t.l.f. transforma pontos simétricos em pontos
simétricos.

Desde que Tr (2, co) está na fronteira de Kr (2), o raio rn(z) pode ser dado por

rn(e) = [Tn(2, 469) — Ta(2,00)|.
Consequentemente, de (5.4.30) e (5.4.32), encontramos que

= =2 |& + Bn+1)9n+1 [Yn+1(2)]º — Im fan (2)Yn(2)Fn41(2))] |
Usando (5.4.31), a equação acima pode ser dada por

lo n+l

­E=1 r+1 raYr41(2)Y (2) + Y(2)Fr11(2))
— (y+ Bn+1)(1— gn41) Ya (2)/º| :

Podemos mostrar, também, que

1 n+l

ant 2 2 0+80= 9)()
­ (4 + Bru)2PRE ANO) — n(y+Ô) (2)? (5.4.34)

Consideremos, agora, a J­fração real e positiva definida da forma (5.1.2). Para esta J­fração
todos os coeficientes 92, são iguais a zero e todos os coeficientes 92,41 São iguais a 32.+12
Assim, o correspondente rr (2) satisfaz

1apa= IMP + 2º (5 (9) = braitarsa(9)]
+(1­Br41)ara2)P)­

Em vista disso, segue o seguinte teorema.

Teorema 5.4.1 Para a J­fração real e positiva definida da forma (5.1.2) o caso limite pon­
tual é verdadeiro para todo z tal que Im(z) > O se, e somente se, uma ou ambas as séries

AB) Zn(2)? (54.35)
r=l

> Yar(2) — lrt1Yari1(2)|? (5.4.36)

divergem.
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Usando (5.4.33), para a J­fração real (5.1.2) obtemos que
z + bor

larlorç12”Var (2) Yar1(2) — Xar1(2)DVori(2)) = (5.4.37)

para r = 1,2,.... Assim, multiplicando­a por (1 — 13. ,)'/2(1 — [3,,,1)'/?, somando para
r=2,3,...,n e aplicando a desigualdade de Schwarz, obtemos

à z+b> (1 = 1PA = Bra)? —
r=2 larlar+1Z

n<2 > (1­4) |Xoruar) > (1­4) Mala)?
r=l r=1

1/2

Agora, supondo que a soma da esquerda diverge, então o lado direito também diverge.
Assim, pelo menos uma dessas séries deve ser divergente. Usando o resultado (5.3.27), com
o fato de g; ser maior que zero, notamos que a primeira das séries do lado direito diverge.
Então, a outra também diverge. Assim, encontramos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.2 Uma condição suficiente para a J­fração positiva definida e real da forma
(5.1.2) satisfazer o caso limite pontual para algum z onde Im(z) > O, é que :

a 1 + bo,/22 /1­6,)/P0­BETA co. (5.4.38)
r=2 r+102r

Consideremos, agora, a série (5.4.36). Se aplicarmos a relação de três termos (5.4.31) a ela
encontramos a série equivalente

Supondo que b2, = O para r = 1,2,... uma condição suficiente para o caso limite pontual é

2 Mar1 (2)|? = CO.
Assim, usando a fórmula (5.4.37) e a desigualdade de Schwarz, encontramos o seguinte

resultado.

Teorema 5.4.3 Uma condição suficiente para a JÍ­fração positiva definida, real e da forma
(5.1.2), com ba, = O, satisfazer o caso limite pontual para todo valor de z cuja Im(z) > O, é
que

co

S  Ilar+2/lar41| = oo. (5.4.39)
r=1l

AAA

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17 18



5.5 Limite circular

Restringindo z ao eixo imaginário do semi­plano positivo, isto é, z = 1iy, y > 0, podemos
definir uma nova sequência de t.1.f., Sr (y, w), por

Sn [4, — fant1(iy)Yº /(y)] = Ta(iy,w), (5.5.40)

para n = 1,2,.... Assim, para as regiões V,(y), n=1,2,..., dadas por

Va(y) = — fanti(iy)Y / (YWrn1(iy)), (5.5.41)

onde W,41(2) são as regiões dadas por (5.3.24), temos

Kn(iy) = T, (iy, Wn+n(iy)) = Sa (y, Va(y)). (5.5.42)

Para a J­fração positiva definida, real e regular (5.1.2), de (5.3.24) e (5.5.41), relembrando
que gn = O, gan+1 = 31,1 <1, para n=1,2,..., segue que

Von­1(y) = V* =(wu : Im(íw) > O)
(5.5.43)

Vn(yY) = V7 = fu : lu + ai < 3).
para n = 1,2,.... Essas regiões V;" e V” são chamadas regiões duplas e foram estudadas por
Jones e Thron em [5], dentre outros. Agora, para os valores de y > O, definimos uma outra
sequência de t.1.f. Hr (w) por

Hon1(w)=Sn1(yu(w) e Hx(w)=Sn(y,va(w)), (5.5.44)

para n = 1,2,..., onde

mw) =(w­/(iw=1) e valu) = (1 4)
são t.1.f. que transformam o círculo unitário U em V;* e Vy', respectivamente.

As relações entre Tr, (iy, w) e Hr (w) são dadas por

Hoan1(w) = Tan­1 [iy, —Bn/ yui(w))]
(5.5.45)

Hon(w) = Tao [iy, Bn+19/valw)) ,
para n=1,2,.... Além disso, para a J­fração (5.1.2), das relações acima e do Teorema 5.3.2,
segue que

Kn(iy) = HU) e Ko(iy)2 HU) 2 H(U)2..,,
onde Kp(iy) é a região circular dada em (5.3.26). Sabemos que toda sequência de t.L.f.
1H, (iy)) satisfazendo à relação acima pode ser escrita como (veja por exemplo, [6])

Hi(w) = Ca + Ra ((w+F.) /(WF.+1)), (5.5.46)
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para n = 1,2,..., onde |F| = f, < 1 e |Ch= Cm] < rm — Tn param < n. Aqui, Ch éo
centro de H,(U) e rh = |Rn| é o raio de HÁ(U). Para o caso limite circular ocorrer para
algum 2 = iy particular, o raio r, de H,(U) deve satisfazer

Se

n — co.

n — co,

então dizemos que satisfaz ao caso limite pontual. Quando este último é satisfeito, o limite
da sequência (Hh,(1) = Tr (iy,0o)) coincide com este ponto. Já a convergência para o caso
limite circular não é obvia.

Para investigarmos as possibilidades do caso limite circular, primeiramente daremos algu­
mas equações que podem ser obtidas de (5.3.18), (5.3.19) e (5.5.45).

Hon (mn)
Han(0o)
Hont1()
Hx» (An)

Hani1(—1)
Ha(i)

para todo n = 1,2,..., onde 77, 1, An € Àz,

Mn bont1” n

2bÀn ==i— 2
y

Han(00),
HH 1(1),
Hxn(7,),
Han1(—),
Hx (1),
Hy­1(25),

são dados por

1 + bon+1/Y
(5.5.48)

(4º — Bn)i + bony
" (P2+B)— ibny

Usando as duas primeiras equações de (5.5.47) juntamente com (5.5.46) temos, para
n=1,2,..., que

Cont1 + Ron+10ó29n+1 = Con­1 + Ron—102n­1)
onde

i+ Fon
Ó9n—] =MR +l

Yn + Font1
= —. 95.95.49

Reagrupando os termos e tomando o valor absoluto em ambos os lados, paran = 1,2,...,
teremos que

Tan+1l [ó2n+1] < |[Can­1 = Conyti| + Ton­1 [óan­—1| .
Aqui, usando o fato de que [02,1] = 1 é |Con1 — Contil < Ton­1 — Tania, Dara nº =

1,2,..., obtemos
Tantl 2

Tmn=1 1 + [ó2n+1]|
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Podemos reescrever esta inequação da seguinte forma

<1 [Santa] =1Tan+1

Tan­1 [San+1| +1
Então, para o caso limite circular, obtemos (veja [6]) que

1& Sant] —1l> Tg > <c0O,n=1l [óan+1| + 1
onde ló2n+ é limitado superiormente. Isto traz a condição de que |ó2n+1| — 1.

Assim, podemos concluir os seguintes resultados.

Lema 5.5.1 Se |bin41| são limitados superiormente então, no caso limite circular, temos
oo

> (1— fan41) < oo.
n=1l

Lema 5.5.2 No caso limite circular sempre vale
oco

n=l

Agora, desde que a t.1.f. Hr (w) pode ser dada por

Hh(w) = Ch + RnF, + Rn(1— f2)/(Fn +1/w) (5.5.51)

para n = 1,2,.... Então, sob as condições do Lema 5.5.1 e do Lema 5.5.2, segue que se
Pie SRnFr) é uma sequência convergente, então (H,(1)) é também uma sequência
convergente. Isto significa que a fração contínua converge para este valor particular de z.
Substituindo (5.5.51) nas duas primeiras equações de (5.5.47) temos

(1— fina) (1— fã)
Fani +1/7n + Han Fm

RP = Ron­1Ffmn = Can­1 = Cm = Ron —— XE + Ron=1 "E,Fx Finn, ­1

para n = 1,2,.... Somando as equações acima e usando os resultados do Lema 5.5.1 e do
Lema 5.5.2, mostramos que (RnFr) é uma sequência de Cauchy desde que Fon1 > t.
Com isso estabelecemos o seguinte resultado.

Ron+1Font1 = RonEmn = Cm = Cony = Ront1

Lema 5.5.3 Se |ban11| são limitados superiormente então, no caso limite circular, |F.| =
fa — 1. Se, além disso, F, fi, então (H/(i)) é uma sequência convergente.
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Vamos encontrar condições para que F, bb i. Primeiramente, vamos analisamos a
segunda, quarta e sexta equações de (5.5.47). Concluímos que

= ­­ — =", + Ron — ZenTn Ron | Fon am! Enc =1)'

1— fã 1 faL=­Brtw T+ RaaçE somB) ” ata
n 2 (El 2n A esta ,

para n = 1,2,..., onde 17 = Rank — Ron1iÊEm­1 + Con = Can­1. Notemos que Val,
n=1,2,..., são limitados superiormente. Além disso, desde que |Fr| < f7 < 1, todas as
relações acima estão bem definidas. Assim, substituindo uma equação na outra e tomando
o quociente, temos que

(1/) (En =it 2(Fni+1/N)
(it1/A)Fnw —(i­1/N)(Ens1)

Analogamente, usando a primeira, terceira e quinta equações de (5.5.47), obtemos

n=1,2.... (5.5.52)

G­1/m)(Fnn=i Fntl/V)
: = — 7 2 n=1,2,.... 5.5.03

De (5.5.48), temos que 11/A,] > 1 e ainda, [1/A,| — 1 se, e somente se, um dos dois casosn n

1/13, 0 e bo /1,­O,

1/00 e/ou bn/l,— co,

for satisfeito. Nesses casos, 1 IDA —> +i e —t respectivamente. Além disso, notemos que
11/An| < 1 e a igualdade é válida se, e somente se, ba = 0. Quando isso ocorre, 1/Ar = 1.
Com isso, para M,e > O se tomarmos |bon| < M e [2, > e, n=1,2,..., teremos 1/h, Li.
Consequentemente, de (5.5.52) segue que Fan1 > 1.

Aqui, os valores de 13, podem ser limitados ou ilimitados. Se forem limitados superiormen­
te, então 1/dr > l1+«, para algum e; > O e, assim, de (5.5.52) encontramos que Fan —> à.
Contudo, se [2, é ilimitado, isto é, I3, — oo, então 1/1, — +i. Mas, observamos que se

qn = i=1/X, ADO e ly oo
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então Fa, — i. Como Fan­1 e 1/A estão dentro e fora do círculo unitário, respectivamente,
uma condição suficiente para que qn > O é que a distância de 1/', ao círculo unitário, que
denotaremos por kn, satisfaça

kn/li­1/A,|7O0, BJ — oo.

De (5.5.48) encontramos que

Alony”

(y? +b3 oy? = 12,)? +7 |
kn(2+ kn) = [1/X,] —l=

li =1/5] =271,
Assim,

k 212ny/(2+ kn)ki =

BA (62 =) + RO (42+)
cujo limite é igual a zero quando 13, —> oco, desde que |bon| são limitados superiormente.
Esses resultados nos levam à seguinte conclusão

Lema 5.5.4 Se a J­fração da forma (5.1.2) satisfaz ao caso limite circular para algum 2 tal
que z = iy, y > O, então, para a correspondente t.l.f. Hn(w) definida em (5.5.45), temos que
Fr Pi, desde que existam e, M > O, tais que |bn| < M eli, > 6, paran =1,2,..., mesmo
quando |Fx| — 1.

5.6 Convergência uniforme da J­fração

Vemos, do Lema 5.5.3, que, sob as condições do Lema 5.5.4, a J­fração (5.1.2) converge
para algum valor de z tal que z = iy, y > O. Além disso, como Tr (2, oo) E Ko(z), é evidente
que as convergentes desta fração são uniformemente limitadas em todo domínio fechado
finito contido no semi­plano Im(z) > O. Se |lbi| < M<ooeli,>ec>0paran=1,2,...,
aplicando o Teorema de Stieltjes­Vitali, a J­fração (5.1.2) converge uniformemente, em toda
região fechadae limitada, para uma função analítica nesta região.

Se considerarmos a sequência (Fr(z)), que são as convergentes da J­fração (5.1.2), então,
desde que todos os zeros dos denominadores Qr (z) de Fr (z) estão fora da região

S=(2: Im(2)> O),
segue que Fr (z) é analítica em 5. Desde que g, pode ser escolhido como não nulo, temos
de (5.3.27) que F, (2) é uniformemente limitada em todo domínio fechado finito de S. Além
disso, se ( Fn(z)) converge para um conjunto infinito de pontos com pelo menos um ponto em
S, temos a convergência uniforme de toda fração contínua em todo domínio fechado finito
contido em S. Escolhemos um conjunto infinito de pontos em [2 : z=iy,0<e<y<M).
Então, esses pontos estão em 5 e, sob as condições dos Teoremas 5.4.2 e 5.4.3, para esses
valores de z ([F,(2)) também converge. Assim, do Corolário 5.2.2.2, obtemos
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Teorema 5.6.1 Seja a J­fração (5.1.2) satisfazendo à condição

Bn41 <1, para n=1,2,....

Então, esta fração contínua converge uniformemente, em toda região limitada do plano
Im(z) > O, para uma função analítica neste plano, se pelo menos uma das seguintes con­
dições é satisfeita.

DA = BA Ba) /(Lrra)| = oo,
r=2

> [e = B­1)PA = 2r41) bar /(lorlar+1) = OO,
r=2

co

bn =0, n=1,2,... > llar/lar­1| = oO,
r=2

lbn|<M, ell>6 n=1,2...

Como as condições de convergência do teorema acima não dependem do sinal de b,, este
teorema também é válido em regiões do semi­plano Im(z) < O.
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Teorema 5.6.1 Seja a J­fração (5.1.2) satisfazendo à condição

Bai<l para n=l,2....

Então, esta fração contínua converge uniformemente, em toda região limitada do plano
Im(z) > O, para uma função analítica neste plano, se pelo menos uma das seguintes con­
dições é satisfeita.

20 BA Ba) raru)| = 0,
r=2

[9]

[e = B121)"/PQA = Br+1) bar /Clarlar+1)| = OO,
=2r

oo

> ar /lar­1| = OO,
r=2

Ibn) <M, ell>e6 n=1,2...

Como as condições de convergência do teorema acima não dependem do sinal de b,, este
teorema também é válido em regiões do semi­plano Imí(z) < O.

5.7 Considerações finais

Nas seções 5.5 e 5.6 apresentamos alguns resultados com o objetivo de obtermos infor­
mações sobre a convergência da J­fração quando ocorre o caso limite circular. Não temos
conhecimento de outro trabalho que apresente as idéias por nós utilizadas nestas seções.

Preocupamo­nos em organizar os dados históricos sobre convergência de frações contínuas
de uma maneira cronológica e didática. Desta forma esperamos que este trabalho possa ser
utilizado como referência aos interessados em estudar o assunto.
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