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Resumo

A disseminacdo global do COVID-19 representou um desafio significativo, dada sua natureza
como uma infeccdo respiratoria aguda altamente contagiosa e potencialmente grave. Em resposta
a essa emergéncia, o Comité de Emergéncia da Organizacdo Mundial da Saide (OMS) declarou
estado de emergéncia global em 30 de janeiro de 2020. A complexidade da situacdo e o surgimento
continuo de novos modelos estatisticos destacaram a importancia de abordagens preditivas para
avaliar a evolucdo da pandemia. Este estudo apresenta uma anélise espaco-temporal dos dados de
COVID-19 no estado de Sao Paulo em 2020, fornecidos pelo SEADE. Para a anélise temporal,
foram utilizados os modelos ARIMA, Floresta Aleatdria e Redes Neurais LSTM além do método
simples para comparacdo, o modelo de média. Esses modelos foram aplicados para prever a
média mével de casos de COVID-19. Além disso, este estudo compara dois modelos espaciais: o
modelo de Autoregressao Espacial (SAR) e o modelo baseado em redes neurais para dados de
grafos, Redes Neurais de Grafos (GNN), para modelar a defasagem espacial. A anélise espacial
foi realizada para entender melhor a distribuicao geografica dos casos de COVID-19 e para
verificar se a integracdo das informagdes espaciais nos modelos temporais pode melhorar o
desempenho das previsdes. Os resultados indicam que a consideracao da dependéncia espacial
pode aprimorar significativamente as previsdes temporais, oferecendo uma compreensao mais
completa da dindmica de transmissdo do virus e contribuindo para a tomada de decisdes mais

informadas no combate a pandemia.

Palavras-chave: COVID-19; Previsao Temporal; Estatistica Espacial; ARIMA; Floresta Aleat6-

ria; Redes Neurais; Sdo Paulo.



Abstract

The global spread of COVID-19 posed a significant challenge due to its nature as a highly
contagious and potentially severe acute respiratory infection. In response to this emergency,
the World Health Organization (WHO) Emergency Committee declared a global emergency on
January 30, 2020. The complexity of the situation and the continuous emergence of new statistical
models highlighted the importance of predictive approaches to assess the pandemic’s evolution.
This study presents a spatio-temporal analysis of COVID-19 data in the state of Sdo Paulo in 2020,
provided by SEADE. For the temporal analysis, ARIMA, Random Forest, and LSTM Neural
Network, were used, along with simple methods for comparison such as Naive and Mean. These
models were applied to predict the weekly moving average of COVID-19 cases. Additionally,
this study compares two spatial models: the Spatial Autoregressive (SAR) model and the Graph
Convolution Network (GCN) model, to model spatial lag. The spatial analysis was conducted to
better understand the geographical distribution of COVID-19 cases and to verify if integrating
spatial information into temporal models can improve forecast performance. The results indicate
that considering spatial dependence can significantly enhance temporal forecasts, providing a
more comprehensive understanding of the virus’s transmission dynamics and contributing to

more informed decision-making in combating the pandemic.

Keywords: COVID-19; Temporal Forecasting; Spatial Statistics; ARIMA; Random Forest; Neural

Networks; Sao Paulo.
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1 Introducao

A pandemia de COVID-19, causada pelo virus SARS-CoV-2, foi um evento global
sem precedentes, que desafiou sistemas de saide, economias e sociedades em todo o mundo,
representando um dos maiores desafios de saide publica dos dltimos tempos (World Health
Organization, 2021). Desde que surgiu em dezembro de 2019, em Wuhan, na China, a COVID-19
se espalhou rapidamente, resultando em milhdes de mortes e profundas consequéncias economicas
e sociais. A natureza altamente contagiosa e potencialmente grave da infeccdo levou a uma
necessidade urgente de monitoramento e previsao de sua evolugdo para apoiar decisdes de

politicas de satide publica.

O controle de pandemias, como a COVID-19, depende significativamente da capacidade
de prever com precisdo a evolucdo da disseminacdo do virus e de alocar adequadamente os
recursos de satde. A previsdao de novos casos, hospitalizacdes e 6bitos desempenha um papel
crucial no planejamento de politicas publicas e na tomada de decisdes baseadas em evidéncias.
A eficécia dessas previsdes pode impactar diretamente a capacidade de implementar medidas de
conteng¢do, como lockdowns e distanciamento social, e de gerenciar os sistemas de saide para
evitar colapsos (Fauci; Lane; Redfield, 2020).

Apesar dos avangos na vacinagdo, a antecipacao permanece uma ferramenta crucial no
controle de pandemia e no planejamento de politicas futuras, como ja foi amplamente observado
no inicio da pandemia, onde até pequenas melhorias na previsao de surtos epidemioldgicos
levaram a intervencdes mais eficazes (Li, 2020). Com o crescente risco de futuras pandemias, a
capacidade de prever a evolugdo da transmissdo viral, tanto em termos espaciais quanto temporais,

continua a ser de extrema importancia.

Desde o seu surto no final de 2019, o virus COVID-19 devastou o mundo, causando mais
de 3 milhdes de mortes (World Health Organization, 2021). Crucial para conter tais danos € uma
resposta rapida e uma formulagdo de politicas eficaz, mesmo com o aumento dos nimeros de
vacinac¢do. Devido a natureza exponencial da transmissao epidemiolégica (Li, 2020), melhorias
na intervencao precoce podem ter impactos desproporcionais, tornando a preemptividade uma

ferramenta critica.

Dada a natureza altamente contagiosa do SARS-CoV-2 e o padrao de transmissdo geo-

graficamente variado, é necessdrio o uso de técnicas que integrem tanto as dimensdes temporais
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quanto espaciais da pandemia. Desde o inicio da pandemia, diversos modelos mateméticos e de
aprendizado de médquina foram aplicados para prever a incidéncia de COVID-19, entre os quais
os modelos temporais, como ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average), Floresta
Aleatéria e Redes Neurais, como a LSTM (Long Short-Term Memory), t€ém sido amplamente
utilizados para analisar séries temporais epidemioldgicas (Velavan; Meyer, 2020). Esses métodos
tém se mostrado eficazes ao lidar com a natureza ndo linear e complexa dos dados temporais da

pandemia.

Além dos modelos temporais, a andlise espacial desempenha um papel fundamental
na compreensao da dindmica geogréafica da COVID-19. Modelos espaciais, como o modelo de
Autoregressao Espacial (SAR) e redes neurais de grafos, como as Redes Neurais de Grafos (GNN),
permitem capturar as relagdes de dependéncia espacial entre diferentes regides, revelando padroes
que sdo cruciais para entender a transmissdo do virus. A andlise espacial € particularmente Titil
quando hd uma forte contiguidade geografica nos dados, ou seja, quando a propagagao do virus

em uma area € influenciada pelas dreas vizinhas.

Este trabalho baseia-se, em parte, no estudo de (Panagopoulos; Nikolentzos; Vazirgiannis,
2021a) sobre comparac¢ao de modelos de previsdo temporais e espaciais na previsao da COVID-19.
H4 uma comparacgdo entre modelos temporais com o modelo espago-temporal, mas ndo hd uma

comparacdo entre os modelos de dependéncia espacial.

Este estudo visa combinar abordagens temporais e espaciais para fornecer previsoes da
incidéncia de COVID-19 no estado de Sao Paulo em 2020. O foco estd em integrar informagdes
espaciais nos modelos temporais, avaliando se o impacto da inclusdo da dependéncia espacial
melhora o desempenho das previsdes. Além disso, modelos de dependéncia espacial cléssicos,
como o SAR, e modelos mais recentes baseados em redes neurais, como o GNN, serdo comparados

com foco na eficiéncia da previsdo da evolu¢do da pandemia.

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivos: andlise temporal dos dados de COVID-19 de
cada cidade do estado de S@o Paulo, comparacao entre modelos de dependéncia espacial cldssicos
e baseados em redes neurais, bem como a integracio das informagdes espaciais em modelos de

séries temporais. Especificamente, os objetivos incluem:

* Realizar uma andlise temporal dos dados de COVID-19 no estado de Sao Paulo utilizando
os modelos ARIMA, Floresta Aleatéria, e Redes Neurais, além de métodos simples de

comparacao (Naive e Média).
* Preparar os dados espaciais, incluindo limpeza e visualiza¢do por meio de mapas.

* Realizar uma andlise espacial dos dados de COVID-19 utilizando os modelos SAR e GNN
para capturar a dependéncia espacial.
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* Integrar as informacdes espaciais nos modelos temporais para verificar se ha melhora no

desempenho das previsoes.

* Comparar os resultados obtidos dos diferentes modelos e discutir as implicagdes para a

gestdo da pandemia.
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2 Revisao de Literatura

Este capitulo apresenta uma visdo geral das abordagens e métodos relevantes para a
andlise e previsdo de séries temporais e dependéncias espaciais no contexto epidemioldgico. A
revisdo estd estruturada em trés partes principais. Inicialmente, aborda-se a modelagem temporal,
destacando técnicas utilizadas, como ARIMA, Florestas Aleatdrias e Redes Neurais. Em seguida,
explora-se a modelagem de dependéncia espacial, com foco em métodos como o modelo de
Autoregressao Espacial (SAR) e Redes Neurais em Grafo (GNN). Por fim, discute-se como

integrar informacdes espaciais em modelos temporais para melhorar a precisao preditiva.

A pandemia de COVID-19 representou um dos maiores desafios de satde publica do
século XXI, mobilizando governos e instituicdes em todo o mundo. No estado de Sdo Paulo,
diversas medidas foram implementadas ao longo de 2020 para conter a disseminagdo do virus,
incluindo a quarentena decretada em marco, que restringiu o funcionamento de servi¢os nao
essenciais, € o lancamento do "Plano Sao Paulo"em junho. Este plano estruturou a reabertura
econdmica em fases baseadas em indicadores de saide, como taxas de ocupagdo hospitalar e
contaminagdo. Outras a¢des incluiram o incentivo ao distanciamento social, a obrigatoriedade do
uso de méscaras em locais publicos e restricdes de hordrio e capacidade em estabelecimentos

comerciais.

Apesar dessas medidas, o estado enfrentou periodos de alta incidéncia de COVID-19, com
forte evidéncia de dependéncia espacial entre as cidades. Esse padrio reflete como a propagacio
do virus em uma regido foi frequentemente influenciada pela situacdo epidemioldgica de regides
vizinhas. Diante disso, a previsao de séries temporais epidemioldgicas, aliada a anélise espacial,
tornou-se uma ferramenta essencial para compreender e antecipar a dinamica da pandemia,

permitindo uma alocacdo mais eficiente de recursos e a implementagdo de politicas publicas.

2.1 Série Temporal

Uma série temporal consiste em uma sequéncia de dados observados ao longo do tempo,
geralmente em intervalos regulares (Box et al., 2015). Exemplos de séries temporais incluem
medic¢Oes didrias de temperatura, dados econdmicos mensais, medicdes de batimentos cardiacos
ao longo do tempo ou até mesmo a producao de cerveja na Austrdlia, como na figura 1. O objetivo

da andlise de séries temporais € entender a estrutura temporal dos dados para realizar previsoes,
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identificar padrdes e obter informagdes sobre o comportamento das varidveis ao longo do tempo

(Hyndman; Athanasopoulos, 2018).

Australian quarterly beer production

500 -

450 -

Megalitres

UL

1995 Q1 2000 Q1 2005 Q1 2010 Q1
Quarter [1Q]

400-

Figura 1 — Exemplo de uma série temporal da produ¢ado de cerveja na Austrdlia. Fonte: (Hyndman;
Athanasopoulos, 2018).

A previsdo de séries temporais trabalha principalmente com extrapolagdo, ou seja, a
estimativa de valores futuros fora do intervalo dos dados observados (Makridakis; Wheelwright;
Hyndman, 1997), também chamado de extrapolacdo. Isso contrasta com a regressao classica,
que se concentra na interpolacdo, ou seja, estimando valores dentro do intervalo dos dados

observados.

A andlise de séries temporais pode ser realizada por diversos métodos, como os modelos
ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) (Box et al., 2015), ETS (Exponential
Smoothing State Space Models) (Hyndman; Khandakar, 2008), modelos de drvores de regressao
(Breiman et al., 1984), Redes Neurais Autoregressivas (Zhang; Qi, 2005), e LSTM (Long Short-
Term Memory) (Hochreiter; Schmidhuber, 1997).

Autocorrelacao, Autocorrelacio Parcial e Correlograma

A autocorrelacdo € uma medida que indica a correlagdo entre observacdes de uma
série temporal separadas por diferentes periodos de tempo (Box et al., 2015). A autocorrelagdo
parcial, por outro lado, mede a correlacdo entre observacdes em diferentes periodos de tempo,
mas controla as correlagdes com os valores intermedidrios (Hyndman; Athanasopoulos, 2018).
Um correlograma € um grafico que exibe a autocorrelacdo ou a autocorrelagdo parcial para
diferentes defasagens (lags) na série temporal, sendo uma ferramenta util para identificar a
estrutura subjacente da série. A Figura 2 € um exemplo de um correlograma da série temporal

apresentada anteriormente na Figura 1, no qual evidenciamos a presenca de correlagdes positivas
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em trimestres subsequentes (ou seja, 0 mesmo trimestre de cada ano) e correlagdes negativas
em trimestres opostos, possivelmente relacionadas a sazonalidade do consumo, influenciado por

fatores como a temperatura.

Australian beer production

8
lag [1Q]

Figura 2 — Exemplo de correlograma da produc¢do de cerveja na Austrdlia. Fonte: (Hyndman;
Athanasopoulos, 2018).

Processo Estocastico

Formalmente, uma série temporal € uma realizacdo de um processo estocdstico, que
pode ser definido como uma cole¢io de varidveis aleatérias {y, : t € T'}, onde T representa um
conjunto de indices, que neste caso sao indices temporais (geralmente sdo nimeros inteiros ou
reais, dependendo se o tempo € discreto ou continuo), e y; representa o valor observado no tempo
t. O processo estocdstico descreve como essas varidveis aleatdrias evoluem ao longo do tempo
podendo assumir intervalos de valores. Quando temos uma realizacdo particular desse processo

estocdstico (uma trajetéria particular), chamamos de série temporal observada.

As séries temporais podem ser classificadas em dois tipos principais:

* Séries Temporais Univariadas: Consistem em uma tnica sequéncia de valores observados
ao longo do tempo. Um exemplo seria a temperatura didria em uma cidade ao longo de um
ano (Chatfield, 2003).

* Séries Temporais Multivariadas: Consistem em multiplas sequéncias de valores observa-
dos ao longo do tempo. Por exemplo, as séries que contém as observacdes de temperatura,
umidade e precipitacdo didrias em uma cidade ao longo de um ano (Hyndman; Athanaso-
poulos, 2018).

Componentes de uma Série Temporal
As séries temporais geralmente possuem vdrios componentes que precisam ser analisados

e modelados:

* Tendéncia (Trend): Refere-se a0 movimento de longo prazo na série temporal. Pode ser

uma tendéncia crescente, decrescente ou constante (Box et al., 2015).
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* Sazonalidade (Seasonality): Refere-se aos padrdes repetitivos ou ciclicos que ocorrem
em intervalos regulares de tempo, como padrdes didrios, mensais ou anuais (Hyndman;
Athanasopoulos, 2018).

* Ciclos (Cycles): Refere-se aos padrdes de longo prazo que nao t€ém uma periodicidade fixa,
como os ciclos econdmicos. Comparados a sazonalidade, sao dificeis de prever e podem

ser influenciados por fatores externos como a economia global (Box et al., 2015).

* Irregularidades (Irregularities): Refere-se as variacdes aleatérias ou ruidos que nao
seguem nenhum padrao especifico. Essas irregularidades podem ser vistas como o "ruido"na

série, representando as variacdes imprevisiveis (Hyndman; Athanasopoulos, 2018).

Estacionariedade

A estacionariedade € uma condi¢do importante em muitos métodos de andlise de séries
temporais, pois muitos modelos, como o0 ARMA, assumem que os dados sdo estaciondrios. Uma
série temporal € dita estaciondria se suas propriedades estatisticas, como média, variincia e
autocorrelacdo, permanecerem constantes ao longo do tempo (Box et al., 2015). Na Figura 3,
observamos trés séries temporais: a primeira € estaciondria; a segunda € nao estaciondria devido
a média ndo constante ao longo do tempo; e a terceira também € ndo estaciondria, mas em razao

da variancia nao constante.

Se uma série temporal ndo for estaciondria, pode ser necessario aplicar técnicas como a
diferenciacdo para tornd-la estaciondria. A diferenciacio consiste em subtrair o valor anterior de
cada observacao, o que ajuda a eliminar tendéncias de longo prazo e padrdes sazonais (Hyndman;
Athanasopoulos, 2018).

Formalmente, um processo estocdstico é chamado de estritamente estacionario se a

distribuicdo conjunta de {y,,¥,, ..., ¥y,} for invariante sob translagdes no tempo. Em outras
palavras, para qualquer deslocamento h € Z, a distribuicdo conjunta de {y;, ¥, . . ., ¥, } deve ser
a mesma que a distribui¢do conjunta de {y, 1, Yosn, - - - Ynih}-

Um processo estocdstico € dito fracamente estacionario (ou estaciondrio no sentido

amplo) se satisfizer as trés condi¢des a seguir:

» A média € constante ao longo do tempo: E[y,] = u.

* A varidncia é constante ao longo do tempo: Var(y,) = o

* A covaridnciaentre y, e 3, , depende apenas do intervalo h, e ndo do tempo t: Cov(y;, Y1) =

v(h), onde y(h) é a fun¢do de autocovaridncia.

A condicdo de estacionariedade fraca € geralmente suficiente para a maioria das aplicacoes
praticas, como modelagem com ARMA, pois a maioria dos métodos estatisticos baseados em

médias e covariancias assume estacionariedade no sentido amplo.
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Figura 3 — Exemplo visual de uma série temporal estaciondria comparada com duas séries tem-
porais ndo estaciondrias. Fonte: (Sahin, 2020).

Raiz Unitaria

A raiz unitdria € um conceito central em andlises de séries temporais, relacionado a nao
estacionariedade da série. Uma série € dita possuir uma raiz unitaria quando o valor atual depende
fortemente do valor anterior, somado a um componente de erro aleatdrio. Essa caracteristica

implica que choques na série podem ter efeitos permanentes, fazendo com que ela apresente um

comportamento de random walk (passeio aleatério) (Hyndman; Athanasopoulos, 2018).

Matematicamente, um passeio aleatério pode ser representada por:

Ye = Y1 + €,

onde ¢, € o termo de erro aleatdrio. Esse modelo sugere que mudancas passadas afetam a série

de forma acumulativa, tornando-a imprevisivel no longo prazo sem transformagdes apropriadas.

A presencga de uma raiz unitdria na série indica que ela ndo € estaciondria, ou seja, suas
propriedades estatisticas, como média e variancia, ndo permanecem constantes ao longo do tempo.
Esse comportamento dificulta a modelagem e a previsao, ja que alguns modelos estatisticos,
como ARMA, assumem estacionariedade. Para lidar com isso, ¢ comum aplicar a diferenciacao

da série, eliminando a raiz unitaria e transformando-a em estaciondria.

Teste de Dickey-Fuller

O Teste de Dickey-Fuller € um teste estatistico utilizado para identificar a presenca de

raiz unitdria em uma série temporal (Dickey; Fuller, 1979). Ele permite verificar se uma série ¢
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estaciondria ou se precisa ser transformada, como pela diferenciacdo, para se adequar a modelos

estatisticos que exigem estacionariedade.

A formulagdo bdsica do teste considera a seguinte equacao de regressao:

p
Ay, = a+ Bt + vy + Z OiAY,—; + &y,

i=1

onde:

Ay, é a primeira diferenca da série (y, — y,_1);

* « € o intercepto (opcional);

[t é o termo de tendéncia temporal (opcional);
* vy,—, € o coeficiente associado a raiz unitdria;

* ¢, representa o coeficientes da ¢-ésima diferenca defasada para ajustar autocorrelagdo, para

i=1,2,....p

* ¢, é oerro aleatério parat =1,2,...,n;

O teste avalia a seguinte hipdtese:

Hipdétese nula (H,): A série possui uma raiz unitdria, ou seja, ndo € estaciondria (y = 0).

Hipoétese alternativa (H,): A série € estaciondria (v < 0).

O funcionamento do teste deve seguir os passos a seguir:

1. Ajusta-se a equacdo de regressao acima a série temporal.
2. O coeficiente vy € avaliado por meio de um teste estatistico (normalmente um teste t).

3. Compara-se o valor estatistico do teste com valores criticos apropriados. Se o valor cal-
culado for menor que o valor critico, rejeita-se a hipotese nula e conclui-se que a série é

estaciondria.

Se o teste ndo rejeitar H, a série apresenta uma raiz unitdria e ndo € estaciondria, sendo

necessdrio aplicar transformag¢des como a diferenciagao.

Se o teste rejeitar H, a série € estaciondria e pode ser usada diretamente em modelos

que requerem estacionariedade.

O Teste de Dickey-Fuller € fundamental para garantir a validade de modelos temporais

que assumem estacionariedade.
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Ruido Branco

O ruido branco € um conceito essencial na andlise de séries temporais. Refere-se a uma
série de valores aleatdrios onde cada valor € independente dos outros e segue uma distribui¢ao
com média zero e variancia constante (Box et al., 2015). Em outras palavras, um ruido branco
ndo possui autocorrelacdo significativa e representa o comportamento de erro puro em uma série
temporal. Se os residuos de um modelo sdo ruido branco, isso sugere que o modelo ajustado

capturou todos os padrdes previsiveis da série.

2.2 Modelos de Séries Temporais

A andlise de séries temporais envolve vdrias técnicas para modelar e prever dados tem-
porais. Ha diversas técnicas que podem ser utilizadas com intuitos diferentes, sendo que um
dos mais comuns é modelar para a tarefa de previsdo, que € o objetivo do presente trabalho. Na
literatura podemos encontrar métodos cldssicos e métodos baseados em aprendizado de mdquina
(Hyndman; Athanasopoulos, 2018) para este tipo de tarefa. Entre os métodos cldssicos, destacam-
se os modelos ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) (Box et al., 2015), enquanto
entre os métodos de aprendizado de maquina, destacam-se as Florestas Aleatorias (Breiman,
2001) e as Redes Neurais LSTM (Long Short-Term Memory) (Hochreiter; Schmidhuber, 1997).

Na andlise de séries temporais, frequentemente trabalhamos com previsdes recursivas de
multiplas etapas, onde a previsdo no tempo ¢ influencia na previsdo no tempo ¢ + 1. Este tipo
de previsao € essencial para capturar as dependéncias dindmicas ao longo do tempo (Hyndman;
Athanasopoulos, 2018).

2.2.1 Modelo ARIMA

O modelo ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) € uma das ferramentas
mais importantes na andlise de séries temporais e possui uma histdria rica, refletindo o desen-
volvimento da estatistica aplicada ao longo do século XX. Ele foi formalmente consolidado
e popularizado por George E. P. Box e Gwilym M. Jenkins em seu livro seminal Time Series
Analysis: Forecasting and Control, publicado pela primeira vez em 1970 (Box et al., 2015). Desde
entdao, o modelo ARIMA também € conhecido como "modelo Box-Jenkins", em reconhecimento

aos seus autores.

Antes da consolidacdo proposta por Box e Jenkins, os componentes individuais do

ARIMA ja haviam sido explorados:

* Autoregressao (AR): Introduzida no inicio do século XX por Yule (1927), que investigou

a relacdo linear entre valores passados de uma série temporal (Yule, 1927).
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» Médias Méveis (MA): Desenvolvida por Slutsky (1937), que demonstrou como flutuagdes

aparentes poderiam surgir de processos simples de médias moveis (Slutsky, 1937).

* Integracao (I): A ideia de diferenciac@o para transformar séries ndo estaciondrias em

estaciondrias comecou a ser formalizada em meados da década de 1940.

A contribuicdo de Box e Jenkins foi combinar esses conceitos em um modelo unificado e
criar uma metodologia sistemadtica para ajuste de modelos. A chamada metodologia Box-Jenkins

€ composta por trés etapas principais:

1. Identificacao: Determinacdo dos valores p, d e g, correspondentes a ordem autoregressiva,

ordem de diferenciacdo e ordem de médias méveis, respectivamente.

2. Estimacao: Ajuste dos parametros do modelo utilizando métodos como a mdxima verossi-

milhancga.

3. Diagndstico: Avaliacdo dos residuos do modelo para garantir que ele captura adequada-

mente os padrdes da série temporal.

Desde sua introdugdo, o modelo ARIMA tornou-se uma referéncia na andlise de séries
temporais e € amplamente aplicado em dreas como economia, saide publica e engenharia. Sua
simplicidade e robustez permitem modelar dependéncias temporais complexas em séries nao
estaciondrias, enquanto extensdes como SARIMA e ARIMAX expandiram suas aplicacOes para

incluir sazonalidade e varidveis exdgenas.

O ARIMA continua sendo uma ferramenta essencial, tanto como modelo preditivo quanto
como base para comparacoes com métodos mais avangados, como aprendizado de méquina e

redes neurais.

O modelo ARIMA ¢€ utilizado para modelar e prever séries temporais. Ele combina trés
componentes principais: autoregressao (AR), integracao (I) e média mével (MA) (Box et al.,
2015). O modelo ARIMA € denotado como ARIMA(p,d,q), onde:

* p é a ordem do componente autoregressivo (AR),
* d € o nimero de diferengas necessdrias para tornar a série estaciondria (I),

* ¢ é a ordem do componente de média mével (MA).

Para ficar mais claro o funcionamento do modelo ARIMA, € interessante olhar para cada

componente.
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Autoregressao (AR)

O componente AR indica que a varidvel de interesse é regredida em seus proprios valores

passados. A formulagdo matemdtica do AR(p) é:

Yi = P11 + G2+ -+ O, + € (2.1)

onde y; € o valor da série temporal no tempo ¢, ¢, sdo os coeficientes autoregressivos para todo

1=1,...,pe¢ éumtermo de erro de ruido branco (Box et al., 2015).

Integracao (I)

A integracdo € utilizada para tornar a série temporal estaciondria, ou seja, uma série
cuja média e variancia sdo constantes ao longo do tempo (Hyndman; Athanasopoulos, 2018). A

operacdo de diferenciacao € definida como:
Yi =Y — Y (2.2)

Para uma série integrada de ordem d, a série € diferenciada d vezes até se tornar esta-
ciondria. Esse processo elimina tendéncias e sazonalidades de longo prazo, permitindo que os

modelos ARIMA sejam aplicados de forma eficaz (Box et al., 2015).

Média Movel (MA)

O componente MA modela a relacdo entre a varidvel de interesse e os erros de previsao

passados. A formulacdo matemadtica do MA(q) é:
Yy = €+ Ohes_q + 060+ -+ Qqet—q (2.3)

onde 6; sdo os coeficientes de média mével paratodo j = 1,...,q e ¢ € o termo de erro de ruido
branco (Box et al., 2015).

Operador de defasagem

A notagdo do operador de defasagem (Backshift), € uma ferramenta util para simplificar
a representacdo de modelos autoregressivos. O operador Backshift, denotado por B, atua sobre
uma série temporal y; deslocando os valores da série para trds no tempo. Formalmente, o operador

¢ definido como:

By, =y,

Ou seja, B aplicado a y; produz o valor da série no tempo ¢t — 1. De forma geral, o
operador pode ser aplicado multiplas vezes para deslocar a série temporal por multiplos periodos.

Por exemplo:

BQ% = Y2
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Essa notagdo € particularmente util em modelos ARIMA, onde as componentes autore-
gressivas (AR) e de médias méveis (MA) podem ser representadas de maneira concisa usando
o operador Backshift. Com ele, as equacdes autoregressivas e de médias moveis podem ser
expressas como polindmios do operador B, facilitando a manipulacdo e o desenvolvimento dos

modelos.

Por exemplo, 0 modelo AR(2) pode ser representado pela seguinte equagao:
Y = QY1 + Polya + &

Com o operador de defasagem, isso pode ser reescrito como:

Yi = ¢1 By + 6By, + €
que, reorganizado, torna-se:
(1—¢1B — 0By, = ¢

Essa notacdo compacta € utilizada em modelos autoregressivos e de médias mdveis, permitindo

uma representacao elegante e eficaz de processos estocdsticos.

Modelo ARMA(p,q)

O modelo ARMA € uma combinagdo dos componentes AR e MA, sem diferenciacao.
Ele € util para séries temporais que ji sdo estaciondrias ou que se tornaram estaciondrias apds
transformacdo. A notacdo Backshift € frequentemente usada para simplificar a formulagdo desses

modelos, onde B representa o operador de defasagem (lag) (Box et al., 2015).

A forma geral do modelo ARMA(p,q), utilizando esta notacgao, é:

<1 - zpj ¢iBi> Y = (1 + zq: Gij) 3 (2.4)

j=1

Por exemplo, podemos observar como ficaria 0 modelo ARMA(2,2) que pode ser reescrito

pela notagdo com o operador de defasagem como:
Yo = G1li—1 + Pz + 0161 + Os6, 5 + €
=Y — 011 — G2Yi—2 = € + 0161 + Os6, 5
= 1y, — ¢ By, — By, = 1e, + 6, Be, + 0, B,
= (1-¢B— ¢232)yt =(l,+6,B+ 9232)€t

Modelo ARIMA (p,d,q)

O modelo ARIMA € a combinacao dos tr€s componentes mencionados: AR, I e MA. A
forma geral do modelo ARIMA(p,d,q) é:
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(1 - zpj qﬁiBi) (1-B)%, =1+ queij € (2.5)

j=1
onde B ¢ o operador de defasagem, ¢; € o i-ésimo coeficiente autoregressivo, 0; € o j-€simo

coeficiente de média movel e ¢, € o termo de ruido branco parat = 1,2,...,n (Box et al., 2015).

Se considerarmos z;, como a série temporal apés as d diferengas, ou seja, (1 — B)%y, = z,,
podemos reescrever o modelo como:

(1-— Zp:gbiBi)zt =1+ zq:Hij)et

Jj=1

z = (1 - B)%,

O processo de constru¢do de um modelo ARIMA geralmente envolve trés etapas princi-

pais:

1. Identificacdo: Andlise das propriedades da série temporal, incluindo a verificacdo de
estacionariedade e a determinagdo dos valores apropriados para p, d e ¢ (Hyndman; Atha-

nasopoulos, 2018).

2. Estimacao: Estimacdo dos pardmetros ¢ e 6 utilizando métodos como méxima verossimi-
lhancga (Box et al., 2015).

3. Diagnéstico: Verificacdo dos residuos do modelo para garantir que eles se comportem

como um ruido branco, o que indica um bom ajuste do modelo (Box et al., 2015).

No modelo ARIMA, fazemos a previsao na sé€rie estaciondria e depois aplicamos uma

transformacao inversa para prever na série original.

Quando fazemos previsdes para multiplos passos a frente em uma série temporal diferen-
ciada, a recuperacdo dos valores na escala original envolve um processo iterativo. Vamos supor

que temos dados da série temporal até o tempo ¢. Assim, temos conhecimento de y,, ys, - - - , Y;-

* Suponhamos que fizemos apenas uma diferenciacao da série original, ou seja, d = 1.
Neste caso, temos:

2 =Y — Y1 = Y = 2 T Y1

Para previsdes de m passos a frente, obtemos os valores previstos 2,1, Zi12,*** 5 Zim-

Podemos calcular os valores da série original como:

Yir1 = Zpq1 T Ui

Yiyo = Zeyo T Yepr

Yiem = Zigm + Yigm—1
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* Suponhamos agora que fizemos duas diferencas na série original, ou seja, d = 2.

Neste caso, temos:
20 =Y — 21 F Y2 = Y = 2 T 2Y 1 — Yo

Para previsdes de m passos a frente, obtemos os valores previstos Z;,1, Zi12,° ** s Zim-

Podemos calcular os valores da série original como:

U1 = Zi1 + 20 — Y
Qt+2 = 2t+2 + 2:&t+1 — U

Yitm = Zegm + 2yt+m_1 — Ytrm—2

* Para um caso geral de d diferencas, temos z, = (1 — B)%y,, onde o operador de defasagem

elevado a poténcia d pode ser expandido utilizando o Bindmio de Newton:

(1 - B)dyt = zd:(_l)j (j) Bjyt = zd:(—l)j (j) Yi—j-

Jj=0 Jj=0

De fato, pelo Bindmio de Newton, temos:

Aplicando com a = 1, b = —B e n = d, obtemos:

J

-5y =3 (1) e,
Assim, temos entao:
(1= BYlyo = (1+ (~B))y, = (z (j) W(—B)j) n-3 (j)ldj(—B)fyt

Como 1 elevado a qualquer niimero continua sendo 1 entdo 1?77 = 1 e pode ser removido

da expressdo. Além disso,
(_B)jyt = <<_1)B)jyt = (_1)ijyt = (_1>jyt7j

do qual, obtém-se
d ) d
=t
=0 J
A expressao acima facilitard no processo do cdlculo da previsao série original. Observemos
que quando j = 0 temos (1 — B)’y, = (1 — B)y, = y,. Assim,

=S (Do = S (Do

§=0 J
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=y =z — Ed:(—l)j (j) Y-

j=1
Para previsdes de m passos a frente, obtemos os valores previstos 2,1, Z;40,* , Zi4m €

podemos calcular os valores da série original como:

. . ¢ (d
Ypr1 = Rep1 — Z<_1)j ( .)yt+1—.i

j=1 J

. . d dY
Yt42 = Zt42 — Z(_l)] <j>yt+2—j

Jj=1

4 d
Ytom = Rt4m — Z<_1)J ( .)yt+m]—

j=1 J
Neste processo, a cada passo adicional, utilizamos as previsdes anteriores para reconstruir

a série na escala original.

Para visualizar num exemplo, o0 modelo ARIMA(1,1,1) ficaria da seguinte forma:

(1—=¢:B)(1 = B)y, = (1+6,B)e, (2.6)

As medidas de ajuste, como o AIC (Akaike Information Criterion) e o BIC (Bayesian
Information Criterion), sdo utilizadas para comparar diferentes modelos e selecionar aquele que
melhor se ajusta aos dados, balanceando o ajuste e a complexidade do modelo (Akaike, 1974;
Schwarz, 1978). O AIC e o BIC penalizam modelos mais complexos com mais parametros,
ajudando a evitar o sobreajuste (overfitting). Um modelo com menor AIC ou BIC € preferivel,

desde que os residuos do modelo sejam adequados.

O AutoARIMA € uma abordagem automatizada para identificar o melhor modelo ARIMA
para uma série temporal, minimizando o AIC (Hyndman; Khandakar, 2008). O algoritmo utiliza
uma busca stepwise para explorar diferentes combinacdes de p, d e g e seleciona aquela que

resulta no melhor ajuste com base em critérios de informacao como AIC.

O AutoARIMA permite estimar os coeficientes de forma automatizada utilizando métodos
estatisticos como a maxima verossimilhanca (Hyndman; Athanasopoulos, 2018). Essa abordagem
¢ realizada em algumas etapas, primeiramente € feito o teste de Dickey Fuller para verificar se ha
raiz unitdria na série temporal, ou seja, verificar se a série nao € estaciondria. Caso tenha raiz
unitaria, € aplicado a diferenciac@o na série e aplicado o teste de Dickey Fuller novamente se
ainda hd raiz unitdria. O processo € feito até que a série nao tenha mais raiz unitdria, ou seja, até

a série se tornar estaciondria, geralmente apds duas diferencas no maximo.

Depois do hiperparametro d ser estimado, sdo testados alguns modelos, ARI M A(0, d, 0),
ARIMA(1,d,0), ARIMA(0,d,1) e ARIMA(2,d,2) e a selecdo do melhor ajuste é feito
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Figura 4 — Tlustracdo de como o Autoarima € feito. Neste exemplo, foram 4 etapas no total, resul-
tando em ARIM A(4,d, 2) ser a melhor escolha. Fonte: (Hyndman; Athanasopoulos,
2018).

através do AIC. Depois de escolher o melhor modelo dentre os quatro, € feito novamente uma
comparagdo, mas com a variacdo de £1 para p e ¢ gerando 8 novos modelos para testar. Isso fica
bem ilustrado na Figura 4, em que os 8 novos modelos aparecem ao redor do modelo atual. Entao
dos 9 modelos € selecionado aquele que possui o menor AIC. Se o modelo escolhido for um
dos 8 novos modelos, entdo o processo € feito novamente até que nao haja mudanca do modelo

escolhido na dltima etapa.

A estimac¢do por maxima verossimilhanca (EMV) € uma das formas de se ajustar os
parametros do modelo ARIMA, que incluem os coeficientes autoregressivos (¢), de médias
moveis (@) e a variancia do erro (02). O objetivo da EMV é encontrar os valores desses parimetros

que maximizem a probabilidade de observar os dados disponiveis.

A fung¢do de verossimilhanca € definida como a probabilidade conjunta das observagdes

Y1, Y2, - - -, Y7, assumindo que os erros (¢;) seguem uma distribui¢do normal independente:

T 1 , — At 2
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onde © = (¢, 0, o) representa o conjunto de pardmetros do modelo, e ¢, sdo os residuos

calculados como a diferenca entre os valores observados e ajustados.

Para simplificar o processo de otimizacdo, utiliza-se o logaritmo da funcio de verossimi-

lhanga, resultando na fun¢do de log-verossimilhanga:

T T
0(O;y) = —5 log(2mo?) 202 > el (2.8)

t=1
Para facilitar o entendimento de como estimar os pardmetros do modelo ARIMA, podemos

observar casos mais simples do modelo por primeiro.

Por exemplo, no modelo autorregressivo de ordem 1 (AR(1)), a varidvel y, € expressa

como.

Y = QY1 + €4, (2.9)
onde ¢ € o parametro a ser estimado e e, representa o termo de erro branco com média zero e

variancia constante, parat = 1,...,7.

Para estimar ¢ pelo método da maxima verossimilhanca, consideramos a fun¢ao de

verossimilhanca baseada na distribui¢cdo normal dos erros. A log-verossimilhanca é dada por

T

T 1
Udry) = —5 log(2m0%) — 5 > (4 — dye-1)*. (2.10)

t=1

e maximizando essa func¢do em relagio a ¢ € o, obtemos as estimativas dos pardmetros.

Ja no modelo MA(1) (modelo de médias méveis de ordem 1), a varidvel y, € modelada

como

Y = e, — ey, 2.11)
onde 6 é o parametro de interesse.

Em ambos os casos, a fungdo de verossimilhanca depende dos termos de erro e;, que
ndo sdo observaveis diretamente. Portanto, a estimacgao de 6 requer métodos numéricos para

maximizar a log-verossimilhanca correspondente.

Para o modelo ARIMA, os dados sdo frequentemente diferenciados d vezes para atingir
estacionariedade. Com a série ja estaciondria, temos os parametros da componente AR e da

componente MA para estimar. Os residuos €; sdo obtidos pela férmula do modelo ARIMA:

(1-> ¢:B")z = (1+ zq:Hij)et

Zt - (1 - B)dyt
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A maximizacdo da log-verossimilhanca € realizada seguindo os passos abaixo:

1. Inicializacdo: Fornecer estimativas iniciais para ¢, 0 ¢ o2.
2. Calculo dos residuos: Usar as equagdes do modelo ARIMA para calcular ¢, iterativamente.

3. Log-verossimilhanca: Substituir os residuos na funcdo de log-verossimilhanga:

S (v . (2.12)

t=1

T
((O;y) = ——1 2
(0:y) = —5 log(2n0%) — 5
4. Maximizacao: Ajustar © para maximizar ¢(O);y) usando métodos numéricos, como o

algoritmo de Newton-Raphson.

5. Verificacdo: Avaliar se os residuos ¢, sdo ruido branco (¢, ~ N (0, 0?)).

A maximizagdo da funcdo de log-verossimilhanca para o modelo ARIMA € um pro-
blema de otimiza¢do nao linear. Métodos numéricos, como o Newton-Raphson ou L-BFGS, sdo

frequentemente utilizados para resolver esse problema.

O método de Newton-Raphson € um algoritmo iterativo classico usado para encontrar
raizes de fung¢des ou maximizar/minimizar fungdes, incluindo a log-verossimilhanca em modelos
estatisticos, enquanto o método L-BFGS (Limited-memory Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno)
¢ um algoritmo de otimizacao baseado no método de Newton que utiliza aproximagdes da matriz

Hessiana (segunda derivada).

Esses métodos seguem uma abordagem iterativa, parte-se de valores iniciais para os para-
metros, calcula-se o gradiente da log-verossimilhanca, ajustam-se os parametros com base nessa
informacao, e repete-se o ciclo até que as mudancas entre iteracdes se tornem suficientemente

pequenas.

2.2.2 Aprendizado de Maquina

O aprendizado de mdquina é uma subdrea da inteligéncia artificial que tem como objetivo
capacitar sistemas computacionais a aprender padrdes a partir de dados, sem que sejam explici-
tamente programados para tal. Essa capacidade € alcangcada por meio de algoritmos e técnicas
matemadticas que permitem que os modelos melhorem seu desempenho ao serem expostos a
novos dados (Hastie; Tibshirani; Friedman, 2009).

A drea emergiu nas ultimas décadas como uma ferramenta essencial para lidar com
grandes volumes de dados e com problemas complexos que envolvem padrdes ndo lineares. Suas
raizes remontam aos anos 1950, com o desenvolvimento inicial do perceptron, e ao longo do
tempo se expandiu para incluir abordagens mais sofisticadas, como métodos baseados em drvores,

redes neurais profundas e técnicas de aprendizado ndo supervisionado.

Os modelos de aprendizado de maquina podem ser divididos em trés categorias principais:
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* Aprendizado supervisionado: O modelo ¢ treinado com dados rotulados, onde as en-
tradas sdo associadas a saidas esperadas. Essa abordagem € utilizada para problemas de

classificacdo e regressao.

* Aprendizado nao supervisionado: O objetivo € identificar padrdes ocultos nos dados sem
informagdes rotuladas, como em algoritmos de clusterizacdo ou reducdo de dimensionali-
dade.

* Aprendizado por reforco: Baseado em um agente que aprende interagindo com o ambiente,
recebendo recompensas ou penalidades por suas agdes, a fim de maximizar uma métrica

cumulativa ao longo do tempo.

Uma das grandes vantagens do aprendizado de maquina € sua capacidade de lidar com
dados de natureza complexa e de alta dimensionalidade, algo comum em estudos epidemiolégicos,
como os de COVID-19. Técnicas modernas permitem modelar relacdes intrincadas entre varidveis,

capturando tanto dependéncias temporais quanto padrdes espaciais nos dados.

Neste trabalho, foram utilizados dois modelos reconhecidos no aprendizado supervisio-
nado: a Floresta Aleatdria e as Redes Neurais do tipo Long Short-Term Memory (LSTM). Cada
um desses modelos foi selecionado por sua capacidade especifica de lidar com os desafios das

séries temporais epidemioldgicas, conforme detalhado nas subsecdes a seguir.

O desempenho desses modelos de aprendizado de mdquina depende de diversos fatores,
entre eles a escolha adequada dos hiperparametros, que sao configuragdes definidas antes do
processo de treinamento. Diferentemente dos pardmetros aprendidos durante o ajuste do modelo,
os hiperparametros controlam o funcionamento interno dos algoritmos, como o ntimero de arvores
em uma Floresta Aleatéria ou o nimero de neurdnios e épocas de treinamento em uma rede
neural. A selecio apropriada desses hiperparametros € essencial para alcangar bons resultados,

sendo comumente realizada por metodologias de otimizacao dos mesmos.

O uso do aprendizado de maquina neste contexto surge como uma tentativa de melhoria

da precisao preditiva em relacdo aos modelos cldssicos.

2.2.3 Floresta Aleatoria

A Floresta Aleatoria (Random Forest) ¢ um modelo de aprendizado de mdquina utilizado
em tarefas de regressao e classificacdo, sendo também eficaz para a previsao de séries temporais.
Desenvolvida por Breiman (Breiman, 2001), é uma técnica do tipo ensemble, que combina
diversos modelos de aprendizado de maquina para obter uma previsao unica através da média ou
votacdo dos resultados individuais. No contexto de séries temporais, 0 modelo constréi multiplas
arvores de decisao e utiliza a média das previsdes de todas as drvores para realizar a previsao
final



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 29

Uma 4arvore de decisdao é composta por nds que particionam os dados de entrada em
subconjuntos com base em regras de decisdo. No contexto de séries temporais, cada n6 avalia

uma varidvel de defasagem (lag) para prever o valor futuro.

Para tarefas de regressado, os valores preditos em cada folha da drvore sdo calculados

como a média dos valores das observagdes no subconjunto correspondente:

> i 2.13)

onde n representa o nimero de observagdes no subconjunto e y; os valores reais.

A Floresta Aleatoria foi desenvolvida para superar limitacdes de arvores de decisao
individuais, como sua tendéncia ao sobreajuste. Ela introduz duas técnicas principais: amostragem
extitbootstrap e sele¢do aleatdria de atributos para cada divisao (Breiman, 2001). Essa combinag¢ao
melhora a generalizacdo e a robustez do modelo, tornando-o ideal para dados nao lineares e de

alta dimensionalidade.

A Floresta Aleatéria é formada por H arvores de decisdo h(x, ©,), onde os vetores de

parametros ©, sdo amostrados independentemente:

S h(z, Oy). (2.14)

k=1

7=

| =

Essa abordagem reduz a variabilidade e melhora a precisao, evitando o sobreajuste (Breiman,
2001).

O préximo passo € a estimacao dos parametros da equagdo 2.14. Os parametros das
arvores de decisdo na Floresta Aleatdria sdao estimados com base em amostras bootstrap e na
selecao de divisdes que maximizam a reducdo de impureza. O processo pode ser descrito da

seguinte forma:

* Amostragem Bootstrap: Cada arvore € treinada em uma amostra aleatéria com reposicao

dos dados de treinamento.

* Selecio de Divisoes: Para cada n6, um subconjunto aleatério de atributos € selecionado,
e a divisdo que maximiza a reducdo de impureza (no caso para problemas de regressao,

utiliza-se o erro quadratico médio) € escolhida.

* Agregacao: As previsdes de todas as drvores sdo combinadas por média (regressdo) ou

votacdo (classificacio) para gerar o resultado final.

Esse procedimento garante diversidade entre as drvores e reduz a variancia do modelo.

Os principais hiperparametros da Floresta Aleatoria incluem o nimero de arvores (1),
que controla a diversidade do ensemble; a profundidade maxima das arvores, que equilibra

sobreajuste e subajuste; e o nimero de atributos considerados por divisdo, responsdvel por
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introduzir aleatoriedade em cada né. A escolha adequada desses hiperparametros pode ser feita
por meio de técnicas como grid search ou random search, avaliando diferentes combinacoes e

selecionando aquela com melhor desempenho nos dados de treino.

Além disso, a Floresta Aleatdria permite estimar a importancia de cada varidvel de entrada

por meio da soma da redugdo de impureza associada a cada divisao:

Importancia(X;) = Y Almpureza(n|X;), (2.15)

nenoés
onde Almpureza(n|.X;) representa a reducdo de impureza ao usar a varidvel X; no né n.

Entre suas vantagens, destacam-se a robustez a relacdes nao lineares, a capacidade de
lidar com alta dimensionalidade e a identificacdo automadtica de padrdes relevantes. Por outro lado,
apresenta como limitagdes a elevada complexidade computacional e a dificuldade em extrapolar

além do intervalo observado nos dados de treino.

Na aplicagdo a séries temporais, € necessdrio reestruturar os dados, criando varidveis de

defasagem (lags):

Xt — {yt—l; yt—27 e 7yt—p}7 (216)

onde p representa o nimero de defasagens consideradas. Essas varidveis capturam a

dependéncia temporal da série, funcionando como um modelo autoregressivo (Tashman, 2000).

2.2.4 Redes Neurais

As redes neurais artificiais t€ém suas raizes no modelo matemaético proposto por McCul-
loch e Pitts em 1943 (McCulloch; Pitts, 1943). Este modelo foi a primeira tentativa de representar
computacionalmente o comportamento de neurdnios bioldgicos. Em 1958, Rosenblatt desenvol-
veu o perceptron, uma rede neural simples que combinava entradas linearmente e aplicava uma

funcao de limiar para classificar dados (Rosenblatt, 1958).

Entretanto, em 1969, Minsky e Papert mostraram as limita¢des do perceptron para resolver
problemas nao linearmente separaveis, como o famoso problema do XOR. Eles destacaram a
necessidade de adicionar camadas ocultas com funcdes de ativacdo ndo lineares, criando o
conceito de redes multicamadas (MLPs, do inglés extitmulti-layer perceptrons) (Minsky; Papert,
1969). Apesar dessa proposta, ndo havia um algoritmo eficiente para treinar essas redes até os
anos 1980, quando o algoritmo de retropropagacao foi introduzido (Rumelhart; Hinton; Williams,

1986), permitindo o treinamento de redes profundas.

Nos anos seguintes, avancos nas arquiteturas de redes, como as redes convolucionais

(CNNs) e recorrentes (RNNs), culminaram no desenvolvimento das Redes LSTM (Long Short-
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Term Memory) em 1997 (Hochreiter; Schmidhuber, 1997), projetadas para capturar dependéncias

de longo prazo em sequéncias temporais.

Redes neurais sdo compostas por camadas de neurdnios artificiais interconectados. Cada
neurdnio aplica uma transformacao linear as entradas e, em seguida, uma funcao de ativacao
para introduzir ndo linearidade. As fun¢des de ativacdo desempenham um papel crucial no

desempenho do modelo, sendo a funcao ReLLU utilizada neste trabalho.

A funcao de ativacdo ReLLU (Rectified Linear Unit) foi inicialmente proposta por Fu-
kushima (Fukushima, 1969) e posteriormente popularizada por Nair e Hinton (Nair; Hinton,
2010). A ReLU € definida por f(z) = max(0, x) e tem como principais vantagens a simplicidade

computacional e a reducdo do problema de aprendizado em redes profundas.

J4 as Redes Neurais Recorrentes (RNNs) sdo um tipo de rede neural projetada para lidar
com dados sequenciais. A principal caracteristica das RNNs € a presencga de conexdes recorrentes,
que permitem que informagdes de etapas anteriores influenciem os estados atuais. Essa arquitetura
¢ especialmente titil para problemas onde a ordem dos dados importa, como séries temporais e

processamento de linguagem natural.

Cada unidade de uma RNN recebe a entrada atual z; € o estado oculto anterior h;_; no
tempo ¢. O estado oculto, que pode ser interpretado como uma memdria interna, € atualizado
em cada passo de tempo, permitindo que a rede armazene informagdes relevantes ao longo da

sequéncia. Podemos ver uma representacao geral de sua arquitetura na Figura 5.

O estado A, no tempo ¢ € calculado como:
h’t = O’(Whht,1 + met + b)

onde W, e W, sdo matrizes de pesos treindveis, b € o vetor de viés, e o € uma funcio de ativagdo

nao linear.

Unfold

. |
@ o) 0D~ I~ I~
©

Figura 5 — Arquitetura bisica de uma RNN. Fonte: (Kalita, 2022).

Apesar de serem poderosas, as RNNs simples enfrentam dificuldades para aprender
dependéncias de longo prazo devido ao problema do gradiente desvanecente. Durante o treina-
mento, os gradientes podem se tornar extremamente pequenos, tornando dificil a atualizacao
efetiva dos pesos para informacdes distantes na sequéncia. Esse problema limita a capacidade

das RNNs de capturar padrdes em sequéncias longas.
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Para superar essa limitacdo, arquiteturas avangadas como as Redes LSTM (Long Short-
Term Memory) e GRU (Gated Recurrent Unit) foram desenvolvidas, permitindo que as redes

aprendam dependéncias de longo alcance de maneira mais eficaz.

Arquitetura LSTM

As redes neurais de memoria de longa e curta duracdo (Long Short-Term Memory -
LSTM) sdo uma variagdo das redes neurais recorrentes (Recurrent Neural Networks - RNN),
projetadas para resolver o problema do gradiente desvanecente (Hochreiter; Schmidhuber, 1997).
Diferentemente das RNNs tradicionais, as LSTM introduzem uma arquitetura que inclui portas de
entrada, saida e esquecimento, permitindo que a rede controle de forma seletiva quais informacdes
devem ser mantidas ou descartadas ao longo do tempo. Antes de explicar sobre cada porta, €

importante entender sobre uma operagcao chamada produto de Hadamard.

O produto de Hadamard, ou element-wise product, ©, ¢ uma operagdo utilizada nas redes
LSTM para combinar informacdes de diferentes portas. Dados dois vetores ou matrizes A e B de

mesma dimensao, o produto de Hadamard € definido como:
(A®B):; = Ai;- B 2.17)

Essa operacdo € fundamental para atualizar o estado da célula c,, permitindo que informacdes se-
jam combinadas de maneira eficiente entre as portas de entrada, esquecimento e saida (Hochreiter;
Schmidhuber, 1997).

Desse modo, uma célula LSTM consiste em trés portas principais: a porta de entrada, a
porta de esquecimento e a porta de saida. Essas portas regulam o fluxo de informacdes dentro da
célula, permitindo que a rede decida quais informacdes reter, descartar ou atualizar em cada passo
do tempo. E essa combinacio de decisdes que permite s LSTM superarem as redes recorrentes

simples em problemas de longa dependéncia temporal.
* Porta de Esquecimento (f;): Essa porta decide quais informacdes do estado da célula
anterior (C,_,) devem ser descartadas. A operagdo matematica é:
ft =0 (fot + ‘/fh/t—l + bf) 5 (218)

onde o € a fungdo sigmoide, U, e V; sdo os pesos aplicados a entrada atual e ao estado

oculto anterior, respectivamente, e b; € o termo de viés associado a porta de esquecimento.

« Porta de Entrada (i,) e Estado da Célula Candidato (C,): Essas portas controlam quais

novas informacdes serdo armazenadas no estado da célula. As opera¢des matematicas sao:
i, = o Uz, + Vihy_1 + 1), (2.19)

C, = tanh(Ucz; 4+ Vehe_1 + be), (2.20)

onde U;, V;, Ugs, Vi sdo 0s pesos, e b;, b sao os termos de viés.
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* Estado da Célula (C)): O estado da célula € atualizado combinando as informag¢des da

porta de esquecimento e da porta de entrada. A equacao é:
Co=fi©Cia+i 00, (2.21)

onde f, é o valor da porta de esquecimento, i, é o valor da porta de entrada, e C, é o estado

candidato da célula.

* Porta de Saida (o,) e Estado Oculto (h,): Essas operacdes controlam quais informagdes

do estado da célula atual (C)) serdo usadas para gerar o estado oculto. As equagdes sao:
o, = o(Uxy + Vohi 1 +b,), (2.22)
hy = 0, ® tanh(C,), (2.23)
onde U, V, e b, sdo os pesos e o termo de viés associados a porta de saida.

* Previsao Final (7,): Por fim, para realizar a previsao aplica-se uma transformagao linear
ao estado oculto h;:
gt = Wout : ht + bouta (224)

onde W, € um vetor de pesos e b, € o viés associado a previsdo.

A Figura 6 ilustra a arquitetura de uma célula LSTM, destacando suas principais portas e
conexoes internas. Neste trabalho, incluimos ainda a saida g;, representando a previsdo gerada

pelo modelo.

A seguir, ilustramos os calculos realizados dentro de uma célula LSTM usando valores
ficticios para entradas e pesos, simulando uma tnica iteracao (época) de previsao. Suponha que o
modelo utiliza 2 lags como entrada e o objetivo € encontrar uma previsdo para um passo temporal

t da sequéncia 2, 3 e 4. As varidveis iniciais sdo:

of) -l

Parat =0, temos h, , =0e C,_; =

0.5 0.5 0.5 0.5 0
Uf - y Vf = , bf =
0.5 0.5 0.5 0.5 0
Calculo da porta de esquecimento:

2.5 0 2.5 0.924
Uz, = Vi = | |, fi=o(Um + Vi, +b;) = ~
o [2.5] Fret H fo = o(Upze+ Viheos +by) J([Qb]) [0.924]

Parametros:
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Parametros:

0.4 04 0.4 04 0
Ui =Uc = , Vi=Ve= , bi=be =
04 04 0.4 04 0

Porta de entrada e estado candidato:

2.0 0 2.0 0.881
Uz, = , Vihy, = , = ‘7<Uixt + Vihyy + bi) =0 R

2.0 0
2.0\ _ [0.964
20]) 10.964

0.881-0.964|  [0.849
0.881-0.964|  |0.849

0.6 0.6 0
U,=V,= , b, =
0.6 0.6 0
Porta de saida e estado oculto:

3.0] 0.952
Ot:0-<ont+‘/oht1+bo):U(|:30)%[ ]

Atualizacio da célula:

Ot:ftQCt—1+it®ét:

Parametros:

h; = o, ® tanh(C}) =

0.952-0.693]  [0.659
0.952 - 0.693 ]

Previsao:
U = Weu - hy + boue = 1.0 - 0.659 + 0 = 0.659

Erro:

1
Erro = 5(4 —0.659)* = —(3.341)* ~ 5.585

1
2

Resumo dos Resultados (1 Epoch)

Entrada: z, = [2, 3]

* Previsao: ¢, ~ 0.659

Valor real: y, = 4

Erro: =~ 5.585
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Deep Learning | Intreduction to Long Short Term Memory %

Figura 6 — Arquitetura bdsica de uma rede neural LSTM. Fonte: (GeeksforGeeks, 2023).

O modelo ainda estd longe da previsdo correta e precisaria de vdrias iteragdes para ajustar
os pesos. Como estamos considerando a primeira iterac@o, os pesos utilizados sdo arbitrarios e

nao foram ajustados por treinamento.

Ao trabalhar com redes LSTM, € crucial realizar o escalonamento dos dados, geralmente
utilizando a normalizacdo min-max, que transforma os dados para um intervalo fixo (geralmente
entre 0 e 1). Esse procedimento acelera o treinamento e melhora a estabilidade numérica do
modelo, evitando problemas como gradientes explosivos ou desvanecentes (Goodfellow; Bengio;
Courville, 2016). O escalonamento também garante que todas as varidveis estejam na mesma
escala, o que € particularmente importante em redes sensiveis as variacoes de magnitude, como
as LSTM.

Estimacao dos Parametros

Os parametros W, U, e b de uma LSTM sdo atualizados durante o treinamento do
modelo por meio de métodos de otimizagao baseados em gradiente, como o Gradient Descent
ou variantes mais avangadas, como o Adam Optimizer (Kingma; Ba, 2014). O processo de
treinamento minimiza uma funcao de custo, como o erro quadratico médio (EQM) em problemas
de regressao, ou a entropia cruzada em tarefas de classificagao. A funcdo de custo J é definida

como:
1 N
N Z yz ) yz (225)

onde 6 representa os parametros treindveis do modelo, L é a fun¢do de perda (como EQM ou

entropia cruzada), y; sdo os valores reais e ; as previsdes do modelo.

O treinamento utiliza a retropropagacao através do tempo (Backpropagation Through
Time - BPTT), que computa os gradientes dos parametros considerando as dependéncias temporais

das sequéncias. Esse processo envolve:
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1. Desenrolar a Rede no Tempo: A rede é "desenrolada"ao longo de todos os passos
temporais da sequéncia, permitindo que as conexdes recorrentes sejam tratadas como camadas

adicionais na rede.

2. Calculo do Gradiente: Os gradientes sdo acumulados ao longo do tempo, considerando
a influéncia de cada passo anterior nas previsoes futuras. Isso € feito aplicando a regra da cadeia

as conexoes temporais.

3. Atualizagdo dos Pardmetros: Apds calcular os gradientes, os pardmetros W e b sdo
ajustados usando uma regra de atualiza¢do baseada no otimizador escolhido. Para o Adam, por
exemplo, a atualizacdo segue:

Ope1 =0, — (2.26)

my
U ’
/Uy + €
onde m; e v, sdo as estimativas dos momentos de primeira e segunda ordem dos gradientes, 7 € a

taxa de aprendizado, e € € um termo para estabilidade numérica.

4. Prevencdo de Gradientes Explosivos ou Desvanecentes: Para evitar gradientes explo-
sivos, pode-se aplicar gradient clipping, que limita o valor mdximo dos gradientes. As LSTM,
por construgdo, mitigam o problema de gradientes desvanecentes gracas ao uso de portas que

regulam o fluxo de informacdes.

5. Iteragao Até Convergéncia: O processo € repetido por vdrias épocas até que a fungdo
de custo J convirja para um valor minimo aceitavel ou que o modelo alcance um desempenho

satisfatério no conjunto de validacao.

Essa abordagem permite que as LSTM aprendam padrdes temporais, ajustando seus

pardmetros para minimizar o erro entre as previsoes e os valores reais.

As principais vantagens das redes LSTM incluem sua capacidade de lidar com depen-
déncias de longo prazo e mitigar o problema do gradiente desvanecente. No entanto, as LSTM
podem ser computacionalmente intensivas, exigindo mais tempo de treinamento e recursos com-
putacionais. Além disso, elas frequentemente necessitam de grandes volumes de dados para um
treinamento eficaz, o que pode ser uma limitacdo em cendrios com dados escassos (Hochreiter;
Schmidhuber, 1997).

2.3 Analise Espacial

A andlise espacial trata da exploracdo e modelagem de dados que possuem uma estrutura
espacial subjacente. Diferentes tipos de dados espaciais sdo usados em aplicacdes préticas,
incluindo dados agrupados por areas, geoestatisticos e dados na forma de pontos (Cressie, 1993).
No contexto deste trabalho, os dados utilizados sdo agrupados por dreas, que correspondem as
cidades do estado de Sao Paulo, ou seja, observacdes que representam os registros agregados
naquela regido. Neste caso, estamos lidando com a média mével semanal da incidéncia de casos

de Covid-19 para cada cidade.
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E importante destacar que os modelos espaciais apresentados serdo aplicados em cada

momento do tempo, permitindo analisar as dependéncias espaciais dinamicas.

Todo processo espacial estd sujeito a Lei de Tobler, também conhecida como a Primeira
Lei da Geografia:

"Tudo depende de todo o restante, porém o que estd mais proximo depende mais do que aquilo

que estd mais distante."

Essaideia é central na andlise espacial, capturando como locais geograficamente proximos

afetam uns aos outros.

Os dados espaciais podem ser classificados em trés categorias principais:

* Dados agrupados por areas: Observagoes agregadas em unidades geograficas discretas,
como cidades ou estados.

* Dados geoestatisticos: Valores observados em locais especificos dentro de uma regiao

continua, como medicoes de poluicdo.

* Dados pontuais: Localizacdes especificas de eventos, como a ocorréncia de crimes ou

localizagdes de arvores (Cressie, 1993).

No contexto deste trabalho, o foco serd em dados agrupados por dreas, pois a andlise

considera a incidéncia de Covid-19 agregada por municipio.

Modelos Espaciais Classicos

Os modelos espaciais cldssicos buscam capturar a correlagdo existente entre observagoes
que estdo proximas geograficamente. Esses modelos consideram que a localizacdo de uma
observacao pode influenciar a ocorréncia de eventos em regides vizinhas. No contexto deste
trabalho, o foco serd no Modelo de Autoregressao Espacial (SAR, Spatial Autoregressive Model),

utilizado para capturar dependéncias espaciais explicitas (Anselin, 1988).

O modelo SAR € definido como:
y=pAy + X6+, (2.27)

onde y € o vetor de observagdes dependentes, p é o parametro de dependéncia espacial, A é a
matriz de adjacéncia espacial, X é a matriz de varidveis independentes, (5 € o vetor de coeficientes,

e ¢ € o termo de erro.

Matriz de adjacéncia espacial (matriz de ponderacio espacial)

A matriz de pesos espaciais A representa a estrutura de vizinhanca entre as regides e

pode ser construida de diferentes formas, como baseando-se em adjacéncias (vizinho comum)
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ou distancias geograficas (LeSage; Pace, 2009). A interpretacao do parametro p € crucial, pois
ele indica o grau de influéncia que as observacdes em regides vizinhas exercem umas sobre as

outras.

Os elementos de A, denotados por a;;, indicam a proximidade ou conectividade entre as

YR
localizacdes i € j. A matriz A pode ser normalizada de forma que cada linha some 1, assegurando
que os pesos sdo relativos, representando:

§ A
I ]
S s A

Nao hd um procedimento tnico para a escolha de A. Diferentes métodos podem ser

aplicados, como:

* Matriz de contiguidade Queen: Representa adjacéncia de poligonos baseando-se em

bordas e vértices compartilhados.

* Matriz baseada nos k-vizinhos mais préoximos (KNN): Conecta cada unidade espacial

aos k vizinhos mais proximos com base na distancia geografica ou métrica.

Neste estudo, utilizamos a matriz de contiguidade Queen por sua capacidade de capturar
conexdes espaciais diretas. Testes comparativos entre diferentes tipos de matrizes A (e.g., KNN e

Queen) podem ser realizados para avaliar o impacto na modelagem.
Baumont (2004) diz sobre como buscar a melhor matriz

Existem outras op¢des ainda, além das mencionadas. Por exemplo, Fritz, Dorigatti e
Riigamer (2022) utilizaram dados de mobilidade humana e conectividade social fornecidos pelo

Facebook Data for Good para construir grafos em um contexto epidemiolégico também.

Indice de Moran

O indice de Moran () € uma estatistica utilizada para medir a autocorrelagcdo espacial
em um conjunto de dados geograficos. Ele avalia se os valores de uma varidvel observada exibem
padrdes espaciais, ou seja, se ha similaridade ou dissimilaridade entre valores de localiza¢des

proximas.

A férmula do indice global é:

O S i Ay — 9)(y; . Y)
(Z?:l(yi - Q)Q) D Z?;l A .

Onde:

* A,;: matriz de adjacéncia normalizada.

* y;,y,: valores observados nas localizacdes i € j.
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* y: média de y.

Quando / > 0 indica autocorrelacao positiva (valores similares agrupados), enquanto
I < 0 indica autocorrelacdo negativa (valores dissimilares agrupados). Quando / ~ 0, a

distribuicao espacial € aleatdria.

No contexto local, indices de Moran locais (LISA) identificam clusters e padroes especi-

ficos em subconjuntos do espago. Porém, o LISA nao foi utilizado neste trabalho.

2.3.1 Modelo de Autoregressao Espacial Simultaneo (SAR)

O modelo de Autoregressao Espacial Simultaneo (SAR) € utilizado para capturar de-
pendéncias espaciais em dados geogréficos. Este modelo considera que o valor de uma varidvel
em uma determinada localizagdo € influenciado pelos valores da mesma varidvel em localiza-
¢oOes vizinhas, representados por uma matriz de adjacéncia A (Anselin, 1988). A formulagao
matematica do modelo SAR € baseada na incorporagdo de um termo autoregressivo espacial
na equacdo de regressao. Possui o0 nome “simultidneo” pois a matriz de dependéncia espacial é

inserida diretamente no modelo.

y = pAy + X8 + ¢, (2.28)

onde:

* y: vetor de observacoes.

A matriz de dependéncia espacial normalizada.

* p: coeficiente de autocorrelagdo espacial.

X: matriz de varidveis explicativas.

B: vetor de coeficientes das varidveis explicativas.

* €: termos de erro (¢ ~ N(0, o21)).
Na versdo pura do modelo SAR, X nio estd presente:
y = pAy + €.

Este modelo foi utilizado para avaliar a dependéncia espacial isoladamente.

O coeficiente p indica a for¢a e a direcdo da dependéncia espacial. Um valor positivo de
p sugere que valores altos (ou baixos) em uma localiza¢do tendem a ser associados com valores

altos (ou baixos) em localiza¢des vizinhas.
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A estimacao dos parametros no modelo SAR (Autoregressao Espacial) € mais complexa do
que na regressao linear tradicional devido a presenca do termo autoregressivo espacial. Métodos
como a Méaxima Verossimilhanga (Maximum Likelihood) e Minimos Quadrados Generalizados
(Generalized Least Squares) sao utilizados para estimar os pardmetros p e [ (LeSage; Pace,
2009).

Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Para estimar os parametros do modelo SAR, o método de médxima verossimilhanca é

utilizado. O modelo € definido como:
y=pAy+ XB+e,

onde y é o vetor de observacdes dependentes, p € o coeficiente de dependéncia espacial, A € a
matriz de pesos espaciais, X € a matriz de varidveis independentes, 3 é o vetor de coeficientes,

e € é o termo de erro branco com variancia 2.

A log-verossimilhanca do modelo SAR € dada por:
n 1 ,
Lip. 5,0°) = =5 W(2m0%) +In|I — pA| = 5 (y — pAy — XB)'(y — pAy — XP),

onde |I — pA| é o determinante do operador espacial.
O processo de estimacdo seguem 0s passos a seguir:

1. Estimativa Inicial de p: Realiza-se uma busca por p que maximize In |/ —pA

1
— 5oz (y —
pAy — XB) (y — pAy — X 3). Métodos como busca em grade ou algoritmos numéricos (ex.:

Newton-Raphson) sdo utilizados para encontrar o p 6timo.

2. Estimativa de 3: Ap6s fixar p, os coeficientes (3 s@o estimados resolvendo:

B=(X'"(I—pAY(I—pA)X)"' X'(I = pA)(I — pA)y.

3. Estimativa de o2: O erro quadritico médio é usado para estimar o?:

6° = ;((y — pAy)'(y — pAy)).

4. Tterac@o e Convergéncia: Os passos acima sédo iterados até que os valores de p, 3, € 0

estabilizem (diferenga abaixo de um limiar ¢).

Também existem alternativas em que € feito uma aproximacao da fun¢do de log-verossimilhanca,

mas nao serd abordado neste trabalho.

O modelo SAR ¢ utilizado em vdrias dreas, incluindo economia regional, epidemiologia
e ciéncia ambiental, para analisar fendmenos que exibem dependéncia espacial. Por exemplo,
ele pode ser utilizado para estudar a dissemina¢do de doencas infecciosas, onde a incidéncia de

casos em uma regiao pode ser influenciada pelos casos em regides vizinhas (Cressie, 1993).
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2.3.2 Redes Neurais de Grafos (GNN)

Um grafo € definido como um conjunto de nds (ou vértices) conectados por arestas (ou
links). Formalmente, um grafo G é representado como G = (V, E), onde V' é o conjunto de nds
e I/ € o conjunto de arestas que conectam pares de nés. Em muitas aplicagdes, cada né e aresta

podem possuir atributos adicionais, como caracteristicas dos nés e pesos das arestas.

Redes Neurais de Grafos (Graph Neural Networks - GNN) € uma classe de modelos de

aprendizado profundo projetados para operar em dados estruturados em grafos.

Diferentemente das redes neurais tradicionais que lidam com dados tabulares ou sequen-
ciais, as GNNs sdo capazes de capturar dependéncias complexas e relacionamentos entre 0s nds
de um grafo, tornando-as particularmente uteis para uma variedade de tarefas, como classificag@o

de nds, previsao de arestas e classificacdo de grafos (Wu et al., 2021).

Briiggemann (2023) destacaram a utilizacao de Redes Neurais em Grafo para modelar
surtos de doengas como a COVID-19, mostrando que a representacdo de dados epidemioldgicos

em grafos pode capturar padrdes de propagacao entre regides vizinhas.

As GNNs operam em grafos através de um processo iterativo de agregacao e atualizacao

de informacdes dos nds vizinhos. Este processo pode ser dividido em trés etapas principais:

* Agregacao: Cada né coleta informagdes de seus nds vizinhos.

* Atualizacao: As informacdes agregadas sao combinadas com a representagao atual do né

para atualizar seu estado.

* Leitura: Apés vdrias iteracoes de agregacdo e atualizacdo, as representacdes finais dos

nos sdo usadas para realizar a tarefa desejada, como classificacdo ou regressao.

As GNNs sao particularmente uteis para modelar dependéncias espaciais em dados
geograficos, onde as localizacdes podem ser representadas como nds de um grafo e as relagdes
espaciais como arestas. Um exemplo comum € a utilizacao de redes convolucionais de grafos
(Graph Convolutional Networks - GCN) para prever a disseminagdo de doencgas infecciosas entre
diferentes regides (Kipf; Welling, 2017).

No contexto da previsao da COVID-19, as GNNs podem ser usadas para modelar a
propagacdo do virus entre diferentes regides. Cada regido € representada como um né e as
fronteiras entre as regides sdo representadas como arestas no grafo. As caracteristicas dos nés
podem incluir informag¢des demogréficas, taxas de infec¢do passadas, e outras varidveis relevantes.
A Figura 7 ilustra a constru¢do do grafo para os municipios do estado de Sdo Paulo, no qual as

conexoes entre 0s nds representam fronteiras geograficas.

As GNNs sdo poderosas porque podem capturar padroes de dependéncia espacial que

sdo dificeis de modelar com técnicas tradicionais. No entanto, essas redes podem ser computaci-
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Grafo de Contiguidade tipo "Queen" - Estado de Sao Paulo
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Figura 7 — Grafo dos municipios de Sdao Paulo conectado por suas respectivas fronteiras. Fonte:
Elaborado pelo autor.

meouhlz’ e

l \ iy’

a
®
9 ®
—— by 7y »
/ h.‘I'.‘“—I\\h il ol } ps
g ®
a

!
®
INPUT GRAPH !i i1

IH/_E#TI:H OF HETWORKS
[ ] -

‘ tl

O+
(e
imoiTe
+
Mg

$ ; P i f » 4 k)
~ L [Lley, 6 P PV e ’
'\; Jith® LT $is e see Teh & et ._../J

Figura 8 — Exemplo visual de uma arquitetura de uma rede GNN. Fonte: (Summer, 2023).



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 43

onalmente intensivas e requerem uma quantidade significativa de dados de treinamento para sua
implementacgdo efetiva. A Figura 8 apresenta um exemplo visual de como as informacdes sao

agregadas e processadas em uma arquitetura de GNN.

Ha diversas abordagens para implementar um modelo de GNN, tais como o uso de redes
de atenc¢do, redes por propagacao de mensagens, entre outros. A seguir detalha-se a metodologia

adotada neste trabalho:

1. Representacio do Grafo

O grafo ¢ definido como G = (V, E), onde:

V' € o conjunto de nés (cidades ou regides) com |V| = n.
* F € o conjunto de arestas que representam as conexoes entre nos.

» A éamatriz de adjacéncia ponderada, baseada em similaridade, conectividade ou distancias

geograficas.

Ap6s a normalizaga@o por linha (row-normalization), cada entrada de A € dada por:

A
Al =—2— " com » A =1V
S oA

Essa normalizagao assegura que as somas das conexdes de cada nd sejam iguais a 1, balanceando

a propagacdo de mensagens.

2. Propagaciao de Mensagens

A GNN utiliza o mecanismo de propagacdo de mensagens (Message Passing) para

atualizar as representacdes dos nds com base nas informagdes dos seus vizinhos.

2.1. Transformacao Linear

Cada n6 7 possui um vetor de covaridveis x;. Na camada [, essas covaridveis sdo transfor-

madas por uma operacao linear:
20 = xXOW O 4 pO.

onde:

e W ¢ a matriz de pesos, ajustada durante o treinamento.

» b ¢ o vetor de viés, também ajustado no treinamento.
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2.2. Agregaciao de Mensagens

As mensagens das vizinhancas de cada n6 7 sdo agregadas usando a matriz normalizada
A/.
hY — > A 70

177 )
JEN (@)
onde N (i) é o conjunto de vizinhos do né i. Essa operacdo evita instabilidades durante o

aprendizado e balanceia a influéncia dos vizinhos.

2.3. Atualizacao das covariaveis

As novas covaridveis do n6 ¢ na camada [ 4+ 1 sdo obtidas aplicando uma funcao de

ativacdo (ReLLU) as mensagens agregadas:

x{""Y = ReLU(h{"").

3. Arquitetura Completa

O modelo possui duas camadas de propagacdo de mensagens:

¢ Camada 1: Reduz as dimensOes iniciais das covariaveis:
(1) (0) 0 0
h;’ = ReLU ( > AL WO 4 b ))) .
JEN(9)
* Camada 2: Projeta o espaco latente para a dimensao de saida:

h” = S A ("W + bW,
JEN(3)

A escolha de duas camadas reflete um equilibrio entre capacidade de aprendizado e custo

computacional.

4. Funcao de Perda

A funcdo de perda combina dois componentes:

1. Erro Quadratico Médio (EQM):
1Z .
EQM = 5 Z(?/z - yi)Q,

i=1

onde y; € o valor real e ¢; € o valor previsto.

2. Indice de Moran (]):

S S, A~ Py~ P
B (Z?:1(Ti - 77>2) ) Z?:1 Z;:l A;j ’

onde:
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e r; =1, — §; é o residuo.

¢ 7 € a média dos residuos.

A perda total € uma combinacao ponderada:
L=aoa-EQM+ (-1,
onde « e 3 sdo pesos ajustdveis. Essa abordagem garante tanto a precisdo preditiva quanto a
coeréncia espacial dos residuos.

Se necessdrio, o indice de Moran local pode ser aplicado para avaliar padrdes espaciais

mais especificos em regides distintas.

S. Consideracoes

* A matriz W', normalizada por linha, j4 balanceia a influéncia de cada vizinho, eliminando

a necessidade de normalizacOes adicionais dentro da GNN.

* O modelo € ideal para capturar dependéncias espaciais em tarefas geogréficas e pode ser

adaptado para diferentes contextos com dados espaciais.

* O custo computacional pode ser elevado, especialmente em grafos grandes. Estratégias

como amostragem de subgrafos podem ser utilizadas para otimizar o treinamento.

A estimativa dos parametros em Redes Neurais de Grafos (GNNs) é realizada através do
treinamento dos pesos da rede, que s@o ajustados iterativamente para minimizar uma funcao de

perda.

Os pesos W e os vetores de viés b"") para cada camada [ sdo inicializados aleatoriamente

ou com métodos como inicializacdo de Xavier ou He.

Para cada nd, as representacdes sao calculadas iterativamente com base em seus vizinhos,

usando as férmulas de agregacgdo e atualizacio:

AEHD — 5 [ R . Z W' & 4 bk

U uw

ueN (v)

A func¢do de perda combina o erro preditivo (ex.: EQM) e, em alguns casos, penalizac¢des

para manter coeréncia espacial, como o Indice de Moran:
L=a -EQM+ (-1,

onde [ € o Indice de Moran calculado nos residuos.

O gradiente da funcdo de perda VL é calculado em relagdo aos pesos W e b utilizando o

algoritmo de retropropagacao, estendido para a estrutura do grafo.
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Os pesos sdo atualizados utilizando métodos de otimizacao, através do método Adam.

WO Wwh —n.VL,
onde 7 € a taxa de aprendizado.

O processo de propagacao direta, cdlculo da perda e retropropagacio € repetido até que a
funcao de perda convirja (mudanga pequena entre iteracdes) ou um nimero méaximo de épocas

seja atingido.

2.4 Agregando Informacoes Espaciais aos Modelos Temporais

A integracdo de informagdes espaciais em modelos temporais busca capturar depen-
déncias geograficas e temporais simultaneamente, permitindo uma andlise mais completa de
fendmenos espaciais. Essa abordagem considera que eventos observados em regides proximas
podem influenciar diretamente os resultados temporais e vice-versa. No contexto deste estudo, os
modelos temporais incorporam varidveis exdgenas derivadas de modelos espaciais, proporcio-
nando uma visao integrada da dindmica espaco-temporal dos dados visando uma melhoria no

desempenho das previsoes.

2.4.1 Modelo ARIMAX

O modelo ARIMAX € uma extensdo do modelo ARIMA que inclui varidveis exégenas
X, para capturar fatores externos que afetam a série temporal (Box et al., 2015; Hyndman;

Athanasopoulos, 2018). Ele € representado pela seguinte equacao:
®(B)(1 — B)'y, = O(B)e;, + BX,,
onde:
* &(B): polindmio autoregressivo.

* O(B): polindmio de média mével.

X,: varidvel exgena.

B: coeficiente das varidveis exdgenas.

A inclusdo de X, permite incorporar informagdes externas, como dependéncias espaciais.
Neste estudo, X, representa a resposta de um modelo de dependéncia espacial (como o modelo
SAR). Essa inclusdo possibilita avaliar se as informagdes espaciais melhoram a previsdao dos
modelos temporais. Estudos indicam que varidveis exdgenas podem melhorar significativamente
a capacidade preditiva quando fatores externos influenciam a dindmica temporal (Box et al.,
2015; Hyndman; Athanasopoulos, 2018).
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A estimagdo dos parametros do ARIMAX ¢é realizada por meio da maximizacio da

log-verossimilhan¢a do modelo, dada por:

1 N
~ g 2w -

t=1

L(®,0,5) = —];fln(Zﬂ'a

onde j, = ®(B)(1 — B)"y, — ©(B)e, — fX,.

Assim como no modelo ARIMA comum, a maximizacao da fun¢do de log-verossimilhanca
¢ um problema de otimizacao ndo linear, dependendo de métodos numéricos, como o Newton-
Raphson ou L-BFGS.

Este método garante que os pardmetros estimados maximizem a adequagao do modelo

aos dados observados, incorporando o impacto das varidveis exdgenas X.

2.4.2 Regressao Dinamica

A regressdo dindmica combina uma regressao linear cldssica com erros que seguem um
processo ARIMA, permitindo modelar tanto o impacto de varidveis explicativas externas quanto

a estrutura temporal dos residuos. A equacao geral é:

Y = Bo+ 51 Xas + BoXoy + -+ B Xiw + M,

1—2@ Lym= (143 6,8)e,

Jj=1

onde:

* y,: varidvel dependente no tempo ¢.

* [,: intercepto.

* Bi,..., B coeficientes das varidveis explicativas X, ;, Xo,, ..., X .

» ARIMA(p,d, q): componente ARIMA que captura a dependéncia temporal nos residuos.

* ¢,: termo de erro branco.

Essa abordagem € particularmente util para capturar padroes temporais nao explicados
pelas varidveis explicativas X, a0 mesmo tempo em que incorpora o impacto dessas varidveis no
modelo. Por exemplo, em uma aplicagdo espaco-temporal, X; pode incluir informagdes espaciais
derivadas de modelos como o SAR, permitindo integrar dinamicamente as dependéncias espaciais

no processo de modelagem (Box et al., 2015; Hyndman; Athanasopoulos, 2018).

A estimacao dos parametros neste modelo € um pouco diferente, pois precisamos estabe-
lecer inicialmente os parametros do modelo linear e depois os parametros do modelo ARIMA. A

estimacao segue 0s seguintes passos:



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 48

1. Ajuste Inicial da Regressao Linear: Realize uma estimacdao de modelo de regressao
linear para os parametros [y, S, . . ., (i, ignorando temporariamente a estrutura ARIMA
nos residuos. No caso, teremos o coeficiente linear e o coeficiente angular para estimar, ja

que estaremos utilizando apenas uma varidvel exdgena, que € a dependéncia espacial.

2. Modelagem dos Residuos: Calcule os residuos 7, = y; — (8o + 1 X1+ + -+ BrXps) ©

ajuste um modelo ARIMA nos residuos.

3. Integracao dos Componentes: Combine os resultados dos passos anteriores e ajuste
iterativamente os parametros 3, ¢, e @ para maximizar a log-verossimilhanca do modelo
completo:

N 1 &
L 0)=——1In(2 —
(137 d)? ) 2 n( 7.‘-0- 20.2 Z

t=1

4. Convergéncia: Continue até que os parimetros estimados se estabilizem.

Que também utiliza os mesmos métodos numéricos para a estimag¢do de um modelo
ARIMA, como o Newton-Raphson ou L-BFGS.

2.4.3 Arquitetura GNN+LSTM

A arquitetura GNN+LSTM combina a modelagem de dependéncias espaciais e temporais
em um framework integrado, permitindo capturar de forma eficiente as relagdes espago-temporais
de dados como a incidéncia de COVID-19. O modelo € composto por duas principais compo-
nentes: uma Rede Neural Grafica (GNN) para explorar dependéncias espaciais entre diferentes
localizacdes geogréficas e uma Rede Neural do tipo Long Short-Term Memory (LSTM) para
modelar dependéncias temporais. Essa integracdo aproveita o poder das GNNs para embutir
informacdes espaciais e das LSTMs para prever a evolugao temporal com base nessas informacoes

enriquecidas.

Estudos recentes, como o de Panagopoulos, Nikolentzos e Vazirgiannis (2021b), aplicaram
Redes Neurais de Grafos (GNN) e combina¢des como GNN+LSTM para prever a evolugdo da

COVID-19, destacando a importancia de modelar relacdes espaciais e temporais simultaneamente.

Técnicas que integram GNNs com redes LSTM sao eficazes para modelar dependéncias

espaco-temporais simultaneas, permitindo realizar tarefas preditivas em larga escala (Li et al.,
2023).

A GNN ¢é responsével por gerar representagdes vetoriais espaciais para cada localidade,
representada como um né em um grafo. A matriz de adjacéncia normalizada, A, e as covaridveis

dos nds, X, sdo os insumos principais do modelo. O processo de aprendizado segue a equagao:
H"® = g(AH*YW®), (2.29)

onde:
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e H® ¢ a representacdo vetorial dos nés na camada k,

* W% 530 os pesos treindveis da camada k,

* ¢ é uma funcdo de ativagao nao-linear (e.g., ReLU).

Apds K camadas, as representacdes vetoriais finais H®) encapsulam a informagao

espacial relevante para cada nd.

As representagdes vetoriais h; gerados pela GNN para uma localidade 7 sdo concatenados

com os dados temporais y! e servem como entrada para a LSTM. Cada entrada no tempo ¢ €

representada como:

/\t:+l

2

ZZ = [Yfa hi]'

O LSTM atualiza seus estados de acordo com:

. Porta de esquecimento:

f, = o(Wylh,_y, 2] + by),
Porta de entrada e estado da célula intermediaria:
i, = U<Wi[ht—17 Zt] + bi)7

6t - tanh(wc[ht—h Zt] + bc)7

. Atualizagao do estado da célula:

c,=foc,+i,OC,
Porta de saida e estado oculto:
o, = O—(Wo[htfla Zt} + bo>7

ht — Ot @ tanh(ct)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

O estado oculto h; no dltimo passo temporal € usado para prever o proximo valor na série

O modelo funciona através dos seguintes passos:

. Extracio Espacial: A GNN gera representacdes vetoriais H%) para todos os nos.

Concatenar representacoes vetoriais com Séries Temporais: As representacdes vetoriais

de cada no6 sdo concatenadas as sequéncias temporais correspondentes.

valores temporais.

. Previsao Temporal: O LSTM utiliza as sequéncias enriquecidas para prever os proximos
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4. Previsao Iterativa: Para multiplos passos, as previsdes anteriores alimentam as proximas

entradas.

A estimativa de parametros na arquitetura GNN+LSTM combina técnicas de otimizacao
aplicadas as duas principais componentes do modelo: a Rede Neural Grafica (GNN) e a Long
Short-Term Memory (LSTM). O processo de estimativa € realizado iterativamente, utilizando
métodos baseados em gradiente para ajustar os pesos e viéses das camadas GNN e LSTM, de

forma a minimizar a fun¢do de perda do modelo.

Primeiramente, os pesos da GNN (W®) e da LSTM (W, W,, W,, W,) sdo inicializados
com valores aleatdrios. A funcdo de perda combina termos para capturar a precisdo preditiva e a

coeréncia espacial:
J(0) = a-EQM(0) + - R(0), (2.37)

onde « e (3 sdo pesos ajustdveis. O erro quadratico médio (EQM) avalia a diferenga entre
os valores reais y, e previstos §;, enquanto a regularizacio R (@) pode incluir penalizagdes nos

pesos ou medidas como o indice de Moran para manter consisténcia espacial.

A retropropagacdo através do tempo (BPTT) € usada para ajustar os pesos da LSTM.

Esse processo envolve:

* Desenrolar a LSTM ao longo da sequéncia temporal;
* Calcular os gradientes dos parametros I, W;, ... com base na regra da cadeia;

* Atualizar os parametros usando otimizadores como Adam ou SGD.

Os gradientes dos pesos da GNN (W ®)) sdo calculados com base no impacto das repre-
sentacOes vetoriais gerado nas previsdoes da LSTM. O célculo € feito propagando os erros da

funcdo de perda através das camadas da GNN:

* A retropropagagdo comega na tltima camada /K da GNN e segue camada por camada até a

entrada;

* O gradiente para cada camada k € computado considerando a matriz de adjacéncia A e as

representacdes vetoriais intermedidrias H*).

Os pesos de ambas as componentes (GNN e LSTM) sdo ajustados simultaneamente

usando um otimizador, como Adam. A regra de atualizag¢@o para um peso genérico 6 € dada por:

9t+1 = Ht (2-38)

my
— 77 ¢ —
JUur+ €’
onde 7) € a taxa de aprendizado, m, € o gradiente acumulado, v, € o segundo momento acumulado

(varidncia do gradiente), e € € um termo de estabilidade numérica.
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O processo completo € repetido por vdrias épocas, ajustando os pesos de forma iterativa

até que a funcdo de perda J convirja ou atinja um valor aceitdvel no conjunto de validagao.

A integracdo sinérgica da GNN e da LSTM permite capturar padrdes espago-temporais,
ajustando os parametros de ambas as redes para maximizar a precisdo e a robustez do modelo.
Essa arquitetura é particularmente eficaz em cendrios como a previsao de casos de COVID-19,
onde as caracteristicas espaciais influenciam diretamente as dindmicas temporais. A aborda-
gem apresentada pode ser estendida para outros contextos espaco-temporais, como modelagem

climatica ou analise de mobilidade urbana.

2.5 Bootstrapping aplicado a séries temporais

O bootstrapping € uma técnica de reamostragem que permite estimar a distribui¢do de
uma estatistica ao reamostrar os dados com reposicao (Efron, 1979). No contexto de séries
temporais, o bootstrapping pode ser aplicado aos residuos dos dados de treino de um modelo de
previsdo para estimar a incerteza associada as previsoes. Ao gerar varias amostras de residuos, é
possivel construir intervalos de confianga para as previsoes, oferecendo uma medida mais robusta

da variabilidade e incerteza das previsoes.

Ao aplicar o bootstrapping em um modelo de séries temporais, um exemplo genérico de

modelo autoregressivo pode ser expresso como:

Y = 0 (Y15 Y2y« oy Yiom) + €

onde y, € o valor da série no tempo ¢, o(-) representa a fun¢éo de previsdo baseada nos valores
passados da série, m (a quantidade de valores no passado utilizados) e ¢, € o erro residual (ruido)

associado a previsao.

Para gerar previsoes futuras usando o bootstrapping dos residuos, podemos simular
iterativamente “caminhos” futuros, reamostrando os residuos €, a partir de uma suposicao de
distribui¢cao (como a normalidade) ou através de reamostragem dos residuos estimados a partir

do modelo ajustado. Isso nos permite capturar a incerteza que ocorrem nos dados temporais.

A cada iterag¢@o, um valor de €, € sorteado e usado para atualizar a s€rie no proximo

passo de tempo. Por exemplo:

y:+1 = U(yt7 Y1, Yi—2,5 - - - 7yt—m) + 6:—&-1'

Neste ponto, y;, , € a previsdo gerada usando os m valores anteriores da série (até y,) e

um erro residual aleatorizado €; ;.

Continuando iterativamente, podemos prever o proximo valor €, , usando y;, ,:
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Yo = O—(y;-la Yes Yeots - s Yeom) T €rior

Esse processo € repetido para cada horizonte de previsao, gerando diversos caminhos
possiveis para o futuro da série temporal. Ao acumular essas simulacdes, podemos construir

distribuicdes empiricas para os valores previstos em cada ponto de tempo futuro.

Estimativa de Intervalos de Confianca:

A partir dos multiplos caminhos simulados, € possivel calcular intervalos de confianca
para as previsoes. Esses intervalos sao construidos a partir dos percentis das previsdes geradas,
refletindo a incerteza tanto nos residuos quanto na evolucao da série temporal. Essa abordagem
€ especialmente 1til em séries temporais nao lineares ou quando os residuos nao seguem uma
distribuicdo conhecida, ja que o bootstrapping ndo assume uma distribuicdo especifica dos

residuos.

2.6 Métricas de desempenho dos modelos

A avaliagcdo do desempenho dos modelos € fundamental para determinar a qualidade do
ajuste e a confiabilidade das previsdes realizadas. Neste trabalho, foram utilizadas duas métricas

principais:

* Erro Quadratico Médio (EQM): Mede a média dos quadrados das diferencas entre
os valores observados e previstos. E uma métrica apropriada para avaliar a precisdo de

modelos de regressao e séries temporais, especialmente em tarefas de previsao pontual.

* Winkler Score: Avalia a qualidade dos intervalos de previsao, levando em conta tanto a
amplitude quanto a capacidade de cobrir corretamente os valores observados. Essa métrica
¢ particularmente util quando o objetivo € analisar a confiabilidade das previsdoes em termos

probabilisticos.

Embora o Critério de Informacao de Akaike (AIC) seja frequentemente utilizado para
comparar modelos estatisticos baseados em verossimilhanca, ele ndo foi adotado neste trabalho.
Isso porque métodos de aprendizado de mdquina, como Florestas Aleatdrias e Redes Neurais,
nao assumem distribuicdes de probabilidade especificas e ndo possuem uma fun¢do de verossi-

milhanca definida, inviabilizando o uso do AIC.

No entanto, o AIC foi utilizado por Paiuta (2022) para comparar ajustes do modelo
ARIMA na previsao da incidéncia e mortalidade por COVID-19, justamente por se tratar de
um modelo estatistico com base probabilistica bem definida. Nesse contexto, o uso do AIC é

apropriado, mas sua aplica¢do ndo se estende a métodos ndo paramétricos.
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1 T
EQM = 7> (y = 4.)° (2.39)

t=1

Onde:

* T € o nimero total de periodos de tempo.
* 9, sdo os valores observados no tempo t.

* 7, sdo os valores previstos no tempo .

Um valor de EQM menor indica previsdes pontuais mais precisas, com erros menores.

Se um intervalo de confianga de 100(1 — )% no tempo ¢ € dado por [/, ;, U, ], entdo
o Winkler Score € definido sendo a amplitude do intervalo somado a uma penalidade, caso o

observado esteja fora do intervalo da seguinte forma:

(ua,t - goz,t) + % (ga,t - yt) » S€ yt < ea,tu
Wa,t - (ua’t - €a7t) , S€ ga,t S Yy S U(Lt’ (2.40)
(umt - éa,t) + é (yt - uaf) » S€ Yy > Uq ¢
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3 Materiais e Métodos

3.1 Material

Os dados utilizados neste estudo foram coletados pelo SEADE, acessado em abril de
2024, contendo informacoes detalhadas sobre a contaminag¢do por COVID-19 no estado de
Sao Paulo, incluindo o nimero de novos casos e 6bitos. Dentre essas informacdes, utilizamos

especificamente as séries temporais de novos casos para cada cidade do estado.

Para padroniza¢do dos dados, calculamos as médias mdveis semanais, onde a média de
cada dia foi obtida considerando o préprio dia e os seis dias anteriores. Em seguida, para ajustar
a incidéncia de casos a populacdo de cada cidade, dividimos essa média mével pela populacao
correspondente e multiplicamos por 100.000, o que resultou na taxa de incidéncia por 100.000

habitantes.

Dessa forma, uma incidéncia de COVID-19 em um determinada cidade representaria
que, em média, 1 novo caso didrio foi registrado a cada 100.000 habitantes nos dltimos 7 dias
naquele local. Para exemplificar, em Campinas a incidéncia semanal de COVID-19 chegou a
passar de 30 por alguns dias. Isso representa que, em média, 30 novos casos didrios ocorreram a
cada 100.000 habitantes nos dltimos 7 dias. Dessa forma, em Campinas com cerca de 1.140.000

habitantes, o valor corresponderia a 342 casos didrios em média naquela semana.

O objetivo da média movel € destacar padrdes subjacentes e tendéncias para entender o
comportamento agregado da série. Assim, os modelos temporais podem ser ajustados a série
suavizada para capturar as tendéncias principais, com menor influéncia da variabilidade de curto

prazo.

Além disso, importamos um arquivo shapefile do IBGE para possibilitar a criacdo de
mapas. Em seguida, realizamos a fusdo (merge) dos dados epidemiolégicos com o shapefile,
permitindo assim a visualizacdo espacial dos resultados. E importante destacar que a cidade de
Ilhabela foi removida da andlise devido a falta de fronteiras terrestres, o que apresenta problemas

na andlise de dependéncia espacial.

O ano de 2020 foi selecionado para anélise devido a forte autocorrelagdo espacial ob-
servada nos primeiros meses da pandemia, refletida pelo indice de Moran. Em marco, o indice

atingiu 0,51, mantendo valores relativamente altos nos meses seguintes: 0,46 em abril, 0,30 em
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maio, 0,36 em junho, 0,33 em julho e 0,34 em agosto. No entanto, a partir de setembro, o indice

caiu significativamente para 0,12, indicando uma diminui¢do na dependéncia espacial.

Em contraste, os dados de 2021 apresentaram indices de Moran consistentemente baixos,
com valores maximos de apenas 0,10, caracterizando uma fraca autocorrelacdo espacial. Esse
comportamento torna a inclusdo da dependéncia espacial como covaridvel menos relevante para

a modelagem preditiva nesse periodo.

Outro fator determinante foi a forte influéncia da vacinacdo contra a COVID-19 nas taxas
de incidéncia, que comegou a ocorrer em 2021. A inclusdo da vacinacdo no modelo exigiria

ajustes adicionais e tornaria a andlise mais complexa.

No ano de 2020, destaca-se também a implementacao do lockdown em julho, como
explorado por Paiuta (2022). No entanto, para fins de simplicidade, optou-se por ndo incluir

explicitamente essa medida nos modelos propostos.

Dessa forma, o periodo analisado abrange desde a primeira semana epidemiolégica até
o final de setembro de 2020. Foram utilizados 219 dias como dados de treino para cada uma
das 644 cidades, e os 7 dias subsequentes foram reservados para avaliar a previsdo de curto
prazo. Além disso, o desempenho do modelo foi avaliado para horizontes mais longos, com
30 dias representando o médio prazo e 92 dias o longo prazo, sendo essas previsdes analisadas

individualmente.

3.2 Meétodos

A andlise foi conduzida em trés etapas principais: temporal, espacial e espaco-temporal.

Inicialmente, realizamos a andlise temporal dos dados, seguida da andlise espacial. Em
cada etapa, aplicamos modelos especificos para avaliar o desempenho e a contribuicdo de cada
abordagem. Por fim, combinamos as duas perspectivas em modelos espaco-temporais, permitindo

uma comparacdo abrangente entre os diferentes métodos.

Cada uma dessas andlises (temporal, espacial e espagco-temporal) foi realizada separada-

mente, utilizando cédigos distintos para garantir a clareza e a precisdao dos resultados.

Dado o grande numero de séries temporais analisadas simultaneamente, 644 no total,
optamos por focar em indices e resumos estatisticos que proporcionassem uma visao geral do
desempenho dos modelos, ao invés de realizar andlises detalhadas para cada série individualmente.
A abordagem visa identificar tendéncias e padrdes globais nos dados, garantindo uma avaliagao

robusta dos modelos aplicados.

Enquanto (Briiggemann, 2023) utilizam exclusivamente GNNs para modelar dados de
COVID-19, este trabalho combina métodos de séries temporais (ARIMAX) com informagdes

espaciais provenientes de modelos como SAR, explorando abordagens complementares.
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Pacotes utilizados

O pacote pmdarima em Python, inspirado no pacote forecast do R, fornece uma im-
plementacdo do AutoARIMA, facilitando a modelagem de séries temporais complexas sem a
necessidade de ajustar manualmente os parametros (Smith; Ellis, 2019). Esse pacote também

utiliza a maxima verossimilhanca (EMV) para ajustar os parametros do modelo ARIMA.

O pacote skforecast oferece uma interface pratica para utilizar modelos do scikit-learn
em problemas de previsdo temporal. Ele permite, por exemplo, o uso da Floresta Aleatéria em
previsdes recursivas, em que os valores previstos em uma etapa sdo reutilizados como entrada nas
etapas seguintes. Um exemplo ilustrativo dessa metodologia pode ser visto na Figura 9 (Rodrigo;
Ortiz, 2024; Datos, 2025).

Figura 9 — Previsdo recursiva: os valores previstos sdo usados como entrada nas etapas seguintes.
Fonte: (Rodrigo; Ortiz, 2024).

Os dois pacotes utilizados para trabalhar com redes neurais no Python foram o Keras
e o PyTorch. O pacote Keras se destaca por ser considerado ser simples para seu uso, sendo
ideal para uso rdpido e experimentacdo (Chollet et al., 2015). Ele é frequentemente a escolha
inicial para quem estd comec¢ando com redes LSTM. J4 o PyTorch oferece maior flexibilidade
e controle sobre a arquitetura da rede (Paszke et al., 2017). No presente trabalho, inicialmente
usamos o Keras para a modelagem LSTM, mas migramos para o PyTorch ao incorporar redes

GNN a arquitetura, que foi criada utilizando o PyTorch Geometric (Fey; Lenssen, 2019).

O pacote spreg, parte do PySAL (Python Spatial Analysis Library), fornece ferramentas
para estimacao de modelos de regressao espacial, incluindo o modelo SAR. Ele permite estimar os
parametros usando maxima verossimilhanca ou métodos alternativos, como minimos quadrados

generalizados.

Os c6digos utilizados neste trabalho estdo disponiveis no GitHub'.

I <https://github.com/ThiagoMoraesRizzieri/projeto_biometria>
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4 Resultados e Discussoes

Nesta secdo, sao apresentados os resultados obtidos a partir da modelagem e previsao
para as cidades utilizando diferentes abordagens. Para cada modelo, foram calculados o Erro
Quadratico Médio (EQM) e o Winkler Score, que quantificam o desempenho do ponto de vista
das previsdes pontuais e intervalares, respectivamente. Esses valores foram calculados para cada

cidade e no fim, tiramos uma média dessas medidas para facilitar a nossa visualizacdo.

Esta secdo apresenta os resultados da modelagem e previsao da taxa de incidéncia da
COVID-19 para as 10 cidades mais populosas do estado de Sdo Paulo. Foram considerados
trés horizontes de previsao: curto prazo (7 dias), médio prazo (1 més) e longo prazo (3 meses).
A andlise incluiu modelos temporais (ARIMA, SARIMAX, Floresta Aleatéria, LSTM) e suas
variacoOes com integragdo de dependéncias espaciais (SAR e GNN). Os resultados sdo avaliados
com base no Erro Quadratico Médio (EQM) e no Winkler Score (W95% e W80%). Todos os

c6digos estdo em um repositério do GitHub'.

4.1 Analise dos Modelos

Os modelos avaliados incluiram variacdes da modelagem temporal com ARIMA, SA-
RIMAX, Floresta Aleatéria e Redes Neurais LSTM, com e sem integracdo de dependéncias

espaciais através de modelos SAR e GNN. A seguir, apresentamos os resultados de cada modelo:

Para cada horizonte de previsdo, os modelos foram avaliados separadamente. A Tabela 1
apresenta os resultados de desempenho para o periodo de curto prazo (previsiao de 7 dias),
enquanto as Tabelas 2 e 3 mostram os resultados para os periodos de médio prazo (1 més) e

longo prazo (3 meses), respectivamente.

Em relacdo a dependéncia espacial, observamos que tanto o modelo SAR quanto o GNN
foram eficazes em capturar a autocorrelagdo espacial. Os residuos desses modelos apresentaram
valores médios do indice de Moran consideravelmente reduzidos (SAR: -0,0002; GNN: -0,09)
em comparagdo ao valor observado na série original em abril (I de Moran 0,46), o que evidencia

a capacidade de ambos os modelos em eliminar a dependéncia espacial residual.

Visualmente, nota-se que os modelos espaciais suavizam a série de incidéncia semanal,

' <https://github.com/ThiagoMoraesRizzieri/projeto_biometria>
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conforme ilustrado na Figura 11. Nela, comparamos a série original (Figura 10) com os ajustes
obtidos pelos modelos SAR (Figura 10a) e GNN (Figura 10b).

Taxa de incidéncia semanal apos 100 dias de transmissao

—20

_21 -

—22 7

_23 -

—24 4

—25

T
-52 -50 -48 —46 -44
Figura 10 — Taxa de incidéncia semanal original.

Ajuste do modelo SAR na taxa de incidéncia semanal apds 100 dias de transmissao Ajuste do modelo GNN na taxa de incidéncia semanal apds 100 dias de transmissao
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(a) Ajuste do modelo SAR. (b) Ajuste do modelo GNN.

Figura 11 — Comparagdo das taxas de incidéncia semanal e dos ajustes obtidos pelos modelos
SAR e GNN ap6s 100 dias de transmissao.

A aplicacao dos modelos SAR e GNN resultou em 644 novas séries temporais — uma
para cada municipio — que apresentaram, em média, correlacdo de 0,72 (SAR) e 0,82 (GNN)

com suas respectivas séries originais.
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Tabela 1 — Desempenho dos modelos no horizonte de curto prazo (previsao de 7 dias).

Modelos EQM WI5% W80%
MEAN 131,73 69,02 41,16
ARIMA 75,87 53,49 29,17
ARIMAX (SAR var. exdgena) 70,47 48,99 23,14
Dinamico (SAR var. exgena) 66,58 48,02 25,77
ARIMAX (GNN var. exdgena) 68,98 70,09 30,41
Dinamico (GNN var. exdgena) 72,03 70,44 31,00
Floresta Aleatéria 226,31 255,17 78,74
Floresta Aleatoria (SAR var. exdgena) 81,43 121,44 42,18
Floresta Aleatéria (GNN var. exdgena) 94,54 151,57 47,66
Redes Neurais LSTM 98,23 54,05 33,39
LSTM (SAR var. exégena) 131,07 62,61 36,59
LSTM (GNN var. exdgena) 144,05 63,03 37,79
LSTM + GNN 115,21 65,80 232,50

Tabela 2 — Desempenho dos modelos no horizonte de médio prazo (previsdao de 1 més).

Modelos EQM WI5% W80%
MEAN 224,56 84,70 44,06
ARIMA 267,25 88,94 48,90
ARIMAX (SAR var. exdgena) 222,63 78,51 40,16
Dinamico (SAR var. exdgena) 219,39 77,78 39,70
ARIMAX (GNN var. exdgena) 251,61 115,79 48,66
Dinamico (GNN var. exdgena) 252,90 127,21 51,58
Floresta Aleatoria 357,93 250,36 82,53

Floresta Aleatdria (SAR var. exdgena) 268,88 192,86 65,15
Floresta Aleatéria (GNN var. exdgena) 263,56 181,20 67,23

Redes Neurais LSTM 397,32 116,06 73,33
LSTM (SAR var. exogena) 454,01 111,05 68,38
LSTM (GNN var. exogena) 423,80 111,95 69,91

LSTM + GNN 262,02 150,62 100,09
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Tabela 3 — Desempenho dos modelos no horizonte de longo prazo (previsdao de 3 meses).

Modelos EQM WI5% W80%
MEAN 342,13 110,70 68,08
ARIMA 373,78 121,05 70,74
ARIMAX (SAR var. exdgena) 307,75 101,05 53,22
Dinamico (SAR var. exgena) 301,49 137,84 46,09
ARIMAX (GNN var. exdgena) 340,57 147,84 63,22
Dinamico (GNN var. exdgena) 336,25 166,30 66,09
Floresta Aleatoria 449,54 264,39 89,55

Floresta Aleatéria (SAR var. exdgena) 389,02 249,51 81,20
Floresta Aleatéria (GNN var. ex6gena) 371,79 231,43 76,58

Redes Neurais LSTM 401,08 222,68 86,49

LSTM (SAR var. exégena) 713,40 157,06 103,53
LSTM (GNN var. exdgena) 914,43 187,68 143,53
LSTM + GNN 304,64 281,06 103,53

Os resultados anteriores mostram que:

* A simples inclusdo de modelos espaciais, como 0 SAR ou o GNN, como varidveis exogenas
em arquiteturas como a Floresta Aleatoria ou o LSTM, pode ndo ser suficiente para capturar

de forma eficiente a interacdo entre dependéncias temporais e espaciais.

* O modelo LSTM+GNN apresentou a melhor performance, o que corrobora a hipétese
de que a combinagdo arquitetural entre LSTM e GNN permite que o modelo aprenda, de

maneira mais eficiente, as dependéncias espaciais e temporais simultaneamente.

Em prazos maiores, os modelos puramente temporais foram piores que o modelo da
média (MEAN).

Quando o GNN ¢é integrado diretamente a arquitetura LSTM, o modelo tem a ca-
pacidade de aprender representacdes espaciais durante o processo de previsao temporal. Isso
permite que a LSTM ajuste dinamicamente suas previsdes com base nas dependéncias espaciais,

ao contrario do uso do GNN como uma varidvel exdgena, onde o impacto espacial se torna fixo.

Essa diferencga sugere que, enquanto a insercao de uma variavel exogena (como o GNN
ou SAR) ajuda na captura de dependéncias espaciais, a verdadeira melhora € obtida quando o
GNN é integrado a arquitetura do LSTM, permitindo que a rede neural ajuste suas previsoes
continuamente com base nas caracteristicas espaciais. A arquitetura combinada LSTM+GNN
explora de forma mais robusta a relacao entre espaco e tempo, garantindo maior precisao nas

previsoes.

A construcao de grafos para dados espago-temporais, especialmente em cendrios sem

estrutura de grafo explicita, ¢ um dos desafios apontados por Li et al. (2023). Este trabalho aborda
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a construcdo do grafo através da matriz de ponderagdo espacial de contiguidade do tipo Queen,

que se mostrou ser bem aplicdvel aos modelos.

Embora Panagopoulos, Nikolentzos e Vazirgiannis (2021b) tenham encontrado que GNNs
combinadas com aprendizado por transferéncia superam modelos tradicionais em previsoes
epidemioldgicas, este estudo explora a integracdo de dependéncia espacial utilizando o modelo
SAR como varidvel exdgena em um modelo ARIMAX, o que resultou em melhorias significativas
em cendrios especificos. Além disso, diferentemente de Panagopoulos, Nikolentzos e Vazirgiannis
(2021b), que identificaram as GNN como o melhor modelo preditivo, nossos resultados mostram
que a inclusdo de informacdes espaciais por meio do SAR no modelo ARIMAX pode ser mais
vantajosa em contextos especificos, como foi o caso da previsdo da incidéncia semanal de
COVID-19 nas cidades de Sao Paulo.

Embora (Paiuta, 2022) também tenham identificado o modelo ARIMA como mais ade-
quado em comparag@o com outros modelos de previsao temporais (a saber, modelo de Suavizagdo
Exponencial) para previsao de incidéncia e mortalidade por COVID-19, este trabalho busca
integrar informagdes espaciais, utilizando o modelo SAR como varidvel exdgena no ARIMAX, o
que proporciona uma abordagem complementar para prever a disseminagdo da doenca. Assim
como € dito por (Paiuta, 2022), o modelo ARIMA foi o modelo temporal que teve o melhor
desempenho, mas o presente trabalho destaca que a inclusdo de varidveis espaciais pode refinar
ainda mais as previsoes, especialmente em cendrios de alta dependéncia espacial. No caso deles,
foi analisado apenas a cidade de Araraquara, Sdo Carlos, Campinas e Sao Paulo, entio seria

preciso utilizar dados de seus respectivos municipios vizinhos.

Os resultados de Silva (2023) confirmam a presenca de forte dependéncia espacial na
disseminagdao da COVID-19, destacando a necessidade de modelos que incorporem essas relacdes,
com foco no nimero de dbitos e utilizando métodos bayesianos para capturar dependéncias entre
regides. Este estudo segue essa linha ao integrar dependéncias espaciais por meio do modelo

SAR e do modelo GNN para melhorar os modelos temporais.

Os resultados de Briiggemann (2023) indicaram limita¢des no desempenho das GNNs,
com enviesamento nas predi¢des. Em contrapartida, este estudo integra informagdes espaciais

diretamente no modelo temporal ARIMAX, alcancando melhorias em predi¢cdes especificas.

Porém, em alguns casos, modelos baseados em Redes Neurais em Grafo (GNNs) t€ém
demonstrado grande potencial em capturar padrdes espago-temporais complexos na propagacao
de doencas. A arquitetura TMGNN proposta por Hy et al. (2022) combina representacdes
multirresolu¢do com informagdes temporais, mostrando melhorias significativas em relacao a
modelos como ARIMA e LSTM.

Os resultados obtidos por Fritz, Dorigatti e Riigamer (2022) destacam que a integracao de
dados sociais e de mobilidade em GNNs pode superar modelos cldssicos em precisdo preditiva.

Em contraste, este estudo focou na incorporacdo de informagdes espaciais em modelos de séries
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temporais, obtendo melhorias especificas em cendrios de alta dependéncia espacial.

4.2 Analise Residual das 10 Cidades Mais Populosas

Para cada uma das 10 cidades mais populosas do estado de Sao Paulo, foi selecionado o
melhor modelo preditivo com base no menor EQM, considerando previsdes de curto prazo (7
dias). A seguir, apresentam-se as andlises especificas para cada cidade, incluindo: (i) estatisticas
descritivas da série temporal, (ii) desempenho do modelo preditivo selecionado e (iii) graficos de

previsdo comparando os valores observados e previstos.

Exemplo: Sao Paulo

Série Temporal - Sao Paulo
25 ﬁ

204

Valores

10

T T T
0 50 100 150 200
Tempo

Figura 12 — Série temporal da incidéncia semanal de COVID-19 em Sao Paulo. Fonte: Elaborado
pelo autor.

As estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Sao Paulo sdo apresentadas na
Tabela 4.
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Tabela 4 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Sao Paulo.

Estatisticas Valor
Média 11,13
Desvio Padrao (o) 7,60
Minimo 0,00

1°Quartil (25%) 3,82

Mediana (50%) 10,81
3°Quartil (75%) 17,14
Maximo 27,10

A cidade de Sdo Paulo apresentou o modelo ARIMAX com variavel exgena SAR

como o melhor desempenho em curto prazo, com os seguintes resultados:

EQM: 0.11

Teste de Shapiro-Wilk (p-valor): 0.78

Teste de Ljung-Box (p-valor): 0.07

Numero de outliers: 0

Obtemos o seguinte modelo:

(1—1.79B + 0.96B%) y, = 0.78 z, + (1 — 1.62B + 0.53B 4 0.35B° — 0.13B%) ¢,
e, ~ N(0,1.20)
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Previsdao do modelo ARIMAX com variavel exégena SAR em Sao Paulo

—— Série Temporal Original
—— Previsao
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I Intervalo de Confianga de 80%
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Figura 13 — Previsao da incidéncia em Sdo Paulo. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Guarulhos

Série Temporal - Guarulhos

17.5 1

15.0 4

12.5 1

10.0 4
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Figura 14 — Série temporal da incidéncia semanal de COVID-19 em Guarulhos. Fonte: Elaborado
pelo autor.
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As estatisticas descritivas da série temporal de Guarulhos estdo na Tabela 5.

Tabela 5 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Guarulhos.

Estatisticas Valor
Média 6,66
Desvio Padrao (o) 5,06
Minimo 0,00

1°Quartil (25%) 1,35
Mediana (50%) 6,98
3°Quartil (75%) 10,75
Maximo 17,95

O modelo ARIMAX com variavel exdgena GNN obteve o melhor desempenho para

Guarulhos, com os seguintes resultados:

EQM: 0.13

Teste de Shapiro-Wilk (p-valor): 0.60

Teste de Ljung-Box (p-valor): 0.69

Numero de outliers: 0

Obtemos o seguinte modelo:

€ N(O, 052)
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Previsao do modelo ARIMAX com varidvel exdgena GNN em Guarulhos

—— Série Temporal Original
17.51 — Previsdo
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Figura 15 — Previs@o da incidéncia em Guarulhos. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Campinas

Série Temporal - Campinas
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Figura 16 — Série temporal da incidéncia semanal de COVID-19 em Campinas. Fonte: Elaborado
pelo autor.
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As estatisticas descritivas da série temporal de Campinas estdo na Tabela 6.

Tabela 6 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Campinas.

Estatisticas Valor
Média 12,08
Desvio Padrao (o) 11,40
Minimo 0,00

1°Quartil (25%) 0,94
Mediana (50%) 9,94
3°Quartil (75%) 21,98
Maximo 37,64

O modelo Dinamico SAR foi o melhor desempenho para Campinas, com os seguintes

resultados:

EQM: 5.08

Teste de Shapiro-Wilk (p-valor): 0.74

Teste de Ljung-Box (p-valor): 0.25

Numero de outliers: 0

A férmula do modelo fica da seguinte forma:

Yy = Bo + 1.39X, +n,

(14 0.53B" — 0.95B2)(1 — B)y, = (1 — 0.65B" + 0.94B%)¢,
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Previsao do modelo Dinamico com variavel exdgena SAR em Campinas

—— Série Temporal Original
5] — Previsao
Intervalo de Confianca de 95%
I Intervalo de Confianga de 80%
30 1
254
E 204
.
15 4
10 A
5 -
0 4
T T T T T T T T
2020-03 2020-04 2020-05 2020-06 2020-07 2020-08 2020-09 2020-10
Data

Figura 17 — Previsdo da incidéncia em Campinas. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Sao Bernardo do Campo

Série Temporal - Sao Bernardo do Campo
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Figura 18 — Série temporal da incidéncia semanal de COVID-19 em Sao Bernardo do Campo.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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As estatisticas descritivas da série temporal de Sao Bernardo do Campo estdo na Tabela 7.

Tabela 7 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Sdo Bernardo do

Campo.
Estatisticas Valor
Média 13,81
Desvio Padrao (o) 13,02
Minimo 0,00

1°Quartil (25%) 1,95

Mediana (50%) 10,34
3°Quartil (75%) 21,54
Maximo 61,50

O modelo ARIMAX com variavel exdgena SAR foi selecionado para Sao Bernardo do

Campo, com os seguintes resultados:

EQM: 2.06

Teste de Shapiro-Wilk (p-valor): 0.82

Teste de Ljung-Box (p-valor): 0.42

Numero de outliers: 0

Obtemos o seguinte modelo:

(1—0.31B 4 0.31B> — 0.59B%) y, = 1.57 2, + (1 + 0.00B + 0.308% — 0.64B° — 0.40B*) ¢,
e, ~ N(0,3.75)
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Previsao do modelo ARIMAX com variavel exégena SAR em Sao Bernardo do Campo

—— Série Temporal Original
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Figura 19 — Previsdo da incidéncia em Sao Bernardo do Campo. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Santo André

Série Temporal - Santo André
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Figura 20 — Previsdes do melhor modelo para a cidade de Santo André. Fonte: Elaborado pelo
autor.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Santo André:

Tabela 8 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Santo André.

Estatisticas Valor
Média 11,23
Desvio-padrao 8,44
Minimo 0,00
1° Quartil 1,77
Mediana 12,04
3° Quartil 17,85
Maximo 29,91

O modelo que obteve o melhor desempenho foi 0 modelo dinAmico SAR, com os

seguintes parametros:

EQM: 0,95

Shapiro-Wilk p-valor: 0,25

Ljung-Box p-valor: 0,73

Numero de outliers: 0

A férmula do modelo fica da seguinte forma:

yr = Bo + 1.10X, +

(1—1.44B" — 0.44B 4+ 0.11B%)(1 — B)n, = (1 + 1.76B" + 0.94B%)¢,

e, ~ N(0,0.90)
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Previsao do modelo Dindmico com variavel exégena SAR em Santo André
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Figura 21 — Previs@o da incidéncia em Santo André. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Sorocaba
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Figura 22 — Previsoes do melhor modelo para a cidade de Sorocaba. Fonte: Elaborado pelo autor.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Sorocaba:

Tabela 9 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Sorocaba.

Estatisticas Valor
Média 10,69
Desvio-padrao 10,83
Minimo 0,00
1° Quartil 0,46
Mediana 7,64
3° Quartil 17,72
Maximo 44,10

O modelo que obteve o melhor desempenho foi o0 modelo ARIMAX GNN, com os

seguintes parametros:

EQM: 0,67
Shapiro-Wilk p-valor: 0,16
Ljung-Box p-valor: 0,61

Numero de outliers: 1

Obtemos o seguinte modelo:

e, ~ N(0,3.56)
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Previsdao do modelo ARIMAX com variavel exégena GNN em Sorocaba

—— Série Temporal Original
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Figura 23 — Previsao da incidéncia em Sorocaba. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Osasco
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Figura 24 — Previsoes do melhor modelo para a cidade de Osasco.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Osasco:

Tabela 10 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Osasco.

Estatisticas Valor
Média 8,96
Desvio-padrao 6,46
Minimo 0,00
1° Quartil 3,17
Mediana 8,52
3° Quartil 14,39
Maiaximo 21,90

O modelo que obteve o melhor desempenho foi o modelo dindmico GNN, com os

seguintes parametros:

EQM: 0,05

Shapiro-Wilk p-valor: 0,28

Ljung-Box p-valor: 0,01

Numero de outliers: 0

A férmula do modelo fica da seguinte forma:

yt — /80 + 111Xt + 7775

(1)(1 = By, = (1 — 0.21B" + 0.10B% + 0.19B%)e,

e, ~ N(0,1.64)
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Previsao do modelo Dinamico com variavel exégena GNN em Osasco
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Figura 25 — Previsdo da incidéncia em Osasco. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Ribeirao Preto
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Figura 26 — Previsdes do melhor modelo para a cidade de Ribeirdo Preto. Fonte: Elaborado pelo
autor.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Ribeirdao Preto:

Tabela 11 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Ribeirdo Preto.

Estatisticas Valor
Média 14,44
Desvio-padrao 13,73
Minimo 0,00
1° Quartil 0,52
Mediana 11,07
3° Quartil 25,62
Maximo 44,52

O modelo que obteve o melhor desempenho foi o0 modelo ARIMAX GNN, com os

seguintes parametros:

EQM: 4,53

Shapiro-Wilk p-valor: 0,56

Ljung-Box p-valor: 0,04

Numero de outliers: 0

Obtemos o seguinte modelo:

(1+1.58B +0.65B%) y, = 0192, + (1 + 1.71B + 0.83B%) ¢,
0~ N(0,2.64)
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Previsdao do modelo ARIMAX com variavel exégena GNN em Ribeirdo Preto
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Figura 27 — Previsdo da incidéncia em Ribeirdo Preto. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Sao José dos Campos
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Figura 28 — Previsoes do melhor modelo para a cidade de Sao José dos Campos. Fonte: Elaborado
pelo autor.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Sao José dos Campos:

Tabela 12 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Sao José dos Campos.

Estatisticas Valor
Média 11,06
Desvio-padrao 10,85
Minimo 0,00
1° Quartil 1,03
Mediana 6,80
3° Quartil 21,09
Maximo 33,11

O modelo que obteve o melhor desempenho foi o modelo dindmico GNN, com os

seguintes parametros:

EQM: 5,20

Shapiro-Wilk p-valor: 0,47

Ljung-Box p-valor: 0,02

Numero de outliers: 2

A férmula do modelo fica da seguinte forma:

Yy = Bo + 0.62X, + T

()1 = B)n. = (e,

e, ~ N(0,16.58)
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Previsdo do modelo Dindmico com variavel exégena GNN em S&o José dos Campos
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Figura 29 — Previsdo da incidéncia em Sao José dos Campos. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo: Sao José do Rio Preto
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Figura 30 — Previsdes do melhor modelo para a cidade de Sdo José do Rio Preto. Fonte: Elaborado

pelo autor.
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Estatisticas descritivas da série temporal da cidade de Sdo José do Rio Preto:

Tabela 13 — Estatisticas descritivas da incidéncia semanal de COVID-19 em Sdo José do Rio

Preto.
Estatisticas Valor
Média 22,13
Desvio-padrao 23,34
Minimo 0,00
1° Quartil 0,78
Mediana 10,91
3° Quartil 40,62
Maiaximo 82,35

O modelo que obteve o melhor desempenho foi o modelo dinAmico GNN, com os

seguintes parametros:

EQM: 4,16

Shapiro-Wilk p-valor: 0,18

Ljung-Box p-valor: 0,04

Numero de outliers: 0

A férmula do modelo fica da seguinte forma:

yt - 50 + 181Xt + 7775

(14 0.868")n, = (1 — 0.08B" + 0.21B%)e,

e, ~ N(0,16.39)
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Previsao do modelo Dinamico com variavel exdgena GNN em Sao José do Rio Preto
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Figura 31 — Previsao da incidéncia em Sao José do Rio Preto. Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 Conclusao

Em relagdo a modelagem puramente temporal, os resultados obtidos indicam que o
modelo ARIMA apresentou o melhor desempenho em termos de erro quadratico médio (EQM),
sendo capaz de capturar com maior precisdo os padroes temporais da taxa de incidéncia de
COVID-19. O modelo de Floresta Aleatdria, por sua vez, teve um desempenho inferior nas séries.
O modelo LSTM se mostrou intermedidrio, capturando bem algumas ndo linearidades, mas nado

tdo bom quanto o modelo ARIMA.

Os intervalos de previsdo foram gerados utilizando bootstrapping, com exceciao do modelo
ARIMA, que ja faz uso da suposi¢ao de normalidade dos residuos, e indicaram uma variagao
significativa entre os modelos. O modelo ARIMA apresentou intervalos de previsdo mais precisos,
de acordo com o Winkler Score, seguido do modelo de Redes Neurais LSTM e o de Floresta
Aleatdria. Com confianga de 95%, em média o Winkler Score do intervalo de previsao do modelo
ARIMA foi superior, o de Redes Neurais LSTM foi intermedidrio e o de Floresta Aleatdria foi

inferior, o mesmo ocorrendo para 80%.

E possivel que o Winkler Score tenha sido menor nos intervalos de previsio de 80%
em comparagdo aos de 95%, em grande parte devido a penalizacdo mais rigorosa aplicada pela
métrica para valores que caem fora do intervalo de confianga. Como a confianca de 95% envolve
intervalos mais amplos, as previsoes sao menos propensas a falhas de cobertura, resultando em

maiores penalizacdes caso isso ocorra.

Além disso, embora, em geral, os intervalos de previsao do ARIMA sejam maiores, eles
sofrem menos penalizagdes. Isso ocorre porque os modelos LSTM e Floresta Aleatdria, apesar
de apresentarem intervalos menores, frequentemente ndo capturam adequadamente os dados

reais, resultando em penalizagdes maiores.

E importante destacar que, como esperado, a qualidade das previsdes diminuiu significa-
tivamente para horizontes de longo prazo, enquanto as previsdes de curto prazo apresentaram

melhor desempenho.

Os resultados indicam que a eficicia das diferentes abordagens espaco-temporais varia
conforme as caracteristicas dos dados analisados, corroborando os achados de Panagopoulos,
Nikolentzos e Vazirgiannis (2021b).

Entre os modelos avaliados, os melhores desempenhos foram obtidos com o ARIMA
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combinado com alguma abordagem de integracdo de informacdes espaciais. Destaca-se a andlise
das 10 cidades mais populosas, onde os modelos selecionados consistentemente apresentaram o
ARIMA com alguma forma de inclusdo de varidveis exogenas. Dentre essas abordagens, destacam-
se 0 ARIMAX e os modelos dindmicos que incorporaram estratégias como o SAR ou a GNN.
De maneira geral, o ARIMAX combinado com a varidvel derivada do SAR foi o modelo que

apresentou o melhor ajuste, em média, para as cidades do estado de Sdo Paulo.
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A Codigo dos modelos em Python

Os modelos foram aplicados em dados de treino para realizar previsdes no dado de teste.

Os dados de treino, representado por df_treino_num_T, possuem apenas valores nu-
méricos da taxa de incidéncia semanal, cujo as linhas representam as cidades e as colunas o
dia.

Os c6digos utilizados neste trabalho também estdo disponiveis no GitHub'.

Modelo ARIMA

arima_mse = []

arima_predictions = []
arima_conf_int_80 = []
arima_conf_int 95 = []

n = df _treino_num_T.shape[0]

n_forecast =7

for i in range(n):

print (f"Processando Modelo 1 para a linha {il}")

# Ajusta o modelo ARIMA
modelo_arima_teste = auto_arima(df_treino_num_T.iloc[i, :], trace=False,
error_action=’ignore’, suppress_warnings=True)

modelo_arima_teste.fit(df_treino_num_T.iloc[i, :])

# Previsdes e intervalos de confianga

predictions_teste, conf_int_95 = modelo_arima_teste.predict(n_periods=n_forecast,
return_conf_int=True, alpha=0.05)

_, conf_int_80 = modelo_arima_teste.predict(n_periods=7, return_conf_int=True,
alpha=0.20)

# Calcula o erro quadratico médio

mse = mean_squared_error(predictions_teste, df_teste_num_T.iloc[i, :].values)

# Armazena os resultados

' <https://github.com/ThiagoMoraesRizzieri/projeto_biometria>
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arima_mse.append(msel)
arima_predictions.append(predictions_teste)
arima_conf_int_80.append(conf_int_80)

arima_conf_int_95.append(conf_int_95)

# Calcula o MSE médio

mse_model_avg = np.mean(arima_mse)

Modelo ARIMAX com variavel SAR

sarimax_sar _mse = []

sarimax_sar_predictions = []
sarimax_sar_conf_int_80 = []
sarimax_sar_conf_int_95 = []

n = df_treino_num_T.shape[0]

# Modelo ARIMAX com varidvel exdgena SAR

for i in range(n):

print (f"Processando Modelo SARIMAX para a linha {i}")

# Ajusta o modelo ARIMA

modelo_sarimax_sar = auto_arima(df_treino_num_T.iloc[i, :].values,
X=predicoes_sar_matrix[i, :].reshape(-1, 1),
trace=False, error_action=’ignore’, suppress_warnings

=True)

# Previsbes e intervalos de confianga

predictions_teste, conf_int_95 = modelo_sarimax_sar.predict(n_periods=7,X=
df_predicoes_arima.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1), return_conf_int=True,
alpha=0.05)

_, conf_int_80 = modelo_sarimax_sar.predict(n_periods=7,X=df_predicoes_arima.iloc[i

, :].values.reshape(-1, 1), return_conf_int=True, alpha=0.20)

# Calcula o erro quadratico médio

msel = mean_squared_error(predictions_teste, df_teste_num_T.iloc[i, :].values)

# Armazena os resultados
sarimax_sar_mse.append (msel)
sarimax_sar_predictions.append(predictions_teste)
sarimax_sar_conf_int_80.append(conf_int_80)

sarimax_sar_conf_int_95.append(conf_int_95)

Modelo ARIMAX com variavel GNN

sarimax_gnn_mse = []




O 00 N AN W R~ WN

—_ = = = m e
wm R WD = O

17
18

19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

O 0 N N W R WD =

(=]

APENDICE A. Cédigo dos modelos em Python 92

sarimax_gnn_predictions = []
sarimax_gnn_conf_int_80 = []
sarimax_gnn_conf_int_95 = []

n = df_treino_num_T.shape [0]

# Modelo SARIMAX com varidvel exdgena GNN

for i in range(200,400):
print (f"Processando Modelo SARIMAX para a linha {il}")

# Ajusta o modelo ARIMA

modelo_sarimax_gnn = auto_arima(df_treino_num_T.iloc[i, :].values,
X=predicoes_gnn_matrix[i, :].reshape(-1, 1),
trace=False, error_action=’ignore’, suppress_warnings

=True)

# Previsdes e intervalos de confianga

predictions_teste, conf_int_95 = modelo_sarimax_gnn.predict(n_periods=7,X=
df _predicoes_gnn_arima.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1), return_conf_int=True,
alpha=0.05)

_, conf_int_80 = modelo_sarimax_gnn.predict(n_periods=7,X=df_predicoes_gnn_arima.

iloc[i, :].values.reshape(-1, 1), return_conf_int=True, alpha=0.20)

# Calcula o erro quadratico médio

msel = mean_squared_error(predictions_teste, df_teste_num_T.iloc[i, :].values)

# Armazena os resultados
sarimax_gnn_mse.append(msel)
sarimax_gnn_predictions.append(predictions_teste)
sarimax_gnn_conf_int_80.append(conf_int_80)

sarimax_gnn_conf_int_95.append(conf_int_95)

# Calcula o MSE médio

np.mean(sarimax_gnn_mse)

Modelo ARIMA dinamico utilizando o SAR

# Modelo dindmico com SAR

dynamic_sar_mse = []

dynamic_sar_predictions = []
dynamic_sar_conf_int_80 = []
dynamic_sar_conf_int_95 = []

n = df_treino_num_T.shape[0]

# Modelo dindmico com SAR
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for i in range(400, df_treino_num_T.shape[0]): # Limite de 200 cidades para exemplo,
ajuste conforme necessario

print (f"Processando Modelo Dindmico para a linha {il}")

# Modelo Linear
model_linear = sm.0LS(df_treino_num_T.iloc[i, :].values, predicoes_sar_matrix[i,
:1).fit ()

residuals = model_linear.resid

# Ajuste ARIMA dos residuos
modelo_arima_teste_res = auto_arima(residuals, trace=False, error_action=’ignore’,

suppress_warnings=True) .fit (residuals)

# Previsdes e intervalos de confianga dos residuos (ARIMA)

predictions_teste_res, conf_int_95_res = modelo_arima_teste_res.predict(n_periods
=7, return_conf_int=True, alpha=0.05)

_, conf_int_80_res = modelo_arima_teste_res.predict(n_periods=7, return_conf_int=
True, alpha=0.20)

# Predicdo do modelo linear

fcast_linear = model_linear.predict(df_predicoes_arima.iloc[i, :].values)

# Soma das previsdes: modelo linear + residuos (ARIMA)

fcast_dyn = fcast_linear + predictions_teste_res

# Calcula o MSE
mse = mean_squared_error(fcast_dyn, df_teste_num_T.iloc[i, :].values)

dynamic_sar_mse.append(mse)

# Armazenar as previsdes

dynamic_sar_predictions.append(fcast_dyn)

# Intervalos de confianga
# Intervalo de 807

conf_int_80_lower

fcast_linear + conf_int_80_res[:, 0]

conf_int_80_upper = fcast_linear + conf_int_80_res[:, 1]

dynamic_sar_conf_int_80.append((conf_int_80_lower, conf_int_80_upper))

# Intervalo de 95Y%

conf_int_95_lower

fcast_linear + conf_int_95_res[:, 0]

conf_int_95_upper = fcast_linear + conf_int_95 res[:, 1]

dynamic_sar_conf_int_95.append((conf_int_95_lower, conf_int_95_upper))

# Calcula o MSE médio

mse_modell_avg = np.mean(dynamic_sar_mse)

print (f"MSE Médio: {mse_modell_avg}")
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Modelo ARIMA dinamico utilizando o GNN

# Modelo dindmico com GNN

dynamic_gnn_mse = []

dynamic_gnn_predictions = []
dynamic_gnn_conf_int_80 = []
dynamic_gnn_conf_int_95 = []

n = df _treino_num_T.shape[0]

for i in range(n):

print (f"Processando Modelo Din&mico para a linha {i}")

# Modelo Linear
model_linear = sm.0LS(df_treino_num_T.iloc[i, :].values, predicoes_gnn_matrix[i,
:1).£it O

residuals = model_linear.resid

# Ajuste ARIMA dos residuos
modelo_arima_teste_res = auto_arima(residuals, trace=False, error_action=’ignore’,

suppress_warnings=True) .fit (residuals)

# Previsdes e intervalos de confianga dos residuos (ARIMA)

predictions_teste_res, conf_int_95_res = modelo_arima_teste_res.predict(n_periods
=92, return_conf_int=True, alpha=0.05)

_, conf_int_80_res = modelo_arima_teste_res.predict(n_periods=92, return_conf_int=
True, alpha=0.20)

# Predigdo do modelo linear

fcast_linear = model_linear.predict(df_predicoes_gnn_arima.iloc[i, :].values)

# Soma das previsdes: modelo linear + residuos (ARIMA)

fcast_dyn = fcast_linear + predictions_teste_res

# Calcula o MSE
mse = mean_squared_error(fcast_dyn, df_teste_num_T.iloc[i, :].values)

dynamic_gnn_mse.append (mse)

# Armazenar as previsdes

dynamic_gnn_predictions.append(fcast_dyn)

# Intervalos de confiancga
# Intervalo de 80%

conf_int_80_lower = fcast_linear + conf_int_80_res[:, O]

conf_int_80_upper = fcast_linear + conf_int_80_res[:, 1]

dynamic_gnn_conf_int_80.append((conf_int_80_lower, conf_int_80_upper))
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# Intervalo de 95Y%

conf_int_95_ lower

fcast_linear + conf_int_95_res[:, 0]

conf_int_95_upper = fcast_linear + conf_int_95_res[:, 1]

dynamic_gnn_conf_int_95.append((conf_int_95_lower, conf_int_95_upper))

# Calcula o MSE médio

np.mean(dynamic_gnn_mse)

Modelo Random Forest

# Inicializar listas para armazenar os resultados

mse_rf_model = []

rf_predictions = []
rf_conf_int_80 = []
rf_conf_int_95 = []

# Nimero de linhas do dataframe

n = df_treino_num_T.shape[0]

for i in range(0,1):

print (f"Processando Modelo de Floresta Aleatdéria para a linha {il}")

# Transformar os dados de treinamento e teste em numpy arrays
y_train = df_treino_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)

y_test = df_teste_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)

# Escalar os dados
scaler = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))
scaler.fit(y_train)

y_train_scaled = pd.Series(scaler.transform(y_train).flatten())

# Criar e ajustar o modelo de previs8o para y com a varidvel exdgena prevista
forecaster = ForecasterAutoreg(
regressor = RandomForestRegressor(random_state=123),

lags = 7

forecaster.fit(y=y_train_scaled)

# Previsdes com a variavel exdgena
predictions_scaled = forecaster.predict_bootstrapping(steps=30, n_boot=30,

random_state=123, in_sample_residuals=True)

# Inverter a escala das previsdes
predictions_sem = scaler.inverse_transform(predictions_scaled.mean(axis=1).values.
reshape(-1, 1)).flatten()
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# # Calcular o MSE
# mse_rf = mean_squared_error(predictions_sem, y_test.flatten())
# mse_rf_model.append(mse_rf)

rf_predictions.append(predictions_sem)

# Intervalos de previsdo de 80% e 95%
interval_80_sem = forecaster.predict_interval(
steps=92,
interval=[10, 90],
n_boot=30

interval_95_sem = forecaster.predict_interval(
steps=92,
interval=[2.5, 97.5],
n_boot=30

# Inverter a escala dos intervalos de previséo

interval_80_sem[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_sem[’
lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()

interval_80_sem[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_sem[’

upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()

interval_95_sem[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_sem[’
lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()
interval_95_sem[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_sem[’

upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()
# Armazenar intervalos de previsdo
rf_conf_int_80.append(interval_80_sem)

rf_conf_int_95.append(interval_95_sem)

# Calcular o MSE médio para o modelo de floresta aleatdria

mse_rf_avg = np.mean(mse_rf_model)

print (f"MSE Médio do Modelo de Floresta Aleatdria: {mse_rf_avg}")

Modelo Random Forest com variavel exogena SAR

# Inicializar lista para armazenar as previsdes da varidvel exdgena

exog_predictions_scaled_all = []

# Loop para prever a varidvel exdgena para cada cidade
for i in range(644):

print (f"Prevendo a varidvel exégena para a cidade {i}")
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# Extrair a varidvel exdégena (por exemplo, predicoes_sar_matrix) para a cidade i

exog_train = predicoes_sar_matrix[i, :].reshape(-1, 1)

# Escalar a variavel exdgena
scaler_exog = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))

exog_train_scaled = scaler_exog.fit_transform(exog_train).flatten()

# Previs3o da variavel exdgena (SAR)
exog_forecaster = ForecasterAutoreg(
regressor = RandomForestRegressor(random_state=123),

lags = 7

# Ajustar o modelo para a variadvel exdgena

exog_forecaster.fit(y=pd.Series(exog_train_scaled, name=’Defasagem_espacial_SAR’))

# Prever a varidvel exdgena para o periodo de teste

exog_predictions_scaled = exog_forecaster.predict(steps=7)
# Armazenar as previsdes como uma série com O mesmo nome
exog_predictions_scaled_all.append(pd.Series(exog_predictions_scaled, name=’

Defasagem_espacial_SAR’))

mse_rf_model_sar = []

rf_predictions_sar = []
rf_conf_int_80_sar = []
rf_conf_int_95_sar = []

# Loop para prever y usando as previsdes da varidvel exdgena
for i in range(600,df_treino_num_T.shape[0]):
print (f"Prevendo y para a cidade {il}")

# Extrair y_train e y_test
y_train = df_treino_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)

y_test = df_teste_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)

# Escalar y
scaler = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))

y_train_scaled = scaler.fit_transform(y_train).flatten()

# Usar a varidvel exdégena real (predicoes_gnn_matrix) para o treinamento

exog_train = predicoes_sar_matrix[i, :].reshape(-1, 1)

# Escalar a variédvel exdgena para o treinamento
scaler_exog_train = MinMaxScaler (feature_range=(0, 1))

exog_train_scaled = scaler_exog_train.fit_transform(exog_train).flatten()
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# **Adicionar um nome asérie exdgenaxx

exog_train_scaled = pd.Series(exog_train_scaled, name=’Defasagem_espacial_SAR’)

# Recuperar as previsdes da varidvel exdgena armazenadas anteriormente para a
previséo

exog_predictions_scaled = exog_predictions_scaled_all[i]

# Criar e ajustar o modelo de previsfo para y com a variavel exdgena real (para o
treinamento)

forecaster = ForecasterAutoreg(
regressor = RandomForestRegressor (random_state=123),

lags = 7

# Ajuste do modelo de previsdo com a variadvel exdgena real para o treino

forecaster.fit (y=pd.Series(y_train_scaled), exog=exog_train_scaled)

# Fazer previs®es para y com as previsdes da varidvel exdgena armazenadas
predictions_scaled = forecaster.predict_bootstrapping(steps=7, exog=

exog_predictions_scaled, n_boot=30, random_state=123, in_sample_residuals=True)

# Inverter a escala das previsdes
predictions_sar = scaler.inverse_transform(predictions_scaled.mean(axis=1).values.

reshape(-1, 1)).flatten()

# Calcular o MSE
mse_rf = mean_squared_error(predictions_sar, y_test.flatten())
mse_rf_model_sar.append(mse_rf)

rf_predictions_sar.append(predictions_sar)

# Intervalos de previséo

interval_80_sar = forecaster.predict_interval(
steps=92,
exog=exog_predictions_scaled,
interval=[10, 90],
n_boot=30

interval_95_sar = forecaster.predict_interval(
steps=92,
exog=exog_predictions_scaled,
interval=[2.5, 97.5],
n_boot=30

# Corrigir o uso de ‘inverse_transform‘ nos intervalos
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interval_80_sar[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_sar[’
lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()
interval_95_sar[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_sar[’

lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()

interval_80_sar[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_sar[’
upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()
interval_95_sar[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_sar[’

upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()
# Armazenar intervalos de previsédo
rf_conf_int_80_sar.append(interval_80_sar)

rf_conf_int_95_sar.append(interval_95_sar)

# Calcular o MSE médio para o modelo de floresta aleatdria

mse_rf_avg = np.mean(mse_rf_model_sar)

print (f"MSE Médio do Modelo de Floresta Aleatéria: {mse_rf_avg}")

Modelo Random Forest com variavel exégena GNN

# Inicializar lista para armazenar as previsdes da variavel exdgena

rf_exog_gnn = []

# Loop para prever a varidvel exdgena para cada cidade
for i in range(644):

print (f"Prevendo a varidvel exdgena para a cidade {i}")

# Extrair a varidvel exégena (por exemplo, predicoes_sar_matrix) para a cidade i

exog_train = predicoes_gnn_matrix[i, :].reshape(-1, 1)

# Escalar a varidvel exodgena
scaler_exog = MinMaxScaler (feature_range=(0, 1))

exog_train_scaled = scaler_exog.fit_transform(exog_train).flatten()

# Previsdo da variavel exdgena (GNN)
exog_forecaster = ForecasterAutoreg(
regressor = RandomForestRegressor(random_state=123),

lags = 7

# Ajustar o modelo para a varidvel exdgena

exog_forecaster.fit(y=pd.Series(exog_train_scaled, name=’Defasagem_espacial _GNN’))

# Prever a variavel exégena para o periodo de teste

exog_predictions_scaled = exog_forecaster.predict(steps=7)
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# Armazenar as previsdes como uma série com o0 mesmo nome
rf_exog_gnn.append(pd.Series(exog_predictions_scaled, name=’Defasagem_espacial_GNN’

))

mse_rf_model_gnn = []

rf_predictions_gnn = []
rf_conf_int_80_gnn = []
rf_conf_int_95_gnn = []

# Loop para prever y usando as previsdes da varidvel exdgena
for i in range(600,df_treino_num_T.shape[0]):

print (f"Prevendo y para a cidade {i}")

# Extrair y_train e y_test
y_train = df_treino_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)

y_test = df_teste_num_T.iloc[i, :].values.reshape(-1, 1)
# Escalar y
scaler = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))

y_train_scaled = scaler.fit_transform(y_train).flatten()

# Usar a variavel exdgena real (predicoes_gnn_matrix) para o treinamento

exog_train = predicoes_gnn_matrix[i, :].reshape(-1, 1)

# Escalar a variavel exdgena para o treinamento

scaler_exog_train = MinMaxScaler (feature_range=(0, 1))

exog_train_scaled = scaler_exog_train.fit_transform(exog_train).flatten()

# *xAdicionar um nome asérie exdgenaxx

exog_train_scaled = pd.Series(exog_train_scaled, name=’Defasagem_espacial_GNN’)

# Recuperar as previsdes da varidvel exdgena armazenadas anteriormente para a
previséo

exog_predictions_scaled = rf_exog_gnn[i]

# Criar e ajustar o modelo de previsfo para y com a variavel exdgena real (para o
treinamento)

forecaster = ForecasterAutoreg(
regressor = RandomForestRegressor (random_state=123),

lags = 7

# Ajuste do modelo de previsdo com a variadvel exdgena real para o treino

forecaster.fit(y=pd.Series(y_train_scaled), exog=exog_train_scaled)

# Fazer previs®es para y com as previsdes da variadvel exdégena armazenadas




70

71
72
73

74
75
76
71
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96

97

98
99

100

101
102
103
104
105
106
107
108
109

APENDICE A. Cédigo dos modelos em Python 101

predictions_scaled = forecaster.predict_bootstrapping(steps=7, exog=

exog_predictions_scaled, n_boot=30, random_state=123, in_sample_residuals=True)

# Inverter a escala das previsdes
predictions_gnn = scaler.inverse_transform(predictions_scaled.mean(axis=1).values.
reshape(-1, 1)).flatten()

# Calcular o MSE
mse_rf = mean_squared_error(predictions_gnn, y_test.flatten())
mse_rf_model_gnn.append(mse_rf)

rf_predictions_gnn.append(predictions_gnn)

# Intervalos de previséo

interval_80_gnn = forecaster.predict_interval(
steps=92,
exog=exog_predictions_scaled,
interval=[10, 90],
n_boot=30

interval_95_gnn = forecaster.predict_interval(
steps=92,
exog=exog_predictions_scaled,
interval=[2.5, 97.5],
n_boot=30

# Corrigir o uso de ‘inverse_transform‘ nos intervalos

interval_80_gnn[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_gnn[’
lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()

interval_95_gnn[’lower_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_gnn[’

lower_bound’].values.reshape(-1, 1)).flatten()

interval_80_gnn[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_80_gnn[’
upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()
interval_95_gnn[’upper_bound’] = scaler.inverse_transform(interval_95_gnn[’

upper_bound’] .values.reshape(-1, 1)).flatten()
# Armazenar intervalos de previsédo
rf_conf_int_80_gnn.append(interval_80_gnn)

rf_conf_int_95_gnn.append(interval_95_gnn)

# Calcular o MSE médio para o modelo de floresta aleatdria

mse_rf_avg = np.mean(mse_rf_model_gnn)

print (f"MSE Médio do Modelo de Floresta Aleatéria: {mse_rf_avgl}")
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Modelo LSTM

residuals_by_column = {}
predictions_by_column = {}

n = df _treino_num_T.shape[0]

n_forecast
n_lookback

7 # Numero total de passos que vocé quer prever durante o pré-treinamento

7 # Numero de passos anteriores para usar como entrada

# Passo 2: Treinamento individual por cidade
for cidade_idx in range(n): # Itera sobre todas as cidades
print (f"Treinando Modelo para a cidade {cidade_idx}")

y = df_treino_num_T.iloc[cidade_idx, :].values.reshape(-1, 1)

# Scale the data

scaler = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))

scaler = scaler.fit(y)

y = scaler.transform(y)

# Generate the input and output sequences
X =1
Y =[]

for seq_idx in range(n_lookback, len(y) - n_forecast + 1): # Use uma variavel
diferente aqui
X.append(y[seq_idx - n_lookback: seq_idx])
Y.append(y[seq_idx: seq_idx + n_forecast])

>3
]

np.array (X)

np.array(Y)

# Define e compile o modelo individual

model = Sequential()

model.add (LSTM(units=50, return_sequences=True, input_shape=(n_lookback, 1)))
model .add (LSTM(units=50))

model .add (Dense(n_forecast))

# Continue o treinamento na série temporal da cidade
model.compile(loss="mean_squared_error’, optimizer=’adam’)
model.fit (X, Y, epochs=100, batch_size=32, verbose=0) # Ajuste os epochs conforme

necessario

# Aplicar o modelo aos dados de treino e armazenar previsdes e residuos como antes
Y_pred_train = model.predict(X).reshape(-1, n_forecast, 1)

residuals_train = Y - Y_pred_train

# Inversdo da escala para os residuos

residuals_train = scaler.inverse_transform(residuals_train.reshape(-1, 1))
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residuals_by_column[cidade_idx] = residuals_train # Salve os residuos no dicionario

# Generate the forecasts

X_ = y[-n_lookback:] # Last available input sequence
X_ = X_.reshape(1l, n_lookback, 1)

Y_ = model.predict(X_).reshape(-1, 1)

Y_ = scaler.inverse_transform(Y_)

predictions_by_column[cidade_idx] = Y_

# Criando os intervalos de previsdo através do bootstrapping (957 e 80%)

lower_bound_95 = {}
upper_bound_95 = {}
lower_bound_80 = {}
upper_bound_80 = {}

# Numero de simulagdes bootstrap

n_simulations = 100

# Inicializar dicionario para trajetérias bootstrap

bootstrap_trajectories = {}

# Iterar sobre cada cidade (coluna)

for col in residuals_by_column:

# Inicialize a lista para armazenar as trajetérias bootstrap de cada cidade

bootstrap_trajectories[col]l = []

# Simulagdes bootstrap
for i in range(n_simulations):
# Inicializar vetor de previsdes bootstrap

bootstrap_predictions = predictions_by_column[col].copy()

# Iterar sobre o horizonte de previsé&o
for t in range(len(predictions_by_column[col])):
# Amostrar residuos para serem somados (progressivamente mais residuos para
t maiores)
sampled_residuals = np.random.choice(

residuals_by_column[col].flatten(), size=t+1, replace=True

# Somar os residuos ao valor da previs8o correspondente

bootstrap_predictions[t] += np.sum(sampled_residuals)

# Adicionar a trajetdéria bootstrap gerada

bootstrap_trajectories([col].append(bootstrap_predictions)
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# Converter as trajetérias bootstrap em um array para facilitar o céalculo

bootstrap_trajectories[col] = np.array(bootstrap_trajectories[col])

# Calcular intervalos de previs3o de 95}, (percentis 2.5 e 97.5)
lower_bound_95[coll
upper_bound_95[col]

np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 2.5, axis=0)

np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 97.5, axis=0)

# Calcular intervalos de previs3o de 807 (percentis 10 e 90)
lower_bound_80[col]
upper_bound_80 [col]

np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 10, axis=0)

np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 90, axis=0)

Modelo LSTM com variavel SAR

residuals_lstm _sar = {}

predictions_lstm_sar = {}

# Modelo LSTM com a varidvel exdgena

n_forecast
n_lookback

7 # Numero total de passos que vocé quer prever durante o pré-treinamento

7 # Numero de passos anteriores para usar como entrada

# Passo 2: Treinamento individual por cidade
for cidade_idx in range(n): # Itera sobre todas as cidades

print (f"Treinando Modelo LSTM para a cidade {cidade_idx}")

# Variavel dependente (taxa de COVID-19)

y = df_treino_num_T.iloc[cidade_idx, :].values.reshape(-1, 1)

# Variavel exégena (previsdo do SAR para a mesma cidade)

exog_var = predicoes_sar_matrix[cidade_idx, :].reshape(-1, 1)

# Escalar os dados

scaler_y = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))
scaler_exog = MinMaxScaler (feature_range=(0, 1))
y_scaled = scaler_y.fit_transform(y)

exog_scaled = scaler_exog.fit_transform(exog_var)

# Gerar as sequéncias de entrada (X) e saida (Y)

X =1
X_exog = [] # Sequéncias para a varidvel exdgena
Y =[]

for seq_idx in range(n_lookback, len(y_scaled) - n_forecast + 1):
X.append(y_scaled[seq_idx - n_lookback: seq_idx])
X_exog.append(exog_scaled[seq_idx - n_lookback: seq_idx]) # Varidvel exdgena

correspondente

Y.append(y_scaled[seq_idx: seq_idx + n_forecast])
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# Converter as listas em arrays
X = np.array(X)
X_exog = np.array(X_exog) # Sequéncia da variavel exégena

Y = np.array(Y)

# Concatenar a varidvel exdgena aos inputs do LSTM

X_combined = np.concatenate([X, X_exog], axis=2) # Combinar varidvel dependente com

ex6gena

# Definir e compilar o modelo LSTM

model = Sequential()

model .add (LSTM(units=50, return_sequences=True, input_shape=(n_lookback, 2))) # 2
inputs: dependente + exdgeno

model.add (LSTM(units=50))

model.add (Dense(n_forecast)) # Prever miltiplos passos afrente

# Compilar o modelo

model.compile(loss="mean_squared_error’, optimizer=’adam’)

# Treinar o modelo

model.fit(X_combined, Y, epochs=100, batch_size=32, verbose=0)

# Previsdo nos dados de treino
Y_pred_train = model.predict(X_combined) .reshape(-1, n_forecast, 1)

residuals_train = Y - Y_pred_train

# Inversdo da escala para os residuos
residuals_train = scaler_y.inverse_transform(residuals_train.reshape(-1, 1))

residuals_lstm_sar[cidade_idx] = residuals_train # Salvar os residuos

# Previs8o para os dados de teste

X_ = y_scaled[-n_lookback:]

X_exog_ = exog_scaled[-n_lookback:]

X_combined_ = np.concatenate([X_.reshape(l, n_lookback, 1), X_exog_.reshape(1,
n_lookback, 1)], axis=2)

Y

Y

model .predict (X_combined_) .reshape(-1, 1)

scaler_y.inverse_transform(Y_)

predictions_lstm_sar[cidade_idx] = Y_

{3
{3

lower_bound_sar

upper_bound_sar

{3
{3

lower_bound_80_sar

upper_bound_80_sar

# Nimero de simulagdes bootstrap
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n_simulations = 100

# Inicializar diciondrio para trajetérias bootstrap

bootstrap_trajectories = {}

# Iterar sobre cada cidade (coluna)
for col in residuals_lstm_sar:
# Inicialize a lista para armazenar as trajetérias bootstrap de cada cidade

bootstrap_trajectories[col]l = []

# Simulacdes bootstrap
for i in range(n_simulations):
# Inicializar vetor de previsdes bootstrap

bootstrap_predictions = predictions_lstm_sar[col].copy()

# Iterar sobre o horizonte de previséao
for t in range(len(predictions_lstm_sar[col])):
# Amostrar residuos para serem somados (progressivamente mais residuos para
t maiores)
sampled_residuals = np.random.choice(

residuals_lstm_sar[col].flatten(), size=t+1, replace=True

# Somar os residuos ao valor da previs8o correspondente

bootstrap_predictions[t] += np.sum(sampled_residuals)

# Adicionar a trajetdéria bootstrap gerada

bootstrap_trajectories[col].append(bootstrap_predictions)

# Converter as trajetérias bootstrap em um array para facilitar o célculo

bootstrap_trajectories[col] = np.array(bootstrap_trajectories[col])

# Calcular estatisticas resumo das simulagdes bootstrap
mean_trajectory_sar[col] = np.mean(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

std_dev_trajectory_sar[col] = np.std(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

# Calcular intervalos de previsdo de 95, (percentis 2.5 e 97.5)
lower_bound_sar[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 2.5, axis=0)

upper_bound_sar[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 97.5, axis=0)

# Calcular intervalos de previs3o de 807 (percentis 10 e 90)
lower_bound_80_sar[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 10, axis=0)

upper_bound_80_sar[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 90, axis=0)

Modelo LSTM com variavel GNN

residuals_lstm_gnn = {}




O 00 N AN W R~ WN

APENDICE A. Cédigo dos modelos em Python 107

# Modelo LSTM com a varidvel exdgena

n_forecast = 7 # Nimero total de passos que vocé quer prever durante o pré-treinamento
n_lookback

7 # Numero de passos anteriores para usar como entrada

# Passo 2: Treinamento individual por cidade

for cidade_idx in range(516, df_treino_num_T.shape[0]): # Itera sobre todas as cidades

[ T N S N S S O I S R S S o e e e T e S e T el
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32
33
34
35
36
37
38
39
40

41
42
43
44

45

print (f"Treinando Modelo LSTM para a cidade {cidade_idx}")

# Variavel dependente (taxa de COVID-19)

y = df_treino_num_T.iloc[cidade_idx, :].values.reshape(-1, 1)

# Variavel exégena (previsdo do SAR para a mesma cidade)

exog_var = predicoes_gnn_matrix[cidade_idx, :].reshape(-1, 1)

# Escalar os dados

scaler_y = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))
scaler_exog = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))
y_scaled = scaler_y.fit_transform(y)

exog_scaled = scaler_exog.fit_transform(exog_var)

# Gerar as sequéncias de entrada (X) e saida (Y)

Xx=1
X_exog = [] # Sequéncias para a varidvel exdgena
Y=1[

for seq_idx in range(n_lookback, len(y_scaled) - n_forecast + 1):
X.append(y_scaled[seq_idx - n_lookback: seq_idx])
X_exog.append(exog_scaled[seq_idx - n_lookback: seq_idx]) # Variavel exdgena

correspondente

Y.append(y_scaled[seq_idx: seq_idx + n_forecast])

# Converter as listas em arrays
X = np.array(X)
X_exog = np.array(X_exog) # Sequéncia da variavel exdgena

Y = np.array(Y)

# Concatenar a varidvel exdgena aos inputs do LSTM
X_combined = np.concatenate([X, X_exogl, axis=2) # Combinar variavel dependente com

exbgena

# Definir e compilar o modelo LSTM

model = Sequential()

model.add (LSTM(units=50, return_sequences=True, input_shape=(n_lookback, 2))) # 2
inputs: dependente + exdgeno

model.add (LSTM(units=50))
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model.add (Dense(n_forecast)) # Prever miltiplos passos afrente

# Compilar o modelo

model.compile(loss="mean_squared_error’, optimizer=’adam’)

# Treinar o modelo

model.fit (X_combined, Y, epochs=100, batch_size=32, verbose=0)

# Previsdo nos dados de treino
Y_pred_train = model.predict(X_combined) .reshape(-1, n_forecast, 1)

residuals_train = Y - Y_pred_train

# Inversdo da escala para os residuos
residuals_train = scaler_y.inverse_transform(residuals_train.reshape(-1, 1))

residuals_lstm_gnn[cidade_idx] = residuals_train # Salvar os residuos

# # Previsdo para os dados de teste

# X_ = y_scaled[-n_lookback:]

# X_exog_ = exog_scaled[-n_lookback:]

# X_combined_ = np.concatenate([X_.reshape(l, n_lookback, 1), X_exog_.reshape(1,
n_lookback, 1)], axis=2)

# Y_ = model.predict(X_combined_) .reshape(-1, 1)
# Y_ = scaler_y.inverse_transform(Y_)
# predictions_lstm_gnn[cidade_idx] = Y_

{3
upper_bound_gnn = {}

lower_bound_gnn

{3
{3

lower_bound_80_gnn

upper_bound_80_gnn

# Nimero de simulagdes bootstrap

n_simulations = 100

# Inicializar diciondrio para trajetérias bootstrap

bootstrap_trajectories = {}

# Iterar sobre cada cidade (coluna)
for col in residuals_lstm_gnn:
# Inicialize a lista para armazenar as trajetdérias bootstrap de cada cidade

bootstrap_trajectories[col] = []

# Simulagdes bootstrap
for i in range(n_simulations):
# Inicializar vetor de previsdes bootstrap

bootstrap_predictions = predictions_lstm_gnn[col].copy()
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# Iterar sobre o horizonte de previséo

for t in range(len(predictions_lstm_gnn[col])):

# Amostrar residuos para serem somados (progressivamente mais residuos para

t maiores)
sampled_residuals = np.random.choice(

residuals_lstm_gnn[col] .flatten(), size=t+1, replace=True

# Somar os residuos ao valor da previs8o correspondente

bootstrap_predictions[t] += np.sum(sampled_residuals)

# Adicionar a trajetdéria bootstrap gerada

bootstrap_trajectories[col] .append(bootstrap_predictions)

# Converter as trajetdérias bootstrap em um array para facilitar o célculo

bootstrap_trajectories[col] = np.array(bootstrap_trajectories[col])

# Calcular estatisticas resumo das simulagdes bootstrap
mean_trajectory_gnn[col] = np.mean(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

std_dev_trajectory_gnn[col] = np.std(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

# Calcular intervalos de previs3o de 95 (percentis 2.5 e 97.5)
lower_bound_gnn[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 2.5, axis=0)

upper_bound_gnn[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 97.5, axis=0)

# Calcular intervalos de previsdo de 807 (percentis 10 e 90)
lower_bound_80_gnn[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 10, axis=0)

upper_bound_80_gnn[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 90, axis=0)

Modelo LSTM+GNN em arquitetura dnica

# Definir a classe de GNN com camadas de propagacdo de mensagens customizadas
class CustomMessagePassing(nn.Module) :
def __init__(self, in_channels, out_channels):
super (CustomMessagePassing, self).__init__Q)
self.lin = nn.Linear(in_channels, out_channels)
self.relu = nn.RelLUQ)

def forward(self, x, edge_index, edge_weight):
# Verificar as dimensdes de x
print(f’DimensSes de entrada em GNN: {x.shape}’) # Deve ser (num_nodes,

in_channels)

# Aplicar a transformagdo linear
out = self.lin(x) # Certificar que x tem dimensdes (num_nodes, in_channels)
out = self.relu(out)

return out
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class GNN(nn.Module):
def __init__(self, in_channels, hidden_channels, out_channels):
super (GNN, self).__init__()
self.convl = CustomMessagePassing(in_channels, hidden_channels)

self.conv2 = CustomMessagePassing(hidden_channels, out_channels)

def forward(self, data):
x, edge_index, edge_weight = data.x, data.edge_index, data.edge_attr
x = self.convl(x, edge_index, edge_weight)

F.relu(x)

x = self.conv2(x, edge_index, edge_weight)

X

return x

# LSTM para dependéncias temporais
class LSTMModel (nn.Module) :
def __init__(self, input_size, hidden_size, output_size, n_lstm_layers=1,
n_forecast=92):
super (LSTMModel, self).__init__()
self.lstm = nn.LSTM(input_size, hidden_size, num_layers=n_lstm_layers,
batch_first=True)

self.fc = nn.Linear(hidden_size, n_forecast) # Previsio de 92 passos

def forward(self, x):
lstm_out, _ = self.lstm(x)
out = self.fc(lstm_out[:, -1, :]) # Gera a previsio de toda a sequéncia

return out # Retorna a sequéncia de 92 previsdes

# Funcdo de treinamento combinada
def train_gnn_lstm(gnn_model, lstm_model, optimizer, data, temporal_seq, targets,
cidade_idx, num_epochs=100):

criterion = nn.MSELoss()

for epoch in range(num_epochs) :
gnn_model.train()
1stm_model.train()

optimizer.zero_grad()

# Passa pelo GNN para extrair embeddings espaciais (dados dos nés)

gnn_embeddings = gnn_model(data) # (num_nodes, embedding_size)

# Extrair o embedding da cidade especifica

gnn_embedding_city = gnn_embeddings[cidade_idx] .unsqueeze(0)

# Expandir para se alinhar com a série temporal

gnn_embeddings_expanded = gnn_embedding_city.unsqueeze (1) .repeat (temporal_seq.

shape [0], temporal_seq.shape[1], 1)
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# Concatenar os embeddings espaciais com as séries temporais

combined_input = torch.cat((temporal_seq, gnn_embeddings_expanded), dim=-1)

# Passa pela LSTM para prever os proéximos passos (92 previsdes)
output = lstm_model (combined_input) # Agora retorna 92 previsdes por cidade

loss = criterion(output, targets)

loss.backward()

optimizer.step()

if epoch % 10 == 0:
print (f’Epoch [{epoch}/{num_epochs}], Loss: {loss.item():.4f}’)

# Treinamento e Previsdo
7
7

n_forecast
n_lookback

# Diciondrios para armazenar os residuos e previsdes
residuals_gnn_lstm = {}

predictions_gnn_lstm = {}

# Iterando sobre cada cidade (linha do df_treino_num_T)
for cidade_idx in range(n):

print (f"Treinando GNN+LSTM para a cidade {cidade_idx}")

# Dados temporais
y = df_treino_num_T.iloc[cidade_idx, :].values.reshape(-1, 1)
scaler = MinMaxScaler(feature_range=(0, 1))

y_scaled = scaler.fit_transform(y)

# Sequéncias temporais para treino
(]
(]

for seq_idx in range(n_lookback, len(y_scaled) - n_forecast + 1):

X_train

Y _train

X_train.append(y_scaled[seq_idx - n_lookback: seq_idx])

Y_train.append(y_scaled[seq_idx: seq_idx + n_forecast])

X_train = np.array(X_train)

Y_train = np.array(Y_train)

# Preparar dados de entrada para teste

X_test = y_scaled[-n_lookback:]

# **xAjuste no GNN:x*x*
node_features = torch.tensor(df_treino_num_T.mean(axis=1).values.reshape(-1, 1),

dtype=torch.float32) # Reduzido a features dos nos
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105 edge_index, edge_weight = from_scipy_sparse_matrix(nb.sparse)

106

107 graph_data = Data(x=node_features, edge_index=edge_index, edge_attr=edge_weight)
108

109 # Converter sequéncias temporais para tensores

110 temporal_seq_train = torch.tensor(X_train, dtype=torch.float32)

111 targets_train = torch.tensor(Y_train[:, -1], dtype=torch.float32)

112

113 # Inicializar modelos

114 gnn_model = GNN(in_channels=1, hidden_channels=16, out_channels=16)

115 lstm_model = LSTMModel (input_size=1 + 16, hidden_size=32, output_size=1) #

Concatenando a série temporal com o embedding

116

117 optimizer = optim.Adam(list(gnn_model.parameters()) + list(lstm_model.parameters())
, 1lr=0.001)

118

119 # Treinar o modelo GNN+LSTM

120 train_gnn_lstm(gnn_model, lstm_model, optimizer, graph_data, temporal_seq_train,

targets_train, cidade_idx, num_epochs=100)

121

122 # Previs8o nos dados de treino para calcular os residuos

123 with torch.no_grad():

124 gnn_model.eval()

125 1stm_model.eval()

126 gnn_embeddings = gnn_model (graph_data)

127 gnn_embedding_city = gnn_embeddings[cidade_idx] .unsqueeze(0)

128 gnn_embeddings_expanded = gnn_embedding_city.unsqueeze(1l) .repeat(

temporal_seq_train.shape[0], temporal_seq_train.shape[1], 1)

129

130 # Concatenar a entrada temporal com os embeddings da cidade

131 combined_input = torch.cat((temporal_seq_train, gnn_embeddings_expanded), dim
=-1)

132

133 # Previs@o dos proximos 92 passos

134 Y _pred_train = lstm_model (combined_input) .numpy ()

135

136 # Calcula os residuos no treino

137 residuals_train = targets_train.numpy() - Y_pred_train

138 residuals_train = scaler.inverse_transform(residuals_train.reshape(-1, 1))

139 residuals_gnn_lstm[cidade_idx] = residuals_train

140

141 # Previsdo nos dados de teste

142 X_test_tensor = torch.tensor(X_test.reshape(l, n_lookback, 1), dtype=torch.float32)

143

144 with torch.no_grad():

145 # Obter o embedding da cidade

146 gnn_embedding_city = gnn_embeddings[cidade_idx] .unsqueeze(0)
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# Expandir para se alinhar com a série temporal
gnn_embedding_expanded_test = gnn_embedding_city.unsqueeze (1) .repeat (

X_test_tensor.shape[0], X_test_tensor.shape[1], 1)

# Concatenar a entrada temporal com os embeddings da cidade
combined_test_input = torch.cat((X_test_tensor, gnn_embedding_expanded_test),
dim=-1)

# Previs&o para os 92 valores

Y_pred_test = lstm_model(combined_test_input) .numpy ()
# Armazenando as previsfes na matriz
Y_pred_test = scaler.inverse_transform(Y_pred_test.reshape(-1, 1))

predictions_gnn_lstm[cidade_idx] = Y_pred_test # Armazenar todos os 92 valores

# Intervalo de previséo

{3
{3

lower_bound_gnn_lstm

upper_bound_gnn_lstm

{3
{3

lower_bound_80_gnn_lstm

upper_bound_80_gnn_lstm

# Nimero de simulagdes bootstrap

n_simulations = 100

# Inicializar dicionario para trajetérias bootstrap

bootstrap_trajectories = {}

# Iterar sobre cada cidade (coluna)
for col in residuals_gnn_lstm:
# Inicialize a lista para armazenar as trajetérias bootstrap de cada cidade

bootstrap_trajectories[col]l = []

# Simulagdes bootstrap
for i in range(n_simulations):
# Inicializar vetor de previsdes bootstrap

bootstrap_predictions = predictions_gnn_lstm[col].copy()

# Iterar sobre o horizonte de previséo
for t in range(len(predictions_gnn_lstm[col])):
# Amostrar residuos para serem somados (progressivamente mais residuos para
t maiores)
sampled_residuals = np.random.choice(

residuals_gnn_lstm[col] .flatten(), size=t+1, replace=True
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191 # Somar os residuos ao valor da previsdo correspondente

192 bootstrap_predictions[t] += np.sum(sampled_residuals)

193

194 # Adicionar a trajetdéria bootstrap gerada

195 bootstrap_trajectories[col].append(bootstrap_predictions)

196

197 # Converter as trajetdérias bootstrap em um array para facilitar o célculo

198 bootstrap_trajectories[col] = np.array(bootstrap_trajectories[col])

199

200 # Calcular estatisticas resumo das simulagdes bootstrap

201 mean_trajectory_gnn_lstm[col] = np.mean(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

202 std_dev_trajectory_gnn_lstm[col] = np.std(bootstrap_trajectories[col], axis=0)

203

204 # Calcular intervalos de previs3o de 95}, (percentis 2.5 e 97.5)

205 lower_bound_gnn_lstm[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col]l, 2.5, axis=0)

206 upper_bound_gnn_lstm[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 97.5, axis
=0)

207

208 # Calcular intervalos de previs3o de 807 (percentis 10 e 90)

209 lower_bound_80_gnn_lstm[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 10, axis
=0)

210 upper_bound_80_gnn_lstm[col] = np.percentile(bootstrap_trajectories[col], 90, axis
=0)
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