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RESUMO

O tema abordado ¢ a transicao de fase dinamica em sistemas Hamiltonianos, que é a
transicao de integrabilidade para nao integrabilidade. Utilizando a dinamica definida por
um mapeamento discreto nas varidveis de acao I e angulo 6, realizamos uma descri¢ao
do comportamento da difusao cadtica das particulas para o mar de caos utilizando duas
metodologias. A primeira é uma descricao fenomenolégica obtendo os expoentes criticos
através de simulacoes numéricas, e a segunda é um resultado analitico obtido a partir da
solucao da equacao da difusao. A invariancia de escala é observada no mar de caos levando
a uma difusao cadtica universal. Esta é uma assinatura clara de que o sistema passa por
uma transicao de fase. Nés investigamos também um conjunto de quatro perguntas que
caracterizam uma transi¢do de fase: (1) identificar a quebra de simetria; (2) definir o
parametro de ordem; (3) identificar quem sao as excitagoes elementares e; (4) detectar os

defeitos topoldgicos que impactam na difusao das particulas.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos; Caos; Transicao de fase; Difusao de particulas.



ABSTRACT

The subject approached here is a dynamical phase transition observed in Hamiltonian
systems, which is a transition from integrability to non-integrability. Using the dyna-
mics defined by a discrete mapping on the variables action I and angle 6, we perform a
description of the behaviour of the chaotic diffusion to particles in the chaotic sea using
two methods. One is a phenomenological description obtaining the critical exponents via
numerical simulation, and the other is an analytical result obtained by the solution of
the diffusion equation. The scaling invariance is observed in the chaotic sea leading to an
universal chaotic diffusion. This is a clear signature that the system is passing through a
phase transition. We investigate a set of four questions that characterize a phase transi-
tion: (1) identify the broken symmetry; (2) define the order parameter; (3) identify what
are the elementary excitations and; (4) detect the topological defects which impact on the

transport of the particles.

Keywords: Dynamics systems; Chaos; Phase transition; Particles diffusion.
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro Capitulo introduziremos os conceitos basicos sobre sistemas dinamicos
e suas principais caracteristicas. Abordaremos também uma breve caracterizacao das

transicoes de fases de forma a conectar como este estudo serd aplicado neste trabalho.

1.1 Sistemas dinamicos, caos e transicoes de fase

Em meados dos séculos XV e XVI, apds as primeiras investigacoes sobre os sistemas
dinamicos, Isaac Newton, utilizando o formalismo de leis matematicas e equagoes do
movimento, introduziu o conceito de um sistema evoluindo no tempo |[1,2]. Esta ideia
orientou a fisica para o conceito conhecido como sistemas dinamicos. Em um sistema
dinamico descrito por leis e equacoes matematicas temos que, a partir do conhecimento de
um estado configuracional inicial zy, dado em um instante de tempo ¢y, torna-se possivel
a obtencao de qualquer estado subsequente a este para qualquer tempo t > t;. Desta
forma, um sistema dinamico refere-se essencialmente a mudancas [3], ou entao, sistemas
que evoluem no tempo. De forma geral, estes sistemas podem ser classificados como
lineares e nao lineares. Os lineares sao majoritariamente caracterizados por possuirem
poténcias de primeira ordem em suas equacgoes dinamicas. Por outro lado, os nao lineares
sao aqueles que apresentam ordens diferentes de 1 em suas equagoes, ou mesmo, aqueles
descritos por fungoes do tipo seno; cosseno; exponenciais; logaritmicas e; entre outras
funcoes nao lineares.

Pode-se dizer que Henri Poincaré [4] foi o responsével pela grande revolugao no que diz
respeito ao estudo dos sistemas dinamicos. Ele trouxe um pensamento mais qualitativo
sobre estes sistemas, questionando a duragao da estabilidade dos corpos presentes no
sistema solar [3]. Neste sentido, verificou também a sensibilidade as condigoes iniciais e
como esta impactaria em toda evolucao do sistema estudado para longos tempos. Esta

abordagem encaminhou-se para um moderno assunto da dinamica, cujas aplicacoes estao



muito além do estudo da mecanica celeste, o estudo sobre Caos.

A invencao dos computadores de alta velocidade, em meados de 1950, permitiram a
experimentagao com modelos de equagoes que jamais seriam possiveis anteriormente. Este
fato levou Edward Lorenz [5] a descobrir, em 1963, o movimento caético de um "atrator
estranho” em sua tentativa de entender os fenomenos de imprevisibilidade sobre a mete-
orologia do tempo. Desta forma, Lorenz verificou em seus trabalhos 5] que a solucao de
suas equacoes oscilavam de maneira irregular e nao periddica. Posteriormente confirmou
também a sensibilidade as condigoes iniciais, percebendo que simulagoes com duas con-
digoes iniciais infinitesimalmente diferentes levavam a resultados imensamente distintos,
concluindo assim que os fenomenos meteorolégicos seriam intrinsecamente imprevisiveis,
pois pequenos erros nas medidas dos estados atuais da atmosfera resultariam em previ-
soes completamente erroneas. Este ultimo resultado recebeu o nome popular de efeito
borboleta (sensibilidade as condigbes iniciais).

Lorenz apresentou uma marcante estrutura no que diz respeito ao estudo de caos: ao
suas solugoes de equacoes fossem graficadas em um plano tridimensional, estas trariam
um formato similar a de asas de uma borboleta, como pode ser observado pela Figura|l.1|

Este ficou conhecido como o atrator de Lorenz.

Figura 1.1: Ilustracdo do atrator de Lorenz em um plano tridimensional. Imagem extraida e
modificada da Ref. .

Em determinados sistemas, como por exemplo os fluidos, a densidade e viscosidade

sao parametros que podem colaborar com termos nao lineares em suas equacoes dinami-
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cas [1,2]. Conforme serd observado neste trabalho, a modificacdo destes parametros de
controle, em uma criticalidade especifica, podera levar o sistema a uma transicao de fase.
Uma transicao de fase é facilmente identificada por uma mudanca, as vezes abrupta, de
propriedades entre estados dinamicos de um sistema, ou mesmo, nas estruturas espaciais
deste [6,[7]. Os fluidos cldssicos constituem os exemplos mais familiares de transigoes de
fases, tais como: vapor-liquido; vapor-solido; liquido-sélido e; entres outras.

As transigoes de fases podem ser classificadas em duas no que diz respeito ao comporta-
mento das derivadas da energia livre de Gibbs [8,9]. As transigoes que sao acompanhadas
por uma descontinuidade nas derivadas de primeira ordem da energia livre do sistema sao
chamadas de transicoes de fase de primeira ordem. Ja aquelas que sao acompanhadas por
descontinuidades de ordens superiores a 1 sao denominadas transicoes de fase continuas.

Neste projeto utilizaremos um formalismo proposto em [10], que caracteriza uma tran-
sicao de fase a partir de uma analise feita sobre quatro perguntas essenciais para esta des-
crigao: (1) qual é a quebra de simetria do sistema; (2) qual é o parametro de ordem; (3)
quem sao as excitagoes elementares e; (4) quais sao os defeitos topolégicos que impactam

no transporte de particulas.

1.2 Organizacao do trabalho

Primeiramente, no Capitulo [2| serd apresentada uma familia de mapeamentos discre-
tos obtidos a partir de uma funcao Hamiltoniana. Também mostraremos as principais
propriedades e caracteristicas do mapeamento conservativo estudado neste trabalho, tais
como: o espaco de fases; as ilhas periddicas e seus pontos fixos elipticos; as curvas in-
variantes spanning e; o comportamento dos expoentes de Lyapunov. Seguindo para o
Capitulo [3| faremos uma abordagem completa sobre a difusao das particulas no mar de
caos utilizando duas metodologias. A primeira (Segao ¢ uma abordagem fenomenolé-
gica através de simulagoes numéricas em busca dos expoentes criticos. A outra (Segéo
é uma descri¢ao analitica a partir da solucao da equacao da difusao. Faremos também
uma comparacao entre estes dois métodos identificando suas propriedades de escala, bem
como mostraremos a invariancia de escala desta difusao presente no mar de caos. Ja no
Capitulo {4] responderemos as 4 perguntas essenciais que caracterizam uma transi¢ao de
fase, s@o elas: (1) qual é a quebra de simetria do sistema; (2) quem é o parametro de
ordem; (3) quais seriam as excitagoes elementares e; (4) quais sao os defeitos topoldgicos
que impactam no transporte de particulas. Por fim, no Capitulo [5] é abordada uma dis-
cussao geral sobre os principais resultados obtidos neste trabalho, concluindo a descri¢cao

da transicao de fase observada para o mapeamento estudado.
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Capitulo 2

Familia de mapeamentos discretos e suas

propriedades

Neste Capitulo serao apresentados os passos que levam a obtencao de uma familia de
mapeamentos discretos, que sao descritos através de duas varidveis dinamicas, acao I e
angulo 6, a partir de uma fun¢ao Hamiltoniana com dois graus de liberdade. Mostraremos
também algumas propriedades destes mapeamentos, tais como as condi¢oes que levam a
estes mapeamentos serem conservativos, os espacos de fases na transicao estudada, bem
como suas principais estruturas: o mar de caos, as ilhas periddicas, os pontos fixos elipticos
e as curvas invariantes do tipo spanning. O mar de caos sera justificado a partir dos

resultados obtidos para os expoentes de Lyapunov na Secao [2.3]

2.1 Obtencao do mapeamento conservativo bidimensional

Nesta Segao discutiremos as propriedades dinamicas apresentadas por uma familia de
mapeamentos discretos. Estes mapeamentos serao obtidos através de uma funcao Hamil-
toniana com dois graus de liberdade |11]. Este sistema genérico pode ser caracterizado

por dois pares de variaveis canonicas:

(-Imez) 1= 1727

sendo I a acao do sistema e 6 o angulo.

A funcao Hamiltoniana genérica pode ser escrita como:

H([17017[2762) - HO(Ila [2) + 6]——[1([17 917[2792)7 (21)

onde Hj identifica a parte integravel do sistema e H; caracteriza sua parte nao integravel.
Este tltimo é acompanhado de um parametro e que sera responsavel por controlar a

transicao de integrabilidade para nao integrabilidade do sistema. De fato pode-se perceber
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que ao passo em que o parametro de controle e = 0, temos que nao apenas a energia do

sistema é conservada como a acao I também é, de forma que:

H(Il,el,lg,(gg) —)H(Il,lg) :H0(11712). (22)

Em outras palavras, o nimero de graus de liberdade é igual ao nimero de constantes
do movimento, caracterizando assim um sistema integravel. E importante notarmos que
nestas condicoes a funcao Hamiltoniana torna-se independente das varidveis angulares 6,

e 6, portanto temos que:

88—2]10 = %—Z; =0. (2.3)

Por outro lado, quando € # 0, temos uma quebra da integrabilidade, visto que apenas a
energia é conservada.

Pela expressao podemos observar um fluxo quadridimensional de solugoes para o

espaco de fases, contudo como a energia independe do tempo, temos que esta passa a ser

uma constante para o sistema, portanto é possivel eliminarmos uma das quatro variaveis.

E escolhida a variavel I, resultando assim em um fluxo tridimensional de solucoes:

H=F — H:H([l,el,E,eg). (24)

E possivel também realizarmos uma interceptacao deste fluxo por um plano constante
em 6y, sendo esta uma superficie de secao de Poincaré [11], levando assim este fluxo

tridimensional & um fluxo bidimensional de solugdes (I3 vs. f;) no espago de fases.

Figura 2.1: Ilustragdo de um “corte” feito pela superficie de secdo de Poincaré em um fluxo

tridimensional. Figura retirada e adaptada de [12].
Um mapeamento genérico [11] que descreve esta dinamica é dado por:

]n—i-l = I, + Eh(ena In+1)
Ont1 = [0 + K(Int1) + €p(0n; Lni1)]  mod(27)
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Aqui o indice n representa o processo iterativo do mapeamento, h(6,, I+1), K(I,+1) €

P(On, I,+1) s@o quaisquer fungoes ndo lineares em suas varidveis e € identifica o parametro

que controla a intensidade da nao linearidade do sistema. E importante notar também

que a variavel angular 6, estd modulada em [0, 27].

Como o mapeamento ([2.5) foi obtido através de um Hamiltoniano, a drea em seu

espago de fases deve ser preservada [1,[2,[13]. Esta condigao serd satisfeita quando a

determinante da matriz Jacobiana for igual a unidade. Esta matriz pode ser dada pela

seguinte expressao:

Olpt1 Olng1

J = oI, 00,
OOnt1 O0Oni1 |’
oI, 00,

em que os termos da matriz sao dados por:

)

8In+1 . Beh(an,ln+1) a[n+1 . 1 .

o S =1+ Olnt1 0L, 1 0F0nIati)
6In«l»l
1

o Mnt1 _ 0L + Och(On,In+1) Olnt1 + Och(On,In+1) 304" _ Och(On,In+1) Olnt1 + Och(On,In+1) .

80, — 20, Olp41 00, 00, On Oln41 00y, 00,

0

o nt1 _ 09, OKnt1 Olnt1 + 0ep(OnsInt1) Olnt1 _ | OKnt1 | O0ep(OnsInt1) | Olnir e:

oL, P T 0lpi1 0L, lnrr 0Ln | 9lnm Olnrt o1, ©

OOni1 OKny1 0lng Oep(On,In41) 3In+1 Oep( 9n7 nt1)
* 6. =Lt ann e T o + ’

i1 85p(9n71n+1) OKnt1 | 0ep(On,Ini1) | Olnia
} 90, <1+ T\ o T al 0, "

A determinante da matriz Jacobiana pode ser escrita por:

8In«l»l aIn+1
detJ = det | O 00n

o 8]n—&—l agn-{—l N aIn—s—l a‘gn—l—l

nir 9nir | 9L, 00, 00, 01,

oln 00

Substituindo apenas os termos Ji5 € Jo; temos que:

_ aep(9n7[n+l) 8In«i»l 8I('rﬂ»l 8Ep(0n»ln n+1 8In«l»l _
det.] = (1+ 228 + + e
8I(n,«l»l + aEp(ean n+1 8I’n,«&»l
8In n+1 aen al’n

desta forma temos que:

1+ 86p(98n9in+1)
detJ = | _ 0h0nluir)
Oln41

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Este mapeamento genérico preserva area somente sobre a condicao em que detJ = 1,

portanto:
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ap(‘gna In-{—l) + ah(gm ]n—i-l)
960, O, 1

Considerando p(0,, I,+1) = 0 e h(0,,1,+1) = sin(6,) obtemos diferentes sistemas

= 0. (2.10)

dinamicos bem conhecidos na literatura, tais como:

e K(I,41) = I,11, chamado de mapeamento padrao |14H16];

o K(I41)=2/1,11, que é o modelo de Fermi-Ulam [17,/18];

K(I41) = (In11, que descreve o modelo bouncer [19], com ¢ sendo uma constante ;
o K(I41) = Inp1+ (12, é obtido o mapa logistico twist [20] e;

e para o caso em que

4C2([n+1 -V 17214—1 - 1/C2) [n-‘rl > 1/C

K(]n+1) - 9 )
4L I <1/¢

com ( constante, obtemos o modelo de Fermi-Ulam bouncer [21-23].

Para este projeto sdo consideradas as seguintes transformagoes: h(6,, I,.1) = sin(6,),
P(On, Lnv1) = 0 e K(I41) = ﬁ, sendo v > 0. Portanto, é obtido o seguinte mapea-

mento de estudo:

I,,1=1,+e€esinb,

Ooyr = {en + ;} mod (2r)

[ Tn1]Y

(2.11)

Nota-se que para este mapeamento temos a existéncia de dois diferentes parametros de
controle. Um deles é €, que controla a intensidade da nao linearidade do sistema. Para
e = 0 o espaco de fases apresenta apenas estruturas regulares e periddicas, portanto
simétricas, como pode ser observado pela Figura [2.2(a). Por outro lado, para € # 0 a
regularidade é quebrada e o espago de fases passa a ser misto, composto pelo mar de caos,
ilhas de periodicidade e por curvas invariantes spanning, como visto pela Figura (b)
O outro é v > 0, esta escolha é feita para controlar a velocidade da divergéncia
do angulo # no limite em que a acao I é suficientemente pequena. De fato, percebe-se
m diverge, nao

apresentando correlacao entre 6,1 e 6,. Assim, o comportamento de sin (6,,) torna-se

que no momento em que a acao I é muito pequena, o termo 6, +

totalmente aleatério, trazendo entao drbitas cadticas para a dinamica do sistema. Na
medida em que [ passa a crescer, estas variaveis angulares passam a apresentar correlacao
entre si e portanto passam a apresentar regularidade no espaco de fases, sendo identificada

pelas ilhas periddicas e curvas invariantes.
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0.04 — T — 0.04

0.02 - - 0.02

I o000l 17 0.00 |

-0.02 - -0.02 p
o4l 1] 004
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) 0 (b) 0

Figura 2.2: Espago de fases para o mapeamento comy =1le: (a)e=0c¢ (b)e=
1073, Em (a) o espaco de fases apresenta uma dinamica periédica e regular, e é
simétrico. Em (b) o espago de fases torna-se misto, com a presenga do mar de caos,
ilhas periddicas (centradas por pontos fixos elipticos demarcados em vermelho) e as
primeiras curvas invariantes do tipo spanning identificadas pelas curvas azuis. A

letra m caracteriza a frequéncia da funcao seno.

2.2 Conservacao de area no espaco de fases para o mapea-

mento de estudo

Os coeficientes da matriz Jacobiana para o mapeamento ([2.11)) serdao dados por:

OIn+1 _ O(In+esinb,) _ 1:
)

oI, oln
¢ U = B~ ()
. ag?::l _ a(0n+(|;}l+1|”) _ _m%ﬂ = (D) e
o agzzl _ 8(9n+(|319nn+1|_7) -1 W%ﬂ =1- me cos (0,,)(x1).

Igualmente que em ([2.7), temos que a determinante da matriz Jacobiana detJ pode

ser escrita por:

detJ = det ag}:l agé:l _alnﬂ 0pi1 Olpy1 00,14
etJ = de ang 82’5“ - oI, 06, 06, 0I,

(2.12)

Substituindo na equagao (2.12)) os termos da matriz encontrados, obtemos que:
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detJ =1— ———¢ ) (£1)— | —€ecos (£1)],

|In—&-1|’y—’_1

= [detJ = 1], (2.13)

Segundo o Teorema de Liouville [24], seja dA,, = dI,df,, um elemento infinitesimal de
area no espaco de fases, ao realizarmos uma transformacao nas variaveis acao I e angulo

0 de um instante n para n + 1, a transformacao de area nesses instantes sera dada por:

dApy1 = (detJ)dA,, (2.14)

desta forma, como observado pela Eq. (2.13]), temos que detJ = 1, portanto podemos
concluir que existe uma conservagao de area no espaco de fases, embora a forma geométrica

possa variar.

2.3 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao utilizados para determinacao de caos nos sistemas
dinamicos [1,2]. Estes indicarao se as drbitas estudadas sdo sensiveis as condigoes iniciais.
Seguindo o mesmo procedimento que em [25], primeiramente serd realizado o calculo
tedrico dos expoentes de Lyapunov para mapeamentos unidimensionais, e posteriormente
este conceito sera expandido para o caso bidimensional.

Dado um mapa unidimensional escrito pela seguinte expressao:

Tni1 = [(zn), (2.15)

em que x sao os possiveis estados configuracionais do sistema e f é uma funcao de operacao
do mapeamento. Ao evoluirmos este mapeamento para a n-ésima iteracao, tera sido criada
uma Orbita. Desta forma, é definida a distancia entre duas orbitas, na n-ésima iteracao

COIMo:

d=|f"(zg+e) = [ (o), (2.16)

onde z( identifica uma condicao inicial e € é uma pequena perturbacao sobre xg.

Podemos definir também a distancia relativa d/e e admitir que esta razao tenha um

comportamento exponencial do tipo d/e = e

, sendo que A é definido como o expoente
de Lyapunov. Como mencionado, ¢ é um fator muito pequeno, portanto considerando
¢ — 0 temos que:
d (n) ) — f(n)
lim & = 1 |20 ) = @) | (2.17)

r—0 & r—0 )
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Da equacao , podemos notar que ao passo em que o expoente de Lyapunov A
for positivo (A > 0), temos um afastamento exponencial das dérbitas geradas a partir do
fornecimento de duas condigoes iniciais muito préximas, portanto uma confirmagao de
caos (sensibilidade a condigoes iniciais). Por outro lado, se A < 0 teremos que as érbitas
permanecem proximas (A < 0), ou entao sofrerdo um afastamento linear (A = 0), estes
dois casos indicam érbitas nao cadticas pelo sistema.

Podemos notar que o limite escrito em ¢é exatamente a definicao de derivada,

portanto podemos reescreve-la da seguinte forma:

lim S (o +2) = [ (20)

— | £!(n) — n
lny ) 70 a0 = 219

Tomando a fungao logaritmica de ambos os lados da equacao (2.18) temos que:

A = 1 £ (20)] = 10 | (ner) ' (@na) f (ns) o ' (20)] (2.19)
Pela propriedade logaritmica (In (A.B) = In(A) + In (B)) e também isolando o expoente

de Lyapunov A, temos que:

n—1
A= %;m (). (2.20)

A convergéncia do expoente de Lyapunov sera dada para um numero de iteragoes sufici-

entemente grande, portanto:

n—1
1
A=lim =S In /(). 221
nggon; n|f () (2.21)

Agora, para estender este procedimento para mapeamentos bidimensionais, como por
exemplo o estudado neste trabalho (2.11)), os expoentes de Lyapunov serdo dados pela

seguinte expressao:

1 .
A = lim —In|AY)|, (2.22)

n—oo N
em que o indice j = 1,2 e AY identifica os autovalores da matriz M = [T, Ji(L:, 0;) =
Jndn_1Jn_s...JoJ1, sendo que J é a matriz Jacobiana do mapeamento avaliada na érbita
(1;,0;). Como os expoentes de Lyapunov sao avaliados para um niumero grande de ite-
racoes n, o produtério das matrizes Jacobianas J; pode levar a uma indeterminacao de
seus coeficientes (overflow), nao sendo vidvel esta aplicacao. Contudo, um algoritimo de
triangularizagao criado por Eckmann e Ruelle [26] nos permite reescrevermos a matriz
Jacobiana J em termos do produto J = ©T, em que © é uma matriz ortogonal, i.e. sua
inversa ¢ igual a transposta [27] (07! = ©%) e; T' ¢ uma matriz triangular superior. Estes

ultimos sao escritos por:
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o (cos (#) —sin (9)) ’ (2.23)
sin (0)  cos (0)

e que,

Ty T
T="" "7 (2.24)
0 Ty

A matriz M pode ser reescrita convenientemente da seguinte forma:

M= Jy 1 Jpo..Jo(D)Jy = Jy1Jp_o...000:07 1, (2.25)

desta forma podemos definir T} = @flJl e Jy = J>©1, assim temos que:

M= Jy 1 Jp_g..J30,07 T, (2.26)

Agora realizando o mesmo procedimento para T, = ©,'.J,. Podemos perceber que
o algoritmo resumiria-se a analisar os elementos de T'. Desta forma, para que possamos

obteé-los, usaremos que Ty = ©7'.J;, portanto:

(TM T12> _ < cos (f) sin (9)) (jn jlz) . (2.27)
0 Ty —sin(0) cos(0)/) \ja1 Jo2

O elemento Ty, da matriz T} nos leva a seguinte relagao:
_jll sin (0) + jgl COS (‘9) =0 —

sin (6) _Jn
cos(0)
Elevando todos os termos da Eq. (2.28) ao quadrado e utilizando a relagao fundamental

da trigonometria (cos? (§) = 1 — sin? (#)), temos que:

(2.28)

c 02 2
sin” (6) J21 .2 2 2 2
—_— = —— Sin 9 —+ = ——
1 —oin? ) 72 (0) 711 + Ja1] = Jan

— sin(f) = =2, (2.29)
Vi T2
consequentemente,
Jit
Vit + %
Desta forma, como temos que 711 = j11 cos (0) + jo;1 sin (0) e Thy = —j128in (6) + joz cos ()

pela Eq.(2.27), podemos utilizar as equagoes (2.29)) e (2.30) para obter os elementos da

diagonal principal da matriz T} (T1; e Tys), portanto:

cos () = (2.30)
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Ji Jo1 _ dntin

Th = jn—F——=+Ja—F — = —= —, (2.31)
Vit + 5 \/1%1 + j5 \/9121 + j5
e também,
. J21 . Jit Ji1J22 — Ji2J21
Toy = —j12—F#= — + J22—F= — = . — (2.32)
V .7%1 +J§1 \/]%1 +]221 \/]%1 +J%1

Agora basta obtermos Jo = J,01, que pode ser dado pela expressao:

(En 512) _ (]:11 ]:12> (C?S (0) —sin (9)>7 (2.33)
J21 J22 J21 J22 sin (¢)  cos (0)

desta forma este procedimento utilizado para a obtencao dos elementos T, e Thy da matriz
T,=1 (primeira iteracao) deve ser repetido até o final da série de matriz Jy Js...J,_oJp—1Jy.

Portanto, os expoente de Lyapunov serao dados por:

\j :JLHC}OZIH]TJ,(;)\, j=1,2. (2.34)
=1

Em sistemas Hamiltonianos (como é o caso deste trabalho), os expoentes de Lyapunov

aparecerao em pares e com sinais contrarios , de forma que Ay + Ao+ A3+...+ A =0,

Npar

n
ou mesmo, y . 79" \; = 0.

—— )= 21
——6,=0.5
——6=10] 7

Gy=m
——6,=5,0| -

10° 10* 10° 10° 107 108

Figura 2.3: Convergéncia do expoente de Lyapunov positivo para 5 diferentes condicoes iniciais
de 6y evoluidas 10® iteracdes para Iy = 10~%. Os parametros utilizados foram

e=10"% ey = 1. O valor médio do expoente obtido foi A = 1,63(1).
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A Figura mostra a convergencia do expoente de Lyapunov positivo dado pela
equacao para cinco diferentes condicoes iniciais de 6y, iteradas 10® vezes na regiao
de mais baixa acdo do espago de fases (Iy = 1073¢), o mar de caos. O valor assintético
obtido no regime de saturacdo das curvas foi de A\ = 1,63(1), portanto indicando um
comportamento cadtico para o mapeamento (2.11)).

Podemos também avaliar o comportamento de A em funcdo do parametro de controle
e, como pode ser visto pela Figura 2.4, Podemos notar que o expoente de Lyapunov médio

nao exibe variagao representativa em resposta ao parametro de controle e.

2.0 A — —— ——r

19 ’ -@ -Expoente de Lyapunov médio (X)‘ ]

18l N % —

A ! loded L

1’51 " PR R S S S | " PR R S SR | " PR SR S S | " PR S SR S |
10 107 10 10° 102

Figura 2.4: Comportamento de A\ em funcao do parametro de controle € para vy = 1.

2.4 Obtencao dos pontos fixos elipticos

Um ponto fixo pode ser definido da seguinte forma [28]: seja uma func¢ao f: S — S
sendo S um conjunto genérico, dado que x* € S, se f(x*) = z* entdao z* é dito um ponto
fixo de f.

Como visto em [1], podemos tomar este conceito para avaliar os pontos fixos de um

mapa discreto iterativo genérico, que é dado por:

Tpa1 = fxy). (2.35)

A obtencao dos pontos fixos x* deste mapeamento unidimensional pode ser feita a partir

da condigao:

¥ =T = Ty, (2.36)

desta forma, os pontos fixos para o mapeamento bidimensional (2.11)) sao obtidos pelas
condigoes [1},3,28]:
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]n—l—l =1, = I*a
(2.37)
Opi1=0,=60"+2mn, m=1,23, ..
Aqui I* e #* sao as coordenadas para os pontos fixos apresentados pelo mapeamento
(2.11). O termo 2mm refere-se a periodicidade da segunda expressao dada no mapa mo-
dulada em 27. Aplicando o resultado da equagao (2.37) no mapeamento (2.11)), temos

que:

X =X+ esin (0%), sin(6*) = 0,
1 - 1\~
&+2mﬂ:&+ﬁ, I*:i(—) :
1] 2mm
logo temos que:
0" =km E=0,1,2,..
= i : (2.38)
I" ==+ (2171177) !

Pode-se notar que pelo mapeamento (2.11]) a varidvel angular 6,1 estd modulada em
27, desta forma pela equagao (2.38]) o espago de fases possuiria apenas pontos fixos para
valores de k = 0, 1, portanto temos que as coordenadas de agao e angulo que definem os

pontos fixos serao dados por:

2=

0, % (07)

2mm

7 £ (g

2mm

(0", 1) = (2:39)

2=

Vv
Pontos Fixos

Observando a Figura (b) podemos notar a existéncia de um grupo de ilhas periodi-
cas. Os pontos centrais a estas ilhas, identificados em vermelho, sao denominados pontos
fixos elipticos. As condigoes iniciais dadas nas proximidades de um ponto fixo eliptico for-
mam as ilhas periédicas ao serem iteradas pelo mapeamento. A Figura (b) nos mostra

alguns destes pontos fixos elipticos (m = 5,6 ¢ 7) em boa concordancia com a Eq. (2.39).

2.5 Posicao da primeira curva invariante do tipo spanning

O mar de caos visto no espago de fases ¢ limitado pelas primeiras curvas invariantes
do tipo spanning. Elas previnem que uma orbita cadtica se difunda ilimitadamente. A
curva mais baixa determina uma regiao de transigdo de um caos local (acima da curva)

para um caos global (abaixo da curva).
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Figura 2.5: Parte do gréfico do espaco de fases para e = 1073 e v = 1, comparando o resultado
tedrico da equacao (12.52) obtido para a posigao da primeira curva invariante do tipo
spanning I (curva em vermelho), com o observacional, através da identificacao da

quebra de estruturas (curva azul).

A partir da Figura , nota-se que considerando € = 1072 e para I >> ¢, as flutuacoes
da curva invariante spanning sao muito pequenas ao serem comparadas com o mar de
caos. Portanto, torna-se possivel assumirmos [13}25] que em sua proximidade, a dinamica

apresentada pela agao I pode ser dada por:

I, =1+AI, (2.40)

consequentemente,

Inor =1+ AL, (2.41)

onde [ corresponde a um valor caracteristico de I ao longo da curva invariante spanning
e Al é uma pequena perturbacao feita sobre I. E importante acentuar que esta apro-

ximagcao tedrica é apenas adequada para pequenos valores de €, i.e. perto da transicao
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de integrabilidade (e = 0) para nao integrabilidade (e # 0), ndo sendo elegivel em outros
casos.
Utilizando o resultado apresentado pela Eq. (2.41]), a primeira equagao do mapeamento

em ([2.11]) pode ser escrita como:

X+ Al = X+ Al, + €esinf, — Al, 1 = Al, +€sinb, ‘ (2.42)

Considerando esta mesma aproximacao para a segunda equacao do mapeamento ([2.11))

temos que:
1 ~ -
9n+1 = Qn + I — - 8n+1 = Qn + [I + A[n+1i| —
[[ + Alnﬂ}
1 A[nJrl
+1 + = { +— ] (2.43)
Como Al,.; é assumido infinitesimalmente pequeno temos que A]"“ — 0, portanto
torna-se possivel realizarmos uma expansao em série de Taylor em torno de % =0
(série de Maclaurin):
A In - A]n Ordens superiores
(1+252) =+ [ o] St T
Al, Al,
— <1+ “) =1 —y—2 (2.44)

Desta forma, substituindo a expressao destacada em ([2.44]) na equacao (2.43) temos

que:

1 Al 1 Al
[1 — n+1:| _ 2t (2.45)

K 2 R e A i 2

Agora para estabelecermos uma relagao com o “mapa padrao” [14H16], a equacao

sera multiplicada pelo termo —5 7 7, assim temos que:

YALy1  YyAIL,  ~esind,

— = —— - , (2.46)
I+ I+ Jr+1
também somaremos 1% em ambos os lados da equagao ([2.46)), adquirindo:
Ni B YATL, 11 _ i B 7~A]n B 7€~sin Gn. (2.47)

I [+l I Jr+1 [+l
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Por conveniéncia, sao definidas as seguintes variaveis:

Jpp1 = 4+ — 28lsr
5o e (2.48)
n = Up + .

Portanto torna-se possivel reescrevermos as equacgoes (2.47) e (2.45)) da seguinte forma:

Jpi1=Jp + % sin (¢,) (2.49)

Pnt1 = On + Jnta
Podemos observar que a tultima definicao em (¢, = 0, + ), ao ser aplicada no
argumento da fungao seno, de fato é verificada através da propriedade trigonométrica da
soma de dois arcos, retornando assim o valor positivo no fator conjunto ao seno, observado

na primeira equagao em (|2.49)):

sin (0,,) = sin (¢, — 7) = sin (¢n)M—I—_M%S (pn) = —sin (¢y,). (2.50)

Observando o novo mapeamento obtido em ([2.49)) podemos verificar que o mapeamento
inicial (2.11]), nas proximidades de uma curva invariante do tipo spanning, é descrito pelo

mapa padrao. Também podemos identificar um parametro de controle efetivo, dado por:

YeE

K. = =

(2.51)

Como discutido em [11}]1429], préximo a transi¢ao de um caos local para o global (i.e.
nas proximidades da primeira curva invariante spanning), K.; ~ 0,9716..., portanto o
valor teérico obtido para a posicdo da primeira curva invariante do tipo spanning I pode

ser dado por:

_1
~ € v+1
[ = {07 3716] . (2.52)

A Figura mostra que o resultado tedrico I obtido pela equacao estd bem de
acordo com a posicao da curva invariante spanning (fisc) identificada observacionalmente
para o espaco de fases do mapeamento para os parametros de e = 1073 e v = 1. As
orbita cadticas no mar de caos nao podem adentrar as ilhas peridédicas, ao mesmo tempo
em que também nao poderao cruzar pelas primeiras curvas invariantes spanning, em troca

de violar o teorema de Liouville.
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Capitulo 3

Descricao da difusao caédtica de particulas

no mar de caos

Neste Capitulo serao abordados duas metodologias para investigarmos a caracterizagao
da difusao das particulas no mar de caos para o espaco de fases referente ao mapeamento
conservativo (2.11). A primeira é uma abordagem fenomenolégica através de processos
iterativos e simulacionais. A outra serd uma descricao analitica a partir da solucao da
equacao da difusao. Faremos também uma comparacgao entre estes dois métodos de forma
a identificar suas propriedades de escala, bem como mostrar a invariancia de escala pre-
sente no mar de caos, sendo este um grande indicativo de que o sistema experimenta uma

transicao de fase.

3.1 Abordagem fenomenoldgica e os expoentes criticos

Aqui discutiremos algumas propriedades que sao observados para o mar de caos através
de uma descri¢ao fenomenoldgica [24]. Como visto no espaco de fase, o mar de caos é
limitado pela primeira curva invariante spanning. Ele permite que a particula se espalhe ao
longo do eixo da agao. A fim de caracterizar as propriedades de escala da acao média, ou
seja, a difusdo de particulas no mar cadtico, usamos o mesmo procedimento de [1}2,/13}25],
uma vez que este formalismo ja foi aplicado para diversos outros sistemas e mapeamentos
com grande éxito [30138].

Podemos verificar que como a parte positiva (I > 0) é simétrica a parte negativa
(I < 0) no espaco de fases, fica claro que a acdo média I = 0, ndo sendo um bom candidato
a descrever as propriedades de escala. Desta forma, sera utilizada a agao quadratica média

12, que define entao I,,,s = V 12. O observéavel I,,,, sera dado através de duas médias:
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b= | A 1)
rms M — n - 1,7 |

j=
em que M identifica o nimero de condicoes iniciais utilizadas, e n caracteriza o nimero de
iteragoes do mapeamento. O somatério em ¢ identifica a média do conjunto de condigoes
iniciais utilizadas, ja o somatorio em j corresponde a média das dérbitas produzidas pela
iteragao do mapeamento. E definido entdo uma média no ensemble de condicoes iniciais

do sistema.

10-1 R DL L DL IR IR LY I LL, I

10?2

AN
A

II” ms
®

1073

£ S

T T T

£=7.10";,~0
8:1.10‘3;10~0}M=1000
e=1.10";,~0
£=7.107;,~0
£=1.107;,~0 p M=10
e=1.10";4,~0
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O O O e e o

N

10
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sl vl vl vl v el il

10° 10% 10% 10° 108
n

Figura 3.1: Grafico de I,.,,s vs. n para -y = 1; 3 diferentes parametros de controle € e; 2 diferentes
nimeros de condigoes iniciais M. Os simbolos preenchidos identificam as curvas
para um conjunto de M = 1000 condigGes iniciais, j4 os simbolos nao preenchidos
representam as curvas feitas para um ensemble de M = 10 condigoes iniciais. Todas
as condigoes iniciais utilizadas foram de M valores de 6 € [0,27] uniformemente

distribuidos para um valor inicial Iy = 10~ 3.

A Figura [3.1 mostra o gréfico de I,;,s X n para v = 1, trés diferentes parametros de
controle € e dois diferentes niimeros de condigoes iniciais M. Foram utilizados M valores
iniciais de angulo 6 € [0, 27| escolhidos uniformemente distribuidos para uma acao inicial
fixa Iy = 10 3.

Nesta figura foram apresentadas trés curvas considerando M = 1000, identificadas

pelos simbolos preenchidos, e trés curvas para M = 10 (simbolos nao preenchidos). Esta
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comparacao foi realizada para identificarmos a influéncia apresentada pelo ntimero de
condigoes iniciais M ao serem feitas as médias no ensemble de condigoes iniciais. Desta
forma, dado um numero pequeno de condicoes iniciais a curva da agao quadratica mé-
dia I,,s pelo tempo n passam a apresentar certas irregularidades e oscilagoes ao longo
da mesma. Por outro lado, aquelas associadas a nimeros maiores de condicoes iniciais
denotam maior simetria e atenuacao. Verifica-se assim que, quanto maior o nimero de
condicoes iniciais utilizadas para a realizacao das médias, melhor é o resultado esperado
no que diz respeito a realidade da natureza apresentada pela curva.

Observando a Figura 3.1}, é possivel notarmos que, para tempos pequenos da iteracao
(n << ng,), as curvas apresentam um regime de crescimento acelerado. Por outro lado,
para valores de n muito grandes (n >> n,) passamos a ter um regime constante de
saturacao. A mudanca do primeiro regime de crescimento para o de um platd constante
é dado por um numero caracteristico de tempo n,, identificando assim o nimero de
crossover. Estes trés comportamentos apresentados pelas curvas de I,,,s em funcao do
tempo n serao caracterizados por trés expoentes criticos (a, 3 e 7). Para obtermos estes
trés expoentes criticos nés assumimos as seguintes hipéteses de escala [13},25]:

1-) Para valores de n << n,, o comportamento de I,,,,s ¢ dado por:

Toms o< (n€®)? (3.2)

em que [ identifica o expoente critico de aceleracao.
2-) Para valores de n >> n,, as curvas atingem um regime de saturagao, podendo ser

descritas por:

]rms,sat X Eaa (33)

em que « é o expoente de sarutacao.
3-) E por tltimo, temos a mudanca do regime de crescimento acelerado para o de um

plato constante, identificados pelo numero de crossover n,, dado por:

Ny X €7, (3.4)

em que z € o expoente de crossover.
Portanto a partir destas trés hipoteses de escala, podemos descrever o comportamento

de I,,,s pela funcao homogénea generalizada. Tal funcao é dada por:

Loms(n€?,€) = Uy (102, %), (3.5)

em que [ é um fator de escala e a e b sao expoentes caracteristicos. Primeiramente, é

escolhido de forma conveniente que (“ne? = 1, portanto temos também que:
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I'ne® =1 = |l=(né®) | (3.6)

Levando este tltimo resultado (3.6 na equagao (3.5)), temos que:

b

Lims(n€?, €) = (n€?) ™« Lyms(1, (ne®)~ae), (3.7)

2\t ’ .
em que I,,s(1, (ne*)"ae) é assumido constante para valores de n << n,, portanto com-
parando a equagao 1’ com a primeira hipotese de escala 1} fica claro que (nez)_% =
(ne?)? — B=—1/a.

Realizando o mesmo procedimento, contudo agora escolhendo [%¢ = 1, temos que:

Pe=1 = |l=¢> (3.8)
Levando este resultado na equagao (3.5), temos que:
Lims(n€®,€) = € b Lpy(e Fne®, 1), (3.9)

a 7 . .
em que I,,s(e one?, 1) é considerado constante para valores de n >> n, (regime de
saturacao). Desta forma comparando a equacao (3.9) com a segunda hipétese de escala

1D temos que €2 = € b — o = —1/b.

Por fim, o expoente critico z pode ser obtido através de uma combinagao entre os dois
fatores de escala (3.6]) e (3.8). Considerando que a = —1/b e § = —1/a obtemos:

|9

(ne?)? =€ = |n, =€ 2|, (3.10)

em que n, corresponde ao nimero de iteracao n no qual ocorrera a mudanca de um
regime de crescimento para o de um plato constante de saturagao, portanto comparando
a equagao (3.10) com a ultima hipdtese de escala (3.4]), temos:

=2 — |z=2-2| (3.11)

B

Lei de Escala

A equagao (3.11)) nos d4 uma expressao analitica para os trés expoentes criticos de-
finindo entao uma lei de escala. De fato, pelo conhecimento de dois expoentes citicos,

pode-se também obter o terceiro.

3.1.1 Simulagoes numéricas e obtencao dos trés expoentes criticos

Através de simulagoes numéricas, foi possivel calcularmos o expoente 5 a partir de um
ajuste em lei de poténcia dada pelo gréfico de I,,,s x ne? (Figura[3.2(a) e (b)). Esta figura
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estabelece a relagdo proposta pela primeira hipdtese de escala (3.2) em que para valores

de n << n, temos que I,,,5 o< (ne?)?. O valor obtido para o expoente foi de 3 = 0,501(5).

B IR IRk B B AL IR IR B B 10-2 [ T T T T

@ Dados numéricos
— Ajuste lei de poténcia

S g 00
10° .
~ ~ - ]
e} | B=0,501(5)| T
o g=10" 1
10 § o g=10" - |
b ]
_|||||||| vod vl v vl v vvod vd vl ||||||: 10-4 ol ol Lol
108 107 102 10! 107 107 107 104
(a) ne (b) ne?

Figura 3.2: (a) Mesmo plot realizado para a Figura para dois parametros de controle € e
com M = 1000 condicdes iniciais, depois da transformacao de n — ne?. (b) Ajuste
linear do regime de crescimento apresentado em (a). O expoente critico obtido foi
B =10,501(5).

O expoente a pode ser obtido pela relacao proposta para a segunda hipétese de escala
(Lrms,sat X €*), em que temos um regime de saturacao no limite em que n >> n,. Portanto
foi possivel graficarmos o comportamento de I,,,s s¢ para diferentes valores do parametro
de controle €, como é visto na Figura [3.3] O valor encontrado para o expoente foi de
a=0,515(6).

Por ultimo temos o expoente critico z, que pode ser obtido a partir da relagao dada pela
terceira hipdtese de escala (n, o €*), em que n, é um nimero caracteristico da iterac¢ao
que indica a mudanca do comportamento de crescimento acelerado para um regime de
saturagdo, desta forma a partir do gréfico de n, x € apresentado pela Figura[3.4] foi obtido
o valor de z = —0,97(2).
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Figura 3.3: Comportamento de I s sat X € para n >> ng;. O expoente critico obtido foi de

a =0,515(6).
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Figura 3.4: Comportamento de n, x €. O expoente critico obtido foi z = —0,97(2).
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Por outro lado, podemos também analisar o resultado destacado em (3.11]) juntamente

aos valores obtidos para os expoentes « e [ simulacionalmente, portanto temos que:

0,515(6)
2= ——"
0,501(5)

O valor obtido para z pela lei de escala esta de acordo com aquele encontrado numerica-

—2 = |z=-0,97(2)| (3.12)

mente através do ajuste para a lei de poténcia visto pela Figura |3.4

O conjunto dos expoentes criticos obtidos confirmam a invariancia de escala encontrada
no mar de caos do espaco de fases. Para tal verificacao podemos realizar uma sobreposicao
das curvas de I,.,s para quaisquer diferentes valores de ¢ em uma tnica curva universal.
A transformacao a ser feita deve ser I s — Lms/€* € n — n/e*.

A Figura (a) mostra o gréafico de I, X n para cinco diferentes valores do parametro
de controle e. J& a Figura[3.5|(b) apresenta todas as curvas exibidas em (a) sobrepostas em
uma curva universal apds a transformacao de escala mencionada. Esta é uma confirmagcao
evidente da invariancia de escala apresentada no mar de caos para o mapeamento ,
sendo este um importante indicador de que o sistema esta passando por uma transicao de

fase. De fato, temos uma transicao de fase de integrabilidade para nao integrabilidade.

L i 0 [ -
DD D D 10 r i
102 2
§ dc\o 10" |
. "{, (q -
~" ~§
107 p¢&" -
E ) e _ -3 ]
5 O O £=7.10 ]
£=2.107 | ]
o g=1.103
o O e=4.10" | ] 5
-4 é§ o eg=1.10" 107
107 e=1.10 . :
B ] [
10° 10? 10* 10° 10® 0% 102 10 10> 10* 10°
(a) h (b) n/e’

Figura 3.5: (a) Gréfico de I,,s X n para cinco diferentes parametros de controle €. (b) Sobre-
posigdo das curvas apresentadas em (a) em uma Unica curva universal depois da

transformagao de Ly — Lrms/€® e de n — n/e”.
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3.2 Descricao analitica da acao quadratica média

Nesta Secao serd visto como podemos obter uma descricao das curvas de [,,,s X n a
partir da acao quadratica média I?, contudo ao invés da metodologia utilizada anteri-
ormente, em que fora realizada uma caracterizacao fenomenolégica, sera utilizada uma

descrigao analitica através da solugao da equacao da difusao (como feito em [39-41]).

3.2.1 Equacao da Difusao

A equagao da difusao [42], é escrita como:

OP(I,n) _ 0*P(In)

on orz -’
em que P ¢é a probabilidade de observarmos uma determinada acao I em um instante n

(3.13)

conhecido e D é o coeficiente de difusao. Como pode ser observado pela Figura [3.0] a
difusao das particulas no mar de caos é limitada pelas primeiras curvas invariantes do

tipo spanning marcadas pelas linhas em azul, de forma em que I.uos € [—1fiscs +1pisc)-

Figura 3.6: Espacgo de fases para o mapeamento (2.11)) com parametros de controle v = 1 e
€ = 1072, As curvas em azul representam as primeiras curvas invariantes spanning,

sao responsaveis por delimitar o mar de caos em uma regiao limitada e fechada.

Vemos também que dada uma condicao inicial fornecida ao longo destas curvas, as par-
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ticulas permanecem confinadas nas mesmas para qualquer tempo n > 0, portanto temos

como condicao de contorno que:

OP(I,n)

o ~0. (3.14)

I:ilfisc
Também as condicoes iniciais sao escolhidas de forma em que todas estao centradas
em [ = [y e n =0, portanto P(ly,n) = (I — Iy).

3.2.2 Solucao da equacao da difusao

Primeiramente sera determinado o coeficiente D a partir da primeira equagao do ma-

peamento. Elevando ao quadrado ambos os lados da primeira equacao do mapeamento

(2.11)), temos que:

IP =1} 4 € sin’ (6,), (3.15)
a média desta expressao nos fornece o valor para o coeficiente de difusao:

[2 _ [2 E2
D=t m_ - 3.16
5 1 (3.16)

Para resolvermos a equacao da difusao, sera utilizada o método de separacao de va-

ridveis [42], portanto defini-se:

P(I,n) = X(I)Y (n), (3.17)

sendo X (1) e Y (n) fungées quaisquer que dependem respectivamente somente de [ e n.
Reagrupando a equacao (3.13)), temos que:

1 9Y(n) D 32X(I)_
Y(n) on  x(1) oz " (3.18)

desta forma torna-se possivel separarmos a expressao (3.18)) em duas equagoes diferencias

ordinarias da seguinte forma:

d};im — Y (n), (3.19)
EX (1)
D= + X (1) = 0. (3.20)

A solugao para a equagao (3.19) pode ser dada da seguinte forma:
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= In (%:)) =—-nmm = |Y(n)=Yee ™| (3.21)

Para a solugao da equagao (3.20]), iremos considerar que X (/) = Ae® em que R

assume duas raizes a serem determinadas e A é uma constante. Desta forma suas derivadas

ficam:
dX(I) RI
—F=A 22
T Re™| (3.22)
e também,
d°X(I) 2 RI
Ve AR%e™. (3.23)

Agora reescrevendo a equagao (3.20)), temos que:
DAR?HF 1 A =0 = DR 4+n=0 =

— Ry, = iy /%, em que i = v/—1. (3.24)

RoI

A solugao geral para X (I) pode ser escrita como Aeftt! + Bef2! | portanto:

X(I) = AeVB! 4 Be" VB!, (3.25)

Utilizando a relacao de Euler, e = cos (§) £ i sin (), podemos reescrever o resultado de

(3.25) da seguinte forma:

X(I)=A [cos (@1) +isin (\/%IH +B [cos (\/%I) — isin Q/%J)] .(3.26)

Agora reagrupando os termos em comum, temos que:

X(I) = (A + B)cos <\/%I> + (A — B)isin (\/%I). (3.27)

Com o objetivo de termos apenas solugoes reais é feito A = B, desta forma obtemos:

X(I) = 2Acos (\/%I) . (3.28)
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Utilizando os resultados das equacgoes (3.21)) e ([3.28), temos como possivel solugao
para a probabilidade P(I,n) como:

P(I,n) = 2A cos Q/%]) Yoe ™. (3.29)

Aplicando a condic¢ao de contorno (3.14)), temos que:

=24 %sin (1 /%fﬁsc) Yoe ™ = 0, (3.30)

I::t]fisc
que s6 sera nula quando \/%Ifm = km, com k =1,2,3.... Portanto temos que:

OP(1,n)

k272

fisc

n D. (3.31)

Contudo para o caso especifico de k = 0 — n = 0, desta forma podemos obter novas
solugoes para as EDOs apresentadas na equacao (3.18). Assim, as novas solugoes sao

dadas por:

Y(n) =Y, (3.32)

X(I) = X+ cl, (3.33)

portanto a nova solugao para a equagao (3.17)) é dada por:

P(I,n) =Yy(Xo+cl), (3.34)
com Yy, Xg e ¢ constantes. Desta forma, aplicando novamente a condi¢ao de contorno de

(3.14)), obtemos:

dP(I,n)
dl

Podemos entao escrevermos uma solugao geral para P(I,n) da seguinte forma:

—Yye=0 = c=0. (3.35)

> knl] —25Ln
P(I,n)=Cy+ ZCk cos I, e ‘fise | (3.36)
k=1 1sC

em que Cy e C}, sao coeficientes a serem determinados. Como visto em [39], os coeficientes

podem ser obtidos através de simples integracoes e também utilizando a normalizacao da

+Ifisc P

probabilidade em que [~ I (I,n)dI =1, o que nos leva:

1

Ch =
0 2Ifz'sc’

(3.37)
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1

Cp=—. (3.38)
Ifisc
Reescrevendo a equagao (3.36)) temos que:
1 1 & kD] =7l
P(I,n) = + cos | == |e e | (3.39)
2[fz'sc -[fisc —1 [fz'sc

Por fim, podemos calcular o observavel I, analiticamente. Na Secao vemos que
I = 0, portanto nao sendo um bom candidato para a descricdo do fendomeno. Assim
temos como um bom candidato para a descricao da difusao das particulas no mar de caos
a acdo quadratica média I2. A média no ensemble de condicbes inicias via solucao da

equacao de difusao é dada por:

_ +Ifisc 4 0 k2 2D
mm—/ J@@mﬂ:@w— — Tise | | (3.40)

]fisc
Igualmente ao que foi realizado para descricao fenomenologlca, tinhamos uma média no

conjunto de condigoes iniciais e também uma média referente as orbitas produzidas pela

iteracao do mapeamento. Portanto nos resta realizar a média em n, referente as érbitas
oo

1 2 o ~ . A s

- 231 I7. Vale notar que apenas o ultimo termo da expressao (3.40)) possui dependéncia
]:

com n, logo esta média pode ser dada por:

k2 2D 1 _k2x2%D _k2r%D, _ k%x2D
2 : 12, 12, 12,
— e fzsc — — le fisc + e fisc _'_ + e fisc
n
[ k2 ’p,
22
1] -2 [ ¢ T
— e T |22 (3.41)
n _k227r2D : :
1 —e Ifisc

_k27r2D
— 1 4SS (D1 | -5 [ 1—e T
2 .
PO =Tug3t o2 o le ™ | === || (- (3.42)
k=1 1 — e IJ%isc
Por fim podemos descrever analiticamente o comportamento de I,.,,s = ﬁ(n)
1 4 0 1 k27r2D 1 6_ kIQ%ﬂQD
12 —_— 2-1
Lrms = ]fisc § ﬁ Z kJQ ﬁ fise T 2D . (343)
k=1 1 —e I%isc




Este ultimo resultado apresentado pela Eq. descreve analiticamente o compor-
tamento da difusao das particulas dadas no mar de caos do espaco de fases.

A Figura [3.7 nos mostra um gréfico de I,,,,s X n para cinco diferentes parametros de
controle € comparando as duas diferentes metodologias utilizadas (simulacional e anali-
tica). Os circulos representam as simulagbes numéricas obtidas a partir das equagoes do
mapeamento (descrigao fenomenolégica) e as linhas continuas descrevem os resul-

tados analiticos, realizados a partir da solucao da equacao da difusao.

IO-I BLLRALLY IR IR RLLLL I IR LLAL DL LLY IR LR

SR OIS ASS RSS2 S Sl g S a

102

£=7.107]
£=2.10"
£=1.107 I simulagdo
e=4.10"
e=1.10"]
£=7.107
£=2.10"
& =1.103 I analitico
£=4.10"
g=1.10*]

ms

Nk 10-3

104

covwl vl e MENIRETIT AR TTIT B RS ETIT B SRR TTT L
10° 10? 10* 10° 108
n

Figura 3.7: Grafico de I,,s vs. n para b diferentes parametros de controle e. Os circulos
representam uma descricao fenomenoldgica da acdo quadrédtica média, ja as linhas
continuas representam este mesmo observavel, contudo para uma descricao analitica

através da solugao da equacao da difusao.

A Figura [3.8) apresenta todas as curvas exibidas em Fig. sobrepostas em uma
curva universal ap6s as transformacoes de escala I,.,,s — I,5/€* e n — n/e? a partir dos

expoentes criticos obtidos na Subsecao [3.1.1]
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Figura 3.8: Sobreposicao das curvas apresentadas na Figura em um unica curva universal

depois da transformacgao Iry,s — Irms/€* e n— n/e.
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Capitulo 4
Um nsight sobre a transicao de fase

Como proposto inicialmente, devemos responder a 4 perguntas essenciais propostas
em [10] que levam a caracterizacdo de uma transi¢ao de fase, sao elas: (1) qual é a quebra
de simetria do sistema; (2) quem seria um bom candidato para parametro de ordem; (3)
quais sao as excitagoes elementares e; (4) quais sao os defeitos topoldgicos que dificultam

o transporte de particulas.

4.1 (1) Quebra de simetria

A primeira pergunta pode ser respondida ao observarmos os espacos de fases das
Figura [2.9(a) e (b) encontradas na Segao Foi apresentado que, dada uma mudanca
do parametro de controle de ¢ = 0 (sistema integravel) para e = 1073 (sistema nao
integréavel), o espago de fases que possuia curvas simétricas e regulares, transforma-se em
um espago de fases misto com estruturas caracteristicas e bem definidas, sao elas: o mar
de caos, que por sua vez rodeia as ilhas de periodicidade, e que também ¢ limitado pelas
primeiras curvas invariantes do tipo spanning. Desta forma, é identificada a quebra de
simetria do sistema no que diz respeito ao espaco de fases, sendo este um dos fatores que

caracterizam uma transicao de fase.

4.2 (2) Parametro de ordem

Como visto em [10] o parametro de ordem pode ser definido como as importantes
variaveis que descrevem um determinado sistema. O parametro de ordem escolhido deve
ir a zero continuamente a medida em que € — 0.

O expoente de Lyapunov apresentado na Sec¢ao [2.3, ndo é um bom candidato a pa-
rametro de ordem, visto que pela Figura podemos observar que A\ ndo vai a zero

continuamente ao passo em que o parametro de controle da transicao de fase € vai a zero.
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Neste sentido, pode-se verificar que um 6timo observavel a ser parametro de ordem é
[rms,sat-
Para tal verificagao iremos primeiramente retomar o resultado ja apresentado posteri-

ormente na Secao [2.5] sobre a posicao da primeira curva invariante do tipo spanning:

1

- ve ¥+1
I = 4.1
[Kef} | (4.1)

ou entao,

o
I= {KJ €vH, (4.2)

em que K.y ~ 0,9716 é o parametro de controle efetivo.

A posicao das primeiras curvas invariantes delimitam a regiao do mar de caos, e como
visto em |13], I estd diretamente relacionado com o comportamento apresentado por I,
de fato, para n >> n,. Desta forma, I define uma regra de I,,,s para valores grandes
de n como uma fungao de € (este ja visto pela Figura . Portanto torna-se possivel
compararmos a equacao com a segunda hipdtese de escala (3.3)), Iyms sat X €7, situada
na Secao [3.1], o que nos leva:

a= b onde v > 0. (4.3)
v+1
Portanto, reescrevendo a segunda hipdtese de escala temos que:

[rms,sat X eﬁ (44)

Para que possamos justificar a escolha do parametro de ordem I, sqt, duas condicoes

devem ser satisfeitas:

1. Primeiramente devemos ter que, ao passo em que o parametro de controle do sis-
tema € tende a zero (e — 0), o parametro de ordem escolhido deve se aproximar

continuamente de zero (definindo assim um parametro de ordem);

2. O resultado de uma perturbacao externa sobre o parametro de ordem deve divergir
em seu limite (e — 0), ou seja, a susceptibilidade x — oo. Este tltimo por sua vez

caracteriza uma transicao de fase de segunda ordem.

1 .
Podemos notar pela nova segunda hipétese de escala (1,5 sat < €7+7) e pela Figura ,

que ao passo em que o parametro de controle € — 0, o termo escolhido (/s sqt) aproxima-

se de zero continuamente, portanto sendo um bom candidato a parametro de ordem deste

sistema. Por fim, a segunda proposi¢ao pode ser verificada da seguinte forma:
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aIrms,sat li 1 —%
= — =1um (——] € 7 ==
X Oe = A8 v+1
e—0
1 1

Como v é sempre um nimero maior que zero, temos que no limite em que ¢ — 0 a
susceptibilidade y — co. Este um fator caracteristico de uma transicao de fase de segunda

ordem (transicdo de fase continua).

4.3 (3) Excitacoes elementares

Para a investigacao das excitacoes elementares devemos relembrar algumas caracteris-
ticas ja discutidas anteriormente sobre o mapeamento apresentado no Capitulo .
Foi observado a presenca de dois diferentes parametros de controle. Um deles é €, que
controla a intensidade da nao linearidade do sistema. Este fato se da a existéncia do termo
nao linear sin (6,). O segundo parametro é dado por v > 0, este ltimo controla a veloci-
dade da divergéncia do angulo # para o limite de [ suficientemente pequeno. De fato, foi
possivel percebermos que ao passo em que I é muito pequeno o termo 6,, + m diverge,
o que faz com que nao ocorra correlagao entre 6,1 e 6,,. Desta forma, o comportamento
de sin (6,,) na primeira equacao do mapeamento apresentaria um comportamento
totalmente aleatério (random walk [10,24]), trazendo entdo uma difusao de drbitas cadti-
cas para o espago de fases (como pode ser visto pela Figura (b)). Conforme I passa a
crescer, as variaveis angulares passam a apresentar correlagao, trazendo regularidade para
o espago de fases (presenca de ilhas periddicas e curvas invariantes).

A amplitude média I, para este comportamento aleatério pode ser obtida a partir de

uma média feita sobre a primeira equagao do mapeamento (2.11]), portanto analogamente

a (3.15)) temos que:

ID =12+ € sin 0, (4.6)

assim, realizando a média dos valores para cada termo da equagao (4.6]), e considerando

que as condicoes iniciais fornecidas estao proximas a zero obtemos:

0 1 2
12 :ZJF iy = 2= % — I, = % : (4.7)

Estes fatos nos levam a concluir que a excitacao elementar deste sistema é definida

pela fungao nao linear esin (), encontrada na primeira equacao do mapeamento (2.11)),

cuja amplitude média é dada por I, = €¢/v/2. Este termo leva a uma dinamica totalmente
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aleatoria no limite de baixos valores da acao I, trazendo assim as primeiras érbitas cadticas

para espaco de fases.

4.4 (4) Defeitos topoldgicos

Os defeitos topoldgicos estao diretamente relacionados com a probabilidade de distri-
buicao das particulas ao longo do espaco de fases. A presenca das ilhas de estabilidade,
centradas por um ponto fixo eliptico, serao as principais estruturas responsaveis por estes
defeitos. Este fato se da devido a perda de previsibilidade da distribuicao das particulas
nestas regioes. Esta perda de previsibilidade na dinamica do sistema ocorre devido ao
efeito de stickiness [43]. Este, por sua vez, é caracterizado como um aprisionamento tem-
porario sobre a trajetéria de dérbitas cadticas presentes nas fronteiras destas estruturas
regulares (ilhas periédicas). Portanto, temos uma distribuicao de particulas mais densa
nestas regioes.

Devemos analisar também a probabilidade de sobrevivéncia p, que define a probabi-
lidade de uma particula sobreviver ao longo da dinamica cadtica sem que esta escape
desta regiao. Como visto em [40], foi percebido uma modifica¢ao desta probabilidade em
resposta ao efeito de stickiness, sendo este identificado pela transicao de um decaimento
exponencial, de p ao longo do tempo n, para um decaimento desacelerado em lei de potén-
cia. O decaimento exponencial desta probabilidade define um sistema cuja a dinamica do
transporte das particulas é normal (difusdo Browniana [43]), por outro lado, a mudanga
para um decaimento desacelerado em lei de poténcia caracteriza a presenca do efeito de
stickiness, em que as Orbitas cadticas permanecem temporariamente aprisionadas proxi-
mas a estas ilhas periddicas. Portanto as ilhas periédicas podem ser classificadas como

sendo os defeitos topoldgicos que impactam no transporte de particulas do sistema.
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Capitulo 5
Discussoes e conclusao

Utilizando a dinamica de um mapeamento discreto sob as variaveis acao I e angulo
6, caracterizamos uma transicao de fase dinamica de integrabilidade para nao integrabili-
dade, a qual ocorre na variacao do parametro de controle €. Para ¢ = 0 temos um sistema
integravel, ja para € # 0 o sistema passa a ser nao integravel. No inicio desta descrigao
foi caracterizada uma familia de mapeamentos discretos e suas principais propriedades,
tais como a construcao dos espagos de fases e a descrigao de suas estruturas (mar de caos,
ilhas periddicas e curvas invariantes spanning). Mais adiante fizemos uma abordagem
completa sobre a caracterizagao da difusao das particulas apresentadas no mar de caos
do espaco de fases através de duas diferentes metodologias. Primeiramente recorremos a
uma descrigao fenomenoldgica utilizando um processo simulacional. Assim, analisando as
curvas de I,,,s X n, assumindo trés hipoteses de escala e utilizando uma fungao homogénea
generalizada foi possivel a obtencao da lei de escala que correlaciona os trés expoentes
criticos responsaveis pela descrigdo da dindmica desta difusdo: « (expoente de saturagao),
B (expoente de aceleragao) e z (expoente de crossover). Estes trés expoentes de escala sdo
também obtidos numericamente confirmando a lei de escala. O segundo método ¢ anali-
tico, através da solucao da equacao da difusao. A comparacao destas duas metodologias é
feita na Secao [3.2] em que é possivel observarmos uma boa concordancia entre esses dois
formalismos. Utilizando a transformacao I,,,s — Lms/€* € de n — n/€* a invariancia de
escala é mostrada para o mar de caos, sendo este um bom indicador de que o sistema esta
passando por uma transicao de fase.

Por fim, no Capitulo (4] a transicao de fase é caracterizada, respondendo a quatro
perguntas propostas em [10]. Primeiramente, a quebra de simetria dada pelo espago de
fases com o parametro de controle € préximo a transigao de integrabilidade (¢ = 0) para
nao integrabilidade (¢ # 0). Segundo, o parametro de ordem identificado pPor I,,s sat <
eﬁ, pois Irmssat — 0 quando € — 0. Também temos que a susceptibilidade x — oo no

limite de ¢ — 0. Esta iltima é uma assinatura clara de uma transicao de fases de segunda
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ordem (continua). Em terceiro, as excitagoes elementares sao definidas pela fungdo nao
linear esin (#,,), que trds um comportamento semelhante a uma caminhada aleatdria para
a dinamica no limite de valores pequenos de I, portanto criando érbitas cadticas para o
espaco de fases. Os defeitos topolégicos que impactam na difusao das particulas sao dados
pelas estruturas regulares presentes no espaco de fases, as ilhas peridédicas. A trajetoria de
uma orbita cadtica evoluindo proxima a superficie de uma ilha periddica sofre do efeito de
stickiness, comprometendo o transporte das particulas. Todos estes fatores nos permitem
concluir que a transicao de fase de integrabilidade para nao integrabilidade deste sistema
é uma transicao de segunda ordem.

Com base no sucesso da descrigao da transicao de fase apresentada neste projeto, temos
como perspectiva, entender a aplicabilidade deste formalismo para o estudo da transicao

de fase de difusao limitada para ilimitada em um sistema dissipativo.
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