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Resumo

Este trabalho tem como objetivo aplicar o método das aproximacoes sucessivas
na demonstracao do Teorema do ponto fixo de Banach e em resultados que garantem
a existéncia e unicidade de solucoes de equacoes diferenciais definidas em espacgos
de Banach.

Palavras chave: Método das aproximacoes sucessivas, ponto fixo, equagoes

diferenciais.



Abstract

This work aims to apply the method of successive approximations in the
proof of Banach fixed point Theorem and in results that guarantee the existence

and uniqueness of solutions of differential equations defined in Banach spaces.

Key words: Method of successive approximations, fixed point, differential

equations.



“Por mais longa que seja a caminhada o mais importante é dar o primeiro passo.”

(Vinicius de Moraes)
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Introducao

O método das aproximacoes sucessivas consiste de um processo iterativo, baseado
em uma formula de recorréncia. Mais especificamente, consiste na construcao de uma
sequéncia convergente, que tem seus termos dependentes uns dos outros, partindo
de uma condicao inicial escolhida arbitrariamente e cujo limite é solucao de um
problema proposto.

Este método é muito usado na matematica, na area de andlise. Dentre as varias
aplicagoes possiveis para este processo, temos a demonstracao do Teorema do ponto
fixo de Banach e resultados que garantem existéncia e unicidade de solugoes para
equacoes diferenciais.

Teoremas de pontos fixos e o estudo de equacoes diferenciais sao topicos de grande
importancia, o primeiro devido as suas aplicacoes em diversas areas da matematica
e o segundo por suas aplicagoes em fisica, quimica e biologia.

Na verdade, muitos fenomenos naturais podem ser modelados por problemas
matematicos envolvendo equacoes diferenciais, em particular, por equacoes de
evolucao, onde levamos em consideracao o tempo e o estado do fenomeno em
observacao. Porém, em alguns fenomenos naturais o principio da casualidade, isto
é, o estado futuro é independente do estado passado, envolve um lapso de tempo
entre causa e efeito, por exemplo, em fenomenos naturais biolégicos, onde devem ser
considerados periodos de incubacao ou gestacao. Um modelo mais realista poderia
incluir alguns dos estados passados do sistema considerado. FEstes modelos sao
descritos por equacoes diferenciais funcionais com retardo.

Portanto, a garantia da existéncia e unicidade de solucoes para problemas de
equagoes diferenciais é de suma importancia para o desenvolvimento do estudo sobre
esses modelos.

Por esta razao, apresentamos neste trabalho alguns teoremas de ponto fixo,
em especial, o Teorema do ponto fixo de Banach, cuja demonstracao consiste na
aplicacao do método das aproximacoes sucessivas. Além disso, apresentamos o

estudo de alguns tipos de equagoes diferenciais, cuja existéncia de solucao é garantida
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pelo Teorema do ponto fixo de Banach ou por aplicacao direta do método das
aproximacoes sucessivas.

Mais especificamente, iniciamos este trabalho apresentando algumas defini¢oes
basicas e estudando as fungoes abstratas. Veremos que alguns resultados de calculo
em R também sao vélidos para fungoes com valores em espacos de Banach.

Em seguida, no Capitulo 2, apresentamos o Teorema do ponto fixo de Banach e
algumas de suas variagoes.

O Capitulo 3 se refere ao estudo de equacoes diferenciais e estd dividido em 4
secoes. Na primeira secao, provamos o Teorema de Picard - Lindelof, que garante
existéncia e unicidade de solugoes (no sentido cldssico) para equagoes que podem
ser escritas na forma 2/(t) = f(t,x(t)). Em seguida, estudamos a existéncia e
unicidade de solugoes, agora no sentido fraco, para equacoes diferenciais escritas na
forma 2/(t) = Az(t) + f(t,z(t)), onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo.
Porém, antes disso, fazemos um breve estudo da teoria de semigrupos.

Por fim, consideramos duas equagoes com retardo finito. Primeiramente,
estudamos o problema de existéncia e unicidade de solugdes (cldssico) para equagoes
da forma z/(t) = f(t,z;), onde x; representa o termo com retardo. E terminamos
estudando equagoes descritas por a'(t) = Ax(t) + f(t,x(t),z:), onde A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo.

No final do trabalho encontram-se dois apéndices: o Apéndice A, que contém
alguns resultados utilizados ao longo da dissertacao, e o Apéndice B, onde provamos
as propriedades do operador derivada segunda que garantem que ele seja o gerador

infinitesimal de um Cj-semigrupo.



Capitulo 1

Calculo de funcoes abstratas

1.1 Funcoes abstratas

Neste capitulo estudaremos fungoes que assumem valores em espacgos completos.
Em particular, veremos alguns resultados do céalculo que também sao validos para

este tipo de funcoes. Iniciamos nosso trabalho com algumas defini¢oes basicas.

Definicao 1.1 Seja X um conjunto nao-vazio. Uma fungao d : X x X — R €

dita ser uma métrica em X se possuir as sequintes propriedades:
a) d(a,b) = 0 para todo a, b € X;
b) d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
¢) d(a,b) = d(b,a), para todo a, b € X;
d) d(a,c) < d(a,b)+d(b,c), para todo a, b ec e X.
Ao par (X,d) damos o nome de espago métrico.

Definicao 1.2 Se E ¢ um espaco vetorial sobre K, onde K é R ou C, entao uma

funcao ||.||g : E — R € chamada de norma se verifica as sequintes propriedades:
a) ||z||g = 0 para todo x € E;
b) ||zl =0 se e sd se x = 0;

c) I\x||lg = |A|||z||g para todo A e K ez € E;

13
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d) ||z +ylle < llzllg + |yllg para todos x, y € E.

O espago vetorial E, munido da norma ||.|g, € chamado de espa¢o normado e serd

denotado por (E,||.||g) ou simplesmente por E.

s

Definicao 1.3 Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,) em (X,d) é
chamada de sequéncia de Cauchy se, para cada € > 0, existe N € N tal que
d(xp, xm) < € para todo m,n > N. Se (x,) é uma sequéncia em um espago vetorial
normado (E,||.||g), entdo (x,) € uma sequéncia de Cauchy se, e somente se, para

cada € > 0, existe N € N tal que |z, — ©,|| g < € para todo m,n > N.

Definicao 1.4 Um espago métrico (X, d) € dito ser completo se toda sequéncia de

Cauchy converge em X.

Definicao 1.5 Um espaco vetorial normado completo é chamado espago de Banach.

Sejam (E, ||.][g) um espago de Banach sobre o corpo dos nimeros reais e I um

intervalo da reta.

Definicao 1.6 Uma funcio f : I — E ¢ chamada funcao abstrata. f serd
fortemente continua, ou apenas continua, em ty € I, se

lim [[f(£) — f(to)]| 2 = 0.

t—to

Se [ € continua para todo ponto de I, dizemos que f é continua em I e escrevemos
feC(I,E). f serd uniformemente continua em I se para todo € > 0 dado, existe
0 > 0 tal que

1f@) = f@)llp<e, Vaz, tel,

tais que |v —t| <.

Funcoes abstratas comportam-se muitas vezes como funcoes ordinarias. Por
exemplo, uma func¢ao abstrata continua aplica conjuntos compactos em conjuntos
compactos. Além disso, uma funcao abstrata continua em um conjunto compacto é
uniformemente continua. A prova destas afirmacoes é analoga as do caso das fungoes

ordindrias.

Definicao 1.7 Uma funcao abstrata f : I — E € dita:
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(1) Lipschitz continua em I, com constante de Lipschitz K > 0, se
[f(t) = f(t2)lle < Klt1 — 2], Vit €L

(17) Uniformemente Hdlder continua em I, com constante de Hélder K > 0 e

expoente 0 < B < 1, se

1f(t1) — f(t2)llp < K|t1 — t2]”, V14,2 € 1.

Observe que se f é Lipschitz continua, entao f é também Holder continua, mas

nao vale o contrario caso, § # 1.

Definicao 1.8 Dizemos que f : I — E € fortemente diferencidvel em t € I se

flt+h) — )
h

lim

existe. Em caso afirmativo, denotamos o limite por f'(t).

Seja E* = {¢ : E — R; ¢ funcional linear limitado} o espago dual de E, com

norma
16l = sup 2L G o))
el ”‘rHE xel
270 lellm=1

Definicao 1.9 Uma funcao abstrata f : I — E € dila fracamente continua
(fracamente diferencidvel) em ty € 1 se, para todo ¢ € E*, a fun¢do escalar
t— @[f(t)] € continua (diferencidvel) em t.

1.2 O Teorema do valor médio

Vejamos agora o Teorema do valor médio para funcoes abstratas.

Teorema 1.10 Se f € C([a,b], E) € diferencidvel em (a,b), com ||f'(t)|r < K,
V't e (a,b), entdo
1F(b) = fla)lle < K(b—a).

Demonstracao: Se f(a) = f(b) entdo, claramente, || f(b) — f(a)|lg < K(b— a).
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Suponhamos que f(b) # f(a) e consideremos o subespago Z C E como sendo
o conjunto de todo elemento da forma =z = «(f(b) — f(a)), com o € R. Em Z

definamos o funcional linear ¢ : Z — R por

P(x) = al[f(b) = fla)]e-

Note que

()| = lalllf(0) = fla)lle = la(f(b) = fa)lle = |I=]le.

Logo,

wez 12l ez ZlE
x#0 z#0

Y

ou seja, ¥ é um funcional linear limitado. Dessa forma, pelo Teorema de Hahn-
Banach (ver Apéndice A), existe ¢ € E* tal que, ¢(z) = ¢(z), Vo € Z, e
o]l = [l

Definamos agora a fungao ¢ : [a,b] — R por

Assim,

ft+h) - ft)

q D =g) _ [, SO0 = i),

h—s0 h h—s0

implicando que g é continua em [a, b| e diferencidvel em (a,b). Logo, pelo Teorema
do valor médio no caso real, existe ¢ € (a,b) tal que g(b) — g(a) = ¢'(¢)(b — a).

Portanto,

1F(0) = fla)lle = ¢[f(b) — fla)] = g(b) — g(a) = ¢'(c)(b — a)
= ol ()b —a) <[I0llIlf (O)lle—a) < K(b—a).

Corolario 1.11 Se f € C([a,b], E) e f'(t) =0,V t € (a,b), entao f é constante.



17

1.3 A integral de Riemann para funcoes abstratas

Sejam [ : [a,b] — E uma fungao abstrata, P = {a =29 < x; < -+ < &, = b}
uma particao de [a,b], com ||P| = max \z; — xi1], e Ti € [w;-1, ;] uma escolha
<i<n
arbitraria, ¢ = 1,--- ;np. A soma

S(P) = Zf(ﬂ‘)(l‘z' —Ti1)

¢ denominada soma de Riemann de f para particao P.

Definigao 1.12 Dizemos que Z € E € a integral de Riemann de f : [a,b] — E se,
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para toda parti¢ao P de |a,b] com || P| <6,

<eg, V1, € [Ii,1,$i].
E

7 - XP: f(r)(zi — xi1)

b
Denotaremos a integral de Riemann de f por/ f(t)dt.

b
Teorema 1.13 Se f € C([a,b], E), entao a integral de Riemann / f(t)dt existe.

Demonstracao: Como f é continua no compacto [a,b], f é uniformemente

continua e assim, podemos construir uma sequéncia (9,,) estritamente decrescente
1

em (0, 00) tal que, se t,s € [a,b] e |[t—5| < &y, entdo ||f(t)— f(s)|[|g < —, Vm e N.
m

Para m > 1 tomemos o conjunto
Pn ={P ; P épartigdo de [a,b] e |P| < I}

Dessa forma, se n > m e P € P,, entao [|[P|| < §, < 0, ¢ P € Pp.
Consequentemente P; D Py D ... D P, D ---.

Consideremos ainda os conjuntos
np
fm = {Z f(TJ(IZ — xi—l); P S Pm eT; e [Ii_l,Ii]} , m c N.
i=1

Note que F; D Fo D -+ D Fpy D ... Além disso, diam(F,,) < %(b —a). De fato,
sejam P e () partigoes de [a, b] tais que P € P,,,, P C Q.
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Vamos supor, sem perda de generalidade, que () difere de P por apenas um

ponto. Digamos que

P={a=zsy<z1 < - <ap1 <2, <+ <Iyp, =b}

€
Q={a=zo<m < - <z, <t <z, < -+ <y, =b}.
Logo,
S(P) = > flm)(wi—wia)
i=1
= DT = mi) + fr) @ — )+ FE)E = 2),
7
T € [xiflaxi]a 1= 17' ,np, €
SQ) = Y flo) (@i — o) + f(o)(t" = zm1) + (o) (@ — 1),
i
o; € [xi_y,x), i=1,-- np, 1 £ 1, 0 € [r,_1,t"] e o’ € [t*, x,], implicando que
IS(@) = S(P)lz < = > (e = i) + (¢ = es) + (5 = ) = (b= a).
=1
i#£r

Assim, dados P, P € F,,, tomemos Q = P U P. Desse modo, Q ¢ uma particio de
[a,b], com PCQePCQ,e

(b—a).

2
m

IS(P) = S(P)||e < [S(P) = S@)lle + 1S(Q) = S(P)|| e <
Portanto,

diam(F,,,) = sup{||S(P) — S(P)||g, P,P € Fu} < =(b—a).

S|
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Agora, usando o teorema de Cantor (ver Apéndice A), temos que existe um tinico

elemento 7 € ﬂ Fon-
m=1
Por fim, dado ¢ > 0, tomemos m € N tal que m > g(b —a) esejad = o, > 0.
Entao, para toda partigdo P de [a, b] tal que || P|| < 6, terrglos que S(P) e Z pertencem
a F, € assim,

I — S(P)|p < diam(F,,) < —(b—a) < e,

2
m

b
garantindo que a funcao [ é integravel, com / ftdt ="1. |
a

Veremos a seguir algumas propriedades da integral de Riemann para fungoes

abstratas:

b a
i) / u(t)dt = —/ u(t)dt, desde que uma das integrais exista;

b
i) /abf(t)dt:/acf(t)dtJr/cbf(t)dt, Ve (a,b):
i) Se f(t) = flto), ¥ t € [ calgum to € [a}] fixo, entdo
[ 0= 0~ sy
iv) Se w : [0, 8] —> [a,] ¢ uma fumgdo decrescente em [a, ], com a = w(a) e
b= w(8), entio

[ 1wa= [ e,

desde que a integral da esquerda exista;

/a ey

v) Se f € C([a,b], E), entdo < /be(t)HEdt.
E a

Para finalizar este capitulo apresentaremos dois resultados semelhantes ao

Teorema fundamental do célculo.

Teorema 1.14 Se f € C([a,b], E), entao

%(/atf(s)ds) — f(t), Vte ol
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Demonstracao: Seja F': [a,b] — E definida por

F(t) = / " Hs)ds.

Como f é continua no compacto [a,b], f é uniformemente continua em [a, b]. Entao,
dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo s,t € [a,b] com 0 < |s —t| < 9,
|f(s) — f(t)||lg < e. Logo, para h € R tal que 0 < |h| < d et +h € [a,b],

- H /:+hf(8)ds— /:f(S)dS]—f(t)
1

HF(t+h) — F(t)

0

E
t+h

= s [ seas— s

E

t+h t+h
- %[ Foys — [ rds

t

E

t+h
S A ECECIA

/N

1 t+h
< E/t eds = ¢.
Portanto,
F(t+h)—F(t
i |EUEDZFO ol o,
h—0 E
ou seja,
d ([ . F(t+h)—F(t)
([ roas) = i ~ (1

Teorema 1.15 Se f : [a,b] — E ¢é continuamente diferencidvel em (a,b) entao,

para quaisquer o, B € (a,b),

B
/‘f@MSZfW%—ﬂM-

Demonstracao: Como f : [a,b] — E é continuamente diferencidvel em (a,b), f’

é integrével em (a,b) e assim, pelo teorema anterior

% {/at f'(s)ds — f(t)] =0, para todo t € [, f3].



21

Logo,
t
/ f'(s)ds — f(t) = ¢, para algum ¢ € F e todo t € [a, f].

Em particular, para t = o temos
/ f'(s)ds — f(a) = ¢, ouseja, — f(a)=rc.

Agora, para t = [3, temos

B8
/ f(s)ds — () = —f(a)

e entao,

B
/ F(s)ds = £(8) — f(a).



Capitulo 2
Teoremas de ponto fixo

Neste capitulo estudaremos alguns resultados que garantem a existéncia de

pontos fixos para determinadas aplicacoes.

Sejam (M, d) um espago métrico completo e 7' : M — M uma aplicagao.

Dizemos que T' é Lipschitziana, com constante de Lipschitz & > 0, se
d(T'(x), T(y)) < kd(z,y), V =,y € M.

Além disso, dizemos que T' é uma aplicacao nao expansiva se k < 1 e dizemos que T'
¢ uma contracao quando 0 < k < 1. Neste caso, a constante de Lipschitz é chamada
constante de contracao.

O préximo resultado é conhecido como Teorema do ponto fixo de Banach e é

provado usando o método das aproximacoes sucessivas.

Teorema 2.1 (Ponto fixo de Banach) Seja (M, d) um espago métrico completo.
SeT : M — M ¢é uma contragao, com constante de contracao k, entao T tem um

unico ponto fixo em M.

Demonstracao: Seja y € M um ponto arbitrario. Consideremos a sequéncia (z,,)

definida por

To =Y,

Ty =T(xp1), n > 1.

Mostraremos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Para isso, sejam

22
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m,n € N tais que m < n. Dessa forma,
d(l‘m, xn) < d((L’m, xm+1) + d(xm—l—la xm+2) + ...+ d(xn—la xn)
Além disso, como T é uma contracao,

d(zp, pi1) = d(T(xp-1),T(xp)) < kPd(xg,21) ¥V p €N.

Logo,
n—m—1 n—m—1
d(Tm, Tn) < Z K™ d(zg,21) = d(zo, 21)k™ Z k'
i=0 i=0
< d(aTo,l'l)kmiO:k’l = k—md<$0,$1).
— 1—k
Note que, d(xg,x1) estd fixa. Assim, como 0 < k£ < 1,

d(xpm, x,) — 0, quando m — oo, garantindo que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy
em M.

Agora, visto que M é completo, existe z € M tal que x,, —> x, quando n — oc.
Mais ainda, da continuidade de 7" concluimos que

r= lim z,= lim T(z,)= T( lim xn_1> =T(x),

n—-:aoQ n——aoo n—-~oQ

ou seja, x é ponto fixo de T'.
Para provarmos a unicidade do ponto fixo, suponhamos, por absurdo, que
existam x,z € M, x # z, tais que x e 2z sdo pontos fixos de 7. Entao, d(z,z) > 0.

Mas, por outro lado
d(w,2) = d(T(2), T(2)) < kd(x, 2),

o que é absurdo, pois 0 < k£ < 1. Portanto x = z, isto é, existe um unico ponto fixo

para 1" em M. ]

Corolario 2.2 Sejam (M, d) um espago métrico completo e T : M — M uma
aplicacao tal que

d(T™(z), T™(y)) < kd(z,y) V z,y € M,
para algum m € N, m > 1, e k € [0,1). Entao, T tem um unico ponto fizo em M.

Demonstragao: Se m = 1 o corolario coincide com o Teorema do ponto fixo de
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Banach. Suponhamos que m > 1 e consideremos a aplicacao S : M — M dada por
S=1Tm.
Logo,
d(S(z),5(y)) < kd(z,y), Vz,y€eM,

com 0 < k < 1. Consequentemente do Teorema do ponto fixo de Banach, obtemos
que S possui um unico ponto fixo z € M. Mais ainda, T™ possui um tnico ponto

fixo, isto é, T™(z) = z. Entao,
T(z) = T(T™(2)) = T""(2) = T™(T(2)),

ou seja, T(z) também é um ponto fixo de T™(z). Mas, como T™ tem um tunico

ponto fixo, segue que 7'(z) = z. Portanto, z é o tinico ponto fixo de 7. [ ]

No caso em que T : Ml — M nao é uma contracao sobre todo M, mas apenas

uma contracao em alguma vizinhaca de um ponto dado, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Sejam (M, d) um espaco métrico completo,
B = {x € Md(z,2) < ¢}, onde z € M, ¢ >0, e T : B — M uma aplicagao
tal que

d(T(x), T(y)) < kd(z,y), Vx,y € B, com 0< k<1

Além disso, assuma que

d(z,T(2)) <e(l—k).
Entao, T tem um tunico ponto fixo em B.

Demonstragao: Apesar de T nao estar definida no fecho de B, B, sua
continuidade uniforme nos permite estende-la a uma aplicacdo ¢ : B — M de

modo que ¢ seja uma contragao, com constante de contracao igual a k. Além disso,

para z € B,
d(z,o(x)) < d(z,T(2)) +d(T(z), (z))
< e(l=k) +d(e(2), o(x))
< e(l—k)+kd(z,x)
< e(1—k)+ek = ¢

Portanto, ¢(x) € B, V x € B. Dessa forma, temos ¢ : B — B e, como B é

completo, o Teorema do ponto fixo de Banach nos garante que ¢ tem um unico
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ponto fixo y € B. Porém, vimos que ¢(z) € B para ¥ x € B, entdo y = ¢(y) € B
e o(y) = T(y), provando que y é o unico ponto fixo de T. u

Teorema 2.4 Sejam (M, d) um espago métrico e T : Ml — M uma aplicacao tal
que

d(T(z),T(y)) < d(z,y), Vz,y e M, = #y.

Suponha que exista z € M tal que a sequéncia (z,,), dada por
To— =%

Ty =T(xp1), n =1,

possua uma subsequéncia (x,,) convergente, com limite & € M. Entao, £ € o unico
ponto fixo de T.

Demonstragao: Note que podemos reescrever a sequéncia (z,) na forma
(x,) = (T™(z)), onde T™ é a composi¢ao da aplicagao T com ela mesma n
vezes. Suponhamos, por absurdo, que T(§) # & e consideremos a subsequéncia
(T *1(2)) de (T™(z)). Entao (T™"!(z)) converge para T(¢) quando i — oo pois,
como 1" é continua,

lim T%+(2) = lim T(T"(z)) = T ( lim T"l(z)) = T(lim x,,) = T(€).

T—>00 T—00 <i—>oo 1—>00

Consideremos agora a funcao continua f : Y — R, onde
Y =MxM —{(z,y); ==y}, dada por

fr,y) =

Pelo fato de T'(§) # £ temos

Fle. 7€) =

Logo, exite uma vizinhanca U de (£,7(§)) em Y e existe R € (0, 1) tal que, para
todo (z,y) € U, 0 < f(x,y) < R.
Sejam By = B(&,p) e By = B(T(§),p), bolas abertas centradas em £ e T'(§),

respectivamente, e com raio p > 0 suficientemente pequeno para que

b < %d(f,T(f)) e ByxByCU. (2.1)
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Além disso, da convergéncia das séries (17" (z)) e (T™!(z)), obtemos um inteiro

positivo N tal que, se i > N, entao T"(z) € By e T"'! € By. Dessa forma,

d(T™(2), T (2)) = d(&T(§)) —d(§, T (2)) — d(T""(2), T(€))
> 3p—p—p=p, YVi>N. (2.2)

Por outro lado,

(T (2), T"*Y(2)) € By x B, C U, Yi>N,

(e e = BT g
ou seja,
d(T™ 1 (2), T"*%(2)) < RA(T™(2), T (2)), Vi> N. (2.3)

Note ainda que, se n;_1 e n; sao consecutivos, entao n; = n;_1+1, ny+1 = ny_1+2

(T (2), T (2)) = d(T™ 1 (2), T ().

Ja, se n;_1 e n; nao sao consecutivos, podemos supor que existam k elementos

entre ;1 e ngassimn =n_1+(k+1) e y+1=n_1+(k+2)e

AT (2), T (z) = (T (z), T ) )
= AT (), THT ) ()
< (T (z), T2 (),

Portanto,
d(T™(z), T"*(2)) < d(T™(2), T"1%(z)), VI€N.
Em particular, tomando [ > j > N, a desigualdade acima e (2.3) implicam que

AT (), T E) < AT (e), T ()

<
< RA(T™(2), T (2))
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< Rd(T™-21(z2), T2 2(2))
<RI (), T ()

< RTA(T™(2), T (2)).

Logo, como R € (0,1), R=9d(T™ (z), T"(z)) — 0, quando [ — oo. Assim,

tomando ¢ suficientemente grande,
d(T™(2), T"*(2)) < p,

contrariando a desigualdade (2.2). Portanto T'(§) = &, isto é, £ é ponto fixo de T.
Para provarmos a unicidade, suponhamos que exista n € M, n # £, tal que
T(n) = n. Entao,
d(n,§) = d(T(n), T()) <d(n,§),

o que é absurdo. Portanto, T" possui um tnico ponto fixo. [ ]

Corolario 2.5 Sejam (M, d) um espago métrico e T : Ml — M uma aplicag¢ao tal
que

d(T(x),T(y)) < d(z,y), ¥V x,yeM, x#uy.

Além dissso, assuma que a imagem de T esteja contida em um subconjunto compacto

K C M. Entao, T possui um unico ponto fixo em M.

Demonstracao: Dado z € M qualquer, a sequéncia (y,,), y, = 1"(z), n > 1, estd
contida em K e, como K é compacto, possui uma subsequéncia convergente. Dessa

forma, a sequéncia (x,), dada por
To =<

ry=T(x,—1), n>1,

também possui subsequéncia convergente. Logo, do teorema anterior, concluimos

que T possui um unico ponto fixo em M [ ]



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos trés aplicacoes do Teorema do ponto fixo de Banach
e uma aplicacao usando diretamente o método das aproximacoes sucessivas. Mais
especificamente, iniciaremos com o estudo do problema de existéncia e unicidade de
solucao, no sentido classico, para equacoes diferenciais em espacos de Banach que
podem ser escritas na forma x’ = f(t,x). Neste caso, provaremos o Teorema de
Picard-Lindelof.

Em seguida, apresentaremos alguns conceitos da Teoria de semigrupo que serao
usados como ferramentas no estudo de existéncia e unicidade de solugoes, agora no
sentido fraco, para equagoes diferenciais escritas na forma 2’ = Az + f(¢,x), onde
A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Nas duas secoes finais, iremos
considerar equagoes com retardo finito. Primeiramente, estudaremos o problema de
existéncia e unicidade de solugoes (cldssico) para equagoes da forma 2/(t) = f(t,z),
onde z; representa o termo com retardo. Posteriormente, voltaremos a usar a Teoria
de semigrupo para estudar equacgoes descritas por 2/(t) = Ax(t)+ f(t, z(t), z;), onde

A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.

3.1 Equacoes diferenciais

Seja D um subconjunto aberto de R x F/, onde E é um espaco de Banach, e seja

f D — E uma aplicacao continua. Consideremos a equagao diferencial

= f(t,x). (3.1)

Nosso objetivo é encontrar condigoes suficientes para garantir que a equacao

(3.1) possua solu¢ao. Vejamos primeiramente o que consideramos ser uma solugao

28
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para esta equacao.

Definicao 3.1 Uma funcao u : I — E, onde I é um intervalo da reta, € solugao

classica de (3.1) se satisfaz as sequintes condigoes:
i) u € de classe C* em I;
it) O grifico de u estd contido em D;

iii) u'(t) = f(t,u(t)), para todo t € I.

Além disso, se fixarmos um valor o para algum ¢y, com (ty,z9) € D, obtemos

um problema de valor inicial (PVI), isto é,

2'(t) = f(t,x(t)),

(3.2)
ZE(to) = XZ9-

Dessa forma, uma solu¢ao u para (3.2) é uma solucao de (3.1) que, além das

condigoes (i) — (4i1), satisfaz u(ty) = g, com g € 1.
Veremos agora uma outra forma de escrever as solugoes de (3.2).

Proposicao 3.2 Uma funcao u: I — FE, onde I é um intervalo de R ety € I, é
uma solugao do problema de valor inicial (3.2) se, e somente se, u € continua em

I, o grdfico de u estd contido em D para todo t € I e u satisfaz a equagao integral

u(t) = xo +/t f(s,u(s))ds, Vtel.

Demonstracao: (=) Seja u solu¢do do problema de valor inicial (3.2), entao
u é de classe C' em I, (t,u(t)) € D paraVitel, e

w(t) = f(tu(t)), tel,

u(ty) = o.

Como u'(.) e f(.,u(.)) sdo continuas, integrando a primeira igualdade acima de t

/ o (s)ds = /t:ﬂs,u(s»ds.

at, parat € I, temos
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Dessa forma, do Teorema fundamental do cédlculo, concluimos que

u(t) — u(ty) = /t f(s,u(s))ds,

ou ainda,

u(t) = xo —|—/t f(s,u(s))ds, Vtel.

(«<=) Reciprocamente, seja u continua, com (¢t,u(t)) € D, Vte l, e

u(t) = xo —|—/t f(s,u(s))ds, Vtel.

Entao, u ¢é derivavel, com

%u(t) = % [xo + /t:f(s,u(s))dS] :

Assim, pelo Teorema fundamental do calculo,
u'(t) = f(t,u(t)), Vtel.

Em particular, para t =t

u(ty) = wo + /t i f(s,u(s))ds = .

Portanto,

Além disso, (t,u(t)) € D,V t € I, e, visto que f e u sdo continuas, v’ é continua,

implicando que u é solucao de (3.2). [

Para o préximo resultado consideremos D = [ x E, onde I =[0,b], b > 0,e E é
um espaco de Banach.
Dizemos que uma aplicacao f : D — E ¢é lipschitziana na segunda variavel, se

existe uma constante a > 0 tal que

1 f(t,u) — f(t,uo)lle < allur —usllp, V (¢ ur), (t,uz) € D.
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A constante o é chamada de constante de Lipschitz.

Teorema 3.3 (Teorema de Picard - Lindel6f) Seja f : D — E wuma
aplicacao continua em D e lipschitziana na sequnda varidvel, com constante de

Lipschitz iqual a o > 0. Entao, existe uma unica solu¢cao para o problema de valor
inicial (3.2).

Demonstracao: Para facilitar as contas que aparecem nesta demonstracao, vamos
considerar que ty = 0. O caso ty # 0 segue de modo anédlogo. Denotemos por C(I, E)
o conjunto das fungoes continuas de I em E e consideremos neste espago a seguinte
norma

lulla = maxe™*u(@)], weC(I,E).

Observe que a norma ||.||, é equivalente a norma ||.||, onde
[ulloe = max|lu®)], we C(I,E).
tel
Isso ocorre pois,
e llut)lle < e llu®)lle < lu®)le, Ve 0,

e assim,

—ab —at .
™ max|[lu(t)]|p < maxe™|u(t)||p < maxu(t)]|z, ouseja,

e lullee < Nlulla < -

Logo, como C(I, E) é um espaco de Banach com a norma |||, C'(I, E) também
serd um espacgo de Banach com a norma ||.||,.
Agora, definamos o operador T7': C(I, E) — C(I, E) por

Tu(t) = —I—/O f(s,u(s))ds.

Mostraremos primeiramente que 1" esta bem definida, isto é, T' é uma aplicacao que
leva C(I, E) em C(I, E). Para isso, basta provarmos que 7'u ¢ uma fungao continua,
para todo u € C(I, E).

Entao, dado u € C(I,F), como f é continua por hipdtese, a funcao s ——

f(s,u(s)) é continua para todo s € I. Desse modo, esta fungao é integravel em



32

qualquer intervalo da forma [0,¢], com ¢ € I, e é limitada em I. Seja N, > 0 tal que
Il f(s,u(s))|lg < Ny, para todo s € I. Logo, para t,t' € I, com t' > t,

1Tu(t) = Tu(t)l e

/N

<

/fsu ds—/fsu
/fsu ds—l—/fsu ds—/fsu

[ 16 sl
No(t' — 1),

Como N, (t' —t) — 0 quando t — t, segue que T'u é continua em 1.

A seguir mostraremos que 7' é uma contragdo em (C(I,FE),|.||o). Dados
u,v € C(I,E) et eI, temos

[ Tu(t) =

Wls < / 15, u(s)) — £(s,0(s)) | eds
< / allu(s) — os) | ds,

pois f é lipschitziana na segunda varidvel.

Dessa forma, para todo t € I,

e | Tu(t)

STt < e / au(s) — v(s)||pds

t
= e"‘t/ ae®e”lu(s) — v(s)||pds
0

¢
< e (/ aeasds) lu — v]a
0
¢
= % </ easds) llu —v||a
0

at 1
= e %y <€— — —) lu —v||a
o «

= (L= u—vla
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Logo,
—at o < _ —at .
maxe™ || Tu(t) = Tv(t)lp < max(l—e™)u— vl
= (1= )u—vla
isto é,

1Tu —To|la < (1—e)||u—v|s, VuveC, E).

—ab

Visto que 0 < e < 1, T é uma contracao e portanto, pelo Teorema do ponto fixo

de Banach, T" tem um tnico ponto fixo u € C(I, E), ou seja, existe u € C(I, ) tal

que
u(t) = Tu(t) = xo +/0 f(s,u(s))ds, Vtel.

Finalmente, pela Proposi¢ao 3.2, concluimos que u é a tinica solugao de (3.2). m

3.2 Equacoes de evolucao abstratas

Nesta secao estudaremos o problema de existéncia e unicidade de solugoes para
equagoes de evolucao abstratas. Para isso é necessario alguns conceitos da Teoria

de semigrupos de operadores.

Dado um espaco de Banach E, denotaremos por £(FE) o espago dos operadores

lineares limitados de E em E, com a seguinte norma

|Sz||
1S e) = SUPW = sup [|Sz[|, S € L£(K).

zeE zeE
0 lz[=1

Definigao 3.4 Uma familia de operadores lineares limitados {S(t); t € [0,00)} C

£(F) € chamada de semigrupo se satisfaz as sequintes propriedades:
(1) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,sel0,00);

(17) S(0) =1, onde I é o operador identidade em E.

Além disso, se a familia de operadores também satisfaz a condi¢do

(1ii) Para cada x € E, t — S(t)x € continuo em [0, 00);
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dizemos que o semigrupo é fortemente continuo ou, que € um Cy-semigrupo.
Se, no lugar da propriedade (iit) a familia {S(t); t € [0,00)} satisfaz a
condicao

(iv) A aplicagiao t — S(t) € continua em [0, 00);

dizemos que o semigrupo € uniformemente continuo.

Teorema 3.5 Se {S(t); t € [0,00)} € um Cy— semigrupo, entao existem M >1 e
w = 0 tais que
1S(t)]|emy < Me™,  para todo t > 0.

Demonstracao: Primeiramente, mostraremos que existe n > 0 e M > 1 tal que
1S(t)]|e(ey < M, para todo t € [0,n]. Faremos isso assumindo, por contradicao, que

esta limitagdo nao acontega. Entdo, dados n > 0 e M > 1, existe um ¢, »; € [0,7)]

tal que
1S (tnae) ey > M.
Assim, tomando n = l e M = n, para todo n € N, existe t, s = 1, € [0, l] de
modo que ! !
1S(ta)llecm) > n. (3.3)

Este fato garante que a familia {S(t,); n € N} é ilimitada.
Por outro lado,{S(t); t € [0,00)} é um Cp-semigrupo e entdo, como t, — 0

quando n — 00,

lim S(t,)z = S(0)x =z, paratodox € E.

n——~oo

Isso implica que o conjunto {S(¢,)z;n € N} é limitado para todo x € E, ou seja,
sup ||S(t,)z||p < oo para todo x € E. Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus
?s'évl" Apéndice A)

Sup || S(tn) o) < oo,

isto é, a familia {S(¢,);n € N} é limitada, o que é uma contradicao.

Portanto, existem n > 0 e M > 1 tais que

1S@ e < M, Viel0n].
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Agora, encontraremos a limita¢do desejada. Dado t € [0,00), existe n € N e
d € [0,m) tal que t = nn+ 0. Assim,

1SMllee = 1S +0)|lew = 15(nn)S(0)llee)
= [15"(m)S(9)lem) < NS e l1S(9) <)
< M"M < MM7 = Met®,

1
onde w = —In M. ]
n

Proposicao 3.6 Sejam {S(t);t € [0,00)} um Co — semigrupo em E,
u € C([0,00), E) e f:]0,00) Xx E — E uma fungao localmente integravel. Entao,

t
a fungao t — / S(t—s)f(s,u(s))ds é continua de [0,00) em E.
0

Demonstragao: Consideremos a aplicagao z : [0,00) — FE dada por

A(t) = /0 S(t— 8)f(s,u(s))ds.

Dado t € [0,00), mostraremos que z é continua tanto a direita, quanto a esquerda
de t (no caso em que t = 0 a continuidade segue apenas pela direita). Vejamos,

primeiramente a continuidade a direita de ¢. Para isso, tomando h > 0, note que
I+ ) — =(2)
t+h ¢
| st m = (s u)ds - [ St s)(s,u(s)ds
0 145"
= / S(t—l—h—s)f(s,u(s))ds—i—/ S(t+h—s)f(s,u(s))ds
0 t

t

— [ S(t—s)f(s,u(s))ds ‘

+ O

N

[S(t+h—s)—S(t—s)|f(s,u(s))ds

E /tt+ S(t+h—s)f(s,u(s))ds
E+/t |S(t+h —s)f(s,u(s))||rds
st 1) ([ sta- 156.utsas

< [IfS(h) —I]Z(t)\|E+/t Me ™2 f(s, u(s)) || pds

‘

E

ﬁc\\

N

[S(h) —I]S(t — s)f(s,u(s))ds

N

t+h
[+ b= ), D s
E t

t+h
< |[[S(h) —f]z(t)||E+M€wh/t 1/ (s, u(s))l eds
= Il + [27
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t+h
onde I, = ||[S(h) — I]z(t)||g e I» = Me“’h/ I1f(s,u(s))|| gds.

t
Vamos estudar I; e I separadamente. Como S(t) é um Cp-semigrupo e z(t)

independe de h, I; — 0 quando h — 0.

Além disso, como s — e é uma funcao continua e f é integravel,

t+h
Me"" — M e / | f(s,u(s))|]|[gds — 0, quando h — 0,
t

garantindo que Iy, — 0 quando h — 0.

Portanto, ||z(t +h) — z(t)||g — 0 quando h — 0, isto é, z é continua a direita
de t.

Vejamos agora como provar a continuidade de z a esquerda de ¢. Tomando h > 0

tal que (t — h) € [0, 00), segue que

=t — ) — =(0) e
t—h t
S((t— ) — 5)f(s, uls))ds — / S(t — 8)f(s, u(s))ds

E

b,
/

t—h
S(t—h—s)f(s,u(s))ds+/0 S(t—s)f(s,u(s))ds

- hS(t— s)f(s,u(s))ds
|

E

[S(t = h —5) = S(t = s)If(s,u(s))| g ds + /t_h 15 = Wllem)llf (s, u(s))l pds

ISt =1 —s) = S(t = s)|f(s,u(s))llgds + [ M| f(s,uls))|pds

t—h

(6~ = 5) = S0 = s uo) s+ 216 ([ 5wl

t—
t—h
<

t—h

t

N\
—

t—h t
= [ ISt ulsDlads e 1= 3re* ([ s u(s)eds )

Como no caso anterior, pelo fato de s — e*? ser continua e f integravel, Iy, — 0
quando h — 0.

Agora, para I3, note que

ISt —h —s) = S(t = s)If (s, u(s))]|[e — O,



37

quando h — 0, pois S(t) é um Cy-semigrupo e t e s estao fixos. Além disso, para
0<s<t—h,

St —h —s) =St =) f(s,us))lle < (Me"™"™ 4+ Me )| f(s,u(s)) |l
< 2MeI| f(s,u(s))l| e,
com g(s) = Me”(=)||f(s,u(s))||z finita e integravel. Logo, do Teorema da

convergéncia dominada, concluimos que

t—h
lim /3 = lim I[S(t—h—s)—=S(t—s)|f(s,u(s))]rgds = 0.

h—0 h—0 J
Isso implica que a fun¢ao z também é continua a esquerda de ¢.

Portanto, z(t) é continua para todo ¢ € [0, 00). u

Seja {S(t);t € [0,00)} um Cy-semigrupo de operadores. Para h > 0, definimos
o operador Ay, : £ — E por

S(h)x —x

Ah$ = A s

r e F.

Seja D(A) o conjunto de todo = € E tal que hlim+ Apz existe. Definimos também
—0

o operador A : D(A) — E por

Az = lim Apz, z € D(A).

h—0+

Dizemos que o operador A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo

{S(t);t € [0,00)}.

A"
Lema 3.7 Sejam A € £(FE) e e = Z —. LEntao, {etY; t € [0,00)} € um
n!

n=0
semigrupo uniformemente continuo.
Demonstracao: Seja
n
tk Ak
Sn = T, neN
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Dados m, n € N, com m < n, temos

"L kAR
k!
k=m+1
th Ak

k!

2.

k=m+1

Al
< 2y

k=m+1

< Al
< 2T

k=m+1

HSn - Sm” -

N

— AL o /"I A]*
, existe ng € N tal que Z —<c

k!
k=no+1
Dessa forma, se m, n = ng, entao a sequéncia (S,) é uma sequéncia de Cauchy

t A
Como a série Z | | H ”

em £(F). Consequentemente, visto que £(FE) é um espago de Banach, (.S,,) converge

AT
para algum elemento de £(E), seja, et = E —
n!

n=0

Por outro lado, usando o Bindmio de Newton, temos

(t+s)mA" 1| ol kst A
n! B —~ kl(n —k)!
tnkanfk SkAk
B p (n—Fk)! k!

Dessa forma, como a série E converge absolutamente para t € R, podemos

n!
n=0
mostrar (como para o produto de Cauchy de séries escalares) que

> = Z -~

n=0 n=0 k=0
A" =L A"
- 57) (2 x)

0 que prova que 94 = tesd g e [0, 00).
Além disso, (04 = I, o que implica que {S(t); t € [0,00)} é um semigrupo.
Falta mostrarmos que este semigrupo ¢ uniformemente continuo, isto é, que a

aplicacdo t — !, com t € [0, 00), é continua. Para provarmos esta propriedade,
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dados t, h € [0,00) tais que (t — h) € [0,00), note que
p(HHWA _ jtA _ etA<€hA 1) e ol _ ptA _ (t=h)A (] B ehA) '

Assim, para mostrarmos a continuidade de ¢t — e é suficiente mostrarmos que

lim e" =1, pois
h—0t

He(t—h)AH < f: (t _ h)nHAHn

n!
n=0
o0
tn A n
< SR
n=0 n
para qualquer h € [0,00) tal que (t — h) € [0,00).
Dessa forma, para h € [0, 00),
oo
hnAn
et -1 = [
n=1
o0
Rl A]"
<2
n=1
o0
h™|| A"
_ Z H ” _ hOHAHO
n!
n=0
_ bl g
e como el — 1 quando h — 0T, lim " =1T.
h—0+
Portanto, {e; t € [0,00)} é um semigrupo uniformemente continuo. |

Teorema 3.8 Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo

uniformemente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstragao: (<) Suponha, primeiramente, que A seja um operador linear
limitado em E. Para cada t € [0, 00) defina

S(t):e“‘:ztj .
n=0 ’

Entao, pelo Lema 3.7, {S(t); t € [0,00)} é um semigrupo uniformemente continuo.
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Além disso, para h > 0,

n!

n=1

[ oo hnflAnfl
I s
— n!

i hn—1 gAn—1 il

S st (n—1)! ]
< |-
= |[15(h) = I]l[lA]l.
Dessa forma, visto que A ¢ limitado e {S(t); t € [0,00)} ¢ uniformemente
continuo, hlino |S(h) — I||||A|l = 0, o que implica hEI(lH % = A.

Portanto, A é o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo
{S(t); t €[0,00)}.

(=) Suponha agora que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente continuo, {S(¢); ¢ € [0,00)}, de operadores lineares limitados em
E. Mostraremos que A é limitado.

Pelo fato de {S(t); t € [0,00)} ser uniformemente continuo, dado £ > 0, existe
1

d > 0 tal que, se 0 <t < 4, entao [|S(t) — I|| < e. Em particular, tomando € = 5

1
obtemos 0 > 0 tal que, para 0 <t <4, ||S(t) — || < 3

Além disso, como a aplicacao t — S(t) é continua em [0,00), a integral

t
/S(s)ds existe, e mais,
0
1 [0 1 [0 1
- — I < = — 1 < -
H [ st H 5 [ st - nlas < 3

5 -1
Logo, do Teorema A.7 (ver apéndice), ( / S (s)ds) existe e é um operador linear
0
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limitado. Assim, para h > 0,

(SL];”(/O&S(S)@) _ p (/065(h+5)ds—/065(5)d5>
_ h‘l( " S(s)ds - /0 65(3)613)

h+6 h
= ! (
—1

S(s)ds — S(s)ds)
w _ [h—1/6h+65(s)ds—h_1 /OhS(s)ds] (/053(3)d3> L (34

0
Por fim, fazendo h — 07 em (3.4), obtemos que

A= lim % — (S(8) = 1) (/jS(s)ds)

h—0+F

S— T

-1

Portanto, A é um operador linear limitado. [ ]

Definigao 3.9 Seja A : D(A) € E — E um operador linear. O conjunto
resolvente de A é o subconjunto p(A) de todos os X em C tais que \I — A € injetor,
com imagem densa em E, isto é, RO — A) = E e (\[-A)"': RA—A) CE — E
¢ limitado. Para \ € p(A), o operador R(\ : A) = (M — A)~! é chamado operador
resolvente de A. O espectro do operador A € definido por o(A) = C\p(A) = p(A)°.

O proximo teorema é um dos resultados mais importantes da teoria de
semigrupos, pois nos permite dizer quando um determinado operador linear é o
gerador de um Cy-semigrupo.

Contudo, pelo fato de envolver muitos conceitos da teoria espectral, vamos omitir

sua demonstracao.

Teorema 3.10 (Hille-Yosida) Suponha que A : D(A) C E — FE seja um

operador linear. Entao os fatos sequintes sao equivalentes:

(i) A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0} C £(E) tal que

1Sl ee) < €™, ¥V t=0;
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(1i) A é um operador linear fechado e densamente definido, cujo conjunto
resolvente de A contém (w,o0) e

1
RN : A)z|| g < m lzllp, VA>w, VazekFE.

(A—
Demonstracao: Ver Teorema 3.1 em [14]. m

Corolario 3.11 Suponha que A : D(A) C E — E € um operador linear. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t); t = 0} C £(F) tal que

1St emy < Me™, Yt >0;

(1) A € fechado, densamente definido, o conjunto resolvente de A contém (w, o0)

e
1

M = A) ™ ey < M———,
IO = A) ey < M5

VA>w, n=1,2,---.

Corolario 3.12 Se A : D(A) C E — FE ¢ o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo {S(t); t > 0} satisfazendo ||S(t)||em) < Me", ¥V t > 0, entdo
p(A) D {)\; Rel > w} e

M —, VA com ReA >w e Vn > 1.

Ay < =

Vejamos agora alguns conceitos da teoria do operador espectral de Riesz.

Definicao 3.13 Um espaco vetorial H, com produto interno, € dito ser um espaco

de Hilbert se é um espaco de Banach com a norma derivada do produto interno.
Seja Z um espaco de Hilbert sobre K onde K é R ou C.

Definigao 3.14 Uma sequéncia de vetores {¢,; n > 1} em Z € uma base de Riesz

para Z se as sequintes condigcoes sao validas:

(i) <{pn; neN} >=2;
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(11) Ezistem constantes positivas m e M tais que, para todo N € N e todo o, € K,
n=12---,N,

N N 2 N
m Y anl” <D andn|| <MY |anl”
n=1 n=1 n=1

Segue diretamente de Definicao 3.14 que uma base ortonormal de Z é uma base
de Riesz para Z. Além disso, existe um resultado garantindo que toda base de
Riesz pode ser obtida de uma base ortonormal através de uma transformacao linear

limitada invertivel (pagina 38, [7]).

Definigao 3.15 Dizemos que (¢n)nen € (Un)nen, sequéncias em Z, sao biortogonais

se, para todo n, m € N,

1, m=n

0, m # n.

<¢m7wn> :6mn:

Se {¢n; n > 1} é uma base de Riesz, entdo mostraremos que todo z € Z pode
[e.e]
ser representado na forma z = Z < 2,0 > Op.
n=1
Lema 3.16 Seja A um operador linear fechado em Z.  Suponha que seus
autovalores, {\,; n = 1}, sejam simples e que os autovetores correspondentes,

{bn; n =1}, formam uma base de Riesz para Z.

(a) Se{1n; n > 1} sdo autovetores do operador adjunto de A, A*, correspondentes
aos autovalores {\,; n = 1}, entio (Y,)n>1 pode ser reordenado de modo que

(Dn)n=1 € (Vn)ns1 Sejam biortogonais.

(b) Todo z € Z pode ser representado unicamente por z = Z < 2,0p > O €

n=1
existem constantes positivas m e M tais que
oo o0
mY [ <z > PP <MY | <z, > (3.5)
n=1 n=1

Demonstracao: (a) Note que

)\n<¢na¢m> = <A¢nawm>:<¢mA*wm>
= <¢namwm>: )\m<¢n>wm>-



Dessa forma,

Se n # m, segue que < ¢, 1, > = 0. Por outro lado, se < ¢,,¥,, > # 0
entao, definindo 1/;,1 = < Gy U > 1y, temos < ¢n,¢~n > = 1 e assim, podemos

(/\n - )\m) < gb’mwm >= 0.

reordenar (1,,),>1 de modo que seja biortogonal com (¢, ),>1.

(b) Como < {¢,; n € N} > = Z, dado z € Z, existe uma sequéncia (2*),en;,

p

com zP = ol ¢, tal que 2P — z quando p — co. Tomando j < p, temos
n J

n=1

p p
<P > =< ahd > =Y b <G> = ol

Entdo, of = < 2P,1; > e, como 2P — z quando p — 00, aff —< z,1; >

quando p — oc.

Usando o item (b) da Defini¢ao 3.14, obtemos que existem constantes positivas

m, M tais que

j=

Mostraremos agora que (< z,1; >);>1 ¢ uma sequéncia quadrado somavel. Para

isto, tomemos N € N.

p
my [ <> <l
1

n=1 n=1

P

J=1

Usando a desigualdade triangular no espaco [y, temos

2

N
[Z\ <z > ]2] <
j=1

/N

Como 2P — 2z,

a? =< 2P, 1p; > converge para < z,1; > quando p — 00, existe P = P(N) € N tal

que

N

i<ty >— <>
Li=1

N
i<ty >— <>

Lj=1

2

N

|zP]] é uniformemente limitada.

<MY [ <2 > %

+

1
+ﬁ

Além disso,

N
S <> \2]
j=1

1271

|<Z7¢]>_<Zp71/)‘7>|2<%’ Vp>P7 j:1’2’,N

2
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Portanto,

Edl

|
o

< —= 2"l < o0,

N[
N
1

N
[Z] <z, > |

j=1

o que implica que (< z,%; >);>1 é quadrado somavel.

Mostraremos também que

[o¢] o
z = lim zp:pgrlmz<zp,¢m>¢n=z < 2,Pn > P
n=1 n=1

p—r00

A primeira igualdade segue diretamente da escolha de (2”),en. A segunda ocorre

pois,

(e}

Z <Zp,wn > (bn = Z < Za%¢mvwn >¢n

n=1 n=1 m=1

= i<i<z”,@/}m>¢m7¢n>¢n

n=1 m=1

= ZZ <vawm >< Gy Yn > On

n=1m=1

p
- Z <Zp7wn > (bnzzp-
n=1

Para a terceira igualdade, note que

o0 o0
D <> b= Y < 2 > by
n=1 n=1

00 k
D <y > py— Y <P > b,
n=1 n=1

k k
+ Z<z”,¢n>¢n—z<z,¢n>¢n
n=1 n=1

k 00
+ Z<z,wn>q§n—2<z,wn>¢n|
n=1 n=1

i<z,¢n>¢n

n==k

Z<zp,¢n>¢n — 2,0y > ¢y

n=~k
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i < 2P, %n > on

n=1

i<z,wn>¢n

n=1

podemos tomar k£ € N tal que

Entao, como < oo e < oo, dado € > 0,

o0 o0
Z<z,wn>¢n <ece Z<zp,wn>¢n <e.
n=k n=~k

Além disso, como < 2P 1, >—< 2,1, > quando p — o0,

oo oo
Z<zp,zbn >q§n—>z<z,wn>q§n, quando p —» oo.

n=1 n=1

o0
Dessa forma, z = Z < 2,0 > On.
n=1
Para concluirmos a desigualdade (3.5), e assim completarmos a demonstracao

do lema, basta tomarmos o limite quando p — oo na equagao (3.6). n

Corolario 3.17 Seja A um operador linear fechado em Z. Suponha que seus
autovalores, {\,; n = 1}, sejam simples e que os autovetores correspondentes,
{bn; n = 1}, formam uma base de Riesz para Z. FEntao, os autovetores de A*,
{tn; n =1}, formam também uma base de Riesz para Z. Além disso, todo z € Z

pode ser representado por z = Z < Z,0p > Yy, e vale a desigualdade

n=1

— E < n > |7 < < — E <z, 0, > 3.7

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que < {1,; n € N} > = Z. Para
isso usaremos o Corolario A.4.

Defina f : Z — K por f(x) =< z,2 >,V x € Z e para algum z € Z fixo. Se
f () = 0 para todo n € N, entao, pelo item (b) do Lema 3.16, temos z = 0. Logo

f =0, o que nos permite concluir que < {¢,; n € N} > =7
N

Tomemos agora g a,Y,, um elemento de Z. Mostraremos que existem m’ e

n=1

N
Y ol <
n=1

M’ tais que

2 N
<MD o
n=1

N
D> anthn
n=1




Como Z é um espaco de Hilbert,

N N N
Zal/} _Sup|<zn:1anwmy>|_Sup|zn:1an<¢my>|
n¥n||l — -
n=1 yezZ ||y|| yezZ ||y||
y7#0 y#0

Dessa forma, usando a desigualdade de Holder e o Lema 3.16, segue que

2

N
N 2 Zan < wnvy >
S| = sup [ 115
— ez [yl
y#0
N N
(z ') (351 < = 1)
< sup n=1 n:l2
yez [yl
y#0
N
1
(Z\anF) (s l?)
=1
< sup [ == ;
yez [yl
y#0
N
1
- Xl
m
n=1
al «
Por outro lado, se tomarmos 1y = Z N—”gf)n, entao
n=1 Zn:l |Oén‘2
N 2
N 2 Z Oy < ¢n7y0 >
D ontn|l > = 2
— 19oll
N N o 2
D an <, Y =t >
n=1 =14/ D oy |an]?
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2
(@
|N"| < U, by >
n=1 §:n—1|an|2
l[ol|?
2
1 1

1 1Yo
1 N
2

Portanto, temos que existem m’ = M~' e M’ = m™! tais que

2

1 N N 1 o]
EOBINERT ) P IEES S
n=1 n=1 n=1

Logo, {¢n; n > 1} é uma base de Riesz para Z e assim, pelo Lema 3.16, para

todo z € Z, z = Z < z,¢n > 1, e a desigualdade (3.7) é verificada. |

n=1

Definicao 3.18 Seja A um operador linear fechado em Z, com autovalores simples
{An; n = 1} tais que seus autovetores correspondentes formam uma base de Riesz
para Z. Se o fecho de {\,; n > 1} € totalmente desconexo, entao chamamos A de

operador espectral de Riesz.

Lembrando que um conjunto B ¢ totalmente desconexo se os unicos sub-

conjuntos conexos de B sao os formados por um tnico ponto.

Teorema 3.19 Seja A um operador espectral de Riesz, com autovalores simples
{A\n; n = 1} e autovetores correspondentes {¢,; n > 1}. Sejam {,;n > 1}
0s autovetores de A* tais que < ¢pn, Uy, >= Opm. FEntdao, A satisfaz as sequintes

propriedades:

(a) p(A) ={X e C; H;fl IA=An| > 0}, 0(A) = {\n; n =1} e mais, para A € p(A),

o0

1
M =A)7 =D s <ot > bus

n=1
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(b) A pode ser representado por

onde D(A) =

AZZZ)\n < 2,y > G, 2z € D(A),
n=1

{z€Z; ) Ml <20 > P <oo};
n=1

(¢) A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo se, e somente se,

sup Re(\,) < co. Além disso, {S(t); t = 0} € dado por

n>1

Demonstragao:

t) = Ze*ﬂt < by > G, t 0.
n=1

Faremos a demonstracao de cada item acima separadamente.

(a)Seja A € C tal que inf IA—=A,| = a > 0. Mostraremos que Ayz = (\[—A)~!

1
onde Az = Z o

" < 2,%n > Op.

Note que A,\ é limitado pois, dado z € Z,

2
= 1
||A)\ZH2 = Z)\_/\ <27wn>¢n
n=1 n
| <z, > | <290 > |
< M <M
S N I
M o0
= S <2ty > P < — |2l
n=1
N
. 1 .
Seja yN:Z)\ 3 < z,¢, > ¢,. Entao, yy —> Axz quando N — o0 e,
-1 n

n—
como ¢, é autovetor associado a \,, temos

N
M —Ayy = (M — AZ/\ 5
n=1

< 2,0 > Oy

n

ol < 2, >
= Z)\_—M(M—A)%

n=1
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al < 2,y >

’—”)\_)\n "
n=1 )\_>\n( )¢
N

= Z < 2, > Gn.
n=1

Assim, pelo Lema 3.16, quando N — oo, (A — A)yy —> 2.

Logo, como (Al — A) é um operador fechado, segue que Ayz € D(A) e
(M — A)Ayz = z, para todo z € Z.

Agora, suponha que y € D(A) e seja = (A — A)y. Por outro lado, temos
também que x = (A — A)A x e portanto, x = (A — A)A\(A] — A)y. Subtraindo z

de ambos os lados desta igualdade, obtemos

0 = AW =A)AN —Ay—z=\ —A)AN — Ay — (A — Ay
= (M = A[ANA = Ay —yl.

Como A nao é autovalor de A,
AANAL = A)y —y) # A(ANM = A)y —y).

Logo, Ax(AI — A)y —y = 0, ou seja, A\(A — A)y =y, para todo y € D(A).
Portanto, A € p(4) e Ay = (M — AL Consequentemente,
{NeC, 71Lr>1f1’ IA— | >0} C p(A).
Para a outra inclusao note que, como \, € o(A) e o espectro de um operador
fechado é fechado,

{Ne G, Hifi A= >0 C{\i; n=>1} Co(A) =0(A) =p(A)-.

Assim, completamos a demonstragao do item (a).

(b) Seja S = {z € Z; Z A% < 2,7, > |* < 0o}. Mostraremos, primeiramente,

n=1

que S C D(A) e que Az = Z/\" < 2,9, > ¢, para todo z € S. Dado z € S,

n=1
N

defina zy := Z < z,%, > ¢,. Dessa forma, zy — z quando N — oo. Note

n=1
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ainda que
N N
Aey = <20y > Abn = Ay < 2,00 > ¢,
n=1 n=1
e assim, Azy —» Z)\n < z,%, > ¢, quando N — oo. Logo, como A
n=1

é fechado, z € D(A) e Az = Z)\n < z,%, > ¢,. Portanto, S C D(A) e

n=1

Az = Z)\n < 2,0, > ¢, para todo z € S.
n=1

Mostraremos agora a outra inclusao, isto é, D(A) C S. Seja x € D(A). Dado
A € p(A), consideremos y = (A — A)z. Pelo item (a) deste teorema e pelo Lema

3.16, respectivamente, segue que

B oo 1 oo
$:()\[—A) 1y:Z)\_)\ <y>wn>¢nexzz<$awn>¢n'

n=1 n=1

Entao, pela unicidade da representacao na base de Riesz, temos

Além disso, como p = 1r>1f1 IA— | >0,

o) 0

Al <yt >
Z |/\n|2| < xfl/}n > |2 - Z
n=1 n=1

IA— A\,
o0 )\ 2 )
- nzz:l /\_)\n—l | <y, ¥, > |
1 [IA 2
< —['—'H} Wl < o,
m | p

o que implica que = € S.

Portanto, D(A) =S e Az = Z An < 2,0y > ¢p, para todo z € D(A).

n=1

(¢) (=) Suponha que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo
{S(t); t > 0}. Entao, existem M > 1 e w > 0 tais que ||S(t)|] < Me™ para todo

t > 0. Como consequéncia do Teorema de Hille-Yosida, se A é tal que Re(\) > w,
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entdo A € p(A). Dessa forma, visto que A, € 0(A) para n > 1, sup Re(\,) < oo.

n=1
(«<=) Suponha agora que sup Re()\,) < oco. Seja w = sup Re(\,) e tomemos
n>1 n>1
A € C tal que Re(\) > sup Re()\,). Assim, A € o(A) e portanto, pelo item (a),

n/

(M — A)~ Z)\ 5y < z,%, > ¢, para todo z € Z.

n=1

Fazendo uma iteracao, na igualdade acima, segue que

M- AN -A)2 = i ! <M = A7z, > 6,

= 1
Z)\—)\

n=1 - m=1

= 3 oo < e < Gt >

< 2,Um > Oy Vn > Op

A\

I
WE

>~

>

m

= 1
= Zm<2,¢n>¢n-

Usando um processo indutivo obtemos que, para todo r € N,
o 1
YRR R I S

Além disso,

<2¢n

IO = A)7=]2 = Hfﬂ \

|<zwn>| |<z77ZJn>|2
:ME ME
|Re)\ w)?r|

M|| ||2
m(ReX — w)?r

_ M IEA|
— ol < g PV
T =472l < o

Pelo Teorema de Hille-Yosida, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{S(t); t >0}, com [|S(t)|| < \/2evt, t > 0.

Portanto,
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Por fim, iremos determinar, explicitamente, o semigrupo gerado por A.

Definamos o operador e* por

oo
Aty = Ze’\"t < 2,1, > ¢, para todo z € Z.

n=1

Note que, como w = sup Re(\,) < oo,
n>1

o0
e MZ <z > |

=1

o0
ot <z, > ¢>n

n=1

< MZe2wt|<z U > | <

le

Il

<M
m

e assim, e’ é limitado.
Mais ainda, para A € C tal que Re\ > w, podemos aplicar a Transformada de

Laplace em e, obtendo

/ e MeAlzdt = / e M (Z et < 21, > ¢n> dt
0 0 n=1

= Z/ e MeMt < 2 ah, > dndt
n=1"0

D IESROET N R
n=1 0

L =<, > 0y
N ; A=\,
= (M—-A)!

= R(\:A):z

Por outro lado, pelo Teorema de Hille-Yosida,
RA:A)z= / e MS(t)zdt,
0

onde {S(t); t > 0} é o semigrupo gerado por A.

Logo, A [e z—=9 (t)z} dt = 0 e assim, pela unicidade da Transformada
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de Laplace, segue que

S(t)z:eAtz:ZeA"t <z, > ¢p, Yz Z VE>N0.

n=1

Agora que ja conhecemos alguns resultados da teoria de semigrupos, estamos
aptos a estudar o problema de existéncia e unicidade de solugoes para equagoes
diferenciais descritas de forma abstrata. Antes porém, vejamos uma motivagao para

o desenvolvimento desta teoria.

Consideremos o problema da distribui¢ao de temperatura em uma barra de metal
de comprimento 7. Vamos assumir que as extremidades da barra permanecam com a
mesma temperatura e que a barra é aquecida por uma fonte de calor. Este problema
¢é descrito pela equagao do calor

awg()? 29 lgg; o +9(t.€), (t,€) € (0,00) x (0,7),

w(t,0) =w(t,7) =0, =0, (3.8)

Sejam Z = L*[0,7]) = {h 0, 7] — R; /ﬂ |h(&)7d¢ < oo} ¢
A : DA < Z — Z o operador /i)z = Z', com
D(A)={z€ Z; 2" € Z, 2(0) = z(m) = 0}. Para cada t > 0, definimos a funcao
v [0,7] — R por v(t) = wl(t,.), isto é, v(t)(§) = w(t,§), para todo £ € [0, 7].
Definimos também, para cada ¢ > 0, a fungao f : [0,7] — R por f(t) = g(¢,.).

Dessa forma, podemos reescrever a equacao (3.8) na forma abstrata

V() = Av(t) + f(t), t =0,
v(0) = x.

(3.9)

Além disso, sabemos que A é fechado, auto-adjunto e um operador espectral
de Riesz (ver Apéndice B). Portanto, do Teorema 3.19, segue que A é o gerador
infinitesimal de um Cj-semigrupo.

Este tipo de equacao nos leva ao estudo de equagoes abstratas. O problema que
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estudaremos é mais geral que a equacao (3.9) e pode ser descrito na forma

V'(t) = Av(t) + f(t,v(t)), t >0,

0 ver (3.10)

onde A : D(A) C E — FE ¢é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo
{S(t);t € [0,00)}, E é um espago de Banach e f : [0,00) x E — E ¢é uma fungao

continua.

Definigao 3.20 Uma func¢ao w : [0,00) — E ¢é dita ser solugdo (cldssica) de
(3.10) em [0,00) se w € continua em [0, 00), continuamente diferencidvel em (0, 00),
w(t) € D(A) para todo t € [0,00) e w satisfaz (3.10).

Se w é uma solucao de (3.10) em [0, 00) entdo, w satisfaz a equagao integral
t
w(t) = S(t)x +/ S(t—s)f(s,w(s))ds, te][0,00). (3.11)
0

Por outro lado, se w é uma funcao que satisfaz a equagdo (3.11) entdao, w é
continua. Porém, nao podemos garantir que w seja continuamente diferenciavel.

Assim, é natural considerarmos este tipo de funcao como um solucao generalizada

de (3.10).

Defini¢ao 3.21 Uma fun¢ao continua u : [0,00) — E € dita ser solu¢ao fraca de

(3.10) se satisfaz a equagao integral (3.11).

Observagao 3.22 Em [2], Ball demonstra que uma solugio da equagao integral

(3.11) €, de fato, uma solugao no sentido fraco (através do espago dual).

O proéximo resultado nos fornece condigoes para que o problema de valor inicial

(3.10) possua uma solugao fraca.

Teorema 3.23 Suponha que A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo
{S(t);t € [0,00)} e f:[0,00) Xx E — E é uma fung¢do continua em [0,00) x E e

lipschitziana na sequnda varidvel, isto €, existe L > 0 tal que
1f(t,u) = f(tv)llp < Lllu—vllp, Vtel0,00), VuwvekE.

Entao, o problema de valor inicial (3.10) possui uma tunica solu¢ao fraca em
0, 00).



56

Demonstracao: Pelo Teorema 3.5 e pelo fato de {S(¢);t € [0,00)} ser um Cy-

semigrupo, existem M > 1 e w = 0 tais que
1S(t)le(ey < Me™, ¥t e [0,00).

Provaremos o resultado para o intervalo [0, 7], onde 7 > 0 é arbitrario. Assim, da
unicidade de solugao e do Lema de Zorn, obtemos uma solugao (tinica) em [0, 0o).
Dado 7 > 0, consideremos o espaco C([0, 7], E) das fungoes continuas de [0, 7]

em £, com a norma

Jull, = max e u(t) 1z, e C(0.7],B),

onde L > ML > 0.

Observe que a norma ||.||; € equivalente a norma ||.||«, onde

[ulloo = nax [u(®)|le, weC([0,7], E).

De fato, como t — € —(L+w)t & decrescente,
e ETlu()||p < e lut) e < flu@®)]p ¥t [0,7],
e entao,

mas (e u(e) £} < s Lo u(e) £} < s u(t)

ou seja,

e lulloo < lull < llufloo.

Dessa forma, C'([0, 7], E) é um espago de Banach com a norma ||.||;.
Agora, consideremos o operador T : C([0, 7], E) — C([0, 7], E') definido por

Tu(t) = S(t)x + /t S(t—s)f(s,u(s))ds, 0<t<T.

Mostraremos, primeiramente, que 7' estd bem definido, ou seja, T" leva C([0, 7], E)
em C([0, 7], £). Para isso, dado u € C([0, 7], E), note que a funcao s — f(s,u(s))

é continua em [0, 7] e assim, integravel em [0,¢t], para todo ¢t € (0,7]. Logo, da
t

Proposi¢ao 3.6, concluimos que t — / S(t — s)f(s,u(s))ds é continua em [0, 7].
0
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Além disso, visto que {S(t); t € [0,00)} é um Cy-semigrupo, t — S(t)x é continua
em [0, 7] e assim, Tu é uma funcao continua de [0, 7] em E. Portanto, T estd bem
definido.

Nosso préximo passo é mostrar que 7' é uma contragao. Dados u,v € C([0, 7], E)

et € [0, 7], note que

[Tu(t) = To()le = /0S(t—S)[f(S,U(S))—f(s,’v(S))]dS

E

< / 15(t = )L (s, u(s)) — £(s,0(s)] s

e entao,

) ~ t
e Tu(t) — To(t)|lp < e‘(”w)t/ 1S(t = s)[11f (s, u(s)) = f(s,0(s)) || eds
0
~ t
< e rwr / Me®9 L|u(s) — v(s)]||pds
0
~ t
_ e—(L—i—w)t/ Metwe—swL”u(S)—’U(S)HEdS
0
) t
_ e—(L—i—w)tMLetw/ e_sw”u(S)_U(S)HEdS
0

t - -
_ MLeLt/ efswe(Lﬂu)sef(Ler)sHu(s)_U(S)HEds
0

- t -
< MLe_Lt||u—v||E/ e Welltwls g
0

~ Lt 1
= MLt (i - 7> = vll;

L L
ML =
= — 1—6_Lt> u— ||z
= ( =]z
< o
< —||lu—vl;.
i3 i
Assim,
> ML
max {e~ " Tu(t) — To(t)|| s} < —==lu - vl;,
tel0,7] L
isto é,

ML
|Tu —Tv|; < THU — ||z,

ML - -
com 7 < 1, pois L foi tomado de modo que L > ML.
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Portanto, T é uma contracao e pelo Teorema do ponto fixo de Banach, T" tem
um unico ponto fixo u € C([0,7], E), ou seja, existe uma tunica fun¢ao continua

u:[0,7] — E tal que
u(t) = Tu(t) = S(t)x +/0 S(t—s)f(s,u(s))ds, Vtel0,r7].

Consequentemente, o problema de valor inicial (3.10) possui uma tunica solugao

fraca. ]

3.3 Equacoes diferenciais funcionais com retardo

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes basicas e alguns resultados
sobre equagoes diferenciais funcionais com retardo (EDFR). Em particular,
apresentaremos condicoes que garantam existéncia e unicidade de solucao para

problemas deste tipo.

Sejam r > 0, E'um espago de Banach e C([a, b], E') 0 espago das fungoes continuas
de [a,b] em E, com a norma da convergéncia uniforme. Denotaremos por C o

conjunto C'([—r,0], £'), com a norma

[6]loe = Bl o)z,  ¢€C.

Dados 0 € R, A>0 e x € C(Jo —r,0+ A],E), para todo t € [0,0 + A,
definimos ; : [—r,0] — E por

() =z(t+6), 6€[-r0l.

Note que z; € C, Vt € [o,0 + A]. A funcao z; é chamado a histéria de x em ¢.
Nosso objetivo ¢ estudar o problema de existéncia e unicidade de solucao para

equacoes diferenciais com retardo finito descritas na forma

()= flt,xy), t=o
T, = ¢,

(3.12)

ondeceR, ¢peCef:DCRxC— FE ¢écontinua.
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Definigao 3.24 Uma func¢do u : [0 —r,0 + Al — E € dita ser solug¢ao da equacao
(3.12) em [0 —r,0 + A] se existe A > 0 tal que w € C([o —r,0+ A], E), (t,u;) € D,
Vit € [o,0+ A], u(t) satisfaz a equagio u'(t) = f(t,u;) para t € [o,0 + A] e
uy,(0) = ¢(0), V60el[-r0.

Lema 3.25 Sex € C([o—r,0+4a], E), para algum o > 0, entao t — x4 é continua
para todo t € 0,0 + .

Demonstracao: Visto que x é continua no compacto [0 — r,0 + a], = é
uniformemente continua e assim, para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que
|x(t) — x(7)||g < € para todo t, T € [0 —r,0 + al, com [t — 7| <.
Dessa forma, dado t € [0,0 + @], seja T € [0,0 + o] tal que |t — 7| < J. Entao,
(t+0),(r+0)cloc—r,oc+a]el|(t+0)—(r+0)| <9, para todo 6 € [—r,0].
Logo,

|2e(0) — 2.(0)||g = ||zt +0) —x(7+0)||g <e, VOe€[-r0.

Consequentemente, [|z; — Tyl = en[laXo] |z:(0) — 2,(0)||g < e, implicando que
el—r,

t — x; é continua em [0, 0 + a]. u

Lema 3.26 Sec e R, pcC e f: D CRxC — E ¢ continua, entao u ¢ solugao
de (3.12) em [0 — r,0 + A, para algum A > 0, se, e somente se, u € continua em
o —r,o+ A], (t,u) € D, ¥Vt € [o,0 + A], e satisfaz a equagao integral

x(t) = ¢(0) + /tf(s,xs)ds, o<t<o+ A,

Ty = 0.

(3.13)

Demonstracao: (=) Seja u solugao da equacao diferencial (3.12). Entao, existe
A>0talqueu € C([oc —r,0+ A], E). Pelo lema anterior, s — u, é continua para
todo s € [o,0 + A]. Assim, como f é continua, a aplicagao s — f(s,x,) é continua
em [o,t], V1t € [o,0+ A

Logo, integrando a primeira equagao de (3.12) de o até t e usando o Teorema

fundamental do calculo, temos

u(t) — u(o) = / F(5,u.)ds.



60

Portanto, para todo t € [0,0 + A],

t

u(t) = uy( f(s,us)ds

+(0) +
_ mm+/1@mwm

satisfazendo a equagao (3.13).
(<=) Reciprocamente, suponha que v € C(lo — r,o + A, E), (t,u;) € D,
V [o,0 + A] e u satisfaz a equacao (3.13). Entao,

o [reen]

e, pelo Teorema fundamental do célculo,

u'(t) = f(t,uy), YVtelo,o+A.

Dessa forma, u é solugao de (3.12). n

O proéximo resultado garante a existéncia e a unicidade de solugao para (3.12).
Para simplificar as contas da demonstracao iremos considerar ¢ = 0. O caso o # 0

segue de modo andlogo.

Teorema 3.27 Seja f : [0,R] x C — E, com R > 0, uma fun¢do continua em

[0, R] x C' e lipschitziana na sequnda varidvel, isto €, existe L > 0 tal que

1/t ) = f(t. )l < Llle = ¥lleo, VY (E,9), (8 ¥) € [0, R] x C.
Se ¢ € C, entdo existe uma unica solu¢ao em C([—r, R, E) para a equagdo (3.12).

Demonstracao: Analogamente ao que fizemos nos outros teoremas de existéncia,

consideremos em C([—r, R], F') a norma

lull; = max e Pu(t)|p, ue C(~r R, E),
te|—rR)

onde L é uma constante positiva tal que L > L. Note que |.|[; é equivalente &



61

norma .||, pois
e lu®)le < e Hlut)lle < e u®) e, Vit € [~ R],
o que implica que, ) )
e lulloe < Jlullz < e |ullo

Dessa forma, C'([—r, R], F') é um espago de Banach com a norma ||.||;.

Definamos agora o operador 1" : C([—r, R, E) — C([—r, R], E) por

Tu(t) = 0],

), -,
Tu(t /fsus s, te€|0,R)].

Mostraremos que T estda bem definido, isto é, mostraremos que para todo u €
C([-r, R, E), Tu € C([-r,R],E). Dado u € C([-r, R], E), note que Tu = ¢ em
[—7,0], com ¢ € C([-r,0], E), e Tu(0) = ¢(0). Entao, basta verificarmos que Tu é
continua em [0, R|. Pelo Lema 3.25, a aplicacdo t — (t,u;) é continua em [0, R).
Logo, t — f(t,u:) também é continua em [0, R] e portanto, existe N, > 0 tal que
Il f(t,ue)|le < Ny, para todo t € [0, R]. Desse modo, para t,t" € [0, R], com t' > t,

temos

|Tu(t') — Tu(t)||z = /0 f(s,us)ds—/o f(s,us)ds

,
= | [ s mgas | " flsoun)ds - [ rssuas

/t 15, ) | ods

< NJ(H—1).

N

Consequentemente, fazendo ¢ — t obtemos que Tu(t') — T'u(t), garantindo que
Tu é continua para todo t € [0, R]. Portanto T leva C(|—r, R], E) em C([—r, R], E).
Mostraremos também que 7" ¢é uma contracao em (C([—r, R],E),|.||;)-

Primeiramente, observe que para u, v € C([—r, R], F)

max_e | Tu(t) — To(t)|| s = max e 2|o(t) — o(t)||p = 0

te[ r 0] te[*T,O]
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e assim,

|Tu—To|; = max e 2| Tu(t) — Tv
te[—r,R)

Além disso, para t € [0, R,

e | Tu(t) — To(t)| g e~ Lt

<

e—it/

0

eit/ L||us —
0

t

max
o TE[-70

<

= e ML

- t -
— €_LtL / 6Lse—Ls
0

N t
— GLtL/ eLs
0

/Otf(s,us)ds - /Otf(s,vs)ds

t
1/ (s, us) = f(s,vs)| ds

1

L

. —Lt .
(t)||E—tggg]€ [ Tu(t) — T(t) || e

E

Vs sods
] ||us(7_) - US(T)HECZS

rr[laxo] |lu(s 4+ 7) —v(s + 7)||gds
TE[—T,

max, LT e D | lu(s 4+ 7) — v(s + 7) || pds
TE[—T,

max, e Lt |lu(s + 7) — v(s + 7)|| pds
TE[—T,

—L¢ o d
S0y ¢ ()~ v(©)lleds

> lu =l

_ t
< eLtL/ eLS
0
_ t
< eLtL/ eLS
0
_ t
= e_LtL||u—v||E/ eHds
0
= Lelt e—ft——
L
L ~
= —(1—e"™u—vl;
20— e Ml =l
< Zlu—v|
S =||lu—"U|r7f.
7 I

Logo,

max e U Tu(t) — Tw

te[0,R)
e consequentemente,

[T =Tl <

com = < 1.
L

Portanto, T é uma contragao.

Olle < =llu—=vlz

|

[ =l

SIS
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Finalmente, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, T tem um tnico ponto fixo

wem C([—r, R], E), isto é, existe uma tnica fun¢ao u € C([—r, R], E) tal que

ug(t) = (T'u)o(t) = =¢(t), tel[-r0],
(3.14)
u(t) = Tu(t /fsuS t €10, R].
Entao, pelo Lema 3.26, u é a tnica solugao da equacao diferencial (3.12). [ ]

3.4 Equacoes de evolucao com retardo

Assim como no caso das equacoes sem retardo, discutiremos o problema
de existéncia e unicidade de solucao fraca para equacoes de evolucao abstratas
com retardo finito. Como motivacao, comecamos apresentando um modelo
epidemiologico SIR, onde o tempo de incubacao dos agentes contagiosos apresenta
um retardo.

Em modelos SIR, dividimos a populagao em trés classes disjuntas: suscetiveis,
infectantes e recuperados. A classe dos elementos suscetiveis consiste dos individuos
que ainda nao foram infectados pela doenca, a classe dos infectantes consiste dos
individuos infectados pela doenca e que podem transmiti-la para outros, e a classe
dos recuperados consiste de todos os individuos que se recuperaram da infeccao e
adquiriram imunidade a doenga.

Como estas classes variam com o tempo, denotaremos por S(t), I(t) e R(t) o
numero de membros da populacao nas classes suscetiveis, infectantes e recuperados
no tempo t > 0, respectivamente. Em particular, no modelo que apresentaremos,
consideraremos o tamanho populacional constante, ou seja, S(t) + I(t) + R(t) = N,
para todo t > 0, e denotaremos por s(t) = %, i(t) = % er(t) = % a
proporcao de individuos da populacao em cada classe.

Seja 7 > 0 o tempo durante o qual os agentes contagiosos (geralmente um
virus) desenvolvem-se no vetor (individuo infectado). Somente apds este tempo
os vetores infectados podem infectar um individuo suscetivel, ou seja, 7 é o tempo
de incubagao dos agentes contagiosos. Em nosso modelo, consideraremos que o
tempo de incubacao nao é o mesmo para toda a populacao de vetores, mas sim um
parametro distribuido sobre o intervalo [0, h], onde h é o limite superior do tempo
de incubagao na populagao de vetores. Note que a escolha do limite do tempo de

incubagao é biologicamente justificavel.
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Consideremos entao o modelo SIR, com tamanho populacional constante,
descrito pelo sistema de equacgoes

( h
dz_g) — _Bs(t) /0 F)ilt — 7)dr — ps() + .

dil—? = Bs(t) /0 f(r)i(t — m)dr — pi(t) — Ai(h), (3.15)

i) — e,

onde i é a taxa de mortalidade e natalidade das trés classes, A é a taxa de
recuperacao didria, S é o numero médio de contatos por infectantes por dia e f
é a funcado de distribuicao dos tempos de incubagao entre os vetores, isto é, f(7) é
a fracao da populagao de vetores para os quais o tempo necessario para se tornar
contagioso é 7. Assumiremos também que a funcao f é nao negativa e continua em
[0, h].

Tomemos o espago de Banach C([—h,0],R?), com a norma da convergéncia
uniforme, e fixemos uma condigao inicial ¢ € C([—h, 0], R?) para o modelo (3.15).

Sejam w(t) = (s(t),i(t),r(t))T € R} VYVt € [~h,00), e A:R> — R? o operador

linear limitado dado por

— [ 0 0 s(t)
Aw(t) = 0 —u—XA 0 i(t)
0 A — 1 r(t)

Note que, como A é um operador linear limitado, A é o gerador infinitesimal de
um semigrupo uniformemente continuo. Em particular, de um Cy-semigrupo.
Além disso, considere F : [0,00) x R? x C([—h, 0], R*) — R3 definida por

h
— B T)po(—T)dT
Bx/()];f()w( Jdr +

By / f@)pa(=n)dr |
0

F(t,xz,¢) =

onde x = (x1, 29, x3) € (0) = (v1(0), p2(0), p3(0)), ¥ 6 € [—h,0].

Dessa forma, o modelo SIR (3.15), com condigao inicial ¢, pode ser descrito pela
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equacao diferencial abstrata

w'(t) = Aw(t) + F(t,w(t),w;), t=>0, (3.16)
Wy = (ba

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Logo, é conveniente procurarmos condigoes que garantam existéncia e unicidade

de solugoes para equagoes abstratas da forma (3.16).
Consideremos entao o problema abstrato,

2 (t) = Ax(t) + F(t,x(t),z), t>o,
T, = 9,

(3.17)

onde 0 € R, E é um espago de Banach, ¢ € C' = C([—r,0], E), r > 0, A é o gerador
infinitesimal do Cy-semigrupo {S(t); t € [0,00)} e F': [0,00) x E x C — FE é uma

funcao continua.
Definigao 3.28 Uma fun¢ao continua u : [oc—r,0+R| — E € chamada de solucao
fraca do problema (3.17) se satisfaz a equagao integral
t
u(t) = St —0)p(0) + / S(t — s)F(s,u(s),us)ds, t€lo,0+ R],

Uy = .

(3.18)

A seguir apresentaremos condigoes para que o problema (3.17) possua uma tnica

solugao fraca.

Teorema 3.29 Seja F' : [0,0 + R| X E x C — FE uma fung¢ao continua, com
R > 0, e lipschitziana com relacdo a sequnda e a terceira varidveis, ou seja, eristem
L, K >0 tais que

1E @, ¢) = F(ty, o)lle < Lz —ylle + K¢ — ¢l

YV (t,xz, ), (t,y, ) € [0,0 + R] x E x C. Assuma que o semigrupo gerado por A
satisfaz a condicao, ||S(t)|emy < e, parat >0, onde w € uma constante positiva.

Entao, dado ¢ € C, existe uma unica solugao fraca para (3.17) em [0 —r,0 + R].

Demonstragao: Provaremos este resultado usando diretamente o método das

aproximagoes sucessivas. Primeiramente, fixando w € C([oc — r,0 + R], E), em
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virtude da continuidade das fungoes F' e s — wy, e do fato de {S(¢); t € [0,00)}
ser um Cp-semigrupo, obtemos que a fun¢ao s — S(t — s)F (s, w(s), w,) é continua
em [o,t], para todo t € [0,0 + R].

Dessa forma, tomemos

o(t—o0), para t€[o—r 0],
S(t—o0)¢(0), para t€ [o,0+ R],

u’(t) =

e, para cada inteiro positivo n, definamos

ot — o), para t € [0 —r, 0],

u"(t) = t
©) S(t—o0)p(0) + / S(t—s)F(s,u" *(s),u” ')ds, para t € [o,0+ R].

Como u°

é continua em [0 — r, 0 + R], a fungio s — F(s,u%(s),u?) é continua
em [0,0 + R] e assim, existe N > 0 tal que ||F(s,u’(s),u?)||r < N, para todo
s € [0,0 + R).

Logo, para t € 0,0 + R,

[ (t) — ()]s = HS(t—o—>¢<o>+ [ (= 96065 = (6 - 1600

t
< [ 180 = 9laae P 0(5) ) s

t
< /ew(ts)Nds

¢
< / e“BNds

= NevB(t —o0).
Consequentemente, para 0 < s <tef € [—r,0],

|u'(s+0)—u’(s+0)||g = |¢p(s+0—0)—p(s+0—0)|g =0, sec—r<s+0<o,

Ne“B((s +0) — o)

ag[lax {Ne“B((s+6) — o)}

= Ne*f(s—0), se 0<s+0<o+R

|u'(s +0) —u’(s+0)||g

E
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Assim,

lus = uellos = en[laxo}{Hul(s +0) —u’(s +0)| 5}
cl—r,

< Nevf(s— o), para 0 <s <t

Agora, fazendo L + K = M e tomando t € [0,0 + R|, temos

ds
E

/ S(t — 8)[F(s, ul(s), u) — F(s,u®(s), u2)]

t
< [ 18 = 9lam | F s 0 (5) ) = Fls, (), ) s
t
< [ e L)~ (o) + Kk~ ] ds
Ut
< [ o o (o4 6) (s 4 O} + Kk = ] s
t
= e [ Dl = a8+ K~ s

t
" / Milu} — o?]|ocds
o

t
< ewR/ MNe“R(s — o)ds

NMGQwR (t B 0>2

Em geral, para todo t € [o,0 + R],

t_ n

Hun(t) o Un_l(t>||E < NMn_lenw(R)( '0) )
n.

(t=0)"

o0
Pelo teste de D’Alembert, a série E NM—Lenwk
n!

¢é convergente, para todo
n=1
t € [o,0+R]. Além disso, note que esta convergéncia é uniforme em [0, 0+ R]. Dessa

forma, a sequéncia de fungoes (u") é uma sequéncia de Cauchy em C([o—r, o+R)|, E).
Logo, existe u € C(jo —r,0 + R], E) tal que nli_r}rloo u" = u.
Mostremos agora que wu(t) satisfaz a equacao (3.18).  Para isso, seja
v = (MRe"® +1) (N +1). Dado t € [0 — r,0], por definicio, u"(t) = ¢(t — o),
¥V n €N, o que implica que u(t) = nli_r)noou”(t) =¢(t—o),Vtelo—r0l.



68

Por outro lado, dado t € [o,0 + R] e € > 0, seja ny € N tal que

g
"l = tlle) < =
[Ju" — ull el maX+R]{HU (t) —u(®)| s} S
e - .
E Mk—leka (t _ U) < E
— k! v’

para todo n > ny.

Logo, tomando ¢ € [0,0 + R] e m, n € N tais que n > m e m — 1 > ny,

t

u(t) — S(t —o)p(0) — / S(t— s)F(s,u(s),us)ds

[

E

w(t) — u" M (t) + w1 (t) — S(t — 0)e(0) — / S(t—s)F(s,u(s),us)ds

E

t

< Ju(t) =" (@)]1p + / 1S(t = $)lleem | F(s, u™(5), ug) = F(s,uls), us)|| sds
t

< Jlu®) —w™@)]e + / eI M ||uy — uy|ocds

t
= ||u(t) — u"2(t) + u"T2(t) — u"(t)|| g +/ eI M ut — w4 ut T — | sods
< u(t) = u"2@) g + a2 () — u" T (H)]|
t
e N [ = o+ 2 = s
< u(t) —u™ (@)l + -+ u"2(t) — u" T ()|

t
e N [ (= e T = )

4t NMn-‘rl (n+2)wR (t U)n+2

(n+2)!

n+1
Few(t= ")M/ NM"e <n+1>wR¢+....+f ds
(n+1)! y

<

=™
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< NM@“’R(t — 0—) M”e(nJrl)WR(tg—)(nm + ..
(n+1)!

n+2
i {NM(nH) (n+2wr(t =) i } LS eeRyRE
(n+2)! g gl

k
_ wR(s _ k—1 ka —0)
= NMevB(t — o (Z M k! )

k=n+1

+N Z Mp—lepr# + < + GU)RMRE
p=n+2 D g 7

k
wR k—1 ka —0)
< NMevE(t — o) (Z M k! )

k=n+1

00 PRI
+N Z MpflepWRﬂ + i + GWRMRE
p=n+1 p! v 7

k=n+1 v

[1 —I—MGwR t— O' N Z Mk 1 ka U)k + E + MRewRi
k.

< (1+ MevB(t — o)) N% + % + MRewR%

< (N + NMe“RR + 1+ MRevR)<
Y

:87

gl

t
garantindo que u(t) = S(t — 0)p(0) + / S(t — s)F(s,u(s),us)ds, para todo

t€lo,0+R).

Dessa forma, garantimos que o problema (3.17) possui uma solugao fraca em

[0 —r,0 + R]. Mostraremos ainda que esta solucao é tnica.

Suponhamos, por absurdo, que v(.) também é uma solucdo fraca de (3.17)

em [0 — r,0 + R]. Note que, para t € [o,0 + R], as fungdes u e v sado
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continuas e assim, t —— F(t,v(t),v;) — F(t,u(t),u;) também ¢é continua, com
maXR}{HF(t,v(t),vt) — F(t,u(t),u)||p} < .

t€|o,o+
Seja a = {naxR]{HF(t, u(t),us) — F(t,v(t),v;)||g}. Entdo, parat € [0,0 + R,
telo,o+
¢
[u(t) —o@®)]z = ’/ S(t = o)[F (s, uls), us) = F(s,v(s),vs)lds
o E
¢
< [ e INE G Ul w) - Flso(s) o)

< eRalt — o).

Além disso, existe 5 > 0 tal que ||F(s,u(s),us)||g < 5, para todo s € [0,0 + R].

Usando as desigualdades anteriores, para todo t € [0, 0 + R], concluimos que

() =’ Oz = Ilv(t) = St —0)(0)]r

t

v(t) —u(t) + / S(t — s)F(s,u(s),us)ds

(e

E

t
< muwwme+/nsu—ﬁmwmmaM$wmmw
t
< efa(t — o) +/ e Bds
< e“fa(t—o) + e B(t — o)
< MeYB(t — o),

onde M = 2max{a, }. Procedendo como anteriormente, concluimos também que
|vs — u|oe < Me“B(s — ), para todo s € [0,0+ R).

Da mesma forma, para todo t € [o,0 + R],

t
lo(®) —u'(®)lle < /||5(t—$)||2<E)||F(va(8)vvs)—F(Sauo(s)vug)HEdS
¢
< /ewRMHvs—uSHoods

t
< / e BMMe R (s — o)ds

2

_ MM€2wR(t_a>
2 )
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e entao,

)2
Vs — ul]|oo < MMesz%, para todo s € [0,0 + R).

Indutivamente, suponha que

n

[vs — ul" V| < ]\;[M("_l)e”wR@, Vseloo+r].
n!

Logo, para t € [0,0 + R,

[o(t) —u™(@®) < / 1S(t = 8)llem)1F (s, 0(s), v5) — Fs,u™ D (s), ulV) | pds

< /eWRMHvs—ug"l)Hoods

n

t J—
< / ewRMMnean (8 'U) ds
> n!

_ MMne(n—l—l)wR (t B U)n+1

(n+1)!

(t _ U)k—i-l
(k+1)!
(t — o)mt?

(n+1)!
lim «"(t) = v(t), para todo t € [0,0 + R|. Portanto, pela unicidade do limite,
n——ao0

v(t) = u(t), para t € [o,0 + R]. Além disso, como v(t) = ¢(t — o) = u(t), para

o0
Como a série E MFektDwR
k=1

o termo M Mnem+thwR

é convergente (pelo teste de D’Alembert),

— 0, quando n — o0, implicando que

t € [0 —r 0], v=u, ou seja, a solugao obtida é unica. |



Apeéendice A
Resultados complementares

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados que utilizamos em nosso
trabalho. Comegamos com o Teorema de Hanh Banach, que nos permite estender
funcionais lineares definidos em um subespaco a todo o espago vetorial.

Para a demonstracao do Teorema de Hanh Banach precisamos do Lema de Zorn.

Lema A.1 (Lema de Zorn) Seja M # () um conjunto parcialmente ordenado.
Suponha que toda cadeia C° C M tenha um limite superior. Entao M tem um

elemento mazximal.

Teorema A.2 (Teorema de Hahn-Banach) Seja V' um espaco vetorial nor-

mado sobre R. Sejap:V — R uma aplicacao tal que

plar) = ap(x),

(A1)
) < p() + p(y),

=
8
+
<

para todo x,y € V e a € (0,00). Sejam W um subespaco de Ve g : W — R uma
aplicacao linear tal que
o(x) <plz), YzeW.

Entao, existe uma extensdo linear f :' V — R de g, (isto €, f(x) = g(x), Yx e W)
tal que
f(x) < p(x), para todo x € V.

Demonstracao: Vamos dividir esta demonstracao em dois passos.

Primeiro Passo: Denotemos por P a colecao de todo par (Y, h), onde Y é um
subespago de V' contendo W e h: Y — R ¢é uma aplicacao linear tal que h é uma
extensao de g e

h(z) < p(z), para todo z € Y.

72
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Note que, P é nao-vazio, pois (W, g) € P.

Considere em P a ordem parcial definida por
(Y,h) < (Y, h)

se Y C Y e h é uma extensio linear de h.
Seja @ = {(Yi, h;); @ € I} uma cadeia em P. Defina

Yy =V

i€l

e seja h : Y — R definida por h(z) = hi(z) se x € ¥;. Como ) é uma cadeia,
¢ imediato que h estd bem definida e é uma extensao linear de cada um dos hls.
Também, h(z) < p(x) para todo z € Y. Assim (Y,h) € P e (Y, h;) < (Y, h) para
cada i € I. Assim, toda cadeia tem um limite superior. Portanto, pelo Lema de
Zorn, P tem um elemento maximal (Z, f).

Segundo Passo: Mostraremos que Z = V, o que completa a demonstracao.
Assuma o contrario. Seja xg € V tal que z¢ € Z e considere o subespago vetorial de
V' dado por

Y ={x+tey; x€Z t R}

Nosso objetivo é encontrar uma extensao linear h : Y — R de f tal que (Y, h) € P,
contrariando o fato de (Z, f) ser um elemento maximal de P.

Suponha que h : Y — R possa ser escrita na forma
h(z + txo) = f(z) + ot,

com « a ser determinada. Para que (Y, h) € P, precisamos que f(x)+at < p(z+tzy)
para todo x € Z e todo t € R.

Se t > 0, isso se reduz a

ou equivalentemente,
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Similarmente, se considerarmos ¢t < 0, deduzimos que
flz)—a<plx—x), Ve
Em outras palavras, é necessario que « seja escolhida de modo que

suplf(w) = p(z = 20)] < @ < ik [p(w + o) — f()] (A.2)

Isso é possivel pois, para todo x,y € Z,

f@)+ fly) = flo+y) <plz+y)
= plx+x0—20+y) <plr+ )+ ply — ),

ou equivalentemente,

fy) —ply — z0) < plx + x0) — (),

entao,

suplf(z) = p(z = 20)] < Inf[p(2 + 7o) = £(2)]

Portanto, é possivel escolher « tal que (A.2) seja valida e assim, obtemos b : Y — R
de modo que h é uma extensiao de f. Entao, como (Y,h) € P e (Z, f) é o elemento

maximal de P, concluimos que Z = V', como queriamos. [ ]

Corolario A.3 Seja V' um espaco wvetorial normado sobre R. Sejam W um
subespaco de V e g : W — R um funcional linear limitado em W. Entdo existe

uma extensao linear limitado f 'V — R de g tal que

/]

ve = lgllw-.

Demonstragao: Seja p(z) = ||g|w~

x|, V x € V. Entao, p satisfaz (A.1). Além
disso, g(z) < |g(z)| < p(x), para todo x € W.

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um extensao linear de g,
f:V — R, tal que, para todo x € V, f(z) < |g/lw+

z||. Isso implica que f

é continua e que || f|lv+ < ||g]lw~. Mas, como f = g em W, segue a igualdade das

normas. u

Coroléario A.4 Seja A C E, E espaco de Banach. A = E se, e somente se, dado

um funcional f em E, com f(x) =0 para todo x € A entao, f = 0.
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Vejamos agora mais um importante resultado da andlise funcional, o Teorema

de Banach - Steinhaus, também conhecido como Principio da limitagao uniforme.

Para provar este teorema usaremos o seguinte resultado de topologia.
Lema A.5 (Lema de Baire) Sejam (X, d) um espago métrico completo, X # 0, e
[e.e]

{ X, }22, uma sucessao de subconjuntos fechados em X tais que X = U X,. Entao,

n=1

existe ng € N tal que int(X,,) # 0.

Teorema A.6 (Banach-Steinhaus) Sejam E e I espacos de Banach, (Tx)xea
uma sequéncia de operadores lineares limitados de EE em F e A um conjunto ndo

necessariamente enumerdvel. Se,
sup || Thz| < oo, Vaxe€FE,
AEA

entao

sup || Th]| < oo.
AEA

Demonstracao: Defina X,, = {z € E; ||Taz|| < n, ¥V A € A}. Note que X, é
fechado, pois, se (ax)ren € uma sequéncia em X, tal que a — = quando k — oo
entao ||Thag|| < n, para qualquer A € A e qualquer k£ € N, e da continuidade de T},
Tyar, — Thx, ou seja, dado X € A,

Ve>0, INAEN,; |Thar —Thz|| <e, Vk=N(\).
Dessa forma, para k > N()\)
ITxell < | Tve — Thax| + [[Thax]| < & +n.

Como ¢ pode ser escolhido arbitrariamente, concluimos que z € X,,. Portanto, X,,

¢é fechado.

Note também que F = U X,,. De fato, é obvio que U X, C E. Para provarmos

n=1

a outra inclusao, seja y € E. Como sup||TAy|| < o0, existe C, > 0 tal que
Ae

Tyl < Cy, VX € A Tomemos N E N tal que N > C,. Dessa forma,

IT\y|| < N, V XA € A, e consequentemente y € Xy, ou ainda y € U X,,. Portanto

n=1
E=JX.
n=1
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Logo, pelo Lema de Baire, existe ng tal que int(X,,,) # 0. Seja xy € int(X,,)
entdo, existe r > 0 tal que B(xg,r) C X, e assim, para todo y € B(x, ),

HI&yH S;no, VA < A.

Seja z € E tal que ||z|| < 1. Neste caso, note que

.
H(f”o + §Z> — %o

r
—Z
2

X A T;
2
r
ou seja, Tg + 3% € B(xo,r). Dessa forma, para todo\ € A,

r r
75 ()| = sl < st 32 < o

isto é,
,
CIT3ell < 7o+ [Tl

4
o que implica que gHT)\H < 2ng, ou ainda, ||Thz|| < il para todo A € A. Logo,
r

4
I3[ = sup [[Thz] < %, VAeA.

zeE
llzl>1

Portanto, sup || 7| < oo. n
AeA

Prosseguindo com mais resultados de andlise funcional.
Teorema A.7 SejaT € £(F), onde E é um espago de Banach. Se |T|| < 1, entao

(I —T) ! existe e ¢ um operador linear limitado.

Demonstracao: Seja S, := ZTk. Para p < ¢, como [|T|| < 1e [T < ||T]",
k=0

VneN,

HSq - SpH =

q
<7

k=p+1

q—p o0
< DO ITEITIP < Y ITIFIT)
=1 =0

(5 ) 10

k=p+1
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Assim, [|S, — S,|| — 0 quando p — oo, implicando que (S,,)nen ¢ uma sequéncia
de Cauchy no espago de Banach £(F).
Seja S € £(F) o limite de (S, )nen. Note que, para todo n € N,

n+1 n+1

Spr1 = Y TF=T+>"T"
k=0 k=1

- I+T2Tk:I+TSn:I+SnT.

k=0

Fazendo n — oo, na igualdade acima, concluimos que
S =1+4+8T = 1+4+TS.

Assim,
I = SUI-T) = (I-T)S,

o que mostra que (I —T') é invertivel e Z T =S=(-T)" m

n=0

Por fim, vejamos o Teorema de Cantor (resultado que usamos no estudo de

fungoes abstratas).

Teorema A.8 Um espaco métrico (X,d) é completo se, e somente se, para qualquer

sequéncia (Fy,)nen de subconjuntos fechados e nao-vazios de X, com Fy D Fy D ---
o0

e diam(F,) — 0, quando n — oo, ﬂ F,, consiste de um tunico elemento.

n=1
Demonstragao: (=) Suponha que (X, d) seja um espaco completo e seja (F),)nen
uma sequéncia de subconjuntos fechados e nao vazios de X, tais que F; D Fy D ---
e lim diam(F,) =0.
n—s00
Para cada n € N, seja z,, um ponto arbitrario de F,. Se n, m > N, entao
Ty T € Fv e d(xp, ) < diam(Fy). Por hipdtese, dado € > 0, podemos escolher
N, suficientemente grande, de modo que diam(Fy) < e. Isso mostra que (z,)nen
é uma sequencia de Cauchy em X. Como X é completo, existe zyp € X tal que
lim x, = x.

n——aoo
Além disso, para n > N, x,, € Fy. E portanto, podemos concluir que xg € Fy.
[e.e]

Pelo fato da sequéncia (F),),en ser encaixantes, segue que g € ﬂ F,, =: F'. Entao,
n=1
F' contém pelo menos um elemento.
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Suponha que exista y € X tal que y € F. E, y € F,,, para todo n € N. Logo,
d(zo,y) < diam(F,), V n € N. Como diam(F,) — 0 quando n — oo, obtemos
que d(zo,y) = 0, ou seja, g = y.

(<=) Agora mostraremos que X ¢é completo se sdo satisfeitas as condigoes

declaradas sobre qualquer sequéncia (F},),en como apresentada no enunciado.

Seja (Tn)ney uma sequéncia de Cauchy em X e defina F,, = {z,,x,11, -},
n € N. Entao, cada F,, é fechado, nao-vazio e F} D Fy D ---.

Dado € > 0, escolha N € N tal que d(z,,z,,) < €, para todo n, m > N. Deste
modo, diam(F,) — 0 quando n — o0, e entdo, pela hipdtese, existe um tnico
elemento zo € X tal que {xo} = Fy N F,N---. Em particular, z, € F,, entdo
d(xo, ;) < diam(F),), implicando que lim =z, = xy.

n—s00

Portanto, toda sequéncia de Cauchy em X é convergente, isto é, X é um espago

completo. m



Apeéendice B
O operador derivada

Consideremos em Z = (L?[0, 7], ||.||2) o operador A : D(A) C Z — Z dado por

Af = f", com dominio
D(A)={feZ; "€ Z f(0)=f(r)=0}

A seguir, usaremos o Teorema 3.19 para mostrarmos que A é o gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo em Z. Antes porém, enunciamos o seguinte

resultado.

Lema B.1 Sejam E um espago de Banach ¢ T : D(T) C E — E wm operador
linear. Se T € invertivel e T~' € £(F), entao T € fechado.

Usando este resultado, mostraremos que (I — A) é fechado e, como consequéncia,
A é fechado.

Para provarmos que (I — A)~! existe, precisamos mostrar que, para todo g € Z,
existe f, € Z tal que (I — A)f, = g. Isto é equivalente a resolver a seguinte equacao
diferencial

fi@) = fo(x) = —g(z), O<z<m,
fo(0) = fo(m) = 0.

Sabemos, da teoria de equagoes diferenciais, que o sistema (B.1) tem uma tnica

(B.1)

solugao dada por

1 " T—|z— —(r—|z— T—x— —(m—z—
f,(@) = %?f?ﬁlla| W gmtrteul) _ olrrs) o= (eri)] gy

- s |, e atn

2(em — e

79
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Além disso, se C' > 0 é tal que |h(z,y)] < C para todo z, y € [0,7], da
desigualdade de Holder obtemos a desigualdade

= A9l =153 = /|fg )Pda

=/ /hxy dy
o |2(em—e) Jo

d:c

< 4<e / ([ 'dy) o

< 4(6 —e e ), (/1dy/ |9(y Idy) dz
023

= ﬁll gll3,

o que implica que (I — A)~' € £(Z). Agora, do Lema B.1, concluimos que (I — A)
é fechado e portanto A é também fechado.
Mostraremos também que A é um operador espectral de Riesz. Consideremos

para isso a seguinte equacao diferencial

2'x) = Az(x) =0, O0<zx<m,
2(0) = z(m) = 0.

(B.2)

Da teoria geral de equacoes diferenciais ordinarias, sabemos que as solugoes de
(B.2) sao da forma z(&) = ¢; cos(v/ —AE) + co sin(v/—AE), onde ¢; e ¢o sdo constantes
reais. Impondo as condigoes iniciais de (B.2) obtemos que ¢; = 0 . Assim, fazendo

co # 0, obtemos que os autovalores de A sao da forma A\, = —n? n € N, com

2

2
autovetores unitarios associados dados por z,(£) = (—) sin(ng), n € N.
s

Além disso, é facil ver que os autovetores z,(.) sdo ortonormais, e da teoria
classica de andlise funcional, sabemos que {z,; n € N} é uma base Hilbertiana para
Z, veja [b], pagina 86. Esse fato garante que D(A) é denso em E. Dessa forma,
como o conjunto p = {—n?; n € N} é totalmente desconexo, podemos concluir que
A é um operador espectral de Riesz.

Para completar nossa andlise precisamos achar os autovetores do adjunto de A,
A* . D(A*) C E — E, associados aos autovalores )\, = —n? n € N.
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Sejam f, g € D(A). Entao, aplicando integracao por partes, obtemos

™

<Af.g>=<f"g> = | f'(x)g(x)dx

= —g(x)f(z)] + i (z)g"(x)dx
- [ e
= < f,Ag >

Como f, g sdo arbitrarios, concluimos que A*g = Ag para todo g € D(A). Segue
em particular, que cada z, é também autovetor de A*.
Dessa forma, A verifica as hipoteses do Teorema 3.19 e portanto, A é o gerador

infinitesimal de um Cp-semigrupo {S(¢); ¢t > 0} em Z.
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