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“ Algebra é a oferta feita pelo diabo
para o matemdtico. O diabo diz:

Eu vou te dar esta poderosa mdquina,
vatr responder a qualquer pergunta

que vocé quiser.

Tudo que vocé precisa fazer

¢ me dar sua alma:

Desista da geometria e vocé terd

esta mdquina maravilhosa”.
Michael Atiyah



Resumo

O memristor (ou resistor com memoria) é considerado o quarto elemento passivo fun-
damental de um circuito elétrico, em adicao aos conhecidos resistores, capacitores e indu-
tores. Neste trabalho, apresentamos um pequeno histoérico sobre a descoberta deste quarto
elemento, sua construcao fisica e descrevemos algumas de suas principais propriedades,
em termos das equacoes que o determinam e de exemplos. Em seguida, apresentamos o
estudo de sistemas diferenciais em R? e R?, que modelam circuitos elétricos envolvendo
um memristor localmente ativo, controlado por corrente. Tais modelos foram propostos
no artigo [12], que é a base do estudo aqui apresentado.

O sistema diferencial planar, que modela um circuito envolvendo um memristor, um
indutor e um resistor, possui cinco pontos de equilibrio, duas selas, um né estavel, um
no instavel e um foco, que pode ser estavel ou instavel, dependendo dos valores dos pa-
rametros. Usando a teoria das bifurcacoes, mostramos que tal sistema pode apresentar
oscilacoes periddicas, provenientes de uma bifurcacao do tipo Hopf, que ocorre no ponto
de equilibrio tipo foco, dando origem a um ciclo limite estdvel. Em adicao a este resul-
tado, obtido também em [12] por meio de propriedades do circuito elétrico, mostramos
que o sistema planar pode apresentar uma 6rbita homoclinica, que delimita uma regiao
no plano de fase no interior da qual o sistema apresenta oscilacoes periddicas, sendo que
no seu exterior as solucoes tendem para um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
Desse modo, mostramos que as separatrizes dos pontos de sela desempenham um papel
importante na dindmica do modelo estudado. Vale destacar ainda que as oscilacoes pe-
riddicas ocorrem numa regiao em que o memristor é localmente ativo.

No sistema diferencial definido em R3, que modela o circuito obtido adicionando-se
um capacitor ao circuito planar descrito acima, além da ocorréncia de oscilacoes periodi-
cas, podem ocorrer também oscilacoes caoticas, dependendo dos valores dos parametros.
Observamos numericamente que as oscilagoes periddicas existentes evoluem para cadtica
via uma cascata de duplicacao de periodos, uma das conhecidas rotas para o caos, que
ocorre ao variarmos um dos parametros do sistema. Novamente, as oscilagoes periodicas
e cadticas estao relacionadas a atividade local do memristor.

Ao longo do trabalho sao apresentados graficos de fungoes e de solucoes dos sistemas
diferenciais em R? e R?, para um melhor entendimento do estudo, os quais sao feitos
utilizando os softwares M APLET™ MatLab e wxMaxima. Os estudos aqui apresentados
contribuem para o entendimento da complexa dinamica de circuitos elétricos envolvendo
memristores como componentes ativos e, consequentemente, para a utilizacao desses com-
ponentes em areas como a criptografia, construcao de memorias nao volateis, redes neurais,
inteligéncia artificial, dentre outras.

Palavras-Chave: Memristor, sistemas memristivos, memristor localmente ativo, oscila-
coes pertodicas, comportamento caotico.






Abstract

The memristor (or memory resistor) is considered the fourth fundamental passive
element of an electrical circuit, in addition to the well-known resistors, capacitors and
inductors. In this paper we present a short history of the discovery of this fourth element,
its physical construction and describe some of its main properties, in terms of the equa-
tions that determine it and examples. We then present the study of differential systems
in R? and R?, which model electric circuits involving a locally-active, current-controlled
memristor. Such models were proposed in the paper [12], which is the basis of the study
presented here.

The planar differential system, which models a circuit involving a memristor, an in-
ductor, and a resistor, has five equilibrium points, two saddles, a stable node, an unstable
node, and a focus, which can be stable or unstable depending on the parameter values.
Using the theory of bifurcations, we show that such a system can exhibit periodic oscil-
lations, arising from a Hopf-type bifurcation, which occurs at the focus-type equilibrium
point, giving rise to a stable limit cycle. In addition to this result, already obtained in [12]
by means of properties of the electric circuit, we show that the planar system can present
a homoclinic orbit, which delimits a region in the phase plane inside which the system
presents periodic oscillations, and in its exterior the solutions tend to an asymptotically
stable equilibrium point. Thus, we show that the separatrices of the saddle points play
an important role in the dynamics of the studied model. It is also worth noting that the
periodic oscillations occur in a region where the memristor is locally active.

In the differential system defined in R?, which models the circuit obtained by adding a
capacitor to the planar circuit described above, in addition to the occurrence of periodic
oscillations, chaotic oscillations can also occur, depending on the parameter values. We
observe numerically that the existing periodic oscillations evolve to chaotic ones via a
cascade of period doubling bifurcations, one of the known routes to chaos, which occurs
when we vary one of the parameters of the system. Again, the periodic and chaotic oscil-
lations are related to the region where the memristor is locally-active.

Throughout the paper, graphs of functions and solutions of the differential systems in
R? and R? are presented for a better understanding of the study, which are done using
the software M APLE™ MatLab and wxMaxima.

The studies presented here contribute to the understanding of the complex dynamics
of electrical circuits involving memristors as active components and, consequently, to the
use of these components in areas such as cryptography, construction of non-volatile me-
mories, neural networks, artificial intelligence, among others.

Keywords: Memristor, memristive systems, locally active memristor, periodic oscil-
lations, chaotic behavior.
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CAPITULO

1

Introducao

Por cerca de 150 anos, os trés elementos passivos fundamentais de um circuito elétrico
conhecidos eram o capacitor, descoberto em 1745, o resistor, em 1827, e o indutor, em
1831 [23]. Até que, em 1971, Leon Chua, professor de engenharia elétrica na Universidade
da California, em Berkeley, publicou o artigo [5], no qual postulou (teoricamente) a exis-
téncia de um quarto elemento fundamental, que chamou de Memristor, uma contracao de
“memory resistor”, pois tal elemento tinha a propriedade de armazenar (ou memorizar) a
ultima informacao nele armazenada, mesmo apos ser desligado. Além disso, Chua provou
no seu artigo que o comportamento do memristor nao podia ser duplicado por nenhum
circuito construido utilizando os outros trés elementos, dai o fato dele ser considerado o
quarto elemento passivo fundamental.

De modo simplificado, podemos dizer que um memristor é um resistor com resisténcia
varidvel. Enquanto que um resistor comum ¢ descrito pela primeira Lei de Ohm, V = RI,
em que V é a tensao, [ a corrente e R sua resisténcia constante, um memristor é descrito
pela relacdo V' = M(q,z)I, onde M(q,x) pode ser vista como uma “resisténcia varia-
vel”, sendo uma funcdo nao-linear chamada de memristéncia. Mesmo quando a tensao
for desligada, o memristor guarda sua tdltima memristéncia, até que a tensao seja ligada
novamente, seja um dia ou um ano depois de desligada. No Capitulo 3 deste trabalho,
apresentamos de maneira mais detalhada as propriedades do memristor.

Este quarto elemento fundamental dos circuitos elétricos permaneceu como um ele-
mento tedrico por mais de 40 anos, até que um grupo de pesquisadores dos laboratorios
da HP publicaram o artigo [22] no qual afirmavam ter construido um elemento fisico,
em escala nanométrica, com as propriedades do memristor postulado por Chua em 1971.
Na figura [I.1, mostramos o memristor construido na HP e apresentado no artigo [22].
Essa descoberta teve um grande impacto na comunidade cientifica e, a partir de entao,
o interesse no estudo dos memristores e suas propriedades, e também na sua interacao
com os outros elementos fundamentais, em circuitos elétricos, cresceu exponencialmente.
Isto ocorreu devido ao grande potencial de aplicacoes dos memristores na construcao de
memorias nao volateis de computadores e, mais do que isso, na construcao de dispositi-
vos elétricos capazes de simular as funcoes do cérebro humano, as chamada redes neurais
artificias, conforme descrito em [23]. Uma busca atual (Outubro 2021) no dispositivo Go-
ogle com a palavra “memristor” resultou em 614.000 resultados relacionados, mostrando
o interesse da comunidade cientifica sobre este componente.

11



1. Introducao 12

Figura 1.1: Memristor construido nos laboratorio da HP (cf. [22]).

Como a produgao dos memristores em escala industrial é ainda muito dificil e de
alto custo, torna-se importante o estudo tedrico de propriedades destes elementos, com
base naquelas apresentadas por Chua no artigo seminal [5] e no mais recente [8], além
do estudo do seu comportamento quando conectado em circuitos elétricos com os outros
componentes fundamentais (resistores, capacitores e indutores). As equagbes matemati-
cas que modelam os memristores e também os circuitos elétricos que os contém envolvem
equagoes diferenciais ordinarias (ou sistemas dessas equacoes). Assim, é importante o
estudo dos sistemas diferenciais que modelam tais circuitos. Neste contexto, o objetivo
principal do presente trabalho é o estudo de sistemas diferenciais, no plano e no espago
R3, que modelam alguns circuitos elétricos que envolvem memristores localmente ativos
(que serao descritos no Capitulo 3). Os resultados apresentados, envolvendo circuitos
com elementos memristivos, foram abordados usando a teoria dos circuitos, como as leis
de Kirchhoff e as equacoes diferenciais ordinédrias. Dentro desses modelos, os sistemas
memristivos sao incluidos e modelados como sistemas dinamicos. A referéncia principal
para este estudo foi o artigo [12].

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresentamos al-
guns elementos da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias e da teoria das
bifurcagoes, os quais foram extraidos principalmente das referencias [9, 11 15, 18, 20].
No Capitulo 3, apresentamos uma sintese da teoria dos circuitos elétricos, com base em
informacgoes encontradas na literatura, principalmente a referéncia [I4]. Neste capitulo,
apresentamos também de forma mais detalhada os conceitos de diferentes tipos de mem-
ristores, suas principais propriedades e caracteristica, extraidas da referencia [6]. No
Capitulo 4, apresentamos um estudo detalhado de um modelo relativamente novo de
memristor [12], que possui um comportamento localmente ativo, além de apresentar dois
pontos de equilibrio assintoticamente estaveis em seu grafico de desligamento (POP) e,
portanto, nao exibe volatilidade (conforme descrito no Capitulo 3). Mostra-se que um
circuito elétrico construido conectando-se um memristor localmente ativo com os outros
elementos basicos de um circuito elétrico, pode apresentar oscilacoes periodicas (no plano),
provenientes de uma bifurcacao do tipo Hopf, e também o6rbitas homoclinicas a um ponto
de sela, que determinam regioes no plano de fase onde o circuito é oscilatorio e onde tende
para um equilibrio estavel. Além disso, conectando-se um elemento a mais no circuito,
obtemos um sistema diferencial no R3 que apresenta oscilacoes cadticas.



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados da teoria qualitativa das equagoes
diferencias ordinérias e bifurcacoes de suas solucoes, que serao utilizados nos proximos
capitulos. Os resultados aqui apresentados tem como base as referéncias [9, [10, 111 18]
19 211, 20].

2.1 Estudo de estabilidade

A teoria de estabilidade estuda o comportamento das solucoes de equacoes diferen-
ciais e sistemas dinamicos, isto é, estuda como diferem as solug¢oes mediante pequenas
perturbacoes nas condigoes iniciais e qual seu comportamento limite.

2.1.1 Estabilidade de Lyapunov

Consideremos o sistema

= f(t,x) (2.1)
onde f: € — R"™ é continua, 2 C R x R" aberto.
Definicdo 1 Seja p(t) uma solugao do sistema (2.1)) definida para t > 0. Diz-se que
©(t) € estdvel (no sentido de Lyapunov) se para todo € > 0 existir § > 0 tal que, se
p(t) € solugao de (2.1)) e |[1(0) — ©(0)|| < 0, entao ¥(t) estd definida para todo t > 0 e
(1) — @) <&, VL= 0.

Se além disso tli+m [|Y(t) — @(t)]| = 0, entdo ¢ diz-se assintoticamente estavel.
—+00

As figuras 2.1 e 2.2] ddo uma ideia dessas definigoes.

13



2. Preliminares 14

x = @0)
y=wo ~
t

Figura 2.1: Estabilidade no sentido de Lyapounov.

Figura 2.2: Estabilidade assintotica.

Exemplo. 1 Considere a equacao de sequnda ordem que modela o movimento de um
péndulo sem amortecimento, dada por ©” = —gsinx, ou equivalentemente pelo sistema

planar
o=y,
y = —gsinz.

A figura mostra um esboco do plano de fase deste sistema, com algumas solucoes
e o campo de vetores associado. Pode-se observar que a solu¢io constante (ponto de

equilibrio) (0,0) € estdvel, porém nao é assintoticamente estdvel. Jd a solu¢ao constante
(7,0) € instdvel.
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Figura 2.3: Estabilidade em (0,0) no péndulo simples.

Exemplo. 2 Consideremos o sistema linear

¥ = A(t)z, (2.2)

onde A : R — R™ " ¢ uma func¢ao matricial continua e T—periddica. Pelo Teorema de
Floquet, seque que existem matrizes C': R — C™*" continua e T— periddica, B € C™*"
tais que X (t) = C(t)e!? (solugao fundamental). Logo se a matriz B neste teorema for
um atrator hiperbolico (ou seja, todos os autovalores da matriz B tem parte real negativa).
Entao as trajetorias de sa0 assintoticamente estdveis.

De fato:
Se z(t) =Xtz e y(t)=X(t)yo sao solucgoes de
Dado € > 0 € suficiente tomar 0 = K.maX€||C’(t)|| > 0; tal que, se ||lz—y|| < entdo

teR

[lz(t) =y = IX (#)zo — X (B)yol| = IX (£) (0 — yo)ll = [|C(£)e"” (w0 — )| <

< (a1 ) 12 0 — )l < (e €O ) Ko — ) < =

te
O critério de Lyapunov
Seja F': U — R™ de classe C! no aberto U C R™ e consideremos o sistema auténomo

' = F(x) (2.3)
e seja o € U um ponto singular (ou estacionario) de ({2.3)).
Seja ¢, (t), com ¢,(0) = x, a solugdo de (2.3) passando pelo ponto x € U. Seja
V : U — R" uma funcao diferenciavel. Vamos denotar para cada =z € U, V(z) :=
: d
DV (x)(F(x)), ou seja, V(z)= EV(gox(t)) li=o (a igualdade decorre da regra de ca-
deia).

Definicao 2 Uma funcao de Lyapunov para xo € U €é uma funcao V : U — R de classe
C! satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) V(zg) =0 e V(x)>0, VreU\{x}.
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(b)) V<0emU <= V(z):=DV(z)(F(z))<0 ,YoeU

d
—V(z(1)) |1=0< 0, onde . (t) é a trajetoria de x.

<= paracadax € U : o

A funcao de Lyapunov V diz-se estrita quando
() V<0 em U\ {zo}.

Exemplo. 3 (Péndulo com atrito) Seja 2’ = F(z), onde F : U = R? — R? dado
como F(x,y) = (y, —gsinx — cy) onde g,c > 0, ou equivalentemente o sistema planar

{ v o= v,
y = —gsinz — cy.
O ponto (zo,y0) = (0,0) € R* é um ponto singular pois F(0,0) = (0,0).
Seja
V:R?—R

1
(x,y) — V(x,y) = §y2 + g(1 — cosx).

Afirmacgao. V € uma funcao de Lyapunov para (xo,y0) = (0,0).

De fato
i) V(0,0)0=0 e V(z,y)>0, V(x,y)eR*\{(0,0)}.

i) Agora seja T = (x,y) € R?> qualquer e seja () = (x(t),y(t sua trajetoria;
) ¢

logo temos
V(E) = TV (a(0) o= eV (0(t),y(0)) leco= (500 + 9(1 — cos (1)) o

= y().y'(t) + gsinz(t).2'(t) [i=o= [y()(—gsinz(t) — cy(t)) + gsinz(t)(y(1))] le=o
= —c.g.y(t)* lizo= —c.g.y(0)* < 0.

Portanto V(f) <0, VzeR2

Teorema 1 Seja xy € U, um ponto estaciondrio de (2.3)), isto é, F(xo) = 0. Entdo,

a) Se existe uma fun¢ao de Lyapunov para xo, entdo xo € estdvel.

b) Se existe uma fungio de Lyapunov estrita para xo, entdo xo € assintolicamente
estavel.

Demonstragao.
Por hipotese temos que existe V :U — R uma funcao de Lyapunov para z.
Logo, dado € > 0 temos que existe M. = inf{V(z) : © € 9B.(x0)} > 0, pois V(z) >0
para todo z € U \ {zo}.
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Logo, pela continuidade de V' em z, temos que existe 6 > 0 tal que se z € Bs(x)
entdo |V (z) — V(zo)| < M-..

Com isso, temos que

V(z) < M. ,Vx € Bs(x).

Tomando 0 = min{d,e} > 0, temos que
V(x) < M., Vx € Bi(xo). (2.4)

Logo, como V o ¢,(.) € ndo crescente, o que implica que para cada = € Bs(x,) fixo,
tem-se:

V(pe(t) < V(pe(0)) =V(x) < M, Vt>0

logo
° 0z (t) & 0B:(xo), Vt>0. (2.5)

Agoraseja C, = {¢,(t) : t > 0} que é conexo, pois é a imagem continua do intervalo
0, +00) por g,(). e seja W = B.(xy). )
Assim, temos que C,NW # ), pois ¢, (0) = x € B-(xg), uma vez que ||z —x|| < § < e.

Pelo Teorema de Alfandega (ver [I3] 16]): existe ¢ > 0 tal que @.(tg) € OW =
0B.(xg), o que é uma contradigao com ({2.5)).

Assim, C,N(R"\W) =0 implicando que C, CW e portanto ,(t) € B.(xy),
vVt > 0.

Isto nos diz que ¢, (t) esta definida para todo t > 0, e além disso ||¢.(t) — ¢, (1)]] < €,
para todo t > 0.

2.2  Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas

Um separador (ou separatriz) é geralmente uma orbita que separa regices distintas no
plano de fase. Pode ser qualquer uma das o6rbitas que entram ou saem de um ponto de
sela; ou um ciclo limite; ou uma 6rbita que une dois pontos de equilibrio. Nao ¢ um termo
preciso. No entanto, certos tipos de separadores sao importantes para nosso trabalho
posterior e vamos defini-los aqui no contexto de pontos de equilibrio.

Definigio 3 (Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas) Qualquer drbita no plano de
fase que liga um ponto de equilibrio a si mesmo € uma forma de separador conhecido como
orbita homoclinica, e qualquer orbita no plano de fase que liga um ponto de equilibrio a
outro é conhecido como drbita heteroclinica, ver figura[2.4)

Para sistemas autonomos planares, isso significa que as érbitas homoclinicas s6 po-
dem ser associadas aos pontos de sela (ou algum tipo generalizado de sela), pois as 6rbitas
de saida e entrada no ponto de equilibrio sao necessarias e, neste caso sao exatamente as
variedades estavel e instavel do ponto de equilibrio.

Vejamos um exemplo.
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Figura 2.4: No lado esquerdo uma o6rbita homoclinica no equilibrio A, no lado direito
duas orbitas heteroclinicas que ligam os equilibrios A e B.

Exemplo. 4 Consideremos o sistema dado por:

' =y,
y =+

2 2 .3
que tem a funcao H(x,y) = % 573 como integral primeira. Desta forma, as
solugoes deste sistema ficam contidas nas curvas de nivel
2 2 3
x x
vt 2t
2 2 3

Os pontos de equilibrio do sistema sio (0,0) e (—1,0) e a matriz Jacobiana € dada por

0 1
%M—G+%(D'

; assim, obtemos os valores proprios A = 1, donde seque que o

0 1
1 0
equilibrio (0,0) é um ponto de sela.

Logo, Jo,0) =

0

1 ‘ ‘
Analogamente, obtemos Ji_i ) = 1 O) ; assim, obtemos os wvalores proprios A =

+i, donde seque que o equilibrio (—1,0) € um centro, devido & existéncia da integral pri-
meira.

O grifico da curva % 5 T3 = C para o valor C = 0 é mostrado na figura .
O plano de fase do sistema € mostrado na figura [2.0,

Observe que existe uma orbita homoclinica ao ponto de sela na origem, que passa
também pelo ponto (—3/2,0), como é mostrado na figura[2.7
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Figura 2.5: Curva para C' = 0.
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Figura 2.7: Orbita homoclinica no plano fase do sistema.
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2.2.1 Estabilidade estrutural e teoria de bifurcacoes

Nesta secao estudaremos a teoria local de sistemas de equacgoes diferencias nao lineares
do tipo
¥ = F(x) (2.6)

com F' € C(F) e onde E é um subconjunto aberto do R™. Estamos interessados no com-
portamento qualitativo de (2.6)) quando mudamos um pouco (ou perturbamos) o campo
de vetores F' em ; intuitivamente, dizemos que, se o comportamento qualitativo for o
“mesmo” para todos os campos vetoriais proximos de F', entao o sistema ou 0 campo
de vetores F' é chamado de estruturalmente estavel.

Este ¢ um problema que ocorre naturalmente ao estudarmos bifurcacoes em C'-
sistemas da forma

= F(x,p)

dependendo de um parametro p € R (ou de varios parametros p € R™). Pergunta-
se 0 que ocorre com o sistema ¥’ = F(z,u) quando variamos o parametro envolvido.
Nesta secao, estudaremos bifurcacoes em pontos de equilibrio e 6rbitas peridédicas nao-
hiperbolicas. Estes tipos de bifurcacoes sao chamados bifurcacoes locais, pois ocorrem
numa vizinhancga do ponto de equilibrio ou da érbita periddica. A seguir, daremos uma
definicao mais precisa destes conceitos.

2.2.2 Estabilidade estrutural e o Teorema de Peixoto

Nesta secao, apresentamos o conceito de um campo vetorial estruturalmente estavel
ou sistema dinamico, e daremos condicoes necessarias e suficientes para que um C'-campo
vetorial F numa variedade 2-dimensional compacta seja estruturalmente estavel.

Definicdo 4 Se F € C'(E), onde E é um subconjunto aberto do R", entdo a norma-C'
de I’ € denotada e definida por

||F'l[y = sup [ F()| + sup || DF ()| (2.7)
el el
onde |.| denota a norma euclidiana sobre R", e ||.|| denota a norma usual da matriz

DF(x).

Se K é um subconjunto compacto de E, entdo a C'-norma de F sobre K é definida
por

[|F'l[x = sup | F()] + sup || DF(z)|| < oco. (2.8)

zeK zeK
Defini¢do 5 Seja E um subconjunto aberto do R™, um campo vetorial F € C'(E) ¢
chamado estruturalmente estdvel se existir e > 0 tal que para toda g € C'(E) com

|FF—glli <e tem-se que F eqg sao topologicamente equivalentes em E, isto €, existe
um homeomorfismo H : E — E o qual leva trajetdrias de

t' = F(x) (2.9)
em trajetorias de
' = g(x) (2.10)

e, além disso, preserva a orientacdo no tempo. Neste caso, também dizemos que o Sis-
tema dindmico € estruturalmente estdavel. Se o campo vetorial F' nao for estrutu-
ralmente estdvel entao dizemos que € estruturalmente instdvel.
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Se K ¢ um subconjunto compacto de E e F' € C''(E) entao, se usamos a C'-norma
(2.8) na Defini¢ao 5 dizemos que o campo vetorial F' é estruturalmente estavel em K.

Definigao 6 Seja F' um campo vetorial C' numa variedade diferencidvel n-dimensional
M. Entao, F € CY(M) ¢ estruturalmente estdvel sobre M se ezistir ¢ > 0 tal que para
todo g € C*(M) com

1F = gll <,

g € topologicamente equivalente a F'.

Exemplo. 5 Consideremos o sistema

vo= —yta@® 4yt - 17
v = z+yla®+y?—1)>~%

FEste sistema € estruturalmente instdvel em qualquer subconjunto compacto K C R? o
qual contém o disco unitdrio no seu interior. Isto pode se verificar considerando o sistema

{ o = —y+a(@®+y? - 1)
y = z+yl@®+y’ - 1) —p,
0 qual estd e-perto do sistema acima se |u| = dj-27 onde d € o didmetro de K.

Escrevendo este novo sistema em coordenadas polares temos

{ g - 11”.[(7“2 —1)% = ul,

O sistema acima com =0 € estruturalmente instavel. O nimero u =0 é chamado
de valor de bifurcacao, e para pu = 0 este sistema tem um ciclo limite de multiplicidade
dois representado por ~y(t) = (cost,sint) e, além disso, ~(t) € um ciclo limite nao
hiperbolico desse sistema.

Para ver o comportamento do sistema e comprovar a instabilidade veja seus planos de

fase dados nas figuras para diferentes valores de .

NS A el B RHUIE @ B it
RN R Y Ry o § Wiy B ot
B T e " * f 2 T S
- - = ¢ - 4 -~ "
E R T = -| n + : E -
$$$$$ N AR SR S g
s % A = R A E B
= f ¥ & =
= w if J S =

- 4+ o =l i
- s 4 W 0 ECE e
Pt gl S ) ] = G e 1
Pl é + 4 Bl [ SR M w ieging
v &t W + i EREE T T S
i S I R Moo Ty ™

pn<0

Figura 2.8: Comportamento para o valor de pu < 0.
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Figura 2.9: Comportamento para o valor de p = 0.

I e T T

Figura 2.10: Comportamento para o valor de p > 0.

O teorema a seguir nos diz que, na vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperbélico,
o sistema (2.9 ¢ estruturalmente estavel, ou seja, o tipo de ponto de equilibrio nao se
altera mediante pequenas perturbacoes.

Teorema 2 Seja F € C'(E), onde E é um subconjunto aberto do R™, contendo um ponto
critico hiperbolico xq de . Entao, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que para
todo g € CY(E) com ||F —g||y < § existe um yo € B:(xo) tal que yo € um ponto critico
hiperbdlico de (2.10); portanto, DF(xz¢) e Dg(yo) tém o mesmo nimero de autovalores
com parte real negativa (e positiva).

O teorema a seguir diz respeito a estabilidade estrutural do sistema (2.9) na vizinhanca
de uma orbita periddica hiperbolica.

Teorema 3 Seja ' € C'(E), onde E é um subconjunto aberto do R", contendo uma
orbita periddica hiperbdlica T de (2.9)). Entao, para qualquer € > 0, existe um § > 0
tal que para todo g € CY(E) com

|F —gllh <6

existe uma orbita periddica hiperbolica T de contida numa e-vizinhanca de T';
além disso, as variedades estdaveis W*(I') e W?*(I"), e as variedades instaveis W*(I")
e W*(I') tém as mesmas dimensoes.
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Defini¢ao 7 Um ponto x € E (oux € M) é um ponto nédo errante do fluzo ¢, definido
por (2.9) se, para qualquer vizinhanca U de x e para qualquer T > 0, existir um t > T tal
que

o(U)NU # 0.

Ao conjunto de pontos nao errantes do fluxo ¢; denotaremos por 2. Qualquer ponto
r € E\Q (ouem M)\ Q) échamado um ponto errante do fluxo ¢;.

O teorema a seguir ¢ um resultado classico da teoria qualitativa das equagoes diferenci-
ais ordinarias e da uma caracterizacao dos sistemas estruturalmente estaveis em dimensao
dois.

Teorema 4 (Peixoto) Seja F' um campo vetorial C' numa variedade diferencidvel 2-
dimensional compacta M. Entao, F é estruturalmente estdvel em M se, e somente se,

(i) O nimero de pontos de equilibrio e ciclos limites € finito e cada um deles é hiperbs-
lrco;

(i) Nao existem trajetorias conectando pontos de sela.

(iii) O congunto nao errante S consiste apenas em pontos criticos e ciclos limites.

Além disso, se M ¢é orientdvel, o conjunto de todos os campos vetoriais de classe C' que
sao estruturalmente estdveis em M é um subconjunto aberto e denso de C'(M).

A prova deste teorema pode ser encontrada na seguinte referéncia [17].

Do teorema acima segue que as bifurcagoes locais, ou mudancas no comportamento
local das solucoes do sistema , devem ocorrer em vizinhancas dos pontos criticos e
dos ciclos limites nao hiperbélicos. E o que veremos nas proximas secoes.

2.3 Bifurcacoes em pontos de equilibrio nao hiperboli-
cos

Nesta secao, estudaremos o comportamento qualitativo das solucoes do sistema

¥ = F(x,p). (2.11)

Aqui estamos assumindo que F' € C'(E x J) onde E ¢ um subconjunto aberto do R"
e J C R é& um intervalo.

Como ja foi mencionado anteriormente, o comportamento qualitativo das solucoes
deste sistema dependendo do parametro p € R muda quando o campo vetorial F' passa
por um ponto no conjunto de bifurcagoes ou quando o parametro p varia por um valor de
bifurcacao . Um valor py do parametro g na equagao para o qual o C'-campo
vetorial F'(x, fi9) nao é estruturalmente estével é chamado de valor de bifurcagao.

Passamos a estudar as bifurcacoes de campos de vetores com o tipo mais simples de
bifurcacoes que ocorrem nos sistemas dinamicos; a saber as bifurcacoes em pontos de
equilibrio nao hiperbolicos.

Consideremos inicialmente em uma dimensao, isto é

' = F(x,p) (2.12)

comzeR e peJCR. Ostrés tipos mais simples de bifurcagoes que ocorrem num
ponto critico nao hiperbolico de (2.12) sao ilustrados nos exemplos seguintes.
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Exemplo. 6 Consideremos o sistema unidimensional

¥ = p— 2.
Para v > 0 existem dois pontos criticos em x = *\/u; DF(x,pn) = —2x, logo

DF(£\/1, e F2,/p e vemos que o ponto critico em x = ./ € estdvel enquanto que
o ponto critico em x = —./|u € instdvel.

Para p = 0, existe apenas um ponto critico em x =0, e é um ponto critico nao hiperbolico
desde que DF(0,0) = 0; o campo vetorial F(x) = —x* € estruturalmente instdvel; e
=0 é um valor de bifurcagao.

Para p < 0 nao existem pontos criticos.

Para > 0 as variedades 1-dimensional estdvel e instdvel para a equacao diferencial
nesse exemplo, sao dados por W*( /1) = (—\/11,00) e W' (—\/i) = (=00, /It).

Para p =0, a variedade 1-dimensional centro é dada por W¢(0) = (—o0, +00).
Exemplo. 7 Consideremos o sistema unidimensional
v = px — 2%
Os pontos criticos saco =0 e x = p.

Para n =0, temos um tunico ponto critico em x =0, o qual € nao hiperbolico, uma vez
que DF(0,0) =0. O campo vetorial F(x) = —x* € estruturalmente instdvel, e p = 0
¢ um valor de bifurcacao. Os retratos de fase para esta equagao diferencial sao mostrados
na figura [2.11].

Para p =0, temos W¢(0) = (—o00,00); o diagrama desta bifurcacao € mostrado na
figura[2.13. Neste caso, vemos que hd uma mudanga de estabilidade que ocorre nos pontos
criticos deste sistema no valor de bifurcacao p = 0. FEste tipo de bifurca¢ao é chamado
uma bifurcagcao transcritica.

=<0 =0 =0

Figura 2.11: Os retratos de fases.

Figura 2.12: Diagrama de bifurcacao.
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Exemplo. 8 Consideremos o sistema unidimensional

t = px — .
Para >0, existem 3 pontos criticos em v =0 e x=+,/u.
Para 1 <0, z=0 € o unico ponto criticos.

Para p =0, o ponto critico é nao hiperbdlico uma vez que DF(0,0) = 0. O campo
vetorial F(z) = —x® é estruturalmente instdvel; e u = 0 é um valor de bifurcagio. O
retrato de fase é mostrado na figura|2.15,

Para p < 0 temos W=9(0) = (—00,00), € para p = 0 temos que W*(0) = 0 e
We(0) = (—o0,00)

O diagrama da bifurca¢ao € mostrada na figura e este tipo de bifurcacao € chamado
de bifurcacao Pitchfork.

———a——p—o—o&— X
L =0 =0

Y
!

A
X

Figura 2.13: Os retratos de fases.

b9

Figura 2.14: Diagrama de bifurcagao.
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2.4 Bifurcacao de Hopf e bifurcacao de ciclos limites de
um foco maltiplo

Nesta se¢ao, consideramos alguns tipos de bifurcacoes que podem ocorrer quando a
matriz DF(xg, j19) tem um par simples de autovalores imaginarios puros, e nenhum outro
autovalor com parte real nula. Neste caso, o Teorema da funcao implicita garante que
para cada p perto de pio existird um tnico ponto de equilibrio x,, perto de xy; no entanto,
se os autovalores de DF'(x,, ;) mudam para valores imaginarios em p = p, entdo as
dimensoes das variedades estdvel e instavel de x, vai mudar e o retrato de fase local de
(2.11) mudara com p conforme passa pelo valor de bifurcagao py.

No caso genérico, ocorre o que chamamos de bifurcacao de Hopf, com a qual uma 6rbita
periodica ¢ criada conforme a estabilidade do ponto de equilibrio x, muda. Vejamos um
exemplo.

Exemplo. 9 (Uma bifurcacdo Hopf) Consideremos o sistema planar

v = —yta(p - -y,
y = x+ylp—2*—y°).

O unico ponto critico deste sistema € a origem, e a matriz jacobiana do sistema neste
ponto € dada por

DF(0, p) = (’f _ul>

Os autovalores desta matriz sao dados por \io = p £ i. Logo, seque to Teorema de
Hartman-Grobman que a origem é um foco estdvel se p < 0, e é um foco instdvel se
w>0.

Para . = 0, a matriz jacobiana tem um par de aultovalores imagindrios puros, assim a
origem é um centro ou um foco (fraco) para este sistema nao linear. Escrevendo o sistema
em coordenadas polares obtemos

o= T(M_T2)7
o= 1

donde seque, analisando o sinal de v', que para p < 0 a origem é um foco estdvel, e para
> 0 existe um ciclo limite estdvel

Ly yu(t) = /i(cost,sint).
As curvas '), representam uma familia de ciclos limite parametrizadas deste sistema.

O retrato de fase deste sistema é mostrados nas figura [2.15] e[2.16,

A bifurcagao que ocorre no exemplo acima, quando p passa pelo valor critico = 0 e,
consequentemente, os autovalores da matriz jacobiana passam de complexos conjugados
com parte real negativa para positiva, sendo imaginarios puros para pu = 0, levando ao
surgimento de um ciclo limite estavel para p > 0 é chamada de bifurcacao de Hopf. Tal
bifurcacao ocorre mais geralmente em familias de sistemas de equacgoes diferenciais que
satisfazem certas hipoteses, como veremos a seguir.

Consideremos o sistema diferencial

¥ = pr—y+ Plx,y),
2.1
{y’ = x+puy+Qx,y), (2.13)

onde P(z,y) = Z ar'y e Qz,y) = Z bijx'y’ sdo fungdes analiticas.

i+5>2 i+j>2
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Figura 2.16: Retrato de fase para p > 0.

Neste caso temos que, para ;= 0, DF(0,0) tem um par de autovalores imaginarios puros
e a origem é chamada de foco fraco, ou um foco multiplo. A multiplicidade m de um
foco multiplo é definida em termos da aplicagao de Poincaré P(s) para o foco, veja [18|
capitulo 3, se¢ao 3.4. Do Teorema 3 da secao 3.4 da referéncia [18], temos

P'(0) = e,

Para o sistema (2.13)), e para p = 0 temos P’(0) = 1 ou, equivalentemente, d'(0) = 0,
onde d(s) = P(s) — s ¢ a funcdo deslocamento.

Para ;1 =0, em (2.13) o numero de Lyapunov o é dado pela equagao

3T
g = ?[3(a30+b03)+(a12+b21)—2(@201)20—@02(702)+a11(a02 —|—a20)—b11(b02+b20)]. (214)

Em particular, se ¢ # 0 entao a origem é um foco fraco de multiplicidade um, e é
estavel se 0 < 0, e instavel se o > 0, e uma bifurcacao Hopf ocorre na origem com valor
de bifurcagao p = 0. Tal resultado ¢ sintetizado no seguinte teorema (ver [3| [I8].)
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Teorema 5 (Bifurcacao de Hopf) Se o # 0, entdo ocorre uma bifurca¢io de Hopf
na origem do sistema planar no wvalor de bifurcacao u = 0. Em particular, se
o < 0, entao, um tunico ciclo limite estdvel bifurca a partir da origem de (2.13) conforme
i aumenta de zero e se 0 > 0, entao um unico ciclo limite instdavel bifurca desde a origem

de (2.13) conforme p decresce de zero.

A prova do teorema pode-se achar em [3]

No primeiro caso, (0 < 0) no Teorema , onde o ponto critico gera um ciclo limite
estavel com p que passa através do valor de bifurcagao p = 0, é chamado uma bifurcagao
de Hopf supercritica, e no segundo caso para o > 0, onde o ponto critico gera um ciclo
limite instavel com p que passa através do valor de bifurcacao p = 0, é chamado uma
bifurcacao de Hopf subcritica.

2.5 Bifurcacoes Homoclinicas

Nesta secao, estudaremos as chamadas bifurcagoes de loop homoclinicas para campos
vetoriais planares

i = F(z). (2.15)

Assumimos que o sistema planar analitico (2.15)) tem um ciclo separatriz Sy no ponto
de sela (topologico) xo.

Definicao 8 Um ciclo separatriz Sy € chamado separatriz simples se a quantidade
oy = VF(xO) £ 0.

So € estdvel (respectivamente instdvel) se todas as trajetorias em alguma vizinhanga
de Sy se aprozimam de Sy com t — 400 (respectivamente t — —o0).

As demostragoes dos seguintes resultados podem ser encontradas na referéncia [2].

Teorema 6 Seja xy um ponto de sela (topologicamente) do sistema planar analitico
(2.15), e seja Sy um ciclo separatriz simples em xo. Entao, Sy € estdvel se, e somente se,
o < 0.

Teorema 7 Se Sy é um ciclo separatriz simples do ponto de sela (topologicamente) xo do
sistema planar analitico (2.15)), entdo

a) existem § > 0 e e > 0 tais que qualquer sistema e—prozimo de (2.15) na C'—norma
tem pelo menos um ciclo limite numa d— vizinhanga de Sy, N5(So), e

b) para quaisquer 6 > 0 e € > 0, existe um sistema analitico e—prizimo de (2.15) na
C'—norma e tem exatamente um ciclo limite simples em N3(Sp).

Além disso, se existir tal ciclo limite, ele tem a mesma estabilidade que Sy; isto €, ele
serd estavel se 0 < 0 e instdavel se o > 0.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo. 10 Consideremos o sistema

{ v =Y, (2.16)

y' = +a® —xy+ py,

que define uma familia de campos vetoriais com pardametro u € R. Os pontos de equi-
librio do sistema sao (0,0) e (—1,0).

A matriz Jacobiana do sistema € dada por

L 0 1
@)= 1420 —y —x+pu)

/244

2

0
1
(0,0) € uma sela para todo ju € R.

4 1 _—
Assim, temos J0) = ( M)’ com autovalores \j o = , logo o equilibrio

— 0 1
No equilibrio (—1,0) temos J(_1 ) = (_1 14 M)’ com autovalores
(u+1) £ /12 +2u—3
)\1,2 = )
2

donde temos que o equilibrio (—1,0) é um foco estdvel fraco para p = —1 como pode ser
mostrado na ﬁgum (b). Por outro lado, calculando o nimero de Lyapunov na equacdo
obtemos o = —37” < 0, 1sto €, também oblemos que existe um unico ciclo limile estdvel
gerando uma bifurcacio de Hopf supercritica em (—1,0) no valor de bifurca¢io p = —1.

Este ciclo limite expande monotonicamente com i crescente até cruzar o ponto sela na
origem e forma uma orbita homoclinica estdvel Sy, no wvalor de bifurcacao py ~ —0.85.
Pelo Teorema [0] o ciclo separalriz Sy € estdvel, pois 0 = g < 0. Essa sequéncia de
bifurcagoes é mostrada na figura [2.5

Neste exemplo, pudemos observar que uma bifurcacao de laco homoclinico pode ocor-
rer em conjunto com uma bifurcacao de Hopf. De fato, observamos que o ciclo limite
que teve origem em uma bifurcacao do tipo Hopf cresce & medida que o parametro pu
se afasta do parametro de bifurcacao u = —1, fazendo com que as variedades estavel e
instavel do ponto de sela se aproximem (conforme mostrado na figura , até que, para
um valor critico do parametro, neste caso py ~ —0.85, observa-se a existéncia de uma
6rbita homoclinica.

Desta forma, a ocorréncia da 6rbita homoclinica é responsavel pela existéncia de re-
gioes no plano de fase para as quais o sistema apresenta oscilagoes periddicas ou nao, ou
seja, ela desempenha um papel importante na dinamica do sistema . Veremos, no
capitulo 4, que este mesmo tipo de fenomeno dindmico (a associagdo de uma bifurcagao
de Hopf com a existéncia de uma orbita homoclinica) ocorre em um sistema diferencial
planar que modela um circuito elétrico envolvendo um memristor localmente ativo, conec-
tado em série com um resistor e um indutor, levando a existéncia de oscilagoes periodicas
no sistema (cf. se¢oes 4.2.1 e 4.2.2).
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Figura 2.17: Retratos de fase do sistema (a) (=1,0) & um foco estavel, (b) (—1,0)
foco estavel fraco, (c) Existéncia de um ciclo limite, (d) Orbita homoclinica, (e) (—1,0) ¢
foco instavel.



CAPITULO

3

Circuitos elétricos

Um circuito elétrico é um conjunto de elementos conectados de tal forma que existe
a possibilidade de originar uma corrente elétrica. Para poder entender um pouco mais
as leis que regem os fenomenos associados a estes circuitos, particularmente do ponto de
vista matematico, precisamos de alguns ingredientes que estao apresentados nas secoes
seguintes, que tem como base a referéncia [14].

3.1 Variaveis do circuito

As principais variaveis envolvidas no estudo dos circuitos elétricos sao: a corrente
(representada pela letra i), a tensdo (v) e o fluxo magnético (¢).

Corrente elétrica: i(t)

A origem de todos os fendomenos elétricos é a existéncia da carga elétrica ¢(t) e o
movimento da mesma. A unidade de carga no sistema internacional (S7) é o Coulomb,
e é representada pela letra C. As cargas elétricas podem ser positivas ou negativas. E
demonstrado experimentalmente que a carga elétrica somente existe em multiplos inteiros
positivos ou negativos do valor da carga do elétron, que é ¢. = —1,602 x 1071°C; isto
implica que a carga estd quantizada. A corrente elétrica é o movimento das cargas elétri-
cas ao longo de caminhos especificos. E representada pela letra I ou 7, caso a magnitude
dependa ou nao do tempo.

A corrente elétrica representa a variagao da carga ¢(t) em relagdo ao tempo que ocorre
na secao transversal de um condutor, isto é:

it) = d‘il—f). (3.1)

A unidade da corrente elétrica é o Ampére [A]. A corrente elétrica é considerada
como o movimento de cargas positivas (devido a Benjamin Franklin), porém sabemos que
a conducao nos metais é na verdade devido ao movimento dos elétrons livres (que possuem
carga negativa).

Tensao: v(t)

O potencial eletrostatico U num ponto de uma rede é a energia potencial por unidade
de carga, de uma carga colocada nesse ponto. O potencial eletrostatico num circuito é

31
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analogo ao potencial gravitacional. Como no caso do campo gravitacional, o nivel zero
do potencial elétrico é arbitrario; somente tem significado fisico as diferencas da energia
potencial. E por isso que a diferenca de potencial (d.d.p.) ou tensdo entre dois pontos A
e B de um circuito, é definida como sendo o trabalho feito para mover a unidade de carga
entre esses dois pontos. Se o trabalho realizado for chamado por dw (em joules, J) para
mover um diferencial de carga dq entre dois pontos A e B, cujos potenciais elétricos sao
va € vg, respectivamente, e se designarmos por vap a tensao ou diferenca de potencial
entre esses dois pontos, que pode ser escrito em geral como v(t), o valor desta tensao é:

vap = v(t) =va —vp = —. (3.2)

A unidade tanto para o potencial como para a tensao é o Volt [V].

Fluxo magnético ¢

Assim como na natureza existe um campo gravitacional e campos elétricos, também
existe um campo magnético B (sua unidade & o Tesla T), que interage com 0s corpos
devido a existéncia de uma forga magnética. Esta for¢a magnética ¢ também um tipo
de forca que atua a distancia, sem a necessidade de um meio nem de contato, tal como a
forca gravitacional e a forca elétrica. Ela pode ser atrativa ou repulsiva, o que fez com que
fosse confundida com a forca elétrica, desde a época dos gregos em que ja eram conhecidas
essas duas forcas. Pensou-se assim até 1600, quando William Gilbert identificou a forca
magnética como uma forga diferente da elétrica.

Se B é um campo magnético, entao o fluxo magnético sobre uma superficie S é
definido por

qsg:/sé-ﬁds (3.3)

onde 1 é um vetor unitario e normal & superficie. Além disso, em geral B = B(x,y, 2),

ou seja, o campo magnético depende da posicao sobre a superficie. No caso em que B e
n sao constantes, temos

b= 8- ﬁ/ 45 — B-RA(S) = ||B| cos (B, 7) A(S).
S

Onde Z(B,7) é o angulo formado pelo vetor unitrio normal A e o campo vetorial
constante, a expressdao A(S) representa a area da superficie S.

A unidade de medida do fluxo magnético é o Weber [IVb].
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3.2 Elementos fisicos de um circuito

Para descrever matematicamente um circuito elétrico, que é a interligacao de diversos
dispositivos fisicos, é necessario modelar o comportamento elétrico de cada elemento que
o compoe. Para diferenciar o dispositivo fisico do modelo matemético que o descreve, o
ultimo é chamado de elemento de circuito.

Existem trés atributos principais de um circuito elétrico: resisténcia, capacitancia e
indutancia. Por sua vez, existem trés elementos de circuito para modelar cada atributo:
o resistor, capacitor e o indutor.

3.2.1 Elementos ativos

Os elementos ativos sao chamados também de fontes ou geradores e sao os encarregados
de fornecer energia elétrica ao circuito. Os dois modelos bésicos usados no estudo dos
circuitos elétricos sao: geradores de tensao e geradores de corrente.

3.2.2 Elementos passivos

Sao os componentes dos circuitos que dissipam ou armazenam energia elétrica, e portanto,
constituem os receptores ou cargas do circuito. Os elementos fisicos do circuito podem
apresentar, individualmente, as seguintes propriedades:

a) dissipacao de energia elétrica, conhecida como resisténcia, e representada pela letra
R.
3

b) armazenamento de energia em campos magnéticos, chamada indutancia, represen-
tada por L;

¢) armazenamento de energia em campos elétricos, ou capacitancia, representada por

C.

Esses elementos podem ser lineares ou nao lineares, auténomos ou nao autdénomos, com
dois ou mais terminais.

As trés propriedades podem ocorrer em maior ou menor grau no comportamento de um
componente de um circuito real, portanto, as caracteristicas dos componentes praticos
podem ser sintetizadas por meio de uma combinacao adequada de R, L e C.

Resisténcia

Conforme ja indicado nos paragrafos anteriores, a resisténcia é o elemento do circuito
no qual a energia elétrica ¢ dissipada. As figuras e mostram os simbolos das
resisténcias elétricas constante e variavel.
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Figura 3.1: Simbolo da resisténcia (constante).

Figura 3.2: Simbolo da resisténcia (variavel).

A resisténcia elétrica ¢ medida em Ohms (simbolo ). A resisténcia R de um condutor
de resistividade p, largura [ e seccao transversal uniforme S, é

l
R=pg [0

A Lei de Ohm estabelece que quando um material é submetido a um campo elétrico,
E, é gerado neste uma densidade de corrente, J, dada por

J = gE,

onde ¢ ¢ a condutividade do material. Essa relacao ¢ amplamente conhecida em termos
da corrente e da tensao

V() = Ri(t),

que descreve o comportamento de um resistor linear. A constante R é chamada de re-
sisténcia. A partir dessa relacao, o resistor pode ser definido incluindo elementos nao
lineares. Portanto, temos:

Definicao 9 (Resistor) Um Resistor é qualquer elemento do circuito descrito por uma
relacao entre corrente elélrica e a tensao.

R(i,V) = 0. (3.4)

Se a funcao que descreve o elemento ¢ uma funcao que apenas depende da tensao
(1 =1(V)), entdo temos que

R(V) = R(i,V) = Ri(V), V).

Neste caso, diz-se que é controlado pela tensao. Se, por outro lado, é uma funcao que
depende apenas da corrente (V' = V (7)), diz-se que é controlado pela corrente.
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Indutor

E o elemento do circuito capaz de armazenar energia magnética. Os indutores sio
construidas envolvendo um condutor em torno de um nicleo, que pode ser ou nao de
material ferromagnético, tal como é mostrado na figura [3.3} e o simbolo de um indutor é
mostrado na figura 3.4

Campo
magneético

I oy x
corrente elétrica

Figura 3.3: Indutor.

BN —

Figura 3.4: Simbolo do Indutor em circuitos elétricos.

Quando uma corrente flui através do indutor, as linhas de campo magnético sao estabe-
lecidas, e o ntimero total destas linhas que atravessam a se¢ao do ntucleo é chamada fluxo
magnético e é representada por ¢(t). No sistema SI, sua unidade de medida ¢ o Weber

(Wb).

O fluxo magnético total concatenado pelo indutor completa é representada por ®(t) e se
tem N voltas cumpre-se que ®(f) = N¢(t). Se o circuito elétrico é linear, o fluxo total
®(t) concatenado pelo indutor é proporcional & corrente i(t) que passa por ele

O(t) = No(t) = Li(t), (3.5)

onde a constante L da equacao anterior é chamada coeficiente de autoinducao do indutor,
ou simplesmente indutéancia, e é medido em Henry (H).

De outro lado, se o fluxo magnético ®(t) varia ao longo do tempo, é gerada no indutor,
de acordo com a lei de Faraday (veremos mais adiante), uma tensao induzida €;,4(t) (ou
forga contra eletromotriz), que quando ndo tem resisténcia elétrica do indutor coincide
com a tensao externa aplicada e que obedece a seguinte expressao:
dd(t) do(t) di(t)
Eind(t) = =N =L : 3.6

Pela mesma razao que no resistor, para incluir elementos nao lineares, a equacao (3.5
deve ser usada. Portanto, temos:
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Defini¢ao 10 (Indutor) Um indutor € qualquer elemento do circuito descrito por uma
relacdo entre o fluro magnético e a corrente elétrica.

L(¢,7) = 0. (3.7)
Este elemento pode ser controlado pelo fluxo ou pela corrente.

A relagao inversa de (3.6 também é possivel obter, de fato:

dit) 1
= —c: t
dt Leznd( )7

integrando de ty até t temos

Assim, temos:

Z(t) = Z(to) + %/; 8md(7')d7'.

Em particular, para ty, = 0 temos

i(t) =14(0) + %/0 Eind(T)dT. (3.8)

Analisando a equagao (3.8), & observado que o indutor tem um efeito de memoria, ja
que a corrente (saida ou resposta) em um tempo t = ¢; depende nao somente da tensdo
(entrada ou excitacao aplicada) no tempo atual ¢ = ¢;, mas também do valor passado da
entrada (t < t1).

Outro aspecto a considerar, deduzido da equacao , é que a corrente num indutor nao
pode variar abruptamente, ja que a tensao se tornaria infinita, o que é fisicamente impos-
sivel. Portanto, a corrente num indutor nao pode ter descontinuidades. Em particular, é
cumprido:

i(0%) = i(07).

Energia armazenada por um indutor

Quando conectamos uma bobina a uma forca eletromotriz 5 (por exemplo, uma ba-
teria) um fluxo magnético crescente é produzido até que a corrente se estabilize. Durante
esse intervalo se induz uma forca electromotriz ¢, dada por

di
€=—L—.
dt
Para produzir essa forca eletromotriz, é necesséario realizar um trabalho, que é executado
pela fonte que produz a corrente. A poténcia instantanea fornecida pela fonte é

dW
P = W = €i.
Substituindo o valor de ¢ temos
P:M:Li@:dW:Lidi.

dt dt
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Logo, o trabalho realizado para levar de 1 = 0 a 7 ¢é:

7 -2
W:/dW:/ LIdl = L
0 2

Esse trabalho é feito pela bateria e equivale a energia armazenada na forma de um
campo magnético pelo indutor, ou seja, a energia magnética armazenada no indutor é
dada por

Z'2

Capacitor

O capacitor ¢ um dispositivo ou o elemento do circuito capaz de armazenar energia
elétrica. A forma mais simples de capacitor é formada por duas placas metalicas paralelas
de secao S, denominadas armaduras, separadas a uma distancia d, nas quais existe um
meio dielétrico ou isolante de permissividade ¢, tal como é mostrado na figura (3.5

Plates El_%cmcal
O+ q  Charge
/ k\x o
i _
& = c
- -
¥ = L
+ :
Diglectric
+| o Symbol
l
| 1
Woltage V.

Figura 3.5: Capacitor.

Ao aplicar uma d.d.p. (diferenca de potencial) v(t) entre as placas, esta produz um
campo elétrico no interior do capacitor, que provoca uma separacao das cargas ¢(t) que
aparecem nas placas e que sdo iguais e de sentidos opostos (a carga é positiva /nega-
tiva para a placa unida ao terminal positivo/negativo do gerador de alimentagao). Num
capacitor, o valor da carga armazenada ¢(t) é proporcional a tensao aplicada v(t), ou seja,

q(t) = Co(t). (3.10)

A constante de proporcionalidade C é a capacitancia do capacitor e é medida em
Faraday (F'). O valor da capacitancia de um capacitor depende de suas dimensoes e

da permissividade do meio dielétrico contido entre as placas e sua expressao para um

: . es o e
capacitor plano é C = —, onde S é a area da placa, e d é a distancia entre as placas e

€ é a constante de permissividade do meio.
A relagio entre a tensao aplicada e a corrente num capacitor é, de acordo com (3.10)),
dada por:

(3.11)
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ou seja, a corrente num capacitor é diretamente proporcional a variacao da tensao com
relacao ao tempo. Um aumento da tensao corresponde a uma corrente positiva e uma
reducao da tensao aplicada ao capacitor corresponde a uma corrente negativa.

A equacao é que define corretamente o capacitor, pois caso a capacitancia de-
penda do tempo, isto é C' = C(t), para obter a corrente podemos usar (3.11)).

Logo, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 11 (Capacitor) Um capacitor é qualquer elemento do circuito descrito por
uma relacao entre a carga e o tensao.

C(q, V) = 0. (3.12)

Este elemento pode ser controlado pela carga ou pela tensao.

Observa-se que, se v(t) é constante, entdo a corrente i(t) ¢ igual a zero. Assim,
um capacitor alimentado com uma tensao continua (estacionaria) se comporta como um
circuito aberto. A relacao inversa a , pode ser obtida integrando entre um tempo
inicial £y e um tempo final ¢

v(t) = v(to) + é/ i(T)dr.

to

Em particular, para ty, = 0 temos

o(t) = v(0) + é /O Cirydr. (3.13)

A expressao anterior indica que a tensao no capacitor no tempo ¢t > 0 é igual a tensao
inicial v(0) mais a tensdo desenvolvida a partir de t;. O capacitor tem um efeito de
memdria, pois a tensao (saida) que se adquire num tempo ¢ = ¢; depende do valor da
corrente (entrada) no tempo atual ¢ = ¢; e dos valores anteriores da corrente (¢t < ty).
Outro aspecto a considerar, e que é deduzido de , é que a tensao num capacitor nao
pode variar abruptamente, ji que a corrente seria infinita, o que é fisicamente impossivel.
Deste modo, a tensao num capacitor nao pode ter descontinuidades. Em particular, é
verdadeiro que

v(07) = v(07).

3.2.3 Leis fisicas

Para descrever o comportamento de um circuito é necessario conhecer, por um lado,
as relagoes caracteristicas dos elementos do circuito que o compdem (apresentadas acima
para o resistor, o indutor e o capacitor), e de outro lado, as relagoes que surgem como
resposta da interconexao desses elementos.

Lei de Ohm

Quando um condutor conduz uma corrente, existe um campo elétrico £ no seu interior.
Foi descoberto, experimentalmente para muitos condutores em temperatura constante,
que a densidade de corrente J é diretamente proporcional a este campo.

—

J:gE.
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Esta expressao é a lei de Ohm, onde g é a condutividade do material. No caso de
um determinado condutor, digamos um cabo ou um fio, podemos escrever a lei de Ohm
em funcao da diferenca de potencial: escolhemos um segmento pequeno de comprimento
L e area transversal A, logo desde que AV = V] — V5 (a tensdao em V] é a maior) e como

AV = /Edfé igual em todos os pontos do fio, temos:
AV =EL=E=45".

Agora, como J = gFE e a corrente i = gEFA = %AV, temos que AV = —Az’, 0 que
g

nos d4 uma relacao linear entre i e AV, equivalente & lei de Ohm.

AV V L

A quantidade — ou — = — & chamada resisténcia R do segmento do fio:
1 T g
V L
R = — = -,
7 gA
N——
Lei de Ohm

ou seja, V = Ri, onde R é a resisténcia.

Lei de Faraday

Os fenomenos de inducao obedecem uma mesma lei, a lei de Faraday, dada matema-

ticamente por:
fE@:—i/éﬁm.
! dt J4

A integral da direita é o fluxo magnético ¢.

Aplicando esta equacao ao caso de um indutor, obtemos a seguinte relacao, conhecida
como lei de Faraday:

¢(t) = Li(t),

onde L é a induténcia.

Leis de Kirchhoff

As equacoes basicas dos circuitos foram formuladas a partir de dois lemas simples, ex-
pressos pela primeira vez por Gustav Kirchhoff em 1845.

O primeiro lema se aplica as correntes que entram ou saem de um n6 e constitui a versao
da teoria dos circuitos do principio de conservacao da carga elétrica.

O segundo lema se aplica as tensoes ao longo de um circuito fechado (malha) e representa
a versao na teoria dos circuitos do principio de conservacao de energia.

Primeira lei de Kirchhoff ou lei dos noés

Este lema é o resultado direto do principio de conservacao da carga. Se aplica ao no
(é um ponto de unido entre trés ou mais elementos de um circuito) de um circuito.

Consideremos qualquer né de um circuito, como aquele mostrado na figura [3.6] no
qual sao mostradas as direcoes de referéncia das correntes nos diferentes ramos.
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Figura 3.6: N6 de um circuito.

Temos que, em qualquer instante do tempo, a corrente total que entra no n6 deve ser
igual & corrente total que sai dele.

Assim, para nosso exemplo da figura, temos

in(t) +is(t) +is(t) = ia(t) + ia(?).

Também pode ser escrito como

i1 (t) — in(t) +is(t) — ia(t) + i5(t) = 0.

Esta lei também pode ser expressa dizendo: “Para cada instante do tempo, a
soma algébrica de todas as correntes que entram em um né é igual a zero", ou
seja,

> i(t) =0.

Segunda lei de Kirchhoff ou lei das malhas

Esta lei, como ja foi dito anteriormente, ¢ uma consequéncia direta do Principio de Con-
servacao da Energia. Consideremos o circuito mostrado na figura que mostra um
caminho fechado (ABCDA), na figura as polaridades das tensdes foram indicadas. A
segunda lei de Kirchhoff nos diz: “Para cada instante do tempo, a soma algébrica
de todas as tensoes ou diferenca de potencial ao longo de um caminho fechado
é igual a zero", ou seja,

> w(t) =0.

Para nosso exemplo da figura temos:

v1(t) + vo(t) — v3(t) — va(t) + vs5(t) = 0.

Na proxima secao, veremos aplicacoes destas leis no estudo de circuitos elétricos en-
volvendo os elementos estudados (capacitores, resistores e indutores).
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Figura 3.7: Malha de um circuito.

3.3 Circuitos elétricos

Nesta secao apresentamos o estudo detalhado de alguns tipos de circuitos conhecidos,
chamados de circuitos de primeira e segunda ordem.

3.3.1 Circuito LC

Figura 3.8: Circuito LC.

Na figura temos um circuito LC, formado por um capacitor e um indutor, que
vamos considerar ideal (sem resisténcias proprias). Se colocarmos a chave S na posigao
1, o capacitor é carregado até ter uma tensao igual a forca eletromotriz e armazenar uma
energia igual a Ugp = =

2
5O onde QQ = V,C.

Se colocarmos a chave na posicao 2, o capacitor descarrega através do indutor. Con-
forme o capacitor descarrega, a energia passa para o indutor. Assim, uma vez que o
capacitor esteja descarregado, a corrente atinge seu valor maximo e como nao ha fonte
que continue mantendo essa corrente, ela comeca a diminuir, levando uma carga ao ca-
pacitor até que a corrente seja zero e o capacitor é carregado. Porém, a polaridade é
invertida e desde que o circuito é ideal e nao ha resisténcia, o processo é repetido e assim
trocam energia de tal maneira que a energia total do circuito é constante, ou seja

Up + Ug = U = constante,
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ou, equivalentemente

1. 1¢?
iy LI S— 3.14
SRR Y (3:14)
Derivando a equacao (3.14) temos:
di  qdg
L 4% _
Yat T Car
. dg di  d?q ;
ecomoi=— e — = — temos
" dt  dt*’
d’q ¢ d*q 1
e TR Sy DN I )
w e a "It

Assim, chegamos a uma equacao diferencial ordinaria linear de ordem 2, que pode ser
escrita como um sistema linear de primeira ordem

i
dt

a1
i@ 1ol

que pode ser escrito na forma matricial como

(-5 00

Da teoria estudada sobre sistemas lineares, temos que ¢(t) = Acoswt + 4, onde

/1 . D
w = o A é o valor maximo de ¢ e depende das condicoes iniciais. Para nosso caso,

A=Q e d=0, pois ¢ ¢ madximo no inicio do processo.

d
Finalmente, obtemos ¢(t) = Qcoswt e i(t) = d—z = —w@ sinwt, donde segue que o

circuito é oscilante.
3.3.2 Circuito RLC

1 5 R

— //*—\Nw—
. 2
&= —— g
L

Figura 3.9: Circuito RLC.

A figura [3.9/mostra um circuito RLC', sendo que, na posicao 1 o capacitor é carregado.
Na posigao 2, a energia armazenada no capacitor é descarregada, uma parte é dissipada
pela resisténcia e uma parte é armazenada na indutancia, depois a indutancia repete o
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processo, uma parte é dissipada pela resisténcia e uma parte é armazenada no capacitor, e
assim por diante, até a energia inicial do capacitor ser dissipada totalmente na resisténcia.
Aplicando a Segunda lei de Kirchhoff (na segunda malha) temos

q di .

— 4+ L—+Ri=0.

c g T
dq di  d*q i it <
—_— e — = — calnos COoIm a seguinte egquacao
dt dt  dt?’ & quag

Como i =

2¢ Rdg 1
¥q, Rdg 1
a2 Ta 1!

Equivalentemente, temos o sistema linear

dq .
— — 2
dt ’ ! 0 1
di R 1 ! c ~1/ \!
a — L' Lc?
oo s . 9 R 1
donde temos o polinémio caracteristico associado Py = det(A — AI) = \° + )\Z + I’

. ., . R R 1
cujas raizes sao A9 = ——

2
2L (QL) LC

1R 1
Chamando f = 5T ¢w =1\ T temos que A\j o = —f £+ /5% — wi.

Portanto, a solucao geral do sistema é dada por
q(t) = e (Be\/mt + De’\/mt) ,

sendo que B e D dependem das condicoes iniciais. Também, evidentemente, a forma
da solugao depende dos valores de R, L ¢ C, os quais determinam se 32 — w2 é me-
nor, igual ou maior do que zero. Para cada caso, temos uma oscilagao subamortecida,
criticamente amortecida e sobre amortecida. Por exemplo, para o caso sub amortecido
(8% — wi < 0), temos /32 — w2 = wii, i aqui representa a unidade imaginéaria. Logo,
q(t) = Ae P cos (wit + 6). A figura mostra o grafico de ¢(t) para o caso 0 = 0.

q(t)
- — — Ae Bt
-Ae 3t

Figura 3.10: Solucgao sub amortecida para q(t).
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3.4 Memristor: o quarto elemento fundamental

Figura 3.11: Simbolo do memristor.

3.4.1 Historico sobre a descoberta do memristor

O Memristor é uma resisténcia elétrica com memoria, cuja existéncia foi teoricamente
postulada em 1971 por Leon Ong Chua, professor da Universidade da California em Ber-
keley, como o quarto elemento fundamental passivo (elemento perdido), que precisava
ser encontrado para completar as relacoes dos trés elementos classicos: resistor, indutor
e capacitor. O nome memristor vem da contragao de memory resistor (resisténcia com
memoria). No ano 2008, os pesquisadores da empresa americana Hewlett Packard (HP),
especialistas em nanotecnologia, liderados por Stanley Williams, anunciaram no Jornal
Nature [22], o primeiro memristor que foi construido no mundo.

Chua deduziu a existéncia dos memristores das relagoes matematicas entre os ele-
mentos dos circuitos. As quatro magnitudes bésicas (carga ¢(t), corrente i(t), tensao
v(t) e fluxo magnético ¢(t)) podem ser relacionadas entre si de seis formas diferentes.
Duas magnitudes estao ligadas mediante leis fisicas e outras trés sao obtidas mediante as
equacoes classicas dos circuitos, aplicadas a resisténcia, indutancia e capacitancia, respec-
tivamente. Sendo assim, Chua percebeu que faltava uma equacao para completar estas
relacoes. Para compreender esta situacao, na figura temos desenhado um grafico que
mostra as relacoes entres as magnitudes e os elementos basicos. As quatro magnitudes
basicas: q(t),v(t),i(t) e ¢(t) estao representadas dentro dos circulos.

Nos quatro quadrantes sao colocados os componentes passivos. Assim no primeiro
quadrante esta o primeiro elemento descoberto no ano 1745, o capacitor, o que satisfaz a
seguinte equagao diferencial basica que relaciona a carga ¢(t) e a tensao v(t):

dq(t) = Co(t).

No segundo quadrante, esta a resisténcia elétrica, descoberta no ano 1827, que satisfaz
a relacao:
dv(t) = Ri(t).

No terceiro quadrante, estd a indutancia elétrica, descoberta no ano 1831, que relaciona
o fluxo magnético com a corrente como:

do(t) = Ldi(t).
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II
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Resisténcia :
i Capacidade
s dg(1)=Cdu(r)

A d ¥
GrD: dg(n)=ide |—>' Q(a
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Indutincia Memristor

dp(0)=Ldi(1) dd()=Mdg(0)

III v

Figura 3.12: Elementos passivos basicos e suas relacoes matematicas.

Observacao 1 Deve-se notar que o fluxo magnético encadeado pela bobina € uma gene-
ralizagao da caracteristica do circuito de uma indutdncia. Nao representa aqui o fluzo
magnético, simplesmente é a integral da tensdo v(t).

Fica faltando entao um elemento no quarto quadrante, que relaciona o fluxo magnético
com a carga. Chua definiu teoricamente este elemento da seguinte forma.

Defini¢ao 12 (Memristor) Qualquer elemento de circuito descrito por uma relag¢io en-
tre a carga e o fluxo magnético é um memristor

M(q,¢) = 0. (3.15)

Da mesma forma, um memristor pode ser controlado por carga ou fluxo magnético. Além
disso, este elemento recebe seu proprio atributo: a memristéncia.

3.4.2 Memristéncia e memdutancia

No caso de um memristor com carga controlada, sua relagao caracteristica ¢ = ¢(q)
pode ser escrita em termos de corrente e tensao. Derivando com relagao ao tempo temos:

do(t) _ do(q(t))

dt dt
ou ainda
do(t) _ do(q) dg(t)
dt dg ~ dt
Assim, temos
Un(t) = M(q)im(t), (3.16)

onde M(q) =

diz que o memristor possui uma resisténcia que depende da variavel q.

tem unidades de resisténcia e é chamado de memristéncia. Isto nos

do(q)
dgq



3. Clircuitos elétricos 46

Analogamente, no caso de um memristor controlado pelo fluxo, (¢ = g(¢)) obtemos a
relagao

dq(t) _ dg(¢) do(t)
dt dp = dt

Assim, temos

im(t) = W(o)v,(t) (3.17)

onde W(¢) = %;)

nos diz que o memristor possui uma propriedade condutiva que depende da variavel ¢.

No caso onde M (q) ou W(¢) tenha um valor constante, o memristor é simplesmente
um “resistor linear”, por isso, para caracterizar um memristor propriamente dito, este
elemento de circuito deve ser estritamente nao-linear.

Destas equagOes segue-se que a memristéncia é uma resisténcia (logo, sua unidade
de medida também é em Ohms). Porém, h& uma diferenca com relagdo a resisténcia
classica, que oferece sempre o mesmo nivel de dificuldade a passagem da corrente elétrica:
no memristor a resisténcia varia com a quantidade de eletricidade que passa por ele (ou
seja, o memristor oferece uma resisténcia variavel a corrente elétrica).

tem unidades de condutancia e é chamado de memdutancia. Isto

Observacao 2 Para consequir o fato acima, os pesquisadores da HP construiram um
protdtipo de memristor (escala nanométrica) que essencialmente tem a forma mostrada
na ﬁgum e consiste de um filme de ozido de titdnio (Ti10,), de comprimento total D
de 50nm, colocado entre dois eletrodos de platina de Snm de espessura; um lado do filme
de TiOqy estd dopado, de modo tal que hd uma falta de oxigénio e que seque a formula
TiOy_,, onde x € da ordem de 0.05nm corresponde & zona dopada da esquerda, no modelo
da figura[3.13 e sua largura é w, a outra parte do TiOy tem uma largura D — w.

D

TiO,_, TiO,
Dopado| Nao dopado

Figura 3.13: Composicao interna do Memristor construido pela HP em 2008.

A zona dopada de TiOy_, tem baiza resisténcia devido o falta de oxigénio, enquanto a
zona nao dopada com Ti10o tem uma alta resisténcia. Quando w = D, a resisténcia do
conjunto € R, e quando w = 0 a resisténcia do conjunto é R,¢¢ (onde R,, << Royy). E
evidente que a resisténcia deste dispositivo, M (q), serd dada pela associacdo em série das
resisténcias Ryopada € Rnaodopada, CUJj0OSs valores sao proporcionais a suas larguras relativas,
de onde obtemos a sequinte exrpressao:

w w
M(q) = 5 Ron + (1 - 5) Rosy. (3.18)
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A equagio acima nos diz que M(q) é uma funcdo linear da largura da zona dopada w, o
que quer dizer que, variando w, pode-se modificar o valor da memristéncia. Além disso,
pode ser demonstrado que a taxa de variacao da largura w em funcao da corrente tem a
forma:

dw  pupR,, .
— = t 3.19
= oy, (319)
onde pup representa a mobilidade dos portadores de carga. Integrando a equacao (3.19) e
dq(t
substituindo na equagao (3.18), levando em consideragio que R,, << R,¢s € i(t) = %7
obtemos a sequinte exrpressao para a memristéncia:
,LLDR 0
M(q) = R,y {1 — D20 ] ) (3.20)

Observacao 3 A equacdo demonstra que a memristéncia € funcao da carga
que passa pelo dispositivo, e dai sua tmportdncia, jd que o memristor pode memorizar
a magnitude da carga, mantendo este valor por muito tempo. Ou seja, o memristor so
precisa de energia para ajustar sua resisténcia, mas depois vai manter seu valor por muito
tempo sem consumo de eletricidade.

Defini¢ao 13 (Memristor passivo e memristor ativo) Um memristor controlado por
corrente (respectivamente controlado pela tensao) é chamado de passivo se, e somente
se, sua memristéncia (respectivamente sua memdutdncia) R(x,i) > 0 (respectivamente

G(z,v) >0).
Um memristor é chamado de ativo se, e somente se, nao for um memristor passivo.

Exemplo. 11 (Memristor ativo) Consideremos o sequinte memristor controlado por
corrente

v = R(x)i = B(x? — 1)1,
d
d—f = f(z,i) = i(1 — 2) — ax,
onde 3 > 0, logo este memristor ¢ ativo no intervalo (—1,1) pois R(z) = f(z* — 1) < 0
para todo z € (—1,1).

Definigao 14 (Grafico de desligamento ou POP (Power off Plot)) Dado um mem-
ristor controlado por corrente (respectivamente controlado pela tensdao), seja sua equagao

de estado — = f(z,4) (respectivamente & g(xz,v)). O POP ¢é a representacdo grd-
fica da funcao f(x,1) (respectivamente g(x,v)) quando a corrente i = 0 (respectivamente
v=20), isto é d_j lizo= f(2,0) (respectivamente d_ng lo—o= g(x,0) ). Logo, este grdfico nos

dd os estados de equilibrio da equacao de estado do memristor.

Observagao 4 Um termistor é um tipo de resisténcia (componente eletronico) cujo va-
lor varia em funcao da temperatura de forma mais pronunciada do que uma resisténcia
comum.
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Exemplo. 12 (O POP do termistor de coeficiente de temperatura positiva) Seja
a equacao que modela o termistor

i =W(zx)v
dr 6, Wi(z) ,
& Her T Hep

onde a fun¢do memdutancia é dada por W (z) = [Rope® @~ T»)]7L ¢ onde 6,, 8,, Hop, Rop, Typ
sao constantes.

dx )
Temos que — |p—o= f(x,0) = —2—(T,, — x) representando graficamente temos que
dt Hep
dx
o POP ¢ uma reta no plano (aj, EL,O), como € mostrado na figura|3.14)

500

500
Figura 3.14: POP ou gréfico de desligamento do termistor, com §, = Hep e Top = 300K.

Defini¢ao 15 (Memristor nao volatil) Sequndo [6], um memristor com uma varidvel
de estado escalar x é nao voldtil se seu grifico de desligamento (POP) cruza o eizo-xr em
dots ou mais pontos com uma inclinagao negativa.

Observacao 5 . Um memristor € voldtil no sentido de que o efeito dos sinais de entrada
anteriores aos quais esse memristor foi submetido foram esquecidos.

Propriedades do memristor

Agora apresentamos algumas das propriedades do memristor, que mostram que ele é
realmente um novo elemento fundamental.

1) Memoéria. A memoria ¢ a capacidade de um sistema de armazenar seu estado num
tempo dado, sendo possivel acessa-lo posteriormente. Isto implica que para saber
o estado do sistema num instante do tempo £, é necessario conhecer a histéria da
evolucao temporal do sistema.

Neste sentido, o capacitor e o indutor tém memoria, como ji foi dito ao apresen-
tarmos as equagoes (3.8) e (3.13). Um memristor também possui memoria, pois a
memristéncia depende do historico da corrente que flui através dele, de fato temos

M(q) = M (/z’(t)dt).
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Porém existem diferencas entre a memoria de um memristor e a memoria de um
capacitor ou indutor.

Ao contrario de um capacitor, um memristor ndo armazena carga, entao a depen-
déncia da carga é diferente nesses elementos. Este dltimo lembra o valor total da
carga que circulou por ele.

Por outro lado, para manter a informagao do estado num capacitor (ou indutor), é
necessario o fornecimento de energia constantemente. Neste sentido, diz-se que estes
elementos tem memoria volatil, pois esta nao fica armazenada quando desliga-se o
suprimento de energia. Em contraste, um memristor tem uma meméria nao volatil.
Em outras palavras, se o memristor for desconectado da fonte de alimentagao, ele
manterd seu estado indefinidamente.

Passividade. A condicao para um memristor fisico ser passivo é que sua mem-
risténcia seja ndo negativa. De fato, temos que a poténcia P, (t) é dada por

Por(t) = Vi (8)imn (t) = M(q) [im(t)]?

que ¢é positiva, desde que a memristancia seja positiva. Logo, qualquer dispositivo
fisico candidato a memristor deve ser passivo (como modelo matematico). De fato,
suponhamos que se tem um memristor que possui uma regiao onde sua memristéncia
é negativa. Entao, num ponto desta regiao se tem

dé = —kdg.

Neste ponto, a tensao e a corrente sempre terao sinais opostos. Aplicando um sinal
harmonioso nesta regiao, o produto entre a tensao e a corrente seria sempre negativo.
Isto nos diz que, por este procedimento, se poderia extrair uma quantidade infinita
de energia, o que é impossivel.

Portanto, um memristor fisico real controlado por corrente deve estar representado
por uma funcio ¢ = ¢(q) mondtona crescente, para assim ter certeza que este seja
passivo.

Incapacidade de armazenar energia. Num memristor a tensao entre seus ter-
minais sempre serd zero enquanto a corrente for nula. Isto implica, diferentemente
de um capacitor ou indutor, que o memristor nao tem a capacidade de armazenar
energia, seja magnética ou elétrica. Logo, o memristor ¢ um elemento dissipativo.

3.4.3 Sistemas memristivos

O memristor é apenas um membro de uma familia mais geral de dispositivos ou sis-
temas, chamados sistemas memristivos, que foram definidos no ano de 1976, por Chua
e Kang (veja [§]), com a finalidade de modelar sistemas cujas propriedades lembram as
do memristor, e ainda assim sem poder ser descritos adequadamente por este, por serem
mais gerais. Veja também [23].

Definicao 16 (Sistemas memristivos.) Os sistemas memristivos sao definidos por duas
equagoes: uma equacdo algébrica que expressa a relagdo entre a varidvel de entrada (ou
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seja, o sinal aplicado ao sistema, seja de tensao ou corrente) e a varidvel de saida (resposta
do sistema), e uma equacdo dindmica que descreve a evolucao temporal das n varidveis
de estado internas do sistema, que modulam o valor da resisténcia. Assim, um sistema
memristivo controlado pela corrente € descrito matematicamente pelo sistema de equacoes:

Vm(t) = R(xvimvt)im(t)’ (3.21)
dx ,
E :f<$7lm7t)7 (322)

onde R € uma func¢do real de n + 2 varidveis, e f € uma funcao vetorial.
Da mesma forma define-se um sistema memristivo controlado por tensao.

Exemplo. 13 (Termistor) O termistor é um resistor cuja resisténcia € especialmente
sensivel as mudancas de temperatura. FEm geral, todas as resisténcias variam com a
temperatura, mas estes dispositivos sao construidos com materiais semicondutores especi-
almente sensiveis. Em particular, um termistor com coeficiente de temperatura negativo
€ descrito pela equacao

1 1

vr = Ry [eﬁ(T‘Tc)] ir = R(T)ir, (3.23)

onde Ty € a temperatura inicial e T a temperatura no tempo t, em graus Kelvin. Ry
€ a resisténcia inicial do dispositivo, enquanto que 3 € uma constante caracteristica do
material.

Por outro lado, a temperatura na qual o termistor estd em um determinado instante de
tempo depende da poténcia dissipada por ele até esse instante. Esta dependéncia é expressa
pela equacao de transferéncia de calor

dTl’ , . .
Ch% = VT(t)ZT(t) -+ 5(Tamb — T) = R(T)ZT(t)2 + 5(Tamb — T) = f(T, Z), (324)
onde Cy, € a capacidade calorifica, 0 € a constante de dissipacio do termistor e Ty, €
a temperatura ambiente. Observe que as equacao (3.23) e (3.24) fornecem um sistema

memristivo, dado por
1_1
Ur = Ro GIB(T TU):| iT = R(T)ZT,

dT  R(T). ,., &
E— Ch ZT(t) +Eh(Tamb T)

Observacao 6 Propriedades tais como a passividade e a incapacidade de armazenar
energia podem ser estendidas aos sistemas memristivos. De forma similar ao memris-
tor, para que um sistema memristivo seja passivo deve-se ter que a fun¢ao R(z,im,,t) seja
nao negativa.

Classificacao de memristores e sistemas memristivos

De acordo com as definicoes dadas anteriormente, existe uma classificacao dos memris-
tores e sistemas memristivos, de acordo com as equagoes que o descrevem. Tal classificacao
é apresentada na tabela por ordem crescente de complexidade (ou seja, o memristor
representado na primeira linha sera o mais simples e o da altima sera o mais complexo).

Na tabela[3.1] além das variaveis do sistema v, i, q e ¢, aparece a varidvel x, que repre-
senta a variavel de estado do memristor. Esta variavel esta relacionada com caracteristicas
proprias do memristor como, por exemplo, sua composi¢ao quimica (ou fisica).
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. Controlado Controlado
Memristor ~
por Corrente | por Tensao
v = R(q)i i =G(o)v
Memristor Ideal dqg . do
— =1 — =
dt » dt
Memristor Ideal | ¢ = (@) i = G(z)v
Genérico v _ Fla)i v _ 3(z)
- = f)i & g(x)v
Memristor v = R(x)i i =G(z)v
Genérico v _ f(x,1) do g(z,v)
dt ’ dt ’
v = R(x,i)i i =G(z,v)v,
Memristor R(z,0) # oo G(z,0) # oo
Estendido dx dz
C=F@i) | =g

Tabela 3.1: Classificacao dos sistemas memristivos.

3.4.4 Curva ou ciclo (loops) de histerese

Esta curva geralmente surge em materiais ferromagnéticos ao representar graficamente
a magnetizacao do material em relagao ao campo externo aplicado. Neste caso, o material
é capaz de lembrar seu estado de magnetizacdo, mesmo que a fonte ou campo externo
seja retirado.

Da mesma forma, quando um sistema memristivo é submetido a um sinal de entrada
periddico e sua resposta é periédica com a mesma frequéncia de sinal aplicado, uma curva
de histerese é obtida no plano (v, ) (tensdo vs corrente). Se tivermos que a corrente é zero
sempre que a tensao é zero, ou vice-versa, (ou seja, a curva sempre passa pela origem)
diremos que ¢ uma curva de histerese pingada.

Exemplo. 14 Consideremos um memristor ideal, controlado pela tensao, descrito pela
relacao constitutiva

q = q(¢) = 0.01¢ + 0.04|¢ + 0.25| — 0.04|¢ — 0.25]. (3.25)

Conectamos uma fonte de tensio v(t) = 1.2sin(t) através deste memristor com a
condi¢ao inicial no fluro $(0) = —0.25; a ﬁgum mostra o comportamento da func¢ao

q=q(9).

0.04 1

¢ (Wb)
-0.0ff

~dlo2

-0.03 -

Figura 3.15: Plano fluxo - corrente.
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d t
Da relagao @ _ v(t), podemos encontrar ¢(t) = ¢(0) + / v(T)dT = 0.95—1.2 cos (t).

dt 0
_dg _dg(o) | dot)

Depois, para encontrar a corrente, i(t), usamos a rela¢ao i(t) = i do l6(t) - o

Assim temos que i(t) = [0.01 4 0.04sgn(¢(t) + 0.25) — 0.04sgn(p(t) — 0.25)]1.2sin (¢).

Finalmente, uma vez que a corrente e a tensao foram obtidas, podemos representar
graficamente o ciclo de histerese pin¢ado como mostrado na figura|3.16|

0.084

0.064

corrente/ i (A) 0.044

0.024

0.5 1
Tensdo / v (V)
0.02

-0.04+

-0.06

-0.08

Figura 3.16: Curva de histerese do memristor no exemplo 14.

Exemplo. 15 Consideremos um memristor ideal controlado por corrente descrito por
q. (3.26)

Aplicando um sinal de corrente i(t) = Asin (wt), a tensdo entre os terminais deste
memristor é dada por

v (t) = A[1 + %(1 — cos (wt))?] sin(wt).

A figura [3.17] mostra os loops de histerese pingados para trés frequéncias diferentes.

|—m:3—m:o.o9 =100 |

Tensdo v (V)
24

-2 -1 1 2
corrente i (A)

Figura 3.17: Curva de histerese do exemplo 15.
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As propriedades dos sistemas memristivos estao, em geral, incluidas na curva de his-
terese. Por exemplo, pode-se observar na figura que os loops de histerese estao
confinados no primeiro e terceiro quadrantes, o que indica que o sistema memristivo fisico
¢ passivo, pois o produto de V e ¢ serd sempre positivo.

3.4.5 Possiveis aplicacoes dos sistemas memristivos

Pelo fato de que o memristor lembra da ultima tensao que foi aplicada nele, esta
informacao pode ser considerada como um dado, como zeros e uns na logica binéria.
Portanto, os memristores sao considerados bastante promissores como futuros substitutos
das memorias volateis RAM (Memoria de Acesso Aleatorio, ou no inglés, Random Access
Memory), que permitem a operagao de um computador. De fato, a informagao que fica
armazenada nas memorias RAM é temporaria, o que significa que ela se apaga ou desapa-
rece quando o computador é desligado; é por isso que toda vez que o computador é ligado,
o sistema é reiniciado e tem-se que aguardar um certo tempo para que as memorias RAM
do computador carreguem os dados do sistema. Se fossem construidas com memristores,
os dados permaneceriam guardados mesmo que o computador fosse desligado, retornando
instantaneamente ao liga-lo.

Memristores podem tornar as memorias flash ou discos rigidos obsoletos, multipli-
cando a densidade de armazenamento e a velocidade do computador por cem, conforme
observado em [23],

“

o potencial do memristor vai muito além dos computadores instanta-
neos para abragar um dos maiores desafios da tecnologia: imitar as funcoes do
cérebro humano. Dentro de uma década, os memristors podem nos permitir
emular, em vez de apenas simular, redes de neurénios e sinapses...”

Muitos grupos de pesquisa tém trabalhado no desenvolvimento de um sistema que
possa funcionar como um cérebro in silico: projeto Blue Brain da IBM, Howard Hughes
Medical Institute Janelia Farm e o Harvard’s Center for Brain Science sao apenas trés
exemplos. No entanto, mesmo uma simulagao de cérebro de rato em tempo real envolve
a resolucao de um nimero astronémico de equacoes diferenciais parciais acopladas. Um
computador digital capaz de lidar com essa carga de trabalho impressionante precisaria
ser do tamanho de uma cidade pequena e alimenté-lo exigiria varias usinas nucleares. Os
memristores podem ser extremamente pequenos ( em escala nanométrica) e funcionam
como sinapses. Usando-os, seremos capazes de construir circuitos eletronicos analégicos
que cabem em uma caixa de sapatos e funcionam de acordo com os mesmos principios
fisicos do cérebro. Um circuito hibrido, contendo muitos memristores e transistores conec-
tados, poderia nos ajudar a pesquisar funcoes e disturbios cerebrais reais. Tais circuitos
podem até levar as maquinas a reconhecer padroes da mesma forma que os humanos,
nessas formas criticas os computadores podem, por exemplo, escolher um rosto especifico
em uma multidao, mesmo que tenha mudado significativamente desde seu ultimo registro

23].






CAPITULO

4

Circuitos elétricos envolvendo
memristores

Neste capitulo, estudaremos o comportamento dindmico dos memristores estudados
no Capitulo 3, quando estes sdo combinados com os outros elementos fundamentais (ca-
pacitores, indutores e resistores). Veremos que os circuitos elétricos formados por tais
elementos podem apresentar um rico comportamento dinamico, nos espacos R", com
n = 2, 3, como pontos de equilibrio estaveis, instaveis, bifurcacoes, oscilagoes periodicas
e também caoticas (no R?).

4.1 Circuito elétrico com memristor localmente ativo

Nesta se¢ao, consideramos um memristor genérico (conforme tabela 3.1 no Capitulo
3), controlado por corrente, proposto no artigo [12], o qual segundo [7] pode se escrever,
de modo geral, como

Uy — RM<£L'>i]\4, (41)

dx al :

= (017 + 002"+ ana™) + (byiag + baily + o+ biy) + > cpalih,  (4.2)
k=1

onde x, vy e ij; denotam a variavel de estado, a tensao e a corrente elétrica no mem-

ristor, respectivamente. Ry (z) é a funcdo memristéncia, as, ..., @y, b1, ..., b, € 0s ¢j;, sdo

parametros reais do desenvolvimento do memristor na equagao (4.2]).

Ao definirmos a memristéncia Ry/(z) e os parametros de desenvolvimento a,,, b, e
cjk, uma série de modelos matematicos do memristor com diferentes caracteristicas de
histerese podem ser obtidos. Para ter as caracteristicas de ser biestavel e localmente
ativo, consideraremos as seguintes equagoes, conforme feito em [12]

Vv = RJ\/[(.T)ZM = kl(SL’ - O5)ZM,
(4.3)
dz 9 3 4 _ ‘ 4
pril ko(arx + aox® + azaz® + agx® + bying + enwing) = f(x,in),
onde consideraremos os valores dos parametros como sendo a; = 2, ay = —1, az3 = —2,
as =1,by =54, ¢11 = —2.8, k; = —1.5 e ky = 250 (0s demais sdo considerados nulos).

Quando o memristor determinado pelas equagoes (4.3)) ¢ acionado pela excitagao de
uma corrente senoidal com amplitude de 2A e diferentes frequéncias w, os ciclos (ou loops)

95
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de histerese pingados que se obtém para este memristor sao como os mostrados na figura

.1l

— 0=200Hz
— w=5KHz

®w=400Hz o=1KHz

Figura 4.1: Ciclo de histerese no plano vy, — iy, com frequéncias diferentes e x(0) = 0,
relativos ao memristor

Observamos que, com o aumento da frequéncia w, o ciclo de histerese se reduz gra-
dualmente a uma funcao linear (reta com inclinagao negativa), ou seja, se degenera em
uma resisténcia linear negativa. Isto ja é esperado, conforme observado em [I]. Quando
w > 600Hz, os ciclos de histerese passam pelos quatro quadrantes e alternam entre as
regioes ativas e passivas, para frente e para tras, com a mudanca da corrente i,;. Assim,
pode-se observar que o memristor é localmente ativo.

4.1.1 Nao volatilidade do memristor localmente ativo

O teorema da nao-volatilidade de Chua diz que um memristor com variavel de estado
escalar ¢ nao volatil se o seu POP (Power off-plot, grafico de desligamento) tiver duas
ou mais inclinagoes negativas nas intersecoes com o eixo-x [4]. Como vimos, o grafico
de desligamento representa o diagrama do caminho dinamico de ‘Cil—”t” em relacao ao eixo
x quando o memristor estd desligado, ou seja, 7); = 0 para o memristor controlado por
corrente, e vy; = 0 para o memristor controlado pela tensao. Para o memristor controlado
por corrente aqui considerado, quando 7, = 0, a segunda equagao pode ser escrita

como

dx

dt

De acordo com a equacgao , o POP do memristor é mostrado na ﬁgura Observe
que o memristor tem quatro pontos de equilibrio, a saber: Q(—1,0), Q2(0,0), Q3(1,0)

d
e 04(2,0). Na regiao onde d—j

x
enquanto na regiao onde i < 0, o estado x se moveré para a esquerda ao longo do POP.

liy—0= 2502z — 2 — 22° + 2) = f(z,0). (4.4)

> 0, o estado x se movera para a direita ao longo do POP,

Temos entao que @1 e (Y3 sao dois pontos de equilibrio assintoticamente estaveis, en-
quanto Qs e Q4 sdo dois pontos de equilibrio instaveis da equagao dz/dt = f(x,0). Se o
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memristor desligar em ¢ = 0, o memristor tende a um dos pontos de equilibrio assintoti-
camente estaveis para diferentes condigoes iniciais 2:(0). De acordo com a figura [4.2] os
dominios de atragao de @1 e Q3 sdo (—1.5,0) e (0,2), respectivamente. As memristéncias
correspondentes nos dois pontos de equilibrio estaveis sao calculadas usando a primeira

equagao (4.3) da seguinte forma:
Rur(zo,) = —1.5(—~1 —0.5) = 2.250 e Ryl(zg,) = —1.5(1 — 0.5) = —0.75Q.

O memristor tem dois pontos de equilibrio assintoticamente estéveis, que correspondem
a memristéncias nao volateis, em que uma é negativa e a outra positiva. Portanto, o
memristor operado nos pontos )1 e ()3 atua como um memristor passivo e um memristor
ativo, respectivamente.

Figura 4.2: Grafico de desligamento (POP) do memristor (4.3]).

4.1.2 Mecanismo de comutacao ou de mudanca do memristor

O grafico da trajetoria dinamica do memristor acionado por diferentes correntes ex-
ternas ¢ mostrado na figura [£.3] para trés trajetorias dindmicas parametrizadas pelas
amplitudes de corrente de —0.2 A, 0A e 0.2 A.

De acordo com a direcao da seta, x se movera para a direita ao longo do caminho

o x )
dindmico (segmento de reta) onde m > (), enquanto se movera para a esquerda ao longo

do caminho dindmico onde 7 < 0.

Se um pulso de corrente apropriado (i # 0) for aplicado ao memristor, o estado ira
pular para outro caminho dinadmico e entao se movera para a esquerda ou direita para um
ponto de estado ao longo do novo caminho. Quando o memristor é desligado (ip; = 0),
o estado x vai voltar para o POP, e entao se estabilizara assintoticamente em um ponto
de equilibrio estavel no POP (ver figura . Desta forma, é possivel alternar com éxito
entre os dois estados estaveis.

Este exemplo é usado para ilustrar o processo de mudanca de estado acima. Na tabela
4.7] e na figura [4.4] as variacoes da memristéncia R);, a variavel de estado x e o ponto
operacional () do memristor sao descritos quando o memristor é acionado por pulsos de
corrente positiva e negativa (ips # 0, ver equacao (£.3)).

Observe a partir da figura[d.4|que para mudar com sucesso de ()1 para Q3 ou vice-versa,
a largura de pulso (respectivamente, a amplitude) deve ser pelo menos longa (respecti-
vamente, alta) o suficiente para que o ponto de salto para baixo caia dentro do intervalo
z(Q2) < < x(Q4) (respectivamente z < x(()2)), 0 que leva o estado x a atingir Q3
(respectivamente Q7).



4. Clircuitos elétricos envolvendo memristores

o8

L

W@

[=——-02A=——0A=——02A |

Figura 4.3: Trajetorias dinamicas do memristor (4.3)).
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Figura 4.4: Exemplo de mudanga de estado para o memristor (4.3)).
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Figura 4.5: Mudanga rapida de estado do memristor: (a) £ = 0.24 e w = 0.01s, (b)
E=-0.2A¢e w=0.0138s.

No entanto, essa mudanca de Q1 (respectivamente (Q3) para Q3 (respectivamente (1)
¢ muito lenta porque os equilibrios (1 e (3 sao assintoticamente estaveis. Felizmente, a
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Trajetoria de movimento do es-

Tempo/s Memristéncia Estado z
tado x
[0,0.01) 2.25 —1 Estavel em @Q1(A/J) (curva azul)
0.01 9 95 _1 Saltou de QQ1(A/J) para B (curva
vermelha)
Mova de B para C' (curva verme-
(0.01,0.018) (2.25,0.065) (—1,0.543) | lha) ao longo da dire¢do da seta
na curva vermelha
0.018 0.065 0.543 Saltou de C' para D (curva azul)
Mova de D para Q3(F/F) (curva
(0.018,0.038) (0.065, —0.75) (0.543,1) | azul) ao longo da dire¢ao da seta
na curva azul
[0.038,0.05) —0.75 1 Estavel em Q3(E/F) (curva azul)
0.05 075 1 Saltou de Q3(E/F') para G (curva
roxa)
Mova de G para H (curva roxa)
(0.05,0.062) (—0.75,0.883) (1,—0.089) | ao longo da direcao da seta na
curva roxa
0.062 0.883 —0.089 Saltou de H para I (curva azul)
Mova de I para Q(A/J) (curva
(0.062,0.073) (0.883,2.25) (—0.089, —1) azul) ao longo da dire¢ao da seta
na curva azul
[0.073,0.08] 2.25 —1 Estavel em @Q1(A/J) (curva azul)

Tabela 4.1: Processo de mudanga de ()1 para Q3 ou vice-versa.

mudanca mais rapida pode ser alcancada por meio de uma troca ideal entre a largura de
pulso w e a amplitude do pulso A, que é obtido integrando ambos os lados da equacgao

(4.3) da seguinte forma

TQq 1 zQ, 1
w = /xQ %) E)dx = /x% 7 B) E)dx, (4.5)

1

ou seja, se a compensagao satisfizer a equagao (4.5)), o estado x pode mudar diretamente
de @; (respectivamente (J3) para Q)3 (respectivamente (1) sem a evolugio da curva POP,
conforme é mostrado em figura [4.5

4.1.3 Regiao localmente ativa do memristor

A regiao localmente ativa de um memristor pode ser identificada por seu grafico DC'
(Inr, Var), que pode ser obtido usando o seguinte método. Fazendo d_j =0, z = X,
vy = Vg e iy = Iy, da segunda equagao em obtemos
2X — X2 -2X3 + X4

28X —54
e substituindo a equacao (4.6) na primeira equagao de , obtemos

i]u(X) = = IM; (46)

—1.5(X —0.5)(2X — X2 —2X3 + X1)
2.8X — 5.4

UA[<X) == == V]w. (47)
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As equagoes (4.6) e (4.7)) determinam a corrente e a tensao no memristor como fungoes
da variavel de estado X. Os graficos de Ip/(X) e Vi (X) sdo mostrados na figura
Observe que estas duas fun¢oes tem uma singularidade no ponto X, = ﬁ ~ 1.928 ¢, além

disso, temos que lim Vi = oo e lim I, = Foo, ou seja, tanto a corrente quanto a
X—=XT X—XE
tensao tendem para infinito quanto X — X,.

0.57

-1 0 1 x=27/14
. -1.54

(a) (b)

Figura 4.6: (a) Grafico I/(X). (b) Grafico Vi, (X).

A partir das equagoes (4.6) e (4.7) podemos obter também uma curva no plano
(I — V), parametrizada pela variavel de estado X, ou seja,

X — ([A[(X), VM(X)),

cujo trago é mostrado na figura (a) para X no dominio [-1.2,1.2]. A figura (b),
obtida considerando-se X no dominio [1.2,2.038], é a versdo ampliada de uma parte da
figura[1.7 (a).

Analisando o grafico DC (Ip; — Vi) na ﬁgura podemos obter as regioes localmente
ativas do memristor dado pelas equacoes ([£.3). Tais regioes estdo listadas na Tabela
Podemos ver que existem quatro regioes de resisténcia diferencial AVy, /Al negativa,
logo nessas regioes o memristor é localmente ativo.

Também observamos que ha um salto no grafico de fase em Xy = 1,928, onde a cor-
rente salta de mais infinito para menos infinito, enquanto a tensao salta de menos infinito
para mais infinito.

Calculando as inclinag¢oes dos arcos nos pontos de equilibrio Q1 (X = —1) e Qa2(X =
0), onde a derivada da variavel de estado do memristor se anula (ou seja, dz/dt = 0)
obtemos os valores positivos 9/4 e 3/4, respectivamente, como também pode ser deduzido
diretamente do grafico. Por outro lado, observamos que os arcos nos pontos de equilibrio
Q3(X =1) e Q4(X = 2) tém inclina¢des negativas. Com isso, podemos concluir que @)y
e (Q2 sao pontos de equilibrio localmente passivos, enquanto que (3 e ()4 sao pontos de
equilibrio localmente ativos.
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Figura 4.7: (a) Curva (I/(X), Vi (X)) para X € [-1.2,1.2]; (b) Curva (Ip(X), V(X))
para X € [1.2,2.038].

Variavel de es- Res1steg01a o

tado X diferencial Carateristicas Corrente I /A
AV /ALy

[—1.200, —0.662) | Positivo Localmente passivo [—0.1929,0.1365)

[—0.662, —0.575) | Negativo Localmente ativo [0.1365,0.1414)

[—0.575,0.236) | Positivo Localmente passivo [0.1414, —0.0830)

[0.236, 0.583) Negativo Localmente ativo [—0.0830, —0.1474)

[0.583,0.806) Positivo Localmente passivo [—0.1074, —0.1073)

[0.806, 1.928) Negativo Localmente ativo [—0.1073, +00)

(1.928,2.038] Negativo Localmente ativo (—00,0.7970)

Tabela 4.2: Analise da regido de atividade local do memristor (4.3)).

Na proxima segao, vamos utilizar as propriedades do memristor (4.3) para construir
um oscilador periddico, conectando-o em série com outros dois elementos fundamentais,
um resistor e um indutor.

4.2 Circuito oscilador periédico com memristor

Consideremos o circuito da ﬁgura proposto no artigo [12], formado por um indutor
L, um resistor R e o memristor definido na secao anterior, dado pelas equacoes .

De acordo com a primeira lei de Kirchhoff, temos Is = i;, 4+ ig, e pela segunda lei de
Kirchhoff aplicada ao circuito, temos que vg = vy, + vy, isto é:

. di .
inR = Ld_tL —1.5(x — 0.5)iz,
assim temos a seguinte equagao para a corrente iy:
di 1
"L Z[(Is —ir)R + 1.5(z — 0.5)iz). (4.8)

dt L
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T,=-0.055A% | |

[ ] |
ZL(S,Q)l Z(s,0) | _

Figura 4.8: Memristor oscilador periddico.

Juntando a equagao de estado (4.3) do memristor e a equagao (4.8), obtemos que o
sistema diferencial associado ao circuito da figura [4.8)é dado por (para detalhes ver [12]):

d
d_f = 25012z — 2% — 22% + 2" + (5.4 — 2.82)iy),
(4.9)
dip, 1 . .
d_tL — E[(IS —ip)R+ 1.5(x — 0.5)i].

Faremos agora uma anélise da estabilidade linear dos pontos de equilibrio do sistema
([£.9), fixando os valores dos parametros Ig = —0.055 e R = 0.088, seguindo o que foi
feito em [12]. Porém, em nossa analise, vamos variar o parametro L, que representa a
indutancia no circuito, e sera considerado como parametro de bifurcacao em nosso estudo.
Mostraremos que, para certos valores de L, o sistema apresenta oscilagoes periddicas,
decorrentes da existéncia de um ciclo limite estével originado em uma bifurcacao do tipo
Hopf, que ocorre para um valor critico Ly. Além disso, ao variarmos L afastando-o
do ponto de bifurcacao Lg, observamos um aumento na amplitude do ciclo limite, e
determinamos numericamente outro valor critico, L, para o qual o sistema apresenta
uma 6rbita homoclinica a um ponto de sela. Veremos que tal 6rbita, que nao foi detectada
explicitamente no artigo [12], desempenha um papel importante na dinamica do sistema
, determinando as regioes de estabilidade e oscilacoes periddicas no plano de fase do
sistema.

Fazendo dx/dt = diy/dt = 0 na equacio obtemos cinco pontos de equilibrio do
circuito, que sao dados por:

S = (—1.0028,—0.0021), S, = (0.0161,—0.0059), S5 = (0.5362, —0.1434),

Sy = (1.0092,0.0072) e S5 = (2.0001,0.0022).

E importante observar que a existéncia destes pontos de equilibrio independe do valor
do parametro L. Porém, sua estabilidade sim, depende de L. De fato, a matriz Jacobiana
do sistema (4.9)), com os valores dos parametros Ig e R definidos acima, ¢ dada por:

250(2 — 2z — 622 + 42° — 2.8i)  250(5.4 — 2.87)

J(z,i1) = (4.10)

1.54, —0.838 + 1.5x
L L

Calculando os autovalores da matriz (4.10)) em cada um dos pontos de equilibrio S; a
S5, obtemos as seguintes expressoes (que obviamente dependem do parametro L).
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Autovalores no Equilibrio 5;:

B 10~*
L

(7.5700 x 1061 + 11711 + v/5.7305 x 101312 — 1.7796 x 1011L + 1.3715 x 108 ) :

Autovalores no Equilibrio Ss:

2.5x 1075

- (9.9140 % 1081 — 16277. + \/9.8287 x 1013L2 + 3.0379 x 1011 + 2.6494 x 10° ) :

Autovalores no Equilibrio Ss:

5x 1070
L

(551770L —337. 4 1/3.0445 x 101112 — 8.3488 x 1010L + 113570 ) :

Autovalores no Equilibrio Sy:

B 1074

<2.5476 x 109L — 3379. 4+ 1/6.4900 x 101212 + 1.7912 x 1010L + 1.1418 x 107 ) :

Autovalores no Equilibrio Ss:

2.5 % 107°
XT (2.9980 « 107L + 43243, + /8.9880 x 1014 x L2 — 2.5932 x 1012L + 1.8700 x 109> .

4.2.1 Estabilidade dos equilibrios e bifurcacao de Hopf

Analisando as expressoes dos autovalores, obtemos que, para L > 0, o ponto de
equilibrio S; ¢ um no estavel, Sy e Sy sao pontos de sela e S5 é um no6 instavel. Por outro
lado, para 1.4 x 107%® < L < 0.2742, os autovalores da matriz Jacobiana no ponto Ss
sao complexos conjugados, sendo portanto do tipo foco. Além disso, a parte real destes
autovalores é negativa se 0 < L < 0.000610, e positiva se L > 0.000610, ou seja, ocorre
uma mudanca na estabilidade do foco, de estavel para instavel, quando L passa pelo valor
critico Ly =~ 0.000610. Na figura mostramos o retrato de fase do sistema (4.9) para
L =0.0004 < Ly. Na figura da esquerda, pode-se ver os pontos de sela Sy e Sy, 0s nos Sy
e S5, e 0 foco estavel S3. Na figura da direita, vé-se em detalhe que a variedade instavel
do ponto de sela Sy (que se encontra proximo da origem) tende para o foco estavel Ss.

Aumentando o valor de L para L = 0.00061, bastante préximo do valor de bifurcacao,
observamos que o ponto de equilibrio S3 torna-se um “foco estavel fraco” (ver figura m,
pois as solugoes convergem para este ponto de forma muito lenta. Esta é uma caracteristica
tipica do ponto de bifurcacao de Hopf.
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Figura 4.9: Retrato de fase do sistema (4.9) para L = 0.0004. Na figura da esquerda pode-se
ver os pontos de sela, os nos e o foco estavel. Na da direita, vé-se o foco estavel em detalhe.
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orbita homoclinica. Por outro lado

exterior e no semi-plano 7;, < 0 tendem para o né estavel 57, localizado aproximadamente

segue que existe entao um valor limite aproximado, L,
no ponto (—1,0), ou seja, tendem para um ponto de equilibrio estavel do sistema.

Y

de uma

éncia

Para L = 0.00063, ou seja, maior que o ponto de bifurcacao Ly ~ 0.00061, observa-se

que o foco S3 se torna instavel e um ciclo limite estavel surge em torno dele, conforme
mostrado na figura 4.11] (o ciclo limite encontra-se na regido branca do plano de fase).

Da discussao anterior
0.00104, para o qual o sistema (4.9) apresenta uma 6rbita homoclinica ao ponto de sela

Sy, conforme mostrado na figura
importante na dinamica do sistema (4.9), pois, para condi¢oes iniciais no seu interior,

Tal ciclo limite aumenta de amplitude, conforme L se afasta do ponto de bifurcagao (ver

Figura 4.10: Retrato de fase do sistema (4.9) para L = 0.00061. O ponto de equilibrio S3 se
figura [4.12)).

torna um “foco estavel fraco”.
as solucoes oscilam em torno da

4.2.2 Exist
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que limita a regido de oscilacao

0.00104. Na figura da esquerda pode-se

para L
, na regido branca da figura da esquerda
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Figura 4.12: Aumentando o valor do parametro desde L = 0.00063, os ciclos limites aumentam
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Para valores de L maiores que o valor critico L = 0.00104, a 6rbita homoclinica se
quebra, e as solucoes que iniciam proximas do foco instavel S3 nao oscilam mais, mas

ver a existéncia de uma 6rbita homoclinica ao ponto de sela So,
em torno do foco instavel Sy. Ver detalhes na figura da direita.

Figura 4.13: Retrato de fase do sistema (4.9))
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tendem para o né estavel S;, conforme mostrado na figura [4.13 Desta forma, para
0.00104 < L < 0.2742, o sistema nao apresenta mais oscilagoes periddicas, pois as
solucoes que se encontram em uma certa regiao de estabilidade do sistema, determinada
pelas separatrizes dos pontos de sela Sy e Sy, tendem para o néd estavel Sy, ver figuras
.13l As demais solugdes, exceto as variedades estaveis das selas, tendem para infinito.
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Figura 4.14: Retrato de fase do sistema (4.9) para L = 0.0012 (esquerda) e L = 0.0015 (direita).
Na figura da esquerda pode-se ver a existéncia de uma 6rbita homoclinica ao ponto de sela Ss,
que limita a regido de oscilagao em torno do foco instavel S4. Ver detalhes na figura da direita.

4.3 Circuito equivalente de sinal pequeno

Ao linearizar as equacoes nao lineares do memristor sobre um ponto operacional lo-
calmente ativo no grafico DC, podemos obter um circuito de sinal pequeno que é usado
para analisar o comportamento dinamico local, préximo ao ponto operacional, conforme
descrito em [12]. Para tanto, suponha que o ponto operacional Q(Iys,Vys) do memris-
tor esteja na regiao localmente ativa. Quando uma perturbacao pequena ¢é aplicada ao
memristor, as respostas correspondentes sao dx e dvy;, conforme mostrado na Figura
4.15. Tanto dvy; quanto dx podem ser obtidos usando a série Taylor e desconsiderando
os termos de ordem superior, assim temos (para detalhes, ver [12]):

a - a dt it =g (@) = — g =+ g R (@),
dt dt’ dt  Oxr dt diyy  dt’

com o que, o sistema perturbado, proximo ao ponto Q(Iy, Vi), pode ser escrito da
seguinte forma:

5UM = (111(@)(51’ + alg(Q)(SiM,

4(53) (4.11)

= b11(Q)dx + b12(Q)dins,
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iy =1y + Oiy,
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Figura 4.15: Memristor localmente ativo perturbado.

onde

( all(Q) _ iMdR(];i(l‘)

a12(Q) = Ru(z) o= —1.5(X — 0.5),

|Q = —1.5IM,

. (4.12)
b (Q) = W lo = 250(2 — 2X — 6X2 + 4X® — 2.81),
P .
bo(Q) = 2L @) ono5.4 - 28%).
c%M
Aplicando a Transformada de Laplace a equaciao (4.11]), temos
B (s) = an(Q)F(s) + ara(Q)inr(s),
(4.13)
sz(s) = bu(Q)2(s) + bi2(Q)ine(s),
~ )
onde Ups(s), ipr(s) e Z(s) sdo as transformadas de Laplace de dvyy, dips e —:C), respeti-

vamente. De acordo com a equagao (4.13)), a funcao de impedancia do memristor de sinal
pequeno localmente ativo sobre o ponto operacional () é dada por

vu(s) _ 011(Q)b12(Q)

25.Q) = iu(s) s —bu(Q) +onal@). 1)
A equacao (4.14) pode ser escrita como
1
Z(s,Q) = o R% + R, (4.15)
onde ) .
¢= all(@)blz(Q)7
_an(@)hi2(Q) (4.16)
L@
L Ry = a12(Q).
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Observamos a partir da equagao (4.15)) que nosso memristor perturbado pode ser equi-
valente a um circuito que consiste em uma conexao paralela entre um resistor R; e um
capacitor C, e essa conexao é conectada em série com um resistor Ry (ver figura [4.16|)

Supondo que o ponto operacional Q(X, I5r) seja, por exemplo (0, 5362, —0, 1434), con-
forme visto na figura (a), e substituindo os valores de I, e X na equagao ,
obtemos os valores a;; = 0.2151, a5 = —0.0543, by; = 55.1775, b1y = 974.66. Portanto,
os parametros Ry, Ry e C do circuito de pequena sinal equivalente sao mostrados na fi-
gura[f.16 Além disso, tais parametros podem ser calculados pela equacao achando
C =0.00477F, Ry = —3.799502 e Ry = —0.0543¢).

Oo—Pp»
+ 5i,
-0.0543 Q
Oy
| 37995 of |& 4770uF

Figura 4.16: Circuito equivalente de sinal pequeno no ponto Q(—0.1434,0.5362).

O parametro C' = 4770 F > 0 indica que o memristor tem caracteristicas capacitivas
no ponto operacional (). O parametro R; = —3,7995¢) < 0 significa que o memristor tem
uma caracteristica de resisténcia diferencial negativa no ponto operacional (). A carac-
teristica de ser localmente ativo pode fornecer a energia para a oscilagao. E também, a
resisténcia diferencial negativa pode compensar a perda de energia causada pela resistén-
cia positiva no circuito de oscilacao, de modo que o circuito possa oscilar continuamente.

A andlise acima explica a ocorréncia das oscilagoes periodicas, provenientes da bifur-
cacao de Hopf, do circuito , estudada na secao

4.4 De oscilacoes periédicas ao comportamento cadtico

Atualmente, h4 muito interesse no estudo de circuitos elétricos que apresentam com-
portamento caodtico, pois tais circuitos podem ser usados em problemas relacionados a
criptografia, redes neurais artificiais, tratamento de imagens e outros [23]. Dessa forma,
com base no estudo do circuito elétrico que apresenta oscilacoes periddicas e o6rbita ho-
moclinica, desenvolvido nas se¢oes anteriores, foi proposto em [12] um circuito elétrico
que apresenta comportamento cadtico. Como este tipo de comportamento em sistemas
autonomos de equagoes diferenciais ordinarias s pode ocorrer para sistemas definidos no
espaco R™, com n > 3, para construir um circuito cadtico a partir do oscilador periodico
([£.9), acrescentamos um capacitor no circuito da figura [4.8 com o que obtemos o circuito
mostrado na figura [£.17] (para detalhes, ver [12]).

A partir da relagdo entre tensao e carga em um capacitor e da primeira e segunda leis
de Kirchhoff, temos as seguintes relagoes entre a tensao e a corrente no circuito da figura

: ic + iR —|—Z']w = 0, ZM = —iL, Vo — UR € também

dvc_ldq_l, _1< _)_1( _UR)_l(. _Uc)
a Cat oo\ T g\ )T gl ‘



4. Clircuitos elétricos envolvendo memristores 69

Figura 4.17: Oscilador periédico acrescido de um capacitor C.

Assim, acrescentando esta equacao as equacgoes do circuito oscilatorio dado pelos sis-
tema (4.9), obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias em R3, que
descreve a dinamica do circuito 1T

( di 1 4
d—tL = +[1.5( = 0.5)iz, — e,
dUC 1 . (Yo
i G ¢ P O 4.17
i TR (417
dz 9 3 4 . .

o =2r —x° —2x° + 2" — 5.4i, + 2.8xiy,

onde i;, e vc representam a corrente do inductor L e a tensao através do capacitor C,
respetivamente. Os parametros na equacao de estado sao definidos como ks = 1, C' =
016 F, L=0.24H e R=101.

4.4.1 Estabilidade linear dos equilibrios

Fazendo dip/dt,dve/dt = dx/dt = 0 em (£.17)), obtemos os cinco pontos de equilibrio
do sistema, sendo que quatro deles correspondem aos pontos de equilibrio do memristor,
isto ¢ 51(0,0,—1), S2(0,0,0), S3(0,0,1) e S4(0,0,2). Estes equilibrios sdo obtidos ao se
considerar 7;, = 0 no sistema , com o que obtemos os pontos do grafico de desli-
gamento (POP) do memristor. Para iy, # 0, o quinto ponto de equilibrio é dado por
S5(—127.14, —1271.4,7.167).

A matriz Jacobiana do sistema (4.17)) em um ponto genérico (i, v, x) é dada por:

1.5(x —0.5) 1 1.51p,
L L L
J= 1 b 0 (4.18)
C RC
—5.4+28x 0 2 — 2x — 622 + 42 + 2.8i,

Estudemos os autovalores desta matriz nos pontos de equilibrio encontrados.
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A matriz Jacobiana em 57(0,0,—1) é
2.25 1
—_—— == 0
L L
Ji = l _L 0
C RC
—8.2 0 —6
Calculando os autovalores obtemos A\; = —6, Ag3 = —5 £ 2.627i. Logo, o ponto

de equilibrio S;(0,0, —1) é assintoticamente estavel e, portanto, o sistema nao pode
oscilar numa vizinhanca deste ponto. Observe que este ponto corresponde exata-
mente ao equilibrio estavel localmente passivo (1 = (—1,0) do sistema oscilatorio
com memristor no plano ([4.9), conforme seu POP mostrado na figura que nao
pode causar oscilacoes.

Para ponto de equilibrio S5(0, 0, 0), calculamos os autovalores da matriz Jacobiana,
obtendo A\; = 2, Ay 3 = —1.87504+4.94767, o que mostra que este equilibrio é do tipo
sela-foco de indice 1 (ou seja, variedade instavel de dimensao 1 e variedade estével
de dimensao 2).

A matriz Jacobiana no equilibrio S3(0,0,1) é dada por

0.75 1
_— —= 0
L L
Ji = l _L 0
C RC
—-2.6 0 -2
Calculando os autovalores obtemos \; = —2, Ay3 = 1.25 + 4.7462:. Logo, o

equilibrio S5(0,0, 1) é do tipo sela-foco de com indice 2 (isto é, variedade estéavel de
dimensao 1 e variedade instavel de dimensdo 2), o que da a possibilidade de geragao
de atratores caoticos, conforme os Teoremas de Silnikov [IT]. Portanto, é possivel
excitar uma oscila¢do cadtica no equilibrio S3(0,0,1). Este equilibrio corresponde
exatamente ao ponto de equilibrio localmente ativo @3 = (0, 1) do sistema planar
([£.9), conforme seu POP mostrado na figura [£.2] que ¢ um ponto de sela do sistema
com memristor no plano, dado pelo sistema .

O equilibrio S4(0,0,2) corresponde ao equilibrio @4 = (0,2) do sistema planar com
memristor ativo, dado pelas equacoes ([£.9), que ¢ um equilibrio instével localmente
passivo. Logo, nao pode ser excitado para obtencao de oscilagoes cadticas em sua
vizinhancga. De fato, calculamos os autovalores correspondentes e obtemos A\; = 6
e \o3 = 4.3750 £ 1.0206¢, que mostra que S; € um ponto instavel e, portanto, o
circuito nao pode oscilar numa vizinhanca deste ponto de equilibrio.

Para o ponto de equilibrio S5(—127.14, —1271.4,7.167) encontramos os autovalores
A1 = 780.2562, Ay = 56.9873 ¢ A3 = —0.1639, o mostra que este & um ponto de sela
com variedade estavel de dimensao 1, e variedade instavel de dimensao 2, portanto
as solugoes tendem a divergir numa vizinhanca deste ponto.
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Mesmo com a anélise da estabilidade local dos pontos de equilibrio, feita acima, é
muito dificil descrever o retrato de fase do sistema (4.17) no R3. De fato, existem pontos
iniciais cuja soluc¢ao tende para o atrator localizado no equilibrio S;(0,0, —1); existem
trajetorias que podem tender a infinito, guiadas pelas variedades instaveis dos pontos de
sela; e existem solugoes que podem tender a oscilacoes periddicas e também caodticas, em
torno do ponto de equilibrio S3(0,0, 1), conforme observado acima.

Para entendermos um pouco da complexa dinamica do sistema (4.17j , podemos recor-
rer as propriedades do memristor considerado, dado pelas equacgoes (4.3]), conforme feito
em [12].

Quando as condi¢oes iniciais sao (0.2,0.2,0.4), a variavel de estado x muda com iy,
(que corresponde a —iy, como variavel do sistema (4.17)). A figura (a) (apresentada
em [12]) mostra o DRM ("Dynamic Route Maps"em portugués trajetorias dinamicas") do
memristor para cinco trajetorias dindmicas, cada uma parametrizada por uma corrente
iy no memristor. Observe que o DRM consiste em um nimero denso de trajetorias
dinamicas diferentes, onde apenas cinco rotas sao exibidas. Se o estado x estiver em uma
rota dindmica onde dx/dt > 0 (respectivamente dz/dt < 0), ele deve se mover para a
direita (respectivamente para a esquerda) ao longo da trajetéria dinamica.

|

— 2 A w—]()A =(08A =—(0.6A
— ()4 A m— ()2 A m—()A —_()2A
— (0.4 A (0.6 A = (.8 A =_1.0A
—0.2 A m—.1A m— 0 A —-12A
e -0.1A e -0.2A
(a) (b)

Figura 4.18: Trajetorias dindmicas do oscilador cadtico: (a) Cinco trajetorias dinamicas,
(b)Trajetorias dinamicas do memristor em diferentes correntes em 0 — 15s.

Para a condicao inicial (iz,,ve,, o) = (0.2,0.2,0.4), ou seja, zo = 0.4, quando a
corrente do memristor 7,; muda, o estado x se moverd na direcao das setas nas diferentes
trajetorias dinamicas ao longo do caminho a; — as — by — by — ¢y — ¢9 — dy — do, acima do
eixo . No entanto, ele nao pode alcancar a intersecao (011 da trajetoria dinamica e o eixo
x, porque a interse¢do ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel onde dz/dt < 0.

Se a corrente i, atual do memristor torna-se negativa antes que o estado x alcance
a intersecao, r imediatamente salta para a trajetoria dinamica correspondente abaixo do
eixo x e, em seguida, move-se para a esquerda nas diferentes trajetorias dinamicas ao
longo do caminho e; — ey — fi — fo — g1 — g2 — hy — ho — i1 — iy, mas nunca atinge o
interseccao (U5 da trajetoria e o eixo x, porque esta interseccao é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel onde dx/dt < 0.
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Depois disso, se a corrente de memristor se tornar novamente um valor positivo, o
estado x salta para outra trajetoria dinamica acima do eixo x, e se move para a direita
ao longo do caminho j; — jo — ky — ko — [4..... O estado x vai para frente e para tras,
formando assim uma oscilagao cadtica. Em outras palavras, o memristor alterna entre
as regioes localmente ativas e localmente passivas com a mudanca de iy; no intervalo
de z € [—1.68189,1.60129] e continua oscilando sobre a excita¢do do ponto operacional
localmente ativo, como é mostrado na figura [4.18] (b), onde é desenhado apenas as 6rbitas
caoticas a partir dos valores iniciais (0.2,0.2,0.4), dentro de 0 — 15s, em 13 trajetorias
dinamicas.

Conclui-se que a variavel de estado x muda com a corrente do memristor com as
diferentes condicoes iniciais, exibindo co-existéncia entre atratores pontuais e atratores
cabticos, e também dinamicas divergentes. Incluimos a andlise gréfica mostrada na figura
para ilustrar a utilidade de se conhecer as propriedades do memristor considerado
para constru¢ao do circuito da figura [£.17] na anélise dinamica do sistema (4.17).

Com base na analise apresentada acima e nas demais analises apresentadas no artigo
[12], desenvolvemos simulagGes computacionais com o software Maple, com as quais ob-
tivemos a formacao de um atrator cadtico para o sistema , ao variarmos o valor do
parametro C' naquele sistema. De fato, obtivemos uma cascata de duplicacao de periodos,
que convergiu para a formacgao de um atrator cadtico, ao variarmos o parametro C' no
intervalo [7.210, 7.560], conforme mostrado na figura [4.20] (a) até (f). Observamos que,
como o parametro C' comparece no sistema no denominador (ou seja, na forma
1/C), a referida cascata de duplicacao de periodos ocorre quando variamos C' de 7.560
até 7.210, o que acarreta que 1/C é crescente.

Para verificar que o atrator mostrado na figura m (f) é mesmo cadtico, plotamos
duas solugoes com condigoes iniciais bastante proximas, (0.2,0.2,0.4) e (0.2001,0.2,0.4),
uma em azul e a outra em vermelha, que sao mostradas na figura m (a), sendo sua
coordenada z(t) contra t apresentada na figura [£.19] (b), mostrando a sensibilidade das
solugbes com relagao as condigoes iniciais (proximas). O atrator aqui obtido ¢ do tipo de
uma faixa de Mobius, pois as solugoes apresentam uma dobra, sendo que as mais externas
retornam na parte interna do atrator (ver figura .

No artigo [12] foram obtidos outros atratores cadticos e também oscilagbes periddicas,
para diferentes valores do parametro C, enquanto que os valores dos parametros L e R
foram mantidos fixos em L = 0.24 H ¢ R = 10§2. Isso mostra que um circuito memristivo
em R3 pode apresentar um comportamento bastante complexo, restando muito ainda a
ser estudado sobre estes circuitos.
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Figura 4.19: Soluc¢ao do sistema (4.17) com condi¢ao inicial (0.2,0.2,0.4) e diferentes
valores do parametro C: (a) C' = 7.560; (b) C' = 7.360; (c) C' = 7.250; (d) C' = 7.225; (e)

C =17.213; (f) C = 7.210.
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Figura 4.20: (a) Atrator cadtico do sistema (4.17)) com C' = 7.210, solugbes com condi¢oes
iniciais (0.2,0.2,0.4) (azul) e (0.2001,0.2,0.4) (vermelha); (b) coordenada x(t) contra t,

mostrando sensibilidade com relagao as condigoes iniciais.
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4.5 Modelo simplificado de memristor localmente ativo

Para a construcao do modelo oscilatorio os autores de [I2] consideraram um
memristor localmente ativo e nao volatil, ou seja, seu grafico POP, dado por f(z,iy) =0
com iy, = 0, possui duas raizes simples onde a derivada da funcao f’(x,0) é negativa. Com
base principalmente nestas hipoteses (atividade local e ndo volatilidade), e nos estudos
apresentados nas secoes anteriores, propomos considerar, ao invés do memristor utilizado
em [12], o seguinte memristor genérico controlado por corrente

. (4.19)

dt
que, supostamente, tem a vantagem de possui uma expressao bem mais simples.

O grafico de desligamento (POP) do memristor (£.19) ¢ mostrado na figura [4.21]

=T — ZIZ'3 —FZ'M = f(SE,Z'M),

61

'
[N}

-6

Figura 4.21: POP do memristor (4.19).

Dessa forma, o memristor proposto também possui a propriedade de nao volatili-
dade, pois o seu grafico de desligamento (POP ou Power Off Plot) possui dois pontos de
equilibrio estéaveis, ou seja, pontos onde dz/dt = f(x,0) = 0 e f'(x,0) < 0. Os pontos
de equilibrio sdo @1 = (—1,0), Q2 = (0,0) e Q3 = (1,0). Seguindo o mesmo raciocinio
das secoes anteriores, temos que (1 e (J3 sao assintoticamente estaveis, enquanto que ()
é um ponto de equilibrio instavel.

Além disso, como a equacao para a tensao vy, € a mesma de e os pontos de
equilibrio também sao os mesmos, as memristéncias correspondentes nos dois pontos de
equilibrio estaveis sdo as mesmas obtidas para o memristor dado por (4.3).

Para determinar a regiao de atividade local do memristor, seguindo as mesmas técnicas

. . . x
j& apresentadas anteriormente, obtemos as equacoes que o governam, fazendo i 0,

xr =X, iy = Iy e vy = Vi de onde obtemos
Iy =X3-X, (4.20)

Var = —1.5(X — 0.5)(X? — X). (4.21)

A partir das equagoes (4.20) e (4.21]), podemos desenhar seus respectivos graficos com
X como a variavel independente, como é mostrado na figura [4.22
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(a)

Figura 4.22: (a) Grafico I, (b) Gréfico V).

Também podemos desenhar a curva DC no plano (I, V), como mostrado na figura
que ¢ plotada no dominio [—1.2,1.2] da varidavel X. Observe que esta curva tem a
forma de um lago, e foi por isso chamada de shoelace plot do memristor, conforme |[7].

Figura 4.23: Grafico DC (Inr, V).

Do grafico DC, as regioes localmente ativas do memristor sao obtidas, conforme é
listado na Tabela de onde podemos ver que existem quatro regioes de resisténcia
diferencial negativa logo essas regioes sao localmente ativas.

Da mesma forma que no caso do memristor anterior, obtemos que os equilibrios )7 e
(3 sao localmente passivos, enquanto que ()9 é localmente ativo.

4.5.1 Modelo oscilatério com memristor simplificado

Seguindo o que foi feito em [12] para a constru¢ao do oscilador periddico, utilizando
o memristor localmente ativo determinado pela equacao , nesta se¢ao propomos um
novo circuito oscilador, também como o mostrado na figura 1.8, mas com a equagao
dindmica do memristor simplificado, dada pelas equagoes [£.19] Utilizando novamente as
equacoes de Kirchhoff obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais que modela o
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Variavel de es- R.esistén.cia .
tado X diferencial Carateristicas Corrente I /A
AVN[/AIM
[—1.2,—0.662) Positivo Localmente passivo [—0.526,0.374)
[—0.662, —0.575) | Negativo Localmente ativo [0.374,0.385)
[—0.575,0.236) | Positivo Localmente passivo [0.385, —0.219)
[0.236,0.583) Negativo Localmente ativo [—0.219,—0.385)
[0.581,0.805) Positivo Localmente passivo [—0.385, —0.284)
[0.805, 1.2] Negativo Localmente ativo [—0.284,0.527]
Tabela 4.3: Analise da regiao localmente ativa e passiva.
circuito:

d_x —r— 34
Pl
(4.22)
di 1 , :
d_; = Z[(1’5 —ip)R+ 1.5(x — 0.5)i].

Apresentamos agora uma andlise da estabilidade linear dos pontos de equilibrio do
sistema (4.22), fixando os valores dos parametros Is = —0.055 ¢ R = 0.088, seguindo
o que foi feito em [12]. Na nossa anéalise, vamos variar o parametro L, que representa a
indutancia no circuito, e seré considerado como parametro de bifurcacao em nosso estudo.

Fazendo dzx/dt = diy,/dt = 0 no sistema , obtemos quatro pontos de equilibrio do
circuito, que sao dados por: S; = (—1.0010, —0.002068), Sy = (0.0058368, —0.0058366),
S3 = (1.0036,0.007251), e Sy = (0.55026, —0.38365).

Como no caso anterior, observamos que os pontos de equilibrio sao independentes do
parametro L, mas para o estudo da estabilidade dependera deste parametro, de fato a
matriz Jacobiana do sistema (4.22)), com os valores dos parametros Is e R definidos acima,
é dada por:

1 — 3a? 1

J(z,ip) = (4.23)

1.55,  —0.838 4+ 1.5z
L L
Calculando os autovalores da matriz em cada um dos pontos de equilibrio S; a
Sy, obtemos as seguintes expressoes, dependentes do parametro L:

Autovalores no equilibrio 5;:

2.5 x 1074

(4012.L 4 4679. £ 1.4/1.6096 x 107L2 — 3.7593 x 107L + 2.1893 x 107)

Autovalores no equilibrio S;:

4. x 1077

(1.2499x10°L—1.0366 x 10°+£+/1.5622 x 101212 + 2.5364 x12 [ + 1.10744 x 1012)

Autovalores no equilibrio Sj;:

1074

(10108.L — 3337. + v/1.0217 x 108L2 4 6.8549 x 107L + 1.1136 x 107)

Autovalores no equilibrio S;:

1. x 1076
L

(45821.L — 6305. + /2.0996 x 109L2 — 5.749 x [ + 3.9753 x 107)
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Analisando as expressoes acima, obtemos que o equilibrio S; é um né estavel para
qualquer valor positivo do parametro L, os pontos de equilibrio S5 e S3 sdo pontos de
sela para qualquer valor positivo do parametro L, e S; é um foco instavel para L >
0.1376006635. Por outro lado, para 0 < L < 0.1376006635 o equilibrio S; ¢ um foco
estavel, e para o valor do parametro Ly ~ 0.1376006635 os autovalores da matriz Jacobiana
no ponto Sy sao complexos com parte real zero, sendo portanto do tipo foco fraco, que
é uma das condigcoes para a ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf neste ponto. Assim,
ocorre uma mudanc¢a na estabilidade do foco, de estavel para instavel, quando L passa
pelo valor critico Ly ~ 0.1376.

Na figura mostramos o retrato de fase do sistema para L = 0.1 < Ly. Na
figura da esquerda, pode-se ver os pontos de sela S5 e S3, 0 n6 S} e o foco estavel S;. Na
figura da direita, vé-se em detalhe que duas das variedades instaveis dos pontos de sela
Sy e S3 (que se encontra proximo da origem e proxima do ponto (1,0), respectivamente)
tendem para o foco estavel Sy.
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Figura 4.24: Retrato de fase do sistema (4.22) para L = 0.1. Na figura da esquerda
pode-se ver os pontos de sela, o n6 e o foco estavel. Na da direita, vé-se o foco estavel e
as variedades instaveis das selas em detalhe.

Aumentando o valor de L para L = 0.137, bastante proximo do valor de bifurcacao,
observamos que o ponto de equilibrio Sy torna-se um “foco fraco” (ver figura , pois
as solugoes demoram muito para convergir para o equilibrio.

Para L = 0.14, ou seja, maior que o ponto de bifurcacao Ly ~ 0.137, observa-se
que o foco Sy se torna instavel, e um pequeno ciclo limite estavel surge em torno dele,
conforme mostrado na figura 4.26, Tal como no sistema anterior, o ciclo limite aumenta
de amplitude, conforme L se afasta do ponto de bifurcagao (ver figura m ).

Existe entao um valor limite aproximado, L; = 1.234, para o qual o sistema
apresenta uma oOrbita heteroclinica que liga os dois pontos de sela, ou seja, uma das
variedades instaveis da sela S3 coincide com uma das variedade estéveis de Sy, conforme
mostrado na figura [4.28

Para L > L; = 1.234, nao ha mais oscilacoes periddicas. As solucoes tendem para o
no estavel Sp, conforme mostrado na figura [4.29]

Novamente podemos perceber o papel importante das separatrizes das selas Sy e S3
na dindmica do modelo. Na verdade, essas separatrizes determinam as regioes do plano
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Figura 4.26: Retrato de fase do sistema {4
titui uma fronteira para essas regi

de fase onde ocorrem as oscilag
periodicas.



80

4. Clircuitos elétricos envolvendo memristores

AT AT AT AT AT AT AT A T AT AT AT A T AT AT A A e A T

0\ AT e e A TA A A A a Ta a

R . e e P e Pt P Pr PN P P o o
et b G4 L— bl b b bl oo

Fa—a— e a— a4 a4 a— 44— a4 a— G a—a—
T

e a—a

e e b b b & o o 5 a2
Rt et et T P - g

ettt a e e a e e a—a—a—

P a—a— et a—a—a— o a—a—a—a—a—a—a—a—

S ; 7 T ; T
A - e e
=1

o e b b b e a—a—

~

(b) L =02

=0.18

(a) L

e T T IR
\Iv/r/»/»///

—

waajLﬁa@ﬂ$4£\

XX KRR S s ¥ ¥ ¥ &
AR N NN e s ¥ ¥ X
NN NSNS s o K
NN RNN NN Ss—a—s s
NRNNNRAN NSNS ¥ v ¥ ¥
NN NN a s
XX RN RS St—a—aa s o o S
NN NN S S X

/4/;\»\»\;\»\»\»\

R
N\
R
08
X
X\
X\
NN

O O VN
B S S S VN
\\¥$!////JJ////////

5,
RV

—

»Jgaamﬁﬂi

»/ e T i
N v e P P P P v
AN P P P I v P P P g
N T P OOV
PSS IFIIIF I T
VS PR e R R - T
A K s e e i s o s s e s e a

~

x(1)

f A ¥ bbb >—>—p—b—n Ve

AR
NN N N NN NN
SN NN NN NN NN NN
NN NN NN NN N NN

N N
e NN R R
75NN VAV VYV VLV
IPAREREEEEREEER
B EEEEEEEEEEN

AT Ay A O A A A

e YA A A A AN A AN

— M AAAAAAAAAA

e A A AAAAAA A
AAAAAAAAAAAANA
Tl AAAAAAAAAAA
SAAAAAAAAAAAAA
SAAAAAAAAAAAAA

AT L (Ll L L A AL L L L L L L L
VYA AN A A A A A Ed A AR
VVAAANAATA AL EA A LA
R
SN NN NN N NN NN NN
e Y
e N N N N N N Y
FAA—= NG N NN N NN
PA77=>5NN N Y Y vV VN VY
INEEAA NN R E R EEEERR
AR R R R R
DR EE RN
IR AV AR
YANSNe YA A A AN A
NANe— A AAAAAAA AN
NN LA AAAAAAA A
N A A AAAAAAAAA
eI A AAAAAAAAAAA
A A AAAAAAAAAAAAA
TS A AAAAAAAAAAA AN

o
AN
AN
AN
o8
AN
AN
NN
NS

=1.234

(f) L

= 1.205

(e) L

Figura 4.27: Aumentando o valor do parametro desde L = 0.18, os ciclos limites aumen-

tam de amplitude.



81

4. Clircuitos elétricos envolvendo memristores

T O O T

i i T T Y

P P PP Pl G -
W T R

)

P

Figura 4.28: Orbita heteroclinica que conecta os pontos de sela Sy e S3, para L = 1.234.

R
SN N N N e e e e N

Tutw e e e e e e e N ™

=D s o s o .
s P P
i W W i s a s a B aa i i i i i s
nﬁ P e

PV S 2 2 o o o o o e P S P P e
_\ PPl sl ol sl P ettt Pt L et
‘_.\’\*I&I}‘Hﬁl&ll‘ll‘kﬁ.kﬁ'ﬁ".‘l‘l‘l\"\‘l

_G/ e e -

T T T T T T
T e m e N e N N e N e e N ™

0N o r02 o v DAy 06 oo D8

T S il i Al A Ay ]
AP Y s S

M)

Figura 4.29: Para valores do parametro L > 1.234 nao ha mais oscilagoes e as solugoes

tendem para o no estavel 5.






CAPITULO

5

Conclusoes

A solugao de varios sistemas que incluem memristores e sistemas memristivos amplia
o conhecimento atual dos sistemas dinamicos e da teoria dos circuitos, por este motivo
pode-se inferir que os sistemas com Memristor e, portanto, os sistemas memristivos podem
ser considerados como novas categorias de estudo, tanto de sistemas dindmicos quanto de
teoria de circuitos nao lineares, e neste trabalho tentamos apresenta-los e estuda-los do
ponto de vista matematico.

Ao longo deste trabalho, as principais caracteristicas do memristor e dos sistemas
memristivos foram expostas do ponto de vista classico, incluindo seu comportamento
dentro de circuitos elétricos.

O modelo matematico apresentado no Capitulo 4 (o memristor controlado por cor-
rente), é biestavel e nao volatil, localmente ativo, tem dois estados estaveis e quatro
regioes localmente ativas. A andlise tedrica e simulagao (todas elas foram obtidas da re-
feréncia [12]) mostraram que o memristor pode mudar rapidamente seu comportamento,
ao se aplicar sinais de pulso de corrente apropriados.

Também foi estudado que o memristor operando em um ponto ativo pode ser equiva-
lente a um circuito capacitivo (com um capacitor), de modo que o memristor pode gerar
oscilacoes periddicas, ao se conectar um indutor em série com ele. A dinamica oscilatoria
do circuito é analisada através da teoria da bifurcacao de Hopf e atratores coexistentes
(como o ponto de equilibrio estével e o ciclo limite). Além disso, um circuito cadtico
autonomo tridimensional é estabelecido pela adicao de um capacitor ao circuito oscila-
toério periodico do memristor, que pode exibir varios comportamentos dindmicos, como
ponto fixo, ciclo limite, oscilacdo caodticas e varios atratores coexistentes. A partir dos
fendmenos dinamicos estudados, concluimos que a atividade local do memristor causa e
mantém as oscilacoes periddicas e cadticas, o que mostra que a atividade local pode ser
considerada com uma fonte de complexidade nos sistemas elétricos.

Além do estudo aqui apresentado, podemos dizer que ainda h& muito o que se estudar
sobre circuitos elétricos envolvendo memristores e/ou sistemas memristivos. Em estu-
dos subsequentes, pode-se tentar generalizar alguns conceitos aqui apresentados, sobre
memristores, sistemas memristivos e circuitos elétricos que combinem tais elementos com
outros elementos fundamentais dos circuitos elétricos (resistores, capacitores e indutores).
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