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Resumo 

Utiliza-se o método indutivo de Epstein e Glaser para a construção da matriz 

S da eletrodinâmica quântica em (2-fl) dimensões (QED3), ordem a ordem 

em teoria de perturbação, respeitando causalidade e invariância translacional. 

No espaço dos momentos, causalidade implica em relações de dispersão para 

gráficos de “loop” e, se levada corretamente em conta, a teoria torna-se livre 

de divergências no ultra-violeta. Nesse contexto, demonstra-se que a QED3 

é uma teoria bem definida perturbativamente e livre de ambigüidades no que 

se refere à geração dinâmica de massa para o fóton. Discute-se também a 

estrutura da teoria na região do infravermelho. 

Palavras-chave: QED3, causalidade, distribuições, relações de disper- 

são, correções radiativas, polarização do vácuo, geração de massa. 

Área do conhecimento: 1.05.03.00-5 



Abstract 

We employ the inductive method of Epstein and Glaser for the construction 

of the S-matrix for quantum electrodynamics in (2+1) dimensions (QED3), 

order by order in perturbation theory, by means of causality and translation 

invariance. In moment space, causality implies dispersion relations for loop 

graphs, and if taken appropriately into account no ultraviolet divergences 

occur. In this context, we show that perturbative QED3 is well defined and 

free of ambiguities with respect to dynamical mass generation for the photon. 

We also discuss the behavior of the theory in the infrared region. 

Keywords: QED3, causality, distributions, dispersion relations, radia- 

tive corrections, vacuum polarization, mass generation. 
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Introdução 

No início dos anos 60 Julian SchwingerW levantou a possibilidade de que a 

invariância de gauge de um campo vetorial não necessariamente implica que a 

partícula associada possua massa nula, no regime de acoplamento forte com 

os campos de matéria. Esta possibilidade foi ilustrada com um modelo e- 

xatamente solúvel em (1 + 1) dimensões, onde um férmion sem massa interage 

com um méson vetorial de massa “nua” nula, dando origem a uma excitação 

que corresponde a um campo escalar massivo. Este modelo, conhecido como 

modelo de Schwinger, é pois uma versão da eletrodinâmica quântica em (1 +1) 

dimensões. 

Vinte anos mais tarde, R. .Jackiwt^^, enfatizando aspectos topológicos do 

modelo de Schwinger (QED2) e da eletrodinâmica quântica massiva em três 

dimensões (QED3)t^^, identificou as estruturas responsáveis pela geração de 

massa, sem violação da invariância de gauge nessas teorias. 

Teorias de gauge em duas e três dimensões (espaç.o-temporais) constituem 

um laboratório teórico no qual efeitos novos e inesperados são encontrados. 

Sua relevância para o mundo físico quadridimensional manifesta-se em dife- 

rentes aspectos. Por exemplo, teorias no espaço (Euclidiano) tridimensional 

descrevem o comportamento a altas temperaturas de teorias em quatro di- 

mensões; neste sentido, modelos não massivos em três dimensões são extrema- 

mente atraentes. Entretanto, ainda não é claro se uma massa topológica 



emerge a partir de uma redução dimensional à temperatura finita, pois isto 

implicaria em violação de P e T em teorias em quatro dimensões. 

Em três dimensões, as partículas não se restringem apenas às estatísticas 

de Bose e de Fermi mas podem adquirir uma fase de troca arbitrária; tais 

partículas com estatística fracionária são conhecidas como ânions e estão 

associadas a representações irredutíveis do grupo de Poincaré em (2+1) di- 

mensões para valores arbitrários de spin na reta real^. No final da década 

passada demonstrou-se que um gás perfeito de ânions carregados, para cer- 

tos valores do parâmetro estatístico, comporta-se como um supercondutor 

à temperatura zerot^l. Acredita-se que ânions na forma de quasi-partículas 

estão relacionados com fenômenos físicos planares tais como o efeito Hall 

quântico fracionário e a supercondutividade a alta temperatura críticat®í’[^f 

Uma teoria quântica de campos para a matéria aniônica consiste de 

férmions interagindo com um campo Abeliano “estatístico” cuja dinâmica 

é governada por um termo topológico de Chern-Simons. Entretanto, como 

já discutimos, este termo deve levar a uma violação observável da paridade 

num supercondutor, fato que ainda não foi verificado experimentalmente. 

Variantes da QEDg foram propostas para descrever a supercondutividade 

aniônica levando em conta a conservação da paridade, onde é necessário 

se introduzir duas espécies de férmions^®]; isto equivale à escolha de uma 

representação redutívd da álgebra das matrizes de Dirac. Mais recentemente, 

Acharya e Narayanat®] propuseram um tratamento unificado para descrever o 

efeito Hall quântico inteiro (IQHE) e efeito Hall quântico fracionário (FQHE), 

apenas no contexto da QED3..: 

Em processos de espalhamento, os conjuntos de estados assintóticos ini- 

ciais e finais definem espaços de Fock isomorfos. Deve então existir, sob 

determinadas condições, um operador unitário que associa os elementos do 

primeiro espaço com os elementos do último, a matriz S em segunda quan- 

tização, que contém a informação sobre todos os possíveis estados finais. 

Na representação de interação para os operadores de campo, os elementos 
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da série perturbativa de Dyson para a matriz S, entre dois estados quaisquer, 

podem ser representados diagramaticamente de acordo com regras de Feyn- 

man bem estabelecidas. Entretanto, essa expansão, se escrita na forma usual, 

leva a integrais divergentes na região do ultravioleta do espaço dos momentos. 

Para lidar com expressões matematicamente mal definidas devemos mo- 

dificar a teoria de modo consistente, através de um processo de regularização, 

de modo a preservar as simetrias da teoria original. Um determinado pro- 

cesso de regularização nada mais é do que uma prescrição para que se possa 

extrair o verdadeiro conteúdo físico de uma teoria. Esta deve fornecer valores 

mensuráveis para as grandezas físicas de interesse, muitas vezes ocultos sob 

expressões divergentes. 

A QED3 será nosso objeto de estudo. Esta é uma teoria super-renormali- 

zável o que significa que existe somente um número finito de diagramas di- 

vergentes até uma dada ordem em teoria de perturbação usual. Os únicos di- 

agramas primitivos divergentes são aqueles que correspondem à auto-energia 

do fóton, em segunda e quarta ordem, e à auto-energia do elétron. Aqui 

vamos nos ocupar com o cálculo das inserções básicas de auto-energia em se- 

gunda ordem e da correção de vértice, centrando nosso estudo no problema 

da geração de massa invariante de gauge em (2-|-l) dimensões. 

Para tanto, ao invés de expandirmos a matriz S da QED3 em produtos de 

operadores de campo ordenados temporalmente, podemos construí-la ordem 

a ordem em teoria de perturbação, através de requisitos físicos, investigando- 

se o suporte das distribuições de n pontos na série perturbativa. Estas levam 

a expressões matematicamente bem definidas, livres de divergências no ul- 

travioleta. Neste caso, não é necessário se introduzir qualquer método de 

regularização, que possa levar a ambiguidades quanto aos resultados físicos. 

0 material aqui apresentado está disposto na seguinte forma. No capítulo 

1 introduziremos o grupo de Lorentz em (2-1-1) dimensões e discutiremos suas 

representações espinoriais, em particular aquela que leva à equação de Dirac. 

No capítulo 2 estudaremos a segunda quantização do campo de Dirac e do 
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campo eletromagnético, definindo o operador de espalhamento no espaço de 

Fock para um campo eletromagnético externo. No capítulo 3 apresentare- 

mos o método indutivo de Epstein e Glaser para a construção da matriz S da 

eletrodinâmica quântica em (2-|-l) dimensões (QEDg), respeitando causali- 

dade e invariância translacional e em seguida, no capítulo 4 estudaremos o 

problema de geração “dinâmica” de massa, através de correções radiativas 

para o propagador do fóton, e calcularemos a correção de auto-energia para 

o propagador do elétron, abordando o problema das divergências na região 

do infravermelho. No capítulo 5 calcularemos a função de vértice para a 

QEDg e o fator de forma elétrico para o operador corrente. No capítulo 

6 introduziremos a fase causai, exibindo sua relação com as flutuações do 

vácuo da teoria. Finalmente, nas considerações finais, comentaremos em li- 

nhas gerais as questões abordadas neste trabalho, chamando a atenção para 

novos problemas, objetos de investigações futuras. 

Para não comprometer a continuidade do material apresentado, alguns 

pontos de caráter mais técnico foram detalhados nos apêndices. 
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1. o Grupo de Lorentz e a 

Equação de Dirac em (2+1) 

Dimensões 

1.1 A Representação Espinorial do Grupo 

de Lorentz 

0 palco para os fenômenos físicos que mencionamos na introdução é o espaço 

pseudo-Euclidiano tridimensional real M dos pontos no espaço-tempo (x^) = 

(x°, , x'^), = ct. Um vetor x do espaço pode ser representado numa dada 

base (fi = 0,1,2 ), como 

X = x^e^ . (1.1) 

O produto escalar de dois vetores x ç. y áo espaço 

x.y = = x^y‘'g^^ 

(1.2) 

induz uma métrica nesse espaço, onde 

(1.3) 
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é o tensor métrico fundamental. 

Nesse espaço, o grupo de Poincaré tt é definido como o grupo de trans- 

formações reais 

{a,k): ^ x'^ = + a^ (1.4) 

que deixa o intervalo 

x-y\^ = - yy - -yy- - y'y (1.5) 

invariante. 0 subgrupo de Lorentz L de tt é o grupo de transformações 

X —)• Kx que deixa {x)'^ inalterado. Vamos de agora em diante nos restringir 

ao subgrupo 

Z/^ = {A E L \ detA = -|-1, Aq*^ > 0} , (^-6) 

lembrando que este é o maior subgrupo conexo de L (os demais não são 

conectados à identidade). 

O grupo L\ pode ser identificado com o grupo SL(2,R) das matrizes reais 

unimodulares 2x2, associadas às transformações lineares de determinante 1 

num espaço vetorial bidimensional reafi^°l. Com efeito, consideremos o espaço 

Ád das matrizes reais Hermitianas com base {to}: 

, = 
1 0 

0 -1 
(1.7) 

À cada vetor x em nosso espaço (2-(-l) dimensional M podemos associar uma 

matriz x E A4 pelo homeomorfismo 

\, (1.8) 

ou vice-versa, 

^ M : x -)• x, = ^Tr(xr^) . (1.9) 

Notando que 

detx = (x°)'^ - (x^)'^ - (x^)'^ = (x)'^ , (1-10) 

6 



inferimos que deve existir um homomorfismo entre L\ e qualquer grupo de 

automorfismos de M. que deixa detx invariante. Assim, definindo a operação 

do operador 

SL(2,R) 9 fí : X X = , (1-1 f) 

e verificando que 

detx' = detí2(detx)detfi^ = detá , (1-12) 

pois detfi = detí7^ = 1 , podemos concluir que 

L\ ~ SL{2, R) . 

Na realidade, denotando o centro {/,—/} do grupo SL(2,R) por Z, temos o 

isomorfismo 

L\ ^ SL{2,R)/Z 

e, portanto, SL(2,R) é um grupo de duplo recobrimento de L\. Em outras 

palavras, os elementos Í)(A) e —fi(A) de SL(2,R) são mapeados na mesma 

transformação de Lorentz A, o que vale dizer que SL(2,R) é uma repre- 
"t" 

sentação bivalente de L)., a chamada de representação espinorial, neste caso 

real, do grupo de Lorentz. 

Um vetor 

9 u = 
Ui 

u-2 = (1.13) 

se transforma sob uma transformação linear em SL(2,R) de acordo com 

u'= fiu = (Ü)/ufe , í) e SL(2,R) . (1.14) 

-A. forma bilinear simplética 

< u, V >= UiV-2 — u-2ih = det(u v) (1A5) 

é invariante sob SL(2,R): 

< u',v' >— det(í2uí2u) = det[fl(u = det^í7det(u u) =< u,u > . 

(1.16) 
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Introduzindo a notação 

< U, t» >= Ua,e°'^Vh , 

com 

junto com a notação contravariante 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

podemos expressar o invariante (1.15) de SL(2,R) como uma soma sobre 

índices covariantes e contravariantes 

< u,v >= . (1.20) 

Para qualquer operador S G SL(2,R) 

S'^eS = £ , (1-21) 

onde T denota a operação de transposição dos elementos de matriz. 

Um operador de SL(2,R) pode ser representado por uma matriz na base 

Hermitiana {ra} ou simplesmente por uma matriz formada pelo produto de 

dois elementos quaisquer dessa base, por exemplo, a matriz anti-Hermitiana 

t-3 = riT2 = (^ _^1 (1.22) 

da álgebra de SL(2,R). A nova base (não Hermitiana) de SL(2,R) 

é também o conjunto de geradores da álgebra de Clifford realt"! 

= ‘Zg^j ; ^,j = 1,2,3 , (1.23) 

onde ~g é o tensor métrico de um espaço pseudo-Euclidiano com signatura 

( + )+i~)- 

A complexiíicação 

7o = n = 0-3 , ,71 = = ÍCTi , 72 = T3 = ^c^2 (1-24) 
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da álgebra de ClifFord (1.23) é a álgebra das “matrizes de Dirac” 

[7/i,7</]+= = 0,1,2 , (1.25) 

[7íi’7<']- ^ ^7p ■) (1.26) 

onde g é o tensor métrico (1.3). Se definirmos 

= ^*[7^^7p]- , (1-27) 

então 

= i{gf,pM^x - g^pMpx - g^xMp^ + g^xMpp) , (1.28) 

que é a álgebra de Lie de SO(2,l)~ L\. Exponenciando esta álgebra obtemos 

uma representação não unitaria de L\.: 

S{w) = = 62. (1.29) 

A representação fundamental de SO(2,l) é dada pela ação do operador 

S{w) sobre um espinor complexo 

Df{w) : = {S{w))a’’^b ■ (1.30) 

Todas as demais representações de dimensão finita (D^)®” de L podem ser 

construídas formando-se produtos tensoriais e somas diretas desta repre- 

sentação fundamental. 

Por exemplo, seja x um tensor espinorial simétrico de ordem 2 com traço 

nulo, que se transforma de acordo com 

Xab Kb = ‘‘^a''Sb'^Xcd (1.31) 

Podemos relacionar esses objetos a 3-vetores através de 

á’aí) — ■ (1.32) 
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Sob uma transformação de Lorentz 

xU = Sa^Sk'^Xa = = 

X^{SYS'^)ab = x'y{Y)a.h 

^X^{K-^YÁY)ab , (1.33) 

onde A é a matriz da representação adjunta 

A/ = = (A-^)^ . (1.34) 

Assim, equivalentemente 

Xfj. ^ x'^ = A^x^ (1.35) 

sob ^(u;). 

1.2 As Equações de Campo Invariantes 

Os campos espinoriais são espinores que dependem de x = (x°,x) e se trans- 

formam sob transformações de Lorentz (1.35) de acordo com uma repre- 

sentação (D^)®", como discutido anteriormente. As representações mais im- 

portantes são aquelas de dimensão mais baixa, ou seja, 

1) n = 0: o campo correspondente é um campo escalar (t){x) que se 

transforma trivialmente sob (1.35), 

d>'(a:') = d>(x) = 4>{A~^x') ; (1.36) 

2) n = 1: esta é a representação fundamental de SO(2,l)~SL(2,R) realizada 

pelo espinor rjja{x), que se transforma de acordo com (1.30), 

= Sa’’{A)'i/jk{x) = Sa^{A)ipbiA~'^Y) ; (1.37) 

3) n = 2: o campo correspondente Â„t(x) possui três componentes, 

Â„t(o:) = AYx){-fYab (1.38) 
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e se transforma de acordo com (1.31), 

= Sa^{A)Sb^{A)Â,,{x) . (1.39) 

Trata-se, pois, de um campo vetorial no espaço pseudo-Euclidiano definido 

na seção anterior, que se transforma como x em (1.35), 

A'^{x') K^A-ix] . (1.40) 

A correspondência (1.38) pode ser extendida aos operadores diferenciais 

d, = ^e = (1.41) 
ox^ 

da seguinte forma 

d = {dU = 7,d^ = lodo-7.d . (1.42) 

Levantando os índices com o auxílio do tensor e (1.18) resulta 

= 6^‘^ebAd = {ede'^T’’ = + f • (1.43) 

A partir de (1.42) e (1.43) podemos escrever as equações diferenciais invari- 

antes para os diversos campos. Para um campo escalar necessitamos de um 

operador diferencial escalar, que existe somente em segunda ordem: 

B^^^Bab^ix) — 2a(j){x) = 0 , (1-44) 

onde a é uma constante de dimensão [L]~^. O operador diferencial invariante 

de segunda ordem 

-dchd"-^ = (7o<9o - 7.^)c6(7^^o - ■By’’ 

= (70^0 - i.B)M - i.B)y = {dl - dysy = asy , (1.45) 

é o operador D’Alambertiano em (2-|-l) dimensões. Identificando a constante 

a que aparece em (1.44) com o inverso do quadrado do comprimento de onda 

Compton de uma partícula de massa m 

h 



obtemos a equação de Klein-Gordon 

/ XTIC \ ^ 
□ + í — j (f)[x) = ^. (1-46) 

Para um campo espinorial podemos escrever uma equação de primeira 

ordem 

+ a^a(a:) = 0 . (1-47) 

onde contraímos o índice do campo com o primeiro índice do operador dife- 

rencial devido à transposição das matrizes gama em (1.43). A última equação 

pode ser escrita na forma matricial como 

(70^0 - ^.d)‘tp{x) = aij){x) . (1-48) 

Escolhendo 

a = ——mc 
h 

obtemos a equação de Dirac para uma partícula de massa m 

ih^^d^xp(x) = mctp{x) , onde V’ = ^ ^ (1-49) 

é um espinor de duas componentes. 

Uma vez que o espinor transformado tp'{x') em (1.37) deve satisfazer a 

mesma equação, 

= mcip'(x') , 

concluímos que 

ih'y^d'^S{A)ip{x) = mcS{A)xp{x) . 

Utilizando 

dl = A/a, , 

encontramos 

ihA^''S{A)~^j^S{A)d„'ip{x) — mcxl)[x) 
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para todo Consequentemente 

A/5(A)-^7"^(A) = Y , 

ou, aplicando-se a transformação de Lorentz inversa A^^^, 

5(A)-'7^9(A) = A^7" . (1.50) 

A matriz do lado esquerdo de (1.50) transforma-se como um 3-vetor. 

A transformação de paridade V em (2-f 1) dimensões consiste em se in- 

verter um dos eixos do sistema de coordenadas espaciais, digamos o eixo y, 

pois a inversão de ambos os eixos corresponderia a uma rotação de um ângulo 

0 = 7T do sistema no plano xy. Assim, sob a transformação 

V : X —)■ x' = (x, —y) , il^{x) i>{x') = Pip{x) (1-51) 

a equação de Dirac (1.49) torna-se 

í/1(7°5o + 7*^1 — l^d2)'4’{x') 

= ^/l(7°^ao + 7'^^i + l^'^d2mx') 

ih{'y'^Ydf^tp{x') = mcii){x') . (1.52) 

O espinor i/> deve satisfazer esta mesma equação em qualquer referencial de 

Lorentz. Assim, procedendo de maneira análoga à que levou a (1.50), resulta 

.9{Ar'(7q‘'.5'(A) = A%(77‘'- (1-53) 

Multiplicando a última equação à direita por (7^)^ e tomando o traço obte- 

mos 

A% = )Tr(,S'(A)-‘(7^)“5'(A)(7’'),) . (1.54) 

De (1.21) temos 

5-' = == . 
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Como 

= Y ^ (7^)p£^ = Ip , 

reproduzimos a equação (1.34) a partir de (1.54). 

Se escrevermos as equações para as componentes de 

ih{doil)\{x') — idi'ip2{x') + d2tp2{x')) = mcipi{x') 

(1.55) 

ih{-doYiix') - - d2ip\{x^)) = map2{x) , 

podemos verificar que para 

^\{x') = fp2{’x) e xi)2{x') = -i>\{x) , 

isto é, 

^(a;') = 72V’(a:) , (1.56) 

obtemos a equação de Dirac (1.49) para uma partícula de massa —m. Isto nos 

permite inferir que o termo de massa na densidade Lagrangeana do campo de 

Dirac deve trocar de sinal sob P, como veremos na seção seguinte. Assim, ao 

operador P que atua sobre tp(x) em (1.51) associamos a matriz 72. De modo 

análogo, quando invertemos o eixo x do sistema de coordenadas devemos 

associar a P a matriz 

Para finalizar esta seção, retomemos a discussão das equações invariantes 

para a representação D2 0 D^, relacionada com o campo vetorial A^{x) 

através de (1.38). A equação diferencial invariante mais simples para esse 

campo é 

á“C4„ò=0, (1.57) 

ou, levando em conta (1.43), 

Tr(-7oP° + 7.5)(7o4° - j.Ã) = -doA^ + d.Ã = 0 , (1.58) 
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pois as matrizes de Dirac definidas em (1.24) possuem traço nulo. Esta é 

a condição de gauge de Lorentz e não a equação de movimento do campo 

vetorial. A equação seguinte é a equação de segunda ordem 

dabd^^Au + m^Aa = 0 . (1.59) 

Utilizando (1.45), verificamos que esta é a equação de Klein-Gordon para 

cada componente de A^ 

□ + (1.60) 

Como 

D5 (g) = D'© D° , (1.61) 

.4^ descreve tanto campos de spin 0 quanto de spin 1. O primeiro pode 

ser eliminado pela condição de Lorentz (1.58). As equações (1.58) e (1.60) 

juntas definem a chamada teoria de Proca. Para m = 0 obtemos o campo de 

Maxwell no gauge de Lorentz. 

1.3 Propriedades Algébricas da Equação de 

Dirac 

As matrizes de Dirac na representação (1.24) satisfazem 

7°^ = 7° , ,7-''^ = -1^ ■, i = 1,2 , (1.62) 

pois as matrizes de Pauli cr„ (a = 0, ...,2) são auto-adjuntas. As matrizes 

gama adjuntas são dadas por 

Vamos agora construir formas bilineares do campo espinorial x[> que pos- 

suem propriedades de transformação simples sob (1.35). De acordo com 

(1.37) temos 

^\x) = S{k)xl){x) , 

’{p'[x')^ = í/i(a:)^S'(A)'*' 
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e, de (1.29), 

5(A)^ = 7°.5'(A)-'7° • (1.66) 

Consequentemente, 

i/)'(x')V = iA(x)V5'(A)"' = ?(x).9(A)-' , (1.67) 

onde introduzimos o espinor adjunto 

í/>(x) = '0(a;)^7° . (1.68) 

Este se transforma, portanto, de acordo com 

lp{x') =^{x)S{A)-^ . (1.69) 

Se o espinor se transforma sob a reflexão espacial 

V : X ^ x' = {-x,y) 

como 

ip'{x') = aiip(x) , (1-70) 

o espinor adjunto (1.69) torna-se, por sua vez, 

xl)'{x') = -^'{x')^^^ = '0(x)Vi7° = —'0(x)cr] . (1-71) 

Assim, o produto 

4)'{x')i>'{x') = i/’(a;).?“'(A).?(A)V>(x) (1-72) 

é invariante sob transformações próprias de Lorentz. Porém, sob reflexões 

espaciais, 

ii)'[x')ti)'{x') = —0(x)cTji/’(x) (1-73) 

e, portanto, é um pseudo-escalar. Como mencionado anteriormente, o termo 

de massa na densidade Lagrangeana do campo de Dirac troca de sinal. 
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Um vetor é obtido por 

= xj){x)S{K) ^YS{^)Í>{x) = K^^'4){x)YÍ’{x) , (1-74) 

onde utilizamos (1.50). Sob reflexões espaciais 

ijj'{x')'y^'ip'{x') = -'4^{x)(Ti-f^<Ti'ip{x) . (1-75) 

Podemos então concluir que somente a primeira componente espacial de 

(1.75) troca de sinal. 

Para obtermos um tensor utilizamos a combinação antissimétrica 

= • (1-76) 

Como em (1.74), encontramos 

= \\,A\,^x)ct^’‘''xI;{x) . (1.77) 

/ 
E importante lembrar que em (2+1) dimensões não podemos construir 

uma quarta matriz que anticomute com todas as matrizes uma vez que 

não existe tal matriz que anticomute com as matrizes de Pauli. As pro- 

priedades de traço das matrizes 7 e do tensor completamente antissimétrico 

e em (2+1) dimensões estão exibidas no apêndice A. 
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2. A Matriz de Espalhamento 

no Espaço de Fock 

Neste capítulo descreveremos o método que transforma uma teoria de uma 

partícula numa teoria de muitas partículas, denominado segunda quantização 

no espaço de Fock^^^l Em seguida construiremos o operador de espalhamento 

S num campo eletromagnético externo dependente do tempo e mostraremos 

que esse operador é unitário e determinado a menos de uma fase. Ao final do 

capitulo discutiremos a quantização covariante do campo eletromagnético, 

introduzindo o funcional gerador para os propagadores. 

2.1 Segunda Quantização no Espaço de Fock 

Seja 'H o espaço de Hilbert de uma partícula, por exemplo L^(R^) no caso 

de uma partícula sem spin, e v^i(x) G 1-L. Um estado de duas partículas é 

então um elemento do espaço 

X2) G 7^2 = ^ ® Fí (2-1) 

e de maneira similar para um estado de n partículas 

G 'H®" . (2.2) 
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Entretanto, partículas idênticas obedecem ou à estatística de Bose ou à de 

Fermi, o que significa que o estado deve ser simétrico 

^71 — I y - i • • • i ^nn) (2-3) 

OU antissimétrico 

*^7í 7 • ■ • 7 ^-n-n) • (2-4) 
7T 

A soma percorre todas as n! permutações tt das n partículas, ( —)^^ sendo 

igual a +1 se 7T for uma permutação par de 1,2, ..., n e — 1 se tt for ímpar. 

Os operadores são operadores de projeção no espaço de n partículas (2.2): 

(5Í)" = 5.Í . 

(V>». ■??»>«) = (■??'/'«. 95») ■ (2-5) 

Os verdadeiros espaços físicos de n partículas são 

(2.6) 

onde o produto tensorial simétrico ( + ) corresponde a bósons e o produto 

tensorial antissimétrico ( —) a férmions. 

Para descrevermos todos os estados de multipartícula simultaneamente, 

introduzimos o espaço de Fock 

. (2.7) 

onde 

no = aü, a € C (2.8) 

é o espaço unidimensional que consiste do vácuo Q. Um elemento de é 

uma seqüência infinita de estados 

í> = ((po,v2i,<P2,---) e T (2.9) 
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com 

ipo = aü, e "Hi, ..., 9?„ e ... . 

Como o espaço de Fock (2.7) é uma soma direta, o produto escalar é dado 

por 
OO 

($,'F) = , (2.10) 
71=0 

onde (, )„ denota o produto escalar em T é o espaço de todos os estados 

de multipartícula (2.9) com norma finita 

EibllC= ll<i'lt<«=, (2.11) 
71 

o qual também é um espaço de Hilbert. 

Consideremos agora operadores no espaço de Fock. O Operador número 

N pode ser definido do seguinte modo: Seja $ = (ipcV^i,. •.) € JF, então 

(N<F)„ = riífn . (2.12) 

Este operador é não limitado com domínio 

D(N) = {$ eT\Y:^n‘\\^X = ||N4.||i < co} . (2.13) 
n 

Com este domínio temos um operador autoadjunto positivo em T. Todos 

os operadores que comutam com N não mudam o número de partículas dos 

estados. 

Vamos agora introduzir operadores que mudam o número de partículas. 

Os chamados operadores de emissão (ou criação) a*{J) criam uma partícula 

com “função de onda” f E 'H\ 

a*im = f , 

= VnS^if (g)ípn-i), n=l,2,... . (2.14) 
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Os operadores de emissão são não limitados para bósons, mas para férmions 

estes são limitados 

ll«*(/)<í>f < (2.15) 

e definidos sobre todo o . 

Junto com os operadores de emissão, consideremos os chamados “ope- 

radores” de campo a*(x) e â*(k) no espaço dos momentos. Estes não são 

operadores em T mas funcionais de operadores que expressam o mapeamento 

linear / —>■ a*(/) da seguinte forma 

a*(/) = I d'a:a*(x)/(x) = J d'^k à*{k) f {k) . (2.16) 

Seja fj uma base ortonormal completa em "Hj assim como /*, assumindo 

por enquanto Então (2.16) pode ser escrita formalmente como um 

produto escalar complexo 

= (/i^«*(x)) • 

Como esta expressão tem a forma de um coeficiente de Fourier, podemos 

formalmente escrever os operadores de campo como 

a'(x) = Y.a-U,)M^r = E“'(/;)/í(x) . (2-U) 
J J 

a-(k) = E»*(/,)/,(kr = E“‘(/;)Â(k) ■ (2-18) 
J 3 

Estas expressões são independentes da base fj. Servem para definir uma 

expressão formal para os operadores de campo como operadores no espaço 

de Fock. 

Consideremos a seguir operadores de absorção (aniquilação). Inicialmente 

vamos assumir que 'Hi = L'^(R^). Então o operador 

(a(/)<h)„(x,,... ,x,J = \/nTT j fi^x/(x)V„+i(x,Xi,... ,x„) 

n = 0,l,2,... , (2.19) 
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absorve uma partícula com função de onda /. Sobre o vácuo 

$0 = 0,0,...) definimos 

a(/)$o = 0,V/e'Hi . (2.20) 

Segue das definições (2.14) e (2.19) que 

(4/,a(/)$) = (a*(/)4',$), (2.21) 

O que implica em 

<■(/) =»'(/)+. (2.22) 

Esta relação pode ser tomada como a definição abstrata dos operadores de 

absorção e permite-nos escrever 

a*{f) = a(f)* (2.23) 

ao invés de «*(/)■ Podemos notar ainda que a{f) é antilinear em /. Os 

operadors de campo correspondentes são definidos como em (2.16)-(2.18) 

«(/) = j d^x/(x)*a(x) , (2.24) 

a(x) = ^a(/j)/,(x) . (2.25) 
3 

O operador número de partículas pode agora ser escrito como 

N = y a'*'(x)a(x) . (2.26) 

De fato, utilizando (2.17) e (2.25), temos 

j k 3 

e, como 

(«^(Í})«(/j)'^)h = \/^E/j(xi) J d'^x v^/;(x)(^„(x,X2,... ,x„) , (2.27) 
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resulta 

(N«í>)n = ... ,x„) . 

Analogamente, qualquer operador de uma partícula A(x) pode ser pro- 

movido ao espaço de Fock como segue 

A = y d^o;a+(x)A(x)a(x) ^(/j,/l(x)/fc)ia+(/j>(/fc) . (2.28) 
j h 

Se o operador A(x) for limitado em Tíi então o domínio de A contém o 

domínio do operador número N. A expressão (2.28) assemelha-se formal- 

mente com elementos de matriz da mecânica quântica ordinária. 0 operador 

A já se encontra na chamada forma ordenada normal, o que significa que os 

operadores de absorção aparecem à direita dos operadores emissão. 

A propriedade mais importante dos operadores de emissão e absorção são 

suas relações de comutação no caso de bósons ou relações de anticomutação 

no caso de férmions. Utilizando as definições (2.14) e (2.19) obtemos 

[a(/),a+(í/)]^<í> = , (2.29) 

[«(/), a{g)]^ = 0 = [a(/)+, a((/)+]^ , (2.30) 

onde deve estar no domínio do lado esquerdo da equação (2.29). A equação 

(2.29) é equivalente à seguinte relação de comutação para os operadores de 

campo 

[â(k),â+(k')] = ú(k-k') . (2.31) 

É importante mencionar que toda representação irredutível de (2.29) e (2.30) 

com vácuo ü definido em (2.20) é equivalente unitária à representação de 

Fock construída acima. Isto é discutido em detalhe no apêndice B. 

.A evolução temporal dos operadores de campo é dada pelas equações de 

movimento de Heisenberg 

= , (2.32) 
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onde U = é o operador de evolução temporal no espaço das funções 

teste dos operadores de campo e 

H = Y.U,, H ■ (2.33) 
j k 

é a Hamiltoniana do campo no espaço de Fock, a qual possui a estrutura do 

operador A em (2.28). A solução de (2.32) é dada por 

4(í) Ü' a+(Uf) = U,a*(f)U;' , (2.34) 

onde introduzimos o operador unitário 

Ut = , (2.35) 

às vezes chamado de segunda quantização do operador U. Tomando a adjunta 

de (2.34), temos também 

n.(/) = «m) = U,«(/)Ur' . (2.36) 

O valor esperado no vácuo da Hamiltoniana (2.33) bem como o do operador 

A em (2.28) é zero, uma vez que esses operadores estão escritos na forma 

ordenada normal. No caso do campo eletromagnético livre, esta construção 

elimina a energia de ponto zero dos modos normais de oscilação do campo, 

que é infinita. Entretanto, segue da irredutibilidade do espaço de Fock que 

o operador unitário Uí é univocamente determinado pelas equações (2.34) e 

(2.36) a menos de uma fase. Se tomarmos (2.35) como definição do operador 

devemos adicionar uma constante a Hamiltoniana (2.33). Esta constante, 

que representa a energia do vácuo Í7, não altera as equações de movimento dos 

campos. Embora esta energia não seja diretamente observável suas flutuações 

podem desempenhar um papel importanteb^l. 

Para obtermos uma quantização invariante de Poincaré, devemos modi- 

ficar a dependencia linear nas funções teste. A partir do operador de emissão 
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(2.37) = (2>t)-' / ^ / /xa+(k)e®-'‘^’‘/(x) , 

chegamos ao seguinte operador de emissão no espaço x 

r h 
^<+)(l,x) = (2x)-' / ^«+(k)e“'-‘‘,x^(x) . (2.38) 

Seu conjugado fornece a parte absortiva correspondente 

= v?(+^(x)+ . (2.39) 

Segue de (2.31) que o comutador 

= f d^kSik'^ - m^)0(fc°)e-'^’("-^^ (2.40) 
(27t)^ J 

é um invariante de Poincaré, se escolhermos a relação de energia-momento 

relativística 

E = k° = +Vk^ + rn^ . (2.41) 

e e o campo escalar total 

</?(x) = (/?^'^^(a:) + ç?^“*(x) (2.42) 

são as soluções da equação de Klein-Gordon 

(□ + m^)(/j(x) = 0 . (2.43) 

Como construímos o campo escalar quantizado Hermitiano, que 

descreve partículas neutras de spin 0. 

O campo escalar carregado é obtido utilizando-se um segundo conjunto 

de operadores de emissão e absorção õ+(k) e í>(k), respectivamente, para 
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descrever as antipartículas. Ao invés de (2.42), obtemos o seguinte operador 

de campo 

^{x) = (2^)' 
d^k 

V2E 
[a(k)e-'^" + ò+(k)< (2.44) 

Os operadores ò e ò"*" satisfazem às mesmas equações de comutação (2.31) e 

todos os b's comutam com todos os a’s. A regra de comutação para (f é dada 

por 

1 
[if{x),ip{yY 

{2ivy 
I ddk S{e - m2)sgn(A;°)e-''=("-^) . (2.45) 

As distribuições invariantes (2.40) e (2.45) são estudadas em detalhe no 

apêndice C. 

2.2 Quantização do Campo de Dirac 

0 método geral de segunda quantização descrito na seção anterior pode ser 

aplicado ao campo de Dirac. Neste caso, o espaço de Hilbert de uma partícula 

é 

n, = (L'^(R''))'' 9 / = /i 
h 

com o produto escalar 

if,g) = j d^xf{-x)g{^) . 

Utilizando os espinores adjuntos, podemos também escrever 

Os operadores de absorção são dados por 

«(/) = y^<í'i/(x)+n(x) , 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 
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onde o campo espinorial a(x) em (2.49) é uma matriz coluna 2x1, como 

discutido no capítulo 1. Analogamente, os operadore de emissão são dados 

por 

«(/)^ = J d^xa(x)+/(x) . (2.50) 

Estes dependem linearmente de /, enquanto a{ f) em (2.49) é antilinear em 

/• 

Consideremos a dinâmica de uma partícula em Hx, dada pela Hamiltoni- 

ana 

H = ã.p + (Sm + e(C(x)) - a.A(x)) , (2.51) 

h = c = l . 

O espectro da Hamiltoniana (2.51) consiste de uma parte positiva e outra 

negativa. Sejam P± os operadores de projeção nos respectivos subespaços 

espectrais H± = P±'H\, 

+ P_ = 1 , P+P_ = 0 , 

Ux = P+Ux © P-Ux . (2.52) 

O campo espinorial é decomposto de acordo com 

a(f) = b(P^f) + d(Pm . »(/)+ = + d(P.Í)* , (2.53) 

com 

h{P_f) = 0 = d{P+f) . (2.54) 

Conforme (2.31), os operadores fermiônicos satisfazem às seguintes relações 

de anticomutação 

= (P+/,P^g) , 

d(f),d(gr = (P^f,P.g) , (2.55) 

enquanto que os demais anticomutadores se anulam. 
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Seja fj uma base em 71+ e gj uma base em "H-, ambos conjuntos de vetores 

de base pertencendo ao domínio de H em (2.51). Como os subespaços 1~L± 

são subespaços invariantes com respeito a //, a Hamiltoniana em segunda 

quantização correspondente é 

H = EK/j. + (s„ Hgt)d(s,)*d{g,)] , (2.56) 
jk 

de acordo com (2.33). Este espaço de Fock coincide com H em 'Hi e, por- 

tanto, também é não limitado inferiormente. O segundo termo em (2.55) é 

responsável por isto. Assim, para sanar esta deficiência trocamos o papel de 

e d, o que produz um sinal negativo, pois dd+ = —d'^d. Embora isto não 

tenha nenhuma influência na estrutura algébrica, o vácuo definido por 

h{f)n = o, d(/)í) = o, (2.57) 

é completamente modificado. Nesse novo contexto, ao invés de (2.53), deve- 

mos considerar 

^(/) = Kf+) + , com /± = P±/ . (2.58) 

0 adjunto na função teste de d é necessário para que tenhamos uma de- 

pendência antilinear em /. Para simplificar a notação, vamos omitir esse 

adjunto, assumindo que na nova convenção que d(/_)+ é antilinear em f e 

d(/_) é linear. Os campos de Dirac quantizados são então 

W) = biU) + d(f.)+ 

V>(/)+=(<(/+)++ <«(/-). (2.59) 

As relações de anticomutação seguem de (2.54); 

V>(/),^(d)^ = b{f+),b{g+)+ + d(/_)+,d(<7_) 

= if+,g+) + {glJD = if,g) . (2.60) 
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onde (2.48) foi usada. Como antes, introduzimos os operadores de campo 

correspondentes (distribuições) 

V’(/) = J d'^x/(x)+-0(x) , 

= j d^xí/)+(x)/(x) . (2.61) 

Para obtermos uma Hamiltoniana positiva para o campo de Dirac de spin | 

é essencial quantizá-lo com anticomutadores. 

Consideremos agora a evolução temporal do campo de Dirac. Em vista 

de (2.35) e (2.36), definimos 

V>+(/) ^(e'"7)+ = C“7(/)+e-'H‘ . (2.62) 

A Hamiltoniana H possui a mesma forma que em (2.55), mas com d e 

trocados, 

H = El(/)> Hh)bUi)*h{h) + (g„ Hg,)d(g,)d(a,)*\ 
jk 

= Z][(/i> - {9j,Hgk)d{gk)^d{gj) + C-número] . (2.63) 
3k 

0 C-número, que corresponde à energia infinita de ponto zero do campo 

fermiônico, pode ser desconsiderada, pois esta não contribui em (2.62). Es- 

crita na forma normal, a Hamiltoniana 

H — j ã^xip{x)^: (2.64) 

é um operador limitado inferiormente, uma vez que 

H|p_^Ki = ^Ip+Wi í H|p_7/j = —//|p_-p, > 0 . (2.65) 

.As equações de movimento seguem de (2.62), 

= 77/)» H] . (2.66) 
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A combinação dos operadores de emissão com os operadores de absorção do 

campo de Dirac tem conseqüências importantes, como veremos mais adiante 

no estudo da polarização do vácuo. 

0 operador de carga no espaço de Fock é dado por 

Q = e^[ò(/j)+6(/j) - d{gj)+d{g^)] 
j 

= ^ j d^X '■ : . (2.67) 

Os operadores d aparecem com sinal negativo e, portanto, descrevem an- 

tipartículas. Referimo-nos aos ò’s e d’s como operadores de emissão e ab- 

sorção de elétrons e pósitrons, respectivamente. 

Consideremos agora o caso particular do campo de Dirac livre. A função 

de onda de uma partícula é dada por 

/(x) = (27t)"’ j d^[/+(p)u(p)e'P-^ + /_(p)u(p)e-'P-’'] , (2.68) 

onde 

/+(P) = \u+{p)f{p) , 

/-(P) = , (2.69) 

o circuníiexo significando a transformada de Fourier ordinária. Os espinores 

u(p) e r’(—p) satisfazem às relações de ortonormalidade 

u+(p)u(p) = u+(-p)u(-p) = 1 , (2.70) 

u+(p)u(-p) = 0 . (2.71) 

Sejam fj e gj elementos de um conjunto ortonormal completo em 

0 'H-. Então o campo de Dirac é dado por 

= l^[0(/j)/j(x) + v{gj)gj{x)] 
3 

= X^[MÍj)/j(x) + %j)+0(x)] . (2.72) 
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Utilizando (2.69), obtemos 

„+(p)á(-P)+ = <Í(P) 
+ “IE/ 'i + 

e, analogamente, 

Hp) = Y,l>(fi)Mp) ■ 

(2.73) 

(2.74) 

.A.qui introduzimos as distribuições de operadores de campo no espaço dos 

momentos, as quais satisfazem às seguintes relações de anticomutação 

{í-{p).Kp')n = E(/../0A(p)A(p'r 

= <5'(P - P) , (2.75) 

{d(p) + , d(p')} = í^(p - p') , (2.76) 

com os demais anticomutadores se anulando. 

.A. evolução temporal do campo de Dirac livre segue de (2.62), 

v^(í,x) 
3 

= [i.(c+s-""7,)/,(x) + rf(p-í'»"‘ft)^,w] . 
3 

Temos que 

^t\í3) = = / d-^PÍP+e^^°^f,np)b{p) 

= j (Pp{P^'u^{p)fj{p)TKp) = j d^pe-^^^fj{p)+u[p)h{p) . 

J){x) = (27r)“’ J d'^pfj{p')P^'-^ , 

Utilizando 

chegamos a 

V^(“)(2;) = (27t) ^ j d^pe P’'7(p)ò(p) 

= (27t)~’ J e“‘^^tí(p)ò(p) . 

(2.77) 

(2.78) 
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Se tratarmos o segundo termo em (2.77) do mesmo modo, obteremos 

^(+)(x) = (27t)“'’ j 

= (27r)“’ j d^pe‘'’^u(p)d(p)+ . (2.79) 

0 campo de Dirac dependente do tempo é portanto 

t/>(x) = (27t)~' j d^p[b{p)u{p)e-^^^ + d(p) + u(p)e^P^] . (2.80) 

Este resultado é formalmente idêntico à solução clássica da equação de Dirac. 

O primeiro termo contém o operador de absorção do elétron, enquanto 

que o segundo termo descreve a criação de um pósitron. O campo de 

Dirac adjunto é obtido a partir de (2.80), 

i,+{x) = (2x)-' J ã‘p[b+{p]u(ppe-”‘ + <í(p),,{p)+e-‘'”’l . 

Multiplicando por 7*^, obtemos 

Tp{x) = + d^~\x) , 

onde 

= (27t)“* J d'V6+(p)ü(p)e'^^ , (2.81) 

d^~\x) = (27t)“’ j d'^pd{p)v{p)e~‘^'^ . (2.82) 

A partir de (2.75) e (2.76) e das equações (2.78) e (2.81), obtemos a 

relação de anticomutação para o campo de Dirac livre a tempos arbitrários 

= (2^)”^/ flíVwa(p)ü6(p)e~‘'’*^“^* . (2.83) 

Subentende-se a que a integral acima é uma transformada de Fourier dis- 

tribucional. No resultado (2.83) aparece o operador covariante de projeção 

espectral positiva. 

+ . (2.84) 
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Do mesmo modo, obtemos o outro anticomutador não nulo 

- y) = {2tt)~^ j . (2.85) 

Isto fornece a relação de anticomutação para o campo de Dirac total 

{i/^(x), i/>(y)} - y) , (2.86) 

com 

5(x) = ,?(-)(a:) + S'W(x) . (2.87) 

.As distribuições invariantes de Lorentz S^~'> e S também serão estu- 

dadas em maior detalhe no apêndice C. 

2.3 O Operador de Espalhamento no Espaço 

de Fock 

■A Hamiltoniana de uma particula pode ser escrita como 

H{t) = Ho + V{t) , (2.88) 

onde 

V{t) = e{V{t,x) - ã.Ã{t,x)) . (2.89) 

Assumimos que os potenciais se anulam para t —y ±oo de forma que os 

operadores de onda 

14^.n = .s - lim í/(í,0)^e~'^°' (2.90) 

existem, junto com a matriz S unitária 

S = . (2.91) 

Como por hipótese temos a dinâmica livre para t —> ±oo, a segunda 

quantização está fundamentada sobre a representação de Fock do campo de 

Dirac livre. 



A matriz S em segunda quantização no espaço de Fock é agora definida 

por 

= S-V(/)S , (2.92) 

= s-V(/)^s (2.93) 

caso exista. Tomamos a adjunta 5^ nas funções teste pois V’(/) é antilinear em 

/. Segue das definições acima que S é unitária e determinada univocamente 

a menos de uma fase. 

Proposição: S é determinada univocamente por (2.92) e (2.93) a menos 

de um fator. 

Demonstração. Se S é um outro operator em tF, satisfazendo (2.92), então 

s-V(/)s = s-V(/)s, 

ss"V(/) = 0(/)ss-' , v/e, 

e o mesmo se aplica a todos Da irredutibilidade da representação de 

Fock, temos 

SS-* = al i.e. S = aS . (2.94) 

□ 

Tomando agora a adjunta de (2.92) 

V.(.s*/)* = st^(/)'s-'*, 

e comparando com (2.93), segue novamente da irredutibilidade da repre- 

sentação de Fock que 

= pS-’ . (2.95) 

Se tomarmos a adjunta e a inversa desta equação, ou seja 

S = , 
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obteremos 

' =p-’S •) 

* 
p = p . 

De (2.94) e (2.95) resulta 

= |alVS“' . (2.96) 

Portanto, podemos escolher 

l«í^ = (2.97) 

de forma que o operador S torna-se unitário. Como o valor absoluto de 

a em (2.94) é fixado por (2.97), S é unicamente determinado a menos da 

fase Entretanto, esta fase A[/l] possui significado físico pois depende do 

potencial externo A^{x). Como veremos no capítulo 7 esta fase será fixada 

pela exigência de que S satisfaça a condição de causalidade local. 

A matriz S no espaço de Fock existe se e somente se P^SP- é um operador 

de Hilbert-Schmidt. Neste caso é dada por 

g ^ ^g5+_5ZÍ6trft . g(5|-'-l)òt6 .. . g5IÍ5_+ci6 ^ 

where 

Sij = PiSPj, ij = +,- (2.99) 

and 

ICI^ = det(l - 5+_A1+) . (2.100) 

O primeiro fator em (2.98) descreve a criação de pares elétron-pósitron, o 

segundo o espalhamento de elétrons, o terceiro o espalhamento de pósitrons 

e o último a aniquilação de pares. 

üs esforços para se testar a QED em quatro dimensões em campos eletro- 

magnéticos intensos no final dos anos 70 colocou em evidência o problema 

de partículas num campo externo no contexto do decaimento espontâneo do 

vácuo neutro a um vácuo “carregado” através da criação de pares, em expe- 

rimentos de colisões de íons pesados. Embora a física do campo quantizado 
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do elétron-pósitron em interação com um campo eletromagnético clássico 

seja bem conhecida, alguns aspectos matemáticos da teoria são complexos, 

particularmente a definição do operador de espalhamento no espaço de Fock 

para potenciais externos dependentes do tempo['‘^l 

2.4 Quantização do Campo Eletromagnético 

Uma vez introduzido o operador fermiônico S completo podemos considerar 

a integração funcional sobre o potencial C-número A, a fim de obtermos a 

matriz S da QED em (2+1) dimensões. 

0 funcional gerador 

Z[J; <!>, d»] = Zq-' J S^>)[dA] , (2.101) 

onde 

W[J-,A] = -^/ d^xA,{x)[g^‘'{D - ze) - d^d‘']A,{x) + j d^xJ^{x)A^{x) , 

(2.102) 

descreve processos de espalhamento com estados fermiônicos assintóticos fi- 

nal e inicial <E> e respectivamente. Fótons externos podem ser tratados 

diferenciando-se com respeito à fonte externa J^(x). A normalização Zo 

deve ser escolhida de forma que 

Z[0;0,Í2] - 1 , (2.103) 

onde O é o estado de vácuo fermiônico. Suponhamos agora que e d' sejam 

o estado de vácuo. A expressão (2.101) pode então ser reescrita como 

Z[J] = Zq-* I exp j d^kA,,{ky[-k>^k‘' + {e + u)g^‘']A, 

+1 j d^kJ^{kyA,{k)\(U,SÍ2)[dA] . (2.104) 
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Em ordem mais baixa podemos tomar (ü, SÍ7) = 1. A integral de Fresnel 

(2.104) deve ser interpretada como o limite de integrais de dimensão finita. 

Escrevendo „ 

í /(Ã;)d^A; = , (2.105) 

integrando torna-se 

IIexp{ ̂ nj 
7 = 1 

-4"* 9,^ } . (2.106) 
hf—/cyj j 2 ' k'^ + ie^ 

Levando em conta a condição de gauge de Lorentz (1.58) no espaço dos 

momentos, 

podemos escrever 

k^A^ik) = 0 , (2.107) 

(2.108) 

onde ef são dois vetores de polarização transversais ortogonais entre si 

~1Ã 

O termo de fonte torna-se 

2 

I 
l=\ 

A-Y.^t[krAf=r = g 
Ait/ (2.109) 

Z Z 
J^{kyA^{k) = ^e,^(A;)«,(^-) = E, (2.H0) 

í=i /=! 

onde 

ai[k) = J^{k)ei^{k) . (2.111) 

Decompondo-se ai e a; nas suas respectivas partes real e imaginária, 

a; = apE«ap^ , cv; = cv[’E , (2.112) 

chegamos a uma definição precisa da integral funcional (2.104): 

Z[J] '= Imi Zg-,! í n + if) + 71—FOO J ■ Á I j = l L l 
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2'^[a\^\knj)a\^\knj) + a\ \knj)ai ^(/^ni)]} f[ riíiap^(A;„j)(iap’(A;„j) . 
/ J i=ii=\ 

(2.113) 

Esta é o limite para n —)■ oo de uma integral de Lebesgue 4n-dimensional. 

Podemos calcular a integral de Fresnel (2.113) completando o quadrado no 

argumento da exponencial, se levarmos em conta a invariância translacional 

da medida de Lebesgue. A integral de Fresnel resultante fornece apenas um 

fator numérico, o qual deve ser cancelado pela normalização Zon para que a 

condição (2.103) seja satisfeita. Obtemos então 

Z\J] = lim TT exp 
i=l 

= exp 

i 1 

/=1 
|a;(A;, n], 

(2.114) 

assumindo que as funções de fonte ai{k) sejam bem comportadas de modo 

que (2.105) seja válida. 

O propagador fotônico transversal é dado por 

^D^Á'x,y) 
5'^ 

SJ^{x)SJ‘'{y) 
Z[J] 

J=o 
(2.115) 

Substituindo 

Í=1 

1 í 
—^'^eif,{k)€i,,{ky / (yx(PyJ^{x)J‘'{y)ex-p[-ik{x - y)] 
(27>'j J 

(2.116) 

em (2.114) e efetuando as derivadas funcionais, obtemos o propagador do 

fóton no gauge de Landau 

^D^Áx — y) — ^ ^k'^ + ie 'k'^ ) ) (2.117) 

onde utilizamos (2.109). 
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A contração 

- .) = - (2.118) 

satisfaz uma equação de onda não homogênea 

□ D^(x) = , (2.119) 

e, portanto, corresponde ao propagador do campo de Klein-Gordon real não 

massivo, 

D^(x -y) = i < 0|r{<p(x)(p(y)}|0 > , (2.120) 

onde T{...} denota ordenamento temporal dos operadores de campo. Estes 

últimos são dados pelas equações (2.38), (2.39) e (2.42), com 

E = k° = \k\ . 

Podemos também escrever D^^{x - y) como 

^D^^Á'X -y) = i< 0|T{A,,(x)A,,(y)}|0 > (2.121) 

se quantizarmos A^{x) como três campos escalares reais independentes. 

Seja 

A'^(í,x) = (27t)“' I [a^‘(k)e-‘<‘"'-*^-^) + a^(k)*e*(‘"'-‘^'^)] (2.122) 

a solução da equação de onda 

□ A^^(x) = 0 . 

Com 

cd(k) = |k| A;0 (c=l), 

os argumentos dos expoentes podem ser escritos na forma covariante ^ik.x. 

.Após a quantização, A^{x) torna-se uma distribuição. Assim, submetemos 

(2.122) a uma função teste /(x) e escrevemos 

.4^(C/) = y A^(í,x)/(x) . (2.123) 
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No espaço A;, 

/(k) = (27T)-' I , /(-k) = /(k)* , 

a^(k)/(k)*e-‘‘"' + a^(k)V(k)e‘“‘' . 

(2.124) 

(2.125) 

Consideremos agora 

à^if) = I (2.126) 

como operadores no espaço de Fock dos fótons, obedecendo às relações de 

comutação 
r d^k - 

[à''if),à‘'{g)+] =S^ J -^f{k)*g{k) , (2.127) 

as demais iguais a zero. Esta relação na forma distribucional torna-se 

K(k),.."(k')n = 
í(k — k') para g = u , 

0 para g u . (2.128) 

Portanto, são operadores de emissão e operadores de absorção para 

fótons. 

Para garantir a covariância de Lorentz das relações de comutação do 

campo de radiação, devemos modificar a expressão clássica (2.122) para a 

componente /1°, 

r d^h 
A\x) = (27t)-' J ^ [a°(k)e-^-" - «°(k)+C^'"] . (2.129) 

Com isso, passa a não ser um operador auto-adjunto. 0 espaço de Hilbert 

da QED deve então ser definido de tal forma que os valores esperados de 

(e de qualquer quantidade derivada a partir deste) se anulem. 

Com a nova definição (2.129), as relações de comutação para os campos 

tornam-se 

[A^{x), A‘'{xj)] = ig^‘'Do[x - y) , (2.130) 
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onde Do{x) é a função invariante de Pauli-Jordan para massa zero. Necessi- 

tamos também dos comutadores das partes de absorção e emissão do campo. 

Sejam 

A>t{x) = (27T)-* J , (2.131) 

r 
A^{x) = (27t)“' J -j= Ca'^(k)+e*^'^ , (2.132) 

onde C = para /i = 0 e Ç = 1 para /r = 1,2. Então os únicos comutadores 

não nulos são 

[^-(^),dl;(y)] = ^í/^‘'DW(x-y) , (2.133) 

[A^+{x\A^_{y)]=^ig^^DÍ-\x-y) . (2.134) 
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3. A Teoria de Perturbação 

Causai 

0 programa de construção da matriz S através de causalidade em teoria 

quântica de campos foi realizado há quase quatro décadas por Stueckelbergt^^í 

e Bogoliubov. No início dos anos 70, Epstein e Glaserí^®^ propuseram uma 

construção axiomática onde as divergências ultravioletas não aparecem, le- 

vando diretamente à série perturbativa renormalizada. Mostrou-se que na 

teoria causai o problema UV é uma conseqüencia da bipartição incorreta de 

distribuições. 

Neste capítulo apresentamos o método de Epstein and Glaser para a 

construção indutiva da matriz S da QEDg. 

3.1 A Bipartição Causai de Distribuições 

.A. matriz S é completamente determinada pela causalidade e invariância 

translacional, uma vez conhecido o acoplamento Tx'. 

°° 1 r 
^{a) = d^xx.. .d^x„T{Tx{xx).. .Tx{xn)}g{xx).. .g{xn) , (3.1) 

onde g{x) G N(R'^) é uma função teste C-número, definida no espaço de 

Schwartz. Consideramos que o limite g -G 1 existe para as quantidades 
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fisicamente mensuráveis. Entretanto, a equação (3.1) contém divergências 

ultravioletas para n > 1 e, consequentemente, deve ser renormalizada. 

Na teoria causai a matriz S é vista como uma distribuição de operadores 

e possui a seguinte forma 

S{g) = 1 + m “ J Tn{xi . .. Xn)g{xi) . . . p(Xn) • (3.2) 

As distribuições de n pontos são os objetos básicos da teoria. Estas 

podem ser construídas indutivamente a partir de Ti através de requisitos 

físicos, sendo causalidade o mais essencial. 

Sejam as distribuições de operadores Tn definidas por 

°° 1 /■ 
S{gy^ = 1 + H “j y ■ • -d^XnTnixi .. .x„)(;(xi) . . .p(x„) 

n=0 
, , oo 
11/(1+T)-'= 1+ ^(-T)'- . (3.3) 

r=l 

.As distribuições de n pontos seguem de (3.3) como na inversão formal de 

uma série de potências 

í.(v) = f;(-rx:T„,(v,)...r.,(X), (3.4) 
r=l Pr 

onde a soma percorre todas as partições Pr do conjunto X de n pontos no 

espaço pseudo-euclidiano em (2+1) dimensões 

X = { xj G IVII j = 1,. .. n} 

em r subconjuntos disjuntos 

X = Xi U ... U AA , Xj ^ 0 , |.Aj| = 71 j . 

Definimos então, para conjuntos arbitrários de pontos A'', F, as seguintes 

distribuições 

R'yxi ...Xn) = YL (X) , (3.5) 
f’2 

A'yxx . . . Xn) = Tn, {X)Tn-n, (V) X„) , (3.6) 
P2 
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onde as somas percorrem todas as partições 

p.,: {xi,...,^„-i} = Xur, 

em subconjuntos disjuntos com \X\ = ni, [^1 < n —2. Introduzimos também 

Dn{x,...xn) = R'„-K. (3.7) 

Se as somas se extendem sobre todas as partições P.^, incluindo o conjunto 

vazio = 0, obtemos as distribuições 

An{x^ ...Xn) = + r„(xi... a;„) , (3.8) 

Rn{x\ . . ■ Xn) = R'n + Tn{xx . . . X„) (3.9) 

Essas distribuições não são conhecidas pela hipótese de indução pois contêm 

a distribuição desconhecida T„. Somente a diferença 

A. = = fín-A„ (3.10) 

é conhecida. Podemos determinar Rn ou An separadamente investigando-se 

as propriedades de suporte das várias distribuições. Resulta que é uma 

distribuição retardada e uma distribuição avançada, 

supp A Ç r+_i(j;„) , supp.4„ Ç r,7_i(j;;„) , (3.11) 

com 

Pj)=_j(.r) = {(xi,...,:r„-i)k, G V'^(x),Vj = l,...,n- 1} , (3.12) 

v^{x) = {y\{y-xf>0, ±(y« - ^°) > 0} . (3.13) 

.Assim, pela bipartição (“splitting”) causai da distribuição (3.10) obtemos 

Rn (e An), e então Tn segue de (3.9) (ou (3.8)). 

Em QED,3, Dn é da forma 

Dn{xi...Xn) = : , (3.14) 
k 3 í 
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onde são operadores do campo fermiônico livre e A os operadores do 

campo de radiação livre, escritos na forma normal usual como indicado. Na 

expressão acima são distribuições numéricas temperadas, ou seja, 

< € 5'(R3"), as quais possuem suporte causai devido a (3.11), 

supp4)(xi,...,x„_i,j;n) ç r+_i(a:„) U . (3.15) 

Estas devem ser decompostas em 

— ^’?i(^) fín(^) , (3.16) 

suppr„ ç r+_i(x„) , supp«„ Ç r-_^{xn) (3.17) 

onde X = (xi,... ,x„). A bipartiç.ão mais simples seria 

^’n(^) = Xn(^)d,j , (3.18) 

com 

Xn(:c) = n - 4) ■ (3.19) 
i = l 

Isto levaria à expressão divergente UV usual (3.1). A dificuldade é que (3.19) 

é descontínua e, portanto, se for singular em Xj = x„, r„ em (3.18) não 

será, em geral, uma distribuição bem definida. 

Devido à invariância translacional de d{x), é suficiente tomar x„ = 0 e 

considerar 

d(x) = 4(xi,..., 0) G <S'(R”'') , m = 3n — 3 . (3.20) 

O comportamento de d{x) na vizinhança de x = 0 é essencial para o proce- 

dimento de bipartiç.ão. Por esta razão introduzimos a seguinte definição 

Definição 1. A distribuição r/(x) G <S'(R”') possui uma quasi-assintótica 

do(x) em x = 0 com respeito a uma função contínua positiva p((j) se o limite 

Yimp{S)S^'\l{Sx) = do(x) ^ 0 (3.21) 
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existe em <?'(R™). 

Podemos escrever (3.21) como 

\lmp{S){ ) =< do,c^ > (3.22) 
5-^0 0 

para todo tp ^ S. Devido à propriedade de dualidade de S sob a trans- 

formação de Fourier, temos uma definição equivalente no espaço dos momen- 

tos. 

Definição 2. A distribuição d{p) G 4S'(R”*) possui uma quasi-assintótica 

d{p) em p = oo se 

limp(5)( d(^),<P ) =< do,‘P> . (3.23) 
i5-»-0 ò 

Acima, d é a transformada de Fourier distribucional de d e a transfor- 

mada de Fourier inversa de <p. Pode-se demonstrar que 

p{aS) 
lim 
á-í-O p(ô) 

= a (3.24) 

para algum u> real^^^. A função p é então denominada uma função de contagem 

de potências. 

Definição 3. A distribuição d G <S'(R”‘) é dita singular de ordem u 

se possui uma quasi-assintótica do(x) em a: = 0 (ou d(p) em p = oo), com 

função de contagem de potências p{S) satisfazendo (3.24). 

Se £ > 0 é um núinero arbitrariamente pequeno, então existem constantes 

C e C tais que 

CS^-^ > p{5) > . (3.25) 

De (3.25) vemos que, se tu < 0, p{5) -> oo para d ^ 0 e, portanto, 

( ^ ^ 0 . (.3.26) 

Neste caso segue que (3.18) é a única solução do problema de bipartição. Se 

LU > 0, uma bipartição análoga só é possível se a função teste satisfaz 

(DV)(0) = 0 V|al < tu , (3.27) 
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onde 
, - ..+am 

= dxT ... 8x:r ’ !“l = “> + "- + “” 

Introduzimos então 

{W^){x) = ^{x) - w{x) ^ ^(DV)(0) , 
|a|=0 

onde w(x) é qualquer função auxiliar iü(x) G 5(R™) com 

k;(0) = 1 , D“to(0) = 0 para 1 < |a| < ü; . 

Então a solução para a parte retardada é dada por 

< r(x), (fi > = < d, Q{v.x)Wíp > , 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

onde 0 é a função degrau de Heaviside e u é um vetor do tipo tempo 

V = (í7i,..., u„_i) G Entretanto, em contraste com o caso <xj < 0, 

a bipartição no caso u> > 0 não é única. Duas soluções de bipartição distin- 

tas diferem por uma distribuição com suporte no ponto: 

õ-r = è CaD^S{x) . (3.32) 
|a|=0 

A bipartição causai pode ser feita diretamente no espaço dos momentos 

através da fórmula de dispersão 

   
{t - - í + ^o) ■ 

(3.33) 

O método de bipartição é conveniente pois este é obviamente covariante de 

Lorentz e não destrói nenhuma simetria da teoria, em particular a invariância 

de gauge. Vamos então nos referir a (3.33) como a solução simétrica do 

problema de bipartição. De (3.32), a solução geral da bipartição é dada por 

r{p) r{p) E' 
|a|=0 

'aP (3.34) 
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Se uma distribuição possui ordem singular o;, esta também possui ordem 

singular u' > lo, o que corrresponde a uma quasi-assintótica evanescente no 

limite í —>• 0 em (3.21). Isto nos permitiría adicionar potências de p em 

(3.33). Entretanto, devemos impor que a ordem singular eu não aumente no 

processo de bipartição da distribuição, com base nos valores experimentais 

das grandezas físicas envolvidas no problema, como, por exemplo, o valor 

do momento magnético anômalo do elétron em QED4. Neste caso, a or- 

dem singular da distribuição que corresponde à função de vértice é cu = 0. 

Uma renormalização finita dessa grandeza correspondería à adição de um 

polinômio de grau lo' = l. Neste ponto, é importante mencionar que na im- 

plementação correta do método de regularização de Pauli-Villars-Rayskit''^! 

o setor da amplitude de Feynman do qual provém a contribuição para o mo- 

mento magnético anômalo também não deve ser modificado no processo de 

regularização. 

3.2 Aplicação na QED em Três Dimensões 

0 método indutivo é iniciado especificando-se a primeira ordem da série 

perturbativa, que, no caso da QED, é dada por 

r,(x) = ie : ^{x)Y'>P{x) : A^{x) = -fi{x) . (3.35) 

A constante de acoplamento e > 0 é a unidade de carga e, em três dimensões, 

possui dimensão Os operadores de campo em (3.35) são os campos 

livres e o ordenamento normal é necessário ]>ara que se tenha uma expressão 

bem definida para o produto de operadores de campo num mesmo ponto, 

por exemplo 

f{x) = e : V^(.t)7^0(x) : , (3.36) 

cujo valor esperado no vácuo é zero. 

Para passarmos de ri = 1 a rí = 2, primeiramente formamos 

.42(xi,X2) = T\{x\)T\{x2) — —T\{x-[)T\{x2) (3.37) 
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e 

R.2ÍXUX2) = T-í{x2)fi{xi) = -Tx{x2)Ti{xi) , (3.38) 

de acordo com (3.5) e (3.6), e então 

D2Íxx,X2) = R'2 - A'2 = Tx(xx)Tx(x2) ~ Tt(x2)Tx(xi) . (3.39) 

A distribuição avançada é (3.37) dada por 

A2(xi,X2) = e^lablcd ■■ i/’„(xi)i/>6(a:i) :-.^^{x2)^d[x2) : 

xAf,{xx)A„{x2) . (3.40) 

A distribuição retardada (3.38) é obtida a partir de (3.40), intercambiando- 

se X\ f-)- X2 e os índices de soma /.i u, a c e b ■H- d, para se construir 

a diferença em (3.39), onde os produtos devem ser reordenados na forma 

normal conforme o enunciado do 

Teorema de Wick. Um produto de n operadores de campo é ordenado 

normalmente do seguinte modo: 

I i 
A1A2... A„ =: .4i A'2 ... An : + '■AxA2 ... : + permutações 

onde a soma contém todos produtos normais com todas contrações possíveis. 

As contrações são comutadores (no caso de campos bosônicos) ou antico- 

mutadores (no caso de férmions) entre as partes de absorção e emissão. 

As contrações são C-números. Desta forma, podem ser fatorizadas nos produ- 

tos normais, porém, no caso de operadores fermiônicos, o sinal da permutação 

necessária deve ser levado em conta: 

. . Aj . . . An', -f- . . . d- À1A2À3A4 ... 

+ permutações , (3.41) 

(3.42) 

I i p I I 
: A] ... .Àj .. .Ak ■ ■■ An := ( —) AjAk'. Ax fj... • • • A„ : , (3.43) 
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onde P é a permutação 

P: j,A;, . (3.44) 

De acordo com (2.84), (2.85) e (2.133), as seguintes contrações aparecem: 

Mx)^biy) - y), (3.45) 

Í^a(^)My) {^1~^(3:)V’Í^\2/)} = 7'i“^(y - x) , (3.46) 

A^{x)A,,{y) = 9huÍD^^\x - y) . (3.47) 

De acordo com o que discutimos ao final da seção anterior, gostaríamos de 

encontrar uma expressão geral para lü de qualquer termo na série perturbativa 

em QED3. 

Proposição. Para a QED3 temos 

o; = 3 - / - ^6-, (3.48) 

onde / (ò) é o número de férmions (bósons) externos e n a ordem da teoria 

de perturbação. 

Antes de demonstrarmos a proposição acima, podemos tirar algumas con- 

clusões a partir de (3.48). 0 último termo implica que existem somente al- 

guns gráficos com 10 > 0 até uma certa ordem, ou seja, a QED3 é uma teoria 

super-renormalizável. As únicas distribuições singulares correspondem à po- 

larização do vácuo (n = 2, / = 0, 6 = 2), com cu = 1, à auto-energia do 

elétrón {n = 2, f = 2, 6 = 0), com u; = 0, e à polarização do vácuo em 

quarta ordem (íí = 4, / = 0, ò = 2), com cj = 0. .Já a função de vértice 

= 3, / = 2 e ò = 1 possui o; = — 1. 

Demonstração. .A prova é indutiva. Para iniciarmos a indução verificamos 

(3.48) para os diagramas de ordem mais baixa, em particular o termo de 

primeira ordem (3.35) possui u; = 0 por definição. No passo indutivo devemos 
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considerar produtos tensoriais de dois subgráficos com ordem singular cji e uj2, 

respectivamente, os quais obedecem (3.48) como hipótese de indução. Esse 

produto está ordenado normalmente e assumimos que / contrações fotônicas 

aparecem no processo. Assim, levando em conta a invariância translacional, 

a parte numérica da expressão contraída é da forma 

i 

^l(^l X<ri ■ • • 1 Xf—\ Xr) Dq yvj)t'2{yi yvi • ■ • 1 yv—\ J/tí) 
i=l 

^(^1 7 • • • 7 ^r—1 7 7 • • • 7 Vv—l 7 y') • 

Aqui é um subconjunto de {a;i,...,Xr} e {yv,} um subconjunto de 

{yi,... ,yv}i onde introduzimos as coordenadas relativas 

éi — 7 Vj yj yv 1 y — Xr yy. 

A função de contração, de acordo com a equação (C.S) do apêndice C, é dada 

por 

^0 (^) = f d^pS{p^)0{p°)e-^^^ . 
(27t) J 

A transformada de Fourier de t (omitindo potências de 27t) é dada por 

í(pi,...,p,_,,yi,...,y._i,y)- J . 

Como produtos tornam-se convoluções, obtemos 

X í 1 (. . . 7 Pi ^r(i) 7 • ■ •) XT ^0 (^J )C ( ■ • • 7 Çfc d” ^v(k) 7 • • •) • 
J 

•A.qui r{i) = v{k) se e somente se Xi e yk são ligados por uma contração. 

Atuando i sobre uma função teste G <S(R^C+í^-i))^ temos 

<Í,Ç7>= Irf>'-Vrf’"'’</'<.(p')C(?')<A(p'.<í') . 
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com 

j 3 

X n Dt{K,) . (3.49) 
j=i 

Para se determinar a ordem singular de t no espaço p, é necessário considerar 

a distribuição 

( H-g),v) = S’" <i{p),v{Sp) > 

= r j . (3-50) 

onde 

Í^s{p,q)^ í d^qYídKj5{q-Y,Kj) 
3 3 

X tp(..., á(p,- + ^r(i))) • • • ■) d{qk ~ i^v{k))i • ■ ■ 1 dq) Dq {kj) (3.51) 
3 

e m = 3(r + n — 1). Introduzimos novas variáveis kj = ÓKj, q = Sq e notamos 

que 

D^{l) = S{Ç)e{^) = 5'^Dtik). 

Isto implica 

Mp\q') = ^ I d-^qI[dfíjS{q-Y,kj) 
3 3 

X(p(. .., á(pj + ár(i)), • • • 1 d[qf^ — á^,{^.)),. . ., ôq) JJ Dq (kj) 
3 

= Jq) . (3.52) 

Utilizando novamente variáveis reescaladas 5p' = p, Sq' = ç, encontramos 

{ t(í),v. ) = y/,P'-^'pd‘"-^'qi<{p2(‘j)m<l) . (3.53) 
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Pela hipótese de indução, ti e t-2 possuem ordem singular tuj e u}-2 com 

funções de contagem de potências pi{S) e P2{S), respectivamente. Então o 

seguinte limite existe; 

) =< Ío{p),^ > ■ 

Portanto, a ordem singular de t{p) é 

U! = iü\ -|- ÍU2 “h / — 3 . 

Resta verificar se o resultado satisfaz (3.34). Substituindo 

= 3 - fj - -hj - -Tij , i = 1,2 , 

encontramos 

u! — 3 — {fi + fz) — -(êi + Ò-2 — 21) — -(ni + 712) . 

Como o segundo termo entre parênteses é justamente o número de operadores 

fotônicos após as / contrações, (3.48) é válida neste caso. 

O caso de / contrações fermiônicas é essencialmente idêntico, onde deve- 

mos utilizar 

= {f> + "OÂn 1 

que resulta de uma contração de campos fermiônicos massivos e possui ordem 

singular u; = — 1. Obtemos portanto, ao invés de (3.52), 

ú' 
i^sip ,q) -^7p{ôp,Sq') para S ^0 . 

Isto finalmente implica 

uj = ujx + ijü2 + 21 — 3 , 

de onde se verifica que (3.48) é satisfeita. 
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4. Correções Radiativas e 

Geração Dinâmica de Massa 

No capítulo anterior classificamos as distribuições singulares que ocorrem 

na QED3, entre elas aquelas que correspondem à polarização do vácuo e à 

auto-energia do elétron. Nas seções seguintes vamos calcular o tensor de pola- 

rização do vácuo através das relações de dispersão previamente introduzidas 

e tratar do problema da geração dinâmica de massa para o fóton. Na última 

seção efetuamos os cálculos da auto-energia do elétron, complementando a 

discussão sobre as correções radiativas de segunda ordem dos propagadores 

da teoria. 

4.1 A Polarização do Vácuo 

Utilizando o teorema de Wick, o termo de polarização do vácuo em (3.39) é 

obtido através de duas contrações fermiônicas 

-7<‘.<;(+'(!/)7"5'“’(-!/)I : AÁX\)A„(xi) : , (4.1) 

onde y = Xi — x-i. Devido à invariância do traço sob permutações cíclicas, 

podemos reescrever a equação acima na forma 

Lh{x,,X2) = [P^‘'{y) - P‘'^{-y)] ■ A,{x,)A,{x;) : , (4.2) 
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onde 

P“-{y) = e"Tr|7''.Ç+(y)7".S-(-!;)l ■ (4.3) 

A distribuição numérica que aparece na função de dois pontos é portanto 

= (4.4) 

Esta possui suporte causai, como pode ser verificado escrevendo-se 

7“lS'<->(y)7‘'.S*+>(_j,) _ .S<+>(y)7”5(-)(_y)] 

= 7''[.?(!/)7''5'+>(-!/) - SVl(!/)7''í(-!/)l 

onde 

P(x) = P^'^^(x) + ^(x) = (t^ + 7n)D(x) 

f -m^)sgnpoe' (27t) J 
■tpx 

é a distribuição de Pauli-Jordan 3-dimensional, com suporte em E^(0) U 

y-{o). 

A transformada de Fourier de P^‘'{y) é dada por 

pi^‘'{k) = e^(27r)~^Tr j dqidq2Y{éi+m)Y{é2+ni) 

X~0[q^^)8{q\ - m^) ~ m^)í(<7i - q2 ~ k) . (4.5) 

Utilizando p = q\ e q = -q-2 como novas variáveis de integração, obtemos 

P^'"(^•) = —e^(27r)“'^ j dpdqTry^{]b ■+ m)Y{é ~ "0] 

x61(p°)á(p^ — m^)9{q^)8{q^ — nP)5{p + q — k) 

-e\2n)-\j^‘'{k) , (4.6) 

onde 

J IX U [k] = j (f 5{p^ - ryi^)e{p°)S[{k - py - rn'] 

xe{k'^-p'^)r{k,p), (4.7) 
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com 

(4.8) r(k,p]=Tv[-,“(Hmynil:-l>-m)] . 

Das identidades (A.9)-(A.ll) do apêndice A resulta 

r{k,p) = -2[(m' - + 2py'' - {p^k‘' + 

^g^^p.k - imt^''^k^] . (4.9) 

De (4.6) e (4.9) segue que P^'' é um invariante de gauge 

k^P^‘'{k)=0. (4.10) 

Isto determina a estrutura tensorial de P^‘': 

P>^‘'{k) = P^\k) + P7(A;) , (4.11) 

com 

P^"(^•) = [k>^k^ - â,V")5i(A;^) (4.12) 

e 

P^^\k) = ime^‘'^^k,È2{k^) . (4.13) 

Segue de (4.11 )-(4.13) que 

-2A.-'^P,(A,-^) = P\{k) = g,J>^‘'{k) (4.14) 

B2Ík') = . (4.15) 

Em três dimensões espaço-temporais P^" possui, portanto, uma parte 

antissimétrica; em quatro dimensões um termo desse tipo envolve o tensor 

e a contração (^‘''-'‘^k^kg é identicamente nula. Utilizando (4.6)-(4.9), 

(4.14) e (4.15), podemos calcular B\ e Bz- Encontramosí'®^ 

_L 4-77)^ ! 

= -2(4.)- ’ (^■>'5) 

Bzik'^) = - “ 4m^)0(A,o) . (4.17) 
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De acordo com (4.4), temos 

d>^‘'{k) = + d7(A;) , (4.18) 

onde 

d^"(A;) = {k^k‘' - ^^V‘^)Sl(A.■'') , 

d7(^•) = . 

B\ e B-í seguem de (4.4), (4.10)-(4.13), (4.16) e (4.17): 

BÁn = -- 
(47t) 

1 + 
4m^ 

0{B^ - 4m^) 
sgnA;o 

B2{k'^) = —- 4rn')^^ 
^ ^ 2(27t)' ^ ^ x/P 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

As distribuições dg^ e d^ em (4.21) e (4.22) são de ordem u; = 1 and a; = 0, 

respectivamente. 

A bipartição da distribuição d^‘'(k) segue de (3.33) e (3.34). Tratemos 

primeiro da parte simétrica. A solução retardada simétrica do problema de 

bipartição que corresponde a o; = 1 é, de acordo com (3.33), 

f{k^k‘' - ã-V")5i(f^P) 7 C'- 
dt- 

{t- ioy{i -t + iO) 
(4.23) 

Esta é válida para k G E"*". Substituindo (4.21) em (4.23) obtemos 

r^T(A;) = 
' j-ool-t 

dt 

+ iO 

= —{k^k‘' - 
27t^ ^ VJB 

Bk'^ 

4m 

onde 

.A = -2 
dt 

J-2 
/ 

yjAra^{\í^ B — 1 — zO 

dt 

B{B íO) ’ 

|í|v^ 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
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com 

« = • (4.27) 2(47t) 

Como podemos notar, a solução simétrica da bipartição preserva a invariância 

de gauge. 

O resultado do cálculo da integral (4.25) é 

J\ = log 
1 — 

— Í7r0(k^ — 4m^ 
1 + ^Jk'^/4m‘ 

A integral J2 pode ser calculada a partir de (4.25): 

= log 
1 — 

1 + lArri^ 
— ÍTr6{k^ — 4m^) + 2^ 

4m^ 

Assim, de (4.24), (4.28) e (4.29), obtemos 

7 cy 
r^C(fc) = —{k^^k^' - fcV'^)sgnA-o 

Z7T 

1 / 4m^ 
I 1 + 

X log 
1 - ^k'^/4m^\^ ^ 4m 

ítt 1 + 
4m''^'\ 6{k'^ — 4m^) 

k'^ 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 
1 + ^k‘^/4ni^ J 

Expandindo o logarítimo para k'^ —^ 0, encontramos 

>-S"(0 ^ - *-V‘') (-^) . (4.31) 

De (3.34) temos agora a solução geral do problema de bipartição, 

r^‘'(k) = rf (^0 + Co g^‘' + CfF + d^k^ , (4.32) 

onde escrevemos o polinômio contravariante mais geral de grau tu = 1. Da es- 

trutura tensorial de rg‘ segue imediatamente que = C2 — 0- Finalmente, 

devido à invariância de gauge 

k,r-T = 0, 
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Co também deve se anular. Assim, (4.30) é a única solução para a parte 

simétrica de d^''{k). 

Consideremos agora a parte antissimétrica de De (3.33), (4.20) e 

(4.22) obtemos a solução simétrica do problema de bipartição para tu = 0 

'{k) = / 
27t J— 

r 
2{27rf j- 

oo (t — *0)(1 — t zO) 

°° ^^sgntko6{t'^k'^ — 4m'^) 

oo 1^1(1 — td"í0) 

P 
2tt \/P 

onde definimos 

sgnA;o log 
1 — yJkyÃmP 

1 + ^JkyÃmP 
ÍTTd(k^ — 4m^) 

P 
2(27t) 

(4.33) 

(4.34) 

e utilizamos o resultado (4.28). Comparando esta última equação com (4.20), 

podemos escrever 

r7(^•) = ^me'^""A,•„R^(^•^) , (4.35) 

onde 

= i- 
. P sgnko 

27T Vp 
log 

1 — 

1 + 74 
— in9{k^ — 4rn^) (4.36) 

Expandindo novamente para k'^ —> 0, encontramos 

£^2(0) 
. P 

zirm 
(4.37; 

.A solução geral do problema de bipartição para o; = 0 é dada por 

r^/{k) = P^'{k) + Co9^‘' . (4.38) 

Não existe nenhum outro tensor de Lorentz constante de segunda ordem. 

Entretanto, o termo constante não preserva a estrutura antissimétrica de 
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r^J^{k). Portanto, Co = 0 e (4.35) é, novamente, a única solução do problema 

de bipartição. 

0 tensor de polarização do vácuo é definido como 

n,,{k) = -i{27rf[r^‘'{k) - r'^‘'{k)] . (4.39) 

A distribuição retardada r'^‘'(k) corresponde à transformada de Fourier do 

segundo termo em (4.4), 

r^^‘'{k) = -P^"(-^•) , (4.40) 

e pode ser obtida a partir de (4.11 )-(4.13), (4.16) e (4.17). Entretanto, esta 

se anula na região k^ < 4m^, abaixo do limiar de produção de pares, na qual 

somente as distribuições (4.30) e (4.35) contribuem. Escrevendo o tensor de 

polarização do vácuo na forma 

n^.(^-) = - ^)^(')(^•■') + , (4.41) 

temos, de (4.31), (4.37), (4.39) e (4.41), 

n(*’(0) - 0 , (4.42) 

47rm 

4.2 O Propagador Corrigido do Fóton 

0 propagador do fóton modificado pelas inserções próprias da polarização do 

vácuo é dado por 

V = D + íDUD + {^DYIDUD + ... = D + iDYlV , (4.44) 

onde 
—i 

- 
kfj^ki^ 

~k^ 
la 

kfxky 
(4.45) 

60 



é o propagador livre e a é o parâmetro de gauge, que, por simplicidade, 

escolhemos igual à unidade nos cálculos acima (gauge de Feynman). Desta 

equação segue que 

. (4.46) 

Para calcularmos V a partir de (4.46) utilizamos os seguintes operadores de 

projeção ortogonal 

satisfazendo 

p(i) 

p{^) 

p(3) 

2 

2 

~k^ 

-p- +   
\/k^ J 

vpy ’ 

pU)2 ^ pU) ^ pij)p(k) ^ Q ^ 

E d? = 
;=i 

Assim, (4.41) e (4.45) assumem a forma 

n = + p'^^) + rri(p(p - p(^))v^n('). 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

Como 

D-' = + pC) + lp{3)j 

encontramos para (4.46) 

p-' = {tk'^ - - im\/ÃFn(^))p('> 

(^P - + imVÃFn('^))p(p + -c^pD). 
o- 

(4.50) 

(4.51) 
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A inversa é dada por 

V 
1 p(l) 

+- 
ta .p(3) 

ik^ — k^ + *0 

Substituindo (4.47) na equação acima obtemos, no gauge de Feynman, 

(4.52) 

! 

p - n(P) 
9nu 

k ^ kij 

~w 
+ imt^ 

com 

n(A:^) = n^^\k'^) + 

1 _ n(i)/p 

m^(n(2)(A;2))2 

1 - n(i)(A;2)/Â;2 ■ 

De (4.42) e (4.43) verificamos que 

l^VW? 
n(o) 7^0 

(4.53) 

(4.54) 

(4.55) 
1 — j {Vlinn) 

e, portanto, o propagador modificado possui um polo deslocado da origem. 

Podemos então concluir que o fóton adquire uma massa p de ordem gerada 

“dinamicamente”, em concordância com o procedimento usual a partir de 

(3.1), utilizando regularizações que preservam a invariância de gauge da teo- 

ria originalí'^í’t^°^ bem como com o procedimento de Kãllént^'1, utilizando-se 

as equações de Heisenberg e transformadas de Hilbert generalizadas. Pode- 

mos então concluir que no formalismo causai a QED3 é uma teoria bem 

definida perturbativamente e sem ambiguidades no que se refere à geração 

dinâmica de massa para o fóton. 

4.3 A Auto-energia do Elétron 

Vamos agora discutir o outro diagrama de segunda ordem da QED3 com cj 

não negativo, a auto-energia do elétron. A distribuição C-número correspon- 

dente é dada por 

d{y) = + .5'‘+’(>/)íW)l7. 

= -eVM-(y) + rl+iy)]-,^ . (4.56) 
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onde 

<í+(i/) = S<*>(y)DM(y) . 

A transformada de Fourier de d_ é 

(^-(P) = d^qÒl^~\p - q){^ + m)£)^-)(ç) 

— (27t) (a + A) , 

onde 

h j d-^qd{q° - p°)S[{p - qy]m9{-q°)S{q^ - m^) 

A = j d\6{q^ ~ p^)6[{p ~ qf]^e{-q^)5{q^ - m^) . 

Tomando p do tipo tempo na forma p = (po, 0) resulta 

A =rn J d^qd{q° - P°)9{-q'^)ô{pl ~ 2poqo + m^)5{q^ - m^) 

= ^ j ^J(Po + 2poE, + m^i-E, - po) . 

Segue de (4.61) que po < 0 e 

^ _ rn^ + pI 

-2po 
+ q'^ , 

de modo que 

Portanto, 

27T 

|q| 
- pI 

2po 

/, = q^m0(p‘ - m‘)0{-n) I ( E, - 
2|po| 

= 7rmél(po - rn^)e{-po) I dA—^ S f E - 
dm A2|po| y 2|po| 

e -po <0 . 

E 

(4.57) 

(4.58) 

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

(4.63) 
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= ^^ÍPo - m^Wi-Po) 
m 

(4.64) 

Podemos escrever a integral (4.60) na forma I2 = Para 1/ 7^ 0, se 

anula por simetria. Para /.^ temos 

7° = J (Pqq°e{q° - p°)S{pl - 2poÇo + 
2E, 
2 „o 

^ n/ 2 2\n^ ^ Po + P -~9{pI - m')P(-po  ^ , 
2 2pl ^ 

ipl 
(4.65) 

da mesma forma que acima para l\. Para p genérico, devemos substituir p^ 

por p^ em I\ e I2 e o termo linear p°7o em /27o, com dada por (4.65), por 

jó. Obtemos então 

d_(p) = (27t) - ^"^)^(“Po)-^ 
f> 

m H— 
2 

(4.66) 

que coincide com a distribuição r'[p). A distribuição d^{p), com suporte no 

cone de luz avançado, é obtida de maneira análoga a partir de (4.57), ou 

simplesmente substituindo —9{—po) por 9{pq) em (4.66). 

Segue de (4.55), (4.66) e (A.7) que 

d{p) - e -f^[d_ip) + d+(p)]7^ 

e\27.r^r^9{p^ - rn^) 
sgnpo 

\/? 
3m 1 + 

m 
(4.67) 

De (4.67) concluímos que a ordem singular de <7 é a; = 0. Portanto, a solução 

simétrica (3.33) do problema de bipartiç.ão é dada por 

Hp) = £ (73To)(i£^.o)<’(*V - 

sgnfpo 
íim - íí (l + 

m 

Pp'^ 
(4.68) 
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Indicando por •hi J4 e J5 os termos multiplicados respectivamente por 3m, 

f)/2 e ]/)m^/{2p^) em (4.68), temos 

J3 
dt 

J-2 log ( 

roo 

Jyjm?ItP V 1 — t \ t ÍQ ) 

- 
ÍTre{p^ - m^) + 2\l^ , 

V1 + \/pV rn^ 
(4.69) 

= J\ = log 

dt 1 

1^1 VI - í + iO 

/l — yjp^jm'^^ 

1 + y^/m^ 

1 + í + ÍO 

— ítt9{p^ — m^) , (4.70) 

0° dt 2t 

y/m^ |í|í^(l +^0)^ 

De (4.68)-(4.71) resulta 

dt 

r^{f^ - 1 - zO) 
= ./3.(4.71) 

2/*. ,-4*7rsgnpo m 
3m — - 1 H — 

2 p. log 
1 — yjpi^/m? 

,1 + ^/p^lm^ 

, (r. 
+ \ —- 6rrr — p— 

V \ p^ ^ >-í(*v 

(4.72) 

A solução geral do problema de bipartiç.ão é dada por 

r(p) = r{p) + Co . (4.73) 

Por outro lado, a estrutura tensorial de r é. 

r{p) = ro[p^) + pi\{p^) , (4.74) 

conforme (4.67), de onde se conclui que vq possui ordem tu = — 1 e ■prx ordem 

tu = 0. Mas Co em (4.73) corresponderia a ro, o que é impossível pois neste 
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caso oj = —\. Portanto, Co = 0, uma vez que a bipartição da distribuição d 

deve respeitar sua estrutura tensorial. 

A auto-energia do elétron é definida como 

S(p) = -í(27t)^[7'(p) - r'(p)] 

Stt 
3m log 

1 

1 + 

+ \ —- 6m — p 
/!/ 2 2^ ^ 

-m 
m 

3m — - 1 H   (4.75) 

quando p está situado no cone de luz avançado. A singularidade logarítimica 

na camada de massa p^ = é mais severa do que em quatro dimensõest^^l. 

De qualquer modo, S{g) dada por (3.1) permanece bem definida em teoria de 

perturbação mesmo em três dimensões, embora neste caso o limite adiabático 

f/ —> 1 seja muito mais delicado. 
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5. A Função de Vértice 

No capítulo anterior discutimos as inserções próprias de dois pontos que 

levam aos propagadores corrigidos em segunda ordem. Resta ainda uma 

outra inserção básica da teoria, a chamada função de vértice, que, assim 

como a auto-energia do elétron, também exibe um comportamento singular 

na região do infravermelho. Construímos a função de três pontos que corres- 

ponde à função de vértice a partir das distribuições retardada e avançada 

= Y.T{Y,x;)f[X) 

P2 

= T2{xuX3)f,{x2\ + T2{x2.Xs)f,{x,) + Ti (X3 )r2 (xi, ) 

R3I ^ ^,32 R33 (5-1) 

e 

A',{x,,X2,Xs) = Y.T{X)T{Y,x,) 
P2 

= f,{x2)T2{Xx VXz) + r,(x,)r2(x2,X3) + T’2(x,, X2)ri (X3) , 
' ^" ' V ' ^ ... ' 

"4.31 "^32 ^33 (5.2) 

que resultam de (3.5) e (3.6), respectivamente. Cada termo em (5.1) e (5.2) 

corresponde a uma certa decomposição do diagrama de vértice num vértice 

simples (Ti = -f\) e um diagrama de segunda ordem (T'2,f'2), conforme a 
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Fig. 5.1. Este último pode ser a função de dois pontos para o espalhamento 

-Mòller, 

T^^\xi,X2) = -le^ ■ il^{xi)-f^rp{xi)ip{x2h^xp{x2) : D^{xi - X2) , (5.3) 

ou aquela para o espalhamento Compton, 

TÍ^\xi,X3) = -le^ ■■ Í^{xi)-j^Sf{xi - X3)Y'4’{x3) :: .4^(xi)>l^(x3) ; 

-le^ : p{x3)YSf{x3 - xi)-f>^xP{xi) :: A^{xi)A^{x3) : . (5.4) 

As funções inversas de dois pontos são dadas por (3.4): 

Tiixi, X2) = ~T2{x\, X2) T\{x\)T-[(^X2) Ti[x2)Ti[xi) . (5.5) 

Figura 5.1: Decomposição do Diagrama de Vértice 

F’ara o primeiro termo em (5.1) obtemos 
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/?3i = -T^2^\xi,X3)Ti{x2) 

= ie^ : xI){xx)YSf{x\ - x:í)YS^^\x^ ~ X2)ie'^^^{x2) : 

'^Qij.xDq ^(a;i — X2)Ai,[x2) , 

de modo que a x\ está associado um elétron emergente, a X2 

incidente e a X3 um fóton externo. Analogamente, 

/?'2 = -Tf>(x2,o:3)Ti(xi) 

= -ie^ : xl^{x])'^^S^~\xx - X3)j‘'Sf{x3 - X2)iej^rp{x2) : 

-Xx)A^{x3) . 

0 último termo em (5.1) pode ser escrito como 

R^2 = Tx{x3)fi'\^UX2) 

= ~Tx[X3)T2 ^(2^11^2) + Tx{x3)Tx{xx)Tx{x2) + Tx{x3)Tx{x2)Tx{i 

fi', ffl, fi', 

onde 

R[ = : ^{xxh^^^S^-^Xx - ;C3)7'^ j.S'(+)(x3 - X2)j^^Ij{x2) : 

xDq (a;] — o:2)A,^(x3) , 

R^2x = : Tp{xx)-f^S^~'>{xx - X3)j‘'S^~^\x3 - X2)'y^tp{x2) : 

Xgx,\DÍy'^\xx - X2)A^{x3) , 

R'22 = - X2)YÍÍX2) : 

xÇxixDq ^(^2 ~ ^i).4,y(o:3) . 

A distribuição avançada é obtida de modo análogo. 

(5.6) 

elétron 

(5.7) 

) 

(5.8) 

(5.9) 

(.5.10) 

(5.11) 
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(5.12) 

= : iI^Íxi)j^Sf{xi - X3)-y‘'S^ ^(xs - X2) : 7^^(x-2) : 

- Xi)Aj,(x3) , 

A',, = -T:(x,)T2^^\x2,X3) 

= -e'^ : - X3)7''5F(a;3 - X2)7^^{x2) : 

xgx^,D^^\xx - X2)A,.{x3) . (5.13) 

O último termo em (5.2) divide-se em três partes 

/I33 = f2{xi,X2)Ti{x3) 

= -TÍ^\xr,X2)T,{x3) + Ux,)T,{x2)Ty{x3) + T,{x2)T^{x,)T^{x3) , 

A[ A-21 A'22 

(5.14) 

com os seguintes resultados: 

A\ = -e^ : ú’(a:i)7'"‘?^’^H^i ” ^3)7''5'*”'H^3 - X2)7^,1p{x2) : 

xDq{x-í - X2)A,,{x3) , (5.15) 

.4', = e'^ ; ^{x,)7^S^+\x, - X3h''S^-Hx3 - X2h^^{x2) : 

xg^xÜQ ^(xj — X2)4l,/(x3) , (5.16) 

A'22 = e'^ : i^{x\)7^- X3)7‘'S^~\x3 - X2)7^ú’(^2) : 

xgfíxDQ ^(x2 — 2:1 )/l|^(x3) . (5.17) 

Podemos agora escrever a diferença 

[) = R' - A! '= -f? : 'il2[xx)D''{xu X2, X3)Í^{x2) : .^^(xg) , (5.18) 

onde todos os 10 termos que contribuem para D'" possuem a mesma estru- 

tura matricial. Os seguintes pares de termos combinam-se: com /í^i, 



/?32 com R'22, -^31 com -A'22 e -.432 com -/l2i- ^om isso todos os propa- 

gadores de Feynman fermiônicos são convertidos em propagadores retardados 

e avançados. 

No espaço dos momentos temos 

D‘'ip,q) = f dyidy2D‘'{xu x-2, = R' - Â' , (5.19) 

onde 

l/l = Xi - X3 , y-2 = X3- X2 . 

As distribuições retardada e avançada resultantes são dadas, respectiva- 

mente, por 

êk [7"S<->(p - _ k)-rM(k) 

+7“5<“>(p + k)YS‘''(q + k)y,£>M(k) 

-7‘‘y‘'(p~k)rSM(q-kh,£>M(k)] , (5.20) 

Ã'(p,q) = -(2^)-’/^/ A- [-7“Í<+>(P- A^)7'‘5'->(?- fí)7„ÂÍ'(fc) 

+7».S<+)(P - fc)7".V"(, - t)7.Ôy’(fc) 

-7''S”(p + 07".y'“>(?+fc)7„-Ô!,+>(P)J . (5.21) 

Após simplificação da parte matricial. D'' pode ser escrito como 

D‘'(p, q) = -HYia + + 32^7^77 + 3X^7" 

+ 4/7í(p'' + q‘')l - 6/7iX'' - -|- 'z"^/)X - m^7''X , (5.22) 

onde X, X^ e X^'' são as seguintes integrais escalar, vetorial e tensorial, res- 

pectivamente, 
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T-{p,^)=' {21,)-^'^ í^,{i,k‘‘,kn 
j (27t) 

X [-Z}W(A,- - p)D^-\k - q)D^(^•) + D^-\k ~ p)D^^\k - q)D^{ 

-D(+)(fc - p)D^^\k - q)DÍ-\k) + D^-\k - p)D^^{k - q)DÍ+\ 

-D^^{k - p)D^-\k - q)DÍ;\k) + D^^\k - p)D^+\k - q)DÍ-\k) 

D^^^k) - e{±ko)5{e - m") , D^{k) = 

I 

1 

D“"(Â;) = 

k'^ — m'^ + iO 

ret ^ , = k2 _ m'2 - ikoO ' k'^ -m'^ + ikoO 

As quantidades com sub-índice 0 correspondem a m = 0. 

Calculemos a integral escalar 

(27r) 3 = 1 

com 

X, = 

1-2 = / d'k 

^k e{p^ - ky[{k - pf - m^]~ ^^  
{k — q)2 — rn'2 — iO(A;° — q' 

x9{k^)S{k'^) , 

1 
e(k° - q°)S[{k - qy - m- 

Ia = 

{k — p)'^ — m'^ + i0{k^ — pO) 

X0(-Â,-°)5(C') , 

I cí^k e{p° ^ k°)5[{k - pf ~ m^]e{k^ - q^)5[{k - qf - m^] 

1 

k’^ + iO 

-/ -0(^.0- <,f -. 

xB{k^)5{}c^) , 

X 

.(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

n^] 

(5.30) 
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Xs = — j d^k — p°)5[{k — pY — m^]- 

xe{-ky{k‘Y, 

1 

{k — q)'^ — + zO(P — q°) 

(5.31) 

X^= _ / (Pk 0{k^ - p°)S[{k - pY - m^]e{q^ - ky[{k - qY - m'] 

1 

k'^ + iO 
(5.32) 

Definindo 

I{p,q) = -{I, + I^) (5.33) 

e efetuando a translação k ^ k + p nas variáveis de integração, obtemos 

f — fa + A 5 (5.34) 

onde 

r h* 
/. = / „ + t-f - m^l ,(5,35) 

r d^k 

- y + + ’(5-36) 

com 

P = p — q . (5.37) 

O produto das primeiras funções 9 e S no integrando de (5.35) fornece 

5{ko — Ek)/(2Ek), o que implica 

ko = £k = v/k^ + , Pq < —ko < —rrr . (5.38) 

Para P do tipo espaço existe um referencial de Lorentz com Pq = 0, tal que 

/„ se anule. Consequentemente, P deve ser do tipo tempo. Existe então um 

referencial com P = 0 = p — q (sistema do centro de massa). A última 

função 5 em (5.35) implica 

Pq = —2PkEo , Pk = ^ ~ 9o) , ko = —-Po . (5.39) 
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Analogamente, em (5.36) temos 

■E]^ = -\/k^ + , Po > -ko > m . 

Pa 1 
Pq = -SPk-Po , E\^ = — = -{po - qo) , ko = -~Po ■ 

2 2 

(5.40) 

(5.41) 

.Assim, 

'“ = /( 

d^k 5{E^ + Po/2) 

2Pk {E]í + Po)^ ~ (k + p)^ + iO 2|Po| 

h 
d^k 

para — Pq — E\^ > 0 , (5.42) 

5{E^-Pol2) 

2£;k (í^k-Po)^ - (k + p)'^ + iO 2|Po| 

para Pq — > 0 . (5.43) 

Se utilizarmos E = E\^ como variável de integração 

f'27T foo />27t roo /rZTT /'oo f'2ir /*c 
EdE , 

a integração em E pode ser facilmente efetuada devido à função 5 em (5.42) 

e (5.43). Com isso, obtemos 

e{PÍ-Am^) 
/ = -sgnPo  

4|Po 

X 
í-'2it 
/ dip- 
Jo 1 

1 
(5.44) 

que 

Po<]o — ~ \JPo — 4rn^ |pl cos p + iO 

Podemos reescrever a integral acima na forma covariante, se notarmos 

Poqo - = Poqo - P-q = p.q 

74 



e 

I^oIIpI = \/(po - <7o)^P^ = 'JpW + 9oP^ - 2po<7oP-q 

= V~ P-^)^ “ (Po “ = \/(p-ç)'^ -p^q^ ■ 

Deste modo, num referencial arbitrário 

onde 

/ = 
sgnPp 

’4v^ 
Ô{P^ -4m^) 

Jo 

1 

2 
- W) 

«3 + ^3 COS V? + iO 

2^ 1 

Y^Og — 63 -f iapO 

ü3 = pq + , Ò3 = -\/]VW1 - 
4m^ 

(5.45) 

(5.46) 

^ = ÍP-(} f - p^q^ ■ (5.47) 

Seguindo 0 mesmo procedimento que levou à expressão (5.45) para /, 

podemos efetuar o cálculo das integrais 

(Pi 9) = 17^1 + X5 (5.48) 

e 

(p, ç) = X2 + 7Í4 = ~'J{q, p) ■ (5.49) 

O cálculo de J pode ser feito num referencial em que p = 0, pois neste caso 

p deve ser do tipo tempo para que a integral não se anule. Notando que 

|po||q| = = \/poiqo-q^) = \/(popo)^ -pk'^ = , 

num referencial arbitrário, resulta 

•7 (p, q) 
sgnpo 

9{/ 
('2tt 

771 dip 
ai + òi cos(p - i{p^ — nP - 2pq)0 

rn 
9{p^ - - 2pq) 9{-p^ + + 2pq) 

a'] — ò'j — iaiO «1 — + ioiO 
:5.50) 



com 

ax=q^ -m^ - pq ^1 - , òj = -y/N . (5.51) 

Utilizando (5.49) e definindo agora 

ü2 = - rn^ -pq^l - , Ò2 = -VTV ^1 - , (5.52) 

encontramos uma expressão para I\ e, consequentemente, a integral escalar 

pode ser escrita como 

sgnpo 

e{q 

ní 2 2\ — 6'(p — m ) 

sgnPo 
e{P'^ -Am^) 

1 

idsO 

- — 2pq) 0{—p^ + + 2pq) 

. V^«1 - b i 

rri^) 

iaiO yaj—òj+ioiO 

0{q^ — — 2pq) 0{—q^ + rn^ + 2pq) 

\A bí ia'20 ya'2 — b2 + ia20 
:5.53) 

O cálculo algébrico das integrais vetorial e tensorial é extremamente ex- 

tenso. Cada uma delas pode ser decomposta em termos proporcionais res- 

pectivamente a sgnPo, sgnpo e sgngo, os quais, por sua vez, são construídos 

a partir de produtos tensoriais dos momentos externos p e q. 

A integral vetorial é dada por 

9) = - p\p^ - 

+ 
7T 

4(27r)"/''/V I 

+(7*‘ [pq{p^ - m^) - p\q^ - m^)]} 

+ !™0(p^_rrP)LV-p^(;x/) 
\í^ 

- nP) [p^q^ - q^{pq) 

(5.54) 
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Finalmeiite, a integral tensorial é dada por 

1 

N L 
{q - m^)p^ - {pq){p^ - m^) 

4pq 

N [(■ 
^ — m^Yp^ — 2{q^ — rn^){p^ — m'^)pq + {p^ — rn^Yq^ 

-P^^Y' I ~ ÍP(l){Y - - m'^) 2N 
1 r 

+ 9^"'^ p\9^ ~ “ '^P9Í9^ - + q\p^ - 

7T 
{^ e(P‘ - 4m") {p>" [ipq - iq^ + 

+ 9^q‘' [3p<? — 2p^ + 

+ {p^Y' + p‘'q^ 

~ g^‘'P'\pq + m^) 

4(27r)^/'Af 

2{pq + m^)(p<7 - q^Y 

N 

Jpq + rJi^Ypq - p^)'^ 

^ N 

-2 

f ^q^^q''^ pq{p^ - - p\q^ - 

rn 

2 2 2 
pq — p — q — rn 

(pq + m^){pq - q^){pq - p^) 

N 

N L- 

W:tt7 P9 1- 
m 

2N ^q' - {pqY 

(q^ - "i'^) [{pqY + p^q^]} + ip^^q" + {^pq{q^ - 

m ,P 
-[i--t) (p^r + pV pq 1 

m 

P^ 
-{q^ - m^) 

sgiiQo 
9{q^ - ?n^) X {p > . 

(5.55) 

.'\s distribuições R' (/!') para as integrais escalar, vetorial e tensorial são 

obtidas substituindo-se sgnpo por —6>(—po) (—él(po)), sgngo por 0[qo) {9{—qo)) 
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e sgnPo por —9{ — Pq) {—9{Pq)) em (5.53), (5.54) e (5.55). As partes ima- 

ginárias das funções 

Sf‘\p,q) = 

9(p^ — rn^ — 2pq) 9{—p^ -f -|- 'Ipq) 

\Jà\ — h\ — ia\Q \/^\ ~ + i(i\0 

9{q^ — rrP — 2pq) 9{ — q^ -f- -|- 2pq) 

^al-bl~ iaiO yõí 

eW(p,,) = 

b'2 + í«20 

1 

V®3 ~ ^3 + 

(5.56) 

(5.57) 

(5.58) 

são dadas por 

■Am = 

V(2) — 

\/^'l - «f 

1 

\fb'2 - «2 

9{q^ - m^)9{2pq - —  
q-^ — rn^ p^ — rri^ 

(5.59) 

aí 2 2x^/0 2 9^ - ^ 2 9{p - m )^(2pç -   -q - - 
— nP p^ — nP 

Am = 0 . 

(5.60) 

(5.61) 

e, portanto, as distribuições para as integrais escalar, vetorial e tensorial são 

reais. Para a integral escalar temos que 

‘AmjR/(p, çf) = Aml.4/(p, ç) 

7T 

2(27t)^'^^ ^J2^q{]p — 77p){q'^ — jiP) — p'^{q^ — npy — q^{p^ — 

x9{p^ — yiY)9{q^ — T7p)9{2pq 
■iT 

P ~T 
m- 2P 
— - 9 - 

m 
2 rn‘‘ 

_ 7T 9{p^ — nP 9{q^ — jyp) 

2(27t)®^^ \/p^ - nP \/q^ — íiP 

9{2pq - p\q^ - nP)/{p^ - jtP) - q'Yp^ - rrP)/{q^ - jrP) 
X r— • , ^ 0,0 ^ j 

y2pq — /A(í/2 — irP)l(p^ — nP) — if[jp — rrp)/{q'^ — 771^) 

78 



As seguintes relações de simetria são conseqüência direta da definição 

(5.23): 

=-2i(p, (?) , (5.63) 

~(l) = -2^(p, q) , (5.64) 

I{-p,q) ^ -X{q,-p) =I{-q,p) , (5.65) 

I^{-P,~q)=l^ip,q) , (5.66) 

I^i-P,q) = -X"(ç,-p) = ~I^i-q,p) , (5.67) 

I^‘'{-p,-q) = ~I^‘'{p,q), (5.68) 

I^‘'{-p,q) = -I^‘'{q,-p) = X^'\-q,p) . (5.69) 

Se p e q forem 3-momentos de elétrons externos, a distribuição D‘'{p,q) 

em (5.22) pode ser simplificada anticomutando-se p para a esquerda e p para 

a direita, tendo-se em conta que esta aparece entre os espinores de Dirac ü(p) 

e u(q). Estes últimos obedecem, respectivamente, às equações de Dirac 

ü{p)p = ü(p)m , ^u(q) = mu(q) . (5.70) 

Assim, podemos escrever 

D‘'[P, q) = -2rn{p‘' -t- q‘')X + Qpq^X -f- 6(p'^ q‘')YX^, 

-67"(p^ + q^)X,, + 'ÒYX\ - %X\Y ■ (5.71) 

A integral escalar X diverge na camada de massa, onde apenas o primeiro 

termo divergente sobrevive para sgnpo = sgnço, enquanto que as intergrais 

vetorial e tensorial permanecem finitas nesse limite. O primeiro e o terceiro 

termos em (5.71) são de ordem u; = —2 e os demais possuem o; = — 1, entre 

os espinores n(p) e u(q). Entretando, os dois últimos termos nessa expressão 

cancelam-se entre si. 

.As distribuições retardadas que correspondem a cada um dos termos 

restantes são obtidas através de uma relação de dispersão não subtraída. 



fazendo a; = — 1 em (3.33). A bipartição da distribuição D’' deve ser efe- 

tuada antes de se tomar o limite —)• —)• para contornarmos as 

divergências infravermelhas que acabamos de mencionar. Com tais hipóteses, 

apenas quatro termos contribuem para a distribuição retardada R‘' associada 

à função de vértice: 

R‘'{p^q) =  g) (5.72) 

onde 

r(.)(p,,)=r . (5.73) 
m J-oo (1 — í-I-iO)|f-^ — 1| 

'ipq ^ , 9{t^P'^ — 4m^) 

7Tl J —oo (1 — (1 — f -f iO)\R — 1| 
(5.74) 

Â"W(p,<í) = 
Zm{p‘' + q'-') 

pq + m'^ 

R dP(p^q) := -3Y dt[l - sgn{R ~ . (5.76) 
J—OO t(^i — í “T ^Uj 

As integrais (5.75) e (5.76) se anulam para P'^ < 4mP 0 mesmo ocorre 

com a distribuição R"\ proporcional a 9{P'^ - 4m'-^). Deste modo a trans- 

formada de Fourier da função de três pontos que corresponde à função de 

vértice, ou ao operador corrente corrigido em segunda ordem, propriamente 

dito, é dada por 

:\-{p,q) = -H2pf -‘[k‘{p,q) - Ír{p,q)] 

1 sgnPp ip‘' + q‘') 

Stt y/p^ m 

3 sgnPp pq „ 

Stt y/p^ 

8m^ / P'^ 
p2 _ Y 

8m^ / P'^ 

P'^ — 4m^ V 4m^ 
(5.77) 
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Para <? —> p resulta 

A‘'{p,p) 
3 

47rm 
7' (5.78) 

Portanto, no espaço bidimensional a correção de vértice introduz somente 

um fator de forma elétrico igual a —3/(47rm), uma vez que o elétron não 

possui momento magnético. 
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6. A Fase Causai em (2+1) 

Dimensões 

No capítulo 2 demonstrou-se que o operador S no espaço de Fock, que des- 

creve processos de espalhamento e produção de partículas em um potencial 

eletromagnético externo A dependente do tempo é unitário e pode ser cons- 

truído a partir da matriz S de uma partícula a menos de uma fase física A[yf]. 

Neste capítulo determinaremos essa fase em QEDg através de causalidade e 

veremos que a mesma está relacionada com flutuações do vácuo na presença 

do potencial externo e, portanto, deve depender deste. 

6.1 A Condição de Causalidade 

Na teoria de uma partícula a condição de que a mudança na lei de interação 

em qualquer região do espaço-tempo pode influenciar a evolução do sistema 

somente em tempos subsequentes pode ser traduzida na fatorização da matriz 

s 

,9M| = 51.4,1 . (6.1) 

onde escrevemos o potencial eletromagnético como 

= .4r(x) -f ,4^(x) , (6.2) 
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o qual é a soma de duas partes com suportes disjuntos no tempo 

supp/li C (-00, r] , suppA-2 C [r,+00) . (6.3) 

Uma fatorização análoga deve ocorrer devido à equação (2.92) do capítulo 

2 para o operador S no espaço de Fock, 

(U,SU) = (U,S2SiU) . (6.4) 

Chamamos (6.1) de condição de causalidade global para o operador S no 

espaço de Fock, em contraste com a condição diferencial^^^^ 

U,S^- 
(5S 

-Í2 ) =0, for (6.5) 
SA^{y) V"’ 6A„{x) 

Como vimos no capítulo 2, a matriz S no espaço de Fock pode ser univo 

camente determinada a menos de uma fase, 

(6.6) 

onde S é unitária e dada pela expressão (2.98). Inserindo (6.6) em (6.5) 

obtemos 

á SS 
su. 

5Ai,{x] 
-n 

6^íp 
+ (6.7) 

5Af,{y)SA:,{x) SA^{y) \ ' 6A^{xY 

Pode-se mostrar tendo em conta a unitaridade de S que o último termo 

em (6.7) é um imaginário puro. Consequentemente a parte real da condição 

de causalidade (6.5) é automaticamente satisfeita enquanto que para a parte 

imaginária podemos escolher convenientemente tal que (6.5) é alcançada. 
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6.2 Cálculo da Fase Causai 

Vamos agora determinar a fase causai em ordem mais baixa da teoria de 

perturbação. De (2.98) temos 

sn = c(si + + ...), (6.8) 
77171 

onde tomamos Sz!_ igual à unidade, nesta aproximação. Efetuando a deriva- 

da funcional de (6.8) com respeito a A^(x) e retendo somente termos da 

ordem 0(A) na expressão resultante, obtemos 

SA„(x) 
n = iC'^ íJmTr 

SA^{x)) 
(6.9) 

Em mais baixa ordem podemos ainda considerar = \. 

A condição local de causalidade (6.5) junto com as expressões (6.7) e (6.9) 

fornecem 

F{x,y) 
dej 6 íp 

5Ai^{y)SA^{x) 
+ >sm Tr 

SS+. ' 

SA^{x)_ 
= 0 (6.10) 

for < y^. 

Calculemos em seguida o segundo termo em (6.10). Em ordem mais baixa 

da teoria de perturbação temos 

V+2 - -í(27t) ‘fC(p)7°e4(p + ç)E_(-q) . (6.11) 

De (6.11) obtemos 

V , 
'5A,{y) 5A,ix) 

eH2TT)-^ I êpj d'í/C<^+^)‘"-^)tr[P_(-q)7VP+(p)7°7'^C-(-q)] 

= c^{2tt)-^J , (6.12) 

onde T‘'^{k) é o tensor de produção de pares mencionado no capítulo 5, 
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Í27t)'^ » 
T‘'^(k) = 

I Sp 5{p^ - m')0(p°)J[(A: - pf - m']0(A:° - p°) P^[Kp) , 

com 

P^ik.p) = tv[Y{Í> + ~Í>- ^«)] • 

A equação (6.12) pode então ser escrita como 

Tr- 
SA^{y) ■ 5Ay{x] 

Segue da invariância de gauge de (6.13) que 

P^''{k) = P^''{k) + P7(A:) 

com 

P^^{k) = (PF - , 

(6.13) 

(6.14) 

(g+-)\ = -(27t)-' / (PkP’^^^-y^P^‘'{k) . (6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

P^‘'{k) = . (6.18) 

Efetuando o traço em (6.14) e a integral resultante no espaço dos momentos 

em (6.13) encontramos 

B{e) 
2(47t)^ k^ ^ ’ x/ÃÃ ’ 

r0(A,'' -4m^) 
Q{ko) 

(6.19) 

(6.20) 
2(27t)^ ' ' ^ ^/p 

Substituindo (6.15) em (6.10), reescrevemos a função causai F{x,y) na 

forma 

1 
F[x,y) = 

Í.4.W4P) 

Podemos calcular a parte imaginária do último termo na equação (6.21) 

levando em conta (6.16)-(6.20). Como P^^ik) è real e par em k enquanto 

que P‘Á^{k) ê imaginário e ímpar, podemos escrever 
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F(x,y)= 

(27rf 

SAfj,{y)SA,,{x) 

d^k smk{x — y)Pg'^{k) ~ i í d^k cosk[x — y)P^‘'(k) 
>0 '■ Jko>0 

(6.22) 

Para escrevermos o último termo em (6.22) como uma transformada de 

Fourier complexa devemos continuar Pg‘' e P^"' antissimetricamente até 

ko < 0, 

F{x,y) = 

onde 

5'^íp 1 i 

5A^,{y)SAPx) (27t)^2 

d^\k) = {k^k‘' - eg^‘^)B{k'^) , 

-<"(A;)] , (6.23) 

(6.24) 

(Í7(^) = ime^‘'^kaU^'^\fcp . (6.25) 

Bik‘) = 
2(47t)^ k'^ 

jBik'^ -4r7p) 
sgn(A.-o) 

(6.26) 

(6.27) 
2(27t)^ ^ ^ \/k^ 

De acordo com o teorema de Titchmarsh, a transformada de Fourier de 

uma função causai que se anula para — y° = t < 0 satisfaz a uma relação 

de dispersão (para maiores detalhes, vide apêndice D). Como dg'{k) e d'^'{k) 

são real e imaginário puro, respectivamente, não podem ser a transformada 

de Fourier de uma função causai. .A, parte imaginária que falta em dg'{k) e a 

parte real que falta em F^ik) deve ser suprida pelo primeiro termo contendo 

a fase 

1 i 

SA^,{y)5APx] (27t) l| / - cm , (6.28) 

onde 
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dt 
m~t) 

= -(PA;" - A;V") 
7T 

1 + 
Anv 

\/P V 
log ^ ~ \fS\ , 

>+\/5i 

sgn(A:o) , 

(6.29) 

1 /'■ 1 D 
í(l-í) 

= me 
7T 

fiua ka 
log 

_ íh 
V 4?r 

A.-2 
4to2 

^ Vi + \/S^ 

sgn(A;o) , (6.30) 

com a = —e^/[2(47r)^] e (5 = —e'^/[2(27r)^]. Nas relações de dispersão acima 

P denota o valor principal das respectivas integrais. 

A fase causai é obtida através de duas integrações 

6^(f 
v>\A] = \j <Px / iPy 

5A^{y)5A„{x 
■A,{y)A,.{x) +0{A^) 

= i/ 
d^k 

'PA;" 

~1Ã~ 
- 5^" ) ní*>(A;) + zm£^"«A;,nl"'(A;) (2)/ 

onde 

nS'>(k) = ^ f 1 + “^1 log ^ ^ ^ 
4m^ 

.1 + \/3 4m^ 

nS'^'(fc) = —^ log 

+ 4m 

/ÃL 
V 4771^ 

7T\/P ■ + y Ü_ 
4771'^ 

^4.(A;)A:(A;) , 

(6.31) 

sgn(p) , (6.32) 

sgn(p) • (6.33) 

Se decompusermos os campos eletromagnéticos que aparecem no integrando 

de (6.31) nas suas respectivas partes real e imaginária verificaremos que çp[A] 

é de fato real. O operador S[A] no espaço de Fock fica então completamente 

determinado. 
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Através de (2.98) e (6.6) obtemos a amplitude vácuo-vácuo 

{Ü, SÜ) = é7e‘^(f2, . (6.34) 

O quadrado do valor absoluto 

|(ri,Sf2)|''= C'= 1 - P (6.35) 

deve ser igual a um menos a probabilidade total P de criação de pares, 

P = e\2TT)-'^ I d^kT^%k)A^{k)Al{k) 

-27t j d^kP^‘'{k)A^{k)A:{k) , (6.36) 

pois o campo externo pode converter o estado de vácuo apenas em estados de 

pares. Para combinarmos a constante de normalização C com escrevemos 

a primeira na forma exponencial 

C = exp 7T j d^k ... + 0[A^ 

Deste modo, de (6.16)-(6.20) obtemos 

k^k^ 7T 
C = exp j 

/ A;2 

X A,{k)A:{k)} , 

onde 

n['\k'^) = a^/F^(l + e(e - 4m') 
A;2 J 

U^^\k-^) = f3 (2)n.2^ ^ ,jQ(^''^ - 4m^) 

(6.37) 

(6.38) 

(6.39) 

Finalmente, levando em conta (6.31 )-(6.33),(6.34) e (6.37)-(6.39), obte- 

mos a amplitude vácuo-vácuo 
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X A,{k)A:{k)} , (6.40) 

onde 

= n\^\k'^) - «n.<'^(A:'^), 

= nf^(P) - . (6.4i) 

Para k^ < 4m^, a expressão entre colchetes em (6.40) coincide a menos de um 

fator multiplicativo —2i com o conjugado complexo da função de dois pontos 

que corresponde ao tensor de polarização do vácuo, calculada no capítulo 

4. Ao contrário do caso quadridimensional, a amplitude vácuo-vácuo exibe 

uma contribuição adicional da parte antissimétrica do tensor de polarização 

do vácuo, a qual emerge da estrutura topológica da teoria. 

O propagador fotônico corrigido em segunda ordem pela inserção do ten- 

sor de polarização do vácuo derivado no capítulo 4 pode ser obtido substituin- 

do-se a amplitude (6.40) na expressão (2.104) para o funcional gerador Z[J]. 

No espaço bidimensional o potencial Coulombiano instantâneo devido a 

uma distribuição estática de cargas possui a forma peculiar 

A^{x) = (<7loglx|á(o;°),0,0) , (6.42) 

(Í2, Sfl) = exp 

onde q é a carga elétrica total dessa distribuição. Sua transformada de 

Fourier, entretanto, coincide formalmente com a do potencial em três di- 

mensões, 

A,{k) = {q/\k\\0,0) . (6.43) 

Assim, para k^ pequeno e An{k) dado por (6.43) somente o coeficiente fTj^^ da 

parte simétrica do tensor de polarização do vácuo contribui para a amplitude 

vácuo-vácuo (6.40): 

(íl, SÍ7) = exp ■ -ítv^/3 I d^k~n['\e)AoikY 
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rs^ (6.44) exp|v^/í/rffc“/f 

Considerando-se o espalhamento de um elétron no campo externo (6.42), 

podemos notar que (6.44) exibe uma divergência colinear logarítmica no caso 

de um espalhamento para frente. 
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Considerações Finais 

Neste trabalho investigou-se a estrutura da eletrodinâmica quântica em (2-|-l) 

dimensões (QED3), até segunda ordem em teoria de perturbação. .A. par- 

tir da equação de campo invariante para um espinor de Dirac em (2-|-l) 

dimensões, construiu-se o espaço de Fock para n férmions e o operador de 

espalliamento S em segunda quantização para um campo eletromagnético ex- 

terno. Demonstrou-se que este último é definido a menos de uma fase física, 

relacionada com a amplitude vácuo-vácuo na presença da fonte externa. 

Utilizando o método indutivo de Epstein e Glaser para a construção das 

funções generalizadas de n pontos na série perturbativa para a matriz S da 

QED3, calculou-se as auto-energias do fóton e do elétron e a função de vértice, 

através de relações de dispersão. Estas últimas surgem como consequência 

natural do princípio de causalidade. .Analisando a ordem singular das dis- 

tribuições associadas às funções de n pontos, demonstrou-se que a QED3 é, 

de fato, uma teoria super-renormalizãvel. 

Vimos que o propagador fotônico corrigido através de inserções próprias 

do tensor de polarização do vácuo exibe uma parte transversal antissimétrica 

e um polo deslocado da origem, indicando que o fóton adquire massa. Isto 

equivale à adição de um contratermo topológico de Chern-Simons na densi- 

dade Lagrangeana original. No entanto, as equações de movimento da teoria 

renormalizada permanecem invariantes sob transformações de gauge, uma 
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vez que a nova densidade Lagrangeana não se altera a menos de uma di- 

vergência total. 

Dando sequência a este trabalho, podemos realizar um estudo do com- 

portamento assintótico da QED3, através das equações de Callan-Symanzik 

para alguns parâmetros da teoria, tais como a constante de acoplamento, a 

massa do elétron e a massa topológica do fóton. 

.A.S expressões (4.30) e (4.35) para os setores simétrico e antissimétrico 

do tensor de polarização do vácuo coincidem com aquelas obtidas na re- 

presentação de Heisenbergt^^l, se calcularmos a parte imaginária finita de 

n^*^(fc^) e a parte real de n^^^(A;^) e, a partir destas, calcularmos as respecti- 

vas partes real e imaginária, através das relações de dispersão discutidas no 

apêndice D. Como o setor antissimétrico é não singular {lü = —1), utiliza-se 

neste caso uma transformada de Hilbert ordinária; já para o setor simétrico 

deve-se utilizar uma relação de dispersão com uma subtração {u = 0), que 

corresponde à condição de normalização n^*)(0) = 0. Em quatro dimensões 

esta condição está relacionada com a renormalização da carga elétrica^^^l 

Para chegarmos à expressão (4.53) para o propagador fotônico corrigido, 

selecionamos apenas os diagramas que contém inserções próprias do tensor 

de polarização do vácuo em segunda ordem. De acordo com o argumento 

('onhecido como teorema de Coleman e Hillt^^l, os diagramas de ordem supe- 

rior não contribuem para a parte antissimétrica do tensor de polarização do 

vácuo, responsável pela correção de massa para o fóton (vide apêndice E). 

.Assim, o resultado (4.55) é exato em e^. 

Vimos também que a auto-energia do elétron em segunda ordem é di- 

vergente na camada de massa, assim como suas derivadas. Por esta razão, 

não é imediato cpie se possa extrair o operador de corrente corrigido em se- 

gunda ordem a partir da auto-energia do elétron, empregando-se diretamente 

a identidade de Ward. Isto envolve um cuidadoso processo de limite, sendo 

assunto para uma investigação posterior. Neste trabalho calculou-se explici- 

tamente o operador de corrente em segunda ordem a partir da distribuição 



de três pontos que corresponde à função de vértice. De acordo com .jackiw e 

Templeton^^^^, as correções de ordem superior, nas quais as linhas fotônicas 

internas “vestidas'’ correspondem a uma partícula virtual massiva, devem 

sanar o problema de divergências no infravermelho. 

No último capítulo obtivemos uma expressão finita, em segunda ordem, 

para o fator de fase da matriz S no espaço de Fock para férmions na pre- 

sença de um campo eletromagnético externo, encerrando com um exemplo 

simples a discussão sobre o papel importante que a condição de causalidade 

desempenha no controle das divergências no ultravioleta. 

Em certos problemas em que o resultado físico correto depende do trata- 

mento adequado de divergências no ultravioleta, como no caso da anomalia 

da corrente axial em quatro dimensões^^^í, o método de Epstein e Glaser 

mostrou-se particularmente apropriado. Como discutido anteriormente, o 

mesmo foi aplicado com igual sucesso no estudo da geração de massa na 

QED3. Um outro desafio que aqui se propõe é o de se estudar teorias de 

campo à temperatura finita no contexto da teoria de perturbação causai, 

utilizando-se o formalismo de tempo real de Umezawaf^®^. nas quais proble- 

mas ligados a processos de regularização ainda persistem. 
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Apêndice A 

Propriedades de Traço das 

Matrizes Gama 

No capítulo 1 introduzimos a representação (1.24) para as matrizes de Dirac 

em (2+1) dimensões, 

7*^ = cr'^ , 7^ = , 7^ = icr^ (A.l) 

onde 

cr = 
0 1 

1 0 
■.o- = 

0 

í 0 

1 0 

0 -1 
(A.2) 

são as matrizes de Pauli. Neste caso. de adicionando-se (1.25) e (1.26), resulta 

7^7'^ = , (A.3) 

com 

[)eíinindo 

satisfaz 

/ 1 0 0 

í/mí/ = 0-1 0 
V 0 0 -1 

temos que o pseudo-tensor totalmente anti-simétrico 

^ ILl/CV ^ 
~yS\ 

51 5Z 51 

K 

5^. K 

(A.4) 
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de modo que 

- Íí; , (A.5) 

= 3! . (A.6) 

Das Eqs.(A.‘2) e (A.3) segue-se imediatamente que 

3 = -P , (A.7) 

Tr(7^) = 0 , (A.8) 

Tr(7^7^) = ■ (A.9) 

Aplicando a Eq.( A.3) de maneira sucessiva e utilizando as duas últimas equa- 

ções, obtemos 

Tr(7^7„7p) = = ~2ie^^p , (A.10) 

T'r(7^iqi/'7p’To’) ^Si^í^dpcr f/x//a€/9iT;yT'r(7 'T^) 

'^^QpLi^QptT 9p.p9‘^<y d“ 9ii<r9i'p) • (A-11) 

Em contraste com o caso quadridimensional. verificamos que o traço do pro- 

duto de um número ímpar de matrizes gama não se anula. 
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Apêndice B 

A Irredutibilidade da 

Representação de Fock 

No capítulo 2 destacamos a importância das relações de comutação (2.29) e 

(2.30), contida no seguinte 

Teorema 1. Toda representação irredutível de (2.29) e (2.30) com vácuo 

0, definido em (2.20) é equivalente unitária à representação de Fock. 

.Note-se que não assumimos que o vácuo seja único. Irredutível significa 

que não existe nenhum subespaç.o em T que seja invariante sob todos o(/) e 

a"*")/), isto é, não existe nenhum operador de projeção P com 

[P,a(/)]_=0 = [P.a+(/)]_ . (B.l) 

para todo \ Çl'H\. Para demonstrarmos este teorema, é conveniente mostrar 

primeiro a irredutibilidade da representação de Fock: 

Teorema 2. Seja ,4 um operador fechado em . o qual é definido sobre 

e satisfaz 

[.4,a(/)]_ = 0 - [-4,«+(/)]_ . V/ 6 . (B.2) 

Então, segue que 

.4 = ol . G C . (B.3) 
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Um operador que é múltiplo da identidade 1 é chamado de C-número. Este 

resultado foi utilizado quando demonstramos que o operador de espalhamento 

S é definido a menos de uma fase. 

Demonstração. Primeiro construímos uma base em J-. Se fí é o vácuo, o 

setor de uma partícula é gerado por 

^a(/)+n, . (B.4) 

Os estados de duas partículas são dados por 

^a(/i)+a(/2)‘^n = (an,0,.S'2/i(xi)/2(x2),0,...) , (B.5) 

e assim por diante. Deste modo, os vetores 

Vo= I Vn,/,| (B.6) 

formam uma base em tf, se os fj são uma base em 'Hi. Em seguida, notamos 

que um vetor í> G íE satisfazendo 

o(/)í> = 0 . para todo / G "Hi . (B.7) 

deve ser o vácuo, pois 

J d'^x/(x)>„+i(x.xi,.. .,Xn) = 0 , n = 0. 1  

implica 

= 0 para n = 1,2,.... 

o que significa que <I> = aO. 

Consideremos agora 

,4rt(/)Ü = 0 = (í(/).4D . V / G -H, . 
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o que implica AQ, = aí7, de acordo com (B.7). Analogamente, encontramos 

sobre o setor de uma partícula 

Aa{f)+n = 0 = a(/)+An = aa(/)+fl 

e, do mesmo modo, A = q1 sobre o conjunto denso Tq (B.6). Como A 

é fechado, o mesmo é verdadeiro sobre todo JF. Isto completa a prova do 

Teorema 2. 

□ 

Seja A a álgebra (fracamente fechada) gerada por a{f) e a{f)'^ (álgebra 

de von Neumann). 0 comutante de .4 é a álgebra de todos os operadores 

limitados que comutam com todos os elementos de A. De acordo com o 

Teorema 2, este comutante é trivial 

4' = cvl . (B.8) 

Então, o duplo comutante A!' é a álgebra de todos os operadores limitados 

sobre T. Como 4" = 4, acabamos de provar que 

Corolário. Qualquer operador (limitado) sobre o espaço de Fock pode 

ser expresso em termos de operadores de emissão e absorção a, a'*'. 

Demonstração do Teorema l. A prova é de interesse geral pois cons- 

truímos o espaço de Fock T a partir das relações de comutação (2.29), (2.30) 

e o vácuo D. definido por 

rt(/)D = 0 . V / E . (B.9) 

Assim como na demonstração do Teorema 2. consideremos 

-^a(/)'^n ])ara todo / E 'Hi . (B.IO) 

('omo 

{a+{f)D.a+(g)n) = (il. a(f)n+{g)^) 

(/•<;) ± {ü.a"^{g)a{f)ü) = {f.g) . 
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o espaço de vetores (B.IO) é unitariamente equivalente ao setor de uma 

partícula (aí), /, 0,...). Procedendo da mesma maneira com 

^a+(/i)a+(/2)í) , (B.ll) 

obtemos através da aplicação repetida das relações de comutação 

^(a+(/i)fl+(/2)í),a+((/i)a+((72)í)) = :^(í), a(/2)a(/i)a+(í7i)a+(52)í)) 

^[{fugi){f2,g2) ± (/i,52)(/2,í7i)] = {Stifi 0f2),Sf{gi 0^2)) • 

Isto mostra a equivalência unitária com o setor de duas partículas. É fácil 

v'er por indução que os vetores 

correspondem a \/nS^{f 0<^n-i ) . (B.12) 

Esta equivalência com a representação de Fock prova o teorema. 

□ 
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Apêndice C 

Funções Singulares em (2+1) 

Dimensões 

No capítulo 2 introduzimos as relações de comutação e anticomutação em 

instantes diferentes, para o campo de Klein-Gordon e para o campo de Dirac, 

respectivamente. Neste apêndice vamos examiná-las com maior detalhe, em 

particular suas propriedades de suporte no espaço x. 

A função foi definida em (2.84) como a seguinte transformada de 

Fourier distribucional 

" + . (C.l) 

.Na equação acima expressamos através de uma distribuição escalar 

mais simples D^'^\x). Para mostrarmos que D^'^"*{x) é de fato um escalar de 

Lorentz. escrevemos a integral de Fourier bidimensional em (C.l) na forma 

3-dimensioiial. Com tal finalidade, a integração em po deve ser introduzida 

através da distribuição 

é(Po - E'^) = 5{]? - nE) 
S(po - E) S{po E) 

■lE ^ 2E 
(C.2) 

lÜO 



Como po — E em (C.l), o segundo termo em (C.2) deve ser cortado por uma 

função 0: 

í ■ (C.:!) (27r) J 

Esta última é, portanto, um invariante de Lorentz. 0 resultado mostra que 

a integral bidimensional /d^pj2E em (C.l) é equivalente à integração invari- 

ante de Lorentz sobre uma concha do hiperbolóide de massa p^ = . 

k função definida em (2.85) é tratada da mesma maneira, 

5(-)(x) f 
^ ^ [2Tyf J 2E^^ ’ 

= + ™)C'-’(x) . (C.4) 
(27t) J ^tL, 

A nova distribuição invariante pode ser escrita como 

D^-\x) = --^2 í - m^)0(p°)e‘^^ 
(27t) J 

= -7:7^ í ■ (C.5) {27T) J 

0 anticomutador total (2.86) do campo de Dirac é então 

5(x) = A‘-’(x) + S^^\x) {i(Pkm)D{x) . (C.6) 

onde a função 

D[x) = D^~\x) + D^'^\x) — —í d^pS{p^ — m^)sgnp'^e~‘^'' (C-7) 
(27t) J 

é a função de Pauii-.lordan em (2+1) dimensões, 

função D{x) se anula para x do tipo espaço; 

supp Z2 = {x 6 M|x‘ > 0} . (í78) 

Como vetores do tipo tempo (C.8) são conectados causalmente com x = 0. 

dizemos cjue [){x) possui suporte causai. O mesmo vale para .7(x). ■A função 
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de Pauli-Jordan possui então a decomposição causai 

D{x) = D^^\x) +D^^x) , (C.9) 

nas funções retardada e avançada 

D^^^ix) = e{x°)D{x) , (C.IO) 

D^'^{x) = e{-x^)D{x) , (C.ll) 

respectivamente. Estas são distribuições temperadas bem definidas, pois po- 

dem ser expressas como transformadas de Fourier distribucionais tridimen- 

sionais: 

= (27t)-^ f d^p-^ 
J — 

D-(:r) = (27t)-^ Í d^p— 
J rn^ 

,-tpx 

p^ — ip°0 
p-ipx 

(C.12) 

(C.13) ,2 _ p2 -)- jpOQ 

•Analogamente, introduzimos as distribuições retardada e avançada para o 

campo espiiiorial 

= -(27r)-'' j;3 P + d V :  
p^ — + ip^O 

^3 p + m 

^ p^ — ni^ — 

^-,px 

^-ipx 

(C.14) 

(C.15) 

Podemos também definir os propagadores de Feynman através das ex- 

pressões 

D^(x) D^^^{x) - D^-\x) = D^^x) + D(+>(x) , (C.16) 

S^[x) 

=—[iip + m)D^[x) . (C.17) 
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Os diferentes sinais nessas definições concordam com a convenção freqüente- 

mente adotada na maioria das aplicações. A forma explícita desses propa- 

gadores é dada por 

Df(i) = (2,r)-" í •Pv-r-k • (C-18) 
J rn^ — — lO 

,S''(x) = (2x)-“ fPp ^ e-“ . (C.19) 
J + íü 

.A integral nos momentos em (C.18) é efetuada a seguir. Temos 

—tpx 

2 -f ZO 

/f’ 
^ p2 — m‘ 

= r dqq r , 
7o Jo 

onde 

com q = 

f e 
FM^jdpo-^-— 

tpo ÍTO 

Po — q^ — m'^ + iO ’ 

|p|. O integrando em (C.21) possui polos em 

Po = ±(\/q'^ + m2 - iO) . 

(C.20) 

(C.21) 

Para xq < 0 devemos fechar o contorno de integração no semi-plano po com- 

plexo superior, enquanto que para x'o > 0 o contorno é fechado no semi-plano 

inferior. Desta forma, obtemos 

g-‘hol\/'r+”‘^ 

+ nF 

.Além disso, 

/ ./,(<f|x|)/ P-'=2,rM<iM) ■ (C.23) 
Jo Jir/2 

onde Jo é a função de Bessel de ordem 0. 

De (C.22) e (C.23) resulta 

I = -/27t^ / dq , J’:. . (C.24) 
J \/<l • 

(C.22) 
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Para m = 0, obtemos 

% II 
d,e-*-lj.(,|x|) = -^. (C.25) 

Para rn não nula temos 

cos{\xo\y/q^~+~m^) 
I = 

foo o 
/ «<7 9- 

Jo y/q'^ + 
Mq\x\) 

poo 
—i / dq 

Jo 

°° sindxolW^ + m^) , ^ 
9 - .> •^o(9|x|) 

\/q'^ + m'^ 

= -2tt'\/'^{x^) |xo| > 

ou (C.26) 

= —27T^\ 
l2im 2\-l/4r' /■ A~T\ II II 

(x ) I\i/2[imvx‘‘) |xo| < |xl , 
7T 

onde é a função de Hankel de segunda espécie e K a função de Bessel 

modificada. De (C.26) resulta 

1 

Os propagadores de Feynman são frequentemente chamados de '‘propagado- 

res causais'’. Entretanto, de (C.27) segue que não se anula para x do tipo 

espaço. Portanto, essa terminologia é imprópria, pois e não possuem 

suporte causai. 
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Apêndice D 

Relações de Dispersão Uteis 

No capítulo 6 mencionamos o teorema de Titchmarsh, que ocupa uma posição 

de destaque na maioria das discussões sobre as consequências da condição de 

causalidade. Seu enunciado é dado a seguirt^"*!. 

Teorema. Seja /(x) uma função de quadro iiitegrável (no sentido de 

Lebesgue) no eixo real x. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

1. A transformada de Fourier F{t) de f{x) se anula para í < 0. 

2. função f{x) é o limite para y —>• O"'', para quase todo x, de uma 

função analítica f{z) — f{x + íy), a qual é uma função regular para y > 0 e 

tal que 
/OO 

\f{x + iy)\'dx<K . para y > 0 . (D.l) 
•OO - V.. 

3. As partes real e imaginária de f{x) são transformadas de Hilbert uma 

da outra, isto é. 

Re f{x) ip r 
TC J — <>0 — X 

= -r f 
1 Ref(x) 

dx 
XD X' — X 

(D.2) 

(D.3) 

O símbolo F’ denota o valor i)rincipal da integral (no ponto x' — ,r). Cada 

uma das duas últimas relações implica a outra. Relações deste tipo são 
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conhecidas como relações de dispersão. 

Para compreendermos melhor a natureza deste teorema, tornemos plausí- 

veis as afirmações 2 e 3, a partir de 1. Se F{t) = 0 para í < 0, então 

f{x) = / F{t)F^^dt . (D.4) 
v27r Jo 

O lado direito pode ser continuado ao plano complexo 

1 r°° ■ , • , 1 r°° 
f{x + ly) = ^ ^ / f{t)F^^e-^ydt . 

V 27t Jo V 27t Jo 

Para y > 0, esta integral e todas as suas derivadas existem, pois o inte- 

grando sempre se anula exponencialmente no limite superior do domínio de 

integração. Isto define uma função analítica, regular para y > 0. Além disso, 

pela fórmula de Parseval 

/oo roo roo 
\f{x + iy)\'^dx = / e-'^^y\F{t)\'^dt < / \F{t)\^dt = K . 

•OO 'jO Jo 

função analítica f{z) se aproxima de f{x), quando y —>■ O"*", para quase todo 

X (a restrição para quase todo x corresponde ao fato de que a representação 

de Fourier (E.4) de f{x) é alcançada somente "em média''). Isto constitui a 

afirmação 2. Para demonstrarmos a afirmação 3 aplicamos o teorema integral 

de Cauchy à função analítica f{z) para um ponto z no semi-plano superior e 

um caminho retangular de integração em torno de com um de seus lados 

ao longo do eixo real. 

/(^ --Í- '2m Jc z' 

f{z') 

.A.S integrais ao longo dos lados |.í:| = const. tendem a zero quando 

const. —>• oo. pois. da propriedade (E.l). segue que f{x -|- iy) —>• 0 quando 

X ±oo. para y > 0. .Além disso, da desigualdade 

/( 

13 

-M 
-dx' < _ 

dx' 
< 

Í\7T 

{x'- xF + (y'- f/F y'- y 
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segue que a integral ao longo do lado superior também se anula quando 

y' —)■ oo. Assim, 

(D.5) 

Na seqüência, aproximemos z do eixo real. O modo mais fácil é assumir- 

mos que a função é regular numa vizinhança do ponto sobre o eixo real ao 

qual ir tende; neste caso o caminho de integração é ligeiramente deformado 

abaixo do ponto em questão. A contribuição do pequeno semi-círculo em 

torno de x, quando seu raio tende a zero, é metade do resíduo, A 

integral remanescente é o valor principal de (E.5): 

/(^) = r 3^/^' ■ 

Portanto, para ir real, a equação (E.5) torna-se 

f{x) = -P 
ITT 

fi^') 
—OO X^ 

dx . (D.6) 

Tomando as partes real e imaginária desta igualdade obtemos as relações de 

Hilbert (E.2) e (E.3). 

Para ilustrarmos a aplicação deste teorema, consideremos um sistema 

linear, isto é, um sistema para o qual a saída é um funcional da entrada. 

Exemplos de tais sistemas são a polarização em função do campo externo 

aplicado e o espalhamento da luz em eletromagnetismo e o espalhamento 

de partículas em mecânica quântica. Por simplicidade, suponhamos que a 

entrada e a saída sejam funções, respectivamente F[t) e G{t), apenas do 

tempo. Se além disso o sistema é invariante sob translações temporais, a 

conexão linear mais geral entre a entrada e a saída pode ser escrita na forma 

l'00 
G(t)= . (D.7) 

J ~.X) 

O kernel H depende somente da diferença temporal, o que expressa a in- 

variância temporal do sistema. Assumimos que a relação (E.6) vale para en- 

tradas arbitrárias F(t); o kernel caracteriza, portanto, o sistema em questão. 
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Quando escrita para as transformadas de Fourier, esta assume a forma sim- 

ples 

g{üj) = h{u)f{ü:) , (D.8) 

onde 

f{u;) = ^ / etc. 
V ÍTT J-oo 

Podemos agora impor a condição de que não exista saída antes que haja uma 

entrada. Em termos do kernel isto é simplesmente expresso por 

H{t — t') = 0 , paraí < t' . (D.9) 

A condição acima é usualmente chamada de condição de causalidade. Muitas 

vezes é necessário que os sinais de entrada e saída sejam funções de quadro 

integrável no eixo real. Neste caso, a condição adicional que deve ser imposta 

sobre o kernel é que uma entrada de quadro integrável seja transformada 

numa saída de quadro integrável. 

Supondo que (E.8) seja satisfeita, segue de argumento inteiramente análo- 

go ao utilizado na demonstração do teorema de Titchmarsh que a transfor- 

mada de Fourier do kernel é uma função regular na metade superior do 

plano u) complexo. Entretanto, não sabemos se k possui a propriedade (E.l), 

tle forma que a validade das relações (E.2) e (E.3) não pode ser inferida. 

Em geral, é possível obtermos relações de dispersão para uma função /i(lo) 

regular no semi-plano superior e limitada por um polinômio no eixo real. Se 

o grau do polinômio for n, a relação de dispersão conterá u -|- 1 constantes 

indeterminadas, como veremos a seguir extendendo o teorema de Titchmarsh 

à funções generalizadas. 

Seja 

F(t) = — / düj R{uj) = 0 , para t <0 . (D.10) 
V 27t j 

Em geral, esta é uma transformada de Fourier distribucional. .A transformada 

de Fourier inversa 

R{uj) r F[t)e"^^dt (D.ll) 
v27t Jo 
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é uma função analítica de u. regular no semi-plano superior > 0, pois 

a integral (E.ll) percorre valores de t positivos. Pelo teorema de Cauchy, 

temos 

fi{z) 

[z -ÍÜQ + íe)”+' 

1 

27T!Í L 

m 
(C - Wo + Í£)"+MC - 

z > 0 , (D.12) 

onde r é um contorno fechado, consistindo de uma parte do eixo real e um 

grande semi-círculo com ir em seu interior, com e > 0 e Ci.’o real. Assumindo 

1^(01 < const.|C|” para |C| —)• oo . (D.13) 

a integral sobre o grande semi-círculo se anula nesse limite e a integral sobre 

o eixo real converge. 

R{z) 

{z -üJo + 
p RjQ 

2ni 7-00 (C — úJo -f íe)"'+^(C 
(D.14) 

Escrevendo ir = u+ir] e tomando o limite r; —)• 0 (no sentido de distribuições), 

obtemos 

R{u) 

2ni J-c 
RiO 

(z — uIq 27TZ 7—00 (() — uIq "i” (Ç — lJ — zO) 

Nesse contexto, recordemos a identidade distribucional 

d( . (D.15) 

■ "X -n = T z^d(rr) , X ±l\} X 
:d.i6) 

onde P significa que o valor principal da integral deve ser tomado, se (E.16) 

for aplicado a uma função teste. Isto nos permite escrever (E.15) como 

R{>^) 

(c — Lo’o -f is )"■■*■' 
R[Q) 

(C - ^'o)“+*(C - 
</c. (D.17) 

Tomando o limite £ —>• 0 no sentido de distribuições e utilizando a equação 

(E.16) diferenciada n vezes. 

1 

(jr-hzO)"+‘ .r'‘+' 
= P— - (-l)"^d‘”>(x) . 

n\ 
;d.i8) 
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o termo que contém a distribuição Jbd torna-se 

J —OO C (ic, (j — úJ 

Através da regra do produto de Leibnitz encontramos 

m 
(D.19) 

r íW(C-‘^o);^<iC = n!É(-‘) 
R^''HiOo) 

l/l {uJo - tu)" -I/+1 (D.20) 

Multiplicando (E.17) por (tu — tuo)"'''*, chegamos à relação de dispersão sub- 

traída 

(tu — tUn)”'*'^ 
R(u) = ^^ P 

m 

/OO 

-OO ( c 

RiO dc 

OO (C — tUo)”"^* Ç — tU 

+ 2-—Ti—(‘^-“o) . 
u-0 U\ 

OU, tomando a parte imaginária, 

^^R{0 d( 
‘írm /?(tu) = P , ^ J.1 A 

7T J—OO (í, — lUq)""^ — tu 

j-OO ' 

J-OO ( C 

 j (tu-u,'o) . 
i/=0 

(D.21) 

:D.22) 

A soma em (E.22) consiste dos n + 1 primeiros termos da série de Taylor da 

função no lado esquerdo dessa equação. 
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Apêndice E 

O Teorema de Coleman-Hill 

Nas considerações finais mencionamos o teorema de Coleman-Hill, no qual 

se afirma que, para uma classe geral de teorias de gauge abelianas em (2-(-l) 

dimensões, as correções de ordem superior para a massa topológica do fóton 

se anulam identicamente. Neste apêndice vamos fornecer os argumentos que 

permitem sua verificação para a QEDg. 

Denotemos o vértice efetivo de n fótons no espaço Euclidiano dos momen- 

tos. com a função delta devido à conservação de energia-momento fatorizada, 

por 

 fc.) ■ 

Graficamente, este é a soma de todos os gráficos que consistem de um único 

"loop” fermiônico fechado, com n fótons externos associados. é então 

uma função analítica de n — 1 momentos independentes; por convenção, 

tomaremos estes como sendo os primeiros n — 1. fixando kn por conservação. 

Em qualquer dimensão, como consequência da invariância de gauge, te- 

mos quet'^°í 

cri,”'.. = 0. (E.i) 
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Diferenciando com respeito a encontramos 

rí") I _ n 
+ dk^ 

Se fizermos k\ = 0, o segundo termo em (E.2) se anula. Assim, 

rH(o,^-2,...) = o. 

(E.2) 

(E.3) 

Para nossos propósitos, é conveniente expressarmos este último em termos 

de expansões de Taylor, 

rW(A.-,,...) = (9(^-,) . (E.4) 

Naturalmente, seguindo o mesmo raciocínio, é também de 0(k2). Como 

k\ e k-2 são variáveis independentes para n > 2, 

A.’2, ...) = 0{kik2) , n > 2 . (E.5) 

Isto mostra que deve se anular quando cada um dos seus argumentos 

independentes se anula e, portanto, deve ser, no mínimo, de 0{k\ .. 

Utilizando a estrutura de Lorentz do vértice efetivo, pode-se mostrar que, na 

verdade, Pb''* é de 0{k] ... á-„), para n > 2. 

Podemos construir um gráfico de auto-energia do fóton ligando linhas 

fotônicas provenientes dos vértices dos “loops"’ fermiônicos. Duas dessas 

linhas tlevem permanecer livres, para serem as linhas externas do gráfico, 

carregando momentos k e —k, respectivamente. Se estas últimas terminam 

em “loops" distintos, o gráfico total possui 0{k^)^ de acordo com (E.4), e 

não contribui para a parte antissimétrica do tensor de polarização do vácuo 

(4.41), 

= (ÚM. - ^)n''HA-'') + , 

linear em k para k~ 0. Da mesma forma, se duas linhas externas termi- 

nam num mesmo "loop"’, mas este possui mais do que duas linhas fotônicas. 



0 gráfico total é de 0{k^), conforme (E.5). As únicas contribuições não nu- 

las são provenientes de gráficos nos quais as duas linhas externas terminam 

num “loop” que não possui nenhuma outra linha fotônica associada. Isto 

corresponde à contribuição em segunda ordem considerada na seção 4.1 do 

capítulo 4. 

E importante salientar que não existem problemas no infravermelho asso- 

ciados a fótons internos, pois sempre que uma linha fotônica interna ocorre, 

esta traz consigo um fator quadrático do seu momento, da medida de inte- 

gração sobre esse momento interno não fixado, cancelando a singularidade 

1 /k^ no propagador fotônico livre. 
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