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Capitulo 1
Introducéo

Historia da Matemética e Educagéo Matematica: questdes preliminares

‘Para que serve? e ‘Como funciona? , juntamente com suas variacoes, sdo
questdes naturais que, a todo momento, 0 ser humano se coloca, mesmo sem
verbalizélas, em face das suas relagdes interpessoais e com 0 meio ambiente, em
geral, e das suas inquietagOes cotidianas. Aqui, as coisas ndo serdo diferentes.
Provavelmente, elas ndo terdo a ingenuidade e a despreocupacdo comuns da
infancia, mas com certeza estardo imbuidas da pureza necesséria para que se possa
atingir inexoravelmente uma compreensdo o mais profunda possivel do tema
tratado. Um trabalho em Histéria da Matematica inserido no ambito da Educacéo
Matemética deve, entdo, explicar-se como contribuicdo ao desenvolvimento desta
dltima e, certamente, isto é feito com o desvelar dos seus mecanismos e, também,
através de exemplificagdo metddica. O que se propde no trabalho ora apresentado
€ uma possibilidade de intervencdo educacional em nivel superior a partir de
textos histéricos comprovadamente relevantes para o desenvolvimento da
matematica, tomada do conhecimento humano como uma disciplina com
caracteristicas individuais proprias e independentes, em suas mais diversas éreas,
cuja principal intencdo € a discussdo de temas avancados da propria matemética
vistos como subprodutos da andlise critica da historia, e no caso especifico deste
projeto, da histéria brasileira. Em sintese, a questdo essencia deste projeto faz
parte do que € considerado Historia da Matemética no Brasil.

Antes mesmo de focar o cerne da problemética lancada aqui, que é a ja

declarada Histéria da Matematica no Brasil, trés problemas surgem imediatamente



apos a leitura deste primeiro paragrafo e ndo devem de forma alguma ser
negligenciados, ainda que uma andlise mais refinada possa ser realizada por
investigacoes mais especificas.

O primeiro problema € gerado pela seguinte questdo: se um texto
matematico € comprovadamente relevante, hg, realmente, a necessidade de toma-
lo como subproduto da andlise histérica? A opgdo aqui é responder
afirmativamente, ja que, pura e simplesmente, ele é parte constituinte da evolucdo
da histéria e porque a andlise do contexto que o enreda, em sua forma mais
abrangente possivel, pode revelar elos desconhecidos das cadeias causais, elas
mesmas fontes de informactes preciosas para melhor compreensdo dos contelidos
técnicos abordados, bem como da dindmica evolutiva da propria mateméatica. A
negacdo desse procedimento traria a luz mais um exemplo de abordagem histérica
convencional, no sentido de um mergulho internalista de andlise de obra. Porém, a
intencdo da opc¢do feita € ndo de apenas se contrapor ao convenciona por uma
determinagdo pds-modernista, mas € sim a de preservar a causalidade e também
fugir das armadilhas do anacronismo, muito comuns em estudos de corte
transversal. Em suma, pretende-se num movimento dialético uma desconstrucéo
critica do que é tido por convencional para melhor aproveitamento de suas
potencialidades técnicas, quando existirem, ou para (re)construir algo novo que
seja dotado de melhores perspectivas de desenvolvimento elucidativo acerca do
conhecimento do mundo.

O segundo problema é o da determinagdo do critério a ser utilizado para se
classificar o ‘matematicamente relevante’. A sua solucdo é totalmente dependente
da sensibilidade com que é tratado o tema em questéo e passa pelo julgamento do

coletivo humano que, afora banalidades, encontra paulatinamente uma



acomodacdo no desconfortavel bombardeio das mais diversas formas de
percepcao do mundo que se acumulam com o passar do tempo. Portanto, ndo ha a
possibilidade de um critério absoluto, tanto por conta do tipo de olhar que paira
sobre a fonte estudada, que pode querer, dentre outras coisas, apreender detalhes
técnicos de uma ferramenta ali desenvolvida ou entender a influéncia desta sobre
uma certa &rea do conhecimento ou saber se ela traduz alguma coisa que €
imediatamente relevante para as relagOes interpessoais do cotidiano, como por
conta da inexorabilidade do tempo, que ndo permite a estagnacdo da curiosidade
humana, ou ainda, que apresenta a infindavel busca do ser humano em responder
aos ‘Como?, ‘Por qué? e ‘Para que? surgidos através de atos reflexivos de sua
interagd0 com 0 meio. Apenas como tentativa de clarear a discussdo sobre esta
questdo, € interessante observar 0 quao prodiga a matemética tem sido em
produzir, através de esforgos didrios de seus pesquisadores, pequenas revolucdes
certamente invisiveis ao olhar comum e muitas vezes incompreendidas como tais
até mesmo por especidistas, e em conseqliéncia talvez desse, por assim dizer,
cardter obscuro e€la tenha inimeras vezes se comportado como vanguardista ao
propiciar, como suporte linguistico, uma interpretacdo diferenciada do mundo (a
titulo de exemplificacdo poderiam ser lembradas a importéncia das geometrias
ndo euclidianas para o0 desenvolvimento da concepcdo de espaco na Teoria da
Relatividade!, a importancia dos trabalhos do matemético John Nash para a
Economia® ou a importancia dos trabalhos de Fermat sobre Teoria dos NUmeros

para a Criptografia RSA?).

L EINSTEIN, p. 70-80 e 87-94.

% Tese de JOHN FORBES NASH JR., Non-Coperative Games (1951), que lhe valeu indicacdo
parao prémio Nobel conquistado em 1994.

*Ver COUTINHO.



H&, por fim, o terceiro problema, que € talvez o problema de fundo nas
discussbes a respeito das contribuicdes que a Educacdo Matematica da ao
desenvolvimento da Matemética, que sequer foi explicitado diretamente aqui, mas
que se faz presente quando se pleiteia uma acdo qualquer em Educacéo
Matematica. Assim, ainda que possa parecer simplista, a intervencdo oferecida
neste trabalho almeja constituir-se um meio de ligagdo, uma motivacao atraves da
historia para a superacdo das dificuldades em trilhar caminhos t&o &ridos quanto
0s da matemética avancada — quem dera fossem apenas os da avancadal —, que
nem por isto s&o menos instigantes do que quaisquer outros trilhados na conquista
de conhecimentos diversos. N& se conhecem dados que informem
categoricamente a eficacia de tal proposta, dado que estes sO podem ser
observados subjetivamente e de forma qualitativa, pois dizem respeito as
alteragbes produzidas na formacdo cultural do ser humano, nem tampouco se
pretende aqui uma pesquisa de tal envergadura, porém, existem indicios de que
esta pratica metédica traz bons frutos para quem se val e da matemética como base
de sustentacdo para sua atuacdo profissional, sgja como educador ou como
pesquisador, em funcdo da apreensdo do dominio do processo de criagdo
envolvido no desenvolvimento do ferramental técnico sob andlise. Esta fata de
informacdo sobre eficacia gera inseguranca e dificuldades para se assumir uma
prética mais ousada em Historia da Matemética e, conseguentemente, de se
confeccionar estatisticas que representem o nivel de eficicia de tal proposta, por
pura e simples caréncia de engajamento didético/pedagdgico. Porém, nenhuma
argumentacdo justifica a ndo aceitacdo da proposta que nada mais é do que a
defesa de uma cultura humanista verdadeira e universal, cuja missdo é formar

seres capazes de se reconhecerem integrados aos seus semelhantes nos conflitos



gue operam no continuo espaco-temporal 0 desenvolvimento de todo o conjunto
social através de cadeias causais que evoluem as vezes paralelamente, as vezes
entrelacadas, as vezes interpenetradas, as vezes incorporadas, possivelmente em
detrimento de uma delas, umas as outras’. Afora mesmo estas inflexdes e
detal hamentos tedricos diversos oriundos da discusséo acerca das vantagens de tal
estratégia educacional®, ainda mais uma questdo, agora de ordem institucional,
ndo cala: para 0 seu sucesso, a intervencdo deve permear toda a grade curricular
de um curso de matemética e uma carreira de Histéria (da Mateméatica?!)® deve ser
adotada em praticamente toda a duragéo do curso a fim de subsidiar as demais
disciplinas. O consenso a respeito de uma proposta como esta parece longe de ser
alcancado em funcdo, principamente, das dificuldades advindas de processos de
plangamentos curricular e de ementarios disciplinares e das dificuldades de
integragdo nacional através de uma base curricular minima. N& € demais
observar que estas dificuldades afligem Instituicbes de Ensino Superior,
obviamente interessadas neste debate, naguilo que diz respeito tanto aos curriculos
de Bacharelado quanto aos de Licenciatura em Matemédtica. Porém, tanto num
CoOmo na outra, a superagcdo do problema pode se dar com a observancia de que se
trata apenas de uma pratica metodol 6gica que deve ser assimilada nas disciplinas
da grade curricular em maior ou menor grau, dadas as especificidades técnicas
inerentes a cada uma delas, e de que a acomodagdo do ‘ pacote historico’ pode ser
feita em poucas horas de estudos semanais e deve englobar titulos ou contetdos,

que talvez ja existam em certos curriculos, como Histéria da Ciéncia, Histéria da

“Ver TABOAS, p. 5-6.

® Uma defesa contundente de uma Histéria da Ciéncia, universalizada e integrada mesmo numa
Histéria Universal, que esta bem ao sabor das pretensies deste trabal ho, € apresentada no Prefacio
de J. L. Rodrigues Martins a Edicdo Portuguesa do texto de Niels Bohr, Sobre a constituicdo de
atomos e mol éculas (1913), especialmente as paginas de nimeros 7 até 13 (Ver BOHR).

® Aqui j& repousa subliminarmente uma tese de insubordinacéo da Matemética as Ciéncias que é
de capital importancia para a criticado modo convencional de se fazer Histéria da Matemética.



Matematica, Filosofia da Ciéncia, Logica, Pensamento Ocidental, Historia do
Pensamento, Préticas Educacionais, etc., permeados por tépicos de Historia Geral
e Brasileira e organizados sob um novo prisma da historia universal em
consonancia com as necessidades tematicas demandadas pelas outras disciplinas
de contetidos técnicos pertencentes ao curriculo do curso. Uma iniciativa, que néo
pode deixar de ser notada aqui, também de extrema rel evancia € aincorporagéo do
habito de se apresentar, sempre que possivel, 0s contextos em que as técnicas
mateméticas avancadas, tratadas em todas as disciplinas, foram disseminadas no
Brasil, afim de se criar umaidentidade nacional. A partir do instante em que estas
idéias forem adotadas como estratégia para construcéo de cursos e disciplinas, o
grande problema a ser enfrentado reside numa Unica palavra: plangjamento. As
atividades de plangjamento e de preparacdo de aulas serdo retomadas a cada ciclo,
instigardo a reflex&o continua dos educadores sobre a correta inser¢do de suas
disciplinas na estrutura do atual desenvolvimento da matemética e gerardo,
conseglentemente, 0 desgaste e 0 deleite que s a prética poderd nomear
corretamente.

Retomando o foco deste trabalho, 0 desenvolvimento pretendido € o da
andlise de texto histérico como um suporte para a discusséo de temas avancados
do ensino superior nos mais diversos curriculos nacionais de Cursos de Graduagdo
em Matematica. Na verdade, a prépria configuracdo final deste trabalho é fruto de
uma investigacdo que teve como principios norteadores o resgate da Histéria da
Matemética no Brasil, uma orientagdo do Grupo de Estudos de Histéria da
Matemética associado ao Programa de Pos Graduagdo em Educacdo Matemética
(PPGEM) do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Matematicas (IGCE) da

Universidade Estadual Paulista (UNESP) em Rio Claro, Estado de S&o Paulo, e o



trabalho que envolve a critica histérica de conceitos e contelidos da matemética
superior moderna’ como estrutura de suporte para 0 processo de
ensino/aprendizagem, uma escolha ao sabor do gosto pessoal. Dentre as diversas
possibilidades de integracdo destes dois principios, uma das sinteses € a dada pela
investigacdo sobre 0 matemético italiano Luigi Fantappie e as suas influéncias na
matemética brasileira, enredo desta tese. E claro que a escolha feita ndo é o
resultado de sorteio aeatdrio realizado com as combinages existentes entre
temas, pessoas, datas, instituicoes, etc.®, ela é sm o produto da observacio
apurada de um periodo extremamente rico para a consolidacdo de pensamento e
de identidade nacionais brasileiros, expressos através de manifestacbes e
transformagfes sociais, culturais, politicas e econémicas, cujos apices podem ser
datados entre as décadas de 1.920 e 1.930. Mas, antes de detalhar o cenario em
gue se desenrolam os acontecimentos que s&0 objetos deste estudo, serdo tragadas
as linhas de conduta geralmente utilizadas para o desenvolvimento de uma
investigacdo em Histéria da Matematica, primeiro, no sentido convencional e,
segundo, tomando-se como referencial de partida 0 matematico italiano Luigi
Fantappie, incrustado num contexto historico brasileiro como peca motivadora de
transformacéo cultural.

A abordagem convencional tem um tratamento padrdo paratoda a Histéria
da Ciéncia, padréo este desenvolvido a partir do seguinte encadeamento légico: a
existéncia de um método cientifico que preconiza a observagdo de fendmenos, a
formulacdo de teorias sobre suas causas e efeitos, a experimentacdo destas em

condi¢es laboratoriais com dados tomados preferenciamente da natureza, a

" Entenda-se, aqui, por moderna a matemética resultante dos esforcos realizados, principalmente,
durante o século X1X einicio do XX em produzir um corpo axiomético formal rigoroso paraela.

8 Ver linhas de pesquisa e formas de atuacdo em histéria da mateméaticaem WUSSING e MAY, p.
1-34.



comparacao dos resultados obtidos em laboratério com a observacdo sistemética,
porém desprovida de preconceitos, da realidade e, por fim, a aceitacdo tedrica ou
sua ndo aceitacéo e conseguente reformulacdo para uma nova investida no ciclo
que acaba de ser descrito’, consolidado a partir de concepcdes filostficas e
técnicas do fazer ciéncia e interpretar o mundo, que s&o, por sua vez, resultado de
elaboraces mentais feitas desde pelo menos a Revolugdo Copernicana no inicio
do Renascimento na Itdlia do Século XVI e se estendeu até os dias de hoje em
trabalhos organizados e sintetizados em obras como Discurso sobre duas Novas
Ciéncias (1632) de Gadlileu Gdlilei, Principia (1686) de Isaac Newton, Novum
Organum (1620) de Francis Bacon, Discurso do Método (1637) de René
Descartes, Critica da Razdo Pura (1787) de Immanuel Kant, A Origem das
Espécies (1859) de Charles Darwin, o Positivismo do século X1X encabecado por
Auguste Comte, Teoria da Relatividade de Albert Einstein e da Mecanica
Quantica, com o0s seus Principios da Incerteza de Heisenberg e da
Complementaridade de Bohr, na abertura do século XX, Sobre as Proposi¢coes
Indecidiveis dos Principia Mathematica e Sstemas Correlatos (1931) de Kurt
GOdel, a resolucéo do Problema das Quatro Cores (1976) por Kenneth Appel e
Wolfgang Haken, o Projeto GENOMA de sequenciamento genético da célula de
DNA, dentre outras, que se contrapdem e se entrelacam num balé diaético e
rompem paradigmas quase que numa cadeia intermindvel. Este procedimento
determina um crivo camalednico que classifica’® o que deve ser considerado
relevante e, inclusive, com que grau de importancia isto deve ser tomado, em

funcdo das suas possibilidades de desenvolvimento ou, mesmo, das suas

® Os procedimentos preconizados por este método s8o, também, muito familiares na Modelagem
Matemética. Ver prética de modelagem em BASSANEZI& FERREIRA.

19 Esta pode se tornar uma grande armadilha— o anacronismo — e levar & subestimacao de fatos
relevantes por conta de que certas ferramentas perderam a utilidade ou foram superadas por novas
descobertas.



aplicacdes. Ainda que, por alguns poucos pensadores como Roger Bacon, a
matematica ndo tenha sido percebida como estrutura que permeia e da suporte ao
desenvolvimento cientifico, e embora outros como Descartes a tenham tomado
como fonte de inspiracdo, na medida em que ela apresenta um formalismo
axiomatico 16gico/dedutivo que da a idéia de poder tudo explicar racionalmente,
ela, amatemética, é tomada, ao final da elaboracdo de tal método cientifico, como
conhecimento universalmente apreendido em consonancia com 0s progressos da
propria ciéncia™, em conseqiiéncia disto, a discussdo filostfica a respeito do seu
cardter cientifico ou linglistico axiomético € completamente superada. Assim,
nesta trilha do convencional, importam t&0 somente as descobertas ou criagdes™
de contelidos/resultados que se legitimam como relevantes por conta das suas
utilizacBes ou aplicacdes posteriores. Quando certos contelidos/resultados passam
por este crivo € chegada a hora de buscar a fonte de suas descobertas e,
conseqiientemente, os criadores envolvidos nestes atos™. Ao perscrutar estes
desbravadores das ciéncias, duas questdes sdo focadas, a saber, as motivagdes que
os levaram a desvelar tais conteldos/resultados e qudo prolificos sdo em gerar
contelidos/resultados relevantes. Se algum destes desbravadores tiver as suas
motivactes (re)conhecidas ou descobertas pelas investigactes histéricas e, além
disso, estas investigacdes revelarem um ser suficientemente prolifico em padrdes
convencionais, quer dizer, ou alguém que tenha mais de uma contribuicdo

relevante, ndo necessariamente numa mesma area do conhecimento, ou alguém

1 O problema, j& antecipado na Nota 5, de certa sutileza ainda, se reapresenta e questiona a
subordinagdo da investigagado histérica da matemética a da ciéncia. Porém, e€le devera ser retomado
e analisado detalhadamente mais adiante.

12 Ha uma discuss3o filostficainteressante na matemética sobre se ela é fruto da criagio ou da
descoberta do ser humano, porém, ela parece infindavel e, portanto, aqui, descoberta e criacdo
serdo tratadas quase como sindnimas, embora haja umainclinaco em consideréla como
descoberta, adotada uma perspectiva fenomenol égica.

3 |mportante observar o caréter discriminatério desta metodologia, por ndo revelar ou ndo
informar claramente os tropegos da ciéncia no seu caminho de amadurecimento e consequiente
conquista de sucesso.



cuja contribuicdo tenha possibilitado um sem numero de outras contribuicdes
relevantes, entéo este ser ganhara os holofotes da ciéncia e toda sua vida sera
objeto de investigacdo. A este Ultimo procedimento sera dado o nome de
[luminismo Ilustrado.

Como, entdo, Luigi Fantappié seria abordado por este método
convencional? Bem, quatro questdes sequienciais que tém o papel de crivo de
exclusdo sdo anadlisadas na sua ordem de apresentacdo e a relevancia do
personagem para a histéria cresce na medida em que as questdes vao sendo
respondidas positivamente. As questdes s&o:

1. Quais sdo as descobertas ou criagbes de conteldos/resultados sob

estudo? S50 eles relevantes? Em que medida e por qué?

2. Hainfluéncias a partir destes conteidos/resultados? Quais sdo elas? E
guéo importantes elas sd0?

3. Quais foram as motivagOes para se chegar a estas descobertas ou
criag0es? E quais foram as influéncias recebidas para a conclusio de
tal feito?

4. Quem é o personagem? Qual a sua histéria?

Eis as respostas em formatos extremamente simplificados, nem por isso

omissos em relacdo a esséncia das questdes:

1. Funcionais Analiticos sdo tidos como pecas relevantes da Andlise
Funcional, que por s é adtamente versada em aplicacOes,
principalmente, da Fisica moderna, como por exemplo a Mecénica
Quantica. S0, os Funcionais Analiticos, relevantes na medida em que
se aplicam na resolucdo de problemas que envolvem equacdes

integrais, integracdo pela quadratura de sistemas e equacOes a

10



derivadas parciais, teoria dos Grupos Infinitos, Integrais Abelianas
sobre Variedades Algébricas, questbes e reestruturacdo do Calculo
Variacional, entre outros.

2. Os estudos desenvolvidos com Funcionais Analiticos, pertencentes a
uma Escola Italiana de Andlise do inicio do século XX, em franca
interagdo com a Escola dos Bourbaki, renderam novas possibilidades
na &ea da Topologia bem como na da Andlise Matematica, como
atestam, por exemplo, os trabalhos do Prof. Candido Lima da Silva
Dias (assistente de Fantappie na USP), a partir, especialmente, da sua
tese de doutoramento sob o nome de ‘ Espacos vetoriais topoldgicos e

sua aplicaco na teoria dos espagos funcionais anal iticos **

. O Teorema
de Arzela-Ascoli, andogo ao Teorema de Bolzano-Weierstrass, foi
desenvolvido a partir do estudo de fungdo como elemento de
acumulacdo num conjunto de fungdes e tem como base de inspiracéo
os trabalhos sobre Teoria de Funcionais. Fréchet generaliza métodos
anteriormente estudados: substitui a integral de Riemann pela de
Stieltjes em expressdes de funcionais estudados por Volterra, expande
os resultados de Arzela e cria conceitos amplos de pontos de
acumulacdo e de limite, que aplica ndo so a funcionais bem como a
quaisquer conjuntos abstratos. Ha também uma abordagem hilbertiana
dada por Von Neumann a Teoria dos Quanta como aplicacdo de
funcionais™.

3. Pioneiro na area e um dos primeiros a definir um funciona foi o

matemético italiano Vito Volterra, em funcdo de seus interesses na

“Ver DIAS.
> FANTAPPIE, editado em 1943, p. 11-17.
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teoria de equagbes integrais. Alguns dos desenvolvimentos mais
pungentes, na esteira das mesmas necessidades e motivagdes do seu
criador, foram conquistados com os funcionais analiticos, construcéo
de um dos seus discipulos mais brilhantes, Luigi Fantappie, na visao
geral de mateméticos contemporaneos a ele, como atesta, por exemplo,
André Weil ™.

4. Luigi Fantappié nasceu em 15 de setembro de 1901, na cidade de
Viterbo. Formou-se em Pisa no ano de 1922 e foi certamente
influenciado por uma geracéo de mateméticos italianos como Giuseppe
Peano, Ulisses Dini, Francesco Severi e Vito Volterra, de quem foi
aluno e discipulo, por assim dizer. Entre os anos de 1925 e 1927 foi
assistente de Severi na Universidade de Roma; aprovado em concurso
no ano de 1927, tornou-se professor de Andlise na Universidade de
Cagliari; no ano seguinte transferiu-se para Palermo, onde ficou até
1932; dai foi para Bolonha; entre 1934 e 1939, esteve, por indicacéo de
Severi a Theodoro Ramos, no Brasil trabalhando na Universidade de
Séo Paulo (USP), numa parceria que envolveu o Governo do Estado de
Séo Paulo e o Governo Italiano. Como era militante fascista, retornou
para a Itdlia, por orientacdo do seu Governo. Assumiu, neste retorno,
um cargo no Instituto de Matemética da Universidade de Roma. Nos
ultimos anos de sua vida dedicou-se a questdes filoséficas e na busca
de unificagdo da interpretacdo dos problemas da natureza baseada em
raciocinios de modelagem mateméatica. Morreu em Bagnaia (Viterbo) a

28 dejulho de 1954.

1 WEIL, p. 48.
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Sob este ponto de vista convencional, ndo se faz em absoluto Histéria da
Matematica Brasileira. O [luminismo llustrado de Fantappie pode e deve ser
aprofundado com o detalhamento de sua histéria pessoal, o que trara obviamente
uma contribuicdo valiosa para a Historia — porque € das pessoas enredadas nos
problemas de seus tempos que ela se aimenta —, no entanto, a menos de uma
mencd0 a sua passagem pelo Brasili — que poderd ser vasculhada
pormenorizadamente e revelar (neste caso, com certeza, como sera visto adiante!)
importantes contribuicbes a matemética brasileira, além de trazer a tona as
atividades deste italiano que sdo completamente ignoradas também pelos seus
conterraneos, que hoje se organizam em Viterbo para recuperacdo de sua
memdria‘’—, ndo podera ser tomado como Histéria da Matemética no Brasil. Para
que isto possa ocorrer, S80 necessarios, primeiro, criticar este fazer Histéria da
Matemética convencional, que de saida € equivocado ao subordinar a Matemética
a Ciéncia, ja que, na verdade, a Matematica se organiza a muito mais tempo do
gue a Ciéncia, tomando-se por base 0 que estes nomes representam atual mente, e
acaba mesmo por se confundir com a propria Histéria do Pensamento, e que, este
fazer, deve, antes de tudo, ser reavaliado em funcdo do que é relevante e, também,
inerente a Matemética, e, segundo, atentar com cuidado para o periodo em que
Fantappie esteve no Brasil, que ndo é de forma alguma uma coincidéncia, ao
contrério, esta intimamente ligado ao corte historico, ainflexdo havida na sorte do
direcionamento da matemética brasileira, que categoricamente foi identificada e
classificada pelo Prof. Leopoldo Nachbin na sua conferéncia ‘Prémio Moinho
Santista de Matemética’*®: “A semente do verdadeiro espirito mateméatico foi

lancada entre nés e germinou. Em breves palavras, podemos dizer que a atual

7 Gisella Quaranta,que trabalha junto a associacdo PROVITERBO pela organizacso da Fundacéo
Luigi Fantappié, tem sido um contato especia em Viterbo, para troca de experiéncias.
8 NACHBIN, p. 75.
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matematica brasileira data de 1930, aproximadamente, tendo apenas cerca de 30
anos. O gue logramos fazer nesse periodo foi fruto do trabalho iniciado em 1934,
na Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da Universidade de Sao Paulo, que é
berco da atual escola matemética brasileira e que, ainda hoje, € a melhor
instituicdo de ensino universitario no pais, no setor matematico”.

Além do mais, ao insistir neste ponto de vista convencional, a Histéria da
Matemética no Brasil praticamente comegaria em meados do século XX com a
andlise de nomes como os de Mauricio Matos Peixoto, em funcdo de seus
trabalhos sobre Estabilidade Estrutural, ou mesmo de Céndido Lima da Silva
Dias, ou ainda de Leopoldo Nachbin, dentre outros poucos, que marcam
definitivamente a entrada da Matemética Brasileira no cenario mundial como
produtora de conhecimento e ndo apenas consumidora como até entdo ela havia

sido.
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Capitulo 2

Historia da Matematica: uma concepgao

Talvez uma solug&o interessante para a organizacdo e a orientagdo correta
das argumentacdes que visam uma andlise critica do modelo de se fazer Historia
da Matematica no sentido convencional, descrito na introducéo, seja, esquecer-se,
primeira € momentaneamente, de tudo que ja foi dito acerca de Histéria da
Matematica como um corpo estruturado de técnicas que servem para algum tipo
de investigacdo dos fatos da realidade, com a conseqguiente busca de suas verdades,
ainda gque estas ndo sgjam absolutas e possam ter um carater mutante, pois sao
frutos da interpretacdo humana indissoluvel mente embebida das inquietagtes que
tem no seu préprio tempo de vivenciamento'. E oportuno dizer, também, que a
suspensdo proposta pretende trazer a tona alguma limitagdo que o rétulo
convenciona confere a histéria da matemética, que de forma alguma desabona
sua prética, porém a autentica ndo como forma Unica nem totalizante, mas como
parte integrante de um fazer Histéria da Matemética com possibilidades mais
amplas, que abarca dentre outras a Histéria da Matematica no Brasil e esta, por
sua vez, ndo prescinde do toque convencional e necessita de um didlogo mais
abrangente sobre o0 que se entende por fazer e desenvolver ciéncia. Assim, ha na
desconstrucéo, preconizada também na introducdo, na verdade, nem tanto uma
ruptura com o conhecimento que de alguma forma estava estabelecido, nem
mesmo uma espécie de mudanca de paradigma, ha sim a compreensdo de que o
modelo exauriu, apds a andise que esmiucou toda a sua estrutura de aplicagdo —

essa estrutura que prové o fazer histéria da matematica — na busca de entendé-la,

! BLOCH, p.51-6 e 75; FONTANA, editado em 1998, p.9-10 e 268; HOBSBAWM, editado em
1998, p.173, 220 e 250; MERLEAU-PONTY, editado em 1999, p.43.
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de certa forma as possibilidades explicativas dos fendbmenos da histéria da
matematica e, no entanto, ha ainda vivéncias a serem experenciadas para que se dé
um novo conhecimento, uma nova construcdo ou a continuagcdo mesma da
construcdo desse fazer histéria da matematica inesgotével. Portanto, esta
construcdo tomara caminho com a consciéncia ou intuicdo de que existiu ou ainda
existe um outro caminho, e é por conta deste ser consciente que o termo
desconstrugdo ganha significado, ou sga, na medida em que se efetua a
construcao tem-se sempre presente um parametro de comparagéo que afirma os
passos, de qualquer forma, numa ou noutra diregdo®. Posto isso, tem inicio a nova
aventura do conhecimento.

Histéria da Matemética € histéria de alguma coisa tanto quanto o € a
Histéria da Matematica no Brasil, pois ambas sdo especificadas por intencbes que
apenas enderecam caminhos a serem trilhados por perspectivas diferentes na
consolidagéo de conhecimento, mas, dado que a intencdo endereca a partir da
adjetivacdo de Histéria, deve-se buscar, antes de tudo, a compreensdo do
significado da propria Historia, pois o fazer histéria ja indica alguma intencéo.
Assim, sgja qual for a concepcdo adotada, o pressuposto serd sempre o0 de que o
campo de atuacdo da histéria existe e, portanto, devera ser especificado. Aqui,
aceita-se uma concepcado de gque tudo € historia, tudo o que o ser humano percebe
abstrata ou concretamente pertence a0 campo da histéria, mas tudo isto é
concebido sob uma perspectiva sutil e refinada que est4 guardada, ou melhor,
ancorada numa visdo existenciadista, fenomenoldgica, ou sga, tudo € histéria € a

expressao de que a percepcao € o proprio mundo que a precede, poisjaexiste e se

2 FEYERABEND, p. 38, faz uma critica & condicao de consisténcia do método cientifico
convencional e aponta para a necessidade de se construir novos caminhos para a ampliacéo das
perspectivas da propria ciéncia, o que certamente influencia o modo de ver a ciéncia. Estasua
linha de pensamento déa seguranca para se ousar, como diriao Prof. Ubiratan D’ Ambrosio, novos
passos no traba ho que ora se desenvolve.
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coloca como o palco onde todo ato toma forma e a esséncia do ser humano,
através da consciéncia oferecida pela sua existéncia, torna, conseglientemente,
esse palco passivel de reflexso’, naqual reside o verdadeiro fazer histéria®. Ento,
um conjunto de fatos que se quer compreender pode ser tomado a semelhanca de
um objeto que se quer perceber da forma mais sensivel, refinada e ampla possivel
através da observacdo/experimentacdo direta ou da andlise de testemunhos de
qualquer natureza, que estruturam algum tipo de conhecimento acerca dos fatos, e
torna-se, por isso, um ato de representacdo da realidade. Essa representacdo €,
portanto, acUmulo de sensacOes temporais ndo sO primeiras, de projegdes de
recordacOes, enfim, de tudo que ndo pode prescindir da percepcdo e que a
compde®, mas também de processamento reflexivo, que preserva, inclusive e
obviamente, na constituicio da compreensdo das diversas impressbes e
informacfes que se tem do objeto, os cuidados com as questbes relativas a
alteridade, ou seja, relativas ao sentir diferente em épocas diferentes’. O fluxo
temporal que acumula toda a percepcao ja estruturada em ato reflexivo e que esta
organizado dentro de algum principio de causalidade, fornece uma dimensdo
histérica do conjunto de fatos e, portanto, ele é o fazer histéria fenomenoldgico. A
utilizacdo deste processo na andlise das questdes concernentes as relactes
interpessoais e das pessoas com 0 meio ambiente € que se congtitui no fazer
histéria de forma essencial, e a nomeagdo consistente dos atos de reflexdo mais a
sua organizacdo no fluxo temporal através de uma estrutura de causalidade € a

histéria. A causalidade tem um papel de suma importancia nesta concepgdo, pois

* MERLEAU-PONTY, editado em 1999, p. 3-6, 13-4, 16-8.

* HOBSBAWM, editado em 1998, p. 174-5.

® Ver percepcdo e recordacdo em MERLEAU-PONTY, editado em 1999, p. 47-8.

® FONTANA, p. 157; HOBSBAWN, editado em 1998, p. 198-9 e 248. Também parece singular
uma interpretacdo de alteridade que esta contida implicita no provérbio arabe “ Os homens se
parecem mais com sua época do que com seus pais’ , citado por BLOCH, p. 60.

17



através dela é possivel assegurar que a pratica ndo se enverede pelas armadilhas
do anacronismo ao apreender os fatos sob observacéo e, além disso, que é 0 mais
importante, revelar como e por que se ateram ou ndo se alteram, consolidando
neste Ultimo caso, as relacbes sociais e a propria sociedade, bem como
compreender as diferenciacdes ou semelhangas entre grupos sociais’.

Ja a matematica, assim como a educacgao, pertence a histéria ndo apenas
como significagéo ou simples adjetivacdo que endereca o foco da experiéncia para
determinada perspectiva histérica, mas como pura experiéncia vivenciada no
mundo, e, portanto, desde que se queira compreender uma dessas experiéncias, ela
propria assumira o papel da histéria, por conta da intencdo contida neste
compreender, que da a experiéncia um sentido totalizante, na medida em que o
objeto focado catalisa todas as relacbes que a percepcdo, acompanhada das suas
sensagdes resultantes, puder desenvolver. Isto tudo se explica através de um
movimento que ndo privilegia coisa alguma e que ocupa, preenche, se confunde
com, ou mesmo determina, a existéncia do ser através das percepcdes que se
apresentam ao perscrutar certo objeto. Portanto, da mesma maneira como a
histéria tem seu campo de atuacdo, a matematica e a educacao também possuem
seus proprios espacos de definicdo, esbogados previamente pela préopria intencéo
do individuo ao optar por um certo assunto como objeto a ser compreendido, que
poderdo ter uma dimensdo total, mas nunca completa e absoluta, ja que a histéria
caminha em direcdo a compreensdo da existéncia e, em consequéncia, é parte
dessa mesma existéncia e ndo pode abarcé-la.

Nesta linha de raciocinio, um esbogo esguemético poderia ser

confeccionado assm: U, H, M e E sdo conjuntos que representam o mundo (local

"HOBSBAWN, editado em 1998, p. 164.
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de toda a ‘experienciacd0’ do ser), a histéria, a matematica e a educagéo,
respectivamente. H € subconjunto de U asssm como M e E o séo de H, porém ndo
diguntos. H deve ser tomado como subconjunto proprio de U, que é ilimitado,
para que ndo se conclua que o mundo é fruto de concepcéo idealista e para que se
possa visumbrar sempre uma janela aberta para as novas percepcbes da
existéncia, na medida em que se caminha indefinidamente na diregdo da realidade.
O diagrama da figura 1 apresenta um instanténeo fotogréfico tirado do fluxo das
configuragbes dinamicas que esta nova concepcdo pode assumir a partir da
intencionalidade do ser ao relacionar-se com 0 mundo e, portanto, descobrir-se
vivo. Certamente que outros objetos poderiam tomar os lugares de matemética
(M) ou educacdo (E) no esgquema apresentado, por conta das alteracbes na
intencdo ou simplesmente por conta de intencbes diferentes, e isto apresentaria
apenas mais uma das infindaveis possibilidades do modelo. Além desta troca
simples de objetos/subconjuntos, que agui N0 vem ao caso, pois apreender
significados a partir de matematica e de educacdo € o foco de interesse deste
trabalho, ha mobilidade, plasticidade, elasticidade e viscosidade no esquema que
permitem reestruturé-lo segundo as necessidades da interpretacdo escolhida;
assim, a matemética pode abarcar a educagdo tanto quanto o contrério, educacéo e
matemética podem se confundir ou se identificar completamente, e, em cada uma
das situagbes descritas anteriormente, 0 maior subconjunto pode igualar-se ao
todo histéria (H). A Unica configuragcdo que ndo se viabiliza é a de exclusdo
mltua, ou sgja, aquela em que os subconjuntos sdo diguntos, dado que a
educacdo, numa sintese generalista, como atividade que visa a integragdo do
individuo com o outro e com o mundo numa busca de melhores condi¢des de

existéncia, permeia toda matéria do conhecimento.
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Figura 1

No jogo instavel de configuracOes plasticas em que as deformagdes ou
transformacfes dos conjuntos seguem ndo a OGtica do continuo tempora da
causalidade histérica convencional, que superpde, e muitas vezes sobrepde®, fatos
seguencialmente de maneira determinista, e Sim as necessidades, as vontades ou
mesmo 0s desgjos do ser humano na busca de uma compreensdo profunda da
matéria observada, a Educacdo Matematica é tomada como a intersegdo ENM
que em absoluto é estética como no instanténeo da figura 1 e sim dindmica e
metamorfica a ponto de, como ja visto, poder transformar-se na propria histéria
(H) em funcdo da intencionalidade despendida & andlise. E acrescenta-se aisto, o
que é mais importante ainda neste modelo, o fato da causalidade ser privilegiada
apenas e tdo somente na medida em que ela ndo carrega, através de um caminho
unico fatalista de apreensdo da redidade, um valor absoluto de verdade para a
interpretacdo, ao contrario, permite a visualizagcdo de uma realidade composta de
interferéncias multiplas, mais complexa do que a dada por um corte transversal
numa linha de tempo que carrega consigo e homogeneiza um espago para as agdes

e, conseqientemente, o limita paraa andlise dos fatos.

8 Houaiss, p.2593, sobrepor - 2 bit. fig. colocar por cima, esconder e superpor — colocar acima. A
superposicdo dos fatos € entendida como aimpressdo simultanea de negativos que contém imagens
fotografadas separadamente e a sobreposi¢do como aregravacado de um CD que continha alguma
informac&o e que acaba por se perder neste ato.
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O mais marcante e, provavelmente, inovador de toda esta (des)construcéo,
que ora se leva a cabo, é a sublimagdo da insubordinacdo entre as matérias a
serem apreendidas. Nunca € demais observar que o proprio instanténeo registrado
na figura 1, tomado por modelo de investigacéo histérica, mesmo que considere
migracoes de elementos nos interiores dos subconjuntos M e E, e dentro do
proprio conjunto H, leva a uma andlise parcial da realidade que isola elementos e
paralisa cendrios a cada vez e gera conflitos na ordem da subordinacdo, que sdo
inexistentes, j& que 0 meio em que se dao as percepcles e 0S proprios
elementos/objetos tém, acima de tudo, um caréter viscoso e, portanto, na dinmica
das migracOes interferem nas formas dos conjuntos. A histéria, entdo, nesta nova
concepcdo, ganha em complexidade e, também, em realidade, pois ao se colocar
como ato de reflexdo e de andlise critica das percepcdes acerca dos fatos,
converge inexoravel mente para a apreensao do mundo préprio, ainda que jamais o
atinja na totalidade de suas multiplas faces dado que se constréi e se reafirma na
existéncia do ser em busca desta sua prépria realidade.

Em sintese, além do pressuposto da causalidade e do carater permeavel de
toda matéria ou objeto de andlise a acéo da educacdo — como javisto —, é essencial
para a nova concepcdo de historia o gosto em apreender os fatos, ao sabor da
fenomenologia, pela ruptura da teia de acontecimentos que preenche o espago
histrico, causada pelas tensdes intrinsecas no campo da existéncia ou pela
manutencao da estabilidade das relagdes na evolucéo dos fatos do mundo.’

Uma das boas solugdes no tratamento da historia é a investigagéo a partir
de temas, abordados como pertencentes a um conjunto universal de temas que se

entrelacam e interpenetram, ou ainda, que se comportam “como um feixe de

® HOBSBAWM, editado em 1998, p. 164.
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trajetorias diversas que se combinam e se contrapdem”.’® Dois estdgios da
evolucdo™ histdrica dessas trajetérias devem ser tratados agui com bastante
cuidado: o passado e o futuro. O presente é fugidio, evanescente no continuo
temporal, porém ele comporta os elementos do passado, na medida em que € o
resultado de uma das possiveis alternativas, em conflito com as demais, que se
configuraram em algum tempo, e comporta, também a génese do futuro, ndo
necessariamente como um elemento deflagrador de desenvolvimento progressivo
ou continuo da estrutura atual, mas como uma economia politica que o engendra
num movimento reflexivo e dialético™. “O passado é, por definicdo, um dado que
nada mais modificara. Mas o conhecimento do passado € uma coisa em progresso,
que incessantemente se transforma e aperfeicoa™ . E inquirindo o presente que se
faz necess&rio compreender o passado e que se for¢ca uma andlise deste dltimo
mol dada as fei¢des das intengdes, que sempre sdo distintas, ainda que as perguntas
sgjam as mesmas. Neste ato de esmiugcar, de vasculhar ou até mesmo de triturar o
passado, no sentido de reposicionar dialeticamente as impressdes que se tem dele
e, consequentemente, de refinar sua percepcado, é que se buscam os elementos para
a construcdo do futuro. O futuro, diferentemente do passado, € certo ainda que se
ignore a sua cara, e é exatamente por isso, por essa possibilidade de fazer, que a
educacdo esté indissociavelmente ligada a histéria. Assim, qualquer tentativa de
se pautar uma agenda educaciona para a transformacdo do individuo e, em
consequéncia, de toda a sociedade, baseada somente nas impressdes do presente —

0 que ja é por si uma contradicdo com a compreensdo fenomenol égica adotada —,

O FONTANA, editado em 1998. Ver aplicacio do método em FONTANA, editado em

2000," Introdugao ao estudo da historia geral” .

1 Como em TABOAS, p. 13-4, evolugio sera tratada como desenrolar de fatos ao longo do tempo,
diferentemente de desenvolvimento que trard sempre uma conotagcdo com acr éscimo, nunca com
ruptura, quebra.

2 FONTANA, editado em 1998, p. 9-10; HOBSBAWM, editado em 1998, p. 49-50 e 229-30. Ver,
também, discussdo tangencial em BLOCH, p. 128-35.

¥ BLOCH, p. 75.
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apenas o corrobora; pois esse esforgo € coroado simplesmente com a conclusio e
consolidacéo do presente evanescente na linha do tempo: o ser humano atua
apenas para se gustar a readlidade presente e para remediar alguma distor¢éo
detectada na estrutura vigente de forma mecanica, néo refletida, ou sgja, o ser
humano atua pela manutencdo de um status e nega a possibilidade de
desenvolvimento, j4 que a manutencdo sequer pode ser considerada como a
consolidagcdo de um caminho assumido por ato reflexivo — ndo ha permanéncia
sob reflexdo. E por isso que todo o perscrutar do presente, permeado (ou naol)
pela educagdo, impde um natural mergulho no passado que renasce e é modificado
por este ato e semeia o futuro como porvir incerto ainda que desgjado de alguma
forma especifica intencionalmente diferenciada de formas ja experimentadas no
mundo e fixadas por alguma outra histéria.

Em agumas vezes, a andlise do passado pode ser redizada pelas
motivactes do presente entendido como a Unica concretizagdo possivel daquele
passado, mas essa racionalizagdo excessiva da Unica via leva, em gerd, a
conclusdes de que ha uma evolucdo mecanica e determinista do presente ao futuro
e até mesmo, como consequéncia, de que ndo ha mais espaco para uma andlise
histérica™. Ora, o presente é a concretizacdo evolutiva do passado pelo simples
fato de que outra aternativa ndo se viabilizou, dentre vérias possiveis, portanto o
futuro ndo esta determinado e a andlise criteriosa do presente em conjunto com o
proprio passado por ele evocado, atraves das intencfes do observador/ator, podera
efetivamente subsidiar a conducdo desse presente a um futuro quica melhor.

Até aqui, as andlises preliminares sobre passado e futuro apontam duas

conclusbes razoavelmente fundamentadas, a saber: primeiro, a reflexdo, ato

Y ver antiteses argumentativas em FUKUYAMA, O fim da Histéria e o Gltimo homem, e em
HOBSBAWM, editado em 1996, A era dos extremos.
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essencial da consciéncia do ser, ndo permite a constancialmanutencdo de
estruturas e, segundo, a propria consciéncia do ser, em conflito permanente com
0S outros e com 0 meio ambiente em atos reflexivos, permite indmeras
alternativas para a evolucao historica dos fatos. Resta ainda uma terceira questao,
que talvez contemple a tese pretendida por Fukuyama: ha umalei que diga que o
caminho seguido pela evolucdo dos fatos é o que maximiza o bem comum, aquele
que realiza o desenvolvimento sempre? O problema ndo € simples. A questdo
contempla as teses de ndo constancia/manutencéo de estruturas e de mditiplas
alternativas para evolugdo e ndo se responde negativamente a ela apenas
apontando exemplos de retrocessos no bem estar comum ao longo do tempo, pois
0 desenvolvimento pode estar associado a uma escala temporal diferenciada e
estes retrocessos podem perfeitamente pertencer a estrada da maximizagéo do
desenvolvimento. Assim, atese daexisténciadetal lei parece fortalecida e a Unica
argumentacdo que pode derrubé-la por completo esta estruturada num raciocinio
l6gico indutivo. Se a seguéncia evolutiva dos fatos pertence ao caminho
maximizado do desenvolvimento, entdo o ser pode apreender o futuro ndo na
determinacéo da configuracdo exata, mas sim na certeza do estabelecimento do
melhor mundo. Este apreender, ora destacado, € um produto idealista — 0 ser
retém no seu pensamento 0 mundo —, portanto incompativel com uma concepgao
fenomenol 6gica — o ser percebe num certo momento 0 mundo como O seu proprio
mundo, mas que é s uma parte do mundo no qual ele vive e o (re)conhece a partir
das suas experiéncias.

Com isso, os feixes de trajetdrias se orientam no tempo de forma a
indicarem a cada instante multiplas possibilidades para a percepcdo e

compreensdo dos fatos e a manterem a incerteza como norte. Nem mesmo sequer
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a propria ciéncia, que tenta a partir da analise e da observacdo dar conta de um
mundo exterior e objetivo através das sensacfes que estdo além da percepcéo,
consegue gerar previsdes deterministas sobre fendmenos da natureza™, quanto
mais a histéria que se propde a compreender o préprio ser humano em suas
relagdes com o outro e com o mundo. Conclusdo: o futuro € cientificamente
incerto e a histéria como técnica de andlise das transformacfes sociais se vé
renovada, 0 que quer dizer, em sintese, que resta ao ser humano tomar para si, por
meio do conhecimento e da avaliacdo histérica, ou sgja, da sua consciéncia, a
conducdo do presente que, ao seredlizar, ja é futuro.

De volta & matemética. E certo que €la interage com a ciéncia ndo sb no
que diz respeito a representacdo do mundo fisico, mas principalmente na
construcdo de uma estrutura do pensamento, totalmente abstrata, que pode gudar
arevelar a existéncia desse mundo, j& que em algumas vezes, sem 0 seu auxilio,
ainda que se trate do mundo objetivo, ele acaba por fugir a intuicdo e as
percepcdes humanas mais agucadas'®, entdio ela — a matemética — pode ser
considerada uma das principais disciplinas que compdem o conhecimento
humano'’; e mais profunda ainda é essa imbricagdo entre matemética e
conhecimento, a ponto de que contrariamente, certas propriedades
experimentadas no mundo revelam-se como desenvolvimentos realizados em
conceitos matematicos com tal forca que acabam por ser consideradas

contemporaneas da prépria conceituacao™. Sendo assim, a matemética ndo passa

1>« Tanto na dinamica cléssica como na fisica quantica, as leis fundamentais expressam hoje
possibilidades e ja ndo certezas. Nao so temos leis, como também acontecimentos que ndo podem
deduzir-sedasleis’ - llyaPrigogine, Prémio Nobel de Quimica, citado por FONTANA, editado
em 1998, p. 273.

1® Note-se aimportancia das geometrias ndo-euclidianas para a posterior compreensio das
possiveis configuracdes do universo fisico em que vivemos. Ver uma abordagem geométrica
simplificada dos model os cosmol dgicos em SILK, p. 83-101.

YV er asidéias expostas por HARDY, p. 114-133.

8 MERLEAU-PONTY, editado em 1974, p. 124.
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ao largo das investidas educacionais de transformacdo do ser humano, ja que €
peca fundamental do conhecimento na interpretacdo filosdfica do mundo. 1sso
tudo s6 reafirma a matematica como objeto de conhecimento e, obviamente,
passivel de andlise historica. Agora, toda investigacdo do passado ndo pode
prescindir de uma objetivacdo clara dos componentes da estrutura sob andlise,
pois ela esta imbuida de intengdes. No caso da matemética, é primordial tragcar os
contornos que enquadram sua filosofia, ja que ela ndo € mais pura linguagem para
representacdo do concreto e sim uma estrutura logicalabstrata e axiomatica,
construto do mundo interior, que agora ndo sO é mais parte e objeto, mas também
estd a servico do conhecimento. Além disso, sua interagdo com as ciéncias
aplicadas determina que esta maneira de concebé-la — esta filosofia — estegja de
alguma forma associada ou mesmo até subordinada, por conta da intencéo
promulgada, a propria filosofia da ciéncia, 0 que impde uma delimitacdo primeira
desta Ultima. Assim, € importante re-nomear, re-classificar ou re-categorizar a
ciéncia como parte integrante de um conhecimento que leva em consideracéo
todas as interacbes com 0 objeto analisado e que ndo apenas se interessa pelo
dominio de técnicas laboratoriais eficazes em representar 0 desenvolvimento de
certos fendmenos da natureza. Desta forma, a ciéncia passa por uma ampliagéo
conceitual e sua realizacdo € agora medida como a capacidade de produzir,
transmitir e adaptar conhecimentos e técnicas pelas interacdes entre individuos
para melhoria das condi¢fes sociais no contexto cultural, cenério das relacdes

humanas'®. Esta concepcao vai além de uma, por assim dizer, burocrética e, de

¥ HAMBURGUER et al., p. 16:“ Consideramos que as possibilidades de andlise historiografica
se ampliam se conceituarmos a ciéncia como uma pratica de producéo de conhecimentos e
aplicacdo de resultados que estabel ece, através de individuos que a realizam, como sintese de
suas tradicfes formadoras, com caracteristicas locais, em determinados meios sociais’ .
VARGAS, editado em 1994, na sua Introducao ao Histéria da Técnica e da Tecnologia no Brasil,
p. 17, considera que tecnologia € cultura e ndo ‘ mercadoria que se compra’ quando € necessario.
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certaforma, jatradicional idéia— podendo com certeza complementa-la— de que a
ciéncia € medida somente pela producdo que aparece ou € referenciada em
publicactes especializadas, tornando-se por isso sinénimo de originalidade, ainda
que questionavel sga classificar algo como original, e pretende claramente
quebrar o invélucro que mantém a ciéncia como uma atividade alheia as
interagdes sociais e que, de quando em quando, agrega beneficios materiais a
essas interacdes. Entdo, a0 quebrar este invllucro, a ciéncia escapa de uma
armadilha darazéo ocidental e deixa de lado a crenca de que pode dizer melhor do
mundo do que ele préprio e volta a ele para reaprender-se ciéncia. Por sua vez,
entdo, a filosofia da ciéncia deve ser renovada e concebida ndo como um modo
gue o0 ser humano tem de ver e compreender o mundo e, a partir disso, ditar
normas de conduta geral ou, pelo menos, cientifica, mas como sintese dindmica e
dialética entre as visdes de mundo, que o ser humano constréi com auxilio do
fazer ciéncia e do fazer matematica, e as interferéncias dos resultados das ciéncias
e das mateméticas nessa compreensdo de mundo. Dada a ébvia complexidade a
gue essa renovacdo dos fundamentos da filosofia coloca a intelecgdo do mundo,
agregada ainda das dificuldades advindas da quase ininteligibilidade dos
principios da fisica ou da matemética contemporaneas, analisados em suspensdo
ou internamente, “o0 remédio sO pode ser inventar uma nova maneira de
compreender” % Os avangos das ciéncias em geral, e principamente da fisica
moderna em franco didogo com a matemética avancada®, ao invés de
determinarem verdades acerca do mundo, tém demandado, isto sim, o rompimento

do senso comum na consolidacéo do conhecimento. Um dos grandes dramas da

Como expansdo destaidéia— por considerarmos gue ciéncia envolve os desenvolvimentos da
tecnologia bem como da técnica, o desenvolvimento da ciéncia ndo pode deixar de ser considerado
também como aquisi¢ao cultural de um povo.

% OMNES, p. 104.

2 Por exemplo: Mecanica Quantica, Andlise Funcional e Sistemas Dinamicos.
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civilizagcdo de fins do século XX einicio do século XXI € que a dificuldade de se
compreender o0 ser esta estendido inexoravelmente a compreenséo da sua propria
criacdo tecnolégica™ e o deslocamento do problema da compreensio traz & cena
elementos novos, que devem ser tratados com um mergulho destemido em aguas
desconhecidas, pois ndo ha como desvendé-las com as percepcdes limitadas da
antiga forma de vivenciar problemas. Esta atitude tem a missdo de enfrentar as
resisténcias que ainda minam as possibilidades de melhor aproveitar os
desenvolvimentos cientificos em prol de uma compreensdo universal mais
essencial do mundo, ainda que de harmonia desgjeitada a olhares atonitos frente a
utilizagdo das novas formas matematicas desenvolvidas durante o século XX, em
comparagdo com o determinismo mecanicista do seculo XVIII. Na matemética,
especificamente, ela convida a enfrentar com coragem a aridez da sua estrutura
|6gicallingiistica — na qual reside sua prépria beleza, uma vez que a matematica,
a0 incumbir-se de associar um unico significado a cada conceito nomeado,
cumpre eficazmente uma de suas atribuicdes mais freguentes, qual sga a de
representar atraveés de modelos sintéticos os fendbmenos da natureza (inclusive
humana!), os quais inevitavelmente, e ainda que de forma incerta, encontram um
unico fim — para ndo limitala a smples aplicacdes e a representacbes de
contextos previamente fixados™, pois até esse prévio estabelecimento de contexto
passa por reflexdo e conseqliente abstragcdo; ora, matemética é primordialmente
abstracdo e pode, portanto, gerar alguma representacdo de mundo ou algum
contexto em que serda aplicada, suscitando no ser humano a necessidade de

superacdo dos desafios que essa dicotomia real/imaginario (ou concreto/abstrato)

%2 Exemplo: o rastreamento de possiveis problemas no motor de um carro novo é feito
eletronicamente por aplicativos matemati cos e computacionais que envolvem uma quantidade de
conhecimento que, em geral, foge a capacidade de apreensdo individual.

% Contra uma visio simplesmente utilitarista da funcéo da hitéria, ver BLOCH, p. 45.
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interpde & sua compreensdo integral®®. Esta superacdo s6 se dara a partir do
enfrentamento das dificuldades da andlise de contelido matematico puramente
abstrato, ja que hoje uma reflexdo sobre a matematica busca o entendimento de
um mundo proprio que se revela muito mais por um pensamento abstrato do que
pela apreensdo do concreto. Porém, ainda que se deva aprofundar ao maximo a
andlise de contelido puramente abstrato para o seu entendimento, a matematica —
parte integrante do conhecimento humano evoluido e desenvolvido no transcorrer
do tempo ou, simplesmente, parte da cultura humana — necessita também de um
olhar histérico, mas ndo deve negligenciar o passado aproximando-o do presente,
sob pena de incorrer em anacronismo ou interferir em fato ja ocorrido exportando
elementos estranhos ao cendrio observado e supervalorizando determinados
contornos. A atividade em histériatoma o pensamento matematico de hoje atitulo
de comparagdo para a deteccdo de possiveis diferencas evolutivas, mas ndo como
referéncia para julgamento da qualidade do conhecimento desenvolvido pelo
pensamento de outra época®™. Ou seja, esta atividade deve encontrar no passado e
mostrar tudo o que ha de relevante na evolucdo do pensamento matemético, para
sua transformacao e seu desenvolvimento®. E de suma importancia, ainda, notar
gue determinados pensamentos ndo aceitos ou ndo praticados hoje podem ter sido

vistos como atamente revoluciondrios, pois suscitaram uma linha de pensamento

#Ver POINCARE, p. 20, a0 comentar na discussio sobre as dificuldades de se compreender a
matemética no seu formato dicotdmico anal itico-geométrico, 16gico-intuitivo: “ ... ao se tornar
rigorosa, a ciéncia matematica assume um carater artificial que surpreendera a todos; esguece
suas origens histdricas; vé-se como as questfes podem resolver-se, Ndo se vé mais como e por que
elas surgem”.

% BLOCH, p. 65-6; HOBSBAWM, editado em 1998, p. 165.

% Duas discussdes importantes s3o realizadas por D’ AMBROSIO em A interface entre Histéria e
Matematica: uma visdo historico-pedagdgica (ver FOSSA, editado em 2000, p. 241) e por SILVA
DA SILVA em Matemética no Brasil: historia e relag@es politicas (ver FOSSA, editado em 2001,
p. 14). Ver também como a Histéria da Matemaética é tida como uma atividade de pesquisa no
contexto da Educacdo Matematica nas Consideracdes sobre o Programa de P6s-Graduacdo em
Educacao Matematica da UNESP — Rio Claro, artigo de BICUDO, M. A. V., VIANA, C. C. de S.
e PENTEADO, M. G., no BOLEMA n° 15 (BORBA, p. 113).
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muitas vezes completamente antagonica a estes Ultimos?’. Agora, como a histéria
do real é algo inatingivel ou apenas potenciadmente atingivel, a histéria &
realizavel como atividade e esforco de compreensdo, de reflexdo e de
interpretacéo de fatos do passado e de consolidacéo de conhecimento que age no
futuro® — presente consolidado, portanto, toda esta percepcdo da realidade
passada deve apresentar duas caracteristicas basicas. aproximar o objeto de
andlise o0 méximo possivel do contexto espaco/tempora em que estavalesta
inserido e afastar a andlise de modelos preestabel ecidos ou gerados fora dos seus
contextos formativos e culturais. Um tema que a todo momento € visitado na
estruturacdo deste fazer histéria da matemética € o da cultura que se consolida na
medida em que se tem experiéncias vivenciadas com os elementos definidos, ou
que se definem a partir da prética, como pertencentes a matemética. Dois
caminhos para analisar questdes da investigacdo em histéria da matemética, que
estd a servico de uma histéria universal®, parecem bem definidos: o de lidar com
objetos historicos da matemética™ e o da Etnomatemética.

A investigacdo através da Etnomatemética®™ esta calcada no seguinte
roteiro:

1°) Reflex&o sobre ainteracdo do individuo com o meio;

" Um bom exercicio — ainda que taxado de positivista, 0 que parece pouco relevante neste
momento — de apresentar os contornos sociais que obrigaram o ser humano a desenvolver o
conhecimento matemético é apresentado por CARACA, p.101-117.

% FONTANA, editado em 1998, p. 265.

% BLOCH, p. 67-8; HOBSBAWN, editado em 1998, p. 292.

% ARBOLEDA, p. 16, considera que: “ Para nossa concepcéo do trabalho histérico, o

restabel ecimento da constituicdo das idéias matemdticas deve comportar um estudo complexo do
processo integral que as originou. Conseqlientemente terd que dar conta da intervengéo que, no
campo do pensamento, exer ceram tanto as condi¢es econdmicas como o estado de
desenvolvimento das técnicas (no caso da matematica: a fisica e a mecanica) e, muito
especificamente, a incidéncia que certas ideol ogias fil osdficas exerceram (como oposi¢ao ou
portadoras de mudanca) no surgimento de novas nogdes’ .

1 Ver 0 seminal D’ AMBROSIO, “ Etnomatemética” .
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2°) Observacdo da sintese que otimiza as préticas mais frequentes de um certo
grupo em contato com 0 mundo;

3°) Observacdo de que a sintese apreende o essencia do ser humano e, portanto,
contém o que é universal;

4° Andlise do que ha de matematica nesta esséncia universal do ser humano.

Ja o outro caminho pode focar quaisquer dos elementos ligados
tradicionalmente a matemética — um contetido especifico, uma é&rea de pesquisa,
um personagem, uma instituicdo, um texto, etc. — e segue esse roteiro:
1°) O modo ocidental dominante é tomado como padrédo de comparacdo para o
fazer matemética;
2°) Observacdo dos estagios de desenvolvimento local e globa da disciplina e
comparagao dos niveis alcancados entre as duas esferas de atuacao;
3°) Andlise das interferéncias reciprocas do fazer mateméticalocal e global.

O didlogo entre estes dois fazeres é altamente proveitoso como aplicacdo a
Histéria da Matemética, pois na medida em que avancam as duas frentes de
estudos vai-se consolidando o conhecimento matematico e reconhecendo-se 0
nivel de desenvolvimento dessa atividade -cultural local, através da
ethomatemédtica, e, também, em comparacdo com uma realidade mais global,
através das interferéncias vivenciadas por intersecdes culturais de povos® — o que
pode incluir, certa e obviamente, trocas de conhecimentos mateméticos.

O caso do Brasil é exemplar e nunca € demais relembrar: tomando-se o
corte apresentado por Nachbin no final da Introducdo e langando-se méo apenas
do fazer Historia da Matematica no sentido convencional, a Histéria da

Matemética — como corpo tedrico ou disciplina autbnoma — no Brasil tera inicio

%2 N&o seria correto aqui intercAmbio cultural, pois desta forma haveria uma conotag&o de certo
voluntarismo entre as partes, 0 que limitaria a situagao a apenas um tipo de inter-relagdo cultural.

31



apenas apos a década de 1930 por conta de trabalhos como os de Mauricio
Peixoto sobre Estabilidade Estrutural e do proprio Leopoldo Nachbin sobre
Topologia e Andlise Funcional, dentre aguns poucos mais. Em termos
convencionais, antes da década de 1930 a matematica brasileira era apenas
consumidora, seus desenvolvimentos eram realizados em funcdo apenas de
necessidades das ciéncias aplicadas, mais especificamente das engenharias®, e ja
no seculo XX estava ainda desconectada dos avancgos a cancados pelo rigor formal
do XIX como corpo axiomético e longe também das conseqlientes questdes que
efervesciam nos ambitos da |6gica e da filosofia da matemética®. Ent&o, somente
a partir dos trabalhos indicados acima € que ela passa a ser, também, produtora.
As duas observacBes seguintes refletem a importéncia do didlogo descrito
anteriormente: primeira, € sob o abrigo da Etnomatemaética e do fazer Histéria da
Matemética, preconizado em todo este capitulo, que a producdo cientifica
matemética brasileira ganha sentido independentemente do corte indicado por
Nachbin e, segunda, é na busca das respostas que possam explicar as causas das
ateracbes ocorridas na década de 1930 e, também, como consegiiéncia e
subproduto dela, o porqué do nome de Luigi Fantappié entrar para a matematica
brasileira. O toque convencional ir4 reaparecer aqui, o lluminismo llustrado de
Luigi Fantappié ndo € dispensavel, ao contrério, ele serdimportante na medida em
que contribuir com informacbes para a compreensdo do contexto geral que
envolveu a matemética brasileira daquele periodo. No entanto, a criagdo da

Universidade de Sdo Paulo — USP e da sua Faculdade de Filosofia, Ciéncias e

¥ Ver o desenvolvimento da técnica e da tecnologia no Brasil em VARGAS, principalmente as
Partes| ell, das p. 38 a279.

% S30 exemplares as questdes |6gi cas/fil osoficas a respeito do carater axiomético da matemética,
envolvendo no seu formalismo os problemas da consisténcia e da hipétese do continuo e gerando
as principais correntes fil osoficas — logicismo, intuicionismo e formalismo — que foram, de certa
forma, iniciadas e discutidas por Giuseppe Peano, David Hilbert, Ernest Zermelo, Alfred North
Whitehead, Bertrand Russdl, L. E. J. Brouwer, Kurt Goedel, dentre outros. Ver EVES, p. 655-84 e
KATZ, p. 797-814.
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Letras — FFCL, cenario local para as investigacfes histéricas pretendidas, ndo é
apenas um ato isolado na Historia do Brasil que por s faz uma revolucdo em
determinada &rea do conhecimento®, ele faz parte de uma paisagem muito mais
complexa na qual se discutiu, apdés o amadurecimento advindo de diversos
movimentos surgidos em fins da década de 1910 e inicio da de 1920 — em gera no
meio intelectual, atuantes nas esferas politico e cultural — e que culminaram com a

busca e a consolidagdo do sentido de nagdo para o povo brasileiro.

% D’ AMBROSIO notou que a prépria ciéncia, para se desenvolver como canal aberto e
globalizado de troca de experiéncias, necessita de guaritainstitucional, em A Influéncia Italiana
nas Atividades Cientificas Brasileiras, In DE BONI.
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Capitulo 3

Cenario da década de 1930

Voltar o olhar para a década de trinta, € vissumbrar um periodo marcante
para o mundo e, em especial, parao Brasil.

A década que se inicia em outubro de 1929 com a quebra da bolsa de
valores de Nova York, pintando com cores vivas (ou negras, mas nitidas) o
colapso do liberalismo. Estava aberto o caminho para formas politicas de
inspiragdo pouco racional, estruturadas num discurso nacionalista exacerbado
elevado as Ultimas conseqliéncias. as politicas nazi-fascistas. Tébua de salvacéo e
ultimas esperangas para o livramento do mundo da ameaca socialista. Pelo menos
€ 0 que parte da Alemanha e Itdlia pensavam ao permitirem a ascensdo ao poder
dessas formas totalitérias.

No Brasil, que também ndo ficara imune a esses acontecimentos, o0 que se
observa € 0 ensaio dos primeiros passos na busca de sua identidade enquanto
nacdo moderna, numa tentativa de se livrar da frustragdo que ainda minava a
estima das classes dirigentes, visto que a esperada modernidade néo ocorreu na
transi¢céo da monarquia para 0 modelo republicano.

Em 1930, pode-se afirmar, inaugura-se o chamado Brasil moderno. Mas
como a modernidade se inscrevia em terras brasileiras? Com uma revolucéo,
assinalava-se o fim de um modelo politico pouco representativo diante das novas
forcas sociais e econdmicas emergentes. Partindo do Rio Grande, as fileiras
rebeladas lideradas por Getulio Vargas, chegaria a0 Rio de Janeiro em outubro

deste ano, expulsando o presidente Washington L uis para o exilio.



A Revolucéo de 30 é considerada pela historiografia como um momento
de mudanca. Mesmo que o termo revolugdo muitas vezes encontre resisténcia para
seu emprego como definicdo deste movimento, € certo que transformacdes
ocorreram no cenario brasileiro, colocando assim, logo de saida, um primeiro
problema: definir o caréter do movimento que pds fim a primeira fase do periodo
republicano brasileiro, se é que é possivel optar por uma defini¢cdo sem estabel ecer
vinculos com quaisquer dos projetos politicos-ideol 6gicos associados a ele.

Bem, € inegavel que 1930 traga no seu bojo a construcdo de um novo
panorama politico para o0 pais, mas por outro lado, ainda constituem fonte de
intensa discussdo as reais dimensdes atingidas por esta data, ou melhor, por este
movimento, que a historiografia brasileira convencionou chamar de Revolugdo de
30.

Em primeiro lugar, o préprio conceito de revolucdo necessitaria, neste
caso, de uma melhor definicdo. S&0 variados os usos que o termo abriga e,
dependendo da fonte tedrica utilizada, seu significado pode encampar sentidos
contraditorios, no entanto, todos acabam encontrando justificativas para seu
emprego’. Para uma histéria cujo papel é legitimar os atos dagueles que ocupam o
poder — prética muito comum nas mais diversas sociedades e culturas’, 0 emprego
do termo quase sempre significa o inicio de um novo regime; a revolucéo expulsa
o velho e inaugura o novo, servindo entdo para alimentar de glérias 0 mito da
origem®. E assim &, desde de que o termo adquiriu sentido politico, a0 que parece

em 1789 na Franca.

! Para uma discussdo mai's elaborada sobre o termo revolucéo ver On revolution de Hannah Arendt
(ARENDT).

% Ver inspiracao para essas idéias en FONTANA, editado em 1998..

¥ BLOCH, p. 56-60.
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Mas, a amplitude do conceito e suas varias defini¢cdes possibilitam vé-lo,
também, possuidor de outros significados, que embora procurem percorrer
caminhos distintos, acabam se encontrando. E o caso dos marxistas, por exemplo.
A interpretacdo, de que se valeram os tedricos do Partido Comunista Brasileiro,
sobre o ocorrido em 1930 € que o movimento ia ao encontro das teses da Il
Internacional, afirmando a idéia de revolucdo burguesa. Por muito tempo a
Revolucao de 30 foi tida como uma revolucdo burguesa pelos olhares tedricos do
Partido, como uma etapa necessaria a ser cumprida na criagdo das reais condicdes
para a verdadeira revolugdo socialista. Embora os marxistas tenham se valido de
uma argumentacdo do tipo cientifica, 0 uso do conceito era de serventia politica,
j& que o Partido, em sua desenhada caminhada para o poder, procurava debelar
outras faccBes do movimento operério, particularmente os anarquistas. Nestas
condi¢Bes, o movimento liderado por Getllio Vargas atendia aos interesses do
Partido, j& que no seu entender ele era composto pelas forcas progressistas que
caminhavam rumo a revolucdo democrdtico-burguesa e que criariam, desta
maneira, as condicdes necessarias para a futura revolugdo emancipadora do
proletariado, mesclando ciéncia e ideologia num jogo de justificagdo das vontades
idealizadas!

O trabalho mais acurado dos historiadores, principalmente a partir da
década de 1960, comegou a trazer a tona uma andlise mais isenta na tentativa de
procurar entender melhor os acontecidos de 1930. Merece destaque a
interpretacéo elaborada por Francisco Weffort em seu estudo sobre as origensd' o
populismo na politica brasileira® e o trabalho ‘ Revolug&o de 1930: historiografia

e histéria’,®> desenvolvido por Boris Fausto, que tornou-se um classico sobre o

4 WEFFORT.
S FAUSTO.
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tema. Tais obras, que permitiram uma visdo mais atenta dos fatos ocorridos,
procuraram desmontar as interpretagdes que até entdo existiam. Segundo Fausto,
duas dessas interpretacOes sG0 as mais marcantes. a primeira, utilizada pelos
preconizadores da analise embasada no materialismo histérico, alegava haver uma
disputa entre o setor agrario-exportador e a nascente burguesia industrial — a
chamada ‘tese dualista’ ; a segunda insistia que 0 movimento gerador da revolucéo
era fruto dos interesses classistas representados pel os tenentes, que, devido as suas
origens sociais, representavam as classes médias urbanas que discursavam em prol
da moralizagdo do processo eleitoral, e em sua profundidade pouco aterava a
estrutura socioecondmica. Fausto procura entdo desmontar estas interpretactes
apoiando-se na tese defendida por Weffort de que 0 movimento originara um
vazio de poder, ndo existindo qualquer classe capaz de exercé-lo com hegemonia,
e que encontrara como solugdo uma férmula peculiar aos brasileiros conhecida
como solugdo de compromisso. Esta visdo destitui de veracidade tanto a idéia de
disputas intersetoriais dentro da elite — a famosa tese da razdo dualista, como
também descarta a hipétese de que a Revolucéo de 30 teria sido resultado de
articulagdes da classe média representada na politica pel os tenentes.

Existe também uma outra vertente nascida com a retomada, em finais da
década de 1970, dos estudos sobre a formagdo da classe operédria brasileira, que
classifica o fenbmeno como uma agdo contra-revolucion&ria. Neste sentido, o
termo contra-revolucéo significa que os reais agentes da revolucdo social teriam
sido impedidos de redlizé-la devido a uma atitude deliberada dos comunistas
brasileiros. Segundo este olhar, o Partido Comunista, na ansia de tornar-se
hegemdnico junto a classe trabalhadora, procurou afastar outras forgas atuantes no

seu seio, principamente os anarcossindicalistas, criando assim uma situagdo de
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inatividade para as organizagOes de trabalhadores, de maneira que ndo fosse
possivel a atuacdo dessa classe no desenlace da trama que levou a derrubada das
oligarquias do poder. Seguindo uma lb6gica de ocultacdo do papel dos
trabalhadores, a historiografia brasileira teria construido uma visdo sobre a
Revolucéo de 30 baseada na eliminacdo dos vestigios de atuagéo e, até mesmo, da
existéncia dessa classe num delicado momento da Historia do pais.

Se ndo € possivel estabelecer uma Unica versdo para o episodio, tanto
melhor, pois isto demonstra apenas que o trabalho do historiador ainda néo se fez
por terminar. Aqui aparece mais uma vez a corroboragdo da impossibilidade de se
construir uma verdade absoluta, 0 que n&o significa que a busca por ela ndo deva
continuar a permear os trabalhos em histéria.

Retomando a década de 1930, e agora, direcionando nossa atencdo para as
consequéncias imediatas da Revolucéo de 30, iremos nos deparar com a agéo mais
contundente, no sentido contrario a esse movimento, que foi a guerra civil
detonada por S80 Paulo em 1932. Essa nova mobilizacdo também reivindicou
para s o titulo de revolucéo, mas ndo parece traduzir de forma adequada o termo.
Se, ainda assim, essa interpretacdo é feita em um sentido entendido como uma
forma de depuragcdo da sociedade na busca de uma formulagcdo mais raciona e
preocupada com a melhoria das relagbes sociais, ndo € bem isso o pretendido
pelas liderancas do ato de rebeldia deflagrado a partir de Sdo Paulo, tanto €
verdade que o crescente operariado paulista acabou por se opor a atitude tomada
pelas liderancas politicas dirigentes do Estado. Na melhor das hipGteses, este
movimento teria contado com 0 apoio entusiasta da classe média paulista e teria
sido articulado junto ao Partido Democrata, agremiagdo politica cujos quadros

eram oriundos dos industriais de Sdo Paulo.
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Mesmo derrotados nos campos de batalha, os paulistas acabaram
conseguindo dar ténus ao projeto constitucional que reivindicavam. Se a ruptura
da ordem politica em 1930 pode ser encarada como revolucionéria, 0
estabel ecimento da nova ordem através do projeto constitucional nem tanto. Antes
deve ser vista como fruto da propria contra-revoluco, como observa Angela de
Castro Gomes’: “ Desta forma poderiamos caracterizar a Constituinte de 1934 ndo
como fruto da revolugéo e sim como exigéncia da contra-revolugdo”.

Assim, eram consagrados, em nome da democracia, principios do
liberalismo, atendendo diretamente aos interesses de setores economicamente
dominantes na sociedade. Os trabalhadores, cuja representatividade ficara muito
aquém de seu potencial, acabavam se submetendo a uma ordem que minava
continuamente sua autonomia, até a chegada do Estado Novo, que definitivamente
selaria o destino da classe trabalhadora sob a tutela estatal.

O interregno de convivéncia relativamente democrética va até o fina de
1935, mesmo assim fortemente marcado pela aguda disputa ideoldgica entre
direita e esquerda, ou entre, fascistas brasileiros aglutinados na Acdo Integralista
Brasileira e anti-fascistas, que formavam um grande leque que englobava desde
liberais, democratas, até mesmo, mais a esquerda, 0s comunistas que estavam
abrigados sob o signo da Alianca Nacional Libertadora. A polarizacdo ideoldgica
que cada vez mais se acentuava na Europa atravessava o Atlantico e vinha
assinalar sua presenca no territorio brasileiro. A medida que cresciam as forgas do
nazi-fascismo na Alemanha e na Itdlia, também se tornava mais acirrado o
enfrentamento entre os integralistas e a frente que Ihe era contraria no Brasil, que

em cada momento ficava ainda mais sob o controle dos comunistas.

® GOMES.
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Em 1935, alguns integrantes da ANL, inflamados pelos discursos de seu
lider maior, o jA membro do PCB, Luis Carlos Prestes e alimentados por analises,
um tanto precipitado (para ndo dizer equivocadas), promoveram uma insurreicao
nos quartéis do Rio de Janeiro, Natal e Recife, com o intuito de levar a cabo um
projeto de revolucdo socialista, pois, aém do mais, para os integrantes dessa
empreitada, o Brasil corria sérios riscos de caminhar rumo ao fascismo com o
governo Vargas. Este movimento, debelado pelas forgas legalistas, ficou
conhecido pejorativamente como ‘intentona comunista’. Sua ocorréncia serviu
para disseminar junto aos militares um 6dio a0 comunismo, nem tanto pelo seu
projeto politico, mas pelo fato de semear a insubordinagdo e, principalmente, o
sentimento de traicdo dentro da corporagdo. Sentimento que irA marcar
profundamente a formacdo dos militares brasileiros, mais tarde, servir4 de
desculpa para que as instituicoes militares desfiram um golpe que colocaria fim a
prética politica getulista.

A tentativa de tomada dos quartéis, como forma de desencadear a
revolucéo social, por parte dos membros da ANL, acabou servindo como pretexto
para o0 governo Vargas colocar em andamento seu plano de continuar no poder,
desrespeitando 0 que ditava a constituicdo aprovada em 1934. Promovendo a
perseguicdo aos comunistas, como a todos os demais integrantes da ANL, o
governo passou a anular um segmento politico bastante importante numa eventual
luta pelo ndo cumprimento da Carta Magna. Mais tarde, o pretexto para esse néo
cumprimento seria forjado através de um documento elaborado dentro do préprio
exército, o famoso Plano Cohen, sobre a existéncia de um complé comunista, o
que justificativa entdo a implantacdo do Estado Novo, ou sga, a ditadura

varguista.
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Em meio a este cenario de incertezas politicas, mudancas na sociedade e
na economia, interpretar o Brasil, entender a formacdo da sociedade, de suas
instituicdes politicas e os caminhos econdmicos percorridos por essa nagéo,
apresenta-se como uma necessidade. Como lidar com a nova realidade urbana,
onde as cidades a cada dia crescem mais? Como desenvolver um programa de
industrializagcdo consistente e a0 mesmo tempo lidar com as reivindicagdes dos
trabalhadores deste setor? Como prover um ensino bésico e técnico que atenda as
demandas de uma sociedade que se moderniza? Como conciliar a necessidade de
crescimento econdmico com a crise econdmico-financeira sustentada para
manutencdo de perdas reduzidas para os produtores agricolas (cafeicultores,
principalmente)? Como construir autonomia industrial? Como criar a tdo desejada
identidade como nag&o moderna?

Essas e outras questdes passam, direta ou indiretamente, para se
resolverem, pela discussdo de como dominar e desenvolver ciéncia e tecnologia
Portanto, € preciso saber! Diante dessa realidade, a criagdo de institui¢ces voltadas
para a producdo de conhecimento torna-se prioridade. Até entdo, o0s
estabel ecimentos de ensino superior existentes no pais estavam voltados para uma
formagao bacharelesca em instituigdes i soladas, onde estudos sistematizados eram
poucos e o0s debates académicos entre areas eram quase insignificantes, dada a
insipiéncia dos canais de discussdo, quando havia.

S80 Paulo, 0 estado em estdgio mais avancado de desenvolvimento
econdbmico, no qua se localizava o parque industrial mais promissor —
prioritariamente comandado por imigrantes italianos —, preocupado com esta
situacdo e imbuido da idéia de — e também embebidos pelo ideal dos intelectuais

brasileiros formados na Europa, principalmente na Franca — de se consolidar
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como sintese da almejada identidade moderna para o pais e, consegiientemente, de
se colocar como seu carro chefe e condutor politico, econémico, cientifico e
cultural’, procurou sanar as adversidades com a criagdo de uma universidade
capaz de aglutinar o pensamento cientifico de todas éreas. E neste contexto que
nasce a Universidade de S8 Paulo®, reunindo a Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras e a Escola de Sociologia e Palitica, recém criadas, as ja existentes Escola
Politécnica, Faculdade de Medicina e Faculdade de Direito. Nascia, assim, a
primeira universidade paulista. Para que sua producdo estivesse em um nivel
comparavel as instituicdes mais antigas existentes na Europa, 0s responsaveis pela
criagcdo dessa universidade brasileira foram buscar nas principais escolas de
pensamento européias 0s académicos que proporcionariam aos alunos brasileiros
uma formacdo sdlida e atualizada. Porém, motivada ideologicamente, num
periodo propicio para isto como visto anteriormente, a €elite paulista, organizada
principalmente em torno de Julio de Mesquita Filho, envia Theodoro Ramos, um
dos pilares de sustentacdo dessa empresa dada a dimensdo de sua inser¢édo no
cendrio cientifico nacional®, como representante dos interesses do Governo
Paulista a Europa para “ estudar o funcionamento das universidades e contratar

professores’ .® A lista de contratacdo, previamente estipulada apds exaustivas

" A tese de que a criac8o de uma universidade atenderia aos propésitos de Armando de Salles
Oliveira, governador do Estado de S&o Paulo e idealizador do projeto, seria uma resposta a derrota
militar infligida por Getulio Vargas ao Estado durante 1932 e um meio de garantir a subida ao
poder central € um pouco controversa. Além disso, ha que se observar o processo de
amadurecimento cientifico e cultural pelo qual o pais passou durante a década de 1920, acentuando
assim aidéia de fortalecer aidentidade nacional. Paratanto, ver comentério inicial em SILVA, p.
211-2.

8 Em HAMBURGUER, p. 261, Patrick Petitjean comenta em As missdes universitarias francesas
na criacdo da USP: “ Quando o decreto da fundagdo da USP foi publicado, emjaneiro de 1934, ja
havia portanto uma heranca de cooperacéo entre a Franca e o Brasil. A USP era o vetor deum
triplo projeto: politico liberal (formar elites paulistas para modernizar a nagéo brasileira),
educativo (uma universidade, moderna, a imagem dos paises europeus) e cientifico (uma forte
demanda de ciéncia para o ensino, sobretudo para a formacao de pesquisadores).”

°Ver SILVA, p. 200-10: uma resenha sobre a formago académica de Theodoro Ramos.

19 Patrick Petitjean em As missdes universitérias francesas na criagio da USP, HAMBURGUER,
p. 263.
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negociagbes para conciliacdo dos interesses da comunidade de descendentes
italianos, principalmente, que lutaram por uma representacdo significativa de
intelectuais da Itdlia, determinava que Theodoro Ramos fosse buscar inicialmente
na Franca intelectuais ligados as carreiras de humanidades, na Itdlia, fisicos e
matematicos, na Alemanha, quimicos, zodlogos e botanicos e na Inglaterra,
literatura inglesa. A investida na Europa e as conseqgientes primeiras contratagoes
geraram as primeiras MissOes Estrangeiras na USP. Estas Missdes, ainda que
fossem periodicamente renovadas, tinham um papel fundamental para a formagéo
dos primeiros quadros de docentes e pesquisadores, que viriam posteriormente
ocupar as cétedras da universidade para tocila avante. A Missao Italiana foi
congtituida inicialmente por trés professores: Piccolo para a Literatura Italiana,
Gleb Wataghin para a Fisica e Luigi Fantapié para a Matemética. E aqui que se
iniciam as buscas por entender a ligagdo do personagem principal — Luigi
Fantappie — desse trabalho com a matematica brasileira, e o legado que a partir

desta relacéo foi gerado para a nossa Histéria da Matematica no Brasil.



Capitulo 4

Luigi Fantappie

O anticlimax de toda novela, por assim dizer, tem inicio no seguinte
fato: em 1934 chega a Séo Paulo o personagem principal, 0 matemético italiano
Luigi Fantappie para assumir a Cétedra de Geometria Superior na entdo recém
fundada Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras (FFCL) da Universidade de S&o
Paulo — USP.

Em principio, nesta historia, 0 personagem ndo ganha vida pelos seus
feitos, mas pelo momento histérico, pelo contexto, e por isso os holofotes sdo
acesos sobre ele, porque ha uma missdo a ser desempenhada e deve ser levada a
cabo por alguém, qual sega, a de se congtituir um curso de matemética com
autonomia para desenvolver pesquisas avancadas e com capacidade de formar
professores para atuacdo na escola média. Fantappie, por ser um matematico
promissor e um discipulo de Volterra, foi indicado a Theodoro Ramos por
Francesco Severi: indicagdo aceita de ambas as partes.

Duas linhas de estudos, baseadas em duas das inquietagdes do presente,
podem ser levantadas aqui, porém, € certo que de alguma forma elas venham a se
interdependerem ou interpenetrarem durante os procedimentos de investigacéo,
pois este envolve a busca por entender atividades do ser humano, que € complexo
e 0 seu conhecimento ndo se da de forma segmentada. Pois bem, as duas
possi bilidades s&o as seguintes:

1. Perscrutar a vida de Luigi Fantappié e seus relacionamentos com a

comunidade italiana local durante a sua passagem por S&o Paulo (1934-

1939);



2. Rastrear as atividades de pesguisa cientifica, numa perspectiva ampliada,
como a proposta no Capitulo 2, que deixaram marcas no desenvolvimento
da matemética brasileira.

A investigacao do primeiro problema proposto é de dificil execucéo — e até
mesmo por isso extremamente instigante — dado que, de saida, se colocam
algumas questBes preliminares de cunho atamente subjetivo e de cardter pessoal,
como por exemplo: quais sd0 as reais necessidades que fizeram Fantappié
empreender uma viagem a0 Brasil? Se ndo as necessidades, entdo quais as
intencdes, ou melhor, os desgjos que 0 moveram até Sdo Paulo? O maximo que
parece possivel é observar o cenario que o cercava no momento da sua decisdo. O
quadro econémico mundial, no inicio da década de 1930, era recessiva®, portanto,
dificuldades de emprego tornaram-se evidentes — nas grandes economias
americana e européias, inclusive e obviamente, por serem ja atamente
interdependentes —, mesmo para pessoas diferenciadas por qualidades inerentes ou
advindas de boa formacgdo profissional (que, num quadro econdémico oposto, em
funcéo destas qualidades, ndo se sujeitariam a toda e qualquer oferta). Fantappié
era um jovem matematico de muita habilidade em sua éarea e talvez tencionasse
posicdo de maior destaque na sua comunidade académica’, o que poderia (na sua
viso!?) ser invidvel naguele momento®. Assim, aceitar uma posicdo importante e
quase central num projeto que redundaria na criagdo da Universidade de S&o

Paulo poderia colocélo em situacdo de permanente estima junto a sua

! Ver cenério refletido especificamente no Brasil, por conta da crise da bolsa de valores de Nova
lorque em 1929, no trabalho Formacdo Econdmica do Brasil de Celso Furtado (FURTADO).

2 Essa serd chamada de * tese de ambiczo’.

% Gleb Wataghin, en HAMBURGUER, p. 263, indicado por Enrico Fermi a Theodoro Ramos para
ocupar cadeira de fisica na USP, ponderou apds uma primeira negativa ao convite paravir ao
Brasil: “ era o facismo, e eu ndo podia ficar. Eles me fizeram também compreender que seria
dificil, para mim, obter um posto detitular na Italia. Que eu faria melhor em aceitar a proposta
que era uma proposta generosa” . E claro que a situac&o de Fantappié era muito mais confortavel
em termos ideol 6gicos na I télia, porém, esse tipo de postura serve também como alerta aos que
pretendem se mostrar fiéis a ordem estabel ecida.
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comunidade de origem e, dado 0 sucesso possivel e até inevitavel do projeto
aliado a0 seu pioneirismo voluntério, levalo a posicdes inicialmente desejadas,
gquando um cendrio econémico mais favoravel assim o permitisse. Uma outra
possibilidade de entender Fantappié € a aceitacdo — mais simplista no analisar
pessoas, pois trabalha com esteredtipos — de que suas motivagoes sao apenas as de
uma devotada militancia politica®; Fantappi, dada a sua filiacdo ao Partido
Fascista italiano, colocou-se como instrumento de propaganda e influéncia para
cativar outros povos a sua causa; atitude bastante comum num periodo em que
paises como Franga, Inglaterra, Alemanha — e ndo s6 Itdlia— tentavam, através de
politicas institucionais, recuperar ou aumentar a participacdo em mercados atraves
da influéncia intelectual sobre os formadores de opinido e dirigentes de paises
periféricos que comecavam a esbocar organizacdo politica auténoma’.

Além do exposto até aqui — e independente de qual desses dois caminhos
foram adotados para desvendar Fantappié, caminhos que podem inclusive se
completar — 0 que ainda parece objeto de andlise é a assunc¢éo de que o préprio
Fantappie ndo acreditava na possibilidade, ou mesmo n&o atinha, de ocupar cargo
de proeminéncia em alguma Universidade italiana de seu interesse. Bem,
Fantappie era um dos discipulos, por assim dizer, favoritos de Vito Volterra
(1860-1940). Sob sua influéncia, ao se aprofundar nos estudos sobre teoria dos
funcionais — que teve no préprio Volterra um dos pioneiros —, introduziu, no final
da década de 1920°, o conceito de funcionais analiticos e foi um dos maiores
expoentes no seu desenvolvimento’. Mas isso ndo foi suficiente para a sua

imediata ascensdo académica. Apesar de toda sua capacidade, ndo chegou a

* Essa serd chamada de * tese de militancia politica’.

®>Ver HAMBURGUER: livro que explora o tema.

® Ver Opere Scelte, FANTAPPIE, editado em 1973.

"Verem LEVY, p. 357-60, as consideragdes iniciais de FRANCO PELLEGRINO a0 seu
complemento sobre funcionais analiticos.
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superar de forma contundente — em verdade, de forma alguma— a grandeza de um
Vito Volterra, por exemplo. Portanto, como grandes mateméticos italianos ainda
estavam ativos, a oferta das melhores vagas estava naturalmente limitada e a saida
mais vantgjosa seria aventurar-se noutros mercados. Esta andlise acaba por
fortalecer a tese oferecida anteriormente para interpretar a estratégia de Fantappie
em relacdo a sua vinda ao Brasil. Alias, ndo a tese, mas sim a composi¢cdo das
teses de ambicdo e de militancia politica é que se fortalece como resposta a
primeira das duas possibilidades investigativas surgidas das inquietagbes do
presente.

Depois de eshogado algum contorno do que podera ser a motivagdo para a
discussdo acerca da vida de Fantappie em S&o Paulo, que, diga-se, ndo é a opcao
deste trabalho, 0 que se pleiteia agora € uma investigacdo sobre as atividades
cientificas prioritariamente — e ndo o rastreamento das atividades docentes ja
registradas nos documentos oficiais —, portanto, 0 acompanhamento da evolucéo
dos fatos relativos a sua chegada a Sdo Paulo serdo agora relevantes sendo para a
compreensdo ou desvelamento total destas atividades, pelo menos para entender o
enredo que as envolve e assim descobrir alguma linha de raciocinio que leve ao
pretendido.

Assim, retomando o andar da carruagem, Theodoro A. Ramos® é quem foi
incumbido de vigjar para a Europa e contratar professores que iriam ocupar as
principais cdtedras de uma nova universidade, a Universidade de S&o Paulo —

USP, criada em 25 de janeiro de 1934, através de decreto governamental do entdo

8 CASTRO, p. 61, faz comentério sobre a criaggo da FFCL-USP; “ Em Sio Paulo, Theodoro
Ramos, que reunia todos os requisitos para reger uma das cadeiras de matematica criadas coma
faculdade, declinou de um convite que Ihe foi feito para isso e aconselhou 0 Governo do Estado a
contratar professores estrangeiros, ndo so para a matematica, mas para outras cadeiras
cientificas. Encarregado €ele préprio de contrata-los na Europa, convidou o matematico Luigi
Fantappié para professor de analise” . Ver, também, a Palestra inaugural do 16° Coléquio
Brasileiro de Matemética, proferida pelo Prof. Elon Lages Lima, em VOLOCH, p. 3-4.
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interventor federal em S&o Paulo, Armando de Salles Oliveira, homeado por
GetUlio Vargas em agosto de 1933°. E claro que era preciso para a formac&o dessa
Universidade, ja que ela deveria abranger universalmente todas as areas do
conhecimento, a criacdo de uma Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras, que
teria sob sua guarda cursos ligados as Ciéncias Puras (Matemética, Fisica), as
Ciéncias Naturais (Biologia, Quimica) e as Ciéncias Sociais (Geografia, Historia,
Sociologia). Com isso, ajuncéo da FFCL com a Escola Politécnica e a Faculdade
de Direito atingiriam (como efetivamente atingiu) o universo desgjado para a
constituicdo de uma Universidade — no caso, a USP. Houve toda uma estratégica
para a contratacdo de professores; na verdade, houve uma prévia associacdo das
vagas a serem preenchidas com escolas académicas européias: Ciéncias Humanas
— Franca; Matemética e Fisica — Itdlia; Quimica e/ou Biologia — Alemanha e/ou
Inglaterra™®. As Missdes Estrangeiras, referenciadas através da origem de seus
professores e, obviamente, das suas respectivas areas de atuacdo, deveriam, como
de fato foram, renovadas até que se formassem as condic¢des ideais para que 0s
préprios pesguisadores e docentes aqui treinados pudessem assumir a gestdo
integral da universidade.

Ent&o, as cétedras a serem preenchidas em S8o Paulo eram as da FFCL.
Agora, com o surgimento de um Curso de Matemética — somente para focar a &rea

de interesse deste trabalho — que viria, num primeiro momento, suprir deficiéncias

® Apesar de parecer completamente descabida a hipétese de resposta de Sio Paulo a ditadura
varguista, Nota 7, Capitulo 3, por conta de que Armando de Salles Oliveirafoi interventor de
Vargas em S&o Paulo, elando pode ser desacreditada somente por este fato, ja que, em
contraposicdo, Armando de Salles Oliveirafoi a solucéo caseira que Getulio Vargas encontrou
para diminuir os problemas com a administracéo local, e ponha-se caseira nisso, pois o
Governador tinha vinculos com o PD e era cunhado de Julio de Mesquita Filho, diretor do jornal O
Estado de SAo Paulo. Ver FAUSTO, editado em 2003, p. 336-51.

% ver artigo A influéncia italiana nas atividades cientificas brasileiras de UBIRATAN
D’AMBROSIO em DE BONI, p. 508 ss. Ver um panorama bastante completo, que inclui
observaces sobre as varias missdes estrangeiras na USP, das relagtes entre Brasil e Francaem
HAMBURGUER.



crénicas na formagao de professores para ensino basico (o equivalente aos atuais
ensinos fundamental e médio, principamente) e responder as demandas por
disciplinas mateméticas tradicionalmente oferecidas a Escola Politécnica, haveria
uma reestruturagdo das funcdes atribuidas as faculdades. Fatalmente, com a
criacdo da Universidade, disciplinas como o Calculo ndo mais ficariam sob a
guarda da Escola Politécnica e, portanto, como reacdo a esta possibilidade
iminente, foi feito um claro esforgco para manutencdo e consolidagdo de sua
soberania académica e ndo subordinacdo a novas estruturas. optou-se, assim, pela
realizacdo de um concurso para 0 preenchimento da Céedra de Caélculo
Infinitesimal. O concurso precipitou-se, ainda mais em funcdo da vinda das ja
denominadas MissOes Estrangeiras, e fora realizado com a participagdo de dois
jovens engenheiros de forte inclinacdo matematica: Otavio Monteiro Camargo e
Omar Catunda. O primeiro foi o vencedor™. Mais tarde, quando as funcdes desta
Cétedra se tornaram parte integrante das fungdes da Catedra de Geometria
Superior, naguele momento ja ocupada pelo Prof. Luigi Fantappie — vindo da
[tAlia pelas maos de Theodoro Ramos —, coube ao vencido no referido concurso o
cargo de assistente do italiano. No entanto, o nome do Prof. Camargo parecia, por
assim dizer, o mais natural para essa assisténcia, mas ao que tudo indica, ele ndo
se satisfez com o resultado final do processo que envolvia a catedra de Célculo
Infinitesimal e continuou vinculado a Escola Politécnica. O Prof. Milton Vargas,
emérito da USP, comenta: “ ... Monteiro Camargo, que tinha ganho o concurso
para matematica na Politécnica e que anularam para a vinda do Fantappié [...]
Camargo fez um grande erro, na vida, de brigar com o Fantappie; se ele ndo

tivesse brigado com Fantappie, se ele tivesse aceito aquela coisa toda, talvez ele

! Esse concurso foi suspenso por acéo judicial, ainda que a posse tenha sido dada ao vencedor.
Ver atese de doutorado de Adriana Marafon, que trata do assunto segundo a 6tica da vocagéo
(MARAFON, p. 65-75).
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fosse um dos grandes matematicos brasileiros. Em vez dele, quem foi assistente
do Fantappié foi o Catunda, que era muito inferior ao Camargo.... Mas essa
briga do Camargo com o Fantappie, para mim foi uma perda, um drama para a
matematica brasileira. Camargo, em primeiro lugar, o Camargo era muito mais
inteligente do que o Catunda.” *2

O clima de tensdo e de rancor instalado nas relagoes entre a FFCL e a
Escola Politécnica era tdo intenso naguela época que ainda reverbera nos dias de
hoje! S8o inegaveis os servicos prestados pelo Prof. Omar Catunda a matemética
brasileira, tanto no ensino como na pesquisa, e para ficar apenas no escopo desta
Ultima, basta ver as referéncias feitas a ele por Franco Pellegrino ao discorrer
sobre “ A teoria dos funcionais analiticos e suas aplicacdes’ .** Mesmo assim, e
ainda gque pese, a critica do Prof. Milton Vargas ndo pode ser desqualificada, hgja
visto discursar com conhecimento de causa e por ter-se consagrado historiador de
ciéncia brasileira e atingido certa lideranca na area”.

E importante salientar que nem de longe parece ter sido Fantappié agente
ou arquiteto da historia que envolve a Cétedra de Célculo Infinitesimal e o seu
desfecho, nem mesmo parece centra neste trabaho compreendé-la
profundamente, ainda que se queira construir os contornos histéricos de forma a
preservar um cendrio mais complexo das relacdes constituidas no e para 0 mundo.
Mas € interessante notar que sua vinda, e também a de outros pesquisadores
estrangeiros, ndo foi envolta em tranquilidade. Um jogo elaborado de interesses
fora desenvolvido e, portanto, se constitui matéria de investigacdo. Possiveis

questdes a serem analisadas inicialmente sdo: sera relevante o papel do Prof.

12 Entrevista concedida amim e ao Prof. Claudio Possani — IME/USP, em 5 de julho de 2000, na
sede da THEMAG, empresa do ramo da construcdo civil, de propriedade do préprio Prof. Milton
Vargas, aqual eleaindadirigia.

3 PELLEGRINO, p. 473-7.

¥ A seguinte publicac8o atestaisso: VARGAS, Histéria da técnica e da tecnologia no Brasil.
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Monteiro Camargo no desenvolvimento da matematica brasileira? Sua
contribuicdo cientifica € mais fortemente percebida na producéo de contetidos ou
na transmissao e construcao de conhecimentos? Isto inclui a matematica?

E igualmente interessante observar que quem conta este capitulo da
histéria da matematica brasileira parece assumi-la numa versdo oficial, se assm
pudermos classificar, ou, equivalentemente, numa versao chapa branca, para usar
0 jargdo do jornalismo. Apenas a titulo de exemplificacdo dessa espécie de
acusacao, o Prof. Candido Lima da Silva Dias, na entrevista a revista “ Estudos
Avancados’ *°, ndo se preocupa com a disputa analisada ou apenas visualizada
anteriormente, mesmo que de forma superficial, como algo que sgja relevante para
0 desenvolvimento da matematica brasileira, nem o Prof. Clovis Pereira da Silva,
em A Matemética no Brasil — Uma histéria do seu desenvolvimento™, obra que
organiza fontes documentais pertinentes ao tema Historia da Matemética no
Brasil, e nem mesmo Francisco Mendes de Oliveira Castro, em sua Matematica

no BrasilY’

, que aliés sequer tratam do assunto.

Mas, serd mesmo que ainda existe alguma coisa de relevante nesta
discussao? Parece improvavel, porém, o que elatraz, inegavelmente, atona sdo as
cores, 0s cheiros, os sabores, enfim, as efervecéncias de uma época, 0 que atorna
vivaainda hoje.

Antes de retomar o foco das investigacdes, que diz respeito a segunda
linha de estudos, aqui proposta, sobre Luigi Fantappie, ainda mais uma rgpida
olhada no cen&rio que abrange toda esta histéria e do qual a criagdo da USP

parece ser a tela de fundo, interessa para a organizagdo das idéias. Do ponto de

vista historico, obvia e simplesmente por constituir-se num fato, tal interesse ja se

15 Ver Estudos Avancados, 8(22).
1 SILVA, p. 213.
" CASTRO, p.61-75.
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justifica. Mas, mais sutil e profundo do que apenas destacar o fato e tentar
observar o alcance das conquistas — nesse caso da USP, conquistas educacionais e
cientificas — que dai advém, é buscar as razGes motivadoras que permitiram a
concretizacdo do fato e, principalmente, identificar os fundamentos que sustentam
a sua sobrevivéncia ou mesmo a sua atual inexisténcia, o que ndo é o caso, diga-se
de passagem. Ubiratan D’Ambrosio™ notou que a prépria ciéncia, para se
desenvolver como canal aberto e globalizado de troca de experiéncias, necessita
de guarita institucional, e ainda que ndo seja o0 centro das atencdes do presente
trabalho, talvez este sgja um dos pontos nevralgicos para se debater o interesse
pela criagdo da USP. O Prof. Candido Lima da Silva Dias (1914-1998) foi
categorico ao dizer, em 1994, “ que esse fato foi importantissimo e ndo existe
outro mais significativo na evolucéo cientifica brasileira. Esta relacionado com a
grande figura de seu criador...” . Figura que foi homenageada muitos anos depois
pelos aunos da Escola de Engenharia de Sdo Carlos — EESC, entdo embrido do
que hoje é o primeiro dos dois Campi Universitarios da USP em S&o Carlos — SP,
emprestando seu nome ao Centro Académico Armando de Salles Oliveira —
CAASO; do qual curiosamente um grande amigo, meu professor de matemética e
meu pai, Celso Zoega Taboas (1933-1990), foi seu tesoureiro, logo apds sua
fundagdo, em 1952.

Agora, uma recapitulacdo sintética de algumas cenas marcantes que
compuseram toda a paisagem observada e que podem direcionar 0s raciocinios
daqui para frente: nas articulagdes politicas que engendraram a criagdo da USP
ficou definido que a contratacdo de professores que ocupariam as catedras da

FFCL estariam a cargo de Jilio de Mesqguita Filho (entdo exilado na Europa),

8 Em A Influéncia Italiana nas Atividades Cientificas Brasileiras (DE BONI).
19 Entrevista para a revista Estudos Avancados, 8(22).
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Armando de Sales Oliveira e Theodoro Augusto Ramos. Assim, Theodoro
Ramos convidou para a Fisica um jovem discipulo de Enrico Fermi, Gleb
Wataghin (1899-1986), que é apontado por muitos como o pai dessa ciéncia no
Brasil e cujo nome fora emprestado ao Instituto de Fisica da UNICAMP, numa
homenagem idealizada e organizada pelo primeiro fisico formado em solo
brasileiro, o Prof. Marcelo Dami de Souza Santos, e para a matematica 0 Nnosso
personagem principal Luigi Fantappie, discipulo de Vito Volterra.

Enfim, o atague a questdo da contribuicio de Fantappié ao
desenvolvimento da matemética no Brasil. Credenciais é que ndo lhe faltam:
Fantappie foi influenciado por uma geracdo de mateméticos italianos, que tem o0s
nomes de Giuseppe Peano, Ulisses Dini, Francesco Severi, Vito Volterra como
alguns de seus representantes; foi aluno e discipulo, por assim dizer, de Volterra;
reconhecido grande matemético por André Weil?; foi colega de Enrico Fermi —a
ponto de que este o convidara para assumir um cargo no Ingtituto de Matemética
da Universidade de Roma ap0s seu retorno (em resposta a conclamagdo para
repatriacdo, feita por Mussolini aos italianos que viviam no estrangeiro, no
momento em que a Itdlia se dliara a Alemanha na 22 Guerra). E certamente fez uso
de tais credenciais em Sdo Paulo, pois Fantappié modernizou a matemética no
Brasil, mudou o ensino do calculo, trocou uma orientacdo ainda um tanto calcada
na intuicdo pelo rigor formal dos épsilons e deltas™, apresentou a andlise

matemética aos jovens universitérios de S8o Paulo, estudantes de engenharia na

P WEIL 2, p. 48.

2! Chegaa ser até divertido o comentério, naintroducéo de Curso de analise matematica, no qual
Omar Catunda chama atenc&o para o fato de que seu livro teria uma forma de apresentagdo ou um
ritmo mais agradavel, por ser menos rigido do que texto de Fantappié, ja que este Ultimo tinha uma
maneira de apresentar extremamente formal (CATUNDA). O divertido fica por conta, primeiro, de
gue € até natural um texto de Andlise Matematica primar por formalismo e, segundo, de que hoje,
em comparacdo com textos como Cacluo e AplicacBes e Calculo de Varias Variaveis (ver
HUGHES-HALLET), que buscam umarevitalizacdo do ensino do Célculo numatentativa de
afasté|o de formalismo exacerbado, o texto de Catunda, ainda que de Andlise, € extremamente
carregado do formalismo que ele préprio ataca em Fantappié.
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Escola Politécnica e dos entdo novos cursos de Fisica e de Matemética na
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras, instituiu seminarios regulares de estudo
e pesguisa em matemética, nos quais apresentou os seus funcionais analiticos,
criou uma revista cientifica de pesguisa matematica, influenciou de certa maneira
e até sobremaneira, direta ou indiretamente a carreira de uma primeira geracéo de
cientistas brasileiros atuantes nas areas de exatas, tais como os ja citados Prof.
Candido Lima da Silva Dias??, Prof. Omar Catunda — esses dois foram seus
assistentes junto ao departamento de matematica—, Prof. Marcelo Dami de Souza
Santos e Prof. Milton Vargas®, além do Prof. Mério Schemberg®, dentre vérios
outros. Somente essa pequena lista de nomes j& justifica uma investigacéo téo
detalhada quanto possivel do nosso personagem, pois a lista se desdobrou
pungentemente sob a protecéo institucional, ndo apenas da USP, mas de toda uma
estrutura de universidades e de centros de pesquisas que se formou e se firmou
consistente e continuamente no pais a partir da década de 1930, por conta de um
esforco politico direcionado para a conquista de identidade cultura e
independéncia académica — até mesmo auto-suficiéncia, em algumas éress.
Mesmo que a investigacdo empreendida até aqui deixe transparecer que a
existéncia humana passe a ter significado histérico somente depois dela ter
alcancado algum sucesso — coisa que ndo se constitui num padréo uniforme,
absoluto, supremo de medida e comparacdo em qualquer sociedade — € o que nos
resta neste trabalho, pois as particularidades de uma investigacdo que se

desenvolve nas entranhas de instituicdes cientificas acabam por coroar tal prética,

2 DIAS, C. L. daS., Espacos Vetoriais Topoldgicos e sua Aplicacdo na Teoria dos Espacos
Funcionais Analiticos. Sdo Paulo, 1951. Tese, 66p.

2 VARGAS, editado em 1947.

#Ver NACHBIN, p. 47.



pois estas instituicbes agregam, em principio, pessoas que, de aguma forma, se
destacaram na sociedade ou serviram de referéncia para a comunidade cientifica®™.

Por conta de todo o exposto aqui, duas observagdes relativas ao cardter do
Nosso personagem principal, Luigi Fantappie, serdo feitas; elas trazem impressoes
sobre suas opgdes ideoldgicas e conduta profissiona e, portanto, resvalam em
questBes sobre moral, que merece um tratamento socioldgico pormenorizado, ja
gue as mudancas havidas no mundo, desde antes da Segunda Guerra, passando
pela queda do comunismo, até a revolugdo da informética e a era das
comunicagdes, foram determinantes para alterar profundamente o conceito de
ética e suas significacdes?. Porém, ainda que pese a falta de detalhamento sobre o
tema, André Weil?’, comenta ndo sem espanto e até com certo humor, que nos
idos de 1925, quando travara conhecimento com Fantappié, |he pareceu
incompativel ou no minimo estranho que ele fosse militante fascista e que tivesse
um trato cordial e t&o profundo nas suas atividades profissionais. Parece que a
incompatibilidade é, na verdade, fruto de bloqueios que nossas visdes dos
horrores causados pelo fascismo e nazismo mundo afora impdem: todos que se
afiliam a estas causas sdo transformados em caricaturas de gente cujas agdes mais
banais e cotidianas sdo parte integrante de todo um emaranhado que leva ao mau
e, portanto, essencialmente indissociaveis deste fim. No entanto, este era Luigi
Fantappie, imbuido das contradi¢cBes que subjazem a razdo estruturada em cada

ser humano, a respeito de quem, juntamente com os outros integrantes da Missao

% \/er en MARAFON, p. 40-51, uma discussio pormenorizada sobre vocaco e os reflexos na
escolha do material humano para a constituicdo de institui cdes académicas.

% \/er discussdes sobre éticaem CHAUI, p. 340, Convite & Filosofia, e VALLS, p. 7, O que é
ética.

2 WEIL, p. 49.
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Italiana, Patrick Petitjean”® comenta o seguinte: “ O primeiro curso de Piccolo
suscita diversos embaracos. e€le faz a apologia do fascismo e de Mussolini.
Paulus Aulus Pompéia conta também que Fantappié ‘ chegava da rua, levantava a
mao direita e fazia a saudacdo fascista’. Mesmo Wataghin faz a saudacéo
fascista durante o primeiro curso, mas ndo a repete mais. Fantappie era o
responsavel pelo grupo fascista, e somente Wataghin e Occhiliani ndo assistem as
reunides do grupo. Os alunos de Fantappié respondem a sua saudacao atraves de
ruidos e algazarra, sobretudo batimentos de maos sobre as mesas, fazendo
Fantappié acreditar que se tratava de uma saudacéo brasileira” .

Esta descricdo quase jocosa ndo combina com as lembrangas de Milton
Vargas, Marcelo Dami de Souza Santos e Candido Lima da Silva Dias. E aqui se
apresenta a segunda observacdo sobre Fantappie. Todos falam com alegria sobre a
mania que se formou, entre os alunos de Fantappié e Wataghin, de tentarem se
comunicar em italiano. Contam também as confusdes causadas por problemas de
traducdo, como as duas histérias a mim relatadas pelo Prof. Marcelo Dami. Na
primeira, Fantappie teria dito provavelmente a Catunda ao Ihe entregar um livro,
antes do inicio das férias de fim de ano — periodo que Fantappié passaria na Itdia
—, que ficasse com ele durante as férias, pois 0 tomaria na sua volta. Catunda agiu
com a maior presteza e o colocou no cofre da direcdo da Escola Politécnica
durante todo o recesso. No retorno das férias, Fantappie perguntou-lhe sobre o
livro, que fora prontamente devolvido. Na primeira semana de aula o livro foi o
tema de uma prova ora e o assistente se viu em situacdo dificil. Na segunda, é
relatada a necessidade de os alunos terem uma cadeira sempre por perto da mesa

do Prof. Fantappié quando solicitavam alguma explicacdo. Invariavelmente, o

%8 As missBes Universitarias Francesas na Criagio da Universidade de S3o Paulo (1934-1940). In
HAMBURGER, A. |.; DANTES, M. A. M.; PATY, M.; PETITJEAN, P. (organizadores), 1996.
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Fantappié comegava sua prelecdo com um ‘Senta!’. O Prof. Milton Vargas fala®
das aulas de Fantappie e Wataghin, ao lembrar que elas eram dadas em italiano:
“[...] E eram tdo bons professores que a gente entendia melhor as aulas em
italiano do que as aulas em portugués dos outros brasileiros.” E mais adiante,
“[...] a gente pegou uma mania de falar italiano, entre nés, ndo €!? [risos] A
gente, por causa da perfeicdo que eram aquelas aulas, a gente ndo estava
acostumado com aulas tao boas.... Até hoje eu tenho idéia de que essas aulas de
fisica e de matematica para engenheiros tém que ser dadas por grandes fisicos e
grandes matematicos, ndo por assistentes. Porque sdo esses mais motivantes,
sabem perfeitamente despertar o interesse, ndo €!? Para o engenheiro, se vocé
mete um assistente para dar aula, ele ndo tem interesse nenhum.”

Estas observacbes s6 reafirmam as contradicdes carregadas pelo
personagem desta histéria, contradicfes que nenhum julgamento poderd resolver,
apenas apreender como mais um sinal caracteristico de um tempo que se quer
entender.

Agora, é chegada a vez da producdo cientifica, porém, no sentido mais
amplo concebido nesse trabalho, que inclui a pratca de producdo de
conhecimentos e aplicagcdo de resultados (ver citagdo de HAMBURGER, p. 16).
Inicialmente, trés pecas serdo destacadas para comprovacdo inequivoca da
influéncia direta do trabalho desenvolvido por Fantappié a frente de cursos de
Andlise Matemética e de seminarios e grupos de estudos sobre os funcionais
analiticos na FFCL: o curso de andlise matemética do Prof. Omar Catunda
(CATUNDA), a tese de doutoramento do Prof. Candido Lima da Silva Dias

(‘Espagos Vetoriais Topologicos e sua aplicagdo na Teoria dos Funcionais

% Na entrevista concedidaa mim e ao Prof. Claudio Possani (IME/USP), no dia 05 de julho de
2000 em S&o Paulo, na sede da THEMAG, empresa do ramo da construcdo civil, de propriedade
do Prof. Milton Vargas.
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Analiticos — USP, 1951) (DIAS) e o artigo do Prof. Milton Vargas (‘ Teoria dos
drenos artificiais de areia — Revista Politécnica, edicéo de 1947) (VARGAS 2).
Na entrevista concedida a mim e ao Prof. Claudio Possani (IME/USP) — ver Nota
29 —, o Prof. Milton Vargas forneceu seu testemunho da forca transformadora das
idélas mateméticas de Fantappie, veiculadas através de seus cursos de Andlise
Matemética e dos seminarios efetuados na USP e que redundaram, no seu caso
particular, no artigo anteriormente citado. A ‘Teoria ...’ tratada nesse artigo foi
construida com suporte matemético mais ou menos equivalente aos contelidos
programéticos de cursos que hoje versam sobre o Céculo Integra de Vérias
Variaveis e Equactes Diferenciais e Aplicagfes. O Prof. Milton Vargas disse que
o trabalho “ foi fruto, foi baseado no curso de Fantappié e daquele circulo” . Mais
adiante, ele comentou que a as suas conclusdes analiticas foram comprovadas na
prética, inclusive, através da comparacdo com um artigo rival de mesmo teor,
escrito de forma totalmente independente por um pesquisador americano, mas
estruturado a partir de procedimentos empiricos. Assim, premissas diferentes
levaram ao mesmo fim, completando-se, portanto, e fortalecendo ateoria. O Prof.
Milton Vargas s ndo considera seu artigo totalmente original em funcéo de uma
precedéncia de alguns meses na publicacdo do artigo americano, embora ele tenha
feito uma paestra, no Rio de Janeiro, divulgando de maneira oficial suas
conclusdes com dois meses de antecedéncia relativa a publicacdo de um artigo
rival.

O que se observa da producdo cientifica de Fantappie é que ela parece
estar restrita a formagéo de quadros de estudos e pesquisas e desdobramentos

através dos trabal hos de terceiros™. Parece que o seu afastamento de um centro de

% NACHBIN, p. 45-6.
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pesquisas efervescente e seu empenho em formar um ambiente de pesquisas
diminuiu sua producéo pessoal. Ao serem observadas as obras escolhidas de
Fantappi&®, vé&-se claramente uma lacuna temporal que coincide com o periodo de
sua estada no Brasil. No entanto, uma visita a Biblioteca “Prof. Achille Bassi”%,
feita em 13 de setembro de 2002, revelou-se extremamente promissora: um
caderno brochura de capa dura, cor verde com pintas marrons, contém as notas de
um curso sobre Funcionais Analiticos dado por Fantappie em S0 Paulo e
denuncia o esforco de melhorar a sua propria compreensdo da matéria através de
leituras oferecidas ndo de forma regular, alias, nem sequer foram encontrados
registros desse curso na FFCL. H& uma mencéo a apostilas na Escola Politécnica,
compiladas por Omar Catunda, e cursos proferidos por Fantappi&®, no entanto a
descoberta das anotacOes de Candido Lima da Silva Dias corrobora de forma
documental mais uma vez a existéncia dos esforcos de Fantappié em preparar
quadros para atuagcdo em pesquisas matematicas. As memorias ‘| funzionali delle
funzioni di piu variabili’ de Luigi Fantappié encontram-se num estagio
intermedi&rio de desenvolvimento entre os textos de 1930 (Funzionali analitici)®,
1931 (Funzionali delle funzioni di due variabilli)® e o texto de 1943 (Teoria de
los funcionales andliticos y sus aplicaciones)®. A sua andlise revela a

profundidade em que Fantappié mergulhara no estudo e revela mais, revela a dta

qualidade de pesquisas mateméticas debatidas em solo brasileiro. E certo que o

' FANTAPPIE, 1973.

¥ Inaugurada em 12 de setembro de 1974, com o nome de "Prof. Achille Bassi", em homenagem
a0 primeiro Professor Titular do Departamento de Matemética e primeiro Diretor do Instituto de
Ciéncias Mateméticas e de Computagéo de Sdo Carlos. Com um acervo atual de mais de 24.000
volumes de livros, 670 titulos de periddicos e mais de 1.500 teses e dissertagdes, esta entre as trés
maiores bibliotecas do pais especializadas nas éreas de Computagdo, Matematica e ciéncias afins.
Possui ainda uma importante colegdo de obras cléssicas e um pequeno Museu com Instrumentos
de Célculo Numérico.

¥ CASTRO, p. 62.

¥ FANTAPPIE, editado em 1930.

% FANTAPPIE, editado em 1931.

% FANTAPPIE, editado em 1943.

59



estudo dos funcionais analiticos em profundidade faz parte do desenvolvimento de
apenas mais uma area de pesguisa matematica das véarias ja consolidadas no
mundo afora®, mas mostra uma contribuicdo relevante para a matemética
brasileira que, com isso, comegou a ganhar autonomia e a se transformar numa
disciplina moderna. A partir desta transformacdo, pode-se pensar que a
matemética brasileira se preparou para uma inser¢do crescente e cada vez mais
ampla no cen&rio mundial de pesquisa matematica, como notou Leopoldo
Nachbin (ver Nota 18, Capitulo 1). Portanto, é inegavel a importancia de
Fantappie na matematica brasileira, como um dos seus agentes transformadores.
Assim, a partir da andlise da Memdria de Fantappie, compilada por
Céndido Lima da Silva Dias, € que se tem mais uma vez a garantia de que Luigi
Fantappie deixara marcas profundas na matemética brasileira, que acabam por se
desdobrar inicialmente e de maneira significativa através das carreiras de docentes
como Omar Catunda e Candido Lima da Silva Dias, como atestam as referéncias
de Franco Pellegrino®, em 1949/1951, a trabalhos cientificos elaborados por eles

sobre funcionais analiticos.

3" \Ver EVES, p. 690-6.
®LEVY, p. 473-7, jacitado.
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Capitulo 5

Relevancia M atemética e Relevancia Historica

A relevancia matematica do texto ‘Funcionais de Funcdes de
Varias Variaveis — Memodria de Luigi Fantappi€’, anotado por Candido Lima da
SilvaDias e traduzido no Apéndice 1 do trabalho ora apresentado, as paginas 113-
73, pode ser desmerecida ao avalia-lo segundo a 6tica da histéria convencional de
uma matemética que deve apresentar resultados pujantes em termos internalistas,
pois 0 que se apresenta ali ndo € mais do que a sistematizagdo inicial de uma
ferramenta passivel de aplicacbes ainda ndo exemplificadas nele proprio;
sistematizacao, alias, que se mostrainconclusa nessa peca brasileira e que ja havia
ganhado mundo com ‘I Funzionali Analiciti’ (1928) e ‘I Funzionali delle
Funzione di due Variabili’ (1930), dentre outros'. Além disso, a utilizacgo desta
ferramenta, num formato desenvolvido, j& é observada em outros trabalhos como,
por exemplo, ‘Integrazione con Quadrature dei Sstemi a Derivate Parzali
Lineari e a Coefficienti Costanti in Due Variabili, Mediante il Calcolo Degli
Operatori Lineari’, texto de 1932 do proprio Luigi Fantappie, portanto, antes da
sua estada no Brasil. Pelo fato de que o texto ‘Funcionais...’, apresentado no
Brasil, tenha chegado a apenas caracterizar rigorosamente as regides funcionais
lineares R através de seus conjuntos caracteristicos A na variedade de Segre Va, €
0 que se observa em ‘Integrazione...’, de 1932, € a utilizagdo de funcionais

analiticos, identificados pelas suas indicatrizes, como ferramenta bésica da

! A bibliografia sobre trabalhos de L uigi Fantappié apresentada por Franco Pellegrino ao final de
seu ‘ Complément sur les fonctionnelles analytiques' do livro ‘ Problémes Concrets D’ Analyse
Fonctionnelle’ de Paul Lévy, as paginas 471-2, e o ‘ Opere Scelte—Vol. 1', Reprint, Roma: Unione
Matematica Italiana, 1973, sdo os melhores parémetros para se dimensionar esta afirmagao, no
entanto, o trabalho ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940), também do
préprio Fantappie, aega na suaintroducdo que aformalizacdo dateoriafoi realizada
primeiramente nos dois trabalhos de 1928 e de 1930.

61



aplicacdo pretendida, € que se declara anteriormente formato desenvolvido da
ferramenta como uma aluséo a discrepancia existente entre o minguado, por assim
dizer, trabalho brasileiro e este Ultimo, paraficar em apenas um exemplo até aqui.
A continuar o comentério com base num corte transversal do tempo historico feito
exatamente no contorno que enquadra a cena em gue se concebe o texto brasileiro
‘Funcionais...’, de Luigi Fantappié, nem sera preciso uma andlise pormenorizada
para desgqualificalo como matematicamente relevante. Neste caso especifico,
principalmente, o trabalho de corte transversal, por apoiar-se demasiadamente na
andlise internalista, acaba se tornando ainda mais nocivo a compreensdo historica,
pois trata 0 tema a luz do tempo presente do corte e, como conseqiiéncia, mostra
que o texto brasileiro de Fantappie nada traz de novo em termos cientificos
convencionais. No entanto, ao restabelecer a investigacdo sob os moldes da
histéria tratada como um feixe de trajetérias a Josep Fontana, o que se conclui é
uma relevancia histérica deste texto para a matemdtica brasileira e também
mundial. Ainda que o texto compilado por Dias sgjainconcluso em relagéo ao que
0 proprio Fantappié diz logo na apresentacdo: “ Nessa memoria me proponho a
retomar e complementar numa linha de maior simplicidade a minha pesquisa
sobre funcionais analiticos, exposta num trabalho anterior ja citado, e a
desenvolvé-la posteriormente em vista das aplicacfes a teoria ‘dos quanta’, a
integracdo pela quadratura de sistemas e equacdes a derivadas parciais lineares
com coeficientes constantes, a teoria dos grupos continuos infinitos, como
também em vista de interessantes ligacdes que venham se apresentar a partir de
alguma de tais aplicacOes e da teoria de integrais abelianas sobre uma variedade
algébrica” (ver FT1, p.113, Apéndice 1 desta tese), ja que nele apenas estdo bem

caracterizadas as regides funcionais lineares do espaco funcional, como atestam o
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“Teorema Il — A uma regido funcional linear R do espaco ™ estd sempre

associado um conjunto fechado A da variedade de Segre V,, (que se chama

‘caracteristica da regido funcional linear’) tal que a regido R € formada

unicamente por todas as fungdes y(t,,t,,K ,t,) regulares em A" (ver FT62-3,

p.167, Apéndice 1) e a frase que de certa forma conclui o texto: “ Vemos, assim,
no que se refere aqueles particulares conjuntos do espaco funcional ™ dados

pelas regibes funcionais lineares R, que se estabelece uma correspondéncia

biunivoca sem excecdo entre tais regides R e seus conjuntos fechados A

(caracteristicos) da variedade de Segre V,,, gue ndo esgotam a propria variedade

e, portanto, o estudo das regides funcionais lineares que sdo conjuntos do espaco
funcional ™ podera, de agora em diante, ser feito através do estudo destes
conjuntos fechados A, que sdo, ao contrario, conjuntos da variedade de Segre

V,,, a um ndmero finito de dimensdes’ (ver FT68-9, p.171-2, Apéndice 1), e ndo

esta nele contido o desenvolvimento do conceito de funciona analitico e muito
menos sao apresentados exemplos de suas aplicagdes, ha indicios concretos de
gue este texto deva ter sido desdobrado e desenvolvido através de seminarios,
CUrsOS OU Mesmo pesquisas’, ainda que pese aqui a falta de documentos que
comprovem de forma direta esta suposicdo, porém ha aqueles que a asseguram
indiretamente, pois a producdo cientifica de assistentes de Fantappie, como

Catunda e Dias’, ndo foi possivel sem uma orientacdo e um estudo mais profundo

2 Os desdobramentos sdo entendidos ndo necessariamente como atividades que tiveram a presenca
ou mesmo a orientagdo direta de Fantappi€, pois € curioso notar que o caderno em que o Prof. Dias
compilou aintervencdo de Fantappié tem espaco para a continuagdo esperada pela prépria
introducgdo; duas possibilidades devem ser aventadas aqui para futuras discussdes. ou a
continuagdo esta perdida em outras anotacfes — ou mesmo Dias ndo as fez — ou Fantappié pode
ndo ter dado prosseguimento, motivado, por exemplo, pelo seu retorno altdlia.

3 Apenas como garantia de qualidade da producao cientifica, vale observar citagdes [69], [70],
[71],[72] e[73] de Omar Catunda e [76] e [111] de Candido Limada SilvaDias, referenciadas em
LEVY, p. 474 e 476, por Franco Pellegrino, a saber: CATUNDA, O. ‘ Sobre as fungdes de fungdes
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sobre a teoria dos funcionais analiticos. Além disso, e 0 que ira garantir a
importancia universal dos esfor¢cos empreendidos por Fantappie em elevar, no
Brasil, as discussdes mateméticas ao nivel mais avancado na sua area de atuacéo,
e por conta de que 0 mais interessante dessa abordagem histérica, que prescinde
do corte transversal, mas que de forma alguma dispensa a observacao da pai sagem
presente, € o fato da dimensdo temporal da andlise correr nos dois sentidos, para o
passado e para o futuro, indo além dos contornos de andlise do presente e, como
conseguéncia, haver ndo somente a identificagdo de uma relevancia historica, mas
também um resgate da importancia matemética do texto, pois o seu conteldo
parece conter a esséncia de todo o desenvolvimento dessa &rea de pesquisa da
Andlise Funcional que € o estudo dos Funcionais Analiticos. Interessante
observar, mesmo que pareca contraditorio em relacdo a linha de raciocinio que
vem sendo empregada aqui, € o fato de que o texto ‘Nuovi Fondamenti della
Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940) segue 0s mesmos passos no seu Capitulo |
que os dados no capitulo de mesmo niimero no trabalho brasileiro, diferenciando-
se, apenas a partir dai, de forma sutil e gradativa com aincorporagédo de nomeagao
mais moderna — nessa época — para aguns conceitos, tais como funcéo bi-regular.

Essa observacéo chama a atencéo para o fato de que certas estruturas, que versam

sobre representacéo de popes complexas sobre uma Variedade de Segre V,,,, se

apresentam consolidadas no texto brasileiro, mas que ndo haviam aparecido em

trabalhos anteriores como os ja citados de 1928 e de 1930. O proprio Luigi

dematrizes (Jornal Mat. Pura e Apl. Sdo Paulo, vol.l, fasc. 2, 1937), * Un teorema sugl’ insieme,
che si reconnette alla teoria del funzionali analitici’ (Rend. Lincel, vol XXIX, serie 62 1° sem.
1939, p.17), ‘ Sobre os sistemas de equacdes de variagdes totais em mais de um funcional
incognito’ (Anaisda Acad. Brasileira de Ciéncias, t. XIV, n. 2, 30 de junho de 1942), ‘ Qui sistemi
di equazioni alle variazioni totali in piu funzionali incogniti’ (En préparation) (sic.), ‘ Sobre os
fundamentos da teoria dos funcionais analiticos' (Tese para a cadeira de Analise Matematica);
DIAS C. L. da S ‘Sobre o conceito de funcional analitico’ (Anais da Acad. Brasileira de
Ciéncias, t. XV, n. 1, 31 de Marco de 1943) e DIAS C. L. da S. * Aplicacdo dos grupos continuos
finitos a equagdes diferenciais ordinarias’ (En préparation) (sic.).



Fantappie declara através de comunicado, feito na secdo que deu publicidade para
0 ‘Semin&io Matematico e Fisico da Universidade de S0 Paulo’ dentro do
‘Jornal de Matemética Pura e Aplicada da Universidade de Séo Paulo — Volume
1° — Fasciculo 1° — Junho de 1936', que a sua conferéncia ‘Origem e

desenvolvimento da teoria dos Funcionais “ servird como capitulo introdutério
ao tratado sobre a teoria dos funcionais, que devera aparecer brevemente” (ver
Apéndice 2) e, portanto, ha razbes evidentes para acreditar que o texto
‘Funcionais ...", compilado por Dias, sgja o fruto das divulgaces que Fantappie
fez na Academia de Ciéncias, no Rio de Janeiro, através de sua palestra ‘O
desenvolvimento da Matematica dos Ultimos cinqlienta anos e no futuro préximo’,
e no ‘Seminario Matematico e Fisico da Universidade de S&o Paulo’, durante o
ano de 1935*. Antes mesmo de enveredar por um caminho de citagBes que possa—
e que certamente fard isso — atestar os raciocinios desenvolvidos até aqui, uma
discussdo técnica sobre o que é efetivamente essencial para o estudo dos
funcionais analiticos lineares e sobre as condicdes matematicas as quais se
submete o0 seu potencial aplicativo serd apresentada sob um ponto de vista
moderno e bastante simplificado, que tem o intuito apenas de trazer uma
contribuicdo o mais didética possivel para um melhor acompanhamento do
contexto que emoldura a cena de tais citagOes.

Serdo dois os momentos dessa discussdo técnica: um em que se tentara
clarear/exemplificar, através de uma interpretacdo bastante pessoal e deslocada
para o futuro, as indicagfes sobre possiveis aplicagdes dos funcionais analiticos as

ciéncias fisicas em gera, que sdo feitas introdutoriamente nos diversos trabahos

* O fato de a publicacéo do ‘ Jornal de Matemética Pura e Aplicada da Universidade de S&o Paulo’
ser datada de Junho de 1936 reforca a suspeita de que o texto ‘ Funcionais ... tenha sido

produzido, na melhor das hipéteses, ainda haquele ano ou entdo no ano seguinte, e
conseqiientemente outra suspeita que é a de que o referido texto ndo tenha sido concluido (ver nota
2 acima).
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sobre funcionais analiticos, e outro em que se tentara elucidar os conceitos
matematicos, propriamente ditos, que compdem o desenvolvimento da teoria dos
tais funcionais e, ai sim, aparecerdo as citagcdes que evocam as comparacoes entre
trabal hos que suportardo a tese de que ha principalmente uma relevancia histérica
do trabalho brasileiro com uma subjacente rel evancia matematica.

As questdes relativas as aplicacfes da matematica a0 mundo fisico sdo
extremamente instigantes e motivadoras por determinarem reflexdes sobre as
limitagbes de certos conceitos matematicos e a conseqiente necessidade de
renové-los ou, pelo menos, de amplidlos. E comum para a interpretacio
matemética do mundo fisico recorrer-se a nogbes abstratas do tipo ‘ponto
material’ ou ‘forca instanténea’, porém essas abstragcdes ndo sao dotadas de rigor,
ao contréario, sdo contraditorias com a realidade fisica, pois todo corpo, por
minusculo que sgja, possui massa e ocupa algum volume no espaco e toda forca
que se aplica a um corpo tem a duragdo de algum intervalo de tempo, ainda que
infinitamente pequeno. Além disso, as contradigdes se apresentam também na
prépria estrutura matemética, o que impde certamente a consideracdo de novos
conceitos. A titulo de exemplo, tome-se a acdo de uma forca ‘instanténea .
Suponha, entdo, que um corpo de massa m= 0, em repouso, seja submetido a
uma forca, no instante t =0, que tenha, portanto, dado a ele uma velocidade
v 0 e que tenha cessado imediatamente apds este ocorrido. Ao designar por
F(t) aforca que atua sobre o corpo no instantet, é natural associar F(t) =0 para
t #0. Lancando méo agora da Segunda Lei de Newton, pode-se tentar valorar
F(t) emt=0 jaque

d(mv)

FO="

e, conseqlientemente, para qualquer tempo 0< 7 <+, tem-se
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-T[F(t)dt —mv, (5.1)

sendo que o limite inferior — nd&o contribui em nada para a afericdo da
quantidade de movimento por conta de que o0 corpo estava em repouso até o
instante t =0 e, assim, a utilizagdo de qualquer nimero a < 0 pode ser feita em
seu lugar. De um ponto de vista classico da matematica a igualdade (5.1) esta
desprovida de sentido uma vez que seu primeiro membro, dado que afungdo F(t)
énulasavo em t =0, é zero, ao contrério do que ocorre no segundo. Por razbes
fisicas, é de se esperar que esta igualdade tenha sentido e, portanto, a contradi¢éo
descrita deve levar a cabo uma ampliagdo conceitual na estrutura linglistica da
matematica. Para isto, suponha, por simplicidade, que a quantidade de movimento
adquirido pelo corpo sgja igua a unidade, ou sgja, mv=1. Neste caso, a forca
F(t) que atua sobre o corpo serd designada por d(t) e assim a formula (5.1)

tomara aforma
j St)dt =1, (5.2)

com 7 > 0°. Suponha agora que a forca dita ‘instantdnea’ seja, na verdade, uma

forca constante que atua sobre o corpo durante um pequeno intervalo [-e,0],
come > 0, denotada por &, (t), e que comunica ao corpo a mesma quantidade de

movimento mv =1. Pelo principio da quantidade de movimento, paratodo 7 >0

tem-se
j S.(tydt =1.

Como &, (t) é constante no intervalo [ £,0] e nulaforadele, entdo

® A funggo O(t) aqui apresentadaéafunciio ¢ de Dirac (Paul Dirac, 1902-1984, fisico inglés).
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T 0
1= j&e (t)dt =j5£ (t)dt =5, (t),

paratodo —e <t <0.Assim,

1/e, se —<t<0,

530:{ (53)

0, s t<—-¢ out>0.

Agora é natura supor gque aforcainstantanea seja obtida pelo limite

5 =1imé, (),

e que, portanto,

+oo, 2 1=0,
0, s=t=#0.

o(t) = {
Utilizando a definicdo e o procedimento cléssicos de integragdo, daqui ndo se
obtém a identidade (5.2), ao contrério, obtém-se uma contradi¢cdo que leva a
conclusdo de que ha a necessidade de uma nova conceituacdo, de se redefinir a
‘integral’ (5.2). Considerando que a quantidade de movimento comunicada ao
corpo pela forga instanténea o(t) € o limite de forgas o, (t) cujo intervalo de

tempo de agdo £ se aproxima inexoravelmente de O, entdo pode-se adotar a

seguinte definicdo:

j SOt =lim j S.(t)dt

para 7 >0. Em virtude da igualdade J.dg(t)dtzl, para 7 >0 e todo £>0,

—oo

segue precisamente a igualdade (5.2). O procedimento descrito até aqui pode ser

expandido para‘integraiS mais gerais como

_T[é(t) f(t)dt, (5.4)
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para —oo < 7 <+ e f(t) continua, mediante a definicdo dada pelaigualdade

j&(t) f @Ot =lim j(sg () f (t)dt . (5.5)

No entanto, isto deverd passar por uma verificagdo de rigor formal, que nada mais
€ do que a demonstracdo de que o limite (5.5) sempre existe. Basta, entéo provar

que

f(0) parat >0,

lim [, S.(t) f (t)dt = { 0 parar<o (5.6)

Sejaprimeiro 7 > 0. Ao empregar (5.3) obtém-se

j S.(t) f (t)dt — £ (0)

17 f(0) ¢
;_jgf(t)dt—T_jgdt

1 0
<= j 1f(t)- fO|dt. (5.7)
8—8

Como f(t) € continuaem t=0, paraquaquer 77 >0, existeum ¢, >0 ta que
paratodo t que satisfaga a condigéo ft| < £, , tem-se aigual dade

HOEMORE

Por isso, paraqualquer € < ¢, , de (5.7) segue

j(sg (t) f (t)dt — f (0)

0
<Z_J;dt:77,

o que demonstra (5.6). Para 7 < 0, basta observar que ambos os membros de (5.5)
sS40 iguais a zero por conta de que seus integrandos sdo nulos para todo t <O.

Assim, (5.5) e (5.6) geram uma nova conceituacdo paraintegrais mais gerais:

f(0) paraz >0,
0 parazr<DO.

_Tfﬁ(t) f(t)dt = {

Esta nova idéia de integracdo pode ser amplamente explorada para

modelar problemas fisicos, que em suas interpretagdes requerem céculos de
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integrais sobre produto de funcgbes, com uma delas fixa. N&o é exatamente isto
que é feito nos trabalhos sob andlise nesta tese, porém, ao se definir de uma nova

forma a integra (5.4), observa-se uma propriedade interessante da funcéo o(t),
que é a de fazer corresponder a toda fungdo continua f (t) o nimero f(0), ou
sga, o(t) pode ser considerada uma funcéo real definida sobre o conjunto de

todas as fungdes continuas, mais ainda, €la €, por conta dessa correspondéncia, um
caso particular do que se define por funcional. Outro aspecto interessante desta
motivagdo introdutdria € que a forma de apresentacdo deste particular funcional
(5.4), ainda que simbolicamente, fornece uma expressao similar aquela que é a

formula fundamental dos funcionais lineares
FIYO] = - [u® )t
27 2 ’

sendo u(t) aindicatriz do funcional.

A partir daqui, inicia-se entdo o segundo momento das discussoes técnicas.
Como ja visto anteriormente, um funcional é uma fungdo que associa um valor
numeérico a uma ou mais funcdes, da qual ou das quais a funcdo inicial depende®.
Ha razdes essenciais na andlise matemética, e que em grande medida abrem o
mundo da matemédtica para uma compreensdo mais ampla do seu potencia de
aplicacOes, para se estudar como argumentos de funcionais as func¢fes de variavel
ou de variaveis complexas. A mais 6bvia dessas razdes é que o corpo dos reais
esta contido no corpo dos complexos, no entanto, com um pouco mais de
propriedade a Teoria Analitica dos Numeros revela que a abordagem dos
complexos € de trato mais “tranquilo”, em comparacéo a dos reais, e de resultados

mais promissores, pelo menos em sua &rea. Ainda assim, ndo se deve discorrer,

® Podendo, ainda, este funcional, ndo somente depender da(s) fun¢des como também do(s)
argumento(s) desta(s), sendo entdo chamado de funcional misto.
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nesse momento, sobre questdes que possam desfocar 0 objetivo tracado e, nem
tampouco, por outro lado, perder de vista a importancia que tanto os nimeros
complexos como as fungdes de varidveis complexas tém no auxilio a busca de
solugdes de equacdes matematicas que possam ou hdo modelar problemas fisicos.
Retomando, portanto, e lembrando que o texto brasileiro de Fantappié
‘Funcionais de Fungbes de Vérias Variaveis ndo se desdobra de forma a
apresentar os funcionais analiticos, os raciocinios ora apresentados seréo
efetuados com base em funcionais de funcdes de uma so variavel complexa, que é
uma tendéncia nos textos mais amadurecidos, como, por exemplo, o de Franco
Pellegrino’ sobre * A teoria dos funcionais analiticos e suas aplicacdes’ que consta
como complemento do livro de Paul Lévy, as paginas 357-477 [LEVY ou
PELLEGRINO]. E é um mergulho na compreensdo do que se entende por
nimeros complexos e suas representacdes que sera feito agora. Quando se disse
anteriormente que o texto ‘Funcionais ..." € minguado, apenas se teve a intencao
de destacar o fato de que ele apresenta somente uma introdugdo ao tema, néo que
essa introdugdo seja desprovida de contelido matematico profundo, muito ao
contrério, ele se presta exatamente a discutir® os gjustes que tornaram possivel a
associagdo entre 0s numeros complexos z=x+i-y e 0s pontos de um espago
real linear manter-se biunivoca quando se passa a considerar coordenadas de
pontos no infinito. No caso em que as coordenadas de z formam um par ordenado

de numeros finitos, a projegdo do espago complexo S, se da sobre aquele que €

conhecido como plano de Argand-Gauss, ou sgja, 0 espaco real linear S,. No

" PELLEGRINO, p.357-477.
8 A discussio efetuada por Fantappié no trabalho ‘ Funcionais ... é uma extenso natural, do que

se faz nesta discussdo preliminar em espaco complexo S; de dimensdo 1, paraaum espago

complexo S, de dimensdo n.
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outro caso, quando tomam-se pontos no infinito do espago complexo S, a
associagdo com 0 espaco real S, carece mesmo de sentido. Dessa forma,
entender-se-a4 por ponto no infinito aquele que pode ser tomado como limite de

uma sequéncia z, = X, +i-Yy,, que varia continuamente no parametro n, que tem

coordenadas x, e Yy, finitas e que possui lim x, = ou limy, =-. A partir

n—n, n—n,
dessas consideragdes 0 sentido de ponto infinito passa a ter sentido, porém a

associacdo entre S; e 0 espago euclidiano S, deixa de ser biunivoca, a menos que
se lance méo de uma variedade V, imersa num adequado espaco linear real. Uma
tal variedade V, pode ser construida através de um modelo métrico finito e sera

chamada Variedade de Segre. Inicialmente, todos os pontos do espago projetivo

S,, reais ou complexos, finitos ou infinitos, podem ser individualizados por duas
coordenadas (z,,z) finitas e nd ambas nulas, a menos de um fator de

proporcionalidade que explicitaria a escolha de um referencial para o sistema. Em
correspondéncia ao sistema de coordenadas complexas sdo definidas as seguintes

guantidadesreais.
L2 2 2
X00—|Zo| =X *tYo
2 2 2
X11:|21| =% 1ty

Xo1 = V2 RE(2y21) = V2(Xo%, + VoY1)

\ Xy = x/ﬁlm(zlz) = \/E(Xlxo = ¥1Yo)
Utilizando-se estas quantidades, pode-se considerar 0 espaco linear real

S, com as coordenadas ortogonais:

‘frs = \/EL (5.8)

Xoo + X11 ’
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parar =01 e s=0,1, que sdo homogéneas de grau nulo em X, e que, portanto,
independem da escolha de referencial para o sistema de coordenadas de S, . Agora
a correspondéncia entre os pontos ( z,, z;) do espaco projetivo complexo S, e os
pontos P(&q0,801:¢10,¢11) do real euclidiano S, é biunivoca e gera a Variedade
de Segre V,.

Ja que V, estadimersa num espago euclidiano, € natural definir a distancia

entre dois de seus pontos P e P'como:

1
6= \/Z rs(é:rs _ézlrs )2 (59)
0

e adistancia entre qualquer ponto P de V, easuaorigemde S, como:

1
o= Z rs(é:rs)2 = \/E

0
Portanto, os pontos da Variedade de Segre V, estdo todos sobre a hiper-
esfera de centro na origem de S, e deraio 2. Por outro lado, as coordenadas
ortogonais dos pontos da variedade V, satisfazem as equagdes (5.8), das quais

pode observar-se arelagéo linear

Soo + 611 = V2 Ko +4/2 Xu__ _ V2, (5.10)

que representa um hiper-plano de S,. Desta forma, V, esta na intersecéo deste

hiper-plano com a hiper-esfera centrada na origem e com raio J2, gue nada mais
€ do que uma hiper-esfera, ou melhor, neste caso simplificado em que n=1, uma

esfera contida no espaco euclidiano S;. O centro P, dessa esfera é dado pelo pée

da perpendicular baixada da origem até o hiper-plano (5.10), que é o vetor OF, de
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coordenadas (i 0,%,0}, cujo comprimento é 1. Para qualquer ponto P da

72
esfera que contém V, no espago S;, o tridngulo OR)P é retangulo em P, e,
portanto,

(OR,)? +(P,P)* = (OP)* = P,P =1, (5.11)
jaque RByP>0. Conclui-se, assim, que V, estd numa esfera de raio unitério no
espaco euclidiano S;, similar a conhecida projegédo estereogréfica. Como audido
na Nota 7 acima, o caso gera que estuda o espago projetivo complexo S, de n
dimensbes complexas, tera uma associagdo biunivoca com uma Variedade de

Segre V,,, sobre a hiper-esfera unitaria de dimensdo [(N+1)? —2] imersa num

espaco euclidiano real de dimenszo [(n+1)% -1].

A construcdo desse modelo é considerada por Fantappie em ‘| Funzionali
delle Funzioni di due Variabili’ (1930) — para dimensdo complexa 2 — e retomada
de formaidéntica no Capitulo | de ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali
Analitici’ (1940), baseada em seu curso de *Alta analisi’ apresentado em 1939-40
junto a0 Reale Instituto di Alta matematica — Roma. No entanto, em trabalhos
como ‘Teoria de los funcionales analiticos y sus aplicaciones (1943), do préprio
Fantappiée, e ‘ La théorie des fonctionnelles analytiques et ses applications' (1951),
de Franco Pellegrino [PELLEGRINQ], j& ndo mais é feita tal construcdo, pois
assume-se, nestes dois trabalhos, a andlise de fungfes sobre a esfera complexa
unitaria— as quais deverdo ser tomadas em principio como pertencentes ao espago
de definicdo dos funcionais — como ponto de partida para o desenvolvimento da
teoria, deixando claro, assim, que houve uma assimilagdo completa da associago

entre o espago complexo S, e a variedade de Segre V,,, no correr dos anos.
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Portanto, parece importar mais num tempo moderno, tempo gue incorpora de
forma limpida a estrutura analitica baseada em conceitos da topologia e que esta
menos influenciado pela ‘névoa caracteristica da vivéncia interna mais proxima
do periodo de criagéo, as propriedades que delineiam os dominios de atuacéo dos
funcionais analiticos como espacos topol dgicos. O texto de Pellegrino, numa nota
de rodapé explicativa ao titulo ‘ Les fonctions localment analytiques e birégulieres
(*)" do primeiro paragrafo do seu Capitulo 1, explicita esta opcéo: “ Nous non
bornonsici, pour plus de simplicité, aux fonctions d’ une seule variable. D’ ailleurs
les mémes définitions et les mémes résultats s appliquent facilement au cas
général des fonctions de plusieurs variables’, e continua quase como se fizesse,
numa subversdo do tempo, um prefécio ao trabalho brasileiro de Fantappie e
desvelasse 0 seu maior mérito, qual sgja, o de tornar ainda mais inteligivel o
suporte matematico para a construcdo de espacos funcionais. “La spheére

complexe doit alors étre remplacée par une certaine variété de Segre V,,,, (Cf. F.

Severi, ‘Conferenze di Geometria Algebrica’, recuelllies par B. Segre, Roma,
1927, p.68) dont on peut aussi construire un modéle métrique entierement a
distance finie (voir n°® 23).” (ver PELLEGRINO, p. 361; ver também a nota de
rodapé NA1 do texto brasileiro de Fantappié, traduzido neste trabalho a pagina
124 do Apéndice 1). Por suavez, o texto espanhol ndo apresenta uma observacéo,
digamos historica e técnica, primeiro, porgque nele ja existe uma resenha historica
numa sua primeira parte e, segundo, porque tem a intencdo de focar
definitivamente aguela que era a melhor estrutura para o desenvolvimento dos
funcionais analiticos, como bem mostra a abertura do sexto titulo, na ‘Parte Il —
Definiciones de la teoria de conjuntos relativas a puntos sobre la esfera

complga’, do segundo capitulo ‘ Las funciones analiticas definidas sobre la esfera
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complga’: “ Debiendo ocuparnos de las funciones analiticas como argumento de
los funcionales, recordaremos ahora algunas nociones sobre la teoria de los
conjuntos de nimeros comple os, que representaremos por |os puntos de la esfera

compleja de radio unitario, llamandoles indistintamente puntos o nUMeros. ...

(ver FANTAPPIE, Teoria de los funcionales analiticos y sus aplicaciones, p. 18).
Assim, observa-se na abordagem do texto brasileiro um tom mais ingénuo,
uma linguagem matematica ainda ndo tao lapidada pelo rigor formal e, por isso
mesmo, um sentido de desenvolvimento muito mais préximo da estrutura de
criacdo do ferramental em andlise do que o alcancado no texto espanhol ou
mesmo, € claro, na resenha sobre ‘Funcionais Analiticos' elaborada por Franco
Pellegrino [PELLEGRINQ], o que € um fator relevante (principa mente neste caso
brasileiro) para a historia do desenvolvimento de conceitos mateméticos, que, por
sua vez, estd Obvia e redundantemente submerso a0 que € relevante
historicamente. Vale observar, ainda, que o fato de se dizer que se esta mais
préximo da criagéo ndo quer dizer que o texto brasileiro faz parte do processo de
criacdo de Fantappie, num sentido estrito da palavra, mas que as memdrias
brasileiras tinham a clara misséo de apresentar a um grupo de estudantes aquilo
que seria a hovidade na sua area de pesquisa, 0 que corrobora a visao do fazer
histéria da ciéncia/lmatemética ndo somente a partir da observacdo da producédo
cientifica laureada pela sua comunidade, mas também através da transmisséo do
conhecimento nos moldes preconizados neste trabalho (ver Nota 19 do Capitulo 2
as paginas 26 e 27) —talvez até principamente, em funcéo das conquistas que essa
atitude critica agrega a cultura. Além do mais, o processo de criagdo propriamente
dito remonta ‘| funzionali analitici’ (1928), como atesta o proprio Fantappie na

pagina 5 daquela sua Introduzione: “ Questo lavoro conclude um gruppo di
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ricerche da me iniziate nel 1924-25 seguendo I’indirizzo delle suggestive teorie,
sviluppate nel campo reale dal Prof. Volterra. La grande generalita dei metodi e
dei concetti da Lui introdotti (teoria delle ‘funzione de linea’ o dei ‘funzionali’) e
i consigli del Prof. Severi sull’importanza che avrebbero potuto assumere i
consetti stessi transportati nel campo complesso, mi spinsero infatti tentare lo
studio delle operazioni funzionali applicate, non pit a funzione di variabili reale,
ma a funzioni analitiche (operazione gia trattate nel caso lineare dal Prof.
Pincherle col nome di ‘operazioni distributive’)”. A confirmagao desta tese sobre
a maturidade do texto brasileiro fica mais uma vez explicitada na pégina 18 do

texto espanhol, em que sdo definidas sumariamente, para dois nUmeros z, e z,

“Distancia esférica entre ambos, a la distancia en € espacio ambiente de los

puntos imagenes sobre la esfera. Subsiste esta definicion aungue uno de los
puntos esté em €l infinito, y en todo caso, esta distancia siempre sera igual o
menor que 2, por lo cual cualquier conjunto de puntos de la esfera esta
evidentemente limitado” (ver acima a conclusdo que se tira da equagéo 5.11) e

“ Distancia cuadrada de los complegjos es € modulo de su diferencia, |z,-z|, y

representa la distancia entre sus imagenes en e plano de Argand-Gauss’,
conceitos que sintetizam, ao sabor da nota explicativa de Franco Pellegrino sobre

0 uso de apenas funcdes de uma variavel transcrita anteriormente, aquilo que vem
a ser toda a discussio esbocada no item 3 — Distancia e vizinha de n®®* — do
capitulo 1 — Os funcionais analiticos de varias variaveis e a topologia sobre a
variedade de Segre — do texto brasileiro traduzido no Apéndice 1 desta tese as
paginas 128-9.

Bem, estas nocOes tém a funcdo de estabelecer bases para a construcéo de

uma topologia propria sobre a variedade de Segre V,,, que permita depois discutir
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conceitos de ‘proximidade entre funcdes e estabelecer em definitivo a estrutura
de um espaco funcional como dominio para a acdo de funcionais analiticos
lineares. A partir, entdo, das concepcdes de distancia esférica (ou simplesmente

disténcia, doravante) entre dois pontos de V,,, (ver 5.10) e de vizinhanga esférica
de um ponto F,, ou sga, o conjunto de pontos de V,, que distam menos de &
(paraqualquer € > 0 real) deste ponto central P, (conjunto que hoje é tomado por
uma bola aberta de raio £ — em se tratando de espagos métricos — em torno de
P,), serem apresentadas, sdo fornecidas as definicdes de ponto de acumulagéo,

conjunto fechado, distancia entre conjuntos, diferenca entre conjuntos — que
traduzem 0s mesmos conceitos que essas expressdes indicam atualmente —, regiao
e viziinhanca de conjunto, caras a0 desenvolvimento do conceito de funcéo
analitica sobre V,,,. Neste ponto, diferentemente do texto espanhol, como dito
logo acima na discussdo sobre a maturidade na forma de apresentar conceitos, o
texto brasileiro é mais detalhista e conclui que a variedade de Segre V,, é
compacta, pois qualquer uma de suas seqUéncias € limitada (ver 5.11) e o
Teorema de Bolzano-Welerstrass garante que é sempre possivel extrair dela uma
subsequiéncia convergente e, além do mais, toda vizinhanga de algum ponto de
acumulacdo contém infinitos pontos distintos dele proprio, por conta de que V,,
representa 0s pontos que se distribuem de forma continua por todo o espaco
projetivo S,,, o que configura a existéncia de subseqiiéncia convergente. Também
é verdade, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, que toda cobertura de um conjunto
fechado da variedade de Segre V,,, possui sempre uma subcobertura finita. Com

relacdo ao conceito de regido, o texto brasileiro é de certa forma, ndo

necessariamente detalhista, pelo contrario, até mesmo mais confuso do que aquilo
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que esta apresentado no texto espanhol, que com o auxilio da idéia de ponto
interior (aquele que possui sempre alguma vizinhanca de pontos do préprio
conjunto) define regido como todo conjunto constituido exclusivamente por
pontos interiores. JA uma regido conexa se restringe aguelas em que quaisguer
dois de seus pontos podem ser ligados por uma curva continua inteiramente

contida na regido, ou sgja, como V,, é uma variedade imersa num espago

euclidiano, aidéia de curva continua esta i ndissociavel mente impregnada por uma
conceituacdo moderna do termo. Porém, todos os textos analisados aqui nesta tese
referem-se invariavelmente a conceitos que sdo seguidos do adjetivo regular, que
da ao sujeito a medida de estar associado a alguma funcéo continua ou a uma
funcdo que pode desenvolver-se em série de poténcias em cada ponto (algo
proximo ao conceito usual emprestado as funces analiticas) e indica a opcéo
conceitual de Severi (como apontam as notas em cada um dos textos). A despeito

disto, interessante € observar que as regides de V,,, sdo conexas ou formadas por

partes conexas, ja que toda vizinhanca € em si uma regido. Como ja observado
anteriormente, em rigorosa congruéncia com o ‘Nuovi Fondamenti della Teoria
dei Funzionali Analitici’ (1940), do proprio Fantappié, sdo definidas, ainda,
vizinhanga de um conjunto — formada por todos os pontos vizinhos do conjunto —
e dominio — formado por uma regido acrescentada de sua eventual vizinhanca. E
nesse ponto em gue os textos de Fantappié iniciam, entdo, a discussdo acerca da
definicdo de funcdo analitica de varidvel(eis) complexa(s) e de suas nuances mais
vantgjosas para 0 desenvolvimento das regides funcionais, dominios dos
funcionais analiticos. Este é, também, precisamente o ponto de partida da resenha

sobre os tais funcionais analiticos que Franco Pellegrino faz em [PELLEGRINQ]
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(Ja citado), na qual assume 0s conceitos até aqui apresentados como algo de
dominio comum aos iniciados no tema.

Assim, no ultimo item, o de nimero 5, do Capitulo 1 de suas memorias
brasileiras, ‘Funcdo analitica de n varidveis complexas, traduzido junto as
paginas 137-8 do Apéndice 1 deste trabalho, Fantappié apresenta o que se deve
entender por funcdo regular num ponto de certa regido R da Variedade de Segre

V,,, com o cuidado de ramificar a defini¢do para os dois casos possiveis. aquele

em gue o ponto em questdo é finito, ou sgja, cujas coordenadas sdo todas finitas, e
sobre o0 qual a funcéo é passivel de desenvolvimento em série de poténcias numa
sua conveniente vizinhanga, e o caso contrério, em gue o0 ponto € infinito e a
funcdo deve se anular, quando vista como uma nova funcéo que age sobre uma
regido Ry, resultante da transformacéo linear e ndo degenerada de R e que associa
o ponto infinito a um ponto finito de R;. Diz, ainda, Fantappié “Com esta

definicdo vé-se imediatamente que a Unica funcéo regular sobre toda a variedade

de Segre (FT27) € a fungdo y(z,z,,K z,) =0, ou sgja, identicamente nula.” A

partir dai, Fantappié conceitua funcdo localmente analitica como toda funcdo

definida e regular em cada ponto da regido R da Variedade de Segre V,,,, ainda

gue estaregido ndo seja conexa. Além disso, ele toma o cuidado de caracterizar as
funcdes analiticas em sentido estrito como aguelas que sdo localmente analiticas
numa regido conexa R, eventuamente Riemanniana (regido em que dois pontos
sobrepostos com mesmas coordenadas separam folhas diferentes de uma cobertura
de tal regido, ou sgja, todo ponto de qualquer uma das duas folhas possui uma

conveniente vizinhanca dentro da propria folha e que ndo contém o ponto na
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intersecéo), da Variedade de Segre V,,, mas que ndo sgam prolongaveis’
(garantindo assim a univocidade de sua definicdo) a outro R, que por isso €
considerado seu campo natural de existéncia. O efeito de se trabalhar com o
conceito de regido Riemanniana € o de garantir que certas funcbes analiticas
possam porventura assumir valores distintos em um mesmo ponto, fator que
determina uma ndo necessaria, mas possivel ampliacdo na quantidade de funcbes
a serem incorporadas no conjunto em gue agem os funcionais analiticos. Por fim,
Fantappié observa que toda funcdo localmente analitica em sentido estrito fica
totalmente determinada pelos valores assumidos na vizinhanga de um ponto
qualquer do seu campo natural de existéncia e que, contrariamente, para
identificar uma funcéo analitica basta apresentar uma regido R na qual a funcéo
estara definida e os valores por ela ai assumidos. E, assim, natural a opcéo por
tratar prioritariamente de funcdo que ndo estegja definida numa cobertura da
Variedade de Segre, pois, desta forma, ela resultaria nula em toda regido conexa
(ver pagina 139 do Apéndice 1 deste trabalho). Os mesmos passos dados agqui sdo
seguidos pelo trabalho espanhol, no titulo 7. Funciones analiticas localmente y
funciones ultrarregulares da segunda parte, e diferenciam as fungdes localmente
analiticas quando o sd0 em toda a regido R de definicio como funcbes
ultrarregulares: “ Son aguellas funciones analiticas localmente, esto es, regulares
en todos los puntos de la regién en que estan definidas y, ademas, sujetas a la
condicion de que si uno de estos puntos es el del infinito, la funcién debe ser no
solo regular en é, sino también nula” . Assim, este texto espanhol encerra a secéo

com a definicdo de prolongamento de uma fungdo analitica, identicamente ao que

% Se uma fungao y, (t) localmente analitica esta definidaem umaregido R, , entdo toda fungio
y; (t) também localmente analitica, porém definidaem umaregido R, que contém R,, eainda
por cima coincidente com y,(t) em R;, échamada prolongamento desta Gltima.
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esta formulado na nota 8 acima: “ S la funcidn ultrarregular vy, (t) esta definida

en una region Ry puede suceder que en otra regién R; (conexa 0 ho) que contenga

a Ry, esté definida una funcion ultrarregular y, (t) que en la region Ry coincida
con la funcion vy, (t). Se dice en tal caso que vy, (t) es ‘prolongacion’
(generalmente no analitica) de y,(t)”.

Certamente que ndo sO por uma questdo de estilo ou pela busca de uma
estética essencia de elegancia, mas por algo que esta intrinsecamente ligado ao
fazer matemética, que é o repensar continuo de suas formas na busca de estruturas
sintéticas e minimais, porém consistentes, ou ainda — para dizer de uma forma
simplificada que busca agucar aintui¢do —, estruturas cada vez mais despojadas de
tudo que é prolixo, que Franco Pellegrino conseguiu, com olhar distante de quem
produz uma resenha histérica — como realmente deveria ser —, imbuido dos
desenvolvimentos tedricos da topologia como disciplina matematica e pautado
também pelo proprio trabalho espanhol®®, construir uma sintese eficaz que
captasse as discussdes apresentadas sobre fungdes como argumentos de funcionais
analiticos nas memoarias brasileira e espanhola de Fantappie. O Capitulo 1 — Les
champs de définition des fonctionnelles analytiques — rapidamente introduz os
elementos fundamentais para a andlise dos funcionais analiticos, primeiro com
uma justificativa para utilizacdo de fungdes mais gerais do que as anditicas a
Welerstrass, assim como o ocorrido no trabalho espanhol, que sdo as localmente
analiticas: “ ‘Une fonction sera dite localement analytique si, indépendamment de
tout prolongement, elle est définie et uniforme dans une région ouverte (%)
connexe ou non, de la sphéere complexe et si, en chaque point de cette région, la

fonction vérifie les conditions de Cauchy-Riemann’. C'est au fond la définition

0 ver referéncia[44] dabibliografia em PELLEGRINO, p.473.
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(locale, mais tres genérale) qui joue tout son rdle tant dans la théorie des
équations différentielles que dans le théoréme de Cauchy de la théorie des
fonctions analytiques. Elle permet en plus de prendre en considération des
problemes, comme ceux qui se présentent dans I'éude des transmission
télégraphiques, ou il s'agit justement de foctions qui sont analytiques seulement
par morceaux. Remarquons encore quune fonction analytique au sens de
Weierstrass est parfaitement déterminée par les valeurs qu’' elle prend dans le
voisinage d un point guelconque de son champ naturel d existence. ‘Au contrire,
pour qu’ une fonction analytique soit entierment déterminée, il faut donner, d’ une
part laregion M ou elle est définie, d autre part les valeurs qu’ elle prend dans M’
(telles, cela va de soi, que la fonction soit partout réguliére dans M)” . E continua
mais adiante com a definicdo de funcéo bi-regular ao invés de ultrarregular que
aparece no texto espanhol, precedida de uma répida observacdo a respeito das
vantagens trazidas por esta nova categoria € que se tornariam visiveis no
desenrolar do texto, assim como feito também no texto espanhol: “ ‘Une fonction
localement analytique sera dite biréguliere, si elle est réguliere dans tout les point
de la région ou €elle est définie, avec la condition que, si cette région contient
I"infini, elle doit Sy annuler’.” Com exatamente as mesmas consideragoes a
respeito das singularidades associadas as fungdes locamente analiticas que estdo
presentes também no texto espanhol, Pellegrino finaliza os comentarios sobre
campo natural de existéncia de fungdes desta categoria com a mesma idéia de

prolongamento: “ Introduisons encore une autre notion: soit Yy, (t) une fonction
(*) définie dans une région Mo, toute fonction vy, (t), définie dans une région M;
contenant Mo comme partie, et qui dans Mg coincide avec Yy, (t), sera dite um

‘prolongement’ (qui ne sera pas toujours analytique) de vy, (t) " .
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A partir desse ponto, os trés trabalhos até aqui analisados com mais detalhes
apresentam as propriedades elementares do espaco funcional, mas, mais uma vez,
por conta de Fantappié trabalhar numa variedade de Segre V,,, na sua Memdria
brasileira, alguns gustes que identificam plenamente a concepcdo de funcéo
localmente analitica com os conceitos de funcdo ultrarregular (trabalho espanhol)
e funcdo bi-regular (trabalho de Franco Pellegrino) sdo levados a cabo. Dessa
forma, o espago funcional o™ é constituido por uma regido R da variedade V,,,
naqual esta definida uma fungéo regular y(t,,t,,K ,t,). Porém, estaregido R ndo
poderé esgotar toda a variedade de Segre V,,,, sob pena da fun¢do y(t,,t,,K ,t,)
se identificar com a funcdo nula (consequéncia da prépria definicdo ja
mencionada anteriormente), que por forca do seu carater absolutamente restritivo,

€ excluida como ponto do espaco funcional. Duas outras observagdes importantes
sdo feitas. a primeira delas deriva do fato de que aregido R de definicdo de y é
um subconjunto proprio de o™ e diz que o seu conjunto complementar | (em
relacdio a ") éfechado e contém sempre um ponto do espaco funcional ™ ; a
segunda consideracéo toma o cuidado de fazer uma diferenciacéo para preservar
idéias acerca de univocidade e afirma gque todo possivel prolongamento y, de um
ponto y=y(t;,t,,K ,t,) pertencente ao espaco funcional ™ é diferentede y (ver
paginas 140-41 do Apéndice 1 desta tese).

As nogdes topoldgicas basicas de vizinhanga restrita e vizinhanga linear séo
conceituadas, entdo, para os pontos (fungbes) do espaco funcional. O trabalho

brasileiro diferencia-se do trabalho espanhol e do texto de Franco Pellegrino na

medida em que o primeiro apresenta vizinhanca linear antes de vizinhanca

restrita. A vizinhanca linear (A) de um ponto y, do espago funcional ™,



definido numaregido R,, é o conjunto de todas as fungdes local mente analiticas
y que sdo regulares no fechado A e cujos campos de existéncias contém A. Nestas

mesmas condi¢des e dado um real o > 0, avizinhanca restrita (ou simplesmente

vizinhanga) ( A o) do ponto Yy, é o conjunto de todas as funcdes regulares em A

paraasquaisvae

|y(t1’t2’K ’tn)_yo(tlitZ’K ’tn)|<o-1 (512)
qualquer que sgja (t,,t,,K ,t,) e A. Independentemente da ordem em que estas

defini¢cbes estdo apresentadas, nos trés trabal hos elas sdo imediatamente sucedidas

pela consideracdo de que as vizinhangas ( A, o ) de uma funcéo Yy, , estdo contidas

na vizinhanga linear (A) da mesma fungdo, qualquer que seja a escolha do rea
positivo ¢ . Este parece ser o motivo que evidencia a opgao por definir, primeiro,
vizinhanca restrita e, depois, vizinhanca linear, nos dois trabalhos espanhol e de
Pellegrino, fazendo coro com a idéia de partir do mais restritivo para 0 menos
restritivo, numa tendéncia forte da matematica pelo enfraguecimento das
condi¢des iniciais num claro movimento de ampliacdo da estrutura tedrica que
passa a abarcar mais objetos no conjunto sob andlise. O trabalho de Franco
Pellegrino reserva ainda uma surpresa ao descrever toda essa operacéo, pois ele
credita a Omar Catunda a melhoria da estrutura de definicbes no sentido de
privilegiar uma compreensdo mais rapida e clara para o desenvolvimento tedrico e
justifica, ainda, esta op¢do com a citagdo antecipada do teorema que caracteriza o

espaco funcional através de conjuntos fechados sobre a variedade de Segre V,,:
“ Soit y,(t) une fonction définie et biréguliére dans une région Mg de la sphere
complexe; soit A un ensemble fermé quelconque dans My et o un nombre positif

arbitraire; nous appellerons alors ‘voisinage’ (A o) de la fonction y,(t) (ou
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‘voisinagerestreint’) |'ensemble des fonctions y(t) biréguliéres dans I’ ensemble
A (donc définies chacune dans une M qui contient A) et qui y vérifient la relation
y(t) - Y, (t)| < o (Cette définition est due & M. Catunda [70], premier assistant
de M. Fantappié & I’Université de Sdo Paulo (Brésil)™. Pour la définition
antérieure de Fantappié, qui détermine le meme type d’ espace, mais est moins
commode, voir [24]). Il est a remarquer que chaque voisinage (A,o ) de y,(t)
contient évidemment toutes les fonctions qui sont des prolongalements de vy, (t).
Le ‘voisinage linéaire’ (A) d'une fonction y,(t) est I’ensemble des fonctions
biréguliéres dans A, A éant, comme dans la définition précédente, un ensemble
fermé quelconque contenu dans la région Mg ou Yy, (t) est défini. Son nom de
voisinage linéaire sera justifié par le théoréme Il du n° 5.2 Il est évident que le
voisinage (A) de y,(t) contient touts Iés voisinage (A o ), avec le méme A, de
Yo(t) et quil se présente auss comme la limite pour o — - du voisinage
(Ac)de y,()."

Depois — nos trabalhos brasileiro e espanhol de Fantappié e no de Franco
Pellegrino —, é constatado que a vizinhanca linear (A) de uma funcéo y, contém
todas as vizinhangas (A o) desta fungdo, que é uma conclusdo obvia se for
acrescentado a definicéo de vizinhanca linear a desigualdade (5.12). Mas ndo € s
isso, pois paratoda funcdo y davizinhancgalinear (A) de y,, € possivel encontrar
uma conveniente vizinhanga de y, que contém y. Essa operacdo pode ser

realizada observando-se que y-Yy, € uma fungdo continua em A e, portanto,

! Este tipo de citac8o importa mais para este trabalho do que a averiguaggo do proprio trabalho de
Catunda, pois da mostra de sua grandeza junto a comunidade cientificaaqual estainserido.

12 O teorema citado aqui por Pellegrino é o mesmo Teoremal |l apresentado no inicio deste capitulo
apéagina 63.
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existe um valor méximo M tal que |y—y,|<M . Assim, tomando-se 6 >M , y

resultard interior a vizinhanca (A,o ) de y,. Disso tudo, pode-se tirar uma nova
idéia avizinhanga linear (A) de y, € um conjunto humérico do espago funcional
™ que contém todas as vizinhangas ( A, o ) desta funcao.

Agora fixado o espago funcional e seu conseglente sistema de
vizinhancas, mostra-se que 0 seu comportamento € 0 mesmo que o de um espaco
topologico por atender aos trés postulados de Hausdorff. Na verdade, o texto
brasileiro demonstra inicialmente que o conjunto de vizinhancas lineares de uma
funcdo localmente analitica satisfaz os postulados de Hausdorff e, posteriormente,

que o sistema formado pelas vizinhangas (A,o) de uma tal fungdo satisfaz

também o conhecido postulado da separacéo.
Primeiro, a acdo demonstrativa dos postulados relativa ao sistema de

vizinhancas lineares — realizada apenas no texto compilado por Dias. Assim, 0
fato de cada ponto do espaco funcional ™ possuir uma vizinhanca linear (A), na
qual esta contido, é evidente a partir da propria definicdo. Quanto ao segundo
postulado, pode-se observar que se (A) e (B) sdo duas vizinhangas lineares de uma

mesma funcéo y,, os dois conjuntos A e B sdo fechados e pertencentes, ambos, a
regido R,, naqual vy, estadefinida. Ent&o, as fungdes regulares sobre AN B, que

s80 evidentemente as fungbes na interseccéo das duas vizinhangas (A) e (B),

constituirdo exatamente o interior linear (A+B) de y,. Enfim, se y, pertence a
vizinhanga linear (A) de y,, pode-se dizer que o conjunto fechado A esta contido
naregido R, de definicdo de y,; na verdade, a vizinhanca linear (A) de y, ndo
somente esta contida na vizinhanga linear (A) de y,, mas coincide com ela, o que

comprova o terceiro postulado.
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A segunda acdo realizada com o sistema de vizinhangas do tipo (A o) de
Yo, Se comprova de forma parecida com a que foi desenvolvida na primeira agéo
de verificagdo apresentada acima. O texto espanhol e o de Pellegrino, ja mais
amadurecidos matematicamente e, portanto, mais sintéticos por seguirem uma
estética linguistica minimal, fixam apenas suas atencdes no espaco funcional
analitico (com suas fungbes ultrarregulares e birregulares, respectivamente no
caso espanhol e no caso do trabalho de Pellegrino), dotado da tal estrutura de
vizinhancas restritas, para caracteriza&lo como espaco topoldgico, de forma
analoga ao que é feito no trabaho brasileiro. Em qualquer das abordagens, entéo,
tem-se 0 seguinte: o primeiro postulado é evidente pela propria definicdo de
vizinhanga. Quanto a0 segundo, tomam-se as vizinhangas (Ao ) e (A,o0,) de
Y,, 0 conjunto A, definido por A+ A — aguele que contém as fungdes regulares
sobre AnB —e o, =min(o,o;,) . Nessas condigdes, avizinhanga (A,,o,) de y,
esta contida nas duas precedentes vizinhancas e, portanto, na sua intersecao.
Finalmente, qualquer funcdo y, de uma vizinhanca arbitréria (A,o) de vy, é

regular em A, logo a fungdo |y, —y,| apresenta no conjunto fechado A um
maximo L <o . Portanto, tomando O<o'<o—L, avizinhanga (A,c') de vy,
esta contida na vizinhanca (A,o) de y,, ja que toda fungdo y da vizinhanca
(Ac') de y, satisfaz |y—y,[<oc' e que também é obviamente verdadeira a
desigualdade |y, —y,|< L. Estas duas desigualdades permitem, por sua vez,
verificar que aexpressdo |y — Yo|<|y—y,|+|y; - ¥o| < o'+L < o é verdadeira, ou

sgja, que realmente y pertence avizinhanca (A o ) de ,.
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Falta, ainda, a verificacdo do postulado da separacdo. Sejam duas funcdes
y, € Y,, definidas em duas regides R e R,, respectivamente, com uma
intersecéo R, mas sem gue essas fungdes coincidam em qualquer parte conexa B
de R, evitando assim gue uma delas sgja prolongamento da outra. Para um
dominio Ac R derivado de uma regido conexa B, adiferenga y, — y, ndo podera
ser nula e, portanto, € possivel tomar um ponto neste dominio em que
Y, — ¥,| > 20 . Conclusfo: as vizinhangas (A,c) de y, e (Ac) de y, ndo
possuem elementos comuns e 0 postulado da separacéo esta verificado.

Além de tudo isso, observa-se ainda uma sutil diferenca entre o texto

espanhol e o trabalho de Pellegrino que € a suplementacdo fornecida neste ultimo

no item (b) pertencente ao titulo ‘Nature topologique de I'espace S® des

fonctions localement analytiques e birégulieres’, que o aproxima mais umavez do
texto brasileiro, por conta do ja citado postulado da separacdo: “ S® est une
espace T, — En effect, a cause du fait, d§a remarqué, qu’'a chaque voisinage
(A o0) de y, appartiennent auss toutes les fonctions qui sont des prolongements
de y,, on voit que le séparation de Hausdorff et de Fréchet, tandis que I’ on peut
démontrer [39] qu'il veérifie celui de Kolmogoroff, c est-a-dire que, si I’on
considére deux fonctions quelconques vy, et y, (y, #Y,) de SY, I'une au moins
des deux posséde un voisinage qui ne contient pas I’ autre (la topologie de S® es
donc assez faible; il faut toutefois remarquer que dans |'étude dune
fonctionnelle analytique bien déterminée, cette topologie peut étre fortiffiée,
surtout s la fonctionnelle est lenéaire (voir n° 6 et 21)”. Vale observar, no
entanto, que Luigi Fantappié ja havia feito uma pequena apreciacdo dessa idéia

em uma breve nota que enviara para 0 Reale Idtituto Nazionale di Alta

89



Matematica de Roma, em 1940, sob o titulo ‘Lo spazio funzionale analitico come
spazio topologico T, .12

A sintese conquistada no processo de lapidacao tedrica, efetuada ao longo
do tempo e imbuida de principios de minimalizacdo linguistica aplicada a
matemética, permite um avanco mais acentuado para o desenvolvimento, neste
caso, do estudo dos funcionais analiticos (obviamente o texto espanhol de
Fantappié e principalmente o texto de Franco Pellegrino sdo tomados aqui como o
fim do que se vislumbra com o texto brasileiro de Fantappié, por exemplo) a
ponto de que as propriedades topologicas de conjuntos dos espacos funcionais
acabam por levar mais rapidamente as mesmas conclusdes que noutros sao antes
circundadas num movimento longo e espiralado, nem por isso injustificado, ja que
0S gjustes técnicos ainda estdo em desenvolvimento, até serem atingidas. Assim,
enguanto o texto brasileiro, apds apresentar os conceitos de ponto de acumulacao
e de regido funcional (ver 7. Outras nogdes topol bgicas do espaco funcional nas
paginas 148-52 no Apéndice 1 desta tese), opta por discutir linha analitica e
variedade analitica (ver 8. Linha e variedade analitica do espago funcional nas
paginas de 150-60 no Apéndice 1 desta tese), por apresentar a estrutura algébrica
de médulo com multiplicadores e por fim conceituar regido funcional linear do
espaco funciona (ver 9 Mddulos com multiplicadores e regides funcionais
lineares as paginas 160-1 e subsequientes no Apéndice 1 desta tese) para somente
entdo apresentar os dois teoremas que domesticam, por assim dizer, a
caracterizacdo das regides funcionais como conjuntos fechados sobre a variedade
complexa que contém o espaco funcional sob andlise, o texto espanhol e o texto

de Franco Pellegrino optam por outra abordagem e fazem uma peguena inverséo

3 Fantappié, L. Lo spazio funzionale analitico come spazio topologico T, . Roma, Reale Istituto
Nazionale di Alta Matematica— Nota pervenutain Redazioneil 6 Febbraio 1940-XVII1.
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para atacar de forma mais direta estes dois resultados, deixando por ultimo a
apresentacdo da discussdo, ndo menos importante, sobre linhas analiticas de um
espaco funcional. No entanto, a discusséo ndo pode deixar de tocar novamente um
ponto de extrema importancia no desenvolvimento do trabalho brasileiro, que é a
questdo da expansdo pretendida por Fantappié em relacdo a trabalhos anteriores,
Ou sgja, a sua busca por trabalhar com funcionais de vérias variaveis. A despeito
das simplificagdes — mesmo que tenham se mostrado eficazes — conquistadas com
0 desenvolvimento interno da disciplina a0 longo do tempo, o movimento
efetuado por Fantappié na divulgacdo brasileira so foi levado a cabo no texto
italiano ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1943), texto
baseado em seu curso de Andlise Matematica ministrado em Roma em 1939-40, o
que por S SO ja € evidéncia de importancia histérica. Neste sentido, é fator
determinante a observacdo de que o texto compilado por Dias apresente a
discussdo de Variedades Analiticas como extensdo do conceito de Linhas
Andliticas. Ainda assim, e por ordem estrita da obrigacdo académica de
comprovagao, segue o que o texto de Pellegrino faz, ja que ele apreende de forma
mais essencial as necessidades que as demonstraces dos dois resultados
mencionados exigem para a ligacdo das hipdteses as suas respectivas teses,
lembrando ainda que o texto espanhol, na sua pagina 24, traz de forma congruente
em seu ‘9. Conjuntos del espacio funcional’, os conceitos de ‘punto de
acumulacién de un conjunto funcional’, de ‘conjunto cerrado’, de ‘ punto interno’
e de ‘region funcional’ e em seu '10. Conjunto y regiones lineales del espacio

funcional’, os conceitos de ‘ conjunto lineal’ e de ‘region funcional lineal’:
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“ 4. Les ensembles de I’ espace fonctionnel S® . — Bien des définitions basées sur
la notion de voisinage peuvent maintenant sans difficulté étre appliquées a
I’ espace SY . Ainsi:

‘Point d’accumulation d'une ensemble fonctionnelle E': on appelle ains

toute fonction y,(t) telle que dans tout voisinage (A,o ) de vy, il y ait au moins
une fonction de E qui ne coincide pas avec Y, (t) .

‘Un ensemble est dite fermé s'il contient tous ses points d’ accumulation.
‘Point intérieur d’un ensemble fonctionnelle E': on appelle ainsi toute

fonction y(t) de E qui posséde un voisinage ( A, o ) appartenant entiérement a E.

‘Région fonctionnelle R': ¢’ est une ensemble de fonctione de S® dont tout
point est intérieur.

On a vu au numéro précédent que notre définition de voisinage satisfait
aux trois axiomes de Hausdorff. Le troisieme nous montre que les voisinages

(A o) sont eux-mémes des regions fonctionnelles au sens qu’ on vient de définir.
Il en est de méme des voisinages linéaires (A).
On dira maintenant qu’un ensemble E de S® est un ‘ensemble linéaire

il contient toute combinaison linéaire gy, +e,y,+A +e,y, [qui doit donc

toujours existir (Nous rappelons ici que la somme d un nombre fini de fonctions
est une fonction définie seulement pour les valeurs det communes aux régiones de
définition de chaque terme de la somme. La condition nécessaire et suffisante
pour gue cette somme existe est donc que les régions de défintion de tous les
termes de la somme aient une partie commune.)] a coefficients complexes

arbitraires d’un nombre fini quelconque p de fonctions lui appartenant.
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‘Région fonctionnelle linéaire’, ou tout simplement ‘région linéaire’: c’est
un ensemble de S® qui est en méme temps un ensemble linéaire et une région.
Comme nous le verrons au prochain numéro, un voisinage (A) d’une fonction est
une région linéaire. Les voisinages (A o) sont, au contraire, des région ‘non’
linéaires [immergées dans la région linéaire (A)]. Cela nous conduit [82] a
introduire encore la définition suivante:

‘Frontiére d’un voisinage (A o,) de y,(t) dans (A)': c'est I’ensemble des
fonctions y* (t) définies dans A et telles gu’'a chacun de leurs voisinages (A, o)

appartient des fonctions du voisinage (A,o,) de y,, et des fonctions qui ne se

trouvent pas dans ce voisinage.
Ces fonctions y* peuvent étre caractérisées par le théoreme suivant: ‘la

condition nécessaire et suffisante pour qu’'une fonction y* appartienne a la
frontiére dans (A) du voisinage (A, o ) de y, est qu'on ait Maxly* —yo| =0 pour

tvariabledans A.” (Ver PELLEGRINO, p. 365-6).

Seguem daqui, imediatamente os teoremas citados, ao contrério do que é
feito no texto brasileiro — como ja observado —, mas as demonstracfes sdo
precisamente as mesmas nos trés trabalhos, a menos, € claro, dos ja mencionados
gjustes técnicos requeridos no trabaho brasileiro, por conta de uma linguagem
ainda ndo muito aperfeigcoada ou mesmo ndo assimilada a contento em termos de
estrutura e resultados da topologia. O mais importante aqui € destacar a forma
como eles sdo apresentados, respectivamente, no trabalho espanhol e no de
Pellegrino: “ en las regiones lineales se verifican dos teoremas de fundamental
importancia para los capitulos sucesivos” (FANTAPPIE, 1943, p. 24) e “ nous

donnons ici des théoremes dont les deux premieres sont absolutment
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fondamentaux pour la suite” (PELLEGRINO, p. 367). Eis, entdo, os enunciados

em suas trés versoes;

Trabalho brasileiro, as paginas 166-7 do Apéndice 1 desta tese:

“Teorema | — Dados qualquer regido funcional linear R e qualquer um de

Seus pontos Y,, se a vizinhanca (A,o ) de vy, pertence a R, 0 mesmo

acontece comtoda a vizinhanga linear (A) de y,.”

“Teorema Il — A uma regidio funcional linear R do espaco o™ estd

sempre associado um conjunto fechado A da variedade de Segre V,,, (que

se chama “ caracteristica da regido funcional linear” ) tal que aregido R é

formada unicamente por todas as funcgfes y(t,,t,,K ,t,) reqularesemA.”

Trabalho espanhol, as paginas 24 e 25:
“Teorema | — Dada cualquier regién funcional lineal R y tomado

cualquier punto y,(t) delamisma, si €l entorno (A ,o ) de y, pertenece a
R, lo mismo sucede para todo el entorno lineal (A) de y,.”

“Teorema Il — A toda regién funcional lineal R corresponde un conjunto
cerrado A, de puntos de la esfera complgja, tal que R estd formada
simplemente por todas las funciones ultrarregulares en A y solo por
éstas.”

Trabalho de Franco Pellegrino, as paginas 367 e 368:

“Théoreme | — Soit R une région fonctionnelle linéaire et y,(t) une
fonction quelconque de R. S le voisinage (A o) de y,(t) appartient a R,
R contient aussi le voisinage linéaire (A) de y,(t).”

“Théoreme Il — S R est une région fonctionnelle linéaire, I’ intersection de

touts les régions de définition des fonctions de R est un ensemble (partiel)
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A de la sphere complexe, non vide et fermé, et chague fonction biréguliere
dans A appartient & R. Reéciproguement: |'ensemble des fonctions
birégulieres dans un ensemble fermé A (partiel) de la sphére complexe

constitue une région fonctionnelle linéaire.”

O trabalho brasileiro se fecha quase melancolicamente, por assim dizer,
apoOs a conclusdo apotedtica deste teorema descrita da mesma forma nos trés
trabalhos. “ Queda asi establecida una ‘correspondencia biunivoca’ entre las
regiones funcionales lineales y los conjuntos cerrados de puntos de la esfera
complga (sus conjuntos caracteristicos). Puesto que € conjunto caracteristico A
individualiza completamente a la region, determina también ‘todas las
propiedades de la region funcional lineal, propiedades que estan, pues,
contenidas en las del conjunto caracteristico A. Con esto, e estudio de las
regiones funcionales lineales viene a reducirse al estudio mucho mas simple de

los conjuntos cerrados de puntos sobre la esfera.” (Ver FANTAPPIE, 1943, p.27)

O trabalho brasileiro tem ainda félego para dizer que, “ como conseqiiéncia

imediata do teorema I, ora demonstrado, tem-se afinal 0 seguinte:

Corolario — Se uma variedade analitica V, dada por

(9,7) y=y(t,t,. Kt ;,a,K,,),

na qual o ponto P(e,,a, K ,c,) varia sobre uma Riemanniana Q, da variedade
de Segre V,, , esta contida numa regido funcional linear (A); chamando de Q', a
regido que se obtém de Q,, excluindo desta os eventuais pontos ao « e de

ramificacéo, toda a variedade analitica dada por
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para P(a,,a,,K ,a,) variavel em Q' , estard também contida na prépria regido

funcional.”

Porém, € oportuno retomar aqui o comentério feito no inicio deste capitulo
a pagina 62 acima — ‘ja que nele apenas estdo bem caracterizadas as regides
funcionais lineares do espaco funcional’ —, para dizer que ele ndo tem intencdo de
diminuir em absoluto o contetido e as importantes conquistas desses teoremas — e
nem poderia ter mesmo essa ousadia, dado que, ao final da demonstracéo do
Teorema |, no seu trabalho espanhol, Fantappié chama atencdo para o fato de que
“de ahora en adelante, por tanto, para las regiones lineales, hablaremos de

entornos lineales (A) en vez de entornos restringidos (A, o )" (ver FANTAPPIE,

1943, p.25) e, também, como o proprio Franco Pellegrino destaca, o Teoremall
“un tres remarquable théoreme de Fantappi€’ e que “I’étude des régions
fonctionnelles linéaires se réduit ainsi a I’ éude bien plus simple des ensembles
fermés sur la sphére complexe” (PELLEGRINO, p.370), mas ssm mostrar uma
sensacao de frustragdo mediante a impossibilidade de ndo poder degustar o doce
apos ter experimentado o seu paladar, ou segja, ndo ter sido apresentado aos
Funcionais Analiticos por conta do abrupto e precoce fim do texto compilado por
Candido Lima da Silva Dias apés a caracterizacdo feita para as regifes funcionais
lineares, que contém os argumentos dos tais Funcionais. Para que este comentério
nao seja tomado por exagero, é necessario relembrar que, na prépria introducdo
“1. Generalidades sobre funcionais', Fantappie dizia que os funcionais analiticos
e algumas de suas aplicagdes seriam objeto de andlise no texto (ver pagina 113 do

Apéndice 1 desta tese) e, em consequéncia dessas auséncias, apresentar 0s
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caminhos que levam a esses objetivos almejados pelo préoprio Fantappie através de
outras obras, como acontece no seu trabalho espanhol e no de Franco Pellegrino
aqui exaustivamente tomados como suporte para analise. E nessa toada, ainda que
o trabaho espanhol dé continuidade com a apresentacdo dos resultados
estruturados a partir do conceito de linha analitica do espaco funcional, o trabalho
de Franco Pellegrino se esmera ainda mais em explicitar a importancia dos
resultados obtidos até entdo antes de dar os préximos passos. “ Il faut remarquer
que le théoreme que |’ on vient démontrer est absolument fondamental pour toute
la théorie des functionnelles analytiques. En effet, comme on le verraplus loin
(n°19, b), c’est grace a ce théoreme que I’ on peut démontrer, ‘en partant de nous
définitions’, la formule intégrale fondamentale au moyen de laquelle on peut
exprimer toute fonctionnelle linéaire, formule qui a son tour, comme on peut bien
le comprendre, a une importance fondamental e pour toute le reste de la théorie.

Il faut encore observer qu’une foit ce théoreme connu il serait bien plus
commode de prendre dés le début, comme définition d’ une région fonctionnelle
linéaire, la totalité des fonctions biréguliéres dans un ensemble fermé A, ce qui
simplifierait la suite de la théorie, mais n’expliquerait pas la raison du nom de
‘région linéaire’ ” (Ver PELLEGRINO, p.370).

E apresenta, em mais uma pequena diferenciacéo em relagdo ao trabalho
espanhol de Fantappie, uma discussdo sobre regides funcionais ndo lineares que

culmina com o seguinte resultado: “S y, est une fonction appartenant a une
région non linéaire R, toutes les fonctions de tous les voisinages (Ao ) de v,,

appartenant a R, appartiennent a une méme région fonctionnelle linéaire” (Ver
PELLEGRINO, p.372). Esta aparente ruptura com a busca da sintese minimal

apenas revela os avangos incorporados pelo desenvolvimento dateoria. Agorasim

97



€ a vez daguilo que em geral fecha um primeiro capitulo, ao contrario do que
ocorre no texto brasileiro, de estudos sobre funcionais analiticos: as linhas
analiticas sobre o espaco funcional. A definicdo segue 0 mesmo roteiro nas trés
obras em destaque®®, observando sempre os gjustes mais intensos no trabalho
brasileiro, cuja intencdo deliberada € construir uma teoria para funcionais
analiticos a funcdes de vérias varidveis (passando inclusive pela discussdo das ja
mencionadas variedades analiticas como expansdo das linhas andliticas), e a
diferenciacéo praticamente semantica entre funcdo ultrarregular (no espanhol) e
funcdo bi-regular (no de Pellegrino): considere uma fungdo y = y(t,) a duas
variaveis complexas t e o que, para cada «a, de uma regido Q da esfera
complexa « , se reduz a uma funcéo regular y, = y(t,«,) definida e regular em
uma regido M(e,) da esfera complexa t, que depende, naturalmente, de o, .
Seja, ainda, |(«,) 0 conjunto fechado complementar de M (¢,) e suponha, por
fim, queafuncdo y = y(t,) sgacontinuaem o neste fechado. Assim, paratodo
o, Q fixado de maneira arbitraria, a cada rea &>0 corresponde uma
vizinhanga E(a,) de ¢, contidaem Q e tal que, para qualquer o< E(o,), a
distancia entre os conjuntos fechados | () e I (¢,) sgjamenor do que ¢ . Nestas

condicdes, o conjunto de funcdes na variavel t que se obtém a partir da funcdo
y(t,2), ao variar ¢ em Q, constitui 0 que se chama de linha analitica L do
espaco funcional, e o é o parémetro que individualiza cada ponto y, = y(t,,)
sobre a linha analitica L. O trabaho brasileiro contém ainda, como j& descrito
anteriormente, a concepcao de variedade analitica, que, ao invés de trabalhar com

uma funcdo nas variaveis t e « da definicdo de linha analitica, toma r

¥ Ver trabalho brasileiro de Fantappié compilado por DIAS &s péginas 149-51 do Apéndice 1
nestatese e PELLEGRINO, p.372-373.
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parametros o,,a,,0,,K o, para constituir de maneira semelhante a L uma

variedade V,, imersanavariedade de Segre V,

(n+r) *

Apbs uma discussdo conceitual e exemplificacdo, os trabalhos se remetem
a um teorema que no texto brasileiro € chamado de ‘teorema de origem’ (ver
pagina 158 do Apéndice 1 nesta tese) e que é apresentado por Fantappie no texto

espanhol da seguinte maneira, considerando-se Yy, (t) = y(t,«,) ponto de uma
linha analitica: “ Tomando al arbitrio un entorno (A,c) de y,(t) se puede
encontrar en Q un entorno E(e,) de ¢, tal, que para todos los puntos de
E(e,) las funciones de la linea y=y(t,) queden en el entorno (A,c) de
y,(t)" (ver FANTAPPIE, 1943, p.29; ver também PELLEGRINO, p.373-4). O

texto espanhol e o texto de Franco Pellegrino exploram um pouco mais este
altimo resultado e concebem ‘fragmento de linha analitica’ como uma regidao Q'
interior a Q, formada pelos valores de o associados aos pontos de uma linha
analitica L penetrada por uma regido funcional R e que contém tais pontos de L,
conceito similar ao trecho regular de variedade analitica no trabalho brasileiro.

No entanto, o trabalho de Pellegrino somente finaliza esse primeiro passo
no desenvolvimento da teoria de funcionais analiticos com apresentacdo de mais
um resultado, que de certa forma antecipa a férmula fundamental ™ que caracteriza

um funcional linear: “ S toutes les fonctions d’ une ligne analytique y = y(t,«)
qu’ on obtien pour chaque o sur A appartiennent a une région linéaire (A), cette

région contient aussi la fonction y(t) = j c(a)y(t,a)da” (Ver PELLEGRINO,
A

p.374).

> Ver aproxima Nota 15 abaixo e, também, PELLEGRINO, p.400-4.
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O segundo passo “natural” nesse estudo sobre funcional analitico é
efetivamente defini-lo, e também ao funcional analitico linear, e explorar as
propriedades advindas principalmente do conceito de indicatriz do funcional. 1sso
e feito de forma répida no texto espanhol de Fantappie e no texto de Franco
Pellegrino, o que alimenta com certeza a frustragcéo declarada em relacéo ao texto
brasileiro até mesmo porque no texto (mencionado no inicio deste capitulo)
Integrazione con Quadrature dei Sstemi a Derivate Parziali Lineari e a
Coefficienti Costanti in Due Variabili, Mediante il Calcolo Degli Operatori
Lineari, de 1932, o préprio Fantappie faz uso essencia da indicatriz em suas
aplicagbes: “In tali ipotes, infatti, I'espressione f(A)y risulta un funzionale
lineare di f(A) analitico localmente e univocamente definito per ogni funzione
f(4) olomorfa nell’insieme E, funzionale di cui la soluzone y(z,4) dell

equazione (1) (univocamente definita, per ogni ydi Heogni A di B) non e
altro che la considdetta ‘indicatrice emismmetrica’, essendo A I'indice. Il valore
di f(A)y, per ogni funzione f(A) olomorfa in E, s ha quindi dall’espressione
generale di un funzionale analitico lineare per mezzo della sua indicatrice (vedi
F. A, n° 33%)" (ver Integrazione..., p.20). Assim, a construcdo desse segundo
passo € realizada, em linhas gerais, através das seguintes etapas. definicdo de

funcional analitico, discussdo a respeito da continuidade de funcionais analiticos

18| funzionali analitici, Memoria del prof. Luigi Fantappi&, 1928 — Capitolo |1 — 33. Valore del
funzionale lineare per una funzione qualunque del campo di definizione, p.54: “ Questa formola

(F[y(t)] = %J.V(t) y(t)dt), fondamentale per tutta la teoria dei funzionali analitici, ci
C

permete di calcolareil valore di un qualunque funzionale lineare F per qualungue funzione y(t)
del suo campo di definizione, appena sia conosciuta la funzione indicatrice v(t) del funzionale.

1
Mentre dunque la formola V(&) = F, L— ci fa conoscere per ogni funzionale analitico
lineare la sua funzione indicatrice, la formola ora trovata, vicecersa, ci individua completamente
il funzionale F, quando se ne conosca I’ indicatrice.”
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sobre uma linha analitica e continuidade em geral, definicdo de funcionais
analiticos lineares, derivacéo sob o sinal de funcionais lineares e integracdo de
funcionais lineares, estudo de funcionais lineares de uma série, continuidade de
funcionais lineares, apresentacdo de indicatriz anti-simétrica e simétrica de um
funciona linear e o potencial para o calculo de seus valores, apresentacdo do
resultado que gera a formula fundamental de funcionais lineares, seguidos de
estruturacdo do célculo smbdlico entre operadores funcionais lineares e
posteriores aplicagdes (ver FANTAPPIE, 1943, p.31-56 e PELLEGRINO, p.375 e
ss). Como ja visto, nada disso esté contemplado no trabalho brasileiro, porém néo
se deve desgudlifica-lo a ponto de ser considerado tdo somente uma leitura
introdutéria a0 tema e de, portanto, ter o papel histérico de servir como
transferéncia de conhecimento cientifico. N&o, ele vai além! Apesar de ter sido
dito no primeiro paragrafo deste capitulo que a peca brasileira se ‘mostra
inconclusa® e que ‘ja& havia ganhado mundo’, ela na verdade aprofunda as
discussdes, obviamente restritas a caracterizacdo de regides funcionais lineares,
feitas com ‘I Funzionali Analiciti’ (1928) — que trabalha com funcionais de
funcbes de umavariavel —e ‘| Funzionali delle Funzione di due Variabili’ (1930),
avancando com andlise para funcionais de fungdes de varias variaveis. Basta
observar os indices de contetidos desses trabalhos para confirmar tal afirmag&o.
Por fim, uma peguena questéo interessante em termos histéricos — que ndo
tem a necessidade de se esgotar por conta de alguma complexidade inerente ou,
por outro lado, que ndo tem a pretensdo de se prolongar por conta da obviedade
porventura expressa em s mesma a0 final de sua apresentacdo — € a constancia
com que Fantappié refaz os mesmos passos dos trabalhos anteriores a cada nova

investida na construcéo e desenvolvimento da teoria dos funcionais analiticos ao

101



longo dos quinze anos que separam ‘I Funzionali Analiciti’ de ‘Teoria de los
funcionales analiticos y sus aplicaciones . Pelo menos duas teses ndo excludentes
e até mesmo dependentes podem ser tomadas como objetos de reflexdo: a
organizacdo sistematica e congruente dos sucessivos textos deve servir como
suporte facilitador para 0 desenvolvimento da teoria e esta mesma organizagao
pode ser vista como apoio didético para a interpretagdo correta das ferramentas
desenvolvidas por parte de uma comunidade cientifica ainda carente de veiculos
de comunicagao ndo totalmente rdpidos e eficazes a ponto de fazer chegar a todos
cada passo fundamental dos desenvolvimentos da &rea de pesquisa. Um apoio
significativo pode ser tomado da leitura de ‘Nuovi fondamenti della teoria dei
funzionali analitici — Memoria di Luigi Fantappie — Reale Istituto Nazionale di
Alta Matematica — Roma, 1940’, no qual o autor reelabora, baseado em parte do
curso ‘Alta analise’ ministrado por ele no referido instituto, todos os passos dados
nos trabalhos anteriores. No entanto, o fato provavel mais marcante de toda essa
histéria do desenvolvimento da teoria dos funcionais analiticos é que Fantappie
prometeu no Jornal de Matematica Pura e Aplicada, em sua publicacdo de 1936
sobre as atividades do Seminario Matematico e Fisico da Universidade de S&o
Paulo realizadas no ano de 1935 (ver Apéndice 2), um texto a ser publicado em
breve no Brasil. Fantappié ficaria neste pais até praticamente fins de 1938,
voltando para a Itdia em 1939, portanto o referido texto deveria ter sido
desenvolvido num intervalo de tempo de dois anos. Como ja mencionado
anteriormente, o texto compilado por Dias deve ter sido o resultado de tal
investida e a sua interrupgdo, ao final de um primeiro capitulo, parece ter sido
motivada pelo retorno de Fantappié a Itdlia. O reforco das convicgdes nessa tese

vem exatamente da andlise do acima citado ‘Nuovi fondamenti della teoria dei
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funzionali analitici’, que tem 0 seu primeiro capitulo praticamente idéntico ao
texto brasileiro, diferenciando-se na introducdo e prosseguindo com o
desenvolvimento da teoria. Assim, suspeita-se que ao chegar a Roma e assumir a
tarefa de ministrar um curso de andlise matemética, Fantappie valeu-se das
exposicies ja apresentadas para 0 grupo de novos pesquisadores — por ele
formado no Brasil — como ponto de partida para suas aulas, 0 que justificaria a
congruéncia entre os textos e relevaria em definitivo a importancia matemética e

histérica dos ‘ Funcionais de Fungdes de Varias Variaveis .
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Capitulo 6
Conclusao

A sublimac&o da educacdo através da historia

A idéia inicial deste projeto era configurar tedrica e praticamente uma
proposta educacional para o estudo da matemética que pudesse agregar novas
motivaches a0 seu processo de ensino/aprendizagem através da investigacéo de
textos mateméticos historicos.

Teoricamente porgue a estrutura da pesguisa em histéria da matemética,
num sentido convencional, apresenta limitagdes que s6 podem ser ultrapassadas
por uma nova forma de se fazer essatal historia. Estas limitages sdo identificadas
primeira e principalmente por exaust&o da capacidade explicativa dos fendbmenos
histéricos, ja que a técnica convencional da conta tradicionalmente apenas de
apreender o que resta como sintese de todo o processo de evolucdo cientifica— ou
Sgja, 0 que € sucesso —, negligenciando, de certa forma, toda base que estrutura
seu alicerce concretado com pegas forjadas pelos erros e enganos das civilizagbes
que buscam conhecimento pleno. Segundo, as limitagdes desta técnica parecem
seguir a maxima: ao vencedor, as batatas!'A orientacso das pesquisas tem como
referéncia o corredor hegemonico de desenvolvimento do pensamento ocidental e
acabam por desembocar numa visdo euro-centrista e, depois, americanizada. Toda
atividade periférica s tem algum valor caso sgja prioritariamente inspirada na
evolucdo hegemoOnica e que, independentemente desta inspiracdo, agregue
necessariamente beneficios a0 desenvolvimento deste caminho central®. Tem-se

dois problemas, entdo: a ndo compreensdo integral do fenbmeno analisado — o que

! Em ASSIS, Quincas Borba.
2Ver D'’ AMBROSIO, editado em 2000, p. 79-92.
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gera uma crise de objetividade® — e a negligéncia em tratar de questdes periféricas
genuinas. Com a nova concepcdo adotada para investigagdo em histéria da
matematica — Capitulo 2 —, o primeiro problema acaba se diluindo na medida em
que o segundo é atacado eficazmente por uma andlise critica de contexto histérico
e de seu dialogo com a etnomatemética.

Praticamente porque h& a crencga, subjacente a este trabalho, de que toda
acao educacional objetiva no minimo um ganho de conhecimento, quica cultural,
e, portanto, através de exemplificacdo didatico-pedagbgica, deve apresentar
claramente os valores agregados a matéria de estudo. Seguindo a tese da
insubordinagdo da matemética a educagdo, ou vice-versa — porém, que preserva a
idéia de que a educacéo permeiatoda agdo de conhecimento —, e observando que o
tema sob andlise ganha status de ser a prépria Histéria, a escolha feita neste
trabalho — Luigi Fantappié: influéncias na matematica brasileira — um estudo de
Histéria como contribuicdo para a Educacdo Matemdtica — acarreta uma
minoracdo da importancia da investigacdo em ethomatematica comparativamente
a andlise critica do fendbmeno propriamente dito. No entanto, isto em nada
deprecia, aias, nem mesmo tem a ver com a qualidade dos frutos colhidos apés
longa gestacdo que se configurou através dos estudos de contexto historico
brasileiro no resgate de um capitulo da verdadeira Histéria da Matemética no
Brasil. Um primeiro ganho na evolugdo e desenvolvimento do projeto foi de
cardter eminentemente historico — a descoberta da Meméria de Luigi Fantappié
anotada por Candido Lima da Silva Dias por volta de 1935 — e de grande valia
para reafirmar que a criacdo da USP e a atuacdo de Luigi Fantappié na FFCL

praticamente determinaram o ponto de inflex&o na sorte da matematica brasileira,

TABOAS, p. 6.
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transformando-a de simples consumidora a também produtora no cenario global
apos a década de 1930. Além do fato historico de grande relevancia que é o
carater de originalidade em que se envolve o texto de Fantappie, ele demonstra
um amadurecimento crescente no pensamento cientifico do autor ao ser
comparado com textos da virada da década de 1920/30 e inicio da década 1940,
conforme exposto pelo préprio Fantappié®. O segundo ganho neste projeto, que se
revela, provavelmente, a grande contribuicdo para a Educacdo Matemética, € o
conjunto das possibilidades que um mergulho na Memodria apresenta para a
interacd0 com temas mateméticos, (inter)acdo que, numa nova dimensdo de
temporalidade diferente da convencional, presentifica o passado através do
reconhecimento de conceitos técnicos, ampliando percepgdes e perspectivas do
presente redesenhado como futuro que acaba de acontecer.

Agora resta enumerar os temas de matemédtica avangada que o encontro
com a Memdria de Luigi Fantappie proporcionou nesta investida no mundo da
Histéria.

A introducdo que Fantappié apresenta, de acordo com uma orientagdo
organizacional interna do texto que segue uma humeragao crescente para titulos,
independentemente de capitulo, sob o nimero de ordem 1, Generalidades sobre
funcionais, traz o conceito de funcionais e da exemplos dos mesmos. Existem ai
elementos para motivar o estudo desde integracdo multipla, com suas aplicacdes
fisico-geométricas, e 0 estudo de sistemas de equacdes a derivadas parciais até o

célculo das variacoes.

wpla

O Capitulo | inicia-se com o titulo 2 — Representacdo da n— de variaveis

e a topologia sobre a variedade de Segre, que disponibiliza elementos para o

* FANTAPPIE, editado em 1943, p. 9.
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estudo de fungdes de variaveis complexas, espaco de representacdo geométrica
para sistemas de nuimeros complexos a n dimensdes em correspondéncia a
sistemas reais de 2n dimensdes, extensdo da representacéo do espago a numeros
infinitos, construcdo de métrica para um espagco com inspiracdo Nno conceito
euclidiano de distancia, enfim, estruturas de espacos meétricos. Além destas
possibilidades, o capitulo oferece ainda uma outra por conta do conceito de
variedade para o0 espaco funcional que, obviamente, conduz as atencdes para o
estudo da propria conceituacdo de variedades.

O titulo 3 — Distancia e Vizinhanga — da municdo para se discutir o
conceito de distancia e de vizinhanga de um ponto, 0 que pode preparar o terreno
para 0 estudo de propriedades topoldgicas de espacos métricos bem como o
formalismo necessario para investigactes em anélise matematica.

O titulo 4 — A topologia sobre a Variedade de Segre — aproveita as
ferramentas do titulo anterior e constréi, no cené&rio especifico, os conceitos de
conjunto aberto, conjunto fechado e conjunto conexo, distancia entre conjuntos,
que é claramente o subsidio para induzir a discussdo destes mesmos elementos
num contexto topol égico geral.

O titulo 5 — Func&o analitica de n variaveis complexas — deduz da andlise
matemética os resultados apropriados para o contexto da obra, gerando as
definicbes e conceituacOes de seu interesse, e, no caso do trabalho que ora se
apresenta, a sua leitura segue o caminho inverso, induz a discusséo de um dos
capitulos mais prolificos da andlise matemética, o que diz das funcdes analiticas e
toda sua estrutura de regularidade.

O titulo 6 — Nocéo de espaco funcional — faz uma adequacdo do material

desenvolvido anteriormente, toma os funcionais como pontos de um espago e
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passa a estudar vizinhanga e demais conceitos topol 6gicos, sempre com o cuidado
de construir um espaco de Hausdorff e aproveitar toda uma gama de teoremas que
ajudam a compreender e manipular melhor seus elementos em funcéo de possivels
aplicagdes. E Obvio que o convite é um estudo detalhado de topologia,
especificamente sobre espacos de Hausdorff. Os titulos 7 e 8 — Outras nocdes
topolégicas do espaco funcional e Linhas e variedade analitica do espaco
funcional — mergulham nas propriedades topolégicas do espaco funcional e
procuram classificar os tipos de funcionais analiticos sobre uma variedade de
Segre. Na verdade, estes titulos 6, 7 e 8 apenas continuam induzindo, a exemplo
do que ocorreu no titulo 5, o estudo avangado da topologia.

O titulo 9 — M6dulos com multiplicadores e regides funcionais lineares —
traz toda a notagdo bésica das estruturas algébricas de grupo, grupo abeliano,
maodulos e anel, especifica um espaco vetoria de Frechet através de um maodulo,
imbuido de uma norma, sobre o anel dos nimeros reais, classifica, de maneira
ainda mais segmentada, os funcionais agora como lineares (ou ndo lineares) numa
variedade de Segre e faz uso do Teorema de Borel-Lebesgue para identificar,
grosso modo, os funcionais lineares a conjuntos do espago funcional, o que reduz
todo seu estudo ao da variedade. Certamente, a inducéo aqui € inicialmente feita
no sentido de se (re)pensar a Algebra e suas estruturas.

Por fim, 0 que se pode sintetizar deste mergulho na matemética através da
andlise critica de textos, que se justificam por serem subprodutos de investigacao
histérica ampliada, € que a motivagdo para o estudo da matéria pode ser feita
através de processo que parte das reflexdes do ser no mundo e vai até a concepcao
abstrata de modelos algoritmicos e de técnicas, que salvaguarda, de certa forma,

todo o processo de criacdo ou de descoberta matematica e que esta indicado, em
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linhas gerais, a seguir — porém, nem de longe e nem de forma alguma prega ou
pleiteia uma educacdo utilitarista—:

1 —Anadlise de problema;

2 — Construcéo ou adequacdo de ferramental técnico/matematico para atacar o
problema;

3 — Adaptacdo do ferramental para atacar uma gama de problemas semel hantes ao
inicial;

4 — Congtituicdo de uma classe de problemas e definicdo de estruturas e das
ferramentas compativeis para resolvé-los.

Apés a conquista do formalismo axiomatico |6gico-dedutivo por parte da
matemética, sua apresentacdo segue um padrdo inverso ao dado anteriormente:

1 — Defini¢do de instrumental técnico/matematico;

2 — Apresentacdo das propriedades relativas a este instrumental;
3 — Exemplificagdo da utilizacdo em algum problema especifico;
4 — Proposi¢ao de novos problemas.

Este formato, ainda que constituido de forma a preservar um novo conceito
estético da matemética, calcado na consisténcia e na minimalidade das suas
estruturas, carrega consigo o peso de parecer sempre esconder suas verdadeiras
intencOes e que, de certa forma, enevoa a sua compreensdo. Soma-se a isto a
velocidade vertiginosa do desenvolvimento da matemética durante o século XX, a
ponto de ndo existirem mais universaistas na matéria, que implica na
segmentacio do conhecimento e mais névoa para envolvé-la. E a consciéncia de
tal situacdo que fortalece a crenca ndo no abandono dos ideais estéticos da
matemética, mas nha proposta didatico-pedagogica instrumentalizada pelas

técnicas dainvestigacdo historica como auxilio as agdes da Educacéo Matemética.
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Apéndice 1

Memodriade Luigi Fantappie — Funcionais Analiticos

A seguir é apresentada a traducdo do texto ‘I funzionali delle funzioni di
piu variabili — Memoria de Luigi Fantappi€. Em termos historicos, o grande
mérito desse texto é que ele representa uma pega que N30 pPassou por uma
elaboracdo secundaria, ele € a copia do que Fantappie apresentou em aulas e
escreveu em lousa provavelmente, € uma pedra bruta que apenas foi limpa e ainda
n&o passou por lapidagdo. E marcante o ritmo inicial, de certa maneira repetitivo,
do texto, que parece mostrar 0 esforco do professor em se fazer entender a
brasileiros em lingua italiana e, principamente, referindo-se a tema tdo novo aos
ouvidos e olhares dos jovens estudantes. Na medida em que o curso evolui, 0
ritmo do texto € mais fluido, parecendo terem ja sido consolidadas as bases
tedricas nas mentes dos interlocutores de Fantappié. A traducdo é feita,
obviamente, através de uma leitura interpretativa, de forma que h& opgdes nem
tanto edtilisticas, pois a intencdo € preservar o ritmo do texto, como de
significacdo de termos. A idéia foi empregar palavras que trouxessem ao leitor o
conceito de forma mais clara para os dias de hoje. Por exemplo ‘intorno’ foi
traduzido por vizinhanga, ainda que o proprio Fantappie tenha em algum
momento feito uma observacdo a respeito da sinonimia de ‘intorno’ e ‘vicinanza’
no contexto da obra O texto tem a singularidade, anunciada pelo préprio
Fantappie, de ser uma re-elaboracéo e um aprofundamento de textos j& produzidos
por ele e, a0 comparalo com o seu texto espanhol ‘Teoria de los funcinales

analiticos y sus aplicaciones de 1943, o primeiro a tratar de maneira

1 FANTAPPIE, editado em 1943.
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significativa 0 mesmo tema apos sua saida do Brasil, percebe-se que ele se situa
intermediariamente no desenvolvimento da matéria. Assim, resta concluir que
houve desenvolvimento, de acordo com o conceituado no Capitulo 2,
matematico/cientifico significativo em solo brasileiro, por conta da transmissdo
dos contetidos abordados no texto de Fantappie e da interacdo dos alunos com os
mesmos, interacdo, inclusive, que originou pesgquisas mais avancgadas por parte
destes Ultimos. Uma curiosidade, apenas. nas consideracdes iniciais de Fantappie,
no texto espanhol anteriormente citado, que fazem uma resenha historica do
desenvolvimento das pesquisas sobre funcionais analiticos ndo ha qualquer
mengao aos trabal hos realizados no Brasil, nem mesmo de alguns desdobramentos
jarealizados, por exemplo, por Omar Catunda’, ainda que apresentem as linhas de
investigacOes desenvolvidas na Itdlia, na Franca e na Alemanha.

Por outro lado, e o0 que é de extrema relevancia, a leitura do caderno de
anotagdes do Prof. Candido Lima da Silva Dias ndo deve ser tratada apenas como
0 contato com o passado ou como idolatria de uma pega de museu, ao contrario,
deve ser entendida como uma grande motivagdo para a interagdo com temas
mateméticos, portanto e mais do que nunca a temporalidade ganha uma nova
dimensdo e a interacdo do leitor com um texto histérico acaba por presentificar,
dar vida a matematica, que desta forma o coloca ja no futuro, com uma visdo
renovada acerca das coisas da propria matemética.

As notas de rodapé que aparecem nesta traducdo, diferentemente das
demais notas que aparecem em todo esse trabal ho, séo de doistipos: as do tradutor
e as do autor, que serdo representadas por NT e NA, respectivamente, seguidas de

numeragao crescente e natural a partir de 1.

2 CATUNDA, 1937, 1939 e 1942, tirado de LEV'Y, p. 474.
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Por fim, a traducdo esta acompanhada das fotos tiradas do texto original.
Estas fotos foram feitas numa segunda visita a Biblioteca “Prof. Achille Bass”
(ICMC-SC/USP), feita no dia 4 de outubro de 2002, com uma camera digita
SONY DSC-P71, com a iluminagdo ambiente da propria biblioteca e sem
utilizacdo de iluminacéo forcada por flash. As duas primeiras fotos, logo a seguir,
s80 da capa superior do caderno — brochura com capa dura — de anotagdes do Prof.
Candido Lima da Silva Dias, no qual esta copiado o texto das Memoérias de Luigi
Fantappié, e do verso desta capa superior, onde aparece o selo da loja em que o
caderno fora comprado. Na sequéncia de tudo isso, aparece a traducdo da obra
propriamente dita. Para cada pagina fotografada havera, de forma associada na
traducdo, a sua Ultima palavra ou ultimo simbolo acompanhado, dentro de

paréntesis, de FT seguido de numerag&o crescente e natural a partir de 1.
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Funcionais de Fungbes de Véarias Variaveis

Memoriade Luigi Fantappié

1. Generalidade sobre funcionais

Nessa memaoria me proponho a retomar e complementar numa linha de maior
simplicidade a minha pesquisa sobre funcionais analiticos, "™* exposta num trabalho
anterior ja citado, e a desenvolvéla
posteriormente em vista das aplicacdes a
teoria ‘dos quanta’, a integracdo pela
quadratura de sistemas e equacfes a
derivadas  parciais lineares  com
coeficientes constantes, a teoria dos
grupos continuos infinitos, como também
em vista de interessantes ligacdes que
venham se apresentar a partir de alguma
de tais aplicacdes e da teoria de integrais
abelianas sobre uma variedade algébrica.

Recordemos, antes, que um numero f se diz um funcional de r funcdes

Vit 1, KLt ), Yo (8, Kt )KLy (5,8, KLt ) eseescreve (FT1)

NT1 Apesar daintencéo declarada por Fantappi&, nem a sua atividade de pesquisa nem mesmo esse
texto é citado naresenha histéricafeitano Item 3 (‘ Diversas direcfes no estudo dos funcionais'),
Capitulo | (‘Consideragdes Prévias) da Primeira Parte (‘ Teoria dos Funcionais Analiticos') do texto
espanhol ‘ Teoria dos funcionais analiticos e suas aplicagdes', de 1943, ja citado.
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(1,3 f=Fly(t,t,.K t, ), y,(t, Kt ) K,y (t,t.K .t )]

upla

quando é dada uma lei bem precisa que a cada r— das tais fungdes vy,,v,.K,V,,
varidveis num certo campo''?, faz
corresponder um valor bem determinado
do nimero f.
Algumas vezes um tal funcional,
isto ¢ um numero que depende das
préprias fungdes, sera chamado mais

precisamente de funciona puro, para

distinguir esse tipo de dependéncia de
outro mais gera que, ao contrario,
associa um numero f dependente ao
mesmo tempo dasr fungdes v,,Y,,K ,y, edem pardmetros (nimeros) x;, X,,K , x

1 A\ms

no qual f sera chamado de um funcional misto dessas r funcfes e desses m parametros

e se escrevera

(2 f=Fly(t 6Kt ) Y, (05K ) KLY (16K, )%, %, KX ]

NT2 A palavra campo ndo deve ser uma boa traducéo, melhor seria a palavra conjunto. Inicialmente, a
paavracampo foi utilizada por alguns autores para designar a estrutura a gébrica de corpo, mas isso
pode gerar confusdo com aidéia de campo que setem naFisica. Parece prematura também, nesse
ponto do texto, a utilizag8o de espaco, uma estrutura topol dgica.
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As fungdes vy,,y,,K,y, e os nimeros x;,X,,K,x, de quem depende o

funcional, sdo chamados de variaveis independentes ou argumentos do proprio (FT2)

funcional, a0 passo que as varidvels t
(das quais, ao contrario, o vaor do
funcional ndo depende minimamente,
porgque estdo somente a indicar a
natureza das fungdes vy,,y,,K,y,) sdo

chamadas de varidveis aparentes.

Um exemplo de funciona puro,
definido para todas as funcdes

y(t,,t,,K ,t ), integravel em uma certa
regido R, do espaco n-dimensional, €

dado pelaintegral
(1,3) f=[]a jRn y(t,,t,,K .t )dt,dt, K dft, .

Um outro exemplo de funcional puro, definido para as fungbes y que
satisfazem a oportunas condicdes" '3, determinadas pela natureza da funcéo mista g, é
dado pela expressdo mais geral

ay ay a ki +ko+A +k,y y
1,4) ||A t,t, K t,, y(t,t,,K t,),— K,—=>=,——)dt,dt, A dt,.
(.4 J]A] ottt Yt K )5 Koo g p g Tt

NT3 Condicdes de integrabilidade.
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Exemplos de funcionais mistos, particularmente interessantes por suas
aplicacbes, sd0 dados de outro modo a partir das solugdes
2, (X0, X, K , X)), Z, (X0, X, K , X)), (FT3)K , Z, (X5, X, K ,x,) do sistemd™ a

derivadas parciais

1, 5) +Za1(1) +Za|‘2) KA +Za,(k”) +Za,”+l)zk = f, (X, X, K, X,),

O 2 n

com |=12K,r (FT4) (sendo constantes o0s
coeficientes a, ), que para x = 0 assumem os valores

iniciais

(1,6) 7 (0,%,%,,K , %) =¥, (X, %,,K , x;)
(I1=42K,r).
Qualquer uma das r fungdes z, assume de

fato um valor bem determinado toda vez que séo

atribuidos os valores dos n+1 ndmeros x,,X;,K , X,
(variaveis da fungdo) e as 2r fungdes f, e ¥,
(1 =242,K ,r); esses valores das solucdes z, de (1,5)

e (1,6) sdo portanto funcionais mistos das 2r

funcbes f, e ¥, e dos n+1 nimeros X,,x;,K , X,

(variaveis independentes de tais funcionais).

NT4 Sistema de equagBes a derivadas parciais.
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Capitulo 1

Os funcionais analiticos de varias variaveis e a topol ogia sobre variedade de Segre

upla

2. Representacdo da n— de variaveis complexas sobre uma variedade de Segre.

Como, em seguida, as fungbes das variaveis
(FT5) independentes nos funcionais que deveremos
considerar serdo sempre fungdes analiticas de varias
variaveis complexas z,z,,K,z,, daremos nesse

primeiro Capitulo algumas nogdes gerais sobre tais

funcdes, comecando, antes de tudo, com a busca de
uma oportuna representacéo geometrica das n"* detaisvariaves.
Entretanto, para as n"** de numeros complexos finitos
(21) z, =X +i-y, (r=12K,n)
(n%"s finitas, como também diremos), uma representacdo muito simples pode ser

obtida com pontos reais e finitos de um espaco linear S,,, assumindo como ponto

upla

imagem de uma n— (2,1) aquele ponto P de S,, que tem por coordenadas
cartesianas ortogonais as suas partes reais x;,X,,K ,x, e imaginarias y,,y,,K,y,.
Observa-se que as projecdes ortogonais dos pontos P sobre cada um dos planos

coordenados (x;,Y,),(X,,Y,),K ,(x,,y,) de S,, geram ordenadamente sobre tais
planos as representagdes de Argand-Gauss dos nimeros complexos z,z,,K ,z

1 &0

respectivamente. (FT6)
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. . e | . .. , .
Devendo, em prosseguimento, considerar também n™= no infinito, é preciso

uplas

determinar 0 que se entende por tais n——. Suponhamos, para isso, que uma certa

upla

n=— no infinito z,z, K ,z, varia continuamente na dependéncia de um parametro
real t, de modo que para t tendendo a um certo valor t,, pelo menos um dos

ndmeros z, que se apresentam tenda ao infinito; e se ocorrer ainda que a relagdo dos

ndmeros zZ, associados a

r
convenientes parametros t, tenderem
todos a numeros determinados e
finitos para t — t,,, entéo diremos que

upla

a n— varidva considerada tende,
paa t—t,, a uma n® infinita,

definida precisamente pelos limites
aos quais se referem; isso equivale a
identificar o conjunto de todos os
pontos reais e complexos, proprios e

improprios de um espago projetivo complexo S, an dimensdes complexas, podendo-

, upla e
se pensar e escolher nimeros complexos de qualquer n— como as coordenadas ndo

homogéneas de um ponto de S, dado a partir da propria n®2N™. Com essas

convengoes relativas a introducdo do conceito de n*®2 infinita, vamos, portanto, nos

afastar substancialmente das convencdes (FT7) de Esgood™ e de outros autores para

NTS O texto parece se tornar um tanto repetitivo, o que deve ser um esforgo do autor em tornar-se
compreendido claramente.
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aceitar de outro modo as de Severi®, seguindo ora também as de Behnke® e de
outros, cuja conveniéncia ja esta verificada, especiamente quando devemos
considerar também fungdes al gébricas de n varidveis complexas z,,z,,K ,z,"™.

Logo, vése que com esta

upla

convencdo a respeito de n— infinita,
a representagdo sobre um S, redl,

upla

dada anteriormente pela n— finita,

deixa de ser biunivoca caso se queira

upla

estendé-la a uma n— infinita. Este
constitui de fato, segundo as nossas
convencdes, o hiperplano infinito S, ;
do espaco projetivo S, , hiperplano de
n-1 dimensdes complexas

equivalentes a 2n—2 dimensdes reais, enquanto os pontos no infinito de S, red,

constituem uma multiplicidade >, isto € com uma dimens3 a mais do que o

devido.

upla

Uma representacdo biunivoca e continua, sem excecdo, de toda n—

z,2,,K ,z,, sga finita ou infinita, isto € se todos 0s pontos reais e complexos,
proprios e improprios de um espaco projetivo S, an dimensdes complexas, existe, ao

contrério, através dos pontos reais de uma variedade (FT8) V,, imersa em um

NTé candido Lima da Silva Dias faz menco a notas explicativas ao citar os nomes de Esgood, Severi e
Behnke, porém elas ndo aparecem no texto.
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apropriado espaco linear real, determinaremos, assim, esta variedade como de Segre,
construindo um modelo métrico, todo finito, mediante uma extensdo ao caso de n
qualquer, a partir da construcéo de Study™ para n=2.

Comecamos, assim, por observar
que todos os pontos reais e complexos,
préprios e improprios, do espaco projetivo

S, podem individualizar-se mediante

n

(n+1) coordenadas homogéneas

z,,z,K ,z,, todas finitas e nem todas

1 Zys
nulas, dadas a menos de um fator de
proporcionalidade.

Em correspondéncia a um tal
sistema de n+1 nimeros complexos, introduzimos agora N = (n+1)* quantidades
reais

( X, =z =x>+y,’ (r=012K ,n)

22§ X =vXR(zz)=V2(xx+yy)  paar<s=01K,n

[ Xe=v23(z2) =V2(x %, -V, Y.) parar >s=0LK ,n

nas quais indicamos com z_r 0 conjugado x. —iy, de z,, com R(z) e 3(2) aparte
real e o coeficiente imaginario™'’, respectivamente, do nimero complexo z. Destas

formulas (FT9) seguem-se, imediatamente, as relagoes:

NT7 Veja 0 cuidado parando construir repeticdes como ‘aparte real e a parte imaginaria .
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n

23 Y .X2=Y [ Y R z)+ S5 %) =

0 0 r<s

n
=2zl +2%
0 r<s

Zf ZS

2 n
MR AN A
0 r<s

e também:

I O O I DT I SR A

0 r<s

das quais deduz-se:

(2'5) ir,sxr,s2 =[Zn:rxr,r]

Consideremos, agora, um espaco linear rea
Sy, N=(n+1)?, no qual indicamos com ¢ (r,s=012K ,n) as coordenadas
cartesianas ortogonais. Para qualquer sistema de n+1 numeros complexos

z,,2,K ,z,, todos finitos e ndo contemporaneamente nulos, podemos, agora fazer

corresponder neste S, 0 ponto P que tem por coordenadas 0s nUmeros reais

21) £ = n+l nX'S (r,s=01K ,n) (FT10)

n ZXH‘

0
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em que X, sd0 dados pelas formulas (2,2) e o denominador comum de todas estas

fragbes é seguramente diferente de zero. Além disso, observa-se que se multiplicarem
todos os nimeros z, por um Mesmo
fator t complexo finito e ndo nulo, em

(2,2) observa-se que todos os X,
ficam multiplicados por |t|2 e, por
isso, os &, sdo homogéneos de grau

nuo em X permanecendo

inalterados. Como o sistema dos n+1

ndmeros complexos z,,z,K,z, e

todos aqueles que ndo se diferenciam

por um fator ndo nulo, de proporcionalidade determinada, 0 mesmo ponto do espago

projetivo S, deduz-se que com as formulas (2,2) e (2,1), a cada ponto rea ou

complexo, proprio ou improprio No espago projetivo S, correspondera de modo

univoco e continuo um ponto P real efinito de S, , imagem do precedente.
Vice-versa, dado o ponto P de S, imagem de um ponto do espaco projetivo

S, , este Ultimo resultara também perfeitamente individual""®. Basta para demonstrar,

ver-se que se dois sistemas z,,z ,K ,z, e Z,,Z, ,K ,Z,, dédo (pelas formulas (2,1)),

os mesmos vaores de £, alterando-se para um fator conveniente o segundo destes

rs?

sistemas, ele viraacoincidir com o primeiro. (FT11)

NT8 Talvez, melhor fosse ‘ resultara também Unico’.
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De fato, tomemos por hipétese, indicando com um apéstrofo nos X que se referem

aos 7z
(29" fom it S N R (r,5=0LK )
n n '
Zxrr Zxrr
0 0

Podemos, antes de tudo, alterar de modo proporciona os modulos dos Z', , de modo a

fazerem-se iguais os denominadores, que sﬁoi 1z e Zn: |z.|*. Temos assim,
0 0

(2,10) X, =X
Parar =< istoda
(2,11) z|=|z,] (r=01K ,n).

Para r < s, resulta, da segunda e terceira de
(2.2 ER(Zr z_s) = E)i'(z'r z_s) e
3(z,2.)=3(z, Z.) e em consequéncia,
(2,12) 2,2,=7, 2,
Seja z, a coordenada z de indice mais
elevado que ndo sgjanula: |z|=|z|#0.
Podemos ainda alterar z' de um fator complexo de modulo 1 (isto ndo ateraa

igualdade (2,11)) de modo a tornar-se z',= z_; da qual resultatambém z, = z_ = 0.

E, portanto, de (2,12) z, = Z,, c.q.d.

NT® Ha aqui uma descontinuidade da numeragéo das formulas.
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Portanto, a correspondéncia entre os pontos z,,z,K ,z, do S, projetivo
complexo e os pontos P(&,,,&,,K ,&,,) do S, rea euclidiano dados pela formula

(2,1) (FT12) é biunivoca e continua, sem
excegdo. Estas formulas sdo obtidas, sob
forma paramétrica, da parte real de uma
variedade agébrica, antes sazona e toda

finita de S, em 2n dimensbes reais,
porque tal € a dimensdo red da S,

projetiva;, esta se chama a Variedade de

Segre V,,: e € de se notar que € a

variedade algébrica de ordem minima

(2n)!

n)?

igual a sobre a qual sgja possivel representar de modo biunivoco e continuo,

sem excegdo, 0 conjunto de todos 0s pontos no espago projetivo S, VAL,

Este modelo particular V,, da Variedade de Segre, definida a partir da
formula (2,1), goza de interessantes propriedades métricas, como na evidéncia de
Study para n=2"". De fato, considerando ¢&_ as coordenadas cartesianas

ortogonais de S, , € natural definir adisténcia 6 entre dois pontos P e P’ de S de

coordenadas & e &' ., respectivamente, de acordo com aformula

rs’?

@) 5= \/Z E—E)

NAL Severi — Conferéncia Geom. Algébrica.
NTS Parece 0 melhor para“..., messe in evidenza dallo Sudy per n=2".
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e 0 quadrado da distancia de um ponto qualquer a origem de V,,, como

Z rerzs

(2,13) 5 = Z rsgrzs = n:]_l nO 2 (FT13)
° 3]
0

gue, em consequéncia da identidade (2,5)

(2,14) s2=y 2Nt
n

rs
0

Portanto, todos os pontos da nossa

variedade de Segre V,,, se encontram a uma

disténcia constante ¢ = "n_+1 da origem:
n

estas variedades de Segre V,,, permanecem,

entdo, por inteiro sobre a hiper-esfera da

S, Que tem centro na origem e raio

5= M+l
n

Por outro lado, de (2,1) segue-se que para a coordenada de V,,, € satisfeita

identicamente a equagéo linear

n

n Zf
(2.15) IS 2

I’

X,

=

Assim, a V,, permanece também por inteiro sobre o hiperplano S, ; que tem esta

X,

equacdo. Portanto a variedade de Segre V,,, permanece toda sobre a intersec¢do
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deste hiperplano (2,15) com a hiper-esfera da equacgéo (2,14), interseccdo esta que é
ela mesma uma hiper-esfera S, , do hiperplano S, ,. O centro P, desta S, , €
dado pelo pé da perpendicular baixada da origem sobre o hiperplano, indicamos com

£ 0 comprimento e com ¢, 0s co-senos da dire¢éo do seguimento orientado OF,,
as coordenadas de P, serdo dadas por:

(2,16) E9 = pa, (r,s=0L1K ,n).(FT14)

~

Mas os co-senos das diregbes «,, dos hiperplanos normais (2,15) sdo
proporcionais aos correspondentes
coeficientes das &, na equacdo (2,15) e,
portanto, seréo dados por

a,.=0 parar # <

rs

(2,17)
1

n+1

a, =t

r

parar =s

Substituindo-se estas expressoes em (2,16)
e esta em (2,15), e ja que B, esta no

hiperplano, tem-se agora

n

> L =J_rp\/n+1='n+1.
0 \/n+1 \/ﬁ

E sendo p positivo, deduz-se enfim, para a disténcia p da origem ao centro P, da

hiper-esfera S, _, , aexpressio

(2,18) p= %
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Por outro lado, a origem, o centro P, da hiper-esfera S , e um ponto

qualquer P desta hiper-esfera caracterizam,

com certeza, um triagngulo retangulo em P,.

Ora, deste triangulo retdngulo conhecemos a

hipotenusa, que é 0 raio 6 = 1”—” da hiper-
n

esfera (2,14), o cateto OF, = p, e a distancia

de P a Py, que é o raio da hiper-esfera S, _,,

sendo, assim, r =+/8% — n_+1_1 ,isto

é (FT15) (2,19) r =1. Podemos, portanto, afirmar que a variedade de Segre V,,,

entdo determinada pela formula (2,1), permanece por inteiro sobre uma hiper-esfera

Sy, de raio unitario, num gpropriado espaco linear S, a

N-1=(n+1)?-1=n(n+2) dimensdes. Em particular para n=1, obtemos como
espaco das imagens todos 0s pontos reais ou complexos, proprios ou improprios de
uma reta projetiva, uma variedade algébrica V, contida numa esfera S, , =S,, de
raio 1, de um espaco linear S, =S;. Esta variedade algébrica V, coincidirg,
portanto, precisamente, com toda uma esfera de raio 1 do espaco ordinario, isto €, a
nossa representagdo geral se reduz, para n=1, a conhecida representacdo dos
nimeros complexos sobre a esfera. A representacdo por nés dada se apresenta,
portanto, como a mais geral generalizagdo dos espagos projetivos para muitas
dimensdes da representacéo, (no caso de Spaz) sobre a esfera de raio 1, dada por

Riemann para os pontos reais e complexos da reta projetiva. (FT16)
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uplas

3. Distanciaevizinhangade n—.

Para as aplicagdes que deveremos fazer em seguida sobre a teoria das funges

analiticas de varias variaveis, convém, agora, introduzir duas defini¢des diferentes

uplas

paraadistancia entre duas n— de nimeros complexos, a saber:

uplas

a) Digténcia quadrada: Dadas duas n—, ambas finitas, de nimeros complexos

z,z,K,z, e z,,7,K,zZ,

chamaremos distncia quadrada p

entre as duas n"™* o méaximo dos n
modulos

B |z-7l||z-7.K]|z,-Z,|.

de onde resulta

B2 |z -z<p

(r=12K ,n).

A distancia quadrada entre as duas

uplas

n— ¢, portanto, sempre um nimero real, positivo ou nulo, e neste Ultimo caso, se e

uplas

somente se as duas n— forem iguais. Essa €, além disso, como € evidente, uma
funcéo real e continua, para quaisquer dois pontos arbitrérios na variedade de Segre, a
menos dos elementos infinitos.

b) Distancia esférica: Em todas as consideracfes de carater geral, nas quais ndo sgjao

caso de distinguir as n®* finitas das (FT17) infinitas, € mais Util a nocéo de

N . . | . -
distancia esférica que passaremos a expor. Dadas duas n™™= quaisquer de nimeros
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complexos, finitos ou infinitos, dos quais P e P’ sdo os pontos correspondentes sobre

a Variedade de Segre V,,, chamaremos disténcia esférica § ou simplesmente

distancia das duas n*®® a distancia entre os dois pontos correspondentes P e P,
medida com aférmula (2,11), validano

espaco ambiente S ; esta &, também,

a distncia entre os pontos P e P’

finitos do hiperplano S, ,, o qual
contém também V,,; hiperplano no

qua a formula (2,I1) subordina
também uma métrica euclidiana.

Desta definicdo resulta que a

uplas

disténcia esférica entre duas n
quaisquer é sempre um numero real

nulo ou positivo, nulo se e somente se os dois pontos imagem coincidem €, o que € 0

uplas _~

sdo iguais. Além disso, dado que a V,,, permanece sobre uma

mesmo, as duas n
hiper-esfera S _, de raio unitério, a distancia entre dois pontos imagem sobre V,,,

ndo podera superar em nenhum caso o didmetro desta, ou sgja, a distancia esférica o

uplas

entre duas n— satisfaz sempre as relaces (FT18)

(3.3) 0<6<2.

Também a distancia esférica, aém do mais, dada a continuidade da

representacdo da n*® sobre V,,, resulta uma fungdo continua dos dois pontos

uplas

imagem e, portanto, das duas n— correspondentes.
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Em funcdo das nogdes entdo introduzidas de disténcia quadrada e distancia
esférica, poderemos agora introduzir as nog¢des de vizinhanga quadrada e vizinhanca

esférica da seguinte forma:

upla

a') Vizinhanca quadrada de uma n—.

Chamaremos de vizinhanca gquadrada

upla

[p] (prea ndo negativo) de uma n"™
finita z,,7, ,K ,Z,, que serd o centro

uplas

da vizinhanga, o conjunto das n—

2,,2,,K ,z, que tém da n"** dada™

distancia quadrada menor ou igua a p,

ou ainda, que satisfaz

contemporaneamente as n rel agdes
(34) lz,-2Z,|<plz,-Z,|<pK|z,-Z,|<p.
Com as definicdes de Severi e de Behnke, aimagem desta vizinhanca quadrada [p]
em S,,, doqua o principio de n® 2 da um n-cilindro com centroem 7,7z, K,z e
raios todos iguais a p, inclusive a sua superficie, quando p € positivo, enquanto se

reduz ao proprio centro quando p = 0", (FT19)

upla

b') Vizinhanca esférica de uma n— . Dada, ao contrario, uma n2 qualquer, sgja

finita ou infinita e um ndmero r real e positivo, definimos a vizinhanca esférica ou

N1 "2 Gada como centro do conjunto.

NT12 Ao que tudo indica, o principio de n° 2 ao qual Fantappié se refere é parte dalei dicotémica que
diz: (1°) os pontos sdo iguais quando a distancia quadrada € zero ou (2°) diferentes quando é maior do
que zero.
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upla

simplesmente vizinhangca (r) desta n—, que é o centro da vizinhanca, como o

uplas uplas

conjunto de todas as n— que tém uma distancia esférica menor do que r; estas n—

terdo, assim, por imagem todos os pontos de

V,, que resultam interiores a uma hiper-esfera
de raio r em S, ,, tendo como centro a

imagem do centro da vizinhanga. E de se

observar que se r € maior do que 2, a

upla

vizinhanca esférica (r) de uma n— qualquer
contera necessariamente V, inteira, isto €,

uplas

todas as possiveis n—.

4. A topologia sobre a Variedade de Segre.

Deixando de lado por ora as nogdes de vizinhanga quadrada e de disténcia
quadrada, que serdo utilizadas apenas em gquestbes particulares, observamos que as

nocbes gerais de distancia esférica e de vizinhanca esférica, dadas no numero

uplas

eN™3, paratodas as possiveis (FT20) n"™* que identificaremos de agoraem

precedent
diante com as suas imagens sobre a variedade de Segre V,,,, permite-nos construir

toda uma topologia da Variedade de Segre, baseada sobre elas. Introduziremos,

portanto, as seguintes no¢oes topol 6gicas com al guns teoremas a elas relativos.

. ~ . - . I ”
NT13 | tem precedente; “3 — Distnciae Vizinhangade N> ".
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uplas

a) Ponto de acumulagdo: Dado um conjunto | de n=— de pontos de V,,,, diremos que

uma n®™ ou ponto P, de V,, € um ponto de acumulacdo do conjunto se em toda

vizinhanga esférica (r) de P, caem sempre pontos do conjunto distintos de P, (e,
portanto, caem infinitos).

Dado que a Variedade de Segre V,,, € ela mesma um conjunto do hiper-espago
linear S,_,, conjunto que resulta

perfeito e todo finito, demonstra-se

facilmente o teorema de Bolzano, isto

uplas

€, que todo conjunto de infinitas n——

ou pontos de V,, tem sempre ao

menos um ponto de acumulacdo sobre

esta Variedade. Isto equivale a dizer

que a Variedade de Segre V,,

definida  topologicamente  pelas

nocbes de distancia esférica, € um

espaco ndo somente métrico, mas também compacto, segundo as definicdes (FT21)
de Fréchet.

b) Conjunto derivado, conjunto fechado. Ao conjunto dos pontos de acumulagéo de

um conjunto | de V,,, dir-se-a conjunto derivado I’ de I; se | contiver I’ (incluimos

também o caso em que | contém apenas um numero finito de elementos, com o que I’
resulta um conjunto vazio), o conjunto | sera fechado; se | coincide com I', o

conjunto | sera perfeito.
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Observar-se que, sendo a Variedade de Segre V,, um espago métrico e
compacto, imerso em um espaco linear S, ; a um numero finito de dimensdes, sera

também possivel demonstrar (de modo andlogo ao
habitual; e sem invocar o principio de Zermelo) que,

sob tal variedade, vale sempre o teorema de Borel-

Lebesgue, ou sela, que cada conjunto fechado da

variedade de Segre V,, coberto por um sistema,

mesmo infinito, de vizinhancas (esféricas), € sempre

c) Distancia entre dois conjuntos. Dados dois conjuntos |, e |, em V,,

chamaremos distancia esférica ou simplesmente disténcia entre dois conjuntos o

extremo inferior 6 (maior ou igual a zero) (FT22) da distancia esférica de um ponto
qualquer P, de I, a um ponto qualquer P, de |,. Sd0 &Y e £, respectivamente,

as coordenadas em S, dos pontos P, e P,. Vimos que

a distancia € uma funcéo continua dos dois pontos;
mas ela é também funcdo continua do ponto
P=({w K .SW K .&7)do espago S, que se
obtém como produto topolégico de dois S, . Ora, se
I, e, sdo conjuntos fechados na variedade de Segre,
0 sdo também em S ambiente e o sera também o conjunto dos pontos
P=P K,EW QD K ,ED) de S,, a partir de suas caracterigticas; dos dois

conjuntos existira, portanto, um nimero, isto €, existira a0 menos um ponto P, de |,
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e um ponto P, de |,, cuja distancia esférica sera o proprio o . E que esta distancia
serd nula se e somente se 0s dois conjuntos possuirem um ponto comum. Resulta,
pois, que dois conjuntos fechados sem elementos comuns, terdo sempre distancia
0 >0; se um dos conjuntos |, sereduzir aum sO ponto P,, se existe a distancia de
um ponto a um conjunto, se este é fechado e ndo contém o ponto (o qua € também
um conjunto fechado), entdo, a distancia €, com certeza, positiva.

d) Diferenca entre dois conjuntos. Dados dois conjuntos I, e |,, chamaremos

diferenca s entre estes conjuntos o extremo (FT23) superior de todas as distancias
entre os pontos de um dos conjuntos em relacdo ao outro conjunto. Esta definicdo de

diferenca, que € evidentemente simétrica em relagéo aos dois conjuntos |, e |, e

condizente com a ho¢do intuitiva dos dois conjuntos que se separam um pouco um do

outro, vem traduzir em termos precisos a menor
diferenca s que se possa observar entre ambos.
Desta forma, se esta diferenca s € nula, cada
ponto de quaisquer um dos dois conjuntos tem
distncia nula do outro e, por isso, ou pertence
ao outro, ou € seu ponto de acumulagdo; em
particular, se dois conjuntos fechados tém

diferenca nula, eles coincidem.

€) Regido. Um conjunto de n*"* ou de pontos de V,,, tal que, dado um ponto
qualquer P, do conjunto, exista sempre uma conveniente vizinhanga esférica (r) de

P, que separe por inteiro o proprio conjunto, serd uma regido de n*** ou da
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Variedade de Segre, e sera indicada freqlientemente com os simbolos R, R, ou
andlogo. Um exemplo de regido R da Variedade de Segre é dado pela vizinhanga
esférica (r) de um ponto qualquer P,: se, de fato, P, separa esta vizinhanga, a sua
disténcia esférica a partir de P, € um nimero d <r e, por isso, a vizinhanca esférica
r, de B, com r, positivo (FT24) mas menor do que r —¢J, separa por inteiro a
vizinhanga esférica(r) de P, .

Umaregido R de V,,, seré conexa se, dados dois quaisquer de seus pontos P’
e P, é sempre possivel encontrar uma sucessdo finita de pontosde R, P, =P', P,
P,,...,P, = P", tais que para cada um dos pontos
P, (k=01K,n-1) exista uma vizinhanca
conveniente de P, separando R e contendo o
ponto sucessivo P, , .
Se umaregid R de V,, ndo € conexa, Vé-

se facilmente que ela é composta, em cada caso,

de varias regifes parciais, cada uma delas conexa.

Demonstra-se, pois, como em um espaco euclidiano ordinario, o teorema que
se R é uma regido da Variedade de Segre, o conjunto complementar | sobre a
Variedade de Segre, € um conjunto fechado, e, inversamente, que se | € um conjunto

fechado, o seu conjunto complementar € uma regiao.

f) Vizinhanca esférica de um conjunto. Dado um conjunto de pontos | na Variedade

de Segre, chamaremos vizinhanca esférica (r) com r real e positivo ou simplesmente
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vizinhanca (r) do conjunto | o conjunto R dos pontos da variedade que tém de | uma
distanciamenor do der. (FT25)

E evidente que esta vizinhanca assim definida é uma regifo, o que se
demonstra como para a vizinhanca de um ponto™'**. Observa-se, também, que se

s>0 for a diferenca entre dois
conjuntos I, e I,, tomando um
nimero qualquer r > s, a vizinhanca
esférica (r) de qualquer um dos dois
conjuntos contém certamente 0 outro;
de fato, cada ponto deste tem do
primeiro distancias 0 < s<r.
g) Dominio. Chamaremos por dominio
0 conjunto derivado de uma regido da
variedade de Segre, isto €, esta regido
mais a sua eventual vizinhancga (local dos pontos de acumulacdo da regido, que néo
se separam da prépriaregido).

Um exemplo de dominio é dado pelavizinhanca quadrada [p], com p >0, de
qualquer n**? finita z,,K Z'; ou sgja, 0 conjunto das n*** z K z para as quais
vale
(4,1 z. -7, |<6 (r=12K ,n),
gue constitui-se uma regido, no supracitado em (€), que sera chamada o interior da

vizinhanca quadrada [p] da n**® fixada. (FT26)
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5. Func&o analitica de n varidvel's complexas.

Dada uma fun¢do f(z,z,, K z,) da n variaveis complexas z,z,,K z,,

univocamente definida para toda n**® de uma certa regido R da variedade de Segre,
diremos que ela é regular em um ponto finito P'=(Z,,Z,,K Z,/) de R, quando é
passivel de desenvolvimento em uma série  de poténcias de
z-7,,2,-72,K,z,-7,, numa
conveniente vizinhangca quadrada de P', e
diremos, por outro lado, que f é regular
em um ponto infinito P' de R, quando,
efetuada uma transformacéo (isto € uma
substituicéo linear e ndo degenerada sobre
as coordenadas homogéneas
7,,2,2,,K z,"™°) que leva aregifio R a
uma regido R, e o ponto P' a um outro
ponto P', finito, afungdo ¢, = f, (definida em cada ponto P, de R, como o valor
de f no ponto correspondente P de R) resita regular e nula em P',N*2 Com esta

definicdo vé-se imediatamente gque a unica funcdo regular sobre toda a variedade de

Segre (FT27) € a funcéo y(z,z,,K z,)=0, ou sga, identicamente nula. De fato,

NT v/er item (e) anterior.
NT1> O texto original apresentan+1, o que parece apenas um lapso de quem toma nota ou mesmo de
quem profere aaula, jaque o correto é z,,2,,K z,,.

NAZ A dotamos, com isto, a definicao de regularidade [regolante] em uma n“P? infinita proposta por

Severi, seguida também por Behnke, e agregada ainda da condi¢ao de a funcdo se anular no ponto
indicado, cuja utilidade resultara dos sucessivos desenvol vimentos.
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estabelecidas de qualquer maneira n-1 das variaveis, por exemplo

z,=7,K,z =7, afuncéo y(z,z, K z,) deumalnicavariavel z devera ser

ainda regular por toda parte e nula para z, =, isto &, constante (pelo teorema de
Liouville) eigual azero.

Umafungdo f(z,z, K z,) definida e regular em cada ponto de umaregido R

da variedade de Segre, mesmo ndo conexa, serd dita locamente anditica. De

gualquer forma, poderda ser  Util

considerar-se também a regido da

variedade de Segre coberta em qualquer

parte, considerando como distintos dois
pontos sobrepostos (isto é com as

mesmas  coordenadas 2,2,,K z,)

guando separam folhas distintas. Com

esta convencdo, cada funcéo localmente

anditica resulta sempre univocamente

definida em umaregido R da variedade de

Segre, com partes eventualmente sobrepostas, a qual chamaremos uma regido

Riemanniana da variedade de Segre. A consideracdo de tais regides Riemannianas

permite, assim, considerar sempre como univocamente definida uma (FT28) funcéo
local mente anal itica que assuma também mais valores distintos em certa n“"@.

Uma funcdo locamente analitica, definida (sempre univocamente pelas

convengdes feitas) em uma regido conexa R, eventuamente Riemanniana, da
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variedade de Segre e que ndo seja posteriormente prolongével a outro R, dir-se-a uma

funcdo analitica em sentido estrito; R, neste caso, € 0 seu campo natural de existéncia.

Observa-se que entre uma func&o analitica em sentido estrito, com seu campo
natural de existéncia, resulta sempre perfeitamente
individualizada pelos valores que assume na
vizinhanca de um ponto qualquer de tal campo, por

outro lado, para individualizar uma funcéo localmente

analitica, & necessario apresentar 0 conjunto tanto da

regido R, na qua ela esté definida (mesmo nas véarias

partes ndo conexas), como 0s valores que ela ai assume

(de modo, naturalmente, como aqueles resultados regulares, seja onde for). De agora

em diante, entenderemos sempre, salvo aviso
contrario, que uma fungdo localmente analitica esta
definida em uma regido néo coberta da variedade de
Segre. (FT29) Pode-se observar que se uma funcéo
localmente analitica é regular em todos os pontos de
uma reta ou de uma curva algébrica, ela é nula em
toda a regido conexa pertencente ao seu campo de

definicdo e que contém areta ou a curva.

Capitulo 11

Propriedades Gerais do Espaco Funcional
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6. Nocdo de espaco funcional: entorno de umafuncéo analitica.

Analogamente a tudo quanto existe para a teoria das funcles, as quais se
antepde uma teoria de conjuntos de pontos nos quais as fungdes sdo definidas, se
estabelecerd agora, antes de passar a se estudar os funcionais, examinar as
propriedades dos conjuntos de funcBes que sdo as variaveis independentes dos
proprios funcionais. Por razdes ja expostas nos meus trabalhos precedentes,

consideraremos sempre funcionais que tenham por

argumentos funces localmente analiticas de uma ou

mais variaveis. (FT30) E natural, portanto, considerar o

conjunto de todas as funcdes localmente analiticas

y(t,,t,,K ,t,) de n variaveis independentes (de agora

em diante indicadas sempre com t,t,, Kt

n 1
argumentos das funcdes variaveis independentes dos funcionais, reservando as letras
z,,2,,K ,z, etc. paraindicar parametros), 0 conjunto que chamaremos entéo espago

NT16

funcional de ordem n e que indicaremos com o, enquanto

chamaremos ponto de tal espago funcional o™ cada um de seus
elementos, isto €, cada funcdo localmente analitica y(t,,t, K ,t.).
Com base na convencdo precedente, um ponto do espaco
funcional o™ serd, portanto, definido quando for dada uma regido bem determinada

R, conexa ou ndo, mas néo coberta, da variedade de Segre V,,, e nesta for definida
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univocamente uma fungéo regular y(t,,t,,K ,t,). Estabeleceremos, por outro lado,

que aregido R onde umatal fungio y (ponto do espago funcional ™) é definida ndo

esgote por ventura toda a variedade de Segre V,,, (caso em que o fungéo y, em toda

parte regular, deve ser identicamente nula; tal fungdo nula sobre toda a variedade de

Segre sera, portanto, excluida da nossa consideragdo e ndo serd tomada (FT32) como
um ponto do espago funcional ™), portanto, o conjunto fechado |, complementar

de R sobre a variedade de Segre V,,,, contera sempre algum ponto. Poderd, também,

ocorrer que em umaregido R, (conexaou ndo) maisamplaem V,, , ou sga, contendo
R, sga definida uma fungdo regular
y,(t,,t,,K ,t.) que naregido parcial R coincida
com a funcdo y(t,,t,,K,t,) anteriormente
considerada: em tal caso se dira que y, € um

prolongamento de y, mas y, sera considerada
sempre como um elemento ou ponto do espaco

funcional o™ diferente de y (no caso particular

de prolongamento, se existir, quando y, € um prolongamento analitico dey), isto €,
quando aregido R, em que esta definida é conexa' ™"’

Neste segundo Capitulo, nos propomos a fornecer aguns conceitos

fundamentais relativos aos conjuntos de pontos deste espago funcional ™,

NT16 Nessa linha, na margem esquerda, h& uma seta que remete a0 verso da folha anterior do caderno;
€, nalinha correspondente do verso da outra folha, uma outra seta indicando os dizeres: (Nogéo de
espaco funcional: Pincherle). (FT31)

NTL7 Os paréntesis deveriam chegar até agui, pois a consideracdo de prolongamento analitico depende
de R; ser conexa
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comegando antes de tudo pela nogdo de vizinhanga que completa substancialmente a
nocao de espaco, definindo-se a propriedade topologica. Mais precisamente, daremos
duas diferentes noc¢des de vizinhanca de uma funcéo, a saber:

a) Vizinhanca linear: Dado um ponto do espago

funcional ", isto € uma fungdo localmente
analitica (FT33) y,(t,,t,,K ,t,) definidaem uma
certa regido R, da variedade de Segre V,, e
contido em R, um conjunto qualquer fechado A,

chamaremos vizinhanca linear (A) de y, o

conjunto de todas as fungbes locamente

analiticas y(t,,t,,K ,t,) que sdo regulares em A, de forma ainda que as regides R em

que el as sdo definidas contenham o conjunto A.

b) Vizinhanca restrita: Dada a mesma funcéo y,(t,,t,,K ,t,) definida em R,, e

contido en R, um conjunto fechado A e dado um numero rea e positivo o,

chamaremos vizinhancarestrita (A, o), ou mais simplesmente vizinhanca ( A,o ) de

Y,, 0 conjunto de todas as funcdes y regulares em A para as quais se tem, em cada

N de A
(6,1) |y(ty, 1, K ) — Yoty 1, K b)) <o

E evidente, no entanto, que esta no¢do de vizinhanca restrita (A, o) é mais
restritiva do que aguela de vizinhanca linear (A), acrescentando-se a regularidade em
A acondicdo (6,1); por isso, todas as vizinhangas ( A,o ) de umafungdo y,, com o

qualquer, estardo, certamente, contidas na vizinhanca linear (A) da mesma fungéo.
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Por outro lado, se'y € uma fungéo qualquer davizinhangalinear (A) de y,, isto
é, regular em A como y,, adiferenca y—y, sera (FT34) também regular em A, e,

portanto, 0 seu médulo, que é uma fungdo continua, assumird em A um valor maximo

M, e se encontrara, portanto, sempre em A,

(6,2 Yty 15, K L t) = Yoty 1, K b)) <M

Bastara, portanto, tomar um nimero real o > M , paraque valhaa (6,1) em todo A e,
entdo, y resultarainterior avizinhanga (A o ) de y,.

Portanto, ndo sO a vizinhanga linear (A) de uma funcéo y, contém todas as

vizinhancas (A o) desta funcdo, mas também,

vice-versa, cada funcdo y da vizinhanca linear (A)

de y, isola sempre qualquer oportuna vizinhanca

(Ao) de y,. A vizinhanca linear (A) de vy,
pode, por isso, ser definida também como o
conjunto numérico do espaco funcional ™ que
contém todas as vizinhangas ( A, o ) dessa fungéo
(com Afixo, o arbitrario).
Observa-se que a nogdo de vizinhanga linear (A) de uma funcéo y, satisfaz

aos primeiros teoremas de Hausdorff postulados para espacos de vizinhangas, o que

quer dizer:
1°) Cada ponto do espago funcional o™ possui uma vizinhanga linear (A) e nela esta

contido.
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2°) A interseccdo de duas vizinhancas lineares (A), (B) (FT35) de um mesmo ponto
Y, contém uma vizinhanga desse ponto.
3% Se um ponto y, esta isolado em uma vizinhanga linear (A) do ponto y,, existe
uma conveniente vizinhanga linear de y, contida na vizinhangalinear (A) de v, .
O primeiro postulado é evidente pela prépria definicdo de vizinhanca linear.
Quanto ao segundo postulado, pode-se observar que se (A), (B) sdo duas vizinhancas
lineares de uma mesma fungédo y,, os
dois conjuntos A e B sdo fechados e
pertencentes, ambos, aregido R,, na qual
Y, esta definida e todas as funcbes

regulares sobre ele, que sdo

evidentemente as funcdes na interseccéo

das duas vizinhangcas (A) e (B),

constituirdo exatamente o interior linear

(A+B) de y,. Enfim, se y, pertence a

vizinhangalinear (A) de y,, diremos que o conjunto fechado A esta contido na regi&o

R, naqual esta definida vy, ; bastarg, para isso, tomar a vizinhanca linear (A) de vy,

para que esta vizinhanga esteja ndo somente contida na anterior vizinhanga linear (A)
de y,, mas até coincidente com ela

A nocéo de vizinhanga restrita ( A,o ) de uma fungdo y,, satisfaz assim néo

somente a estes primeiros trés postulados de Hausdorff, mas também ao quarto,

conhecido como postulado (FT36) de separacdo, com pequenas restricoes, a saber:
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1°) cada ponto y, do espago funcional @™ possui uma vizinhanga (A,c) e nela
esta contido;

2°) aintersecgéo de duas vizinhangas (A, 0 ) e (B,7) de um mesmo ponto y, contém
uma conveniente vizinhanga (C, 9J) deste ponto;

3°) se um ponto y, pertence a uma vizinhanga (A,o) do ponto y,, existe uma
conveniente vizinhanga ( A,0,) de y, contidanavizinhanga ( A,c ) de y,;

4°) duas fungbes vy, e y,, cujas regides de definicdo tém alguma parte em comum,
mas ndo sd0 prolongamentos uma da outra, tém vizinhangas separadas, existe entéo
uma vizinhanca (A,0,) de y, e uma vizinhanca (A,0,) de y, sem elementos

comuns.

O primeiro postulado é também evidente
pela propria definicdo de vizinhanca restrita.
Quanto a0 segundo postulado, bastard tomar
ainda como conjunto C a soma dos dois
conjuntos fechados A e B e por ¢ 0 menor dos

nimeros ¢ e ¢ paraque avizinhanca (C,¢) de
Yy, resulte evidentemente interior tanto para a
vizinhanga (A,o ) quanto para a vizinhanga (B,7) da mesma fungdo e, por isso,
contida na prépria interseccao.

Para o terceiro postulado, pode-se observar (FT37) que se y, pertence a
vizinhanga (A,0) de y,, e assm verifica-se (nesta) em A a condi¢éo (6,1), entdo o

modulo da diferenga y, — vy, , que € umafungéo real continua neste conjunto fechado,
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deverd assumir um maximo M com certeza inferior a o, portanto c—M >0 e
bastara tomar o nimero positivo

(6,3) 0,<0-M

para que a vizinhanga ( A,o,) de y, estgja contida na

vizinhanga inicial (A,o) de y,; de fato, para cada

funcéo y davizinhanca ( A,0,) de y, tem-seem A

(6,4) |y(ty,t,. K ) — vyt 1, K L) < oy,

enguanto que vale, também, no préprio conjunto,

(6,5) Yy (ty, 15, K L) — Yot 1, Kt )| <M,

do que se deduz que em todo o conjunto A sera sempre, para cada y da vizinhanca
(Aoy)dey,

(6,6) V= Yo S|Y= Vi +|Y. = Yol <0, + M <0,

0 que prova a afirmagdo. Enfim, para provar o quarto postulado, tomamos duas
fungOes quaisquer y, e v, , definidas em duasregides R, e R,, respectivamente, com
uma parte comum R, mas que ndo podem coincidir em qualquer regido conexa B de

R, sendo (FT38) serdo prolongamentos da mesma funcéo y, definida em B mediante

este valor comum; tomado en R um dominio A derivado de uma regido conexa B,

para a qual se pode tomar, por exemplo, a vizinhanca de um ponto P de R

NT18,

suficientemente restrito (N"*®porque estd com seu contorno contido em R), a

diferenca y, —y, ndo podera ser sempre nula no dominio A (ja que, em caso

NT18 Ao que tudo indica, agui é que devem ser abertos os paréntesis.
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contrario, as duas fungbes y, e y, coincidiriam em toda a regido conexa B),

tomamos um ponto P, de A no qual esta diferenca ndo sgja nula e sgja neste ponto
‘ylo - yzo‘ > 20 . Dessa forma, a vizinhanga (A, o) de y, e avizinhanca (A,c ) de

y, ndo poderdo ter, é claro, elementos comuns, pois uma funcéo y pertencente a

ambos deverater contemporaneamente

(6’7) |y1—y|<cr e|y2—y|<c7
das quais seguem:
(6,8) |y1_y2|S|y1_y|+|y2_y|<20

em todo A, e em particular também no préprio ponto P, ,
no qual, ao contrério, tem-se |y, - y,|=20, de onde resulta a contradicdo. E

oportuno, enfim, observar que tanto a nogdo de vizinhanca (FT39) linear como a de

3’ NT19

vizinhanga restrita sdo tratadas nos termos exatos da idéia de “vizinhang entre

dois elementos do espaco funcional ™, conservando-se a simetria com relacio a

estes dois elementos como nos espacos ordinérios, 0 que ndo contraria a definicdo de

vizinhanca adotada no precedente trabalho. E, de fato,

evidente que se a funcéo y, separa a vizinhanga linear (A)
ou a vizinhanca restrita ( A, ) de y,, a contrério também
y, Separa, respectivamente, a vizinhanca linear (A) ou a
vizinhanga restrita (A,o) de y,. Por outro lado, cada

prolongamento y, de uma fungdo y separa todas essas vizinhangas lineares (A) e

NT19 A opgdo feita desde o principio foi traduzir entorno como vizinhanga; aintencao foi adeja
aproximar o sentido que Fantappi & explicita neste ponto.
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todas essas vizinhangas restritas ( A, o ) desta funco, pois coincide com elaem toda a

regido R na qual é definida, e por isso mesmo em qualquer conjunto fechado A ali

contido.

7. Outras nogdes topol dgicas do espaco funcional.

a) Ponto de acumulacio. Dado um conjunto Y de pontos do espaco funcional o™, ou

sgja, um conjunto (FT40) de funcbes y(t,,t,,K ,t,) localmente analiticas, diremos

que uma funcéo vy,(t,,t,,K ,t,) € ponto de acumulacdo do conjunto Y guando em

cada uma das suas vizinhangas (A,0) caa ao

menos uma fungdo y do conjunto gue seja diferente

de y, eque elae y, ndo sejam prolongamentos de

uma mesma funcdo. Em cada vizinhanga ( A0 ) de

Y, caem, entdo, infinitas fungdes do conjunto Y

satisfazendo a esta condicdo; de fato, se nessa
vizinhanga caisse um numero finito y,,y,,K,v,,

poderiamos, pelo quarto postulado de Hausdorff, encontrar uma vizinhanca de

(A',0,") de y, que ndo contém a fungéo y,; a interse¢éo desta vizinhanga com a
vizinhanga inicial (A,o0) de y, devera conter ainda, pelo segundo postulado de
Hausdorff, umavizinhanga ( A, c,) de y,, naqual poderdo cair tdo somente as k-1
funcbes vy,, y,,K ,y, . Assim, de forma andoga, podemos determinar sucessivamente

outras vizinhangas (A,,0,) , (A, 0,) de y,, que via de regra contém, cada uma
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delas, uma fungcdo a menos do que a anterior, dentre aquelas k fungdes anteriormente
citadas, (FT41) portanto, chega-se, enfim, a uma vizinhanga (A o ) de y, continua
em (A o0), que ndo conterd mais qualquer funcdo do conjunto Y que satisfaca a
condicdo dada inicialmente, contra a
hipétese de que y, € ponto de acumulagdo

de.

b) Regi8o funciona. Diremos que um

conjunto R de fungbes y(t,t, K,t) €

uma regido do espaco funcional ™, ou

simplesmente uma regido funcional,

quando, tomada uma fungédo qualquer y,,
existir sempre uma vizinhanga (A,c ) de
Y, que pertence por inteiro ao proprio conjunto. Um exemplo de regido funciona R

€ dado por uma vizinhanga (A,o) qualquer de uma funcéo arbitréria y,; esta

propriedade da vizinhanga (A ,0) ser regido € exatamente a esséncia do terceiro
postulado de Hausdorff (titulo 6), como haviamos demonstrado.

Outro exemplo de regido funcional é dado por uma vizinhanca linear (A)

qualquer de uma fungdo arbitréria y,, uma vez que, se y, € uma funcéo qualquer

desta vizinhanga, ela pertence, como vimos no titulo 6, a uma conveniente vizinhanca

restrita ( A, o ) aqual pertence propriamente, pelo que precede’"®, uma certa (FT42)

vizinhanga (A,0,) de y,. Esta vizinhanga permanecera entdo por inteiro, ndo
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somente na vizinhanga ( A, ), mas no mais amplo entorno linear (A) de y,, 0 que

demonstra a propriedade enunciada.

8. Linhas e variedade analitica do espaco funcional.

Tomamos agora uma funcéo locamente analitica y(t,,t,,K ,t,,) de n
varidveis t,,t, K ,t, e pardmetro ¢ ; ela sera definida e regular em umaregiso Rns,
para n+1 dimensdes complexas da variedade de Segre V, ., sobre a qual se

representam o0s sistemas de n+1 ndmeros

complexos t,,t,,K ,t,,, finitos ou infinitos.

1tn

Em cada caso, os valores de o¢ que pertencem a

~

qualguer  desses Sistemas, que Sd0

representacdes dos pontos de R (sistemas nos
quais y é definida e regular), formardo sempre
uma regido Q da esfera complexa «, e, para
cada ¢, nestaregido Q, toda n?e t,.t,,K ,t,
gue a ele se pode associar de modo a ter pontos deR, sera representada pel os pontos
de interseccdo de R com a variedade o = o, , que € (FT43) uma variedade de Segre
V,,, sobre aqual se representam exatamente as n variaveis restantes t,,t,,K ,t, eesta

intersec¢do, que indicaremos por R(e,), sera também, é claro, uma regido desta

variedade de Segre V,,, na qual serd ainda definida e regular a funcéo

NT20 [no mesmo titulo 6].
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y(t,,t,,K t,,a,) denvaridveis complexas t,,t,,K ,t,. Paracadavaor de o fixado
na regido Q da esfera complexa, teremos portanto uma bem determinada fungéo
y(t,,t,,K t,,o) das n varidveis restantes t,,t,,K ,t, que sera definida e regular em
certaregido R(a) davariedade de Segre V,,, variaveis em geral ao variar de o em
Q. Indicamos com | (&) o conjunto complementar da regido R(«) na variedade de
Segre V,,,, a qual sera entdo fechada (veja 4(e)) e na qual
ndo sera definida a fungéo y(t,,t, K ,t,,a) devariaveis t,;
diremos que este conjunto | (o) dependente de o varia

continuamente ao variar ¢ em Q ou mesmo que é uma

funcdo continuade o em Q, se fixado um nimero positivo

arbitrério £ e um ponto qualquer ¢, de Q pode-se sempre determinar nesta regido

uma conveniente vizinhanga de «,, tal que, para cada o nesta vizinhanga, (FT44) o

conjunto | (e) correspondente tenhade | (¢,) umadiferenca menor do que €.
Diremos agora que a fun¢do y(t,,t,,K ,t,,«) de n variaveis t,t, K ,t,,

obtida fixando-se para 0 parametro ¢ todos os possiveis valores na regido Q,

constitui uma linha analitica do espago funcional ™, se o conjunto |(x) da

variedade de Segre V,,,, no qual cada uma delas n&o € definida, varia continuamente

com o em Q. A equagdo y = y(t,,t,,K ,t &) serd uma representacéo paramétrica

desta linha analitica, correspondente ao parémetro ¢ , ou ainda a equagdo paramétrica
desta linha; e, é claro que se pode ter outras representagcdes paramétricas da mesma

linha fornecendo simplesmente na equacdo precedente o = (), com ¢ funcdo
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analiticainvertivel do pardmetro £ . Paramaior generalidade, poderemos entdo supor

mesmo que a regido Q, na qual varia 0 parametro, sgja eventualmente uma regiéo
Riemanniana da esfera complexa.

Se, pois, uma parte das func¢des de uma linha analitica

(parte que pode também eventuamente estender-se a

qualquer linha) pode ser obtida fazendo-se variar o

parémetro (em uma oportuna representacdo da prépria linha)

(FT45) em umaregido qualquer da esfera complexa que ndo se recobre, seja finita e

simplesmente conexa, diremos que esta parte da linha analitica constitui-se um trecho

regular da propria linha. Na construcdo de uma linha
analitica é preciso chamar-se atencdo a fim de que sga
satisfeita a condi¢do fundamental de variagdo continua do

conjunto |(e), quando se escolhe a fungdo de n+1
variaveis  y(t,,t,,K ,t,,a), sobretudo quando esta é
analitica em sentido estrito, pois que nem sempre se pode tomar como pontos de uma
linha analitica a funcéo y(t,,t,,K ,t,,a) analitica em sentido estrito, obtida da
precedente pelafixagdo de « . Dada, por exemplo, afuncéo

1

8,1 =sen(at, +A +a.t,)+
®D Y @t ) at, +at, +A +at -«

de n+1 variaveis t,,t,,K ,t,,, paracadavalor finito de « , excluindo-se os pontos

%+kﬂ' (com Kk inteiro), obtém-se uma fungdo analitica em sentido estrito de

152



t,,t,,K ,t, que, se @ ndo for mlitiplo de 7z, é definida para toda parte menos no
hiperplano infinito e naquela de equacéo

(8.2 at, +a,t,+A +at, —a=0, (FT46)

enquanto que, ao contrério, se o for multiplo de 7, afuncdo que se obtém se reduz a
somente o0 primeiro termo da expressao (8,1) e, portanto, resulta Unica sobre o
hiperplano infinito; no primeiro caso (o # kz) o conjunto | (), no qual a funcéo
n&o é definida, é constituido do hiperplano fixo
infinito e do hiperplano variavel (8,2); no
segundo caso, ao contr&io (a=kr), O
conjunto | (&) se reduz a apenas o hiperplano
infinito, e em consequiéncia tal conjunto | ()
ndo varia continuamente na vizinhanca dos
valores a=kr, porque para ¢ €em uma
vizinhanca ainda que pequena de um destes
valores, mas distinto dele, recobre sempre em | (e) o hiperplano (8,2), que nd&o pode
ter do hiperplano infinito (ao qual sereduz | (kr) ), uma diferenca inferior a qualquer

ndmero escolhido. O conjunto das fungdes de t,,t, K ,t, analiticas em sentido estrito,

que ndo se obtém da expressdo (8,1) dando a0 paréametro ¢« todos os valores

possiveis, ndo € portanto uma linha analitica segundo a nossa defini¢cdo. Ter-se-a, ao

contrério, uma linha analitica quando para cada « fixado arbitrariamente sobre a

esfera complexa, desde que (FT47) finito e diferente de %-i- kz, se toma como
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funcdo y correspondente aguela que é definida pela expressdo (8,1) para cada n® da
variedade de Segre que estgja fora dos dois hiperplanos, dados pelo hiperplano
infinito (fixo) e pelo hiperplano (8,2) (variavel com «), ou sgja, quando ndo se

definir y sobre este par de hiperplanos. Para estes valores particulares o = kzr do

pardmetro, viremos assim a excluir o hiperplano correspondente (8,2) do campo de
definicio de y, que permanece sempre
localmente analitico, mas ndo mais em sentido
estrito; o conjunto no qual estas fungdes y ndo
s80 definidas varia, agora, continuamente e
por isso tais funcbes, todas localmente

analiticas, constituem umalinha analitica.

Podemos agora generalizar o conceito
de linha analitica para aquele de variedade

andlitica do espaco funciona ™. Sdga y(t,,t,,K,t,,o,K,a) uma fungio

n?

localmente analiticade n+r varidveis complexas t, e o, >, definida e regular em

uma certaregido Rn. davariedade de Segre \A eindiquemos por Q. aregido da

(n+r)

uplas

variedade de Segre V,, que representaas r— «,,,,K ,a, que, associadas (FT48)

a adequados valores de t, ddo pontos de R. Fixada uma tal P2 Q,,ysereduziraa

uma fungéo das restantes variaveis t,,t,,K ,t, , também localmente analitica, definida

n?

e regular em uma certaregido R(e,,o,,K ,e,), davariedade de Segre V,,,, na qual

N2l O correto seria t, e ¢ ou t,t, Kt e ay,0,, K e, .
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se representam as t,,t,,K ,t, regides variaveis em geral ao variar a r*** escolhida

em Q, e que resultara como intersegéo de R com o espaco linear dado por «
constante. Indicando com I (a,,,,K ,&,) 0 conjunto fechado complementar desta

regido sobre a variedade de Segre V,,,, na qual ndo esta portanto definida a fungéo

wpla

analitica y de t se este conjunto varia sempre continuamente ao variar a r

a,0,,K,a, na regido Q,, diremos que a

fungéo localmente andlitica y de t,,t,,K ,t., que

se obtém fixando para os pardmetros

a,,0, K o, uma r'®® qualquer da regigo Q.

constitui uma variedade analitica V, do espacgo

funcional #™ e, pelo contrério, a r dimensdes
complexas, se 0 mesmo conjunto de fungdes ndo
puder ser obtido (FT49) dos valores dos r pardmetros, que sao funcdes analiticas de

um ndmero inferior dos parametros.

A equagdo:

(8’3) y= y(tlitZ’K 'tn’al’K ’ar)

serd uma representacdo paramétrica desta variedade analitica V, , 0s r parémetros

a,,a,,K o, poderdo também ver-se como coordenadas curvilineas do ponto y de

", varidveis sobre a variedade V. , e poder-se-a passar a uma outra representag3o
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paramétrica qualquer da mesma variedade com as relativas coordenadas

B, B,.K , B, colocando-se simplesmente

(84) =B, 5K, 5) (k=12K,r),

com as ¢, fungdes (locamente) analiticas e invertivels, capazes de dar toda r'™? de
Q, . Para maior generalidade, podemos, pois, também, supor que a regido Q,, na

gual varia a r®  de pardmetros, segja
eventuamente uma regido Riemanniana da
variedade de Segre (possa, portanto, recobrir-se).
Quando se faz variar a r? de pardmetros em
umaregido de Q, toda finita, que ndo se recobre
e que sga homeomorfa ao interior da vizinhanca

guadrada de uma r** finita, obtemos da

variedade analitica o que se dird um trecho regular da (FT50) propria variedade. Se
uplas

em uma variedade andlitica (8,3) consderamos os pontos dados pelas r—

(oy,0,,K ,e,) Stuadas sobre um arco A regular, ou composto de trechos regulares
daregido Q,, teremos uma simplesinfinita de fungdes, isto € um conjunto de pontos

de ™ que diremos um caminho regular da variedade analitica dada, unindo os dois

pontos y(t,,t, K ,t.,a’ e, K &%) e y(t,t,,K ,t o0, K e, ").
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Entre as variedades analiticas de o™ assinalaremos como particularmente
notével agquela que chamaremos espaco linear L, ar dimensdes para a qual existe

upla

uma r— dotipo:

(8’5) y: yO(tl’K ’tn)+aly1(tl’K ’tn)+a2y2(t1’K ’tn)+A +ar yr (tl’K !tn)’

na qual todos os r parametros «,,«,,K ,o, (que supomos essenciais) comparecem

linearmente.

Os espacos lineares L, e L, serdo também ditos respectivamente retas e

planos do espaco funcional ™ . Ao contrério, é claro que cada expressio (8,5) com r

parémetros essenciais «,,, K ,a, nos dasempre

um espaco linear L, do espago funcional, desde

que se acrescente a condicdo de que 0s campos de

definicio das r+1 funcbes vy, y,.K,y,

contenham uma parte comum R e que se limitem a

esta regido a gquisa da definicdo de 'y, quaisquer que
sgjam (FT51) os valores finitos dos parametros. A
primeira condicdo € necess&ria, evidentemente, quando todos os parémetros sdo
diferentes de zero; a segunda, € necessaria para manter-se a continuidade do conjunto
fechado I(e,,2,,K ,c,), onde a funcéo y ndo € definida também para aqueles

eventuais valores dos parametros nos quais aparecem alguns pontos singulares das
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fungdes correspondentes. A regido Q, correspondente a um espaco linear (8,5) é o

conjunto das r®* finitas da variedade V,, .

Demonstremos, agora, 0 seguinte teorema de origem:

Qualquer vizinhanca (A0) de um ponto arbitrario

y(t,6.K t 0, K ,a,°) de uma variedade analitica

1tn

y=y(t,t, K t,,0,K,x) contém sempre todos 0s pontos da variedade

uplas

correspondentes as r— «a,,a,,K ,a, de parémetros de uma vizinhanca esférica

upla

convenienteda r*=* o,°,a,° K ,e,°.

.~ upl 0 0 0
Podemos, entretanto, comegar com asuposicio dequea r = o,°,a,” K ,a,
de parémetros que determinam o ponto escolhido sobre a variedade analitica, sgja

finita (dado que, caso contrério, bastaria trocar oportunamente o0s parametros).
Indicando com P = (¢,,,,K ,a,) 0 ponto variavel
na regido Q,, a qua corresponde o0 ponto

y(t,,t, Kt

1tns

o,,K ,a,) sobre a variedade analitica,
com R(e,,0,,K ,,)=R(P) aregido da variedade
de Segre V,, (de n'Pe t,,t,,K ,t,) naqua (FT52)
eta funcdo y € definida e com

I (e,,a,,K ,,)=1(P) o conjunto fechado complementar sobre a propria V,,,,

teremos, por uma propriedade fundamental da variedade analitica, que o conjunto

I (P) varia)ld  continuamente a0 vaiar P em Q. Pondo

r
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Yo = Y(t,,t,,K .t ,,°,,° K ,,°) e tomando uma vizinhanga restrita arbitraria
(A /o) de y,, o conjunto A contido naregido R(P,) estéd separado de | (R,)), isto €,
tem deste uma disténcia 0 >0, e dada a continuidade de |(P) serd possivel

determinar uma vizinhanga esférica (r)

conveniente de P, tal que, para cada P desta
vizinhanga, o conjunto fechado 1 (P) tenha de
| (R,) uma distancia inferior a ¢ €, por isso,

resulta separado de A, o qual resulta sempre

interno a R(P).

Dentro desta vizinhanca esférica (r),

sendo P, finito, sera possivel determinar uma vizinhanga quadrada [ p] do mesmo

ponto, definida pelas desigualdades

(8,6) ‘al —alo‘ < p,‘az —0520‘ <pK ,‘ar ~a°

<p

upla

e cujos pontos gozem da mesma propriedade. Resulta portanto que, para cada r—
a,,a,,K o, que satisfaz esta condigéo, a fungdo y correspondente € regular no

conjunto fechado A, ou, o que € o mesmo, a fun¢éo y(t,,K ,t,,o,,K ,,) €regular

n?

no conjunto fechado, produto de A pela vizinhanca quadrada (8,6).

Da regularidade em um conjunto fechado, segue-se naturalmente a
continuidade uniforme, isto é dado o positivo qualquer, (FT53) poderemos sempre

determinar um nimero p' positivo < p ta que, sendo t,',t," K t ', K 0, €

1tn
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t,",t," K,t.", e, K ,,"" dois pontos quaisquer deste conjunto satisfazendo a
condi¢do (8,7) de distancia esférica entre (t,',t,", K ,t,") e (t,",t,",K,t.") < p',

-0y | < ey, < p K e, -, | < p', estejaem correspondéncia com:
IVt Kt e K e ) -yt KL e K e, ) < o

As condigdes (8,7) estédo satisfeitas em
particular se colocamos t'=t =t
(k=12K,n) e se a,'=«; s coordenadas de
um ponto interior da vizinhanga quadrada [ p'] do

ponto P, de coordenadas ajozaj". Resulta

portanto que, para cada P desta regido, e por isso

de cada vizinhanga de P, nela contida, y é regular

em A e estara satisfeita a condicéo

(8, 8) y(t,t,, Kt o’ K, <o,

1tn

o, Ko )= y(t,1,,K

10

ou sgja, y pertence avizinhanga (Ao ) de y,. (FT54)

9. M6dulos com multiplicadores e regides funcionais lineares.
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a) Mddulos relativos a um anel — Seguindo a terminologia de Van der Waerden,

diremos que um conjunto 3 de elementos y é um modulo quando neste conjunto é
definida uma operacéo de adicdo que a cada par de
elementos y e z corresponde um outro elemento do

mesmo conjunto, a sua “soma’ y+z, com as

seguintes propriedades:

1) (y+2+u=y+(z+u) (associativa)

2) y+z=2z+y (comutativa)

3) Dadosy ez, existe sesmpreem 3 um unico elemento u, tal que y+u=z.

Desta terceira propriedade segue a existéncia e unicidade em 3 de um
elemento O, tal que y+0=0+ y =y, qualquer que sgay, e paracaday, a existéncia
do elemento “oposto” —y, ta que y+(-y)=0. Segue dagui que o conceito de

modulo se identifica substanciamente com aquele de grupo abeliano, quando se

convenciona indicar com sina + a operagdo de

multiplicacdo no grupo, com O aidentidade e —y o elemento

inverso dey. (FT55)

Diremos, ainda, que um moédulo 3 é relativo a um

el A de multiplicadores™**, ou mais simplesmente, que é

relativo a A ou € A-médulo ou € um modulo com multiplicadores em A, se para cada

NA3 Recordemos, também, que se entende por anel cada conjunto de elementos para os quais estdo
definidas as operactes de adi¢do,com as mesmas propriedades de (1) a (3) acima enunciadas, e
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elementoy de 3 e cadaedemento o de A esta definido, também, em correspondéncia

um elemento oy de 3, que se chama “produto” de o por y, com as seguintes

propriedades (y ezquaisquer de 3, o e S deA):

4) (a+p)y=ay+py

5 a(y+2)=ay+oz

6) a(By)=of-y

Seombédulo 3 relativo ao anel A esta
contido em A, ele se reduz a um idea de A
(devendo-se distinguir entre ideal direito e

ideal esquerdo, se A n&o € comutativo).

Além das propriedades de (1) a (6), caracteristicas de um A-modulo, segundo
Van der Waerden, suporemos, ainda, salvo aviso explicito em contrério, que valem

também as seguintes:
7) Seay=0,segue =0 ou y=0.

8) O anel A é comutativo e com (FT57) elemento unitario | relativo a multiplicagdo,

taquel y=y.

Se num modulo 3 relativo ao anel dos numeros reais se define também, para

cada elemento y, umanorma ||y| tal que:

multiplicac8o com as propriedades associativa e distributiva com relagdo a soma do anel, chamando-o
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9 |vi| sejasempre um niimero real > 0;

10) |y| = 0 somente se y = 0;

12) flay] = ey ™

o conjunto 3 torna-se uma familia de vetores abstratos

ou um espaco vetorial no sentido de Frechet.

Da defini¢do de A-mddulo, resulta, entdo, que se y;,Y,,K ,y, sdo elementos
de S e o,,0,,K ,c, elementos de A, de resto quaisquer, pertenceraa 3 também o

elemento
9.1 y=oy, +a,Y, +tA +a.y,.

Se estes elementos vy,,Y,,K,y, ndo sdo amarrados por qualquer relacdo
linear > By, =0 com B "' (pertencentes a A) ndo todos nulos, quer dizer, se s3o
linearmente independentes, é facil ver que os elementos y dados por (9,1) estdo em
correspondéncia biunivoca, sem excegdo, com n“® (y,0,,K ), as quais se

podem considerar como pontos (com (FT58) coordenadas em A) de um espaco an
dimensfes. Este espaco conterd, evidentemente, todos os espacos subordinados
obtidos pela fixagdo de algum & ou expressando-o como fungdo linear (em geral néo

homogénea) de outros parametros de A, com coeficientes também de A.

comutativo se a multiplicacdo também goza da propriedade comutativa. (FT56)
NT22 0 correto seria ||ay|| = | 0{| ||y|| .
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Damos, imediatamente, alguns exemplos de modulos relativos a anéis que

interessam em muito ao nosso estudo.

1) O conjunto de todas as fungdes analiticas

y(t,,t,,K ,t,) regulares em um conjunto fixo A
qualquer de pontos da variedade de Segre V,,,,

em particular em um conjunto fechado, sendo A

0 anel dos nimeros complexos.

2) O conjunto de todas as fungdes reais y(t)
definidas e continuas em um intervalo [a,b],

sendo A 0 anel dos nimerosreais.

3) O conjunto das n"** de valores de um anel gualquer A, definido-se como soma de
duas n™*= (o, 0, K ) e (B,5,,K,B,) a n* (o + B0, + B, K,a,+B,) e
como produto de S por (a,,a,,K,2,) a n®™ (Ba,,pe, K, pe,); cada n

(oy,0,,K ,ex,) pode identificar-se com a fungéo de valores em A que nos elementos

(FT59) 1,2,K ,n assume respectivamente os valores o,,, K ,,, .

4) Mais geralmente, enfim, podemos considerar o médulo relativo aum anel qual quer

A, constituido pelas funcbes y(7), com valores em A, definidas no conjunto Ry de

e , | 4 . . .
elementos 7 arbitrérios (por exemplo, nimeros ou N">= de nimeros inteiros, reais

ou complexos) com a condic&o, contudo, que dois quaisquer Ry e Rz detais campos

NT2 Obviamente f3. .
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de definicéo tenham sempre uma parte comum Ru, onde se defineasoma u=y+z
das fungBes y e z definidas em Ry e Rz, respectivamente. E evidente que este Ultimo
exemplo compreende o0s precedentes como casos
particulares, dado que em (1) os campos de definicdo Ryde
y sdo simplesmente as regides da variedade de Segre V,,,
contidas no conjunto fixo A; em (2), os campos de definicéo
coincidem todos com intervalo [a,b]; em (3), estes campos

coincidem também no conjunto fixo dos nimerosinteiros LK ,n.

Enfim, observa-se que o exemplo (4) (FT60) compreende também o caso do
maodulo, relativamente ao anel dos nimeros reais, dado pelo conjunto de todas as
funcOes reais y(r) definidas em um mesmo conjunto fixo R de elementos 7
arbitrarios. Estes modulos sdo indicados por Hausdorff com o nome de espacos
lineares; reservaremos, entretanto, 0 nome de campos funcionais lineares a outros

maodul os que estudaremos em outra ocasi 80.

b) Regides funcionais lineares — Um conjunto de fungdes do

espaco funciona ™ se diz uma regido funcional linear

guando este conjunto é ndo somente uma regido funcional, no
sentido exato do ndmero 7V mas também um moédulo,

relativo ao anel dos nimeros complexos.

Comegaremos por demonstrar o seguinte

NT24 Titulo 7 — Outras noges topol dgicas do espaco funcional.
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Teorema | — Dados qualquer regido funcional linear R e qualquer um de seus pontos

Yo, Se a vizinhanga (A o) de y, pertence a R, 0 mesmo acontece com toda a

vizinhangalinear (A) de vy,.

A existéncia de uma tal vizinhanga restrita (A, o ) de y, resulta de imediato

da prépria definicdo de regido funcional. Seja, portanto, y uma funcdo qualquer d
vizinhanga (A) de vy,, isto & regular em A, mostremos que (FT61) esta funcéo y
pertence necessariamente a R. De fato, se fosse em todo

o conjunto A, |yj<o, afungio y , + Yy ,

regular em A e sdtisfazendo a condicédo

(Yo + ¥)— ¥o| =|¥| < o, pertence & vizinhanca (A, o)

de y, e, portanto, aregido R, e sendo esta um madulo,

também adiferenca (y, + y) -y, = Y pertenceaR.

Suponhamos, ao contrario, que ndo seja satisfeita a condicdo precedente; em
cada caso, sendo y regular no conjunto fechado A, o seu modulo é funcdo red,
continua e, portanto, limitada neste conjunto. Existe, portanto, um ndmero positivo L

tal que em cada ponto de A sgjaly|< L, de onde resulta que a fungdo ¢ = % y é

regular em A e satisfaz a condicéo |(p| < o, portanto, pelo que precede, ¢ pertence a

L ., , , . ,
R, e 0 mesmo acontece para y=—¢ ja que R é um mddulo relativo aos ndmeros
o

complexos. Vemos, portanto, que cada funcdo da vizinhanga (A) de y, pertenceaR.
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Mas, uma completa caracterizacdo da regido funcional linear se tem mediante

outro interessante:

Teorema Il — A uma regifo funcional linear R do espago ™" estd sempre associado

um conjunto fechado A da variedade de Seare V,, (que (FT62) se chama

“caracteristica da regido funcional linear”) tal que a regido R é formada unicamente

por todas as funcdes y(t,,t,,K ,t,) regularesem A.

Entretanto, € claro que em qualquer ponto P, davariedade de Segre V,,,, nem

todas as funcbes y da regido R sdo definidas e regulares, caso contrério seriam em
toda parte regulares e nulas, caso em que se exclui o sistema (n° 6"'%). Indicamos
entdo com B 0 conjunto ndo vazio de todos estes pontos
P, da variedade de Segre V,, nos quais a saber nem
todas as funcbes y de R sdo regulares e com A 0 conjunto

complementar, se exitir, sobre a variedade de Segre, isto

€, 0 conjunto de todos os pontos desta variedade que sdo

comuns a todas as regides R de definicdo das fungdes y

de R e demonstramos, em primeiro lugar, que o conjunto B é uma regido. Tomando,

assim, um ponto qualquer P, de B sera possivel achar alguma funcéo y,' de R que
ndo é definida em PB,, mas, sendo R uma regido funcional linear, existira todo uma
vizinhanga linear (A') de y," que pertence por inteiro a ela, onde A" é um

conveniente conjunto fechado daregido R,', naqua y," € definida: sendo o ponto

NT25 Titulo 6 — Nogzo de espago funcional: vizinhanca de uma funcéo analitica.
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P, (FT63) externo a esta regido, tera do conjunto fechado A' uma disténcia &

positiva; tomando, entdo, um ndmero positivo J'< 6 e excluidos eventualmente de

R," os pontos que tiverem de P, uma disténcia menor ou igual a ¢', obteremos
sempre uma regido R, (eventualmente coincidente com R,') que contera ainda o
conjunto fechado A, ja que todos os pontos deste tém de P, uma disténcia >0 > ¢".
Chamando, entdo, de y, a fungéo definida na propria regido R,, que nesta regido
assume os mesmos valores de vy, (funcéo que
coincidira com y," se R, coincidir com R," e da
qual y," sera um prolongamento se R, for somente
uma parte de R,'), temos que esta funcdo vy,,
regular em R, pertenceraavizinhancalinear (A') de
Y,' € portanto, também aregido funcional R. Para os
pontos da vizinhanga (J') de P, que ndo pertencem com certezaa R,, a fungéo vy,
de R néo esta portanto definida, ou sgja, esta vizinhanga (') de P, pertence ao
conjunto B. Sendo P, um ponto qualquer de B, este conjunto resulta portanto uma
regido da variedade de Segre V,,,, como queriamos demonstrar e, logo, o conjunto

complementar A, se ndo € vazio, com certeza € um conjunto fechado. (FT64)

Demonstramos agora que este conjunto A ndo é vazio. Caso contrario, entéo,

0 conjunto B deverainvadir toda a variedade de Segre V,,,, e para cada ponto P desta

variedade, pelo principio de Zermelo, sera possivel escolher em correspondéncia, por

tudo que temos visto, uma conveniente fungcdo y, de R n&o definida em toda
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vizinhanga esférica (0,) de P. O conjunto fechado e limitado, constituido pela
variedade de Segre V,, inteira, sera entdo ocupado por estas infinitas vizinhangas

(05) de seus pontos e, assim, pelo teorema de B.

NT26

Lebesgue™ > sera ja ocupado por um nimero finito

m de tais vizinhancas &, J;, ,K J, , com centro nos

pontos P,P, K ,P,, respectivamente. Mas, se as

funcbes vy,,y,,K,y, de R sdo correspondentes,

respectivamente, aos pontos R,,P,,K ,P,, sendo R

linear e, por isto, um maodulo, devera pertencer a esta regido funcional também a

soma y, +Y, +A +Y,,, que deverg, por suavez, ser definida em umaregido comum

a todas as regides R,R,,K,R,, nas quas estas fungbes sdo respectivamente

definidas. Mas, estas m regides ndo podem ter nenhum ponto comum, uma vez que
cada ponto da variedade de Segre esta dentro de pelo menos uma das vizinhangas
(FT65) (65 ), na qual uma y, desta funcéo ndo e definida e, por isso, a soma
y, +Y, +A +Y,, ndo existirg, contra a hipotese de que R
sgja uma regido funcional linear. Portanto, o conjunto A
dos pontos comuns a todas as regides de definicéo das
funcbes y de R ndo pode ser vazio; a regido funciona
linear R identifica sempre, entdo, um conjunto A néo

vazio e fechado da variedade de Seare V,,,, que € aguele

dos pontos nos quais todas as suas funcoes sdo definidas e regulares. Demonstramos,
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agora, inversamente, que cada funcdo y regular em A pertence necessariamente a
algumaregido funciona linear R. Sgja, assm, R aregido que contém A, onde uma tal
funcdo y é definida e regular, e | o conjunto fechado complementar sobre a variedade
de Segre; dado que este conjunto | ndo possui qualquer elemento comum com o
conjunto fechado A, todos 0s seus pontos resultam internos a regido B, complementar
de A. Para cada ponto P de | podemos entdo escolher em correspondéncia, como
antes, uma conveniente fungéo y, de R, ndo definida em toda vizinhanca esférica
(0p) de P e, portanto, todo o conjunto | estara (FT66) completamente coberto por
todas estas vizinhangas (J,). Porém, o conjunto | € fechado e limitado e, pelo
teorema de Borel-Lebesgue, pode-se encontrar um numero finito m de tais

vizinhangas &y, 6, ,K &, , com centro nos pontos RB,P, K ,P,, respectivamente,

que recobrem no seu interior o conjunto | e se

Vi, Y,,K Y, sd0 as funcbes de R correspondentes

aqueles pontos, a sua soma y=Yy,+Y,+A +Y,

resultara uma fungcdo ainda pertencente a R. Com

certeza ndo definida naguelas m vizinhangas e,
portanto, também ndo nos pontos de |. O conjunto |
no qua y ndo é definida, contém portanto o
conjunto | e, por isso, aregido R, onde é definida y, estd com certeza contida na
regido R, onde esta definida y. Mas, sendo R uma regido funciona linear, a essa

pertencerd também, com y, toda conveniente vizinhanca linear (A') desta funcéo

NT26 Teorema de Borel-L ebesgue.
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(veja teorema 1), com A' um conjunto fechado adequado da regido R e, portanto,
contido em R; ora, afuncéo y inicia é apropriadamente definida e regular em R e por
isso pertence & vizinhanca linear (A') de y e portanto, também, & regido funcional
linear R, como se quer demonstrar™** e, vice-versa, cada conjunto fechado A da
variedade de (FT67) Segre V,,, que ndo esgota a propria variedade, pode sempre

considerar-se como 0 conjunto caracteristico de uma

apropriada regido funcional linear R. De fato, vimos

NT27

neste n° 9, a), primeiro exemplo™ -, que o conjunto

das funcdes analiticas regulares em A € um maodulo,
restando, somente demonstrar que ele € uma regido
funcional, quer dizer, que para cada funcéo
Y, (t,,K ,t.) ele contém uma sua vizinhanga ( A, o );
ora, isto torna-se evidente se observarmos que o proprio conjunto € vizinhanca linear
(A) de qualquer uma de suas fungdes y, e que, por isso, contém qualquer vizinhanga
restrita (A,0) de y,. Note-se que uma funcdo definida em A pode sempre ser

construida tomando-se a fungdo nula, sgja onde for, exceto num conjunto fechado

separado de A.

Vemos, assim, no que se refere agueles particulares conjuntos do espaco

funcional o™ dados pelas regides funcionais lineares R, que se estabelece uma

correspondéncia biunivoca sem excecdo entre tais regides R e seus conjuntos

fechados A (caracteristicos) da variedade de Segre V,,, que ndo esgotam a propria

NA4\/er notas de Catunda.
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variedade e, portanto, o estudo das regides funcionais lineares que séo conjuntos do
espaco funcional o™ (FT68) podera, de agora em diante, ser feito através do estudo
destes conjuntos fechados A, que sdo, ao contrario, conjuntos da variedade de Segre

V,,, a um numero finito de dimensdes. Pode-se, enfim, observar que cada regiéo

funcional linear R, tendo A como conjunto caracteristico e sendo dada unicamente por
todas as funcdes regulares em A, coincide com a

vizinhanca linear (A) de qualquer uma de suas

funcBes. Por outro lado, cada vizinhanca linear
(A) de uma fungéo y, é determinada pelo Unico
conjunto fechado A (que ndo esgota a variedade
de Segre) e ndo depende absolutamente da

particular fungdo y,, regular em A, da qual é

vizinhanga;, de agora em diante indicaremos,

entdo, com o simbolo (A) também a regido funcional linear R gue tem o conjunto

fechado A como conjunto caracteristico, e 0 conjunto das suas fungdes sera chamado
indiferentemente tanto de “a regi&o funciona linear (A)” como de “a vizinhanga

linear (A)” de uma qualquer de suas funcdes.

Como consequéncia imediata do teorema (FT69) |1, ora demonstrado, tem-se

afinal o seguinte:

Corolério — Se uma variedade analitica V, dada por

9.7 y=y@t,t, . Kt;o,0,K,,),

NT27 Titulo 9, item (&), primeiro exemplo.
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na qual o ponto P(e,,a,K,a,) vaia sobre uma
Riemanniana Q, da variedade de Segre V,, , esta contida
numa regido funcional linear (A); chamando de Q', aregido
que se obtém de Q. , excluindo desta os eventuais pontos ao

o e de ramificacéo, toda a variedade analitica dada por

aP1+P2+A+Pr
08) y=—— VL LKtim e Koa) (PP =012K)
1 2 r

para P(a,,a, K ,0,) variavel em Q' , estard também contida na propria regido

funcional. Que as derivadas (9,8) d&o variedades andliticas para P variavel sobre Q',
é evidente, ja que elas sdo sempre fungdes analiticas dos mesmos n+r argumentos

(eventualmente constantes em relacdo a algumas delas) e as fungdes de t,,t, K t,,

que correspondem por (9,8) a um ponto P de Q',, estdo definidas na mesma regido
P(P) que em (9,7) corresponde (FT70) a este ponto. Para
manter a segunda propriedade da variedade analitica
limitamos sempre a esta regido a defini¢do da funcéo (9,8),
mMesmo que essa possa ser prolongada analiticamente a
outra R(P). De qualquer forma, dado que os campos de
definicdes ndo se restringem nunca, todas as funcdes de t
consagradas em (9,8) sdo sempre regulares em A, por isso, pertencem a regido linear

(A). (FT71)
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Apéndice 2

Luigi Fantappie e ‘Jornal de Matematica Pura e Aplicada’: fotos

Luigi Fantappie (1901-1954)
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Biografiade Luigi Fantappie em

‘Opere Scelte—Vol. 1 — Reprint — Roma: Unione Matematica Italiana, 1973’

Pagina 1 Pagina 2

Pagina3 Pagina4
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Jornal de Matematica Pura e Aplicada da Universidade de S&o Paulo

Editado por Luigi Fantappie em 1936

Capado ‘Jornal...’
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Face internadacapado ‘Jornal...’
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Primeira Parte — Memodrias e Notas Originais

Primeira pagina da memoria de Beniamino Segre — Pagina 1 do ‘Jornal...’
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Primeira pagina da meméria de Silvio Cinquini — Pagina41 do ‘Jornal...’
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Segunda Parte — Noticias Varias

Atividades do Seminario Mateméatico e Fisico da Universidade de S. Paulo (1935)

Pagina83 do ‘Jornal...’
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Pagina 85 do ‘Jornal...’
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Pagina 86 do ‘Jornal...’
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Pégina 87 do ‘Jornal...’
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Pagina88 do ‘Jornal...’
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Pagina89 do ‘Jornal...’
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Pagina90 do ‘Jornal...’
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Pégina 91 do ‘Jornal...’
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Pagina92 do ‘Jornal...’
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Pagina93 do ‘Jornal...’
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Pagina 94 do ‘Jornal...’
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Pagina 95 do ‘Jornal...’
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Pagina 96 do ‘Jornal...’
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Pégina 97 (Ultima pagina) do ‘Jornal...’
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Face interna da contra-capa do ‘Jornal...”
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Contra-capado ‘Jornal...’
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