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RESUMO

Na presente tese apresentaremos de forma detalhada o estudo sistematico de uma
teoria quantica com férmions de dimensao de massa um que obedecem as estatisticas de
Fermi-Dirac, abordando essencialmente sua construgao, quantizagao do campo, analise
dos observaveis fisicos e aplicacoes quanticas. Forneceremos todos os detalhes de uma
descoberta tedrica inesperada da particula de spin 1/2 que compde um conjunto completo
de autoespinores com helicidade dual do operador conjugacao de carga. Esses espinores
recebem o nome de Elko, um acrénimo proveniente do Alemao FEigenspinoren des La-
dungskonjugationsoperators. Veremos que o elo entre os espagos de representagao (1/2,0)
e (0,1/2) nao é dado pela simetria de paridade mas sim pela “Mdagica das matrizes de
Pauli”, e, portanto, como consequéncia a dindmica de tais campos sera regida tnica e ex-
clusivamente pela dindmica de Klein-Gordon. Tal fato faz com que o propagador associado
ao Elko guarde muita similaridade com o propagador do campo escalar. Intrinsicamente,
em sua formulagdo embrionaria, as somas de spin para o Elko mostram um termo que
quebra explicitamente a covaridncia relativistica, levando entao a apreciagao da Very Spe-
cial Relativity, que nada mais é do que um subgrupo do grupo de Lorentz, cuja algebra
deixa as somas de spin invariantes ou covariantes. Entretanto, mostraremos que existe
uma liberdade na definicao da estrutura dual, a qual permite que seja construida uma
teoria local e invariante por transformagoes de Lorentz, levando, assim, a uma nova fisica

bastante interessante e promissora.

Palavras-chave: Dimensao de massa um. Campo Quantico. Férmions. Conjugagao de

carga. Helicidade dual.



ABSTRACT

The present thesis covers in details a systematic study of a quantum theory based
on mass dimension one fermions which satisfy the Fermi-Dirac statistics, essentially ad-
dressing its construction, field quantization, analysis of physical observables and quantum
applications. We provide all the details of an unexpected theoretical discovery of a spin 1/2
particle which composes a complete set of dual helicity spinors of the charge conjugation
operator. Such spinors are called Elko, an acronym for the German word Eigenspinoren
des Ladungskonjugationsoperators. We show that the relation between the representation
spaces (1/2,0) and (0,1/2) is given by the “Magic of Pauli matrices” rather than parity
symmetry, therefore, as a consequence the dynamic of such fields is governed solely and
exclusively by the Klein-Gordon dynamic. Such fact makes the Elko propagator to be
very similar to the scalar field propagator Intrinsically, in its embryonic formulation, Elko
spin sums shows up a term that explicitly breaks relativistic covariance, leading to the
appreciation of Very Special Relativity, a theory which is based on a subgroup of the
Lorentz group, whose algebra leaves the spin sums invariant or covariant. However, we
show a freedom in the dual structure definition, which allows the construction of a local

and Lorentz invariant theory, thus, leading to a very interesting and promising new physics.

Keywords: Mass dimension one. Quantum field. Fermion. Charge conjugation. Dual

helicity.
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1 INTRODUCAO

Os espinores entraram na Ciéncia através da Teoria de Pauli (1926) da mecénica
quéntica nao relativistica e da Teoria de Dirac (1928) da mecéanica quéntica relativistica.
Definir espinores nao é uma tarefa nada simples. Existem essencialmente trés diferentes
defini¢oes de espinores, das quais duas sao bem estabelecidas ao passo que a terceira vem
ganhando espagco gradativamente. As trés definigdes podem ser classificadas como: (i) clds-
sicﬂ (7i) algébrica e (iii) operatorial. Essas definigbes podem ser vistas com maior riqueza
de detalhes na Referéncia [Jr (2016). E importante salientar desde j& que os espinores,
independentemente da defini¢ao, possuem as mesmas aplicagoes fisicas (VILLALOBOS|
2017). E nosso dever elucidar ao leitor, que uma vez que os espinores que sao tema central
de estudo dessa tese sdo objetos que carregam uma representagao irredutivel de spin 1/2
do grupo de Lorentz SL(2,C), desta maneira, estaremos alicer¢ados pelo ponto de vista
de espinores classicos.

Consoante Rogerio| (2014)), podemos considerar o século XX como sendo a era das
Teorias Quanticas de Campos (T'QC'), haja visto que a maioria dos conceitos conhecidos
nos dias atuais surgiram na primeira metade desse século apds a unificacao da Mecanica
Quaéntica, Relatividade Especial e Teoria Classica de Campos. Na segunda metade do
século XX, diversas aplicacoes foram analisadas e estudadas em detalhes. Tais fatos
levaram a criacdo do que hoje é conhecido como Modelo Padrao (Standard Model) da
fisica de particulas, que descreve todas as interagoes conhecidas da natureza exceto a
interagao gravitacional (WEINBERG, 1995a; WEINBERG, [1995b).

Ainda assim, mesmo com o grande sucesso da TQC', existem fendmenos que nao sao
acomodados no escopo da teoria. Destarte, por exemplo, é natural tentar estender a estru-
tura ja conhecida para explorar a natureza das particulas que compde a matéria escura
(LEE, 2013)). Primeiramente nos perguntamos por que a matéria escura e a energia escura
possuem interacoes extremamente limitadas com as particulas do modelo padrao de fisica
de altas energias? Que tipo de formalismo tedrico de campo quantico os descreve? Se con-
seguirmos entender isso no contexto da teoria de campos, conseguiriamos de alguma forma
acelerar nosso progresso sobre a natureza da fisica e seus principais pilares (AHLUWALIA]|
2017al). Apesar do grande sucesso dos modelos cosmoldgicos e da fisica de altas energias,

nao podemos afirmar com certeza se esses problemas indicam a possibilidade da existéncia

I'Devemos frisar que o adjetivo cldssico néo estd relacionado com a aparicio desses objetos no contexto
da Mecanica Classica.
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de novas particulas ou se eles sugerem alguma incompletude nos fundamentos da fisica até
entdao conhecida (AHLUWALIA| 2017a)). Se tentarmos imaginar que 0os campos escuros
sao responsaveis pelos setores escuros, quaisquer que sejam esses campos, eles devem ser
de alguma forma uma representacao da algebra de Lorentz. Pelo menos localmente, e pelo
menos no limite de baixas energias, onde as simetrias de Lorentz se mantém com uma
boa precisao (AHLUWALIA| 2017a; AHLUWALIA D. V. E HORVATHj [2010). Segundo
o modelo ACDM (Lambda Cold Dark Matter model) o universo é composto de cerca de
75% de constante cosmologica (ou Energia Escura), existem outros 20% que correspondem
a chamada matéria escura, ao passo que apenas 5% do universo é composto por maté-
ria baridnica visivel (matéria composta principalmente de prétons, néutrons e elétrons).
Existem evidéncias observacionais apontando para o fato de acreditar que essa matéria
invisivel é responsavel pela dindmica do universo.

O caminho que seguiremos aqui é baseado na visao de Wigner onde as particulas
sao descritas como representacoes irredutiveis do grupo de Poincaré e sao rotuladas pelos
invariantes de Casimir do grupo. A base do presente trabalho é o estudo da particula
fermidnica “escura” de spin 1/2 e dimensdo de massa um. Para tanto, essa tese serd
dividida em duas partes. A primeira esta relacionada com a construgao algébrica de tais
espinores, estudo da dindmica, analise dos observaveis fisicos e finalmente a quantizacao
e a construcao dos campos quanticos. Na segunda metade faremos uso de tais campos
quanticos e, assim, estudaremos algumas aplicagoes quanticas e também cosmoldgicas.

De acordo com Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005), os espinores Elko
propostos por D. V. Ahluwalia e D. Grumiller em 2003 foram uma descoberta tedrica
inesperada . Elko é um acronimo derivado do termo alemao Eigenspinoren des Ladungs-
kojugationsoperator, cuja traducao é Autoespinor do Operador Conjugacio de Carga. A
época, os autores estavam interessados em estudar e entender os espinores de Majorana.
Historicamente os espinores de Majorana foram descobertos no ano de 1937 por Ettore
Majorana. Porém nao se sabe ao certo a origem de seu surgimento. O conjunto usual
dos espinores de Majorana é composto de dois biespinores, ambos possuindo autovalores

positivos via atuagdo do operador conjugagao de carga (ROGERIO, [2014)

Coom (P") = +ar (1), (1)

sendo assim denominado de espinor autoconjugado.

O surgimento dos espinores Elko vem da tentativa de estender os espinores a um
conjunto completo de autoespinores do operador conjugacao, os quais estarao restritos a
seguinte condicao

CA(p") = £A(p"), (2)

e desta forma buscaremos definir um espinor que possui autovalores £1 sob a atuagao

de operador conjugagao de carga (ROGERIO, 2014)). Assim como para os férmions de
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Majorana, a simetria de conjugacao de carga desempenha um papel central para a defini¢ao
desses novos férmions. Uma caracteristica bastante peculiar relacionada aos espinores
Elko é a presenca da helicidade dual, contrastando com os demais casos ja conhecidos na
literatura. Veremos que pela sua construcao isso é uma propriedade intrinseca, ao se definir
a helicidade de uma das componentes espinoriais a outra componente automaticamente
possui helicidade oposta. Estudaremos esse ponto com maior rigor e detalhe no Capitulo
31

Por certas razoes especificas, ao estudar a dinamica associada a esses espinores
veremos que A(p*) nao é autoespinor do operador v,p*, ou seja, o Elko nao satisfaz a
equacao de Dirac. Isto estd justamente relacionado com o fato de que os espacos de
representagao (0,1/2) e (1/2,0) ndo estdo relacionados entre si pela simetria de paridade,
como para o caso dos espinores de Dirac, mas sim com as matrizes de Pauli. Entretanto,
como esperado para todo campo relativistico, mostraremos que o Elko obedece (tnica e

exclusivamente) a equagao de Klein-Gordon.

Apesar de estarmos tratando de um férmion, veremos que seu propagador é essenci-
almente o do campo escalar, e desta forma concluiremos que a dimensao de massa para
o campo do Elko é um, diferente da dimensao de massa 3/2 esperada para os campos
espinoriais de spin 1/2. A dimensionalidade do campo somada com o fato do mesmo ser
eletricamente neutro via atuacao do operador conjugacao de carga, vide equacao , faz
com que as intera¢oes com particulas do Modelo Padrao, exceto com o Béson de Higgs,
sejam suprimidas ou nao renormalizaveis perturbativamente, segundo a referéncia |Gillard
AB e Martin| (2010). Esta tltima caracteristica mencionada faz com que esse férmion seja

considerado um candidato & matéria escura.

Assim como em Rogerio| (2018)) Faremos aqui uma breve revisao dos tltimos fatos
importantes relacionados com as mudancgas que existiram na estrutura de tais campos.
Podemos dizer que nos primoérdios da definicdo dos espinores de dimensao de massa de um,
a teoria foi apresentada de maneira que um termo de quebra de simetria de Lorentz emergia
das somas de spin. Como resultado, o campo quantico associado apresentava nao localidade
e havia um eixo de simetria preferencial. A teoria mostrava-se invariante sob transformacoes
dos subgrupos do grupo de Lorentz STM(2) e HOM (2) (HORVATH, 2011), sendo entao
uma teoria que carregava as simetrias da chamada Relatividade Muito Especial (Very
Special Relativity) (COHEN A. G; E GLASHOW|, [2006)). Recentemente em [Ahluwalia
(2017a),|Ahluwalial (2017b)), Rogerio R. J. B e da Silva| (2017)), fora mostrado varios avangos
importantes na teoria dos duais dos espinores citados abriram a possibilidade de se propor
um campo fermioénico de spin 1/2 dotado de dimensdo de massa um, local, neutro em
relacdo as interacoes de gauge e cuja teoria respeita as simetrias de Lorentz. Assim,
traremos de volta a cena o trabalho de Wigner sobre as representacoes irredutiveis do
grupo de Poincaré, como em|Wigner| (1939)). Pelo grupo de Poincaré entende-se, usualmente,

uma extensao semi-simples do grupo Lorentz ortécrono proprio, englobando translagoes.
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Ao investigar as representacoes irredutiveis para este caso, nenhuma particula como um
férmion com uma dimensao de massa um, i. e., férmions com tragos bosonicos, é encontrada.

Entretanto, aqui a situacao é ligeiramente diferente quando simetrias discretas sao
levadas em conta, ou seja, quando nao apenas o grupo ortécrono proprio é considerado.
Este ponto também foi analisado por Wigner, em um trabalho menos conhecido, o qual
pode ser visto na referéncia Wigner| (1962)). Curiosamente, Wigner descobriu que as re-
presentacoes fermionicas, cujo comportamento sob EI C, P e T sao exatamente o que é
esperado para campos bosonicos. Por completeza, enquanto o conhecimento convencio-
nal diz que os férmions pertencentes ao modelo padrao (quarks e léptons) obedecem a
T?=—1((CPT)?>=—1) e bésons T2 =+1 ((CPT)? = +1), Wigner ainda mostrou que,
no reino das simetrias de Poincaré, é possivel ter 72 = +1 para férmions (levando também
a (CPT)? = +1). Acontece que o campo levado em consideracao neste trabalho é uma
realizagao da representacao fermionica mencionada anteriormente, de onde podemos aduzir
seu “carater bosonico”(ROGERIO, 2018)). Independente das caracteristicas citadas esses
férmions ainda devem ser uma representagao das simetrias do espago-tempo (WIGNER)
1939). O que apresentaremos aqui é o estudo de uma teoria quantica com férmions de
dimensao de massa um que obedecem as estatisticas de Fermi-Dirac. A presente tese estd
dividida da seguinte maneira: reservamos para o Capitulo [2] uma breve revisao da algebra
do grupo de Lorentz. A partir dai construiremos os operadores de boost para cada tipo de
componente espinorial, as componentes que se transformam como componentes de mao
direita e as componentes que se transformam como mao esquerda. Aproveitando esta al-
gebra construiremos a equagao de Dirac e verificaremos que tal equacao esta intimamente
relacionada com o operador de paridade (P).

O Capitulo [3| apresenta a simetria de conjugacao de carga e a construcao de seus
respectivos autoespinores. Assim, um estudo bem detalhado da construgao da estrutura
formal do Elko sera realizado. Verificaremos entao qual deve ser a escolha da fixagdo das
fases para que ele seja de fato um autoespinor do operador conjugacao de carga com auto-
valores £1. Através de simples calculos mostraremos uma caracteristica bastante peculiar
desses espinores: a existéncia da helicidade dual. Via um procedimento matematicamente
rigoroso, construiremos a estrutura dual associada e, em particular, perceberemos que ela
se difere da construcao do dual de Dirac. Desta forma, apds a construcao da estutura
dual, seré possivel verificar que as somas de spin possuirao um termo de quebra de si-
metria de Lorentz, trazendo algumas consequéncias para a interpretagao fisica da teoria.
Consequentemente, abordaremos esse problema redefinindo a estrutura dual, guiados por
métodos matematicos adequados, e, por fim, conseguiremos construir uma estrutura dual
que restaura a invariancia das somas de spin por transformacoes de Lorentz.

O Capitulo 4| tange a dinamica do Elko. Faremos entdo a construcao e analise do

2Sendo C, P e T, sdo os operadores de conjugacao de carga, paridade e reversao temporal, respectiva-
mente.
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operador que aniquila tal espinor. Veremos que o Elko nao satisfaz a equacao de Dirac, e
tal fato serd melhor investigado no contexto a ser discutido. Aproveitaremos a abordagem
mencionada e também discutiremos sobre o comportamento do Elko via atuacao das
simetrias discretas de conjugacao de carga (C), paridade (P) e reversao temporal (7).
Diante de tal analise, comprovaremos que o Elko pertence a uma classe nao padrao de
Wigner.

O Capitulo [5| fora reservado para explorarmos e construirmos as estruturas bilineares
(observaveis fisicos) dos espinores Elko considerando sua estrutura dual correspondente.
Para isso, serd necessario entender (deformar) o mecanismo usado por Crawford quando
construiu as estruturas bilineares para os espinores de Dirac a partir da algebra de Clifford
Real. Tal mecanismo é baseado na condicao fisica de realidade para as densidades biespi-
noriais e a imposicao da normalizacao de Dirac, garantindo assim a obtencao de estruturas
covariantes construidas a partir dos elementos primordiais da base (e suas respectivas
combinagoes) da algebra de Clifford. Nesse capitulo também analisamos a covariancia das
estruturas bilineares por transformacoes de Lorentz (e no Apéndice [C| por transformagoes
da VSR).

O Capitulo [f] fica reservado para a construcao dos operadores de campo quantico.
Para isso, primeiramente vamos construir a Hamiltoniana e estabelecer que tipo de relagao
os operadores de criacao e aniquilagao de particulas devem obedecer, a fim de manter a
energia do sistema positivo definida. Assim, estabeleceremos a relagdo de anticomutagao
para tais operadores, assim como para o caso de Dirac, mostrando que os campos quanticos
a serem construidos deverao obrigatoriamente obedecer a estatistica fermionica. Mostrare-
mos que o propagador para o Elko coincide com o propagador do campo escalar. Faremos
uma analise sobre a estrutura de localidade do campo quéntico construido, usando a for-
mulacao primaria da estrutura dual como também a redefinida e assim investigaremos se
os quatro correlatores de campo quantico relevantes sao respeitados. Finalmente, faremos
uma breve discussao sobre as possiveis interagoes permitidas para o Elko

Por fim, no Capitulo [7] construiremos a lagrangiana efetiva para os campos quanticos
de dimensao de massa um e exploraremos suas implicagoes cosmolégicas. Utilizaremos
do método de background-field desenvolvido por DeWitt e Schwinger, aplicando-o a um
espaco-tempo curvo bem comportado por meio do limite de coincidéncia. Como resultado
notaremos o surgimento de uma constante cosmolégica dindmica (que depende explicita-
mente do tempo) que consequentemente podera nos trazer informagoes sobre a expansao
césmica.

Os Capitulos , , Apéndice [Ble o trabalho em Beghetto D; Rogerio| (2018)) trazem
nossas constribuigoes para a area. O tultimo capitulo fora reservado para as consideracoes

finais.



2 EXORDIO: ESPINORES DE DIRAC, SIMETRIA DE PARIDADE
E A DINAMICA ASSOCIADA

2.1 ESPINORES DE WEYL E DEFINICAO DA NOTACAO

Se recorrermos a classica e consagrada literatura, e.g., [Weinberg (1995a)), Ryder
(1996), Itzykson C. e Zuber| (2006), Ramond| (1981]), veremos que a construgao dos espinores

de Dirac e Majorana, na representacao de Weyl, comumente é escrita como

or(P") )

or(pt) @)

v(p') = (

onde os espinores massivos ¢r(p) e ¢r(p) se transformam mediante transformagoes
de Lorentz como objetos pertencentes aos espacos de representacao (1/2,0) e (0,1/2),
respectivamente. Pensando em um boost arbitrario de Lorentz, por defini¢dao, a componente

de mao direita se transforma da seguinte maneira

Sr(p!) — €2 CoR(k"), (4)

e para a componente de mao esquerda a transformacao é definida como

SL(p") — e" 2P (k). (5)

Assim sendo, vamos definir entao

(1/2,0) _ (W) _|E +m< o.p )
K exp 5 v 1+ em) (6)
(&
(01/2) _ _‘W> _ E+m< _op )
K exp( 5 5 1 Fim) (7)

onde o, por sua vez, representa o conjunto de matrizes de Pauli, (0,,04,0.). O parametro
de boost ¢ é definido como exp (iK.¢p) de forma que sua atuacdo em um quadrimomento

arbitrario é dada por
. D
,LL: — et
k (m=;£‘%)p)’ p=Ipl, (8)
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com isso, temos coshyp = E/m, sinhp =p/m e $ =p, e o vetor K sdo matrizes 4 X 4 que

representam os geradores de boost no espago de MinkowskiE]

0 —i 0 0 0 0 — 0
—1 0 0 0 0 0
Kl‘ = ! ) Ky )
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 —
0 0 0
K, = 9
P 0 00 (9)
-1 0 0
Temos também para os trés geradores de rotagao as matrizes
000 O 0O 0 00
000 O 0 0 0 2
Ty = N '
000 —i 0O 0 O
00z O 0 0—4 O
00 0 O
00 — 0
J, = 10
“loo 0 (10
0 0 0

Para uma soma direta dos espagos de representagao de Weyl de mao direita e mao esquerda

(o que serd util mais adiante) os geradores de boost e rota¢ao podem ser escritos como

[ —ie/2 O [ o/2 O
K’_< 0 +z‘a/2)’ C_< 0 a/z)' (1)

Os conjuntos de geradores { K ,J} e {k,(}, separadamente, satisfazem a mesma algebra.
Assim, com tais geradores em maos, de uma maneira explicita, a relacdo de comutacao

entre essas quantidades pode ser calculada

(S, Jy] = iJ, e permutacoes ciclicas, (12)
Ky Ky = —id, e permutacoes ciclicas, (13)
[Je, Ky] = 0 ete, (14)
[Jo, Kyl = K, e permutagcoes ciclicas, (15)
Ky, Jy| = iK, e permutagcoes ciclicas. (16)

1Onde aqui estamos usando a convencio i =c = 1.
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Desse modo K e J juntos nao formam um grupo fechado (ndo completam uma algebra)

assim como os geradores de rotagao J:
[z, Iyl =i, e permutagoes ciclicas. (17)
Podemos entao, com esses 6 geradores K e J definir dois novos geradores (RYDER] [1996)

SU@)a:  A=-(J+iK) (18)

|~ N

SU@):  B=-=(J—iK), (19)

assegurando, assim, que as relagoes de comutacao para essa nova composicao de geradores

sejam
[Ag, Ayl = 1A, e permutacoes ciclicas, (20)
By,By] = iB, e permutagoes ciclicas, (21)
[A4;,Bj] = 0 i,j=1T,y,z2. (22)

Isso mostra que A e B, cada um deles, agora forma um grupo SU(2) e esses dois grupos
fecham uma dlgebra, como também fora apresentado em Ryder| (1996)). O grupo de Lorentz
¢ essencialmente SU(2) ® SU(2) e os espinores se transformam de maneira bem definida.
Tais geradores serdao rotulados por dois autovalores (7,j') o primeiro corresponderd a A e

o segundo a B. Dessa forma podemos escrever da seguinte maneira

Tipo 1: (1/2,0):  JY? = /2, KY?=—ig/2, (23)
Tipo 2: (0,1/2):  JY? = &/2, K'Y?=ic/2. (24)

Devemos observar que esses seis pardmetros sao referentes a trés dngulos (6; onde i = z,y, 2),
que estao associados as rotagoes, e trés velocidades (p; com i = x,y,2), as quais estao
relacionadas aos boosts de Lorentz. Pelas tranformacoes de Lorentz, existem dois tipos de
espinores com duas componentes cada, transformando-se de acordo com o Tipo 1 e Tipo

2, que correspondem as representacoes (1/2,0) e (0,1/2) do grupo.

2.2 OPERADOR PARIDADE E A DINAMICA DE DIRAC

A simetria de paridade, no espago de Minkowski, é definida como o mapeamento
(AHLUWALIA| 2017b)

P:agt= (2 x) = 2" = (20, —x). (25)
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Uma questao que devemos nos fazer é “De que forma tal simetria afeta os espagos de
representacao?.” Imaginemos um espinoxﬂ que pertenca a soma direta dos espacgos de
representacao:

() = ( PR (p") ) _ explir-) ("), (26)
or(ph)

onde p* = exp(iK.p)k* e Ké dado por @D Tal espinor pode ser autoespinor do operador
paridade, conjugacao de carga ou qualquer outra simetria fisica e matematicamente rele-
vante se, a principio, dada simetria faga com que as componentes de mao direita e esquerda
de ¢ (p*) percam sua independéncia. Apenas por uma questao de completeza, vale a pena
notar que se ao invés de um boost em aplicdssemos uma rotac¢ao no espinor ¥ (p*),

teriamos
b(p™) = exp(i€.0)v (p"), (27)
com 6 sendo um angulo o qual caracteriza uma rotacgao sobre um eixo n
0 = 0n, (28)

e p'* = exp(iJ.0)p". Diante da agdo de P, sabemos que o — 0 ¢ ¢ — —@, ou seja, as
velocidades sao invertidas. Assim sendo, P relaciona os espagos de representacdo de mao

direita e mao esquerda
(1/2,0) <2 (0,1/2). (29)

Consequentemente, o efeito de P em 9 (p'*) é entdo feito por uma matriz 4 X 4 a qual pode
conter uma fase global e deve ser puramente “off-diagonal”. De tal modo que, fixando-se

a fase como 1, o efeito de P sobre o espinor sera dado por

Py(ph) = (‘f é)@b(p’“):vo@b(p’“), (30)

onde neste caso p’* é exatamente p* sob efeito de P. E nosso dever ressaltar ao leitor que
exatamente nesse ponto é onde notavelmente a maioria dos livros-texto param quando
definem a simetria de paridade. Entretanto, aqui faremos diferente. Continuaremos ana-
lisando de forma mais aprofundada dada simetria e veremos quais as vantagens disso e

onde podemos chegar.

Recentemente, em Speranga; (2014) mostrou-se com uma maior riqueza de detalhes

o entendimento existente entre a simetria de paridade e a equagao de Dirac. Na equacao

2Imporemos que m = 0 aqui e ao longo de toda a construcio que faremos no escopo desse trabalho.
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podemos notar que ¥ (p'*) pode estar relacionado com ¢ (p*) como se segue
U(p™") = exp(ik.(—p)) (k). (31)
Sabemos que de (26)), podemos estabelecer
(k") = exp(—ik.)(p!), (32)
e desta maneira, a equacao pode ser reescrita como

V(") = exp(—ik.p)exp(—ik.p)(p")
= exp(—2ik.)Y(p"). (33)

Substituindo ¥ (p*) da equagao logo acima em , e usando o fato de que 7 anticomuta

com cada um dos geradores de boost,

{10,k:} =0, ondei=uz,y,z, (34)
a equacao fica escrita como

Pip(pt) = exp(2ik.) 00 (p"). (35)

Um cdlculo direto, como realizado em [Speranga; (2014)), da exponencial do lado direito de
(35)) nos fornece a identidade

exp(2ik.e)y0 = m~ yup”, (36)

onde 7, = (70,7;) representam as matrizes de Dirac na representacao de Weyl

VO:(?(IIL))7 ‘Y=<_([ng)- (37)

Desta forma, temos entdao em abstrato

P =m"y,pt. (38)

Os espinores que sao autoespinores de P sao chamados de espinores de Dirac. Os
autovalores de P sao +1 e cada um deles tem dupla degenerecénciaﬂ (AHLUWALIA|

3Aqui falamos degenerecéncia por um abuso de linguagem. O termo correto a ser utilizado deve ser
helicidade.
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2017b; VILLALOBOS; ROGERIOj 2016; ROGERIO R. J. B. E VILLALOBOS, 2018)),

PYS(p") =+uS(0"),  Puip") =—vie"), (39)

o subindice « esta relacionado com a degenerecéncia enquanto que o indice superior
relaciona-se ao fato dos espinores serem self-conjugated (auto-conjugado) ou anti-self
conjugated (anti-auto-conjugado) via acdo do operador paridade (note que P? =1). Com

auxilio da dedugao acima, a equagao (39)) pode ser escrita sob a forma

(yup! —mL)Ys (p") =0,  (yup" +ml)ei(p") =0. (40)

E assim, concluimos mostrando como os espinores que possuem a relagao de paridade
como elo fundamental entre os espagos de representacao de mao direita e mao esquerda
devem mandatoriamente obedecer a dinamica de Dirac. Recentemente em Villalobos e
Rogerio| (2016]) os autores mostraram que a simetria de paridade nao é o tinico elo entre
os espagos de representagao, entretanto, se buscamos estabelecer um conjunto completo

de espinores (¢2(p) e ¥ (p")), devemos em algum momento introduzir tal simetria.



3 AUTOESPINORES DO OPERADOR CONJUGACAO DE CARGA

Na secao introdutéria precedente, mostramos que a partir de um espinor arbitrario,
como por exemplo , podemos estabelecer uma relacao entre os espacos de representagao
por meio de uma simetria discreta, sem primeiramente invocar equacao de onda ou a
densidade lagrangiana, e, assim, consequentemente estabelecer a dindmica associada. Aqui
faremos algo bastante similar ao que foi feito via P, porém agora usaremos como elemento
fundamental para essa construcao o operador de reversao temporal de Wigner na repre-
sentacao de spin 1/2, ®, o qual possui o seguinte efeito sobre as matrizes de Pauli, como
observado em |Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller (2005]), Ramond, (1981)), |Ahluwalia
(2017b), assim

Qo0 ' = o, (41)

sendo [l

@:(O _1), 0 '=-0. (42)
1 0

Um importante resultado emerge a partir da observacgao da relacao , denominada por
Pierre Ramond em Ramond| (1981) como “Madgica das matrizes de Pauli”. Primeiramente,
tomando-se o complexo conjugado das relagoes e , consequentemente multiplicando-
as pela esquerda por © os resultados obtidos e usando a defini¢ao acima do operador de

reversao temporal de Wigner (a menos de uma fase global) o resultado obtido é

OS] = exp( = 5 - 0) (O R(K), (43)
(0067 (p)] = exp(+ 5 - 0) (1O 7, (k). (44)

Isto é, essas observacoes quando combinadas implicam o seguinte

« Se ¢r(pH) se transforma como uma componente mao esquerda entao (\O¢j (p#) se

transforma como um espinor de mao direita, com a fase () ainda nao especificada.

» Se ¢p(p") se transforma como uma componente de mao direita, entdao (,0¢%(p")

I'Podemos também escrever © em termos da matriz de Pauli, ou seja, © = —io.
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se transforma como uma componente mao esquerda, ainda com a fase (, nao especi-

ficada.

Essa relacao crucial motivou Ahluwalia e Grumiller a introduzirem dois novos conjuntos
de espinores, assim como em |Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005), pertencentes

ao espago de representagao (1/2,0) @ (0,1/2)

or(p")
Cp® ¢}k{ (pﬂ )

(\O¢ (")

1y —
M) or(p")

)= : (45)

cabe ressaltar que os espinores p(p") nao trazem nenhuma informagcao fisica adicional,
como pode ser visto em |Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005), por tal circunstancia,
vamos fixar nossa atencao somente nos espinores A(p*). Observe que de forma semelhante
ao que foi feito no capitulo anterior, porém, agora usando-se o operador de Wigner, conse-
guimos estabelecer um outro tipo de vinculo entre os espacos de representacao. Note que
diante das consideragoes que fizemos para construir os espinores utilizamos apenas de
boosts de Lorentz (também valido para rotagoes) e a relagao apresentada pelo operador
de Wigner. Sendo assim, podemos afirmar que nao fizemos uso de simetrias discretas e
portanto nao nos valemos de todo o grupo de Lorentz (composto por transformagao de
paridade, reversao temporal, boosts e rotagoes) e sim de um subgrupo do grupo de Lorentz,
mais precisamente o ortécrono proprio L Um fato importante com relacao a forma com
a qual os espagos de representacao se relacionam foi recentemente mostrado em |[Villalobos
e Rogerio (2016), onde os autores destacam a possibilidade de se constuir espinores de
Dirac usando a relagao (41)) como elemento de ligacao entre os espagos de representacao
ao invés da simetria P, entretanto, faz-se necessario a utilizagdo de tal simetria para se
estabelecer um conjunto completo de espinores.

Diante da arbitrariedade ainda presente na equagao , devida aos elementos () e
(Cp, vamos buscar um operador de simetria, assim como fizemos para P, o qual serd definido

como (AHLUWALIA| 2017b)

s O

onde I toma o complexo conjugado de qualquer quantidade que apareca a sua direita.

Imporemos que C? seja proporcional a identidade, e assim, fixamosﬁ a=1ie [=—i,

2Qualquer transformacao pura (boost) que conecte dois referenciais com eixos paralelos que se movem
com velocidade constante e dita ortécrona. Vale ressaltar que as transformagoes préprias e ortdcronas sao
chamadas de transformacoes de Lorentz restritas. O conjunto de transformacoes de Lorentz LT‘_ é 0 Unico
setor que forma um subgrupo do grupo de Lorentz e tal subgrupo recebe o nome de grupo de Lorentz
restrito (LEMOS, [2007).

3Existe ainda uma segunda possibilidade onde a = —i e B = i, entretanto, isso nao traz nenhuma
implicacao fisica ao resultado que ja fora obtido.
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resultando em

C—( (D Z.@>IC. (47)
-0 O

Assim, chegamos a forma final do operador conjugacao de carga.

3.1 ESTABELECENDO OS AUTOESPINORES DE C

Os espinores de Majorana sao escritos como (RAMOND) |1981])

—0207, (")
wM (pﬂ) = ) (48)
or(p")
tais espinores obedecem a condi¢ao de Majorana, dada por
Con (pF) = +¥u ("), (49)

isto é, sao espinores autoconjugados via atuacao do operador conjugacao de carga, pois
possuem unica e exclusivamente autovalor positivo. Podemos notar que ¢ (p#) se trans-
forma como um espinor de mao esquerda ao passo que —o2¢7 (p#) se transforma como um
espinor de mao direita (AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER; |2005; AHLUWALIA-
KHALILOVA D. V. E GRUMILLER, [2005)), como mostrado e definido na se¢ao anterior.

Agora, imporemos que os espinores (45)) sejam autoespinores do operador conjugagao

de carga e limitar-nos-emos a apenas autovalores reais, assim
CAp!") = £A(P"). (50)

Desta forma, de maneira ilustrativa temos

) = ( _GZ.)@ f ) (GS;(ZS)W) ) (51)

_ ( i©0} (p") ) | (52)
iGioL(p")

podemos entao fixar () = +i fazendo com que A(p*) se torne um autoespinor de C com

autovalores duplamente degenererados, +1

CXS(p") =+X%(p"),  CA (") = - ("), (53)
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onde definiremos entao

Siouy_ [ 1OPL(P") Ay _ [ —OLMY)
¥ ) ( oL(p") )’ ) ( orL(p") ) (54

Faremos uma distingdo entre os espinores que carregam autovalores positivos e auto-
valores negativos, doravante os denominaremos Self-Conjugate (ou Autoconjugados) e
Anti-Self-Conjugate (ou anti autoconjugados), respectivamente. De forma geral, tais espi-
nores recebem o nome de Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperators cujo acronimo

é Elko.

3.2 CONSTRUCAO EXPLICITA DOS ESPINORES \(p*)

Comecaremos escrevendo os espinores A(p’) em um referencial com momento arbi-
trario p#

A(p") = exp(ir.@)A(K"), (55)

usando os operadores de boost previamente definidos em , e lembrando do fato que

(6.p)? =1, o operador de boost da tltima equagdo acima pode ser escrito como

: e3? O
exp(ik.p) = ( O o5 ) (56)

assim temos (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER] 2005,

. E+m [ 1+Z2 ()
exp(ik.p) = om ( £+m o.p ) ‘ (57)
T E+m

Agora, para obter a forma explicita dos autoespinores do operador conjugacao de carga,
imporemos que a componente ¢r,(k*) seja um autoestado do operador helicidade a.p (a

menos de um fator 1/2 que serd omitido), desta forma
o.p o7 (k') = +or ("), (58)

onde o operador ¢ escrito como 0.p := 0Py + TyPy + 0P ¢ 0 vetor unitario p para-
metrizado em coordenadas esféricas é p = (sinf cos ¢,sinfsin ¢, cosf). Desta maneira na

forma matricial o operador helicidade é dado por

R cosf  sinfe
o.p= . (59)

sinfe®  —cos6
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A titulo de explicitar como é feito o cdlculo da helicidade, de maneira ilustrativa, definire-

mos a componente gbf(/@“) da seguinte maneira

oF (k) = ( oL ) o oy (k)= ( 11 ) , (60)

o1, Pro

resolveremos entao explicitamente para a helicidade positiva. Assim temos

o.p o1 (k') = +o7 (k") (61)
ou seja,
cosf  sinfe o1 o1
. i + =+ + > (62)
sinfe cosf 1o 1o

0 que, ap6s alguns simples célculos envolvendo relagoes trigonométricas, leva-nos a

Q/Q)e—i(sb/?)
() =y | €050/ . 63
¢L( ) \/_ ( S1H<9/2)€Z(¢/2) ( )
Fazendo o mesmo procedimento para a helicidade negativa temos

o.p¢p (k') =—¢p (K"), (64)

assim,

cosf  sinfe i® orst _ ¢r1 (65)
sinfe®  —cosh 1o B Pr2 ’

—sin e~ i(e/2)
oL (k") =vm ( cos((g//j))ei(dﬁ/?) ) ' (66)

e desta forma

O fator de massa é escolhido de forma que no caso limite de particulas sem massa, m — 0,
os espinores em repouso no espago de representagao (1/2,0) e (0,1/2) desaparecam, pois
nao podem existir particulas sem massa em repouso (AHLUWALIA D. V. E JOHNSON|
1994). Para que isso seja consistente, as amplitudes de interacdo devem ter o fator m/,
onde no caso j é o spin associado a particula (MARINOV] 1968). Por outro lado, de uma
maneira um pouco mais simples podemos agora calcular os autoestados de helicidade para
o espinor que se transforma como mao direita @(bf*. Assim, conjugando a equagao

temos

o plor ()" = £[o7 ()" (67)
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Substituindo o* pela relagao apresentada em

000 'plor (K)]* = Flor ()", (68)
e usando o fato de que ® ! = —©, encontramos

~©oOp[oy (k)] = Flog ()], (69)
ou ainda

0~ lo0plo; (K)]* = Flor (K)]". (70)

O passo final é multiplicar pela esquerda ambos os lados da equagao por ©, pois

assim chegaremos a conclusao que
apO[o7 (K)]* = FOlor (K)]". (71)

De tal modo que podemos inferir que @[¢7 (k*)]* possui helicidade oposta a ¢7 (k*), re-
sultado esse que contrasta com os espinores de Dirac, pois neste tltimo caso as duas
componentes possuem mesma helicidade (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMIL;
LER], 2005).

Diante deste fato, podemos notar que temos uma determinada liberdade na escolha
da helicidade das componente de (1/2,0) e (0,1/2) de A(p*). Nesse momento estamos
interessados em observar que se impusermos que as helicidades de (1/2,0) e (0,1/2) sejam
idénticas, A(p") serd um objeto de helicidade tnica, tornando-se idéntico aos espinores
de Majorana (AHLUWALIA D. V.; LEE, 2011)). Essa escolha contraria fortemente os
resultados obtidos em e . O que acontece é que para A(p*) comegamos com
a componente (0,1/2) de ¢r(p") escolhendo uma determinada helicidade; ja quando
vamos construir a componente (1/2,0), ou seja, £i@¢7} (p*), percebemos uma mudanca da
helicidade para tal componente, acontecendo naturalmente. Isso é notado em , e por
essa razao A(pH) é considerado um objeto de helicidade dual (AHLUWALIA-KHALILOVA
D. V. E GRUMILLER] 2005, AHLUWALIA D. V.; LEE;, 2011). Entao, uma vez que ja
foram estabelecidas as componentes de mao esquerda e mao direita de A(p*) podemos

defini-los de forma explicita (4 graus de liberdade), temos para os espinores auto conjugados

10 +k,,u * 1Old7 (EM)]*
tor=(ET ) (T

e para os anti autoconjugados

—i®[pF (kM)]* —10[p; (E*)]*
ALy (R = — ( qb[‘LF(Lk(“) ) ) C AL = ( qb[z(Lk(“) ) ) - (73)
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E nosso dever fazer uma breve pausa para esclarecer um pouco melhor a forma com que
esses espinores foram escritos. As quantidades entre chaves {4,F} estdo relacionadas com
a helicidade; a primeira entrada é referente a helicidade da componente que se transforma
como mao direita, isto é (1/2,0) ao passo que a segunda entrada refere-se a helicidade da
componente de mao esquerda (0,1/2).

Uma vez que os espinores foram definidos no referencial de repouso, k¥, podemos

aplicar o boost dado em e assim teremos para os A\(p/) auto-conjugados

E+m P

E+m P
Ay ) = o <1+ E—i—m) ALy oy (R (75)

e para os anti auto-conjugados

E+m
)‘{Af,+}(P“) = (1 S

B Mo ), (70

2m

além de

E+m P
My ) = T (1 2 ) (), (77)

Portanto, construimos aqui um conjunto completo de auto espinores do operador conju-
gacao de carga e explicitamos como ficam tais objetos mediante a atuacao dos boost de
Lorentz. Cabe mencionar, que uma verificacao das equagoes e , mostra que no
limite de massa nula os graus de liberdade de A(p") reduzem para dois, pois como pode
ser visto tanto )\f{gf’ +}(p“) quanto )\{Af’ +}(p“) anulam-se identicamente (AHLUWALIA]|
2017b)). Mais adiante veremos que para o caso do Elko, a simetria de paridade faz com
que )\er’_}(p“) — Af_7+}(p“) o /\?Jr’_}(p“) — /\?_74_}(19/“‘), desta maneira, combinando es-
sas observagoes, concluimos que para o caso de massa nula nao existe reflexdo para os
espinores A(p*). Sendo assim, em [Ahluwalia (2017b) é destacado que apenas em alguns

casos tal limite pode ser tomado por um espago de representacao massiva.

3.3 A CONSTRUCAO DA ESTRUTURA DUAL: TEORIA MATEMATICA DOS
DUAIS

Da literatura, e.g., Ryder (1996), Sabemos que para os espinores de Dirac a estrutura

dual é dada poxﬁ]
D) = ("0, (78)
4Entretanto, uma nova possibilidade de estrutura dual para Dirac foi recentemente desenvolvida em

Rogerio R. J. B. e Villalobos| (2018]), mostrando que a rigidez da defini¢do priméaria da estrutura dual de
Dirac pode ser quebrada sem afetar a fisica ja conhecida.
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fazendo com que a quantidade ¢ (p*)y(p") seja um invariante sob transformacoes de
Lorentz, i.e., um escalar. Em contrapartida, se esse formato de estrutura dual for tomado

para os autoespinores de C, Ao (p*) = A, (pH)o imediatamente veremos que a norma é nula

Mi o (A e (0 =0, (79)
M (PN 2 () =0, (80)
;\fi,:p}(p“)/\fli,:p}(p”) =0, (81)
M (P {:t (") =0, (82)
M (N 5 () =0, (83)
Men (PN e m (") =0, (84)

Nao obstante, teremos também as normas imaginarias para os seguintes casos (AHLUWA-
LIA| 2017D)

M) (PG ) (0) = F2im, (85)
/\1(4:|:,:F)(pﬂ))‘ét,:|:) (pu> = £2im. (86)

Desta maneira, é perceptivel que se seguissemos esse formalismo terfamos um grande
problema com as estruturas duais dos autoespinores de C. Devemos buscar uma estrutura
dual que nos forneca uma norma real, ndo nula e invariante por transformagoes de Lorentz.

Sendo assim, vamos buscar definir o dual de uma forma geral, dada por

A (") E BN ()], (87)

onde E(p#) e n representam matrizes 4 x 4. Devemos ressatar aqui algumas propriedades
atreladas ao operador E(p") que surge em . Esse operador é tal que ao atuar em
algum 4-espinor A (p*) deve nos devolver algum espinor Ag(p") que pertenga ao conjunto
de autoespinores de C que estamos trabalhando. Imporemos que Z2(p*) = 1 para que ele
desempenhe o papel de um mapa invertivel, para que assim possamos escrever o espinor
usual em termos do espinor dual e vice-versa e também imporemos que Z~1(p") exista.
De posse dos resultados contidos nas equacoes até , isso nos permite definir
(AHLUWALIA| 2017b)

)def 1 {

= S 38 \A \A A
E(" Mo e HAE A g A AL AL 39
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cuja forma matricial, calculada em [Silva| (2016)), é dada por

. » —ip
zp7s711n6 Z(E—f—p;?se)e 0 0
i(E—pcosf)e’® —ipsinf 0 0
- m m
=) = N | I )
0 0 —ipsinf —i(E—pcosf)e
m m
i(E—l—pcos@)ew ipsinf
0 0 — o

A atuagao de E(p*) nos espinores A(p*) nos fornece

WA (") =+ ("), (90)
EWN 3 (0") = —ix ("), (91)
(PN ") = +idE M), (92)
EPA () = —id (0" (93)

Uma vez que fora determinada a forma explicita de E(p*), resta-nos apenas agora encontrar
1. Sendo assim, partiremos da imposicao de que a norma deve ser invariante sob qualquer

transformacao de Lorentz, o que se traduz em
[EE)AaB)] nAa (k) = [E@)Aa@)] 1ha (). (94)

J& vimos no inicio deste capitulo que podemos expressar A\, (p*) = exp(ik - ) Ao (kH), €

facilmente podemos notar de que k' = —k, assim
EE)Aa (@) mAa(p) = M (k)BT (e P Aa (k). (95)

Assim, temos a seguinte relacao

[11

(') = "B (KM )e e (96)
e isso nos permite escrever como
EE)Aa@)] mAa(p) = [EER)Aa (k)] one™ Ao (), (97)

ou seja, podemos inferir que
n = eFPnelrP. (98)

Logo concluimos que a tltima relagdo acima sé é valida se n anticomutar com os geradores
de boost

{r.n}=0. (99)



34

Um raciocinio semelhante pode (e deve) ser feito para os operadores de rotagao. De tal

procedimento pode ser visto que ¢ = ¢ e isso nos leva a concluir que

[¢,n] =0. (100)

Das restrigoes encontradas chegamos em 7 = 7. Assim, a forma final para a estrutura

dual é dada por

-S/A 1

A4} (P“)Ii[kff}(p“)} 0, (101)
-S/A +

M-y () =~ {A{S/ﬁ}(p“)] Y. (102)

Tais estruturas nos permitem escrever as seguintes rela¢ées de ortonormalidade

S

Ao (PN (D) = 2mer, (103)
_A

Aa (pﬂ))‘é’ (pﬂ) = _2m5a0/7 (104)
S ) A .

Ao (pM)AO/ (pﬂ) =Aa (pu))‘o/ (p,u> =0. (105)

Agora com tal estrutura ja estabelecida, vamos buscar encontrar quantidades fisicas re-
levantes associadas aos espinores A(p*). A estrutura dual contrasta fortemente com a
estrutura dual de Dirac (1o = ¥} 79 onde E(pH) = 1), uma vez que para os espinores Elko
faz-se necessério a troca de helicidade do espinor (para garantir um invariante) e o surgi-
mento da unidade imaginaria (garantindo que tal quantidade seja real). Cabe mencionar
que uma nova redefinicao da estrutura dual para os espinores de Dirac pode ser vista em
Rogerio R. J. B. e Villalobos (2018), onde os autores mostram que uma estrutura dual

com Z(p") # 1 é possivel de ser encontrada e ainda assim preserva a fisica associada.

3.4 SOMAS DE SPIN: INVARIANCIA E LIMITACAO CAUSADA PELO DUAL

A presente sec¢ao fora reservada para que abordemos a relacgao existente entre a soma
de spin e o operador de onda associado aos auto espinores do operador C. Sabemos que
para o caso dos espinores de Dirac a estrutura dual nao impoe nenhum tipo de limitacao,
e desta forma as somas de spin estao intimamente relacionadas com a equacgao de onda

de Dirac. Diante da estrutura dual estabelecida, temos entao

SAS() R (), (106)

Ao N 1
YA @) A (@), (107)
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explicitamente temos

SAS) N () = (108
E+m 2 ) .
B (1 ) (= W8y 0 38, Gy 01
SN r () = (109)
E+m 2 . .
Et (1 )| (S D i D )

Apo6s simples céalculos, o resultado final pode ser escrito como

> Aa) Xi (p") =m[1+G (o)), (110)
S Xf (p") = —m[L-G(9)], (111)

sendo a matriz G(¢) dada por

0 0 0 —ie @
0 0 ie'® 0
G(9) = , , 112
(®) 0 it g 0 (112)

e’ 0 0 0
donde podemos inferir as seguintes relagoes

GO (P") = +A2(1"), GO (P") = =23 (). (113)

E notavel que o operador G(¢) nao é um operador de onda. Ademais, devemos destacar que
nas somas de spin para o Elko existe uma determinada dependéncia com relagao a uma
diregdo espacial contida em G(¢). Claramente a quantidade que aparece no lado direito
das equacoes e quebra a covariancia relativistica de Lorentz. Desta maneira
temos uma quantidade que nao é invariante por transformacoes deste grupo. Tal problema
foi pela primeira vez contornado com auxilio de uma teoria proposta por Cohen e Glashow
Cohen A. G; e Glashow| (2006). Tal teoria, possui um grupo de transformacgoes dado por
um subgrupo do grupo de Lorentz, e é denominada por Very Special Relativity (VSR).
As somas de spin acima sao covariantes por transformagoes desse subgrupo. Assim sendo,
deixamos reservado ao leitor o Apéndice [C] onde todos os detalhes com relagao a estrutura,
matematica da VSR e a covaridncia das somas de spin poderao ser vistas em detalhes.

Entretanto, se ainda buscarmos uma teoria que seja invariante por transformacoes de
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Lorentz, nosso dever é analisar a possibilidade da existéncia de alguma liberdade deixada
na definicao primaria da estrutura dual apresentada e, de alguma maneira, tentar redefini-
las ou, até mesmo buscar uma nova estrutura, uma vez que em Rogerio R. J. B. e Villalobos
(2018) foi mostrado que existe uma liberdade na definigdo da estrutura dual de Dirac e
mesmo com a nova estrutura dual a informacao fisica existente se mantém inalterada,
diante da ultima observacao feita, vamos buscar um procedimento para fixar uma nova
estrutura sem alterar a informagao fisica carregada por esses espinores. Visto que as
somas de spin aparecem no amago da estrutura do propagador associado ao campo, e esta
quantidade esta relacionada com a interpretacao de particula e localidade, provavelmente

veremos que o uso de tal estrutura afetard na localidade do campo quantico.

Apenas a titulo de comparacao, para o caso de Dirac temos as mesmas relagoes que

em [Ryder] (1996)), Rogerio R. J. B. e Villalobos (2018)), ou seja,
DU ()5 (") = (upt —m1), (114)
«

Do Ua e (") = (" +ml). (115)

onde no lado direito das duas tultimas equagoes acima aparece o operador de onda que
aniquila os espinores de Dirac. Desta maneira, essa estrutura encontrada para o Elko

contrasta diretamente com o caso usual

3.5 REDEFINICAO DA ESTRUTURA DUAL

Esta segao estd reservada para que uma analise mais criteriosa no tocante a (re)defini¢ao
da estrutura dual do Elko seja implementada. Buscaremos uma redefini¢cao no sentido de
que a invariancia por tansformagoes de Lorentz das regras de ortonormalidade se man-
tenham inalteradas, entretanto, buscamos estabelecer a invariancia das somas de spin.
Antes de prosseguirmos com os calculos, devemos sumarizar e tomar nota de alguns fatos
bastante importantes. De maneira que nao exista nenhum conflito relacionado com os
autoespinores do operador conjugacao de carga que estamos trabalhando, faremos uma
pequena distingao entre a teoria embrionica, a qual viola Lorentz (primeira defini¢ao da
estrutura dual) e a teoria mais recente, a que ¢ invariante por Lorentz (estrutura dual
redefinida) dito isto, para os constituintes da primeira denominaremos espinores Elko ao
passo que para os da segunda chamaremos de espinores de dimensao de massa um. Desta
forma, evitaremos qualquer tipo de ambiguidade quando usarmos o termo correto para
definir tais campos. Ainda assim, de maneira mais abrangente e geral, quando quisermos
nos referir a um contexto mais amplo sem fazer distin¢ao alguma, usaremos o termo mais

apropriado: autoespinores do operador conjugacao de carga.

Vamos entdo introduzir uma nova definigdo do dual, a qual se traduz como (AH-
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LUWALIA| [2017D])

- -5 .
R0 —n (1) = A A (116)
SAWY) S () = M B, (117)

onde as quantidades A e B estao restritas a algumas propriedades nao triviais:

« os espinores AJ(pH) e M (p") devem ser autoespinores de A e B, respectivamente,

com autovalor +1, assim

AN () =201, BAG () = A5 (0", (118)

o além disso, os operadores A e B devem ser tais que assegurem

A ()AL (M) =0, AA(pM)BAS () = 0. (119)

Diante da nova redefinicao, as regras de ortonormalidade devem manter-se intactas, ou

seja,
-8 5
Ao (P)AL(P") =2mbaars (120)
A
>\a (pu))‘é’ (p,u) = _Qm(saa’: (121)
-5 A A S
Ao (P)AG (") =X (") A () = 0. (122)

Usando-se a estrutura dual redefinida, temos entao que as somas de spin ficam

SAS() R () = m{1+ G(6)}A, (123)
SN ;\2 (") = —m[1—G(¢)]B. (124)

Devemos mostrar a existéncia de A e B de forma que tais quantidades satisfacam as
imposi¢oes dadas em e e a0 mesmo tempo retornem uma soma de spin
invariante por Lorentz. Sendo assim, a menos de uma constante, para que tenhamos uma
quantidade invariante os operadores A e B devem ser a inversa de [1+G(¢)] e [1 —G(¢)],
respectivamente. Entretanto, det[1 +G(¢)] = 0, ou seja, precisamos da inversa de uma
matriz singular.Assim, vamos recorrer a alguns métodos matematicos para determinar a
(pseudo)inversa das somas de spin. No que se segue, apresentaremos o percurso descrito
em [Rogerio R. J. B e da Silva| (2017)), onde nos valemos de uma série de tentativas para

alcangar nosso intento.
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3.5.1 A PSEUDOINVERSA

Um procedimento para se encontrar a inversa geral de uma matriz singular, foi
introduzida na literatura em trabalhos conceituados de Moore e Penrose, como Moors
(1920), |[Penrose (1955). De maneira geral, esses trabalhos fornecem um algoritmo completo
para encontrar o que ¢ conhecida como “pseudoinversa”, doravante denotada por M ™, de
uma matriz singular M. Como ja fora notado em Lee (2016a), infelizmente tal procedimento
é in6cuo para o caso em questdo. Aplicando-se o procedimento da pseudoinversa [1 +
G(¢)]™, visto em Rogerio R. J. B e da Silval (2017)), [Penrose, (1955), é dada por

1
14+G(6)]* = [1+6(6) (m Lo +g<¢>r) , (125)

ou, de maneira similar

1
14+G(8)* = (mgwwmgwn) 1+G(6) (126)

No entanto, ambos os resultados acima sao matrizes singulares, tornando o procedimento
invalido (ROGERIO R. J. B E DA SILVA| 2017)). Devemos entao buscar procedimentos

alternativos e eficientes para conseguir encontrar a pseudoinversa para este caso.

O método conhecido como Regularizagao de Tikhonov, dado em Tikhonov]| (1963),
prové uma outra maneira de se obter a pseudoinversa de uma matriz singular, caso o
protocolo anterior venha a falhar, mostrado em |[Rogerio R. J. B e da Silva/ (2017)). Tal
procedimento consiste em introduzir um parametro de “deformacao” no calculo da pseu-
doinversa e assim, tomar o limite adequado desse parametro apds os calculos. Ao adaptar

o problema que estamos tratando a esse método, somos levados a

-1

1460 =i+ (o)) ([1+ N[+ 41

onde p € C ¢é o parametro de deformagao. Um calculo bastante simples nos fornece

1 —ie” "
o 0 0 T
1 .2
[1+G(4)]" = lim 0w om0 | (127)
U—0 0 —ie " 1 0
’ 4+p d+p
ie'? 0 0 1
4+p A4+p

Para verificar se ((127)) é de fato a pseudoinversa de [1 +G(¢)], multiplicaremos [1+G(¢)]"



39

por [1+G(¢)] e entdo tomaremos o limite ¢ — 0. Assim, temos

1 0 0 —Z'eiw
+ _ 10 L e 0
B+60@I+6E@IT = 51 | .6 0
ie'® 0 0 1
1
— 1+G()] (128)

nos fornecendo novamente um resultado nao satisfatorio.

Ainda visando encontrar uma matriz que possa ser realmente classificada como a
inversa do termo que quebra a invariancia relativistica das somas de spin, como mostrado
em Rogerio R. J. B e da Silva (2017)), somos levados ao método da vizinhanga de matrizes

singulares (também conhecido como “7—deformagao”), entao escreveremos

SAS () R () = mlL + 7G(B)] Al (120)

PRACD Xj (p") = —m[1 —7G(¢)]Blr—1. (130)

Note que para esse procedimento ter efeito a 7—deformacao deve ter um limite bem
estabelecido quando 7 — 1. Assim, esse limite serd a tunica restricdo a ser usada. A
andlise da vizinhanga de [1 4+ G(¢)| corroborara os calculos fornecendo uma explicagao

matematicamente aceitavel para o método adotado.

Levados pelo mesmo protocolo que foi usado em Barata J. C. A. e Hussein (2012)),
partiremos do fato de que ambas as matrizes 1 and G(¢) sdo matrizes nao singulares.
Dito isto, existem constantes r] e r2, as quais, por sua vez, dependem de 1 e G(¢), sob a
condicao 0 < rp <rg, tal que [147G(¢)] é invertivel para 7 € C com 0 <| 7 |< ry e para
todo 7 € C com | 7 |> rg, da mesma form que em Rogerio R. J. B e da Silva (2017). Assim

é possivel notar que

1+7G(¢) = [I7+G ()]G (9), (131)

de maneira que [1+7G()] é invertivel apenas se [17+G~1(¢)] for ndo singular. Definire-
mos agora Z = —G~1(4) e {\1,...\x} € C sendo as k raizes nio necessariamente distintas
do polinémio p;, i. e., p, = det[Z — A1]. Note que a partir de ({131]) temos

1+7G(¢) = —[Z — 17]G(9). (132)

Se todas as raizes forem nulas, devemos tomar r; = r como sendo qualquer niimero

positivo. Definiremos, entéo, r; = min{|Ag|,\x # 0} e ro = max{|\¢|}, assim temos duas
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variedades possiveis de valores para 7 para os quais 7 permite [ILT+Q_1(¢)] ser uma
matriz ndo singular, assegurando, entdao, que [1+7G(¢)] seja invertivel. Esses conjuntos
de valores permitidos estdo entre {7 € R,0 < |7| <71} e {7 € R,|7| > r2}. Como podemos
ver
4 2
P =A"—2\"+1, (133)

possuindo raizes dadas por +1, ambas com multiplicidade 2. Desta forma, podemos ver
que a tnica restrigdo é dada por |7| > 1 ou 0 < |7| < 1. Assim, o limite usado na Ref.
Ahluwalial (2017b) é véalido para os operadores A e B e fornecem de fato a inversa de
e ({130]), respectivamente. Desta forma, podemos deixar explicito o valor dos operadores

AeB

A=2[1+G(¢)] zzllziigﬂ, (134)
B=2[1-G(¢) ! =2l1j;ig7(2¢)], (135)

usando o fato de que Q(¢)2 =1, podemos entao estabelecer que as somas de spin para os

férmions de dimensdo de massa um sao

S0 e 0) = 2t o)1 E0 1
— 2ml, (136)
S0 Ko ) = —2ml1 =000 T o

= —2ml. (137)

Isso nos revela que nao existe solugao para o caso em que 7 = 1, mas sim existe solucao
em uma vizinhanca infinitesimalmente préoxima de 1, tanto no limite pela esquerda quanto
pela direita desse valor. Uma vez que estabelecemos a nova estrutura dual, veremos se
além de fornecer uma soma de spin invariante por transformacgoes de Lorentz também as
relagoes dadas em (|118)) sdo respeitadas. Para isso, um fato importante a ser destacado é

que G(g)Aa/ () = £22 (p), assim

Ao = 2 T e =2 ({25 e

1—72

_ (ﬁ) o AS(0) = AS (). (135)
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Temos também

st = 2|00 e =225 e,
— ()l =2t (130

Agora, examinaremos se (119)) é também respeitada

-2 )\é/ (p")

oA = 25|

= o oS ) = (140)

e
B = 20| A e

— o N ) =0 (141)

Portanto, vemos que a redefinicdo da estrutura dual, fornece uma teoria invariante por
transformagoes de Lorentz, além do fato de manter intacta todas as regras de ortonormali-
dade ja previamente estabelecidas. Assim, finalmente temos uma teoria local e invariante

sem a necessidade de se recorrer a Very Special Relativity.



4 DINAMICA DO CAMPO E SIMETRIAS CPT

O presente capitulo estd reservado para que possamos realizar uma ampla analise
sobre a dindmica dos espinores A\, (p*). O primeiro alerta sobre a dimensionalidade desses
férmions de spin 1/2 é regido pela observacao de que o operador de Dirac nao os aniquila.
De tal forma que esses campos obedecem apenas a dinamica de Klein-Gordon, e assim,

sao fadados a possuir dimensdao de massa um ao invés de 3/2.

4.1 ESPINORES ), (p") E A EQUAGAO DE DIRAC

Veremos que a equagao de Dirac no espago dos momentos nao aniquila os espinores
Aa(p*). Para tanto, vamos atuar com 7,p" em um determinado A\, (p*) anteriormente
obtido, desta maneira (AHLUWALIA| 2017b; ROGERIO, 2014))

E+m P
5 _
WALy (P) = (1 - E+m>

2m

0 &p
Ev(wp(_oj_]3 . )]/\*{97+}(l@“). (142)

De posse das relagoes e e fazendo-se algumas manipulacoes algébricas simples,

obtém-se

0 &p)\.g s
<_5.ﬁ 0 )A{—,+}<’“u)—70)‘{—,+}(k“)a (143)

de forma que podemos escrever (142]) como

FE
—i—m(l_ D

S iz
e ey [ I U )

VPN (P) =
Agora, trabalhando com o lado direito da ultima equagdo acima, observa-se que
WALy (B) = —iAg, (k") (145)
e evocando a relacao de dispersao, temos

(1—Eim>(E+p):<1+Eim>. (146)

42
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Finalmente somos levados a

. E+m D
S _ S
PNy (p) = —im 5 (1 + E+m>>\{+7_}(/¢)7 (147)
ou seja,
WALy (") = —imAT, (). (148)

De forma completa, temos entdo que a atuagao de 7,p! nos outros espinores resulta em

VPN () = —imA ("), (149)
VP Ny (P) = imAL ("), (150)
wp”ﬁ,_}(p“) = —imA{_ 1 ("), (151)
WP M 4y () = imAL (") (152)

Ou de forma mais simples, podemos ainda resumir o conjunto de equagoes acima como

(SILVA], 2016)

(" £E @ )m)ATA (") = 0. (153)
De posse da relacao de comutagao [y,p*,Z(pH)] = 0, podemos ainda escrever

("2 (") £m)A A () = 0. (154)

Claramente podemos ver que os autoespinores de C nao possuem a dinamica de Dirac. Tal
fato pode ser explicado por dois motivos: primeiramente, tais espinores foram construidos
sem o uso da simetria de paridade (P) como vinculo fundamental entre os espagos de
representacao (1/2,0) e (0,1/2) (o que fortemente contrasta com os espinores apresentados
no Capitulo [2)) segundo motivo é a presenga da helicidade dual, como pode ser notado,
ao atuar com a equacao tipo-Dirac ({154]), estamos relacionando espinores com diferentes
helicidades. Visando encontrar uma dinadmica para tais espinores, a proxima etapa ¢é
verificar se os mesmos satisfazem a equagao de Klein-Gordon. Portanto, iremos atuar com

o operador v,p” na relagao (|149)), por exemplo. Desta maneira

WD Y Ny () = imp” ALy (),
)N D)XE (09) = i Ny () (155)

- % {’YH 771/}8”8”
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Recorrendo a relagao ((150)), ficamos com

—ON (0 = imypt A () (156)
= w0, (157)

fornecendo, desta maneira, para todos os espinores )\g (p*) a relagao
@+m)ASA () = 0. (158)

Este resultado ja era esperado, visto que a equacao de Klein-Gordon é uma relagao que
expressa conservagao de energia, e, portanto, ela deve ser satisfeita por qualquer campo
independentemente do spin (ROGERIO, 2014).

Assim como é o caso do campo escalar, a densidade de probabilidade para tais espi-
nores nao ¢é positivo definida. Consequentemente, isso pode ser resolvido se deixarmos de
lado a interpretacao de uma tunica particula descrita por uma funcao de onda e passarmos

a pensar em um campo quantico, para o qual, apds a quantizacao, conseguimos assegurar
uma densidade de probabilidade positivo definida (ROGERIO)| 2014).

4.2 TRANSFORMACAO NAO UNITARIA: ESTRUTURA COVARIANTE

Vamos analisar aqui a relagao de covariancia do vinculo algébrico (154)) que aniquilaﬂ
os espinores A, (pt). Para tanto vamos ver se essa equa¢ado mantém sua forma apés uma

transformacao geral do tipo
NP = SN ). (159)
Aplicando a transformagao (159) para os campos da equagao , encontramos
(vup™E' (") £m) N A (") = 0. (160)

. . . .
Escrevendo o momento como p* <> i0*, sabemos que a derivada parcial usualmente se

transforma como 0" = A" 585. Assim, de maneira a assegurar a covariancia de (154}, as

matrizes de Dirac e o operador Z(p*) devem transformar-se da seguinte maneira:
’V/ﬁ = S(A)’YuSﬂ(A)Auga (161)

2'(pM) = S(ME@")STHA). (162)

A equacao (|161)) é uma imposigao usual para as matrizes gamma de maneira a garantir a

covaridncia até mesmo da equagao de Dirac. Agora, a relagao (162)) ¢ um novo ingrediente

1O termo “aniquila” aqui usado, é um abuso de linguagem, visto que sabemos diante do que ja foi
exposto que nao existe uma dindmica associada devido a tal equacao.
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para a teoria dos espinores em questao.

Desta maneira, se A for uma rotagdo entdao a transformacao aplicada em A, (p#)
¢ unitaria, mas caso A seja um boost de Lorentz a transformacgdo nao sera unitaria.
Portanto, os espinores A\, (p*) ndo podem representar um estado quantico, e sim servirdo
como coeficientes de expansao do campo quantico, o qual, este sim, transformar-se-a de

maneira unitaria.

4.3 SIMETRIA (CPT)?

Como visto em , o operador paridade estd intimamente relacionado com o ope-
rador y,p". Dito isto, podemos inferir das relacoes (149)-(152) as seguintes correlacoes
(AHLUWALIA| 2017b)

PAL 1y 0") = iA, 0", (163)
PATs 3 (p") = =iAL ("), (164)
PA{ @) =ids "), (165)
(") (166)

{+ (" —i)\?_7+}(p”).

Tais relagoes podem ser escritas em uma forma mais compacta

P)‘{zF (") = ii/\f{gi;}(p”); (167)
PAY 1y (0") = M 1 (0, (168)

donde, facilmente pode ser visto que P? = 1. Diante do que foi até agora exposto, podemos
analisar a relacao existente entre os operadores C e P, desta forma atuando com CP e PC

nos espinores em questao somos levados a seguinte relacio (AHLUWALIA| 2017b)
{e.p} o, (169)

relacao alids esperada para férmions, de acordo com o que fora explorado em [Lee T. D]
e Wick| (1966)). Entretanto, sob efeito do operador de reversao-temporal, cuja realizacao

pode ser dada por T =ivy5C, temos

TS (") = —idad ("), (170)
TAA ") = iN5 (). (171)
Assim, podemos ver que 72 = —1, e consequentemente

[T7P] =0, [Caﬂ =0. (172)
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Como consequéncia direta das relagoes acima, temos que
(CPT)? =1. (173)

De acordo com |[Lee T. D. e Wick! (1966)), as relacoes [T,P] =0 e (CPT)? =1 sdo
caracteristicas tipicamente bosénicas. E nosso dever sumarizar os resultudos encontrados
nessa ultima etapa com relacao a andlise pertinente as simetrias discretas. Para isso, vamos
utilizar da prescricao encontrada no trabalho de Wigner sobre representacoes irredutiveis
do grupo de Poincaré, como em |Wigner (1939). O grupo de Poincaré pode ser entendido
como uma extensao semi-simples do grupo de Lorentz ortécrono proprio com translagoes.
Ao se investigar as representagoes irredutiveis, nenhuma particula como, por exemplo, um
férmion de dimensdo de massa um foi até entao encontrado (ou seja, nenhum férmion
com caracteristicas bosonicas). Devemos observar que a situagdo muda bastante quando
as simetrias discretas sao levadas em conta e nao apenas consideramos o grupo ortécrono
proprio, este ponto foi também analisado por Wigner em |Wigner| (1962)). Um fato curioso
¢ que Wigner encontrou representacoes irredutiveis fermionicas as quais sob efeito de C,
P and T sao exatamente o que se esperaria de um bodson.

De forma a deixar claro o nosso raciocinio, enquanto normalmente é estabelecido que
os férmions pertencentes ao modelo padrio (quarks e leptons) estes obedecem 72 = —1 e
(CPT)?=—1ebésons T2 =+1 e (CPT)? = +1, Wigner mostra que é possivel também se
obter 72 = +1 para férmions, levando & (CP'T)2 = +1. Acontece que o campo considerado
neste trabalho é uma realizagao da representacao fermidnica, como acima mencionado,
porém com “carater bosonico”, assim, podemos dizer que tal campo pertence a classe nao

padrao de Wigner (ROGERIO, [2018)).



5 CONSTRUCAO DOS COVARIANTES BILINEARES (OBSERVAVEIS
FISICOS)

Este capitulo fora reservado para explorarmos as estruturas bilineares, também cha-
madas de densidades bispinoriais. Haja visto que os espinores sao estruturas matemaéticas
que carregam consigo informagao sobre o espago de representagao, grande parte da fisica
associada aos espinores ¢ revelada a partir de suas estruturas bilineares, pela simples
razao de que os férmions sozinhos nao sao diretamente observados (SILVA| [2016]). A forma
explicita das estruturas bilineares pode ser encontrada em qualquer livro texto, como, por
exemplo, Zee (2010)), Bjorken J. D. e Drell (1965)). Entretanto, neste capitulo faremos a
construcao de tais bilineares partindo da algebra de Clifford. Tal construcao fornece um
melhor entendimento sobre o espago de representacao associado as estruturas bilineares,
de acordo com (Crawford (1990), Crawford (1991). O presente capitulo serd fracionado
em duas partes. Primeiramente analisaremos os espinores Elko e, assim, depois o mesmo
procedimento serd estendido ao caso dos espinores com a nova estrutura dual. Essa tarefa
tem o intuito de averiguarmos se existe uma mudancga associada aos observaveis fisicos

das duas teorias.

5.1 CLASSIFICACAO DE LOUNESTO

Dentro da classificacdo de Lounesto é possivel encontrar espinores classicamente
conhecidos como: Dirac, Majorana e Weyl (BENN I. E TUCKER),1987; CRUMEYROLLE]
2013), nao obstante, a classificagdo de Lounesto carrega em seu cerne uma vasta informagao
geométrica, de modo que, dado um espinor ¥ que pertenca a uma representacao linear do
grupo de Lorentz SU(2,C), os covariantes bilineares necessariamente deverao satisfazer
as identidades de Fierz-Pauli-Kofinki'} Podemos ver que das diferentes combinacoes dos

covariantes bilineares é possivel encontrar apenas seis classes de espinores, as quais sao:
1. 020, w=0;

2.020, w=0;

4. 0 =0=w, K=+#0, S=0;

I'Doravante denominaremos apenas como Identidades de Fierz

47
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De forma geral, tais quantidades estao associadas com observaveis fisicos. Desta maneira,
o representa o comprimento invariante (norma dos espinores), J esta relacionado com a
densidade de corrente eletromagnética para o caso dos espinores de Dirac, K representa a
projecao do spin na dire¢do do movimento e S ¢é a densidade de momento eletromagnético.
Cabe mencionar que na classificagdo de Lounesto é crucial que J seja nao nulo, primeira-
mente pelo fato de que dada quantidade fisica esta associada com a corrente conservada e
também para que as identidades de Fierz sejam satisfeitas. Na classificagdo de Lounesto
existem dois tipos de espinores, regulares e singulares. Espinores regulares caracterizam-se
por ter 0 #0 ou w # 0 ou ambas essas condi¢bes simultaneamente enquanto espinores
singulares sao aqueles onde 0 = 0 = w. Nesta classificagdo os espinores regulares sao dados
por: espinores tipo-1, 2 e 3. Os espinores singulares sdo dados por: espinor tipo-4, espinor
tipo-5 ou também conhecido como espinor de Majorana e os espinores tipo-6 que sao

exemplificados por espinores de Weyl (BENN I. E TUCKER], [1987).

5.2 ESPINORES DE DIRAC E ESTRUTURAS BILINEARES

Visando a construcao dos bilineares associados aos autoespinores do operador con-
jugacdo de carga, usaremos a definicdo das algebras de Clifford reais. Desta maneira,
um ponto extremamente relevante e importante sera a imposi¢ao da condicao fisica de
realidade de tais estruturas e também a normalizacao de Dirac, fato que nos permitira
deformar os elementos da algebra de modo que nos possibilite encontrar uma regra para

construir novos elementos de vetores da base.

5.2.1 GENESIS: ALGEBRA DE CLIFFORD REAL

A definicdo da algebra de Clifford esté associada com a condicdo de que os vetores

da sua base devem mandatoriamente satisfazer a relagao constitutiva

v} =291, wy=01,...,.N—1, (174)

onde g, esta associada com a métrica do espago-tempo de dimensao par, N = 2n, que em
coordenadas Cartesianas tem a forma dada por diag(1,—1,—1,...,— 1), onde os elementos
1 e vy, representam os principais elementos construtores da algebra. Denotaremos entao a
algebra real de Clifford como 9 y_1, cuja base pode ser construida a partir das diferentes

combinagoes (arranjos) das matrizes 1 e 7,. Os elementos que advém de tais combinagoes
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sao definidos como

1

= - [N - [N — M2 m I
Yyt p2, BN—M = M|6M1u2~-~u1\/7 N=MAL AN = M2 BN (175)

onde M = 2,3,...,N. Desta maneira, todo o conjunto de elementos que forma a base da

algebra real de Clifford serd definido por

{ri}z{17’}/#7/7/11#2...#]\(727~-~-77u7f7}7 (176)

onde utilizamos ¥ = Y, po,..un_n- Os elementos 7, representam as possiveis deformacoes
para ter-se bilineares reais. Por conseguinte, usaremos da condi¢ao de normalizacao com
a finalidade de calcular os elementos que advém da deformagao. De posse dos principais

elementos da base, 1 e 7, construiremos as duas primeiras estruturas bilineares primordiais

o = YNl =9, (177)
Ju = b (178)

As quantidades (177) e (178)) podem ser intepretadas como comprimento invariante o e
densidade de corrente J,, para o caso especifico de espinores usuais (SILVA, 2016). Vamos
impor a condigao de realidade das quantidades (177) e (178) e, assim, mostraremos quais

relacoes devem satisfazer as matrizes de Dirac. Temos entdo para o primeiro caso

oc = o,
P = (),
Wiy = PTyTy, (179)

de ((179) obtemos a seguinte condicio v = ~T. Entretanto, a tnica matriz que satisfaz tal

condi¢ao ¢ a matriz 9. Analogamente, imporemos que a quantidade J, seja real
Ju = I,
Yoy = @hona),
Yoy = iy,
Yoy = v (180)

Note que para garantir a realidade do bilinear J,, a seguinte relagao deve ser obedecida

Y% 0 =Y, (181)
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entretanto, como ja haviamos visto na equacao (179)), v = 7o, assim, podemos reescrever

a equagao |D par tal usaremos a seguinte propriedade v = VT =Y 1. de maneira que

Y = Y071%0. (182)

Assim, encontramos duas relagoes para as matrizes de Dirac que nos garantem que
as quantidades o e J, sejam reais. O préximo passo entao serd construir novas formas
bilineares a partir da “deformagao” dos vetores da base {I}}. Esses novos vetores da base
fornecerao novas estruturas bilineares, as quais também devem ser reais, uma vez que
estao associadas a observaveis fisicos. Sendo assim, definiremos a normalizacdo de Dirac
para o caso das densidades biespinoriais construidas a partir dos elementos da base dadas

em ([175))
E:Yuhuz,--,uzvfM?ﬁ = (J;‘?ﬂlvﬂ%-wﬂNfMlb)*' (183)
Usando a condigao (174 para as matrizes de Dirac obtemos

(DT iz ) = (~)MMD 2G5 s (184)

M(M~-1)/2

onde o termo (—1) ¢ apenas um regulador de sinal proveniente das relacoes de

comutacao entre as matrizes de Dirac. Para evidenciar esse fato, faremos um exemplo

ilustrativo para o caso onde M =2 e N = 4. Assim, chegamos a seguinte relacao
(DT ®)* =15 00 (185)

Vamos usar a equagao (175)) para definir 7, ,,

- 1
VYpipe = §€M1M2M3M47M37H4' (186)

Agora, calculando o adjunto de ((186)) obtemos
o 1 i o i3
Tpipe = 9Cpuapauspa V0T (187)
Usando a relagao 1D e (7)? = 1, encontrarmos que %1 1y € dado por
~1 1 0,13~ p40
Tpipe = 7oy Cuapzusua VT (188)

e finalmente, substituindo a equagao (188) em ((185)), obtemos

(wﬁmuz w)* = _E%uuzw (189)
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Como pode ser notado, existe um fator (—1) compativel com o termo (—1)M(M_1)/2 da
equagao (|184)), j& que para o caso de nosso exemplo M = 2. Assim, temos justificado a
presenca do fator (—1)MM=1)/2,

Entretanto, isso ainda nao garante que os novos bilineares que surgirao da normali-
zacdo de Dirac serdo reais, uma vez que o termo (—1)M(M=1)/2 36 assegura a realidade

para certos valores de M. Portanto, vamos ainda impor a seguinte relacao
=~ — (M(M-1)/2 _ _
V1,2, spin - = (i ( )/ /M!)6u1u2.--/1N7MN MALy PN =M+2- BN (190)

Da normalizagao ([183]), podemos dizer que o conjunto de vetores da base devem satisfazer
a equacao (182)) e que os bilineares construidos a partir (190)) deverao ser reais. Com essas

considerac¢des podemos afirmar que

I, = WOTZ-TWOZE‘, (191)
YT = p*. (192)

Pi

Desta maneira, definimos o caminho para encontrar todos os elementos (combinagoes)
possiveis da base {I;}, a partir das relagoes encontradas para as matrizes de Dirac e do fato
que as estruturas bilineares devem obrigatoriamente ser reais. Vamos comecar considerando
um caso tipico, que é o espago de Minkowski N = 4. Faremos uso da normalizacao de Dirac
nos elementos da base e, desta maneira, finalmente poderemos comparar os resultados
que obteremos com as estruturas bilineares fornecidas em diversos livros textos, como no
trabalho Bjorken J. D. e Drell (1965). Para o caso de N =4, os valores permitidos de M
sao M = 2,3,4. Aqui j& estamos partindo da afirmagao que as quantidades o e J, sao
reais, desde que satisfacam as equagoes e . Assim, devemos analisar os casos nos
quais M =4, M =3 e M =2 de modo que teremos um conjunto completo de elementos

da base.

Para M =4, temos

Vpsa = (i6/4!)%1#2#3#47”1’7H27u37u4‘ (193)

Como sabemos as matrizes v* podem tomar os valores 7, v', v e 43, mas devido
ao simbolo de Levi-Civita podemos ver que o denominador, 4!, na expressao anterior
deve se cancelar quando consideramos todas as possiveis combinagoes das matrizes y*
(1=0,1,2,3), de modo que a expressao anterior fica simplesmente (VILLALOBOS, 2017)

¥ = —Y0717273; (194)
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onde, ., _, = 7. Definindo 75 = —iv9717273, a equacao leva ao conhecido resultado
¥ =—i75. (195)
Para M = 3, temos

~ 3
Twa—z = (4 /3!)%1”2”3“47#27#37/14‘ (196)

Da mesma maneira como feita no caso anterior, o simbolo de Levi-Civita e o denominador,

3!, devem se cancelar, e a equagao (196) fica como
Vi = V5V (197)

Por 1ultimo, para M = 2, obtemos

- 1 .
Y = ieul,)\,{a/\“, onde oM = (2/2)[7)‘,7”]. (198)
Assim, o conjunto completo de vetores da base I serd dado por

(T} = {170 753 Y }- (199)

Definiremos entdo as densidades bilineares p; = [;1) = p¥, associadas a cada valor de M

Para M =4, o bilinear associado doravante denominado por w. Assim

w= =59 (200)

Para M = 3, temos

Ku = _J”VS'YM@ (201)

e finalmente, para M = 2, é dado por

1
Sw/ = Qbieuy)\na)\ﬁwa (202)
ou ainda
S;w = @Z”ﬂb%ﬂ/}- (203>

Assim sendo, mostramos como e quais as possiveis formas bilineares podem ser construidas

a partir dos elementos da base da algebra de Clifford.
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5.2.2 IDENTIDADES DE FIERZ-PAULI-KOFINK

As identidades de Fierz-Pauli-Kofink (também conhecidas como identidades de Fierz
ou identidades de FPK) sao relagdes quadraticas entre os covariantes bilineares (FIERZ,
1937; [PAULI, |1936; LANDAU|, 1971)). Uma vez que os covariantes bilineares de um deter-
minado espinor satisfacam tais identidades, é possivel recuperar o espinor a partir dessas
quantidades, a menos um fator de fase (LOUNESTO, [2001). As identidades de FPK po-
dem ser divididas em dois blocos, o primeiro deles para o caso de espinores regulares e
o segundo para espinores singulares. Para os espinores singulares faz-se necessario rees-
crever as identidades de Fierz em termos de uma nova estrutura, chamada de multivetor:
Z=04+w+J+iS+iK~y23 (LOUNESTO, |2001). Dé-se o nome de espinores regulares
para aqueles cujos covariantes bilineares o ou w sao simultaneamente nao nulos ou quando
apenas um deles é nao nulo. Como mostrado em Pauli| (1936), |Fierz| (1937), Landau (1971),

as identidades de Fierz sao as seguintes

Ju = o +wt P = —K K"
TP =0, JK, - Ky, = —wSp, —

o

5 €uva 55999, (204)

Cabe mencionar que essas nao sao as unicas identidades de Fierz, entretanto, sao as

fundamentais, pois delas sao derivadas as demais.

A maior motivagao de deformar os elementos da base da algebra de Clifford para o
caso de espinores A\ (p*), surge do fato que a estrutura dual desses espinores é bastante
diferente quando comparada, por exemplo, com a estrutura dual do espinor de Dirac. Desse
fato surgem imediatamente algumas questoes que vao nos motivar a buscar uma resposta
precisa, sao elas: os autoespinores de C possuem as mesmas estruturas bilineares que os
espinores de Dirac? Essas estruturas bilineares sao reais, ou seja, representam observaveis
fisicos? Por acaso as estruturas bilineares de tais espinores satisfazem as identidades de
Fierz?

Vamos comecar respondendo a primeira questao. Considere que as estruturas bili-
neares associadas aos autoespinores de C tenham a mesma estrutura que os bilineares

associados ao espinor de Dirac, ou seja

~S/A
pi= 3 TS A, (205)

com [; dado em , que representa o conjunto de elementos da base da algebra de
Clifford real. No entanto, um problema estd codificado na equagao (205)): alguns p; nao
serao reais e também nao serao covariantes. Para responder a segunda questao, analisarenos
as estruturas construidas a partir dos elementos “primordiais” da algebra de Clifford

{L,v,}. Para a estrutura o que é construida a partir do elemento 1, temos que dada

quantidade esta associada com a norma do espinor, o = £2m, que necessariamente é um
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numero real e um invariante por transformacgoes de Lorentz. O proximo passo é analisar o

bilinear J,,, construido a partir do elemento da base v,, de tal modo que

~S/A
Ji=Xa ()02 (206)

A ultima equagdo acima nos fornece as seguintes quantidades (SILVA| 2016))

Jo = 0,

J1 = 2imcosfcoso,

Jo = 2imcosfsin g,

J3 = —2imsind. (207)

Note que por construgao o bilinear J, nao ¢ real, sem embargo, é covariante por transfor-
macoes de Lorentz. A vista disso, até entdo, a segunda questao nao foi resolvida em sua
totalidade, uma vez que nos resta analisar se as demais quantidades bilineares sao reais.
Para esta finalidade, usaremos o mesmo critério usado para definir os bilineares do espinor
de Dirac, porém agora com a diferenca que consideraremos ao invés do dual de Dirac o

dual dos espinores Ay (p*). Em decorréncia disso definimos as seguintes quantidades

~S/A

w=—Xy (@"i0123NY ("), (208)
_S/A

Kui=— X0 (071570520, (209)
1 -S/A

Suv = 5 Aa (PN A (). (210)

Substituindo os espinores ja definidos anteriormente, encontraremos as seguintes rela¢oes

w o= 0, (211)
Ko = 0, (212)
Ki = —2msing, (213)
Ky = 2mcoso, (214)
K3 = 0, (215)
So1 = —2imsinécoso, (216)
So2 = —2imsinfsing, (217)
Soz = —2imcosb, (218)
Si2 = Siz3=953=0. (219)

Note que existem outras quantidades nao reais. Diante de tais circunstancias, o nosso

proximo passo sera verificar se as formas bilineares encontradas satisfazem as identidades
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de Fierz (204). Como podemos ver, a primeira identidade se reduz a
J? =02, (220)

visto que w = (0. Para tanto vamos considerar os resultados obtidos anteriormente para o

e J, e desta forma temos

J? = 4m?, (221)
portanto, de (207)) a identidade (220)) é satisfeita. A proxima identidade a ser verificada é
JuKH =0, vamos entao escrevé-las como

Ju K = oK+ WK + B K? 4+ J3K3. (222)

Das expressoes (207)) e (215]) temos que
J KF = —2im? cos 0sin 2¢ + 2im? cos fsin 20, (223)
e desta maneira verifica-se que
JKH =0, (224)

Agora analisaremos .J,JH = — K, K", visto que ja calculamos J,,J# vamos analisar o lado

direito dessa expressao, o que nos fornece
K, K" = —4m?sin® ¢ — 4m? cos® ¢, (225)

reduzindo-se a
K, K" = —4m?. (226)

Comparando as equagoes (221)) e (226)) facilmente vemos que a relagao J,J* = —K, K"
¢ satisfeita. Finalmente calcularemos a identidade J, K, — K,J, = —%EWMSM. Para
sumarizar, veremos apenas dois casos para mostrar que esta identidade nao é totalmente

satisfeita:

Primeiro caso: se u=0 e v =1, temos

JoK1— KoJ1 = _%GOI)\KS)\E‘ (227)

Recorrendo aos valores calculados anteriormente para (207)), (215)) e (219)), a equagao (227))

se traduz a

(0)(—=2msin¢) — (0)(2imcosfcos ) = —2mS>, (228)

como sabemos S22 = Sp3 =0, de modo que a identidade anterior é satisfeita.



56

Segundo caso: se u=1 e v =2, temos

g
JiKy—KiJo= —5612/\»;5’\&- (229)

Analogamente ao primeiro caso, substituindo os valores dados em (207)), (215)) e (219) na

expressao anterior temos
4im? cos@ = —4im? cos ), (230)

assim, vemos que a ultima identidade nao é satisfeita. Por outro lado, sabemos que as
identidades de Fierz sao de suma importancia, pois como ja observado, a partir dessas
estruturas é possivel recuperar o espinor original em termos de seus bilineares via o
algoritmo de Takahashi por exemplo (VILLALOBOS, 2017)). Desta forma, precisamos
redefinir as estruturas bilineares associadas aos autoespinores de C de tal modo que seus
bilineares satisfacam as identidades de Fierz. Para concretizar nosso objetivo, usaremos
a deformacao dos elementos da base da algebra. Nesta etapa nao teremos como foco que
as formas bilineares associados aos citados espinores sejam mandatoriamente todas reais,

isto porque a principio ja nos deparamos com o bilinear .J,, nao real, por construcao.

Utilizando os elementos primitivos, 1 e 7,, vamos buscar novos elementos da base,
visto que consideraremos todas as combinagoes possiveis entre eles. Essas possiveis com-
binacoes sao representadas pela equacao . Como vimos, M representa o nimero de
combinacgoes possiveis dos elementos primitivos da base. Por tal motivo, o valor minimo
de M deve ser dois, ja que ¢ o minimo de combinacoes possiveis para as matrizes v, e o
limite superior é N, a dimensao do espago-tempo, ou seja, M =2,....,N. Com tais consi-
deragoes os elementos da base sao dados por . Conforme previamente mencionado,
a deformacao dos elementos da base da algebra de Clifford é feita com o propésito de
encontrarmos novas estruturas bilineares. Comecaremos entao mostrando que para o caso
em questao existe a impossibilidade de que a quantidade J, seja real. Logo, impondo a

condicao de realidade para o, temos

c=0" = [[EBE")ra@)] oM @)
= ALP)0E@)AP"), (231)
com Z(p") definido em (89)). Diante do fato que Ef(p"*)E(pH) = 1, tem-se
0" = [E@")Aa @) E@)10E @) Aa (). (232)
Portanto, da imposicao o = ¢* obtemos automaticamente a condicao

Y0 =2 )E("), (233)

a qual é de fato satisfeita e por tal motivo podemos afirmar que o é real. Faremos a mesma
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abordagem para o bilinear J, e impondo J, = J ;j, temos

Y070 = EN )7 70E (p"). (234)

A dltima relagdo acima nao é satisfeita por nenhuma das matrizes de Dirac. Diante
disso, apenas confirmamos o que ja havia sido encontrado na equagao (207)). Esse tltimo
resultado é extremamente importante para a nossa analise. Se comparamos com a relagao
obtida para o caso do espinor de Dirac (v, =", 17;570), existe uma grande diferenca devido
o fato que os espinores em questao possuem uma estrutura dual mais complexa. A priori
esse resultado nao deve nos preocupar, uma vez que .J,, para esse caso especifico nao estd

associado com a corrente conservada.

Devemos deixar claro que qualquer alteracao feita em v, de modo a tentar obter J,
real, leva a uma mudanca na relacao constitutiva da algebra de Clifford, o que, em geral,
leva a inconsisténcias e por isso abandonaremos esse tipo de abordagem (SILVA| 2016)).
Vamos agora deformar a base usual para redefinir os covariantes bilineares com a intencao
de que satisfacam as identidades Fierz. Fazendo uso da equagao (175)) e levando em conta

que a norma para os autoespinores de C é real, obtemos entao

[;\Oé (pu):yuLug...uN,M)‘a(pu)]T = (_1)M(M_1)/2 ;\Oé (p'u)E‘(pu):yu1u2...u]v,ME(pﬂ))\a(pu)a

de modo que

Fiat i —ag = (T2 IMDE @) ey gupy V=519V E (p). (235)

Com a redefini¢ao anterior, é possivel obter um conjunto completo de elementos da base da
algebra de Clifford como em ((176]). Desta maneira, tal conjunto nos possibilitara encontrar
os bilineares associados aos espinores A, (p*). Como exemplo, consideremos o espago-tempo

de quatro dimensoes. Neste caso, a base é dada por

M =4 = —1E(p")ysE(pt) =, —ivys visto que [E(p!),y5] =0, (236)
M =3 = ’m——E( 151 E "), (237)
M =2 = ’mu—f(p“)mw(p ): (238)

onde 5 = —1797Y17273. De posse desse conjunto de elementos da base da algebra de Clifford,
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estamos aptos a construir os bilineares definidos por

L = o=l (P,
Yo = Jup =ha PR,
¥ = wp =ik @), (239)
T = Kup == Aa 0E@)7E@) AP,
Jw = Swe =1 a PIEEPWED) Nap”).

Com a construgao acima, garantimos que as alteracgoes realizadas nos bilineares sejam sufi-
cientes para que as mesmas satisfagam as identidades Fierz (204]). Desta forma, concluimos

que as quantidades o e K, sao as Unicas quantidades reais nao nulas.

5.3 COVARIANCIA DAS ESTRUTURAS BILINEARES PARA )\, (p")

Tendo em vista que no capitulo anterior nés analisamos a covariancia do vinculo
algébrico (154)), e, consequentemente, definimos a transformagao do operador Z(p*) (vide
relagao (162])) vamos abordar a covaridncia dos bilineares encontrados por transformagoes

de Lorentz. Comecaremos analisando o,

b = NS
- ATS/A(p“) (A)STMA)ET ()07 (A) WS (AN ()
= MIAEIE P)r0SH (A)SAATA (M),

Ko NS,

= 0fg,

evidenciando que ¢ é um escalar. Repetindo o mesmo procedimento para J* temos

~S/A

e = da (p“)S_l(A)A@S(A)fygS‘l(A)S(A))\g/A(p“),
~S/A

= Aﬁ,u)\oz (PN A(pH),

— AiJgE,
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fazendo uso de (|161]). A presenca do termo A% nos revela que J,g se transforma como

um vetor. Para a quantidade wg, temos

.ﬁ/S/A
W = —ida (PM)ENTARR,

-S/A B
= —i)y () STHA)S(A)ASA W),
det(A)7s

_5/A
— —idet(A) Ny (P")sATA (P,

= det(A)wE.

Note que wg se transforma de fato como um (pseudo) escalar. De modo andlogo a andlise

de K, g nos conduz a

K’ __'/S/A = (I 1=l )\/S/A m 24
up =X (@ME @) E (M)A (p"). (240)

Utilizando as relagoes (161]) e (162)) na expressdo anterior, pode-se escrever

Ky = = M) AV S(AEW®) det(A)ysA S~ (A)S(A)Z ()5 (A)S(AIAS/A ),

~S/A
= —det(A)AS ), (PEP)s7E (PN (),
= det(A)AS Kg,,

de modo que verificamos que K, se transforma como um (pseudo) vetor. Finalmente,
para Sy, E teremos

3 —/S/A _ _
Swe = 5 P"ME ")y S N A (',

novamente, usando as relagoes (161)) e (162)), a equagao anterior fica
¢ A e = () 1S/ A
Sy = 51\@/\% Ao (PEE)787E@ENT A (0",
= ASASg,,.

Portanto, S, se transforma como um bivetor. Como podemos ver, a nomenclatura que
adotamos para definir a transformagao dos bilineares é, ainda, a mais adequada. Como ja
demonstrado anteriormente, existe uma possibilidade de se redefinir a estrutura dual, para
que assim a invariancia das somas de spin por transformacoes de Lorentz seja garantida
(ROGERIO R. J. B E DA SILVA|2017; AHLUWALIA| 2017b)). Com essa nova formulagao,

um grande cuidado foi tomado de maneira a nao prejudicar o bilinear o, i. e., exigido-se
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que os espinores Ay (p*) fossem autoespinores do operadorﬂ O. Buscaremos a relacao entre
O e S(A) de maneira a assegurar a covaridncia relativistica de (154]), portanto,

i AGIPE () £ m(S(A)O) O AR =0, (241)
podendo ser reescrita como
17507 S(ME(P")O IS THA)O' £mS(A)(S(A)O) O | N (p) = 0. (242)
Imediatamente é assegurado

S(NOISTH(A)O =1, (243)
2'(p") = S(ME(P")(S(A)0)~O" (244)

Da relagao dada em podemos ver que o novo operador deve se transformar de acordo
com O’ = S(A)OS71(A), que é a mesma relacdo de transformacio vista em (162) para o
operador E(p*). Consequentemente a covariancia da equagao para os espinores com
a nova estrutura dual é também garantida. Toda a analise covariante das quantidades
bilineares correspondentes, entao, segue imediatamente levando essencialmente aos mesmos
resultados ja conhecidos (SILVA| 2016). Uma anélise semelhante das estruturas bilineares,
entretanto, sob a dtica dos subgrupos de Lorentz (VSR) é realizada com mais detalhes no

apéndice [C]

2Aqui trabalharemos em abstrato chamando os operadores A e B de O apenas com a intencio de
tornar a notacao simples.



6 INTERPRETACAO DE PARTICULA: NOVO CAMPO QUANTICO,
PROPAGADOR DE FEYNMAN-DYSON, DENSIDADE LAGRAN-
GIANA E ENERGIA DO PONTO ZERO

O presente capitulo abordarda em detalhes a construcao dos operadores de campo
quantico onde os autoespinores do operador conjugacao de carga servirdo como coeficientes
de expansao. Tal tarefa serd realizada através da andlise da Hamiltoniana (H), apds o que
mostraremos a construgao do propagador de Feynman-Dyson. Mostraremos que tipo de
relagao deve existir entre os operadores de criacao e aniquilacao de particulas de maneira a
garantir que a energia seja positivo definida. Como visto nas se¢oes anteriores, a dindmica
de tais campos € a dindmica de Klein-Gordon e desta forma a lagrangiana que da origem a
equacgao de movimento do campo ¢ a lagrangiana do campo escalar. Tal motivo implicard
no fato de que esses espinores sejam dotados de dimensdao de massa um, diferente da

dimensao 3/2 esperada para um campo espinorial de Dirac.

6.1 ESTABELECENDO A ENERGIA DO VACUO E AS ESTATISTICAS FERMIO-
NICAS

Usaremos os campos A (pH) como coeficientes de expansao para definir o campo
quantico em sua forma mais geral, em conformidade com o que fora apresentado em
Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005), |Rogerio| (2014)), temos entao

() = [ e S [ e
(2m)3 2E(p) : e

onde a(p") € R e serd determinada posteriormente. Vamos estabelecer qual é o tipo de

relacdo (comutagdo ou anticomutagao) que deve existir entre os operadores de criagao e

aniquilacao, CE e cg respectivamente. Como mostrado anteriormente os espinores A (p*)

obedecem a equacao de Klein-Gordon, dada em , desta maneira, o operador que

aniquila o campo quéantico deve ser simplesmente (AHLUWALIA D. V.; LEE, 2010))

(8,0" +m*)E () =0, (246)
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portanto, a lagrangiana que da origem a equagdo de movimento deve ser coerentemente

dada por

-

L=0,F (x)0"(x) —m>F (2)F(x). (247)

A densidade de momento p(z) associada é

oL
plr) = —
Of (x)
_ 9t @)
= T (248)
analogamente a densidade de momento conjugado é tida como

- Of()
p(x)= ETRE (249)

Para o caso dos espinores de Dirac, tal quantidade acima seria nula, entretanto, para esse
-/
caso em questao P (x) é diferente de zero. Escreveremos entdao a densidade Hamiltoniana

em termos das densidades de momento da seguinte maneira

OF(x) , OF (2)

o o p(z)— L. (250)

H =p(x)

Estabeleceremos as relagoes entre os operadores ¢, € CIX quando integrarmos a densidade
Hamiltoniana em todo espago e exigirmos que a energia do sistema seja positivo definida
(ROGERIO) 2014])

H — /d%%

-

_ / Bz [ag £ (2)0°F () — 0; £ (2)0'E(z) +m? F (2)E(2)]. (251)
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Substituindo f () e £(z) em (251) garantimos a seguinte relagao

3/a/ 3 a
n= [ [ 6 hsi ifi 569

Cl(p)x (p)(ip)e " + ca(p) Aa (p)(—ip°)e ")

1
—~

’ s ’ - 10\ —ip)at T -4 —Hp
x(cat () Aoy (B')(=ip")e™Pr" 4 ¢, (p") Ao (07 (ip™)e TP

b

+l02(p) Xi (P)(ip)e ™" 4 calp) Ag (P)(—ip)e™Pr")
-S o A
% (car (P) Ay (B) (=0 )e™ " el (0') o (§) (i) TP ]
-5 N u

o [(le(P) Ao (P)eTPH +ca(p) Aa( Je e

’ -5 " —iplat T -4 " +iplat
X(Car(P') Aoy (P))e™P1" ¢ (D7) A (D7) )1 ).

Integrando-se no espaco a equacio acima obteremos (27)393(p —p’), e, por conseguinte

_A

3 Cl2 _
-/ (%)3 1 E(Qp(:,)) 2 [(P(Q) 4024 ) (e (P)ea(P) Ao (PIAS(P) +a(p)ch(P) Xe (PNA(D))|.

Recorrendo as relagoes de ortonormalidade (103]) e (104]), tém-se

3 ma
H= /dp324E2 )20;[(P%+P2+m2)(0£(p)ca(p)—ca(p)CL(p))l. (252)

Note que p% +p24+m?= 2E2(p) e, assim, somos levados a escrever

H= / )2 lCL(p)ca (P) — ca(p)ch (p)} - (253)

Evidentemente, pela andlise de (253)), percebemos que se impusermos a relacao de comuta-

¢do entre os operadores ¢, (p) e cl,(p) a Hamiltoniana (253 nos fornecerd uma energia que

ird evanescer. Dadas as circunstancias, a relagao a ser fixada deve ser a relagdo fermionica
de anticomutagao, ou seja (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER] [2005}

ROGERIO], [2014)

{ea(p).cl, (P} = b(") (27)32E(p)6* (D — P )nar (254)
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sendo o pardmetro b(p") € R um parametro arbitrario a ser posteriormente determinado
ao longo da interpretacao fisica de H. Ademais, podemos escrever a seguinte relagao
ca(P)ch(p') = b(p")(2m)*2E()6" (p = P')d00 — b (P)ca(P) (255)

introduzindo (255)) em (253)), temos
d3
H = =%(0) [ d*pa®(p")mb(p") 2B (p)oncs + [ @7§3a2<pﬂ> mY" 2¢h(p)ca(p)-

De forma a garantir que a Hamiltoniana acima seja consistente com a dos campos fermio-

nicos, vamos impor que as quantidades a(p*) e b(p") sejam fixadas como

a(p") = QEm(m, (") =3 El(p). (256)
Consequentemente temos
3
=50 [ #3280+ [ 5 15200) S 26k p)ea o). (257)

Sabendo que o funcional §3(0) pode ser escrito como

53(0) = (2i)3 / &z, (258)

entdo o primeiro termo de (257) fica

Ho— — (271r>3 / B / &p> 2B (p), (259)

dai, finalmente vemos que a Hamiltoniana para os autoespinores do operador conjugacao

de carga ¢é dada por

1

3
H= BOE / B / d?»pzaj 2E(p) + / <ZW];32E(I));2@; (P)ca(p). (260)

A titulo de comparacao, a Hamiltoniana usual para o campo de Dirac é dada por (ZEE,
2010))

3
H==3(0) [ #95Bm)+ [ 5P m) S 2 m)(0), (261)

Note que podemos inferir que cada uma das helicidades, a = {+,—} e a = {—,+}, dos
espinores autoconjugados e anti autoconjugados, presente em (260)), contribuem com uma
energia de %E (p). Tais contribuigoes, por sua vez, totalizam 2F(p), contrastando com

o caso de Dirac que possui helicidade tnica e onde a energia é E(p), ou seja, metade
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do que obtemos para o os espinores A\, (p*). O termo Hy na equagao é analogo a
energia de ponto zero, ou energia minima, de um oscilador harmoénico simples dada por
(1/2)hw, porém com um sinal negativo assim como no caso de Dirac. Entao cada particula
contribui com (—1/2)hw para a energia do vicuo (ROGERIO, 2014). Lembremos, de
passagem, que para o campo escalar as contribuigoes sao de (1/2)hw. Posto isto, apds

alguns calculos, chegamos a conclusio que as relacdes entre os operadores cq(p) e ¢, (p)
devem ser (AHLUWALIA| [2017b))

{ca(),cl ()} = (27)263 (P — P')dnar, (262)
{ch(p).cl/(p)} = {ca(®),car(P')} =0, (263)

de modo que os operadores de campo quéntico £(z) e E (z) sao dados por

d3p 1 —ippzt ippxt
)= [ (o Ty | | e

- 3 N i, ot N ip
{(0)= [ (g e X[ 0) X () ) Xl (209

2m)3  omE(p) ‘a

Assim, mostramos detalhadamente a construcao dos operadores de campo quéantico, os
quais foram obtidos através da andlise da Hamiltoniana, uma vez que exigimos que a
energia de ponto zero fosse positivo definida e, consequentemente, estabelecemos as relagoes

fermidnicas de anticomutacao para os operadores de criagao e aniquilacao de particulas.

6.2 O PROPAGADOR DE FEYNMAN-DYSON

Como demonstrado em [Peskin (2018), o propagador de um campo esté essencialmente

atrelado a relagao
(0] [E(z'), £ ()]]0) = (O] E(«) £ ()[0) — (0] E (x)E(")|0), (266)

onde [0) é um estado que representa o vacuo fisico e cada uma das parcelas contidas
em se referem a amplitude de propagacao das particulas. A primeira parcela do
comutador esta associada a uma particula autoconjugada que possui energia positiva e
propaga de um dado ponto x até 2’ ao passo que a segunda parcela refere-se a antiparticula.

De posse da equagdo (266) podemos escrever entao a amplitude de propagacio Q(z' — ),

1

V/2mE(p)

importancia, pois é responsavel por manter o elemento de volume invariante por transformagoes de
Lorentz, como no caso dos campos bosbnicos e fermionicos usuais, porém para este caso aparece um termo
de massa.

IRessaltamos que o termo que aparece na integral do operador de campo é de extrema
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e, deste modo, temos

(s’ — )= ﬁ(<0| E) £ (2)]0) — (0] F (2)E () |o>>, (267)

onde v é um fator que sera fixado no momento em que impusermos que a integracao
de Q(2' —z) em todo espago-tempo deve nos assegurar o valor igual a 1. Tal fato, ird
nos assegurar que podemos encontrar a amplitude de propagacao dessa particula em
algum lugar do universo e, portanto, |Q(z' — )|? esté relacionado com a probabilidade
de encontré-la. A propagacao de uma particula autoconjugada, como no caso de Dirac, é
um processo onde uma particula é criada a partir do vacuo em um ponto arbitrario x e a
mesma se propaga até um outro ponto arbitrario z’, onde é entao absorvida pelo vacuo.
Devemos frisar que uma particula nao pode ser destruida antes mesmo de ser criada, uma
vez que isso acontega o ordenamento temporal dos eventos estard sendo violado (violagao

da causalidade).

Visto que as amplitudes de propagacao fermidnicas sdo antissimétricas pela troca

x — 7', escreveremos a amplitude para o processo como
Q(a' —x) = 9(0|E(2') £ () ]0)8(" —2°) — 90| £ (x)F(2)|0)8(a"—2),  (268)

onde as funcoes 0(2'% — %) e (2° — V) sdo as distribuicdes de Heaviside. Tais distribuicdes
exigem que 0> 20 e 20 <20 respectivamente. De uma maneira mais compacta a equacao

(268) pode ser escrita como
Q(a' — ) = 90(a" —2")(0] [E(a"), E ()][0). (269)
Usando o operador de ordenamento temporal, T, podemos escrever a equagao ([268|) como

Q(a' —x) = V(0| TE(2') £ (2)0), (270)

onde o operador T requer que os operadores de campo sejam colocados em ordem temporal,

assim, aquele que possui maior 2° fica a esquerda. Calcularemos entdo Q(z’ — )

Q' ~2) =

<‘ / d3p / d?’p/
(2m)3y/2mE(p) 7 (2m)*\/2mE(p')

Z Z [Ca, (p’)/\g/ (p/)e—ipug; H i CL’ (p/))\él (p/)e"'ip/ux u]
o al

X

X

[CL (B) %o ()™ 1 ca(p) N (,,)e—"p””] ‘>9(‘”/O —<). em)

De posse das relagdes encontradas para os operadores ¢, (p) e cL (p) contidas na equagao



(262), obtemos

(Olca (), (0))|0) + (0]c!, (p)ea(p)[0) = (27)26% (D — P )3aar (0]0),

=0

O estado normalizado fica sendo (0|0) = 1, restando apenas
(Olea(p)eg (P)10) = (27)*6 (p—p)daar.

Posto isto, podemos escrever (0] Tf(z/) £ (x)|0) como

3

Q') =0 [ G S | ) tp)e (e

-

. )\é(p) )\Aa (p) —l—zpu( —m“)9<x0_$/0
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(272)

(273)

, (274)

assim, agora recorrerendo as somas de spin que ja definimos anteriormente e que estao

bem estabelecidas no limite de 7 — 1, estamos aptos a escrever
(27)32E(p)

+ etimna™=a) g0 _ 2/0y| 1,

Agora utilizando as fungoes de Heaviside na forma integral, dadas por

dow eiw(azlo—mo)
0 0 _ .0y e
(27 =) 2mi w

2mi w
e inserindo-as em (275), tém-se

AR 19/27m/ o 32E()

/0

w

S HE) (a0 —a®) tip () )

0

o—iB(p)(2""—a)+ip (2’ —x) )

(275)

(276)

(277)

(278)
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reagrupando alguns termos, a ultima equagao acima pode ser escrita como

1 . 0 0\ - ’
_ i(w—E(p))(z™—z") jip-(x'—x)
Qs ~x) 19/27?2/ o 32E( )[ (e €

+€¢(WE(,,))($/0xo)eip.(m'm)ﬂ _ (279)
Agora, faremos a seguinte mudancga de variaveis: para o primeiro termo da integral w —
po = —(w— E(p)) e para o segundo termo da integral w — pg = w — E(p), assim, ficamos
com

®p dp® 00y s
s _ Y —ipo(z” —x”) Jip (' —x)
Qz —2) ﬁ/ (2m)32E(p) ) 2mi" ‘

1 1
. [E(p)—po - E(p)+po]' (280)

Analisando apenas a integral em p°, no plano complexo, temos polos localizados em
po = £ E(p), desta forma, faremos uso do teorema dos residuos para calculé-la, o mesmo
raciocinio foi utilizado em |Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005), |Peskin| (2018)).

Logo,
E(p) = +\/p?+m?,
po = £y p?+m?,

e os dois termos entre colchetes na equacao (280) podem ser reescritos como

ou ainda

1 . 1 B —2F(p)
E(p)—po  E(p)+po pg—p? —m?
—2F
_ ) )2. (281)
pupt —m
Substituindo a relacdo (281 na equacao ([280)), obtemosE|
d4p . ' i 1
) =id [ —ipu(a =) 282
Qv —z) =i (27 a° pupt —m?+ie|’ (282)

o fator ie contido na tltima expressao acima apenas desloca os pélos, pg = +(E(p) —i€),

de uma quantidade € acima ou abaixo do eixo real.

2Enfatizamos que se trabalhassemos com a primeira formulacio dos Elkos, cujas simetrias relativistas
sdo regidas pelos subgrupos STM(2) ou HOM (2) de Lorentz, o equivalente da amplitude de propagagdo
seria (usando as estruturas duais que nos fornecem as somas de spin (110) e (111]))

d'p eipu(m’“m{ L+G(¢) }
)4

pupt —m? +ie ]’

Oz’ —x)

a qual carregaria consigo termo de quebra de Lorentz G(¢).
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O préximo passo é encontrar o valor de v. Para tanto, integraremos a equagao ([282))
em todo o espago e vamos impor que o valor dessa integracao seja igual a 1. Definindo

XH = (2 — zH), temos entdo

/dX”Q(x' —x)= 219// d'p —ipp X 1 (283)
(2m)4 pupt —m? +ie|’
1
desta forma temos
d* . 1
219// i e~ Pud" —| =1, (284)
(2m)* pupt —m? +ie
e, portanto,
iv / (") ! —1 (285)
pupt —m? +ie ’
fornecendo 9
i
—— =1 286
—m? +ie (286)
De modo que no limite em que € — 0, podemos estabeler
¥ =im?, (287)

Com o fator ¢ fixado, escrevemos (282]) como

VR ) R T R

pupt —m? +ie

como discutido na maioria dos livros texto, sabemos que o propagador de um campo
quantico é uma fun¢ao de Green. Sendo assim, o propagador deve obedecer a equacao de

onda da seguinte maneira
(000" +m?)Q(z' — )1 o 6* (2’ — )1, (289)

ademais, podemos atuar com o operador (8//8“/ +m?) em Q(a' — ) e verificar se (288
obedece a relagao (289)), logo

(00 +m*) Q' —2)1 = 9,0 {9(x" —2°)(0|[F ('), («)]|0))}
+ m3{0(" — %) (0|[F(«'), £ («)]]0)}. (290)

Como 6(2" — %) ¢ uma funcio que depende exclusivamente do tempo, as tinicas derivadas
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nio nulas sio dy e &°, e portanto
(00" +m?)Q(a' —x) = By [9(a" — 2°)(0][E(+'), F (2)]]0)
+20y [0(z" — 2°)0° O|[E (2 F (2)][0) +0(z" — 2°) (8 +m?) (O] [E(«'). £ ()]|0). (291)
Consequentemente a tltima equacio acima nos fornece
(?+m?) Q' —z) = —id*(a' —x). (292)

Finalmente, vamos calcular o propagador de uma maneira simples, utilizaremos para esta

finalidade a transformada de Fourier, ou seja, escrevendo

~

d* : e p
Q' —z)= —m2/ (27:;46”9”(96 9 (p). (293)

Substituindo a equagao (293) em (292) temos que encontrar a fungao é (p) que da origem

a Q(z' —x). Prosseguindo com este raciocinio obteremos a seguinte quantidade

4

d4 / . yn Ly Y 3 d —q 1‘”—1’
_m2/ (27:)94 (80" +m2)em @ =a") g (p) = —@/ (2;;4@ pulat=at) (294)

a equagao (294)) é, de fato, idéntica a equagao (292)), porém esta na forma integral. Posto
isto, (294)) nos fornece como resultado

Q(p)=—5—5—5 (295)

m?(p? —m?)’

Substituindo na equacgao (293) o ultimo resultado obtido, temos o propagador para os

espinores em questao

4 o,
S(a' —x) :/ dp o ipu(z =) [ L ]7 (296)
que satisfaz a relacgao
(000" +mA)S (@ — )1 = =54 (2! — ). (297)

Ao passo que o propagador de Dirac é escrito como

4
SPIRAC (11 _ 1y :/ d”p o~ (@ —at) 'Vup“er]l. , (298)
(2m)4 pupt —m?+ie

onde ¢é perceptivel a presenca do operador de onda no amago de tal estrutura.

O propagador encontrado em ([296)) é idéntico ao propagador do campo escalar de
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Klein-Gordon. Como ja vimos anteriormente os autoespinores de C satisfazem tnica e
exclusivamente a equacao de Klein-Gordon, dada por . Neste capitulo construimos
o propagador para tais campos partindo da lagrangiana classica, a qual sabemos que é
valida para este caso, e a partir dela estabelecemos a energia associada ao sistema. Assim,
estabelecemos quais deveriam ser as relagoes existentes entre operadores de criacao e
aniquilacao de particulas a fim de manter a energia positivo definida.

No modelo padrao da fisica de particulas, todos espinores considerados sao Dirac,
Weyl e Majorana, tais espinores obedecem uma equac¢ao dinamica de primeira ordem.
Esta caracteristica implica um propagador quantico que, para grandes momentos, seja
proporcional & p~!. Esse comportamento assintético do propagador resulta, entre outras
coisas, no fato de que a dimensao de massa deve ser 3/2. Agora, a tinica equacao de onda
para os autoespinores de C é a equacao de Klein-Gordon, uma equacgao de campo com
derivadas de segunda ordem. Neste caso, para um grande momento, o propagador quantico
é proporcional & 1/p?, contradizendo o caso anterior. Assim, somos levamos a concluir que
a dimensao de massa dos autoespinores de C é um ao invés de 3/2, como seria normalmente
esperado para um campo fermioénico (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016)).

6.3 ESTRUTURA DE LOCALIDADE DOS NOVOS CAMPOS

Esta secao esta reservada para uma discussao a respeito da estrutura de localidade
do campo quéntico associado aos autoespinores de C através da analise dos quatro anti-
comutadores fundamentais. Ademais, mostraremos como as relagdes ficam tanto para a
formulagao onde leva-se em conta a estrutura dual antiga quanto para a nova estrutura
dual redefinida, e analisaremos que consequéncias estao atreladas a isso. As relagoes fer-
midnicas de anticomutagao entre os operadores de campo, £(x), e densidade de momento,
p(z), serdo construidas com a finalidade de extrairmos informagoes fisicas relevantes a
respeito da estrutura de localidade de tais campos.

Dos livros texto sabemos que as relagoes fermidnicas usuais entre os operadores de

campo quantico F(z) e p(x) devem ser]

{E(z,t),p(x' t)} = 63 (x — /)1, (299)
{E(z,t),F (')} =0, (300)
{E(z.t),E(z' 1)} =0, (301)
{p(wvt)vp(wl7t)} =0. (302)

Tais relacoes acima devem ser satisfeitas por todo campo quantico local e invariante por

transformagoes de Lorentz. Dito isto, vamos calcular esses quatro correlatores para o caso

3Enfatizamos ao leitor que tais relacdes serdo sempre tomadas a tempos iguais.
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em questao e verificar se esses campos satisfazem tais relagoes. Comecgaremos analisando

o seguinte correlator a tempos iguais

-

(B, p(a 1)) = (Et), O (@ 1)) (303

que escrito em termos dos operadores de campo (264)) e (265]), traduz-se em

3 /
{E(.t),p(a' 1)} = / /d %%Efjx
2 [Ph(p)kg<p)€_“”x +cl ()AL (p)ePr”

- AN A oy
" [T B GEW)) h (06" + s (0) pos (0) (—i Bl ) Ph5"

-A / ’H

N l* (B GE®) o ()" 4 o (0 o (0 (i E ()P

9 [ (D)AS (p)e 7" +cL<p>Aé<p>eW“] ] (304)

Com as relagoes (262) e (263)) em maos obtemos

X

! _ d3 /
{ﬂ@mMm@}_/( / %%Eij
) ) (8 ). e

_Mp) N ()l (p) cur (B} P ] (305)

Integrando a equagao (305 em p’, e, posteriormente, no segundo termo da integral fazendo

a mudanca de variaveis p — —p, podemos escrever

A

i 3y . , - -
{f@d).p@ 0} = 5 [ (;if;g AR [Aﬁ (9) X ()~ N () X, <—p>]. (306)

2m o
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Ademais, recorrendo as somas de spin (136)) e (137)), finalmente podemos escreverﬁ

3 . ’
(Fla)pla'0)} =i [ e (308)
T
e assim 5
S, n
Finalmente concluimos que

Destarte, usando a nova redefinicio da estrutura dual, mostra-se que, diferentemente
do que foi anteriormente apresentado na literatura, ao se calcular o primeiro correlator
quantico o termo de quebra de simetria de Lorentz nao se faz presente, consequentemente,
a relagao é satisfeita. Logo podemos entao afirmar que tal feito nos leva a uma teoria

local.

Calcularemos os préximos correlatores de maneira andloga ao que foi feito para o
caso anterior. Neste momento vamos determinar o anticomutador entre f(x,t) e £ (',t).
Para isto usaremos algumas identidades ja encontradas anteriormente, seguindo com os

calculos podemos escrever para este caso

_ 3 _ , - -
{B0.f @0} =5 | %ezp'<w—w>; A§<p2> Aﬂi <p>+Ag‘<—p>2 A]Z:‘(—p) .

=0
(311)

Notemos que ao recorrer as somas de spin, o lado direito da tltima equagao é identicamente
nulo. Facilmente demonstramos que a relagao de anticomutacao é dada pela forma usual,

ou sejaﬂ

{E(zt),f (2/t)} = 0. (312)

4Note que se fizermos uso das relacoes dadas em (110 e (111)), temos

d3p
(2m)3

Novamente o termo de quebra de simetria G(¢) aparece. Até entdo, antes da redifinicio da estrutura
dual, se escolhessemos uma dire¢do em que o momento estivesse alinhado o eixo z, a integracao em ¢
era identicamente nula, de modo que o carater de localidade do campo era restaurado somente em uma
diregdo espacial privilegiada.

5Tal resultado ja era assegurado mesmo sem efeito da redefinicdo da estrutura dual, como pode ser
visto em |Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005]).

P @=2)[1 4 G(¢)]. (307)

(@), p(a’ 1)} =i /
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Nosso proximo passo é calcular o anticomutador dos campos a tempos iguais

d3 d3 /
E(x,t),E(x't)} =
{E(z,t), E(2"0)} @) \/W / e
: Z l{ca ’ o/ >})‘§T(p))\é/(p,)e_ip“x“+ipftwlu
+ {ew (), ch I )N (p)eipuw“ﬂm’“} . (313)

Fazendo uso das relagoes (262) e (263)), a tltima equagao acima se reduz &

{E(z,t),E(x' t)} = / o) 32mE Z l)\ f(p)\A(p)e —ip#(a:ﬂ_m/u)+)\éT<p))\§<p>eipu(z#_xru)]'

Podemos escrever o lado direito da equacao acima da seguinte maneira

d3p 1 —ip(z—a’
/ 2m)3 2mE(p)° ey lAiT(P)Aﬁ(p)+A§T<—p)A§(—p)1, (314)

(0%

(1)

na integral ([314) os calculos da quantidade Y em termos dos espinores A¥(p) e A (p), nos

assegura
Y = Zl)\ST (p) + \AT(— ))\g(—p)]zo. (315)

Consequentemente, a relacdo de anticomutacao a tempos iguais é
{E(z,t),E(z' 1)} =0. (316)

De maneira similar, a iltima relacao a ser mostrada é o anticomutador momento-momento.

Dali, tém-se que _
tote10000) = { W10, 2L )| 317)

o que, apds uma série de calculos simples fornece

d3p ED) _iim o LA} -S St _A
/
{p(w’t>’p<w 7t)} :/(27'()3 %e P m)%: Ao (p> Ao (p)+ Ao (_p> Ao <_p> :
|
Calculando-se explicitamente o somatoério chegamos a
S St A
-3 5 @%@ o5 a) - (318)
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donde finalmente a seguinte relagao é garantida

{p(zt),p(z"1)} =0. (319)

Portanto, tais observagos nos levam a concluir pela andlise das equagoes (310)), (312)), (316])

e que o campo quantico £(x) apés a redefinigao da estrutura dual é um campo local.
Diante de tal fato faz-se necessario entdo uma reavaliacdo do teorema no-go de Weinberg.
Esse teorema afirma que é impossivel a existéncia de um campo espinorial de spin 1/2,
além do campo de Dirac, que seja local e ndo viole as simetrias de Lorentz (AHLUWALIA|
2017a)). Por evadir-se o teorema no-go e entender as estruturas subjacentes das estruturas
duais, nés encontramos uma nova gama de possibilidades para ampliar o modelo padrao da
fisica das altas energias. Muitas dessas novas construgoes devem carregar uma “escuridao”
natural e deveriam ser dotadas de novas propriedades com relagao a simetria de paridade,
conjugagao de carga e reversao temporal. Os campos de dimensao de massa um sao apenas
um exemplo desse novo modelo. Muitas classes de espinores podem ser definidas. Algumas
delas, por exemplo, dependem das formas bilineares e das estruturas duais associadas ao
passo que outros campos dependem explicitamente de seu comportamento sob efeito das
simetrias discretas. A possibilidade de que esses campos possam servir como coeficientes

de expansao para a construcao de novos campos locais ainda é assunto que esta em aberto

para ser explorado (AHLUWALIA| [2017a)).

6.4 INTERACOES PERMITIDAS

Aqui vamos explorarmos um pouco a respeito das possiveis interagoes dos campos
estudados até entdo. Uma vez que ja fora discutido que tais campos sdo possiveis candidatos
a matéria escura, visto que nao possuem interagoes com particulas do Modelo Padrao
exceto com o campo de Higgs (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER; 2005;
GILLARD, 2012)), veremos quais outras possibilidades de interagdo podem ser relevantes

fisicamente. Como vimos a lagrangiana associada a esses campos é dada por
L(x) =0, F (2)0"E(z) —m>F (2)F(x). (320)

Seguindo com a intencao de analisar as interagoes permitidas para esses campos, nosso
préximo passo é estabelecer quais interagdes sdo possiveis. Sabemos que os campos f(x)
e E (x) sdo dotados de dimensao de massa um e, assim, qualquer interacdo a ser anali-
sada com as particulas do Modelo Padrao sera regida pelo argumento de contagem de
poténcia para que, desta maneira, possamos obter uma teoria unitaria e renormalizavel

perturbativamente. Comegaremos evidenciando a possibilidade da interacao da forma
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(AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER, [2005)

Lin(x) = gpé (2)6() £ (2)E(x), (321)

onde ¢(z) é um dubleto de Higgs e g é uma constante de acoplamento adimensional. Claro
estd que mais interagoes desse tipo sao possiveis se mais campos escalares existirem na
natureza (GILLARD AB E MARTIN| 2010). Uma outra possibilidade (e na verdade a tnica
interacao escalar) conhecida como interagao de Yukawa, que é unitaria e renormalizavel,
foi mostrada em (LEE| 2016b)), dada por

gz 3 hgs
3! 4!

Lint(2) = =95 £ (@)F(2)0— 72" F (@)F(2)0? — L (€ (@)F (@)

! o (322

note que gy e hys possuem dimensdo de massa um ao passo que gy, gr € hya sao adimen-

sionais. Devemos mencionar que a interacao de Yukawa (g4 £ (2)F(2)¢) vem da interacao
quartica entre autoespinores de C e Higgs . No caso, através do mecanismo de quebra
espontanea de simetria o dubleto de Higgs ¢(x) adquire um valor esperado no vacuo (VeV)
diferente de zero, de forma que a constante de acoplamento g4 fica relacionada com a
antiga constante gg e com o VeV, da seguinte maneira g, = gg x VeV, dai, diante deste

fato, surge a dimensao de massa um de gy .

Uma outra interagao que acreditava-se que era permitida é autointeracao, anterior-

mente analisada em Ahluwalia-Khalilova D. V. e Grumiller| (2005)), é dada por
Lini(w) = aplE (2)E(@)] (323)

onde ap representa uma constante adimensional. Nao obstante, contrariamente a expecta-
tiva ingénua de contagem de poténcia e renormalizacao, a autointeragao viola a unitaridade
nos regimes de altas energias e, portanto, ndo pode ser uma interagao fundamental (LEE]
2016b). Cabe ainda mencionar que uma possibilidade de interagdo nao padrao permitida
para os férmions de dimensao de massa um é com o tensor eletromagnético. Fora utilizado
o método de ondas parciais para encontrar uma regiao de massa e constante de acopla-
mento em que a teoria possa ser considerada unitaria. Tal interagao foi analisada em Alves

(2018)), ela é escrita como
Lint(x) = ge £ (2)[" 7*IE(2) Fu () (324)

sendo g. uma constante de acoplamento e é esperada que seja extremamente pequena,
haja visto que tal constante contribui com a massa do féton via corre¢oes de loop para
o propagador do féton. Ainda nao foram realizadas andlises explicitas para avaliar as
restri¢coes nesse modelo proposto. Em Alves (2018) é mostrado que um requisito tedrico

importante deve ser novamente enfatizado, a interagao de Elko-Elko através da troca de
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fotons pode violar a unitaridade em altas energias, sendo assim, isso pode colocar alguma

restricdo a esse acoplamento.



7T LAGRANGIANA EFETIVA EM ESPACO CURVO

Neste capitulo estudaremos certos aspectos da teoria quantica de campos calculando
a lagrangiana efetiva para os campos quanticos de dimensao de massa um construidos pre-
viamente e estudaremos também suas implicagoes cosmoldgicas. A idéia é aproveitarmos
do método de background-field desenvolvido por DeWitt e Schwinger em DeWitt| (1968]),
Schwinger (1951)), aplicando-o a um espago-tempo curvo bem comportado por meio do
limite de coincidéncia (Ozer Murat e Taha (1987), Bertolami (1986)), (Ozer Murat e Taha
(1986), (Gasperini (1987)), Gasperini (1988), Freese| (1987)). Nao obstante, o que é relevante
para a presente discussao é o surgimento de uma constante cosmoldgica dindmica, que
depende explicitamente do tempo e consequentemente pode trazer informagoes sobre a
expansao cosmica, algo similar também foi analisado em (Costa Sandro e Makler| (2007)).
Normalmente, acredita-se que o comportamento da constante cosmolégica seja uma con-
sequéncia de um determinado efeito quantico do universo em seus estagios primordiais
(NOVELLO M, 2001; NOVELLO M, 2002; PEEBLES P. J. E. E RATRA| 1988). O meca-
nismo apresentado nesta se¢ao é apropriado para descrever o comportamento da constante

cosmoldgica desde os estagios inflacionarios até seu valor atual.

7.1 UMA BREVE REVISAO NO FORMALISMO SOBRE LAGRANGIANA EFE-
TIVA

O método a ser aplicado para encontrar a lagrangiana efetiva relacionada com os
férmions de dimensao de massa um foi discutido ao longo de anos em varios trabalhos,
tais como (BROWN M. R. E DUFF, 1975; BUNCH T. S. E PARKER]/ |1979; HU B|
L.; CRITCHLEY} |1987; HU B. L. E O’CONNOR; {1984} |LEE] 2016a). Aqui, vamos ilustrar
tal procedimento aplicando-o primeiramente ao campo escalar em um espago-tempo curvo.

Desta forma, a lagrangiana é dada por

L= —;¢(D+m2+§R)¢, (325)

onde O é operador de Laplace-Beltrami, R é o escalar de curvatura e £ = ig:%% é o

coeficiente conformal. De modo a encontrar a lagrangiana efetiva o método de background-
field deve ser implementado (DEWITT) [1968). Para tanto dividiremos o campo quéantico

em uma parte classica (background ¢) mais uma parte relacionada a flutuagao quéntica

78
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h (BROWN M. R. E DUFF| [1975))
»— o+ h. (326)
Diante disso, podemos reescrever a equacgao (325 como
1 2
Ez—gh(EH—oz )h, (327)

onde a? = m?+ (R é denominada de massa efetiva. Consequentemente, a lagrangiana
induzida por efeitos a 1-loop, denotada por £(1), ¢ dada pela integral funcional sobre todos

0s campos quanticos

exp (; / dx£(1)> —N / dhexp (;_L / dmﬁ), (328)

onde N representa um fator de normalizagdo. Diferenciando ambos os lados de ([328)) com

relacdo a o, obtém-se

oLV 1 [h(z)h(z)exp|(i/R) [ dxL])dh

002 2 [exp[(i/h) [ dzL)dh
= lim,— (ha)h(a"), (329)
0Ly o e, (330)

Oa? z—z! 20

onde G(z — ') é a fungdao de Green satisfazendo

(@+a®)G(z—2') = (¢) 26z — ). (331)
Posto isto, a lagrangiana efetiva é obtida ap6s integrar-se o propagador com respeito a a?,
impondo o limite de coincidéncia x — x’. Basicamente, esta é a receita a que nos trard as
bases necessarias para calcular a correcao a 1-loop para os férmions de dimensao de massa

uml.

7.2 CORRECOES QUANTICAS A 1-LOOP PARA 0S CAMPOS FERMIONICOS
DE DIMENSAO DE MASSA UM

Seja a lagrangiana em espaco curvo para os campos de dimensao de massa um dada

porfT]

. . . -
Lo=5V=9[9" (Vu AVuh) =m? AA—ER XA, (332)

I'Nesse caso especifico ignoramos os termos de auto-acoplamento devido a extrema dificuldade que isso
traz aos célculos.
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onde )\ e A representam respectivamente os campos quanticos dual e usual que foram
construidos no Capitulo [6] A métrica espacialmente plana, homogénea e isotrépica de

Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW) para um universo em expansao é

ds? = dt* — a®(t)(dz® + dy? + d2?), (333)

onde
Guv = diag(1, — a2(t), — a2(t), - az(t)), (334)
g =diag(1,— 1/a2(t), — 1/a2(t), — 1/a2(t)). (335)

De maneira geral derivada covariante, V,, atuando em um vetor é dada por
vV, AY =0,AY +I‘:pAp, (336)

sendo Iy, o simbolo de Christoffel. Tal derivada ¢ definida para espinores impondo que
Ve, =0, onde aqui ej, representa uma tetrada E|, consequentemente, V7" = 0. Assim, a
conexdo de spin ¢ definida como (YEPEZ, 2011; BOHMER C. G.; ET, 2010)

wzb = e20,e"0 + eﬁe”bl}fa. (337)

A acdo da derivada covariante é dada por (BOHMER C. G.; ET), [2010)

VA= 0u A+ ALy, (338)
e
V=0 =T\, (339)
onde , .
i 1
ru = szbfaby fab = 5[’7{1776]- (340)

Portanto, no cendrio em que estamos trabalhando podemos escrever as componentes da
conexao de spin como (BOHMER C. G.; ET}, [2010)

al(t
[=0, I}= —(2>’YO’Y]'7 (341)

aqui 7, sao as matrizes

L) =70, e vj(t)z—a(lt)% (342)

2Definiremos as tetradas como sendo eZef’,nab = g, onde g, € a métrica do espago tempo e 74, =
diag(1,—1,—1,—1).
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onde 7, sao as matrizes de Dirac no espago-tempo de Minkowski na representacao de
Weyl que por sua vez satisfazem a relacao constitutiva {v,,7} = 2¢,, (SILVA J. M H|
E PEREIRA| 2014). Para executar o método do background-field, apresentado em Brown
M. R. e Duff] (1975), Bunch T. S. e Parker| (1979), primeiramente faz-se necesséario dividir
o campo em background classico A e uma flutuagao quantica o, A — A+1. Os efeitos a
1-loop, cujo resultado efetivo estara contido em LD serao regidos pela integral funcional
sobre os campos como mostrado em . Assim, a contribuicao da lagrangiana efetiva a

1-loop estd relacionada com a fungdo de Green

oL 1,- .
= @) (343)
= li_r}n/ —ZTT’G(Q? —a'). (344)

Como agora estamos tratando de um campo espinorial, devemos nos atentar a sutiliza
de tomar o traco nos indices dos espinores, em concordancia com o que é destacado em
Brown M. R. e Duff (1975). Seguindo com o protocolo, temos que a equagao de movimento
correspondente para a flutuagdo quantica é dada por
0 2 g2
a
onde a? =m?+ (R — 3H%(t) corresponde a massa efetiva e H(t) = a/a é o pardmetro de
Hubble. De modo a prosseguir e encontrar a fungao de Green, sera necessario nesse ponto

realizar a rotagao de Wick, i.e., t — —it, consequentemente, temos

(a?E +07 —3iH (it)0" + I;0 +a%5> Gp(—it,@, —it' | @) =

2
a?(it)
(—g)V20(—it. 2, —it &), (346)

onde agora a% ¢ a massa efetiva Euclidianizada. Como mostrado em Hu B. L. e O’Connor
(1984]), esta representagao no espago dos momentos é bem definida apenas em uma vizi-
nhanca local quando x — 2’ — 0. Para os estudos de divergéncia ultravioleta em dois pontos
ou ainda para o estudo de sistemas envolvendo varia¢oes quasi-locais em baixa ordem,
quando o limite de coincidéncia é tomado, o método de background-field (o mesmo apre-
sentado nessa se¢ao) é o mais adequado. Agora, se considerarmos processos que envolvam
variagoes rapidas no background, assim como, por exemplo, producao de pares, defeitos
topolégicos devido a transicao de fase e tratamentos perturbativos de situagoes mais com-
plicadas com o surgimento de derivadas superiores do background-field, tal prescricdo nao
¢ a mais adequada, e sendo assim é necessario recorrer ao procedimento conhecido como
Heat-Kernel [Nepomechie| (1985)). Tal método fornece um algoritimo apropriado e, conse-

quentemente, deve fornecer o mesmo resultado final Hu B. L. e O’Connor| (1984). Agora,



82

tomando o limite de coincidéncia para que possamos utilizar das técnicas de quantizagao

do espaco dos momentos, escreveremos

B / e =) G (=it @, —it' 7, (347)
de modo que temos entao
/ d4p o0 —(p2—3iH(it)p0+ 2 F‘pj—i—a?E)s
GE(Z' — T ) = /(2)4/() dse a?(it) . (348)
s

Decompondo o momento em coordenadas esféricas p* = (p°, |p|sinf cos ¢, |p|sin ¢sin 6, |p| cosh),
temos]

Gplr —1')= @ / dse™® / dpe! "8 (i)p / do
)4
H (it)
></0 dplpl? / d981n96( i+ 2w ijp) (350)

Note que mesmo que as integrais acima sejam Gaussianas, entretanto, a presenca de
matrizes nas exponenciais faz com que a integracao seja extremamente complicada e
laboriosa. Para resolver as integrais acima, utilizamos o seguinte procedimento: seja IM
uma matriz quadrada, podemos definir entao

o0 n

M= — (351)

|
nOn

Seguindo com esse raciocinio, o resultado final das integracoes pode ser escrito explicita-
mente em termos da fun¢do gamma incompleta (ABRAMOWITZ M. E STEGUN| 1964;
BATEMAN], [1953)), de modo que obtemos

—1 0 (s —as 1 1 9 .
Gz —a')= 327r2/ 2¢ B3 H7(it)s [1—}-\/%”}/(2;—4]{2(%)8)]1. (352)

Finalmente, a lagrangiana efetiva a 1-loop Euclidianizada pode ser obtida inserindo-se

(352) em (343)). Para voltar a forma nao Euclidianizada é necessario seguir o seguinte

3Devemos enfatizar que se trabalhdssemos com a primeira formulacio do Elko, a qual é governada
pelas simetrias relativistas dos subgrupos de Lorentz STM (2) ou HOM (2), entdo a func¢do de Green no
espago dos momentos seria dada por (ROGERIO) [2018])

j 2
Gple—a') = i / ds/d4 (PP =BH 0P+ e et Mp)s (349)

onde M, é uma versdo da matriz dependente de ¢ no espago dos momentos, dando origem a uma dire¢ao
privilegiada. Tal matriz pode ser escrita em termos de derivadas fracionérias, como em Lee| (2016a)) e sua
forma explicita faz, até onde sabemos, a integracdo acima inviavel.
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procedimento L — —L e H2(it) — —H?(t), de modo que temos entdo

oo roods _ 26 92 1 19
ﬁm:@/@ e e1l(t) l1+ﬁ7('H2(t)s>]. (353)

Na sequéncia, para expandir as exponenciais utilizaremos da seguinte prescricao
0. 9]
“Us =N "q, (354)
=0

onde os coeficientes d; sao definidos como

(ER—3H(1)

T (355)

dy=(-1)
Agora, escreveremos a fungdo gamma incompleta em termos de uma série de poténcias,
que pode ser encontrada em |Bateman| (1953))

1)n :L'Z—Hl

5 =
_RZ::O n! (z4n) (856)

Consequentemente, a lagrangiana a 1-loop pode ser escrita como

h & o 2
1) _ d / d —m“s 1—3
167r2l§:% 1 A se S +

1/24n

9 772
- Z Z . (—1)" <4H ( )> /OOO dse—m’s glHn=5/2 (357)

\/_1671' = ™ (1/2+n)
Note que utilizando a fun¢ao gamma completa, dada pela seguinte identidade
o 1
E/ dss™ e, (358)
0
podemos finalmente escrever a lagrangiana efetiva (357)) como

-2 Q[Zdl M—2)+

1/24n

} iiol o (1271(2 <m2>3/2_l_"1“<l+n—3/2>]- (359)

Visando analisar as consequéncias cosmoldgicas das correcoes quanticas obtidas, nés pro-
poremos investigar seu impacto na constante cosmolédgica efetiva e também no escalar

de curvatura, um procedimento anédlogo é feito em Novello M| (2001)), Novello M| (2002]),
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entretanto em um cenario ligeiramente diferente. Posto isto, considere a agao gravitacional

geral
1
Syran = / A Lgrar =~ 1 / dioy/—g(R+2A), (360)

onde A ¢é a constante cosmologica, R é o escalar de curvatura e GG é a constante gravitacional.

Expandindo (359) em termos de [ e n, e negligenciando os termos de ordem superior a

H?(t), a lagrangiana efetiva total ¢ dada pela soma das equacdes ([332)), (359) e (360]), por

conseguinte,

m'h(3—-2y) 3H*M)m*(1—~)h  2H()m’h  2A

Lepp=Ly + ( >\/—_g

6472 1672 1672 167G
m2¢(1—~)h 1 9
V=g 1
+ ( 162 + 167TG> gR+ O(R?), (361)

onde v representa a constante de Euler-Mascheroni.

7.3 IMPLICACOES COSMOLOGICAS

Com a finalidade de estudar as consequéncias da acdo acima dentro de um contexto
cosmologico, derivaremos as equagdes de FRW através da formulagao lagrangiana (ROGE;
RIO| 2018)), a qual basicamente consiste em introduzir uma fungao lapso N(t) na métrica
(333)), assim ds? = N2(t)dt? — a?(t)(dx? + dy? +dz?). As equacdes de Euler-Lagrange obti-
das pela varigao de £ com respeito a N(t) e a(t) nos proverao duas equagoes de Friedmann,
as quais apods obtidas imporemos que N(t) = 1. Vamos assumir que o campo espinorial
presente em Ly, que corresponde a matéria, pode ser escrito como \(x) = ¢(t)x(Z), com x
satisfazendo a condi¢ao de normalizagao X x =1 (SILVA J. M H. E PEREIRA| |2014)). Nao
obstatante, vamos analisar o caso onde o campo espinorial preenche todo o universo de
forma homogénea, implicando, assim, em V;x(Z) =0, e imporemos também que a evolugao
do background ¢ suave e adiabética, ou seja, estamos interessados em um cenario bem
comportado e onde as variacoes sejam graduais e sutis. Também a condi¢ao de adiabati-
cidade é necessaria para que assim possamos desconsiderar tanto o aumento da entropia
e a interagdo entre as particulas como citado em Hu B. L. e O’Connor| (1984), Hu B|

L.; Critchley (1987)). Diante de tais circunstancias, a lagrangiana na presenca da fungao

N(t) 6[f

1(3aa> 1 5.5 3 5.4 0 o . 3m*(1—7)h .o
- _ _Z -z — 2 1-28) ——————
Lesy N<87rG 50 o Sad ¢° — 3&laa’ P +2a”apd] + ( £) 6.2
1 A m*(3-2v)R\ 2mih
-N 3 2,2 42 o : 2_ 2
¢ <2m PTG o 1672 (362)

-2
4Algumas das modificagdes geradas pela fungio N(t) sdo /—g = N(t)a®(t), [,I'* = _3_a) _q

4 N2(t)a2(t)
als . a2t a(t)N(t
L == 3x 0% © B = = (a(t” 0~ N )>'
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Assim, as equagoes de Friedmann sao dadas por (ROGERIO, [2018)

g2 — SWG[ FEn m2¢2 2¢2 8AG 3E[H2¢? + 2Hbd)
1h(3-2 3m2(1—~)h
T
(§]
: 2 1'2_1 2 2_§ 2 2_1‘ 2_1 ) _i
—9H —3H —SWG[2¢ 2m¢ 8H¢ 4H¢ 2H¢¢ e

+E[BH?¢? + 4H pd+ 2H % +2¢° + 200 + (1 — 28)[H? + §H] W] (364)
Podemos identificar o lado direito da equacao como sendo a densidade de energia
do campo e suas corre¢oes quanticas e o lado direito de relacionado com a pressao
e sua devida correcao quantica. Note que no caso limite h — 0 e £ = 0 recuperamos as
mesmas equacoes préviamente obtidas em [Pereiral (2017). Perceba que o ultimo termo do
lado direito presente na equacao corresponde & correcio quantica de H? ao passo
que o termo proporcional a m*h é a correcéo para a constante cosmoldgica. Dentro das

duas possibilidades que surgem, vamos analisar dois limites interessantes.

7.3.1 1 caso: limite H ~my > m> ¢

De forma a inquirir as possiveis consequéncias das equagoes anteriores para um
universo primordial, onde os efeitos quanticos foram mais relevantes, iremos analisar a
primeira equacao de Friedmann (363) no limite H ~ my > m > ¢. Tal limite corresponde

a um universo de aproximadamente t = H~1 ~ 10™%3s, antes da inflacdo ocorrer. Nesse
caso temos (ROGERIOJ| 2018)

st ¢ A H? 3m2(1—~)h
2 —_—
=3 a2, T sn (1-2¢) mg 6w | (365)

onde my =1/ VG é amassa de Planck. Se negligenciarmos o termo cinético, vemos que uma
contribuicao positiva para a constante cosmologica A pode ser obtida se impusermos que
¢ >1/2, indicando, assim, que mesmo na auséncia da constante cosmolégica (A =0) uma
contribuicao positiva proporcional a H? sobrevive no tltimo termo, que pode ser livremente
interpretado como uma constante cosmologica induzida por efeitos quénticos podendo ser
responsavel pela fase inflacionaria dos primeiros estagios do universo. Conforme o universo

se expande e H diminui, os termos proporcionais a ¢ comecam a ser dominantes.
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7.3.2 2° caso: limite ¢ < Ho, ¢ < H¢ e ¢ ~ constante

Como uma possivel aplicacdo para esse espinor candidato a energia escura, para os
tempos mais recentes da evolucdo do universo vamos supor que o campo seja aproxima-
damente constante (¢ ~ constante) satisfazendo a condigdo de variagao suave, d< Hope
¢ < H¢. Dado limite fora estudado em um contexto cosmolégico em [Pereiral (2017). As

equagoes de Friedmann se traduzem em [Rogerio| (2018])

ST AW, (366)

H? =
3m

com A(t)= A+ BH(t)? onde A e B sdo constantes dadas por

m?(1—~)h

2
_ Myl 1 2¢2_m4(3—2’7)ﬁ
1672

A _
tom 6472

A=
8 2

o B=3¢*(3-€)-30-2) (367)
Esse comportamento é analogo ao dos modelos que possuem um termo de constanﬂﬂ
cosmoldgica que varia no tempo, os quais sao motivados pelo grupo de renormalizacao
da energia de vacuo quantico (SHAPIRO, [2003; SHAPIRO 1. L.; SOLA] [2005)). Solugoes
analiticas para a equagao de Friedmann foram também obtidas para modelos feno-
menoldgicos com constante cosmologica que varia no tempo Costa Sandro e Makler| (2007)).

A solugao para o fator de escala é

2 3rA
Cl(t) = apexXp (3 37712[—87'['Bt> s (368)
p

indicando uma solucao do tipo de Sitter, fornecendo uma solucao acelerada para a evolugao
tardia do universo. Se supusermos ¢ e m muito menores que my; e devido a contribuigao
negativa da corregao quantica presente no termo A em (367)), o efeito resultante na evolucao
do fator de escala é uma expansao suave e crescente.

De forma a sumarizar tudo o que foi feito nesse capitulo, podemos dizer que com-
pletamos o programa de derivar a lagrangiana efetiva para os campos fermidnicos de
dimensao de massa um em espago-tempo curvo levando em conta uma suave variagao
do background-field no regime quasi-local. E, consequentemente, encontramos também
corregoes quanticas a temperatura finita.

Para o caso de temperatura zero, analisamos dois diferentes limites, um deles cor-
respondendo a um universo recente e o outro a um universo primordial. No regime de
temperatura zero vimos que o limite H ~ my > m > ¢ e { > 1/2 fornecem um termo
positivo de correcdo quantica para a constante cosmologica, o qual pode ser responsa-

vel pela expansdo acelerada inflacionaria depois de t ~ H™! ~ 107435, onde os efeitos

5Note que o uso do termo “constante” nesses casos é um abuso de linguagem, entretanto, essa é a
melhor forma de nos expressar.
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quanticos eram relevantes. Para tempos recentes estudamos o limite ¢ < He, ¢ < He
e ¢ ~ constante, que corresponde ao modelo com uma constante cosmoldgica que varia
no tempo, ja previamente estudada em Pereiral (2017)), entretanto, aqui correspondendo
a uma correcao quantica, a qual é solucao para o fator de escala do tipo acelerado. Um
modelo mais robusto e completo pode incluir também componentes de matéria, tais como:
radiagdo e matéria barionica (ROGERIO, 2018).



8 CONCLUSOES

Como apresentado no escopo dessa tese, mostramos que existe uma grande e nitida
dicotomia entre a formulacdo embrionaria e a formulacao mais recente dos campos de
dimensao de massa um. As discussoes que traremos, neste Capitulo final, serdo baseadas na
segunda formulacao. Ha agora um cenario onde estamos alicer¢ados por uma teoria local
e invariante por transformacoes de Lorentz, de tal modo que nessa dada conjuntura temos
uma interpretacao fisica bastante rica e relevante. Inicialmente fizemos toda a construgao
algébrica, sistematica e tedrica dos espinores Elko, propostos por Alhuwalia e Grumiller.
Tais espinores sao os pioneiros na literatura em formar, de fato, um conjunto completo de
autoespinores do operador conjugacao de carga (C) com helicidade dual. Por apresentar
essa particularidade, a neutralidade via atuagao de C, o Elko é entao considerado um forte
candidato a descrever matéria escura, visto que tal caracteristica significa que ele nao
carrega cargas de calibre.

E importante frisar que ao se referir aos espinores Elko, a maneira mais adequada
e precisa de defini-los é atraves das equagoes: , e . Essas sao as relagoes
fundamentais que nos mostram que ¢é através da “Magica das matrizes de Pauli” que as
componentes espinoriais se transformam como objetos de mao direita e objetos de mao
esquerda nos espagos de representacao (1/2,0) e (0,1/2), isso é o que fortemente constrasta,
com outros espinores presentes na literatura, como por exemplo, o caso dos espinores de
Dirac, onde os espacos de representacao estao vinculados via simetria de paridade.

Primeiramente, notamos que para a construcao da estrutura dual fez-se necessario
um cuidado e rigor para tal tarefa, haja visto que se utilizarmos da mesma estrutura dual
de Dirac nao conseguimos definir uma norma nao nula ou real. Inicialmente definimos
um “novo dual’ﬁ que obrigatoriamente requer a troca de helicidade dos espinores além da
presencga da unidade imaginaria. Tal estrutura é necessaria para que assim asseguremos
uma norma real, nao nula e invariante por transformacoes de Lorentz. Entretanto, a partir
do momento que estabelecemos dada estrutura, é facil de se verificar que nas somas de spin
surge um termo que quebra explicitamente a invariancia por tranformagoes de Lorentz,
dado pelo termo G(¢), pois como visto o referido termo forgava com que a teoria fosse
local em apenas uma determinada direcao espacial. A principio acreditava-se que esse

fato era algo intrinseco a esses espinores. Desta forma, a época uma das alternativas para

L0 adjetivo novo é usado no sentido que estamos nos referindo a uma estrutura bastante diferente da
estrutura ja conhecida de Dirac.

88
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se contornar o problema da interpretacao fisica e tentar reestabeler de alguma forma a
invaridncia da teoria era recorrer a Very Special Relativity. O grupo STM(2) da VSR era

o grupo de simetria da teoria.

Sem embargo, ainda assim existia uma grande motivacao para se tentar buscar uma
teoria que fosse de fato local e invariante por Lorentz, nao restringindo apenas a VSR ou
apenas a uma dada diregao privilegiada. Deste modo, percebeu-se uma “liberdade” deixada
na defini¢do nas estruturas duais. Como apresentado nas equagoes e a redefini¢ao
da estrutura dual é basicamente dada pela introducao dos operadores A e B a direita da
estrutura dual embrionaria, e deste modo, as somas de spin sao modificadas e passam
a depender desses operadores. Consequentemente, buscamos métodos matematicos bem
estabelecidos para conseguir reconhecer tais operadores como sendo a (pseudo)inversa da
matriz singular [1+G(¢)]. Por conseguinte, mostramos que com a redefinigao da estrutura

dual conseguimos estabelecer uma teoria local e invariante por transformagoes de Lorentz.

No tocante a dindmica relacionada a esses campos, foi mostrado que diferentemente
do que é esperado para um campo espinorial, o Elko nao obedece a dinamica de Dirac.
A razao por detras disso é bastate simples. Como exposto, o operador de Dirac estd
intimamente relacionado com o operador paridade. Ademais, sabemos que os espinores de
Dirac possuem a simetria de paridade como elo entre os espagos de representagao, e assim,
tais espinores automaticamente satisfazem a dindmica de Dirac. Uma vez que o Elko é
construido sem alusao a nenhuma simetria discreta, ou melhor dizendo, sem a presenca
da simetria de paridade como relacao fundamental, entdo ndo podemos esperar que esse
campo possua a mesma dinamica que os espinores de Dirac. Assim sendo, mostramos que
este campo obedece unicamente a equagao de Klein-Gordon e, portanto, a lagrangiana
que da origem a equacao de movimento do campo é a mesma lagrangiana que a do
campo escalar. Vale frisar que de acordo com a analise e interpretacao de Wigner baseada
na investigacao sob o comportamento do campo via atuacao das simetrias discretas, C,
P, T e (CPT)?, nota-se que o campo considerado neste trabalho é uma realizacio da
representacao fermionica porém com “carater bosonico”, e, portanto, isso evidencia que

dado campo pertence a classe nao padrao de Wigner.

Apés a andlise da dindmica dos campos fermionicos de dimensido de massa um,
utilizamos a lagrangiana do sistema para construir a Hamiltoniana, a qual vimos que s6 é
positivo definida se as relagoes entre os operadores de criagdo e aniquilagao de particulas
obedecerem as relagoes fermionicas usuais (estatistica de Fermi-Dirac). Assim, uma vez
que para esse caso a lagrangiana é a mesma que a do campo escalar, concluimos que o
Elko possui dimensao de massa um ao invés de 3/2, diferentemente do que é usualmente
esperado para campos fermionicos. Como é sabido, as somas de spin compoe o cerne da
estrutura do propagador do campo quantico e, desta maneira, utilizando-se a prescricao
priméaria da estrutura dual, o fator G(¢) é automaticamente herdado quando se constréi

o propagador. Afetando, consequentemente, a estruta local do campo que agora passa a
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depender naturalmente deste termo. Tal patologia tornava a interpreacao fisica bastante
restrita e complexa. Todavia, apés a redefinicao da estrutura dual conseguimos facilmente
contornar o problema relacionado com a presenca do termo de quebra de simetria de
Lorentz, tanto nas somas de spin como no propagador de campo quantico e também nos
correlatores de campo. Deste modo podemos notar que o propagador de campo quantico
associado ao Elko é idéntico ao propagador do campo escalar de Klein-Gordon. Finalmente
através da andlise dos quatro correlatores fundamentais de campo quantico, concluimos
que os campos quanticos construidos, possuindo os autoespinores do operador conjugacao
de carga como coeficientes de expansao, sao campos invariantes e locais. Isso nos abre

portas para uma nova fisica e uma nova gama de possibilidades ainda a serem exploradas.

Sobre os aspectos fenomenologicos de tais campos, sabemos que existe uma classe
restrita de interacgoes, primeiramente devido a sua neutralidade diante conjugacao de
carga e depois devido a dimensao de massa. Até entao sabemos que sdo dois acoplamentos
permitidos para o Elko. Um deles é com o dubleto de Higgs e o outro ¢ a interacao Yukawa
pois ambos sdao interagdes renormalizaveis e nao violam a unitariedade. Acreditava-se
que uma outra interacdo permitida é a autointeracao, entretanto, tal interagdo viola a
unitariedade no regime das altas energias e, assim, nao pode ser considerada uma interagao
fundamental. O fato do Elko nao interagir com campos de gauge ou com férmions do
Modelo Padrao faz com que seja dificil detecta-lo, por estas razoes este campo é um forte

candidato a descrever a matéria escura.

Uma outra particularidade importante que apresentamos esta relacionada com a
construcao das estruturas bilineares associadas ao Elko. Notamos que existe a necessidade
de deformar os elementos primordiais da base da algebra de Clifford real com o intuito
de que as identidades de FPK sejam satisfeitas por tais estruturas. Diante dessas consi-
deragoes foi possivel encontrar apenas um subconjunto de bilineares reais. Ainda assim
mostramos que os novos elementos que completam a base da algebra de Clifford dependem
explicitamente do operador que realiza a troca de helicidade dos espinores Elko. Estuda-
mos também a covaridncia tanto por transformagoes de Lorentz como por transformacoes
pelos grupos HOM (2) e STM(2).

Podemos ver que as estruturas bilineares do espinor Elko se diferem bastante das
estruturas ja conhecidas na literatura. Esse fato é consequéncia da nova estrutura dual que
estes espinores apresentam. A vista disso, salientamos que os espinores Elko ndo pertencem
a classificagdo usual de Lounesto. Este é um ponto importante, j4 que anteriormente
acreditava-se que o Elko poderia ser classificado como um espinor do tipo-5 dentro da
classificagdo de Lounesto mas isso implicava que o termo de massa (o) a ele associado
fosse nulo, o que apresenta uma forte contradicdo com a construgdo aqui apresentada.
Logo, acreditamos na relevancia dessa abordagem realizada, uma vez que estabelecemos

os critérios para uma futura classificagdo para espinores de dimensao de massa um.

Como uma aplicacao desses campos construidos aqui, derivamos a lagrangiana efetiva
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um em espaco-tempo curvo levando em conta uma suave variagao do background-field no
regime quasi-local visando uma anélise no cenario cosmologico. Para o caso de temperatura
zero, nos analisamos dois diferentes limites, o primeiro correspondendo a um universo
recente e o outro a um universo primordial. Vimos que no limite onde H ~ my > m > ¢
e £ > 1/2 emerge um termo positivo de corregdo quantica para a constante cosmolégica, o
qual pode ser responsavel pela expansao acelerada inflacionaria onde os efeitos quanticos
eram bastante relevantes. Para tempos recentes, estudamos o limite ¢ < Ho, ¢ < Ho e
¢ ~ constante, correspondendo ao modelo com uma constante cosmoldgica que varia no
tempo nos fornecendo uma solugao para o fator de escala do tipo acelerado.

Diante de toda a discussao que fora elaborada, fica evidente ao leitor que os espinores
que foram objetos de estudo do presente trabalho possuem caractetisticas intrinsecas que
os tornam bastante peculiares dentro da literatura corrente. Por tais motivos, o Elko foi e
tem sido objeto de estudo em diversos setores da fisica, contribuindo de forma bastante
promissora com os resultados obtidos até o momento. Com isso em mente, primeiramente
um dos pontos que esperamos abordar é a construgao de uma classificagao similar a de Lou-
nesto, porém, agora com o objetivo de classificar especificamente espinores com dimensao
de massa um. Desta maneira, esperamos conseguir encontrar novas classes desses objetos
além de uma interpretacao fisica relevante para as formas bilineares contruidas. Um outro
ponto bastante interessante para aprofundarmos os estudos é a decomposi¢ao de espinores
Elkos em termos de espinores RIM (Restricted Inomata-McKinley) (BEGHETTO D; RO
GERIO, 2018; NOVELLO, 2007)), haja visto que tal mecanismo mostra-se bastante util
no cenario da cosmologia nao linear para se descrever neutrinos e suas oscila¢oes. Ainda
dentro desse cenario é possivel definir um espago bidimensional chamado de spinor-plane,
onde residem todos os espinores que podem ser decompostos em termos de espinores RIM.
Assim, o objetivo é de se conseguir estabelecer um mapa linear bijetivo entre os campos de
dimensoes de massa um e os campos de Dirac, buscando uma ligacao algébrica-topologica
entre eles. No que se refere a fenomenologia, agora que é possivel uma teoria local e
invariante, ainda estdo em aberto estudos relacionados com a autointeragao e também a

interacao Elko-Higgs.
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Apéndice A COMPONENTES ESPINORIAIS 6 (k") e ¢p(k")

Representando o vetor unitario p, parametrizado em coordenadas esféricas, como
p = (sin(#) cos(¢),sin(0)sin(¢),cos(h)), (369)

assim, as componentes mao esquerda sao dadas por

coSs e_i¢/2
P () = \/ﬁ( sirffé’//22))ei¢/2 ) (370)

—sin e~i0/2
oL (k") = vm ( cos((g//j))eiW? ) ’ (371)

E as componentes de mao direita sao representadas por

—isin(6/2)e~9/2
PRk = Vm ( icos(6/2)e'?/? ) ’ (372)

—1C0S e~ i/2
%(M):\/ﬁ( —isin((eﬁ//22))ei¢/2 ) (373)

O fator de massa é escolhido de forma que no caso limite de particulas sem massa, m — 0,
0s espinores em repouso no espago de representacao (1/2,0) e (0,1/2) desaparecam, pois
nao podem existir particulas sem massa em repouso (AHLUWALIA D. V. E JOHNSON|
1994). Para que isso seja consistente, as amplitudes de interacdo devem ter o fator m/,

onde no caso j é o spin associado a particula (MARINOV] 1968).
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Apéndice B MODELO SIGMA FERMIONICO

Este apéndice foi reservado para que fagamos uma abordagem do modelo sigma
fermionico utilizando os férmions construidos e apresentados no escopo da presente tese.
Por modelo sigma nos referimos ao mapeamento do espago de Minkowski dentro de um
target-space. Dado mapeamento ¢é realizado pelos campos espinoriais e suas relagdoes com
a teoria de Utiyama-Yang-Mills (GELL-MANN M. E LEVY, 1960)). Neste viés, tendo
em mente a caracteristica Grassmanniana do espinor, ainda levaremos em conta o target-
space com tor¢ao. Tais espinores sao escolhidos como sendo uma realizacao especifica dos
férmions de dimensao de massa um, em que a caracteristica fermionica ndo-comutativa é
governada pela tor¢cao (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016)). Além disso, verificaremos
também, como aplicacao cosmoldgica, que esses espinores servirao como fonte de matéria
escura em um background em expansao e constataremos que eles induzem uma constante

cosmologica efetiva para o universo, refor¢ando assim o que ja foi verificado no Capitulo

[

B.1 UM PANORAMA GERAL DO MODELO SIGMA COM TORCAOQO

Aqui vamos apresentar uma generalizacao direta relacionada a interagdo entre mode-
los sigma nao-lineares e teorias nao-abelianas (MUKHI, |1987)), levando em conta termos
de tor¢ao. Para tanto, comegaremos descrevevendo os aspectos mais gerais do modelo,
nao especificando ainda para os férmions de dimensao de massa de um. Seja {&;} a base
canbdnica em um referencial inercial no target-space ¥, e {dé’i} a base correspondente
dual. E possivel dividir a geometria do target-space definindo-se uma métrica efetiva
g € sec(T,X)* xsec(TpX)*, onde p é um ponto arbitrario pertencente a X, e secT,X é uma

secao do fibrado tangente de X no ponto p. Isso nos permite escrever

9(p,0) = [gmndgm ®dE" + Ymnd§™ N dfn] (QOifivspjgj)v (374)

onde ® e A representam os produtos tensorial e exterior, respectivamente e ¢ = ¢'§; é um
vetor. Um calculo direto de (374)), levando em conta a relagdo anti-simétrica entre os dois

produtos, nos fornece

A T
9(p,0) = gij' e’ + 5%;@%@% (375)
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sendo ¥;; = 7ij — 7Vji- Por escrever dado produto como uma parte comutativa e uma

anticomutativa, i. e., p'p/ = %[(pi,goj] + %{tpi,gpj}, temos

1 R T
g(p,p) = §gij{s0€soj} + 7 [¢" 7). (376)

Enfatizamos que uma classificagdo completa dos espinores com base em seus covariantes
bilineares em um espaco-tempo em que a métrica é dotada de uma parte simétrica e anti-
simétrica foi realizado em (ABLAMOWICZ R.; GONCALVES| 2014). O modelo sigma
completo, assim como , pode ser estudado através da lagrangiana livre

1 1 . o . .
L= 59(%0,8“90) = Zgij{ausol,(?“w’ }+ S Vi [0," 01 7], (377)

aqui os indices Gregos estao relacionados com as coordenadas do espago-tempo. Cer-
tamente, no caso comutativo usual, temos garantido [Gunpi,al‘(pj | =0, portanto, ficamos
apenas com L = % Gij0up" 0"’ Neste tiltimo caso, a conexao com as teorias de Utiyama-

Yang-Mills sao determinadas impondo-se 9L — (sob uma integracado em todo espago-

opi _
tempo). Nesse sentido, os simbolos de Christoffel J?k(go) sao gerados automaticamente,
em termos dos quais a conexao Alik(go) = Fj"k(go)augoj é identificada (ROGERIO R. J. B;
DA SILVA| 2016). A equagao de movimento se traduz por (ROGERIO R. J. B; DA SILVA|
2016))

D ;(0"¢7) =0, (378)

note que a derivada covariante é dada por D ;j ;= 8@; + A ﬁ] Além disso, a contracao do

tensor de curvatura de Riemann Rékl com 8Mgpkay<pl leva ao field-strenght nao-abeliano

R (0u0") (0up") = 0uAL; — 0L AL+ ([Au, AL)) (379)

Voltando ao caso completo, levando em conta o setor nao comutativo, a variagdo funcional

da lagrangiana fornece
00" 0™ + T (10) 0" 0t 07 =0, (380)
onde

L7 (0) = L5 (9) + Afj (9), (381)
em que A7 (¢) é definido como

1 1.
Ajj(p) = §gmk (aigjlc — 0 ik — 23k%'j>, (382)
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e, assim, notamos que existe uma contribuicao explicita dos termos de torgao (ROGERIO

R. J. B; DA SILVA| [2016]). Ademais, o tensor de curvatura no target-space é escrito como
Rl = Rl + 8[1<:A§'l] + (rfﬁ[k + Afn[k) i +Afn[/~c M (383)

Perceba que se 4;; = 0 e impondo [(‘%gpﬁ@“gpj} =0, (adotando A7} (¢) =0), as equagdes
e se reduzem ao caso usual, como era esperado. De fato, ndo é trivial encontrar
uma contrapartida geométrica das quantidades de Yang-Mills como em para esse
caso em questao. Devemos frisar que o aspecto mais importante aqui ¢ que quando
a comutatividade é levada em conta no target-space, vemos que termos de torcao sao
automaticamente gerados (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016).

Uma aplicacao bastante ttil para ser implementada ¢ descrevemos algumas impli-
cagoes cosmologicas utilizando o modelo sigma. Mostraremos brevemente algumas das
principais equagoes que devem ser consideradas para esse caso, dada uma forma explicita
aos campos do target-space. A lagrangiana do modelo sigma contida na agao em

um background curvo é tida como
_ R 1 . -
S = /\/—gd4w [— o T li0u' 0’ 3 = W), (384)

onde R representa o escalar de Ricci, K = 87G e h;j = g;; + %%j. A métrica é aqui repre-
sentada por g" e W (yp) estd associado com um potencial auto-interativo. Variando-se a

acao (384) com respeito a métrica g"”, somos levados as equagoes de Einstein
1_
Ry — §g,u1/R = 26T, (385)

sendo R, o tensor de Ricci e T}, o tensor energia-momento correspondente a matéria

(ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016)
in j_ - [L in  j-a
Tyw = hijOue' 0up’ — Guu [§h¢j0a90 055" = W ()] . (386)

Agora, variando a acdo com relacio a ¢* temos a equacio de movimento do campo
1
V=

com IN‘[]” dado em (B8I)). E facil e direto verificar que (387) se reduz & ([B80), quando a

métrica g é a métrica plana de Minkowski e o potencial W () é nulo. Ao se especificar

O'(V=30u™) + T (04" 0"7) + (B W) g™ = 0, (387)

os campos @' e o potencial W (p), pode-se obter as equagoes de Friedmann através de
(385)). Um universo emergente, suportado por um modelo sigma nao-linear sem torcao, fora
estudado em (BEESHAM A.; CHERVON] 2009). No contexto aqui abordado, levando em
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consideragao que h;; engloba termos de torgao, imagina-se que exista a grande possibilidade

de que a dinamica da evolugao do universo seja alterada.

B.2 CONSTRUINDO O MODELO SIGMA

E possivel fornecer uma base particular adaptada aos autoespinores de C, relacionada
a representacao de Majorana. De forma alternativa, podemos fazer uso da representacao
quiral, explorada paradigmaticamente em toda a literatura de espinores de dimensao de
massa um (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016)). Seja qual for a base escolhida, deixaremos
claro que dada abordagem ¢é independente da escolha da base. Para o nosso propésito, serd
extremamente relevante que sejam construidas todas as possibilidades de espinores, posto
isso, sejam entdo ¢’ e d; numeros complexos, escreveremos \ = A\ e ;\: d; ;\J. Agora,
decomporemos A e A em termos da base candnica usual e também da base correspondente

dual, tal raciocinio se traduz a

A 1 0
A2 o 4]0
A = )\g =\ X REPPRNED: o | (388)
A 0 1
e também
—J Y —J
A= )\17)\27)\37)\4 - )\1(170707O)+
—J
+ X (0,0,0, 1). (389)

A contar deste momento, denotando-se o elemento da base por {{,} e o correspondente

b
dual por {¢

o modelo sigma para o caso em questao, sera necessario modificar os produtos tensorial

. - —|j _‘b -
}, temos A = A0, e A=d; A€, onde € (&) = 62. De maneira a implementar

e exterior, os quais devem abranger o carater fermionico do campo (ROGERIO R. J. B;
DA SILVA| 2016).

Comecaremos a definir, entdo, o produto ® da seguinte maneira: seja $ o espaco
vetorial complexo gerado por todas as combinagoes lineares finitas dos produtos cartesianos
-

_|/]/ ~ . A . . .
usuais (v;, v ), onde v; e v sdo embasados pelas respectivas bases canonicas. Ademais, seja

I um sub-espago de & gerado por

-1 —t —t

(vi—i—ui,w )—(‘vi,v.)—(ui,v‘), (390)
(v, 0 fa’) — (v, FZ), (391)

(vl 0 ) — kl(v;, 0 ), (392)
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sendo k e [ ntimeros complexos e v;, u; e w;, representam a base candnica (0 mesmo é
vélido para a base dual). Assim, o produto ® ¢ definido pela conjugacao dos elementos no
espago $/1, e, desta maneira, as equagoes ([390)-(392) asseguram a bilinearidade. Posto

isto, devemos ressaltar alguns aspectos importantes de modo a deixar claro as propriedades

—i
relevantes de ®. Sendo a base de $/1 é dada por {§;® ¢ } (ROGERIO R. J. B; DA SILVA|

2016)), definiremos a acdo de ® como

(V& w)(u ,x) = (V&S Jjjf])(&ks 21&) = vt wiu; o, (393)

onde w7 e u] representam apenas coef1c1entes O fato mais importante é que nés definimos

a acao na base de (&@5 )(5 &1) 5 (&) f &) = 521-‘7(5{. Cabe ainda mencionar que o
produto ® é tinico (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016), a menos de isomorfismosﬂ Por

_ e
ultimo, seja {&}U{&® € } sobre o dominio de C sendo a base de T e I o bilateral ideal
i

gerado por &® & . O produto A atuando em T / I est4 relacionado com & e, como esperado,
—n —n -
¢ dado por EnA € = 5(Em® € —&BE ).
Agora, estamos aptos a implementar a divisdo da equacao (332]), porém agora com

os novos produtos definidos. Consequentemente, isso sera dado por
= SO EE (O X OGN EnA L (D X 5. (394)

De acordo com nossa construgao anterior, a decomposicao fermionica junto com a bili-

nearidade dos novos produtos definidos pode ser usada de uma forma direta. Assim, na
ﬁ] -

decomposicao adotada A = ¢ )\afa e \= d;j \p§ o0s termos Y e /\b sao entendidos como
variaveis Grassmannianas EL ressaltamos ainda que a estrutura formal dos espinores aqui
usados sao as mesmas que em (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER] [2005)
no referencial de repouso. Aproveitando-nos destas observagoes, a lagrangiana (394)) com
a adicdo de um termo de massa produz

Vi bon b i lzig bou %5 yi

i
+m?dict N\, N (395)

Isso serd nosso ponto inicial para o desenvolvimento do modelo sigma fermionico para os
férmions de dimensao de massa um. A partir da densidade lagrangiana ¢ interessante
notar que os termos de tor¢ao contribuem com a densidade de corrente de spin. De fato, o
surgimento de ’y} na expressao abaixo torna isso explicito (ROGERIO R. J. B; DA SILVA|

I'De um ponto de vista complementar, o produto definido & é apenas um isomorfismo do produto
tensorial usual ®.

2Grosso modo, isso é uma tentativa de reproduzir as caracteristicas quanticas do campo ao se absorver
os operadores de criagdo e aniquilacdo dentro dos coeficientes de expanséo.
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2016)):

1], —a 6X 5AZ

ZA oy
2%) PN 5w°‘5

1 .
Sty =—=dac (g + N | (396)

. 2 dwap

Devemos finalizar considerando a lagrangiana (395 como uma fonte de matéria, em
um background curvo e em expansao, estando, entao, de acordo com o que ja foi mostrado
no Capitulo [ A fgn de g%crever a acao para O caso em maos, primeiramente vamos
definir os campos ¢;= dy \;, ¢’ = @M e, consequentemente, as derivadas covariantes
Vi ;bz =0y g?ﬁ, + g?ﬁz [, e Vﬂqu = 8u¢5j —I‘ugzﬁj , com I}, representando as conexoes de spin
definidas no Capitulo m Portanto, a acdo no espago curvo é tida como (ROGERIO R. J|
B; DA SILVA, [2016)

-

S = /\/_d4 [—R+ WV 6 Vot g =W (6 .0)] (397)

onde h;- = g;- + %’y; As equagoes de movimento para os campos sao obtidas diretamente

pela variacao da acao com relagao a q?)z e ¢J. A equacdo pode servir como um ponto
de partida para aplicarmos o formalismo aqui apresentado dentro de um contexto cosmo-
logico. Note que, em particular, a interacao quértica que aparece é devido a contribuicao
dos termos de torgao (provenientes da conexao de spin). Agora, visando mostrar uma
contribuigao explicita proveniente da parte simétrica e anti-simétrica do target-space nas
equacoes relevantes para a cosmologia A titulo de simplificacdo, vamos supor um conjunto
de espinores constantes, tais que d, A=0= 0"\, e o potencial dado por W = 2m AN

Podemos escrever hé da seguinte maneira

g v 7 7
pe=| 70T T (398)
—y =y g v
I

onde g e 7 representam a parte simétrica e anti-simétrica de h; (ROGERIO R. J. B;
DA SILVA|2016). Pode parecer uma simplificacdo excessiva, porém (como veremos adiante)
essa particularizacao nos leva a uma consequéncia fisica bastante relevante. Utilizando de
uma métrica de FRW plana, homogénea e isotropica, g, = diag[l, —a(t)?, —a(t)?, —a(t)?]
as conexoes de spin I}, podem ser determinadas como Iy =0 e I}, = —%70%, sendo que 7,
sao as matrizes de Dirac. Note que, mesmo para um caso onde 0s espinores sao constantes,
o termo de conexao de spin se acopla a métrica, através de gbz F“qﬂ onde I},I'* %Z—;]l

e, desta forma, contribui com termos que dependem explicitamente do tempo. A acgao



105

(397)) fica sob a forma
_ [ =
S= [V=ad's| = 5o+ As(t)+ Aalt) = Am| (399)

Aqui A,, advém da parte relacionada ao potencial, ou seja, A, = %mQ ;\ A, e representa o

termo de constante cosmolégica, com dependéncia da massa do campo. Os termos Ag(t)
e A A(t) estao relacionados com a parte simétrica e anti-simétrica, respectivamente, que
sao proveninentes da contribuicdo do modelo sigma, os quais podem ser escritos como
As(t) = 3gC(darc®, Xy MYH(B)? ¢ Aa(t) = BAC(daic?, Xy MYH(£)2, onde C(da.c?, xy A
é uma constante e H(t) = a/a é o pardmetro de Hubble. Eles compde uma constante
cosmologica efetiva dependente do tempo, Acsr(t) = Ag(t) + Aa(t) — Ay Na evolucao
cosmolégica primordial, quando Ag(t) 4+ A(t) > Ay, a contribuicdo positiva de Acsy
serve como um campo gravitacional atrativo na parte geométrica da equagao de Einstein,
levando a um universo desacelerado. Conforme o universo se expandia H (t) decaia. Quando
a contribuicdo Ag(t)+AA(t) < Ay, é alcancada, o universo passa a ser dominado por uma,
contribuigao negativa de Ay s, que implica em uma forca gravitacional repulsiva, conduzida
por uma constante cosmoldgica A,,, coincidindo com o modelo ACDM (ROGERIO R|
J. B; DA SILVA, |2016). Podemos notar que os pardmetros podem ser ajustados de modo
a reproduzir a transicdo de um expansao acelerada para uma expansao desacelerada do
universo (ROGERIO R. J. B; DA SILVA| 2016]).



Apéndice C TEORIA DA RELATIVIDADE MUITO ESPECIAL

A Very Special Relativity (VSR) foi proposta no ano de 2006 por Andrew Cohen
e Sheldon Glashow. Tal teoria foi elaborada com o intuito de melhor descrever teorias
que violam a simetria de Lorentz, assim como o caso da primeira formulagao do Elko
que, como vimos, adequa-se exatamente a esse caso, pois possui um termo de quebra de
simetria codificado nas somas de spin. Os autores ainda mostram que a invariancia das leis
fisicas (intervalo invariante) e a existéncia de uma velocidade isotrépica limite e universal
(velocidade da luz) em qualquer referencial inercial nao necessitam do grupo completo de
Lorentz mas sim podem ser explicadas por dois de seus subgrupos, denominados HOM (2)
e SIM(2). De modo geral, se a teoria a ser estudada contém particulas massivas e nao
viola nenhuma simetria discreta como P, T, CP e CT entao a escolha ¢é tnica, deve-se
escolher o grupo de Poincaré. Caso a teoria viole alguma simetria discreta, entdo o grupo
que melhor abordara essa teoria é algum subgrupo que esta por tras da VSR.

A época, para a primeira formulacio do Elko, a VSR era tida como uma teoria de
suma importancia, como visto no Capitulo [3| Veremos aqui que na estrutura algébrica da
VSR as somas de spin para o Elko sdo invariantes por quaisquer transformagoes, possibili-
tando desta maneira uma melhor interpretagao fisica. Portanto, deixamos reservado esse
capitulo com o intuito de esclarecer melhor ao leitor essa abordagem que por anos fez-se

necessaria e fundamental.

C.1 0S GRUPOS DE TRANSFORMACAO E A ESTRUTURA ALGEBRICA DA
VSR

Definiremos os subgrupos do grupo de LorentzE] como subgrupos que tecem a VSR,
se a estes subgrupos quando feita a adicao de qualquer simetria discreta tal como: P,
T, CP e CT retornamos novamente ao grupo de Lorentz. Dito isto, o menor grupo que

carrega essa propriedade é composto pelos geradores a seguir

T=K.+J, ¢ To=K,—Js, (400)

IPara fixar a notacdo, quando nos referirmos ao grupo de Lorentz estamos falando do grupo formado
pelas simetrias discretas, geradores de rotacoes J e geradores de boosts K. Quando nos referimos ao
grupo de Poincaré, obviamente, estamos falando do grupo de Lorentz mais geradores de translagdes no
espago-tempo.
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onde J e K sao geradores usuais de rotagoes e boosts, respectivamente. Esse grupo
¢ isomorfo ao grupo de translagoes no plano 7'(2) (HORVATH, 2011, COHEN A. G
E GLASHOW, [2006). Atentando-nos ao fato de que T'(2) é um subgrupo de Lorentz,
verificaremos entao se com a adi¢do da simetria de paridade, P, por exemplo, retornamos
ao grupo de Lorentz. Como consequéncia, tanto P quanto T transformam 7} em T4 e Tb

em Ts. E facil ver que

PKP'-»-K, TKT'!'--K |,
PJP 1 =T, TIT t—J . (401)

Note que apenas os geradores de boost ganham um sinal. Isso advém do fato que a atuagao
de P em tais geradores inverte o sentido da velocidade, fazendo v — —. Para os geradores
de rotacao, os quais da maneira mais simples podemos escrever como J =7 X p, a atuagao

de P inverte o sinal de ambos os termos mantendo o resultado final inalterado.

Uma vez que fagamos combinagdes apropriadas com as equacoes (400]) e (401)) pode-
mos obter K, K, J; e J,. Além do mais, usando as relagdes de comutagao dos geradores

do grupo de Lorentz

Ky, Ky] = —iJ, e permutacoes ciclicas, (402)
[Js, Kz] = 0 etc., (403)
[Jz,Ky] = 1K, e permutagoes ciclicas, (404)

e também as relacoes entre os operadores 11, Th, T e T, pode-se facilmente ver que

[Ty,T3) = [T1,T5| =0, (405)
|11 Th| = |1, Ts)| = 2iK., (406)
|11, To| = [T, T3] = —2iJ., (407)
[Th,J:] = — [T, K] = —iT5, (408)
15, J.] = [Th, K] = iTh, (409)
(T,J.] = [T,K.| = —iTs, (410)
T\, K.| = = [Ta,J2] = —iT. (411)

Logo, podemos recuperar os geradores K, e J,. Consequentemente, é facil notar que o
grupo 7T'(2) com a adi¢do de P e T é equivalente ao grupo de Lorentz. Nosso préximo
passo serd catalogar todos os grupos que compde a VSR. Podemos adicionar & T'(2) o
gerador de rotacao em torno do eixo z, J,, e assim, isso nos fornece um grupo isomorfo
ao grupo euclidiano E(2), o grupo de rotagoes e translagoes no plano xy. E claro que

E(2) com a adigdo de alguma simetria discreta é equivalente ao grupo de Lorentz, uma
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vez que T'(2) é um subgrupo de F(2). (ROGERIO, 2014). Prosseguindo com a ideia de
aumentar os grupos da VSR, adicionando a 7'(2) o gerador K, temos o grupo isomorfo
ao grupo de trés pardmetros de transformacgoes de similaridade, ou homotetias, HOM (2),
enquanto que com a adi¢ao de ambos os geradores K, e J, consegue-se construir um grupo
isomorfo ao grupo de 4 parametros, similitude, ou STM(2) (HORVATH, [2011; |(COHEN
A. G; E GLASHOW], 2006)), o maior grupo. Temos entao, de forma ilustrativa a tabela

abaixo com todos os grupos que carregam as caracteristicas mencionadas anteriormente

Grupo Geradores Algebra
T(2) Ty, Ts T1,T5]=0
E(2) T, To, J. Ty, To)= 0, [Ty, J.) = —iTy, [Tn,J.]=iT}
=0, [T17 Kz] =11, [TQaKz]:iTQ
0

SIM(Z) T17 T2a JZ? KZ 9 [Tla KZ] - iTl) [T27KZ]:ZT2

[

[
HOM(2) Ti, Ty, K. [T\, T

[

[T17']Z :_Z'T27 [TQVJZ]:iTl’ [JZ7KZ]:0

Tabela C.1: Os 4 subgrupos do grupo de Lorentz que compde a VSR

Dois dos subgrupos de Lorentz, HOM (2) e STM(2), permitem a construcdo de uma
transformacao que simula o comportamento do boost de Lorentz, isto é, a transformagao
da VSR que conecta dois referenciais inerciais. Tal transformacao toma um dado vetor ou

espinor do repouso levando para um referencial com um momento arbitrario (HORVATH]

2011). O boost da VSR ¢ definido como (COHEN A. G; E GLASHOW, 2006)
Y = et gileer ilzpz (412)

Os parametros de transformacao acima sao dados por

g1 = P
0 —p3’
2
b
€9 = , 413
PO —p3 (413)
0_ .3
p—=p
Y, = —log( )
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Com tais parametros podemos escrever o boost da VSR como

P _p 2 mP—p’(p°—p?)

m  pO—p3  pO—p3 m(p®—p3)
1 1

P _p

)% ( p) = . (4 14)

2 2

p- _p

Pt Mt —p?)

m pO—pd  pO—p?  m(p—p?)

O operador de boost acima nos permite escrever p# = Vk* onde k* = (m,lim, g %). Po-

demos obter um conjunto de coordenadas transformadas, dadas por

t = vt’—i—vug;x’—kvuyy/—f—yuzz’,

Uy / Uy /
r = t+x — z,
1+u, 143
Uy / Uy
= —t+y— z,
4 14+u, 4 14+u,
7<uz+u2)/ ! / 'y(l—’u,Z—i—uZ—l—uz) /
= —=°t UL U z
1 +u. T YU T +yuyY + 1w, ;

onde p? = ym e p* = ymu' com v =1 /vV1—u?. A partir do conjunto de equagdes acima
pode-se mostrar que ds® = ds'?, ou seja, o intervalo permanece invariante por transforma-

coes de HOM(2) e SIM(2) (DUTTA BIPLAB E BHATTACHARYA| 2011).

C.2 REPRESENTACAO ESPINORIAL DA ALGEBRA DOS GRUPOS SIM(2) E
HOM(2)

A partir deste momento passaremos a analisar a algebra dos grupos SIM(2) e
HOM (2). Vamos denota-las por sim(2) e hiom(2), respectivamente. Comegaremos com a
observacao que essas duas algebras admitem dois tipos de representacoes espinoriais de
spin 1/2 as quais chamaremos de tipo —a e tipo— b, algo bastante similar com o que foi
feito no Capitulo . Por defini¢do, uma vez que paridade nao é uma simetria de STM (2),
a forma com que esses dois tipos se transformam um em outro é diferente dos tipo—1r e
tipo — | da representacao espinorial de Weyl. Os geradores do tipo — a na representagao

espinorial sim(2) sao

Ti =Ko+, (415)
Ty = ICZ - J, (416)
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onde K¢ e Jf sao

K'=—-io/2, J"=0a/2. (417)

Para os tipo — b temos os geradores

T =K+J,, (418)
com as quantidades K¢ e J? iguais a
Kb =+ic/2, TP=0/2, (420)

sendo o = (0!,02,03) as matrizes de Pauli, dadas por

N M R ] ()

Fazendo uma soma direta entre os geradores do tipo —a e tipo— b teremos uma represen-
tacdo espinorial quadridimensional dada pelos geradores na forma matricial (HORVATH],
2011

0 — 0 0 0 -1 0 O
0 0 00 0 0 0 0
T = ., Ta= , (422)
0 0 0O 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 0 0 -1 0
1
-5 0 0 0 3 0 0 0
0 £ 0 0 0 —3 0 0
jz - 2 ; ’ ICZ = 2 1 (423)
0 05 O 0 0 5 0
j 1
0 0 0 —35 0 0 0 —3
Agora, usando esses geradores podemos redefinir (412)) como (HORVATH, [2011)
Y = ¢ihagihegikap: (424)

Para encontrar a forma matricial de (424]) devemos expandir as exponenciais em termos

dos geradores atentando-nos para o fato de que (71)% = (72)? =0 e (2K,)3 = —2K,. Assim,
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temos (AHLUWALIA D. V. E HORVATH]| 2010; HORVATH, 2011)

e = 14iTqe,
6T = 14iTse, 142
e’=P = 14i(2K;)sinh(p/2) + (2K;)* [1 — cosh(p2/2)].

Usando entao as relagoes dadas em (426]) podemos encontrar a forma matricial de (424))

1 .2
m p —ip
VP'—p® im0 —p?) 0 0

0_p3

0 p~—p~ 0 0
V(p) = m T . (426)
0 0 e 0
p1+ip2 T
’ ! S Vm@—pp) VR

Desta maneira encontramos a representagao espinorial do boost da VSR, o qual serd

bastante importante no escopo do desenvolvimento desse apéndice.

C.3 INVARIANTES DE CASIMIR DO GRUPO ISIM(2)

Sabemos que para o grupo de Poincaré os invariantes de Casimir sdo dados por

(RYDER], [1996)
Ci=P,Pl=m?  Cy=W,W'=—-m?s(s+1), (427)

sendo W, = %“:Wp 1 JYP P o pseudo-vetor de Pauli-Lubanski e €uwpx O tensor de Livi-Civita,
com (LEE, 2013; RYDER), 1996)

€o123 = —€1B =1, (428)

Massa e spin sao autovalores dos operadores C7 e Cy de Casimir. Esses dois autovalores
comutam com todos os geradores do grupo de Poincaré, fato que lhes assegura o epiteto de
invariantes. Por outro lado, queremos levar essa analise adiante para a VSR. Os invariantes
de Casimir para o grup(ﬂ ISTM(2) sao dados por (PATERA| |1976))

Pl

1 2
= (429)

P2
Cy=P'P,,  Cy=J"— 0

Facilmente podemos identificar os autoestados do primeiro Casimir com a massa da

particula. Todavia, os autoestados do segundo invariante nao possuem interpretacao fisica

20 Grupo ISIM(2) é o analogo de Poincaré (Rotacdes+Boosts+Translagdes no espaco-tempo) para
a VSR. Basicamente esse grupo é o grupo SIM(2), porém com a inclusdo de geradores de translagdo no
espago-tempo.
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direta até entdo. O que podemos inferir de (429) é que massa continua sendo vélida para
a descricao de particulas, contudo além da nog¢ao de spin, nao fica clara qual informacao

estd contida em Cb.

C.4 ESTADOS DE UMA PARTIiCULA

Sabemos que os invariantes de Casimir nos trazem informacoes sobre os estados de
uma particula. Entretanto nao nos da informagoes a respeito de como esses estados se
transformam. Por este motivo, precisamos estudar as representagoes irredutiveis do grupo,
ou seja, vamos buscar os Little Groups, grupos que mantém invariantes por transformacoes
um dado estado inicial. Os estados de uma particula construidos na VSR carregam prati-
camente os mesmos aspectos que os encontrados usualmente nos livros-texto, porém aqui

faremos a construcao deles ressaltando algumas sutilezas advindas da algebra da VSR.

Sabemos que os geradores de translacdo no espago-tempo, P*, comutam com a
energia H do sistema, entdo para que nossos estados possuam energia e momento bem

definidos, vamos impor que sejam autoestados de P*, de maneira que
Pl|p,a) =p"|p,o), (430)

onde o indice o pode se referir a qualquer outra grandeza, como spin por exemplo. Imagi-

nemos um dado vetor momento tipo-tempo no referencial de repouso, denotado por
kt = (m,0). (431)
Considere um momento p#, tipo-tempo

=" ,p). (432)

E 6bvio que existe uma transformacgao que conecta k*, do repouso, para um momento

arbitrario p*. No nosso caso, a transformacao é a seguinte
P =V, ()K", (433)

sendo V¥(p) dado pela matriz (426). Podemos escrever a relagdo acima no espago de
Hilbert
[p.o) =UV(p))|k,0). (434)

Onde U(V(p)) é um operador unitario que implementa V¥ (p). Agora consideremos uma

transformacao arbitraria da VSR, mais precisamente uma transformacao feita por algum
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gerador de STM(2), dada por A
Pt = ALY, (435)
que atuando em um estado quantico corresponde a
p,o) = U(A)lp,0). (436)
Precisamos encontrar o estado transformado U(A)|p,o). Reescrevendo obtemos
U(A)lp,o) =UMUV(p))Ik,0), (437)
inserindo a matriz identidade do lado direito da ultima equagao acima, ficamos com
U(A)lp,o) = UV(Ap)) U~ (V(Ap)U (AU (V(p))Ik.0). (438)

Usando as seguintes regras U1 (A) = U(A™!) e U(A)U(B)U(C) = U(ABC) (RYDER,
1996)), teremos

U(A)lp,o) = UV Ap)AV())U(A)U(V(p))|k.0). (439)

Note que V~H(Ap)AV(p) é a matriz que quando atua em k* devolve kH, pois V(p) trans-
forma k em p, A transforma p em Ap e finalmente V~!(Ap) faz a transformacio inversa,
isto é, transforma Ap em k. Vamos entao definir essa matriz, a fim de simplificar a notacao,
como

W(A.p) =V (Ap)AV(p). (440)

Assim, podemos escrever

UW)Ip,0) =Y Doa(W(A,p))|Ap,7), (441)

o

onde a quantidade Y5 Dy5(W (A,p)) pode ser entendida como uma soma de sucessivas
transformagoes. Para este caso, a transformacao que deixa invariante o estado de uma
particula massiva é (LEE; 2013

DOW(A p)) = e''=%, (442)

ou seja, nada mais do que uma rotagao em torno do eixo z. De forma a contrastar com o
grupo de Poincaré, temos a tabela abaixo. Aqui o grupo SO(2) é o grupo de rotagoes no

plano, geradas por J, e o grupo SU(2) é o de rotacoes geradas por J,Jy, e J..
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kH Little Group VSR  Little Group SR
pup” =m? p° >0 (m,0,0,0) SO(2) SU(2)

Tabela C.2: O Little Group.

C.5 ABORDAGEM DO ELKO PELA ALGEBRA DA VSR

Esta secao esta reservada para que possamos elaborar uma abordagem com maior
riqueza de detalhes do Elko dentro do contexto da VSR, mais precisamente pelo grupo
SIM(2). Como ja visto anteriormente, sabemos que as somas de spin para o Elko quebram
a covariancia relativistica de Lorentz, tornando dificil providenciar uma interpretacao
fisica relevante para a teoria. Veremos aqui que boa parte da estrutura algébrica do
Elko permanece inalterada pelo grupo STM (2). Primeiramente deve ser salientado que
podemos sem perda de generalidade construir o Elko dentro da teoria da VSR, pois este é
um autoespinor do operador conjugacao de carga, e, como sabemos, C nao é uma simetria
do grupo de Lorentz, ou seja, nao é uma simetria que aumenta, por assim dizer, nenhum
dos grupos da VSR. Tendo a tultima afirmagao em mente, podemos evidenciar o fato de
que o mesmo nao poderia ser feito para os espinores de Dirac, pelo simples fato destes
serem autoespinores do operador paridade, simetria banida quando fizemos a construcao
da VSR (ROGERIO] 2014). Ja foi mostrado anteriormente que o Elko é um objeto de
helicidade dual e isso continua valido nos nossos novos moldes algébricos. Relembrando o
operador de boost construido no Capitulo [3, sabemos da veracidade das equacoes -
(77) quando se trata do grupo de Lorentz. Fazendo uma analogia, podemos escrever em

termos do operador de boost da VSR a seguinte relagécﬂ
XA ) = V()Xo A k), (443)

onde yq(k*) é um dos quatro autoespinores Elko, os mesmo ja definidos anteriormente.
O subindice « refere-se as duas possiveis helicidades, {4,F} de cada espinor Xg/ A 0s
resultados a serem obtidos serao os mesmos apresentados em e e, por conseguinte,

podemos estendé-los para um momento arbitrario.

C.6 INVARIANCIA DAS SOMAS DE SPIN A LUZ DA VSR

No Capitulo [3| quando calculamos as somas de spin para o Elko, encontramos um
termo que viola a simetria de Lorentz, a presenga da matriz G(¢) nas equagoes (110]) e
(111]) revela dependéncia com uma dada direcao espacial. Nosso dever a partir desse ponto

é explorar o comportamento de G(¢) mediante transformacoes dadas pelos geradores do

3 Apenas para evitar qualquer tipo de confusio relacionada a notacéo, os espinores Elko dentro da VSR
serao denotados por o (p*).
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grupo STM(2). Assim, primeiramente, analisaremos a invariacia de G(¢) pela matrizE]
[326)

V(p)G(d)[V(p) Tt =G(8), (444)

mostrando que tal termo ¢ invariante sob transformacao realizada pelo boost da VSR,
V(p). Porém ainda é necessario averiguar o que acontece para as demais transformacgoes
provocadas pelos geradores do grupo SIM (2). Com o intuito de facilitar a notagao, vamos

iTier

definir [ =e . De modo que temos

LG@)N] ™ o= =G(0), (445)

evidenciando a invaridncia de G(¢) por transformacoes geradas por 7;. Analogamente

definiremos Ty = €/72¢2_ ¢ assim obtemos
b

LG ()L =0 =G(9), (446)

donde facilmente notamos que G(¢) também é invariante por transformacoes geradas por

T2. Agora Ty = %= e assim encontramos

GG(o)] ™ =G(e). (447)

Logo, G(¢) é invariante sob um boost arbitrario ao longo da dire¢do z (HORVATH] |2011]).
Por fim vamos determinar o que acontece sob a transformacio de e Z‘z}/, denotando Iy =

. /
¢"J=%" temos

LG @)L~ = Go+9¢), (448)

revelando que neste caso G(¢) é covariante (forma invariante) por uma rotagdo em torno
do eixo z. Assim, mostramos que ao se usar o grupo STM(2) é garantida a covariancia
da matriz G(¢) por transformagoes realizadas pelos geradores deste grupo. Assim sendo,
dentro da VSR conseguimos solucionar o problema da quebra de covariancia relativistica

das somas de spin.

C.7 ESTRUTURAS BILINEARES DOS ESPINORES ELKO NO CONTEXTO DA
VSR

Como mostrado nas referéncias (AHLUWALIA-KHALILOVA D. V. E GRUMILLER]
2005; HORVATH, 2011)), o espinor Elko pode ser entendido como um objeto que carrega a
representagao linear do subgrupo do grupo de Lorentz STM (2) ou HOM (2). Neste sentido,

4Todos os calculos dessa secao foram realizados usando os softwares Maple 16.0 e Wolfram Mathematica
7.0.
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seria importante explorar uma possivel deformacao da base de algebra de Clifford nesse
cenario (VILLALOBOS, 2017). Para ilustrar esta situacao, faremos uso dos espinores Elko
encontrados em (AHLUWALIA D. V. E HORVATH], [2010). Definiremos um espinor Elko

no contexto da VSR, dessa maneira, ilustraremos nosso raciocinio utilizando o espinor

X?_7+} (p"), portanto,

i Pa—ipy €i¢/2
\/m(po—pz)
;[ PO—Pz Z¢/2
V@ =vm | et (449)
Ze_
m

Pz +ipy 671'(715/2

m(po—pz)
com o respectivo dual dado por
=S . o~ i%/2 oi/2
X(— 4} (P) = vm ( 0 =i N =N e 0 ) (450)

cuja construcao obedece a mesma prescricdo anteriormente desenvolvida, i.e., podemos
_S/A
escrever o dual da seguinte maneira X, (p*) = [Evsr(p*) )(2/ A (p")]y0, onde o operador

Evsr(p”) é redefinido e dado por

ipe—ipy)e'®  —ilpa—ipy)’e' _ ime="* 0 0
m m(po—pz) P0—DPz
i(Po —pz)ewS o i(pm—ipy)ew 0 0
= wy m m
HVSR(p )_ . . —i¢ . —i¢
i(pztipy)e —i(po—pz)e
0 0 — m —m
0 0 i(pw+ipy)2e_i¢ ie'®m i(]%v"'ipy)e_iq5
m(po—pz) PO—D= m

Este operador atua nos espinores definidos na VSR de maneira andloga ao que acontece
para o caso previamente construido no Capitulo [} ou seja, muda o tipo de espinor e
também obedece as mesmas identidades, 22 ¢p(p") = 1 e det By gg(p)* = 1 garantindo a
existéncia da matriz inversa.

Com tais ingredientes, é possivel ver que todos os passos anteriores sao repetidos
aqui, a saber: as identidades Fierz nao sao respeitadas, exceto se a base de Clifford sofrer
a mesma deformacao. Assim, oygp e K "ﬁ gR 540 as Unicas quantidades fisicas nao nulas e

reais, ao passo que, wysr = 0 e os demais bilineares sao imaginarios.
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