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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo das teorias de cohomologia ordinaria de grupos,
da cohomologia de Tate e de Farrel, e algumas aplicacoes no contexto da Topologia
Algébrica. Dentro desse contexto foram desenvolvidos, através da cohomologia de
Tate, topicos dentro da teoria de grupos com cohomologia peridédica, detalhando
resultados e condigoes necessarias e suficientes para um grupo ter essa propriedade.
Como aplicagao dessa teoria vimos um critério para uma fungao de uma esfera
de homotopia em um CW-complexo ter uma (H,G)-coincidéncia. Também foram
desenvolvidos topicos sobre grupos satisfazendo certas condicoes de finitude, como
por Exemplo grupos de dualidade virtual e, através da cohomologia de Farrell,
apresentamos uma obstrugao para grupos de dualidade virtual satisfazerem o
isomorfismo de dualidade da teoria de Bieri e Eckmann.

Palavras-chave: Cohomologia de Tate, Cohomologia de Farrell, Cohomologia
Periédica, Grupo de Dualidade, Acoes livres em esferas, G-coincidéncias.






Abstract

In this work we present a study of the ordinary cohomology of groups, Tate
cohomology and Farrell cohomology, and some applications in the context of
Algebraic Topology. In this context we were developed topics of the theory of
groups with periodic cohomology, detailing results and necessary and sufficient
conditions for a group to have this property. As an application of this theory
we present a criterion for a map defined in sphere homotopy in a CW-complex to
have a (H,G)-coincidence. Also, we have developed some topics about groups that
satisfy certain finiteness conditions, as for example, virtual duality groups. Besides,
through Farrell cohomology, we present an obstruction for virtual duality groups
satisfying the duality isomorphism of the theory due to Bieri and Eckmann.

Keywords: Tate cohomology, Cohomology Farrell, Periodic cohomology, Group
Duality, free actions on spheres, G-coincidences
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Introducao

A teoria de cohomologia de grupos surgiu através de estudos na &algebra e na
topologia. O ponto de inicio para o aspecto topoldgico da teoria foi o trabalho de
Hurewicz em 1936 sobre espacos asféricos, os seja, espacos X com grupo fundamental
m1(X) = G e grupos de homotopia superiores m,(X) = 0, n > 1. Hurewicz mostrou,
dentre outras coisas, que o tipo de homotopia de um espaco asférico X depende
somente de seu grupo fundamental G e, em particular, os grupos de homologia
de X dependem somente do grupo G. Por essa razao, a homologia de um grupo
G, denotada por H.(G), é a homologia de qualquer espago asférico X com grupo
fundamental G. Até a década de 1940, nao estava claro como descrever H,(G)
algebricamente. O primeiro progresso nesta direcao foi feito por Hopf em 1942, que

descreveu H,(G) através de uma apresentacao, por geradores e relagoes, de G.

Seguindo o trabalho de Hopf, houve um rapido desenvolvimento do assunto por
Eckmann, Eilenberg-Maclane, Freudenthal, e o proprio Hopf. Em meados de década
de 1940, foi dada uma definicao puramente algébrica da homologia e cohomologia
de um grupo, tornando-se claro que o assunto era de interesse, tanto de topoélogos
quanto de algebristas, oferecendo grandes possibilidades de interacao entre as areas.
Uma dessas possibilidades é a teoria de grupos de dualidade devida a Bieri e
Eckmann ([3]). Uma outra possibilidade é a teoria de cohomologia de grupos finitos
que tem sido utilizada em varios contextos, por Exemplo, um dos resultados classicos
nessa area é que qualquer grupo finito que atua livremente em uma esfera deve ter

cohomologia periddica.

Homologia e cohomologia de grupos finitos tem propriedades similares e Tate (ver
[1] ou [6]) desenvolveu um modo de explorar essas similaridades. Uma ilustragao util
da Teoria de Cohomologia de Tate, denotada por H *(G, M), é justamente na teoria
de grupos com cohomologia peridédica. Em [10], Farrell estendeu a cohomologia de
Tate para certa classe de grupos infinitos: a dos grupos com dimensao cohomolégica

virtual finita. Uma das motivacoes para a construcao da cohomologia de Farrell
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foi para entender porque a dualidade de grupos (devida a Bieri-Eckmann) falha
para grupos de dualidade virtual. Este trabalho enfocard as teorias de cohomologia
ordinéaria de grupos, a cohomologia de Tate e a de Farrell, apresentando também

aplicacoes dessas teorias.

O objetivo deste trabalho é, através do estudo das teorias de cohomologia ordindaria
de grupos, da cohomologia de Tate e de Farrel, apresentarmos aplicagoes dessas
teorias no contexto da Topologia Algébrica. Dentro desse contexto desenvolvemos,
baseados em [6], tépicos dentro da teoria de grupos com cohomologia periddica,
através da cohomologia de Tate, detalhando resultados e condigoes necessarias e
suficientes para um grupo ter essa propriedade e também desenvolvemos topicos
sobre grupos satisfazendo certas condigoes de finitude. Uma das motivacoes em
estudar grupos com cohomologia periédica é o fato de eles atuarem em esferas de
homotopia e assim pode-se obter, por Exemplo, generalizacoes do Teorema Classico
de Borsuk-Ulam. Com base nisso, como aplicacao da teoria de grupos peridédicos,
detalhamos os resultados contidos no artigo [11]. Quanto a cohomologia de grupos
infinitos, ela é também interessante principalmente se o grupo satisfaz certas
condigoes de finitude, mesmo que virtuais. Por Exemplo, grupos com dimensao
cohomoldgica virtual finita, grupos virtualmente ciclicos, grupos de dualidade
virtual, grupos infinitos com cohomologia peridédica apds k passos, etc.. Para
isso, outras teorias de cohomologia foram desenvolvidas. Uma dessas teorias é a
Cohomologia de Farrell, (que estende a cohomologia de Tate), a qual estudamos
para o desenvolvimento desse trabalho e nesse contexto, baseadoa nas referéncias 6]
e [10] apresentamos resultados relacionados a teoria de grupos de dualidade virtual,
como por Exemplo, uma obstrucao para grupos de dualidade virtual satisfazerem o

isomorfismo de dualidade da teoria de Bieri e Eckmann.
Mais detalhadamente, a dissertacao contempla os seguintes topicos:

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos em Topologia Algébrica,
que serao de fundamental importancia para o compreendimento do trabalho.
Introduzimos, primeiramente, os conceitos de acao de grupos, alguns resultados
sobre espacos de recobrimento. Apresentamos também os espacos denominados
CW-complexos, e alguns Exemplos do mesmo. Além disso, estudamos o complexo
de Eilenberg-Maclane do tipo (G, 1), ou K(G,1)-complexo, o qual se trata de um
CW-complexo X conexo, tal que m(X) = G, e cujo recobrimento universal X é
contratil (Ver [6] e [18] ). E brevemente relatamos algumas féormulas sobre o grau
de uma aplicacao, nimero de Lefschetz, formula de Kunneth, alguns resultados

de fibrados e espacos classificantes, finalizando este capitulo com homomorfismos

transfer (Ver [5], [14] e [18] ).
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No capitulo 2, baseados em [6], definimos os n-ésimos grupos de homologia e

cohomologia do grupo G, com coeficientes no ZG-médulo M:
H,(G,M) =H,(F ®zc M) e H*(G,M) = H* (HomzcF, M)

onde € : ' — 7Z é uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G. Apresentamos, dentre
outros resultados, o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia de grupo G com
a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre Ind$ (Res% M)
e Coind$%(Res% M), e vemos uma interpretagao topdlogica para H,.(G, M) e
H*(G, M) no caso em que M é um ZG-mdédulo trivial, e alguns Exemplos. Esta
interpretagao é importante pois nos permite calcular a (co)homologia de um grupo
G através da (co)homologia do espago (CW-complexo) K(G,1). Neste capitulo
também fazemos um breve estudo da teoria de (co)homologia de grupos finitos
através de resolugoes periddicas via agoes livres em esferas. No final do capitulo
listamos alguns resultados importantes da teoria de (co)homologia de grupos, como,
produto cross e cup e deslocamento de dimensdes (dimension-shifting) e fazendo um
estudo sobre os functores Torgao e Extensao, destacando os isomorfismos quando

M : Z-livre de torcao:
Tor®(M,N) ~ H,(G,M @ N) e Ext}(M,N) ~ H*(G, Hom(M, N))

onde M e N sao ZG-médulos e G atua diagonalmente em M @ N e em Hom(M, N).

No capitulo 3 apresentamos, baseados em [0], certas condigoes de finitude que
podem ser impostas sobre um grupo G a fim de garantir que a (co)homologia
tenha propriedades boas. A definicao dos grupos de (co)homologia de G nos
permite escolher uma resolucao projetiva I’ arbitraria de Z sobre ZG. Desde
que tenhamos liberdade de escolha, é razoavel tentarmos trabalhar com F' sendo
tao “pequena’quanto possivel, e assim somos levados ao conceito de dimensao
cohomoldgica de um grupo G, ¢d(G), que inicialmente introduzimos neste capitulo.
Apresentamos também os grupos de tipo F'P,, e os grupos de tipo F'P e FL.
Finalizando o capitulo, fazemos um breve estudo da teoria de grupos de dualidade
que sao grupos que satisfazem isomorfismos entre a cohomologia absoluta e a
homologia absoluta, denominados isomorfismos de dualidade de Bieri-Eckmann.
Também apresentamos uma interpretacao topoldgica de grupos de dualidade de

Poincaré e alguns Exemplos.

No capitulo 4, vemos inicialmente alguns resultados de algebra homolégica
e resolugoes completa, que sao necessarios para apresentarmos as teoria de

(co)homologia de Tate e de Farrell. Com o estudo da cohomologia de Tate e algumas
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de suas proprieades, apresentamos alguns resultados sobre grupos com cohomologia
periddica. O principal enfoque deste capitulo é apresentar a teoria de cohomologia
de Farrell, mostrando que ela estende a cohomologia de Tate para uma certa classe
de grupos infinitos, ou seja, grupos com dimensao cohomologia virtualmente finita,

e algumas propriedades. As principais referéncias para este capitulo sao [6] e [10].

No 1ltimo e principal capitulo, apresentamos duas aplicacoes das teorias de
cohomologia estudadas nos capitulos anteriores. Na primeira secao vemos em
detalhes a demonstragao, que se encontra em [I1] do seguinte critério de (H,G)-
coincidéncia de aplicacoes, Suponha que G € um grupo finito que atua livremente
em um CW-complezo Z2n+1 que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera
2n+1-dimensional e f : 22"“ — Y € uma aplicagao. Suponha ainda que uma

¢ wum CW-complezo finito 2n+1-

das condigoes abaixo é verdadeira, a)
dimensional e Y é um CW-complexo k-dimensional. b) Y é um CW-complezo
k-dimensional finito. entdo, se 2n + 1 > |G|k, existe um subgrupo nao trivial
H C G e uma (H,G)-coincidéncia para f. Esse resultado pode ser visto como
uma aplicacao do Teorema [1.4.1] mais especificamente uma consequéncia deste que
¢ o Lema[£.4.1] da teoria de cohomologia de grupos com cohomologia peridédica. Na
segunda se¢ao, apresentamos uma aplicacao do estudo da cohomologia de Farrell.
Mais especificamente, baseados em [6] e [10], apresentamos uma demonstrac¢ao de um
resultado que fornece uma obstrucao para grupos de dualidade virtual satisfazerem

o 1somorfismo de dualidade de Bieri-Eckmann.
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CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e defini¢oes que foram de grande

importancia para desenvolvimento dos capitulos posteriores.  As principais

referéncias sao [5], [14], [18] e [23].

1.1 Acao de Grupos

Definigao 1.1.1 Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Uma agdo (& esquerda)
de G em X ¢ uma aplicagio ¢ : G x X — X, (g,z) — ¢(g,x) = gz satisfazendo, para todo
x € X, as condicoes:

i) ex =x (e: elemento neutro de G).

i) (9192)r = g1(g2%), Yg1,92 € G.

Equivalentemente, podemos escrever esta definicao da seguinte forma: uma acao de G em X
¢ um homomorfismo ¢ : G — Bij(X) dado por ¢(g) = ¢, tal que 9 (x) = gz onde Bij(X) =
{f: X = X; féuma bije¢cao} é um grupo com a operagdio de composi¢ao. Sempre que tivermos
um grupo G atuando em um conjunto X chamaremos este conjunto de G-conjunto. Se X for
um espago topologico e G atua em X chamaremos X de G-espaco. Neste caso consideraremos

¢ : G — Homeo(X).

Definicao 1.1.2 Seja X um G-conjunto e x € X. Definimos a G-6rbita de x como o
subconjunto de X dado por G(x) = {gx | g € G}. O conjunto definido por G, ={g € G | gz =

x} € um subgrupo de G chamado subgrupo de isotropia de G em z.
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Observacao 1.1.1 (i) As drbitas de X formam uma particio de X, isto é, exviste E =

{z;;1 € I}, conjunto de representantes para as orbitas distintas, tal que

X = G,

r,€F

(ii) Existe uma correspondéncia 1-1 entre o conjunto quociente G/G, e a orbita G(z), dada pela
aplicacao:
n: Glx) — G/G,
gr = g=gGu,

Definicao 1.1.3 Seja G um grupo e X um conjunto no qual G atua. Dizemos que X é um
G-conjunto livre se a acao de G em X € livre, isto é, gr = x, para algum x € X se, e
somente se, g = e. Neste caso G, = {e}, para todo x € X.

Dizemos que X é um G-conjunto trivial se a a¢ao de G em X € trival, isto €, gr = x, para
todo x € X e para todo g € G. Neste caso G, = G e G(x) = {z}, para todo x € X.

Dizemos que X € um G-conjunto homogéneo se G atua transitivamente em X, isto €, para

quaisquer x,y € X, existe g € G tal que gr = y. Neste caso G(x) = X, para qualquer v € E.

Definicao 1.1.4 Sejam X um espaco topologico e G o grupo de homeomorfismos de X.

(i) Dizemos que G € propriamente descontinuo se todo ponto x € X possui uma vizinhanga
V tal que, para todo g € G, g # 1, tem-se g.V NV = 0. Neste caso dizemos que a acdio de G
em X € propriamente descontinua.

(i1) Dizemos que G atua efetivamente em X se o homomorfismo ¢ : G — Homeo(X) dado
por o(g)(x) = gz,Vox € X € injetor. Em outras palavras, a a¢io de G em X ¢é efetiva se
(gr =a,Vz eX)=g=ce.

Observagao 1.1.2 (i) Toda ag¢ao propriamente descontinua € livre.

(ii) Toda agao livre € efetiva.

Definicao 1.1.5 Sejam X e Y dois G-espacos e f : X — Y uma aplicagao continua. Se
f(zg) = gf(x) para todo v € X e todo g € G, entdo f é chamada de aplicagdo equivariante.

Exemplo 1.1.1 Considere X = S™ (esfera de dimensio n e G = Zo = {1,—1} (grupo

multiplicativo).  Temos que G atua a esquerda em S™ da sequinte forma: l.x = x e
—lx = —z. A aplicagio f : S — S™ definida, para v = (x1,%2,...,Tns1) € S™, por
flz1, 29, ..., Tpi1) = (=21, X2, ..., Tpy1) € G-equivariante.



1.2 Alguns resultados sobre Espagos de Recobrimento

1.2 Alguns resultados sobre Espacos de Recobrimento

Para definirmos espagos de recobrimento assumimos que os espagos topoldgicos utilizados sao

conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos (e portanto, conexos).

Definicao 1.2.1 Seja X um espaco topoldgico. Um espago de recobrimento de X ¢é um par
()?,p), com p: X = X uma aplicagao continua tal que:

(1) p € sobrejetora.

(2) Todo ponto x € X possui uma vizinhanga U aberta, de modo que a restricio de p a cada

componente conexa U de p~(U) é um homeomorfismo.

Observacao 1.2.1 Denominamos a aplicacao p e a vizinhanca U respectivamente de projecao
de recobrimento ¢ vizinhanga elementar. Ainda, o conjunto p~'(z) é denominado fibra

no ponto v € X.

Exemplo 1.2.1 Seja p : R — S' dada por p(t) = (sent,cost),t € R. Entio (R,p) ¢é
um recobrimento de S*.Além disso, todo subintervalo aberto de S' pode ser visto como uma

vizinhanca elementar.

Observagao 1.2.2 Sejam ()?,p) e (?,q) recobrimentos de X e Y respectivamente. Entao
()? X ?,p X q) € recobrimento de X XY, sendo a aplica¢io p X q definida como (p X q)(z,y) =
(p(z),p(y)). Agora, se U e V sao vizinhangas elementares de x € X ey € Y entao U x V ¢

uma vizinhanca elementar de (z,y) € X xX Y.

Exemplo 1.2.2 Assim, como o toro T? = S* x S, temos que seu recobrimento é R x R = R2.
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u] u] u| O R’
T
u| o o O
5]
O O O O > i

Proposicao 1.2.1 Se ()A(/,p) ¢ um espaco de recobrimento de X entao p : X — X € um

homeomorfismo local.

Demonstracao:[1§], V.2. O

Proposicao 1.2.2 Seja ()N(,p) um recobrimento de X, ©o € X e xy = p(zy). Entdo o

homomorfismo induzido p, - (X, %) — m (X, x9) € um monomorfismo.

Demonstracao: [1§], V.4.1. O

Definicao 1.2.2 Seja ()Z',p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo  : X — X € dito
transformacao de recobrimento (ou deck transformacgao) se pop = p. Ainda, o conjunto
de todas as transformagoes de recobrimento (denotado por A()N(,p)) ¢ um grupo em relacdo a

COMPOSLCao.

Proposicao 1.2.3 O grupo A()?,p) atua livremente sobre )?, isto €, g.T = I se, e somente se,
g=1.
Demonstracao: [1§], V.3.2. O

Definicao 1.2.3 Um recobrimento ()NCp) de X ¢ dito recobrimento universal de X se X

¢ simplesmente conexo, isto €, se m ()?,55) =0, para todo T € X.

Defini¢ao 1.2.4 Um recobrimento (X,p) ¢ dito recobrimento regular se p,(m (X, 7)) é

um subgrupo normal de m (X, z). Ainda, esta condi¢ao independe da escolha do ponto base
Tept(a).

Exemplo 1.2.3 Todo recobrimento universal é reqular.

Definicao 1.2.5 Se ()N(,p) ¢ um espaco de recobrimento de X, o numero cardinal comum dos
conjuntos p~1(x), x € X, é chamado de nimero de folhas do recobrimento. Nés dizemos

que o recobrimento € de n-folhas se #p~'(x) = n e de infinitas folhas se #p~*(z) = oo.



1.3 CW-complexos e K (G, 1)-espagos

Proposicao 1.2.4 Se ()?,p) ¢ um espago de recobrimento de X, T € p~*(x), z € X.

(1) p~H(z) é um 7 (X, x)-espago homogéneo.

(ii) O subgrupo de isotropia correspondente a & € p~*(z) € precisamente o subgrupo p,(my (X, 7))
de m (X, x).

(iii) O nimero de folhas do recobrimento (X, p) € o indice do subgrupo p.(m1(X, F)) em m (X, z).
Demonstragao:[1§] O

Proposicao 1.2.5 Seja ()~(,p) um recobrimento de X. FEntao A()N(,p) € isomorfo ao grupo
quociente m (X, z)/p.(m1(X, %)), para todo x € X e todo T € p~(x).

Demonstracao:[1§] O

Observacao 1.2.3 Em particular, se o recobrimento € universal, p*(m()?,'f)) ~ {1} e

portanto, A()?,p) ~ m (X, x) e a ordem de m(X) € igual ao nimero de folhas do recobrimento
(X,p), ou seja, #p~ ' (z) = #m(X).

Proposicao 1.2.6 Seja ()Af,p) um recobrimento de X. O grupo A()Af,p) atua transitivamente

sobre p~1(x) se, e somente se, ()?,p) ¢ um recobrimento reqular de X .
Demonstracao: [18], V.8.1. O

Proposicao 1.2.7 Sejam X um espaco topologico, G o grupo propriamente descontinuo de
homeomorfismos de X e q : X — X/G a aplica¢iao quociente sobre o espaco de drbitas de G.
Entao (X, q) € um recobrimento reqular de X/G, com G = A(X,q).

Demonstracao: [18], V.8.2. O

1.3 CW-complexos e K (G, 1)-espagos

Definicao 1.3.1 Dado um espaco X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de
CW-complexo se possui uma colegcao de subconjuntos fechados 0? (onde q representa dimensao
(¢=0,1,2,...) e juvaria sobre um conjunto de indices J,), e uma familia de subespagos fechados
X'cX'c...cX?cC ... comX?= U o; (por definigio Xt = 0), e fronteira dada por

P<q
J€Jdp
fl =0l N X7, satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) of — f{ intercepta of — f somente quandop =q e i=j.
(i) X =1, X"
wi) Para cada o?, existe wma aplicagcio caracteristica ¢! : DI — of (onde DY € o disco
j j j
de dimensio q) que leva S9! (esfera de dimensio q — 1) sobre fi, e aplica DT — Sa—1
homeomorficamente sobre of — f! (S~' ¢ o conjunto vazio).
(i) f} intercepta um niimero finito de conjuntos (o] — f), i € J,.
(v) Um subconjunto Y de X ¢ fechado se Y Naj§ € fechado em o], ¥q e Vj € J,, onde o] possui
a topologia quociente de D7 (via ¢5).
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Notacao: Em um C'W-complexo X, e? denotara a célula aberta de dimensao ¢ :
el =gt — f4.

Exemplo 1.3.1 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW-complezo, onde

as 0-células e 1-células sao dadas , respectivamente, por €2 = {n} e el = (n,n+1), n € Z.

1
O T
e e’ e’ e’
-1

2

Exemplo 1.3.2 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complexo sobre S™ pode ser
dada por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = e° U e™.

e

Exemplo 1.3.3 Consideremos X a figura oito. E possivel dar a X uma estrutura de CW -

complexo 1-dimensional, com uma tinica 0-célula, e duas 1-células, ou seja, X = e Uej Ueld.

Exemplo 1.3.4 Como um caso mais geral, consideremos X = \/ S, o bouquet de circulos

ses
indezxados por um conjunto S. Podemos dar a X uma estrutura de C'W -complexo 1-dimensional,

2)-

com uma tnica 0-célula e uma 1-célula para cada elemento de S, ou seja, X = (e’ U (U e

ses

Exemplo 1.3.5 O toro (T?) admite uma estrutura de CW -complexo 2-dimensional, com uma
0-célula, duas 1-células e uma 2-célula, ou seja, T? = e’ Uel Uel U e



1.3 CW-complexos e K (G, 1)-espagos

Observacgao 1.3.1 E também usual denotar uma n-célula por a™ ou, simplesmente por o, caso

a dimensao esteja clara no contexto.

Definicao 1.3.2 Um subconjunto A de um CW-complexo X € dito subcomplexo, se A ¢ a

uniao das células de X, e se para cada célula e”,
e" CA=e" C A
Neste caso, podemos mostrar que os conjuntos
A=ANX"n=0,1,2,...,
define uma estrutura de CW-complexo em A.

Proposicao 1.3.1 Seja X um CW -complexo, o qual é a unido de dois subcompleros X; e X,
cuja interseccao Y = X1 N Xy € conexa e nao-vazio. Se oy € g sao aplicacoes injetivas no

diagrama abaizo

m(Y) — e my(X)
ai B2
T le) - J1 (X)

entao By e Po também sao injetivas, onde todas as aplicagoes acima sao induzidas das inclusoes.

Demonstracao: [6], Lema 7.4. O]

Nosso objetivo agora é definir um CW-complexo satisfazendo condicoes especiais. Para
tanto, fazemos inicialmente algumas consideracoes.

Sejam X um C'W-complexo e X4 X, um recobrimento de X. Por [22], I11.6.9.2, temos que
X também é um C'W-complexo (as n-células o de X sdo as componentes conexas de p~1(o),
onde ¢ é uma n-célula de X, e p|s: 0 — o é um homeomorfismo).

O grupo G das transformagoes de recobrimento atua livremente em X permutando suas

células (Proposicio [23). Assim, X é um G-complexo.
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Se X & contratil, o complexo celular aumentado de X é uma Z.G-resolucao livre de Z com
C’n()? ) um ZG-modulo livre com um elemento bésico par cada érbita de célula em X (Teorema
213,

Se o recobrimento é regular, temos que G atua transitivamente em p~'(c), ou seja,
G(c) = p~'(0), para todo ¢ € p~!(o) (Proposicao [L2.6). Logo cada célula em X nos fornece
uma érbita de células de mesma dimensdo em X. Se, além disso, o recobrimento é contratil,

temos C ()? ) um ZG-médulo livre com um elemento bésico para cada célula de X.

Sera definido a seguir um CW-complexo que satisfaz todas as condicoes citadas

anteriormente.

Definicao 1.3.3 Seja X um CW -complezo tal que:

(i) X € conexo.

(i) m™(X)=G.

(iii) O recobrimento universal X de X € contrdtil (€ fato conhecido que, para CW -complexos

conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este € regular) ([22], 111.6.9.1 e [13], 1.6.7).
Nestas condigoes, X ¢ dito um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G, 1) ou

simplesmente, K(G,1)-complexo.

Observacgao 1.3.2 Pode-se mostrar que a condigio (iii) da definigdo anterior pode ser
substituida por uma das condigdes abaizo ([6] 1.4): (iii) H;(X) =0 parai > 2.
(4ii)" m(X) =0 parai> 2.

Observacao 1.3.3 Neste trabalho, vamos admitir o sequinte Teorema: “Dado um grupo G,
sempre eziste um K(G,1)-complezo”([6], VIII.7.1).

Exemplo 1.3.6 Sejam G =< a >~ Z ¢ X = S'. Temos que X é um K(G,1)-complezo,

pois é um CW-complezo conexo, com 7 (X) = G e o recobrimento universal de X € X =R
(Exemplo [L21]), que € contrdatil.

Exemplo 1.3.7 Sejam G = Z @& ... @ Z (grupo abeliano livre de posto n) e
X =T" = 8" x ... x S' (toro n-dimensional). Temos que X é um CW-complexo conexo,
m(X) = G e o recobrimento universal de X é X = R™ (Observagio [LZ3), que é contrdtil.
Logo, X é um K(G,1)-complexo.

Exemplo 1.3.8 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S enumerdvel) e

Y = \/ S! (bouquet de circulos indevados por um conjunto S). Temos que Y é um CW -

ses
complexo conero de dimensao 1 (pelo Ezemplo [1.5.4), com eratamente um vértice e uma

1-célula para cada elemento de S e, (V) = G ([18],1V.8.4). Além disso, Y ¢ conezo e, se Y
¢ recobrimento universal de Y, temos que Y tem dimensdo 1 (pois Y By ¢ homeomorfismo

local). Assim, H;(Y) =0 para i > 2. Portanto, Y é um K(G,1)-complexo.

8
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g

Exemplo 1.3.9 Sejam G = <a1, c g, by, ,bg,H[ai,bi] = 1> e g, um inteiro maior ou
i=1

wqual a 1.

g
Temos que G € o grupo com geradores as, ..., a4,b1,...,b,, € H[ai, b;| =1 € a unica relagao,
=1

onde [a;, b;] = asbia; *b; . Além disso, G ¢ infinito ([21, 6’.4.3’)._ Temos ainda que G € o grupo
fundamental da superficie orientada Y de genus g (soma coneza de g toros) ([18], IV.5. ex
5.3).

Agora, vamos mostrar que Y € um K (G, 1)-complezxo.

Seja Y &Y o recobrimento universal de Y. Como G é nfinito, temos que Y ndo é compacto,
assim, Y € uma superficie nao compacta e conexa. Dai, por [13], 111.22.25, temos que Hg(?) =
0. Como Hk(?) =0 para k > 2, pois Y tem dimensdo 2, temos que Hk(f/) =0 para k > 2.
Portanto, Y é um K(G,1)-complexo.

k
Exemplo 1.3.10 Seja G =< cq, ..., cx; l_Icz2 >.
i=1
Temos que G € o grupo fundamental de uma superficie Y fechada nao orientdvel de genus k,

k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao Exemplo anterior, temos que Y é um K(G,1)-complezo.

Finalizando essa se¢ao vamos ver o conceito de G-complexo.

Definicao 1.3.4 Um G-complexo ¢é um CW-complexro X munido de uma acao de G em X
que permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, entdo gS = S,
para todo g em G. Se a acdo de G em X permuta livremente as células, dizemos que X € um

G-complexo livre.

Observagao 1.3.4 € importante notar que, pelo fato da acao de G em X induzir um

homomorfismo dado por

p:G — Homeo(X)
g = g X=X

tal que p,(x) = g - x, temos que, se o € uma célula de X, entao g - o também € uma célula de

X cuja dimensdo € a mesma de o (ou seja, p, preserva dimensao).

Observacao 1.3.5 Se X ¢ recobrimento universal de um CW-complexo X, temos que X éum

G-complexo, onde G = m(X).
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1.4  Grau de uma aplicagao

Seja n > 1 e suponhamos que f : S™ — S™ é uma aplicagao continua. Temos que

Z., se i=0,n;
0, sei #0,n.

Hy(S") =

Escolha um gerador o de H,(S") ~ Z e note que o homomorfismo induzido pela f em H, (S™)
tem f.(a) = m.« para algum inteiro m. Este inteiro é independente da escolha do gerador ja

que

fe(—a) = —fi(a) = —m.ao = m.(—a).

O inteiro m é o grau de f, denotado por deg(f). Este inteiro também ¢é muitas vezes referido
como o grau de Brouwer como um resultado de seus esforcos em desenvolver tal idéia.
As seguintes propriedades bésicas do grau de uma aplicagao podem ser encontradas em [20].
(a) Se id denota a aplicacao identidade de S™ entao deg(id) = 1;
(b) Se f,g:S™ — S™ sao aplicagoes continuas entao deg(f o g) = deg(f).deg(g);
(c) deg(k.) = 0 onde k. : S™ — S™ é qualquer aplicagao nao sobrejetora;
(d) Se f,g: S™ — S™ sao homotdpicas entao deg(f) = deg(g);
(e) Se f:S™— S™é uma equivaléncia homotdpica entao deg(f) ==1.
Todas estas propriedades sao resultados da Teoria de Homologia. Uma propriedade bem mais
sofisticada é um resultado da teoria de homotopia de Hopf, a qual consiste no inverso da
propriedade (d): se deg(f) = deg(g) entdo f e g sdo homotdpicas.
Dessa forma, o grau é um invariante algébrico completo para o estudo de classes de homotopia

de aplicagoes de S™ em S™.

1.5 Numero de Lefschetz

Sejam M uma variedade fechada de dimensao m e f : M — M uma aplicagao continua. Entao

para cada k existe o homomorfismo induzido na homologia com coeficientes em Z.

Como M é compacto e desta forma, admite uma triangulagao finita, segue que Hy(M,Z) é um

grupo abeliano finitamente gerado. Logo
Hy(M,Z) = (Parte Livre ) @ (Parte de Torgao)

Assim, Hy(M,2) =Z&Z & ... Z ST, onde a soma das p copias de Z é a parte livre e T

é a parte de torcao.

10



1.6 Formula de Kunneth

Considere agora a seguinte aplicacao:

Hy(M,Z))T % H,(M,7)/T

Logo fo 1 Z® .. ®Z —>7Z&... 0L

Portanto temos uma matriz associada a fi.. Seja tr(fk) o traco desta matriz.

Definicao 1.5.1 Definimos o numero de Lefschetz de f por

m

Af— Z t?" fk

k=0

Observacao 1.5.1 Ay independe das escolhas envolvidas e logo estd bem definido. O nimero

de Lefschetz depende apenas da classe de homotopia de f.
Teorema 1.5.1 (Teorema do ponto fixo de Lefschetz) Se Ay # 0 entao f possui um ponto fizo.

Demonstracao:[20], VI. O

1.6 Foérmula de Kunneth

Teorema 1.6.1 Se X e Y sao espacos topologicos e R € um dominio de ideal principal, entdo

eristem as sequéncias exatas, as quais cinde

0— P Hy(X,R)®@r H,(Y,R) = H(X xY,R) » P Tor{'(H,(X,R), Hy(Y,R)) =0

p+q=n pt+g=n—1

0— P H'(X R)®r H(Y,R) - H"(X xY,R) » @ Torf(H"(X,R),H(Y,R)) =0

pt+qg=n p+g=n+1

Demonstracgao:[6], V.5.8.

Observacao 1.6.1 Sep; : X XY — X epy : X XY — Y sdao as projecoes, F' um corpo,
u€ HP(X,F) eve HIY,F), lembramos que o produto cross é definido por

ux v = pi(u) Ups(v)

Assim, em vista do Teorema anterior, um elemento de H"(X X Y, F) € soma de produtos cup

de classes de homologia menores que n. ([18], pag 175)

11
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1.7 Fibrados e Espacos Classificantes

Os resultados e as defini¢oes desta se¢ao podem ser encontrados em [7] e [I].

Definicao 1.7.1 Seja G um grupo topolégico atuando efetivamente em um espaco X, ou seja
o homomorfismo G — Homeo(X) € injetor. Um fibrado E sobre B com fibra X e
estrutura de grupo G é uma aplicacao p : ' — B junto com uma cole¢cao de homeomorfismos
{p:Ux X —p 1 (U)}, onde U sio abertos em B (p é chamada de carta sobre U), tais que:
(1)0O diagrama

UxX——U
i

p~H(U)
comuta para cada carta ¢ sobre U.
(2)Cada ponto de B possui um vizinhanga sobre a qual existe um carta.
(3)Se ¢ € uma carta sobre U eV C U € aberto, entio a restricio de p a V € uma carta sobre
V.
(4)Para quaisquer duas cartas ¢, ¢’ sobre U, existe uma aplica¢do continua 0, : U — G tal
que ¢'(u,z) = (u, 0, (u).x) para todo v € U e todo x € X. A aplicagcio 0, ¢ chamada de
fungao transicao para @, @'

(5)A colegao de cartas é mazximal entre as colegoes satisfazendo as condi¢oes anteriores.

A terminologia usual é chamar B de base, X é chamado de fibra, e E é chamado de espaco
total.

Definicao 1.7.2 Uma aplicagao continua p : E — B é uma fibracao se dadas aplicagoes
continuas f, f e a inclusao i como abairo, existe uma aplicagao continua g tal que o diagrama

€ comutativo.

S o E

[
p
YxI-1 +B

jan}

Y x

Observacao 1.7.1 Uma aplicacao de recobrimento ¢ uma fibracao. Para uma aplicacao de

recobrimento os levantamentos sao unicos, o que nao acontece para uma fibracao arbitrdria.

O Teorema a seguir é chamado de Teorema de Hurewicz para fibracao e afirma que se uma

aplicacao é localmente uma fibragao entao ela também é uma fibracao global.

Teorema 1.7.1 Seja p : E — B uma aplicagcao continua. Suponha que B € paracompacto e
que existe uma cobertura aberta U, de B tal que p : p~(U,) — Uy € uma fibragdo para cada

U,. Entaop: E — B é uma fibragao.



1.7 Fibrados e Espagos Classificantes

Corolario 1.7.1 Sep: E — B € um fibrado sobre um espaco paracompacto B, entdao p € uma

fibracao.
Se G é um grupo topoldgico, entao G atua sobre ele mesmo pela translacao a esquerda.

G — Homeo(Q)
g — (v g2)

Definicao 1.7.3 Um G-fibrado principal sobre B ¢ o fibrado p : E — B com fibra F=G e

estrutura de grupo G atuando pela translacao a esquerda.

Definicao 1.7.4 Sejam p : E — B um fibrado com fibra X e estrutura de grupo Ge f : B' — B

uma funcao continua. Definimos o pullback de p : E — B pela f como sendo o espaco

[T (E) ={(t\e) € B' x Elp(e) = f(V)}

Teorema 1.7.2 (Teorema de Milnor) Dado um grupo topolégico G, existe um espago B(G)
e um G-fibrado com espago total E(G)

G — E(G) — B(G)

tal que se G — E — X ¢é um G-fibrado principal sobre X qualquer entao existe uma unica
classe de homotopia de aplicagoes f: X — B(G) tal que f*(E(G)) = E.

Definicao 1.7.5 O espaco B(G) é chamado de espago classificante e a aplicacio f €

chamada de aplicagao classificante.

Observacao 1.7.2 Se G ¢ discreto, entao a sequéncia exata de homotopia da fibracao mostra
que
0,sen>1;
m(B(G)) =
G,sen =1

Portanto B(G) é um K(G,1)-complexo (ver [1] II.1).
Teorema 1.7.3 Seja p: E — B uma fibracao com espaco base conexo por caminhos e fibra F

uma k-esfera de cohomologia com k > 1 e A um grupo abeliano. Entao existe uma sequéncia

exata longa
B HNEA) - HRBA) S BB, A) S BB, A) — HY 8B, A) — .
Demonstracao:Ver [23] 9.5.2. O
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Definicao 1.7.6 Sejam X e Y dois G-espacos. Definimos X XgY como sendo o espaco
quociente de X x Y sobre a relagdo de equivaléncia que relaciona (gz, y) com (x, gy) para

todoxe X, yeY eged.

Teorema 1.7.4 Sejam p : E — B um G-fibrado principal e F um G-espaco. Entao m :
F x¢ E — B definida por «|f,e] = p(e) € um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G e é
chamado de F-fibrado associado ao G-fibrado principal.

Demonstracao:Ver [5] pag 74. O]

1.8  Homomorfismos Transfer

Seja m : X — X um espaco de recobrimento de n-folhas, para algum n finito. Em
adigio a aplicacio induzida em cadeias singulares 74 : Cp(X) — Ci(X), existe também um
homomorfismo na direcio contraria 7 : Cy(X) — Cr(X) que leva todo simplexo singular o :
A — X nasoma dos n levantamentos distintos & : A, — X. Isto é uma aplicagao de cadeia que
comuta com os homomorfismos bordo, logo induz os homomorfismos 7, : Hy(X, A) — Hy(X, A)

e H¥(X, A) — H*(X, A) para qualquer grupo de coeficientes A.
Definicao 1.8.1 Os homomorfismos 7, e 7" sao chamados de homomorfismos transfer.

Observacao 1.8.1 Considere X e Y G-complexos livres e as projecoes de recobrimento px :
X = X/Gepy:Y =Y/G. Se f: X =Y éuma aplicacio equivariante com f : X/G — Y /G

imduzida nos espagos de orbitas, entao temos o sequinte diagrama comutativo:

H(Y/G,Z,) L~ H*(X/G,Z,)

E E

H*(Y,Z,) —— H*(X,Z,)

onde T* € o respectivo homomorfismo transfer (Ver [5] pag 121).

Proposicao 1.8.1 Se X ¢ um CW-complexo k-dimensional, G um grupo finito atuando
livremente em X e R um anel com unidade. Entdo o homomorfismo transfer 7* : H*(X, R) —
H*(X/G, R) € sobrejetor.

Demonstragao:A demonstragao completa se encontra em [5].

A idéia da demonstracao é considerar o complexo de cocadeias S;(, R) = Hom(S;(, R), R), onde
S;(, R) é o médulo livre gerado pelas j-células abertas. Como X é um G-CW-complexo, entao
X/G tem a CW-estrutura induzida; em particular se e,, sao as k-células de X/G, entao para cada
« existem exatamente r k-células el ... e de X levadas pela projecao m em e,, onde r = |G|

en: X — X/G é a aplicagdo quociente. Neste caso o homomorfismo transfer 7* : H*(X, R) —

14
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H*(X/G, R) é o homomorfismo induzido pela aplicagiao de cadeia 7 : S¥(X, R) — S*(X/G, R)
dada por 7(u)(eq) = p(el) + ...+ u(er). Considere um k-cociclo n € S*(X/G, R). Definimos
uma k-cocadeia ' € S¥(X, R) por n/(el) = n(e,) se j = 1 e n'(el) = 0 se j # 1 para todo a.
Assim 7(n') = n; mais ainda, como X tem dimensao k, S¥1(X, R) = 0 e entdo toda k-cocadeia
de X é um k-cociclo. Assim 7’ representa uma classe de cohomologia de H*(X, R) que ¢ levada

em [n] pela 7.
0]
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CAPITULO

2

Homologia e Cohomologia de Grupos

Neste capitulo veremos o conceito de (co)homologia absoluta de grupos e alguns resultados
sobre essa teoria, dentre eles o Lema de Shapiro. Além disso, apresentamos uma interpretacao
topolégica para H*(G,M) e H.(G,M) que relaciona, a (co)homologia do grupo G com a
(co)homologia de um K(G, 1)-complexo.

2.1 ZG-moddulos e Resolucoes Projetivas

Definicao 2.1.1 Seja G um grupo denotado multiplicativamente. Considere ZG o Z-mdédulo
livre gerado pelos elementos de G. Dai, um elemento de G € expresso unicamente na forma

Zagg, onde ag € Z e oy = 0 para quase todo g. Em ZG definimos a multiplicagao
gelG

O ag9).O_Buh) = > agBugh

geq heaG g,heq

e a soma

(Z agg) + (Z Be9) = Z (ag + Bg)g

geG geG geqG

que fazem de ZG um anel com unidade le, onde e € o elemento neutro de G, chamado de anel

grupo de G sobre Z.

Proposicao 2.1.1 Sejam G um grupo (multiplicativo) e A um conjunto nao vazio. Entdo, A

¢ um ZG-mddulo (a esquerda) se, e somente se, A é um Z-mddulo munido com uma a¢do de

G em A.
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Demonstracao: Seja A um ZG-médulo. Temos que A consiste de um grupo abeliano munido

com um homomorfismo

p: ZG — End(A)
B p(B) = s
onde End(A) denota a anel dos homomorfismos de A e ¢g(a) = f.a, para todo a € A.

Este homomorfismo p induz uma agao de G em A, dada pela aplicacao

p: GxA — A
(g,a) = o(g,a) = p(g)(a) = g.a,

Além disso, podemos definir um homomorfismo p* : Z — End(A), dado por p*(r) = p(re), onde
e denota um elemento neutro de G. Com este homomorfismo p*, fazemos de A um Z-médulo.
Reciprocamente, dado um Z-médulo A munido de uma acao ¢ : G — Aut(A), temos induzido

um homomorfismo p : ZG — End(A), dado por

P> agg) = age(g).

geG

Este homomorfismo, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z-mdédulo A, faz de A um

ZG-mébdulo, como queriamos. O

Observacgao 2.1.1 (a) Seja € : ZG — Z a aplica¢io aumentagao usual, definida por

e9) =1LVgeG e (Y ag9) =Y auelg) =) ay

gelG gelG geG

Se A ¢ um ZG-mddulo trivial e o = Zagg € ZG entao,

geG

am = (Z agg)m = Z ag(gm) = e(a)m.
geG geG
(b) Todo Z-mdédulo M pode ser visto como um ZG-mdédulo se considerarmos em M a G-ag¢do
trivial. Em particular, o anel Z pode ser visto como um ZG-mddulo trivial.
(c) Todo ZG-mddulo (a esquerda) M pode ser considerado como um ZG-mdédulo (a direita),

definindo a sequinte G-ac¢ao d direita em M:

o MxG — M
(m,g9) +— mxg=g 'm\VgeGVYme M.

Proposicao 2.1.2 Seja X um G-conjunto livre e seja E um conjunto de representantes para

as G orbitas em X. Entao ZX (Z-mddulo livre gerado por X ) é um ZG-mddulo livre com base
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2.1 Z.G-médulos e Resolugoes Projetivas

E.

Demonstracao: Primeiramente, observe que, se X = UX,- entao,
el
zX = z|| JXxi] = P zx; (2.1)
iel iel

De fato,

a € Z[U Xi| e a=n,00 + 0oty + ...+ 0y 0, Ny, € LX,, S a € @ZXi.
iel iel

Pela Observacao (LLI) (i), se £ é um conjunto de representantes para as G-érbitas em X,

entdo X = U G(x).
el

Pela igualdade 2], temos
ZX = P ZIG()). (2.2)

el
Mas, pela Observacao (LII) (i), G(z) = G/G,. Como a agao de G em X é livre, temos que
G, = {1}. Logo, G(z) = G.
Substituindo em 2.2 temos

7X = @ZG.

zel

Portanto, ZX é um ZG-médulo livre com base E. 0

Corolario 2.1.1 Seja H subgrupo de G e E um conjunto de representantes para as classes
laterais gH de H em G. Entao, ZG = @ZH.

geE

Demonstracao: A multiplicacao a esquerda dos elementos de H pelos elementos de G faz de
G um H-conjunto livre, pois g.h = h se e somente se h = 1. Portanto, o resultado segue da

Proposicao anterior. 0

Definicao 2.1.2 Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-mddulo a esquerda.
Uma resolugcao de M sobre R, ou uma R-resolugcao de M, é uma sequéncia exata de R-modulos
Fii.—F2F 2% R M-—0

A aplicacao € : Fy — M ¢é chamada aplicagcao aumentagao. Se cada F; € livre, dizemos que

a resolugao ¢ livre. Se cada F; é projetivo, dizemos que a resolugao ¢é projetiva.

Notagao: ¢ : F' — M denotard uma R-resolucao de M.

podemos ver € : C' — X como uma
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Exemplo 2.1.1 Seja G o grupo ciclico infinito com gerador s. Logo, G =< s >~ 7. FEntao,
0—ZG 5 7G5 7 — 0.

¢ uma resolucao projetiva de 7 sobre ZG, onde 0(a) = (s — 1).a, para o € ZG e € a aplicagdo
aumentacao.
De fato, temos que mostrar que
(a) 9 € injetora;
(b) Imd = Ker(e);
(c) Ime =Z.

(a) 0 € injetora.
Seja o = Znisi € ZG, com n; =0, para quase todo i € 7 (*).

i€Z
a € kerd = 0a) =0 = (s—1)a=0= Znis”l — Znisi =0 = Znis”l =
o i€Z i€Z i€Z

Znisi reordengndo Zni_lsi = Znisi i e:lgvre ni_1 =n;, Vi € Z % n; = 0,Ve € Z. Logo,

1€L 1EL i1€L

a=0. Assim, Kerd = {0}.
(b) Afirmacao: Ker(e) =< s — 1 > como ZG-mddulo a esquerda, isto €, Va € Kere,a =
p.(s — 1), para algum € ZG.

k k
Justificativa: Seja o € Ker(e), a0 = Znis”. Entao, e(a) = 0. Assim, an = 0. Dai,

i=1 i=1

k k k
o= g n;s’" — E n;.1 = E n;(s" —1).
i1 i=1 i=1

Mas, s —1=(14+s+...+ ") (s—1). Logo,

k
a= (an(l +s5+... s (s—1).

k
Assim, existe f = an(l +s5+... 4+ € ZG tal que a = B(s — 1).
i=1
Im0 = Ker(e)

Imo = {0(a)|a € ZG} = {(s — 1)aja € ZG} Geiclico {a(s = 1)|a € ZG} = Ker(e).

(c) E claro, pois a aplicagao aumentacao é sobrejetora.

Teorema 2.1.1 Todo R-mddulo M tem uma resolucao livre (e portanto projetiva). Além disso

duas resolucoes projetivas do mesmo modulo M sao homotopicamente equivalentes.
Demonstracao:Ver [15] O
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2.1 Z.G-médulos e Resolugoes Projetivas

Observacao 2.1.2 O Teorema anterior pode ser enunciado da sequinte forma: Duas

R-resolugoes de um mesmo modulo M sao “iguais”™, a menos de uma equivaléncia de homotopia.

Observacgao 2.1.3 Se M ¢é um G-mddulo e M'" é um G'-mddulo entao M @ M’ é um G x G'-
modulo de maneira natural:
(9.9)(mem) = gm® g'm’

s

Note que se M é um ZG-mddulo projetivo e M' um ZG'-mddulo projetivo entao M @ M’ é
um Z[G x G'|-mddulo projetivo.
De fato, basta verificar quando M = 7ZG e M' = ZG', e neste caso, seque do isomorfismo

natural:
ZGRLG ~ 7Gx G, (g2 ¢) — (9,4

Observacao 2.1.4 Dados dois complezos de cadeia (X,0) e (Y,d), podemos fazer o produto
tensorial dos complexos de cadeia, onde obtemos um complexo de cadeia C' =X ® Y dado por

C, = @ X, ®Y, edy(x,y) = (0p(x) + (=1)Px,y + 04(¥)) prg=n- Usando isso e a Observagao
ptag=n
anterior, pode-se mostrar que, se G e G' sao grupos, F' € uma ZG-resolugao projetiva de Z e

P € uma ZG'-resolucao projetiva de Z entao F @ P é uma Z[|G x G']-resolugao projetiva de
7L ~7.

2.1.1 Resolugoes via topologia

Seja X um G-complexo. Podemos formar o complexo de cadeias C.(X), onde C,(X) é o
Z-médulo livre gerado pelas n-células de X. A acdo de G em X induz uma agao em C,(X) da
seguinte forma:

g-(a1o1 4+ ...+ a,0,) ==a19 01+ ...+ ang - Op.

Assim, C,(X) torna-se um complexo de cadeias de ZG-mddulos. Definimos a aplicagao ¢ :
Co(X) — Z por £(c°) = 1, nas 0-células ¢° de X, e a estendemos por linearidade.
Temos que € é uma aplicacao de ZG-médulos, pois, g - o” também ¢ 0-célula e, a acao de G em

7, é trivial.

Proposicao 2.1.3 Se X é um G-complexo livre contrdtil, entao o complexo de cadeia celular

aumentado de X :
s Ca(X) 2 (X)) = (X)) D (X)) = Z— 0
¢ uma resolucao livre de 7. sobre ZG.

Demonstracao: Seja X, = {0 € X; ¢ é uma n-célula}. Temos que C,,(X) = ZX,, (Z-mbédulo

livre gerado pelas n-células).
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Agora, como X,, C X e X é um G-complexo livre, temos que X,, ¢ um G-conjunto livre, logo,
pela Proposicao 2. 1.2, C,,(X) é um ZG-mdbdulo livre com base E, onde E é um conjunto de
representantes para as G-6rbitas em X,,.

Sabemos que, se X é contratil, entao tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto e, deste

modo
Z se n=0
Ho(X) =~ Hy({z0}) = { .
0 caso contrario.
Mas,
Ker 0,
0=H,(X)= ekl BN Ker 0, =Im 0py1, n>1.
Im 8n+1

Resta mostrar que I'm 0; = Ker . Consideremos o diagrama

— O(X,Z) D CX,Z) < Z — 0
Lay
0
Temos que
Z:HO(X) _ KGT@O . Co(X>

[m@l N [m@l

Como € é sobrejetora, pelo Teorema do homomorfismo, temos

Como I'm 0, C Ker e, podemos fazer o quociente:

Co(X)

L= Kere Kere = Kere
Im81 Im@l
Logo,
K
er e _0
]m81

Temos Im 0; = Ker e.

Assim, o complexo

e Cp(X) 2 O (X)) 5 O(X) B Co(X) = Z— 0

é exato e, entao, temos uma resolucao livre de Z sobre ZG. 0]

Observacao 2.1.5 O Teorema anterior ¢ wvalido também se considerarmos um espaco

topologico contratil X no qual G atua propriamente descontinuamente. Podemos mostrar entdo
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2.1 Z.G-médulos e Resolugoes Projetivas

que o complexo de cadeias singular aumentado C.(X) — Z € uma resolugdao livre de 7 sobre
ZG. Para maiores detalhes ver [16], IV.11.

Como consequéncia imediata desses resultados, temos a seguinte Proposicao:

Proposicao 2.1.4 Se Y é um K(G,1)-complezo, entao o complexo de cadeia celular aumentado
do recobrimento universal Y de Y: ... — Cy(Y, R) % C1(Y,R) 9 Co(Y, R) BN AN

¢ uma resolugao livre de 7. sobre ZG.

Demonstragao:Como Y é um K(G,1), entao Y é um G-complexo livre contratil. Logo, pela

Proposicao 2.1.3 temos que o complexo acima é uma resolucao livre Z sobre ZG. 0]

Exemplo 2.1.2 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = \/ St

ses
(bouquet de circulos indexados por um conjunto S).

Vimos no Eremplo .38 que Y é um K(F(S),1)-complezo. Sabemos que Cn(Y) tem um
elemento basico para cada n-célula de'Y (pois, Y ¢ recobrimento universal de'Y , logo, regular).

Tomemos um ponto base 1, em Y (Yo: vértice em ?).Temos que 1o representa a unica
G-drbita de vértices de Y (existe uma 0-6rbita de vértices em Y para cada vértice em'Y ). Daf,
o gera o RG-mddulo livre Co(Y), e assim, Co(Y) ~ ZG.

Como base para 01(37), tomamos para cada s € S uma 1-célula orientada ey de Y, que
¢ projetada sobre S} (orientada no sentido positivo). Temos wma 1-drbita em Y para cada
1-célula em Y.

Podemos supor que es tem 1o como ponto inicial e, caso isto nao ocorra, tomamos outro
representante e, com ponto inicial iy (isto €, se e, tem um ponto inicial vy, entdo, existe g em
G tal que g.es = e, pois G atua livremente e transitivamente, permutando as células de 17),
onde o ponto final de ey serd s.1g.

Note que podemos identificar o grupo das transformagoes de recobrimento G(Y/) com
m(Y,v0) da sequinte maneira: seja « : I — Y um laco em Y ([a] € m(Y,y0)). Temos

que existe um unico levantamento & de o, comecando em vy. Mais ainda, seja

e:mY,y) — G(}M/)

o] = fa

onde fo € a unica transformacao de recobrimento tal que fo(go) = a(l). Temos que ¢ €

isomorfismo e, dai, G(Y) ~ w1 (Y, ). Além disso, G(Y) atua livemente em Y , com agdo:

GY)xY — Y
(for 1) = fal)

Olhando esta agio como uma agio de m(Y) em Y, temos [o]f = fo(f) = @(1). Como

cada S} representa um gerador em m (Y,yo) ~ F(S), identificamos S! com s através deste
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

isomorfismo. Assim, temos que existe um unico levantamento S de s, comecando em 1y € 0
ponto final deste levantamento é §(1) = fs(9o) = $.Yo-

Tal levantamento é a 1-célula e, onde ples) = S! = s (a célula e, é aplicada
homeomorficamente em Sl ).
Note que G = F(S) ~ G(Y), com s ~ f,.

Agora, voltando ao Ezemplo, temos d(es) = s.yo — Yo = (s — 1).9o. Daf,

0 - EPZG), 5 2GS Z 0

seS

¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG, onde @(ZG)S ¢ um ZG-modulo livre com base

ses
(es)ses, Oes) =s—1ee(g) =1, para g € G.

2.2 Alguns resultados sobre ZG-produto tensorial e ZG-homomorfismos

Definicao 2.2.1 Se G € um grupo e M é um ZG -modulo entao o grupo dos cotnvariantes
de M, denotado por Mg, € definido como sendo o quociente M/A onde A € o subgrupo aditivo

gerado pelos elementos da forma gm —m com g € G, m € M.

Observacao 2.2.1 O nome ‘coinvariantes’ vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no

qual G atua trivialmente.

Definigao 2.2.2 O grupo dos invariantes, denotado por M®, é dado por M® = {m €
M;gm =m,Vg € G}.

Observagao 2.2.2 Se M é um R-modulo a direita e N é um R-modulo a esquerda entao
M ®gr N denotard o produto tensorial de M e N sobre R. Se R =7 o produto tensorial serd
denotado simplesmente por M @ N. Agora, se M e N sao R-modulos a esquerda denotaremos
por Homp(M, N) o grupo (aditivo) de R-homorfismos de M em N. Novamente, se R = Z esse
grupo serd denotado simplesmente por Hom(M,N). Observe que, quando R = ZG, em vista
da Observagaol211 (¢), podemos considerar um ZG-modulo a esquerda como um ZG-modulo a
direita e assim, o produto tensorial sobre ZG e o grupo de ZG-homorfismos estao bem definidos

para ZG-modulos (a esquerda,).

Proposigao 2.2.1 Mg ~ Z ®@zq M e Homgg(Z, M) ~ MY, onde Z ¢é visto como um ZG-

modulo com G agao trivial.

Demonstracgao: Note que em Z ®z M temos a identidade: 1® gm = 1lg®@m = 1®m. Entao
existe a aplicacao Mg — Z ®yzc M dada por m — 1 ® m, onde m denota a imagem em Mg de

algum elemento m € M. Por outro lado, usando a propriedade de produto tensorial, podemos
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2.2 Alguns resultados sobre ZG-produto tensorial e ZG-homomorfismos

definir uma aplicacao Z®zg M — Mg por a®m +— am. Estas duas aplicagoes sao inversas uma
da outra. Agora, definindo v : Homyzg(Z, M) — M por ¢(f) := f(1), mostra-se facilmente

que ? é um isomorfismo. ([l

Observagao 2.2.3 Em vista da Proposi¢aol2.21 e algumas propriedades do produto tensorial,
obtemos imediatamente as duas sequintes propriedades do funtor coinvariante:

e Fxatidao a direita: Dada uma sequéncia exata M' — M — M" — 0 de G-mddulos, a
sequéncia induzida M}, — Mg — M{ — 0 € exata.

e Se F' € um ZG-mddulo livre com base (e;), entao Fg € um Z-mddulo livre com base (€;).

Proposigao 2.2.2 Sejam M e N ZG-mdédulos (a esquerda). Temos

M ® N
M®ZgN:(M®N)GI: A s

onde A=<gm@gn—men;Vmene M N,Vge G >.

Demonstracao: Vamos ver como obtemos M ®z N de M ® N.

Consideremos a seguinte relacao em M @ N

(mxg)®nm® gn,¥Yme M,Vg € G.

Mas, vendo M como um ZG-médulo (a direita), temos pela Observagao ZI.1] que
m*g=g¢g 'm,Ymée M,Vg € G.

Assim, (m* g) @ n = (¢~ t.m) ® n. Logo,

(g71lm)@n=m® g.n. (2.3)
M ® N
Portanto, M ®z N = ? . Substituindo m por gm, tem-se
m®n=gm® gn (2.4)

Definimos, entao a G-agao diagonal de G em em M ® N, g(m ® n) = gm ® gn. Consideremos

em M ® N tal acdo e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos g.(m ® n) —m ® n. Assim,

M® N
em (M ® N)g = j) , estamos identificando elementos da forma ¢g.m ® g.n com m ® n,

VYm € M,¥n € N,V¥g € G. Isto é o mesmo que identificar (¢~ 1.m)®@n = (m*g) ®n com m&n
(por 23 e 24)). Deste modo,

M® N
(M®@N)g=——=M ®z¢ N.
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

O

Observagao 2.2.4 A passagem entre modulo a esquerda e a direita como acima € conveniente,
mas as vezes pode causar confusao, por Exemplo se M admite G-ac¢ao a direita e a esquerda.
Em tais casos usamos a notacao padrao M ®zc N quando queremos indicar que o produto
tensorial € para ser formado com respeito a acao a direita de G em M do que com a ac¢ao a

direita obtida da acdo a esquerda.
Corolario 2.2.1 M ®zc N ~ N ®zq M.

Demonstracgao:
M®ZgN’:’ (M@N)GE (N@M)G’;"N@ZgM

O
Sejam M e N ZG-moédulos (& esquerda), e consideremos Hom (M, N). A agao de G em M e N
induz uma acao de G em Hom(M, N), dada por

G x Hom(M,N) — Hom(M,N)
(9. 1) — g.f

talque g.f(z) = g.f(g7 x);9g € G, f € Hom(M,N) ez € M. Note que o uso de g~! para definir
a acao é necessario devido a contravariancia de Hom na promeira variavel. Compensamos esta
contravariancia, convertendo M a um ZG-médulo a direita, considerando m x g = g~!.m. Deste

modo, a agao fica:
g.f(m) = g.f(g7".m) = gf(m*g).

Assim, Hom(M, N) serd um ZG-médulo (a esquerda).
Proposigao 2.2.3 Homgq(M,N) = Hom(M, N)¢
Demonstracao: Seja
Homza(M,N) = {f € Hom(M,N);g.f(z) = f(g.x)},
ou seja, f é equivariante. Assim,

f € Homzg(M, N) g.f(x) = flg.x),Vge G,z e M
fl@)=g"f(gx),Vge Gx e M
f@)=g " flx),Vg ' eGxeM
9f =fVgeG

f € Hom(M, N)C.

(I R
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2.3 A definigao de H.(G, M) e H*(G, M)

Logo, Homyzg(M, N) = Hom (M, N)¢. O

2.3 A definicao de H.(G, M) e H*(G, M)

Veremos agora a defini¢ao de (co)homologia de um grupo G com coeficientes em um ZG-médulo
M.

Definicao 2.3.1 Sejam ... — F, Oy F,i — ... = F 9 Fy S Z — 0 uma resolucdo
projetiva de Z, sobre Z.G e M um ZG-mddulo a esquerda. Podemos formar os complexos de

cadeia e cocadeia, respectivamente:
FRueM:... 5 F, @ MBF,_ ®@cM— ... = F @M% Fy@eM—0
Homge(F, M) : 0 — Homze(Fo, M) 55 Homae(Fy, M) %5 ... = Hompe(F,, M) — ...
com operador bordo dado por 0, := 0, ® id e operador cobordo

0" Homgg(F,, M) — Homgg(F,i1, M)
f = 8(f) = fo0un

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M € definido por
H,(G,M) := H,(F Q@ M).
(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

H"(G,M) := H"(Homyc(F, M)).

Observacao 2.3.1 As defini¢oes de H.(G, M) e H*(G, M) independem da resolu¢do projetiva
€ : F — 7Z escolhida (a menos de isomorfismo canénico). De fato: Tendo em vista o Teorema
211, se € : F' — Z uma outra resolucdo projetiva de 7 sobre ZG mostra-se que os complexos

F®za M e F' ®z M sao homotopicamente equivalentes. Deste modo,
H*(F QSQza M) >~ H*(F/ Rza M)

Analogamente, os complezos Homzg(F, M) e Homya(F', M) sao homotopicamente equivalen-
tes e assim,
H*<H0ng(F, M)) >~ H*(Hong(F/, M))
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Observacao 2.3.2 Tomando M = 7, com G-acao trivial, temos
H.(G,Z) = H.(F ®z¢ Z) = H.((F ®2 Z)c) ~ H.(Fg)

Proposicao 2.3.1 Sejam G um grupo e M um ZG-modulo. Entao
(a) Hy(G, M) ~ Mg
(b) H*(G, M) ~ M€.

Demonstracao: Consideremos a resolugao projetiva de Z sobre ZG:

s EREXRE o SRR S7 0

(a) Aplicando o funtor — ®z M, obtemos o seguinte complexo:

=1 ®ZGML>F0®ZG*€>Z®ZGM*>O

E

0

Como tal funtor é exato & direita, temos que Imd; = kere e € é sobrejetora. Assim,

Kerdy Fy®zq M

Ho (G, M) = =
o(G, M) Imd, Kere

2Z®ZgM2MG

Logo, Hy(G, M) ~ M.
(b) Aplicando o funtor Homgg(—, M), obtemos o complexo
0 —= Homza(Z, M) —= Homyza(Fo, M) —= Hompe(Fy, M) — . ..

g

0

Como tal funtor é exato & esquerda, temos que Ime = Kerd® e ¢ é injetora. Assim,

Kerd® -
H(G,M) = % = Kerd® = Imé ~ Homga(Z, M) ~ M©.

Logo, H(G, M) ~ M¢. O

Exemplo 2.3.1 Sejam M um ZG-mddulo e G o grupo ciclico infinito com gerador t. Vamos
calcular H (G, M) e H*(G, M). Vimos no Exemplo 211 que 0 — ZG MNrq ST 0, é
uma resolugao livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG onde 0y =t — 1. Aplicando o funtor

— ®za M, obtemos o complexo de cadeias

0= ZG @pe M 5 726G @y M — 0
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2.3 A definigao de H.(G, M) e H*(G, M)

onde 0; = 0 ®id. Agora, temos os sequintes isomorfismos:

M ~ ZGeuM B 72GouM ~ M
H

mo l®@m t—1)@m — (t—1)m

Deste modo, podemos considerar

@
=
4
=

= (t—1)m

3

Portanto, H.(G, M) € a homologia do complezo:

0—>M84M—>O

Kero,
{0}

Kerd, = Ker(t —1) ={m € M;(t —1).m =0} = {m € M;t.m =m} = M®

Assim, H (G, M) = = Kerd,. Mas,

Portanto,
HO(G7 M) = MG’

H(G, M) = M®
H(G,M)=0,i>2.

Note que H\(G,M) = MY —2.3.1 H°(G,M). Calculemos H*(G,M). Aplicando o funtor
Homgg(—, M), obtemos
0 — Homze(ZG, M) %5 Homze(ZG, M) — 0

onde 8°(f)(x) = (fo01)(x) = (f o (t = 1))(x) = f((t = 1).(x)) = (t = 1) f ().
Logo, 6° € a multiplicagao por (t —1). E ainda

Homgza(ZG, M) ~ M
f o= f()

Assim, H*(G, M) é a cohomologia do complexo:

0—>Mtl>1M—>O

Kerd! M
Agora, H(G, M) = 705 = —pyap = Mo
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Portanto,

Note que H'(G, M) = Mqg = Ho(G, M).

2.4 Modulos Induzidos e Coinduzidos e Lema de Shapiro

Comecamos esta secao fazendo um estudo sobre extensao e coextensao de escalares. Sejam R e
S anéis e, a : R — S um homomorfismo de anéis. Consideremos M um S-médulo (a esquerda).

Podemos ver M como um R-moédulo (& esquerda), definindo em M a R-agao:

w: RxM — M

(r,m) — r-m=a(r)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S-mdédulos (& esquerda) para a categoria
dos R-médulos (a esquerda) denominado restrigao de escalares. Neste caso, M é denotado
por RGS}%M :

Agora, estamos interessados em construir S-moédulos a partir de R-modulos.
Seja M um R-moédulo (a esquerda). Através do homomorfismo v : R — S, vamos obter, a
partir de M, os S-médulos (& esquerda): S @z M e Hompg(S, M), da forma a seguir.

Podemos ver S como um R-médulo (a direita), por restrigdo de escalares, através da agao:

n: SxR — S
(s,r) +— s-r=sa(r)
onde sa(r) é a multiplicagao do anel.
Assim, podemos considerar o produto tensorial S ®g M.
Nosso objetivo ¢é definir em S ®p M uma S-agdo (a esquerda), para que este se torne um

S-modulo. Definimos, entao
(R SX(S@RM) — S®rM
(5,5 ®m) = s5-(s ®@m):=s5 @m.

Pode-se provar que 1 estd bem definida e é uma S-agao. O S-médulo (a esquerda) S @ M é

dito ser obtido de M por extensao de escalares de R para S (via «).

Consideremos, agora, uma construgao dual, utilizando Hom ao invés de ®. Dado um R-modulo
M (aesquerda), vamos ver S como um R-médulo (& esquerda) por restrigao de escalares, através

da agao:

30



2.4 Moédulos Induzidos e Coinduzidos e Lema de Shapiro

& RxS — S
(r,s) = r-s=ar)s
onde «(r)s é a multiplicacao do anel. Assim, podemos considerar Homg(S, M). Nosso objetivo

é definir em Hompg(S, M) uma S-agdo (a esquerda), para que este se torne um S-mddulo.

Definimos, entao

. Sx Homg(S,M) — Homg(S, M)
(s,.f) = os fy (s f)(s) = f(ss)

Pode-se provar que 9 estd bem definida e é uma S-ac¢ao. O S-mdédulo (& esquerda) Hompg(S, M)

¢ dito ser obtido de M por coextensao de escalares de R para S (via ).

Observacao 2.4.1 Sejam ¢ : ZG — 7 a aplicacao aumentacao e M um ZG-mdodulo. Entao,
0 Z-médulo Z @zc M, obtido de M por extensao de escalares de ZG para Z, é simplesmente
Mg e, o R-mddulo Homya(R, M), obtido de M por coextensiao de escalares de Z.G para Z, é

simplesmente M.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos a aplicacao inclusao « : ZH — ZG.
Assim, se M é um ZG-mdbdulo, podemos vé-lo como um ZH-mdédulo através da inclusao, neste
caso, denotamos o ZH-médulo M por Res$ M (médulo restrigao).
Seja M é um ZH-médulo entao O ZG-modulo obtido de M por extensao de escalares sera
denotado por Ind% M, assim

]nd%M = ZG Qzp M.

Neste caso, a extensao de escalares é chamada inducgao.

Da mesma forma, o ZG-mdédulo obtido de M por coextensao de escalares sera denotado por
Coind$ M. Assim,
Coind$, = Homgy(ZG, M).

Neste caso, a coextensao de escalares é chamada coinducao.
Observagao 2.4.2 Se H = {1}, temos ZH ~ Z. Deste modo
Ind{yM =ZG @M e Coind{,M = Hom(ZG, M).
Tais Z.G-mdodulos sao chamados, respectivamente, moédulo induzido e médulo coinduzido.
Proposigao 2.4.1 Se (G : H) < oo, entio Ind$M ~ Coind% M.
Demonstracao: [6], I11.5.9. O
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Proposicao 2.4.2 Seja M um ZG-maodulo. Existem ZG-isomorfismos naturais:
(i) Ind§; (Res§GM) ~ Z(G/H) @ M (com G-agdo diagonal).
(it) Coind§; (Res$ M) ~ Hom(Z(G/H), M) (com G-agio diagonal).

Demonstracao: [6], I11.5.9. O
Corolério 2.4.1 Ind$Z ~ Z(G/H).

Proposicao 2.4.3 Se G é um grupo, S um subgrupo de G com |G : S| = oo entio (Ind§ M) =
0 para qualquer ZS-maodulo M.

Demonstracao: [2], 1.2.11 O

Agora vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de seu

subgrupo H.

Proposicao 2.4.4 (Lema de Shapiro)Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um
ZH-modulo. Entao:

(a) H(H, M) ~ H,(G, Ind% M)

(b) H*(H, M) ~ H*(G,Coind$ M)

Demonstracao: Seja ¢ : ' — 7Z uma resolucao projetiva de Z sobre ZG. Como ZG é ZH —
livre, entao € : ' — 7Z pode ser vista como uma resolucao projetiva de Z sobre ZH.

(a) Temos que

F @y M ~ (F @6 ZG) @z M = F @26 (ZG @zy M) = F ®z¢ Ind$ M.

Assim,

H.(H,M) = H,(F @z M) ~ H.(F ®@z¢ Ind§M) = H.(G, Ind%M).

(b) Temos que

Homgy(F,, M) ~ Homgq(F,, Homzy(ZG, M)), Vn.

Deste modo,

Hompgy (F, M) ~ Homyg(F, Coind$M).

Assim,

H*(H,M) = H*(Homgy(F, M)) ~ H*(Homzg(F, Coind§M)) = H*(G, Coind$M).
Portanto,

H*(H,M) ~ H*(G,Coind$M). O

Exemplo 2.4.1 Se M =17, entao H,(H,Z) ~ H.(G,Z(G/H)).
De fato:

Shapiro
~Y

H,(H,7)  ~ H,(G,Ind$Z) ~ H,(G,Z(G/H)).
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Exemplo 2.4.2 Sejam G um  grupo e H um  subgrupo de G, com
(G: H) < oo. Entao,

(i) H*(H,Z) ~ H*(G,Z(G/H))

(i) H*(H,ZH) ~ H*(G,ZG).

De fato :

(i) H(H,2) """ (G, Coind$Z) ~ H*(G, IndSZ) ~ H*(G,Z(G/H)). Logo, H*(H,Z) ~
H*(G,Z(G/H)).

Shapiro
~Y

(i) H(H,ZH) 2" H*(G, Coind$ZH) ~ H*(G, Ind$Z.H) ~ H*(G, ZG)

Veremos agora uma outra versao do Lema de Shapiro para ZG-moddulos. Para isso

precisamois do seguinte lema.

Lema 2.4.1 Se F' ¢ uma resolucdo projetiva de Z sobre ZG, e H € um subgrupo de G, entdo

F' também é uma resolucao projetiva de Zi sobre Z.H .
Demonstracao:Consideremos uma resolucao projetiva de Z sobre ZG:
oo — F,— - — F — Fy— R—0.

Como cada F;, é um ZG-modulo projetivo, temos que F;, é um somando direto de um ZG-modulo
livre. Deste modo,
F, & Q. ~ PzG),.
icl
Vimos no Coroldrio 211 que ZG é ZH-mo6dulo livre, ou seja,
7G ~ P(ZH);.
jet

Portanto,

Fy @ Qn =~ @(ZH)M
Y]

e temos que £, é um ZH-mdédulo projetivo.

Logo, F' é uma resolucao projetiva de Z sobre ZH. 0

Proposicao 2.4.5 (Lema de Shapiro - outra versao) Sejam G um grupo, H um subgrupo
de G e M um ZG-mddulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(i) H.(H, Res$M) ~ H,(G,Z(G/H) @z M)

(ii) H*(H, ResG M) ~ H*(G, Homz(Z(G/H), M)).
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Demonstracao: (i) Pelo Lema 2.4.4] item (a) temos:

H,(H, Res$ M) ~ H,(G, Ind%(Res% M)).
Como Ind$(ResG M) ~ Z(G/H)®z M, entao H,(G, IndS(ResGM)) ~ H (G, Z(G/H) @z M).

Logo,
H.(H, Res$ M) ~ H,(G,Z(G/H) @z M).

(ii) Novamente pelo Lema [2.4.4] item (b) temos:
H*(H, Res$ M) ~ H*(G, Coind$(Res$ M)).

Como Coind%(Res$ M) =~  Homgz(Z(G/H),M), entio H*(G,Coind$(ResGM)) =~
H*(G,Homz(Z(G/H), M)). Logo,

H*(H, Res$ M) ~ H*(G, Homz(Z(G/H), M)).

2.5 H, e H" como Funtores de duas variaveis

Seja C uma categoria cujos objetos sao pares (G;M), onde G é um grupo e M é um
ZG-médulo. Um morfismo em C de (G; M) em (G'; M) é um par («, f), onde a : G — G’ é um
homomorfismo de grupos, e f : M — M’ é um homomorfismo de ZG-mdédulos, considerando
M' como um ZG-médulo via «, isto é, um homomorfismo de ZG-mddulos satisfazendo:
flgxm) = a(g).f(m).

Consideremos (a, f) : (G; M) — (G'; M), F uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG e F'
uma resolugao projetiva de Z sobre ZG' (podemos ver F’ como uma resolucao de Z sobre ZG
via «, pois cada F,, pode ser visto como um ZG-mdédulo, definindo a ac¢ao: g * 2’ = a(g).2').

Como F' é ZG-projetiva e F' é aciclica para ¢ > 1 (pois F’ é ZG'-resolucao), temos por [6],
I1.6.2., que existe uma aplicacao de cadeia 7 : FF — F’, estendendo a identidade de Z, unica a

menos de homotopia.
Temos que 7(g.xz) = g *x 7(x) = a(g).7(z), pois 7 é homomorfismo de ZG-mdédulos.
Consideremos agora:
TRf: FRueM — F Que M
r@m — 7(x)® f(m).

Tal aplicacao é uma aplicacao de cadeia entre os complexos F Q@zg M e F' @zc M. Assim,

7 ® f induz uma aplicagao bem definida:
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Hoa,f) ™ (a,f): H(G M) — HJ(G:M)
[z@m] = [(T&f)lz@m)]=I[r(z)® f(m)].
Verifica-se facilmente que:

(a) Se M =M' G=G, a=idge fl =idy, entdao

(o, )« = idp,c:m)-

(b) Se (o, f) : (G; M) = (G'; M) e (o, f) : (G'; M) — (G"; M"), entéo
(@, f)e o (a, fle = (@ 0a, flo f). "2 (&, f) o (@, f)).

Logo, H.(-;-) é um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos sao os mesmos que em C,
e os morfismos sao pares (a, f), onde o : G — G' e f: M — M (f é desta forma pois Hom é
contravariante na primeira variavel).

Sejam F' e F’ resolugoes de Z sobre ZG e ZG', respectivamente. Pelos mesmos argumentos
usados anteriormente, temos que existe uma aplicacao de cadeia 7 : ' — F”, tinica a menos de
homotopia. Temos que 7(g.z) = g * 7(x) (pois 7 é a aplicagao de ZG-md6dulos).

Consideremos a aplicacao de cocadeias:

Hom(a, f): Homgg(F',M') — Homgyg(F, M)
o) — fopor.

Tal aplicagao é uma aplicagao de cadeia entre os complexos Homze(EF', M') e Homgg(F, M).

Assim, Hom(r, f) induz uma aplicagdo bem definida:
Hom(a, f)* "2 (a, f)*: H*(G';M') — H*(G;M)
[¢] = [fogor].

Verifica-se facilmente que:
(a) Sea=idg:G—Ge f=idy: M — M, entao

(o, f)" = idm(a;nm)-
(b) Se (a, f) : (G; M) = (G', M) e (B,9) : (G'; M") — (G"; M), entao

((B,9) o (e, )" = (e, )" o (B, 9)"

Logo, H*(_;_) é um funtor contravariante em D.

Observagao 2.5.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Consideremos o : H — G a
inclusdo e as Z.H-aplicagoes canonicas i : M — IndSM e 7 : Coind$M — M. Por [6], p.80,

ex.2, temos que o0s isomorfismos do Lema de Shapiro, sao dados, respectivamente, por
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(o, 1)y : Hy(H; M) — H,(G; IndS M)
(o, ™)« H*(G; Coind$ M) — H*(H; M).
Tais isomorfismos sao chamados isomorfismos de Shapiro.
Observagao 2.5.2 Sejam G um grupo e M, M' ZG-mddulos. Consideremos a aplicacdao

a=id : G — G eseaf: M — M un ZG-homomorfismo. Usando a teoria anterior,

temos que existem homomorfismos induzidos

(id, f)« : HJ(G; M) — H,(G; M)

e, (id, f)* - H*(G; M) — H*(G; M").

Temos, entao, que H.(G;_) e H*(G;_-) sdao funtores covariantes na categoria dos
27.G-maodulos M .

Usando isto, mostra-se o seguinte resultado:

)

Proposicao 2.5.1 Seja 0 — M' — M L M" — 0 uma sequéncia exata de ZG-mddulos.
Temos:
(i) Para todo inteiro n, existe uma aplicagao natural 0, : H,(G; M") — H,_1(G; M"), tal que

a sequéencia.
o Hy(Gy M) -2 Hy (G M"Y -2 Ho(Gy M') =% Ho(G; M) 2% Ho(G; M) — 0
¢ exata, onde as aplicacoes i e jJr Sao as induzidas em homologia, isto €,

g = (id, ). : Hy(G5 M) = Hy(G; M”).

(ii) Para todo inteiro n, existe uma aplicagdo natural 6" : H"(G; M") — H"(G; M), tal que
a sequéncia:

7

0 —s H(G; M) 25 BHO(G M) 25 5@ M) s HY (G M) S HYG M) — -

¢ exata, onde as aplicacdes i* e j* sdo as induzidas em cohomologia, isto ¢,

i* = (id,i)* : H*(G; M) — H*(G; M)
§* = (id, j)* : H*(G; M) — H*(G; M").

Demonstracao: [6], I11.6.1.
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2.6 Interpretagao Topolégica para H.(G, M) e H*(G, M)

Nesta secao, relacionaremos a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de um

K(G, 1)-complexo, definido no capitulo 1. Para isso necessitaremos de alguns resultados.

Proposicao 2.6.1 Seja X um G-complexo livre e seja Y a o complexo de drbitas X/G. Entao
Ci(Y) ~ Ciu(X)g.

Demonstragiao: Seja X % Y, a projecdo canénica. Isto é, p(z) = G(z) = {gz;9 € G},
onde G(x) denota a G-6rbita de z. A nivel de complexo de cadeias temos a aplicacao induzida

Py Cu(X) — C(Y), dada por px (> a;0;) = > a;G(0;). Agora, seja 0 : C(X) = Cu(X)g =

C*,EXX)7 onde A =< ga —a;g9 € G,a € C,(X) >, dada por f(a) = @ = a + A. Temos entdo o

seguinte diagrama :

CL(X) —2= C,(Y)
C*(X);/

Defina ¢ : C.(X)g — C.(Y) por p(@) = ¢(3. a0;) = pu(a) = 3 a;G(0;). Para ver que ¢
estd bem definida, observe que A C Kerpx pois se o é uma n-célula, py(go — o) = pu(go) —
pu(0) = G(o) — G(o) = 0. Agora, x € A, entdo v = Y gia; — oy, o € Co(X). E assim,
pu(x) = pu (3 gio) — af) = 0. Dai, se a7 = @3 entdo ay — ay € A o que nos da o(ay) = ¢(@).
Além disso, ¢ é homomorfismo de grupos e bijetora. a

Teorema 2.6.1 Se M é um RG-mddulo trivial, entao
(a) H(G; M) ~ H.(K(G,1); M);
(b) H*(G; M) ~ H*(K(G,1); M).

Demonstracao:Seja Y = K(G, 1) e X o recobrimento universal de Y . Entdo, o complexo
celular aumentado do recobrimento universal X de Y | € : C\,(X) — R é uma resolugao livre
de R sobre RG. ( ver Teorema[21.4]).

Deste modo, H.(G; M) = H.(Ci(X) ®re M). Como Y ~ X/G, pela Proposicao 2.6
Ci(Y) ~ Ci(X)g. Dal,
(a)

|

=
Q
=
Q

®
=
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Portanto, H.(G; M) ~ H.(K(G,1); M);.
(b)
H* (G M) = B (Hompa(C.(X), M)) = H*(Homn(C(X), M)
H*(Y; M)

12

Portanto, H*(G; M) ~ H*(K(G,1); M). O

Exemplo 2.6.1 Consideremos o bouquet de circulos Y = \/ St

ses
Pelo Ezemplo [L3.8, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(S) é o grupo livre gerado pelo

conjunto S. Assim, pela Proposi¢cao anterior

Z sei =20
H(Y.Z) = H(F(S).Z) = { D7 sei=1

ses

0 c.c.

Exemplo 2.6.2 Seja Y a soma conexa de n toros.
g
Pelo Exemplo[L.3.4, Y é um K(G,1), onde G = <a1, ce g, by, by, H[ai,bi] = 1>

Portanto, pela Proposicao anterior

7 se 1=0

Z®D...®Z (2q vezes) se i1=1
Hi(Y,Z) = Hi(G,Z) = { (2 vezes)

7 se 1=2

0 se1>2

Exemplo 2.6.3 Sejam G ~Z™ ~7Z.&®...@Z eY =T" = S' x...x S (toro n-dimensional).
Pelo Exemplo[1.3.77, T™ é um K(G,1). Logo,

n!

H;(G,7Z) = H,(T",Z) = 7%, ki = ———.
(¢.2) ( ) il(n —1)!

Proposicao 2.6.2 Se Y é um K(G,1)-complezo, entio H.(G,Z) ~ H.(Y,Z). onde o ZG-

modulo Z € visto com G-a¢ao trivial.

Demonstracao : Como Y é um K (G, 1), pela Proposicao 2.1.4] temos que o complexo celular
aumentado do recobrimento universal Y de Y, € : C,(Y') = Z é uma resolucio livre de Z sobre
ZG. Deste modo, H,(G,7Z) ~ H*(C*(}N/)G). Além disso, Y é um G-complexo livre, e por [,
5.5.14, temos que o complexo de orbitas é dado por }7/ G ~ Y. Assim, pela Proposicao 2.6.1]
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2.7 Cohomologia de Grupos Finitos

Nesta se¢ao veremos alguns resultados especificos para a (co)homologia de grupos finitos.

2.7.1 Grupos atuando em esferas
Proposicao 2.7.1 Sejam G um grupo e X um G-complexo livre. Se X é compacto entdo G €

finito.

Demonstracao: Como X é um G-complexo livre, segue por ([0], pag. 17) que a acdo de G
em X é propriamente descontinua. Da Proposicao [L2.7] segue que (X, p) é um recobrimento

regular de X/G onde a projecao p é definida por

p: X — X/G
r = T

e GG atua livremente em X como o grupo das transformacoes de recobrimento. Agora, dado
To € X/G, temos

p (@) = {zreX;plx)="To}
= {Qf ceX;,x= fo}
= {reX; reG(x)}

Como a acao de G em X é livre, p~'(Ty) estd em correspondéncia 1-1 com G. De fato,
p 1 (To) = G(x) ~ GGy ~ G/{1} ~ G.

Além disso, a fibra p~!(7y) é discreta e fechada ([I8], pag.165). Suponhamos que p~*(Zy) seja
infinita. Como X é compacto, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um
ponto de acumulagio, o que é um absurdo, pois p~!(7y) é discreta. Deste modo, p~!(Zp) ¢ finita

e, portanto, G ¢ finito. 0]

Proposicao 2.7.2 O grupo com dois elementos Zs € o unico grupo nao trivial que atua

livremente em uma esfera de dimensdo par S**.

Demonstracao: Sejam G um grupo atuando livremente em S?* e f, g # id. Como a acao é

livre, segue que f nao tem pontos fixos e ainda, como f é um homeomorfismo, temos fof~! = id.
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Dai deg(f).deg(f~') =1 (ver § (1.4)) e assim deg(f) = +1. Mais ainda, deg(f) = —1, visto

0o 2k

que se deg(f) = 1, entdo o numero de Lefschetz A(f) = Z (—=DFtr(fp) = Z (—Dftr(fp) =
(11940 (o) + (=10 (o) = 1deg()+(—1deg(f) = 1+ (= 1) £ 0 pois (551 = eOUe% ),

Pelo Teorema[[L51] segue que f tem ponto fixo. Agora, deg(fo f) = deg(f).deg(f) = deg(f?) =
1 ou seja, A(f?) = 0 e portanto f? tem ponto fixo. Como a agio é livre segue que f? = id.
Analogamente g? = id. Assim, se deg(fog) =1 entao A(fog) =0 e assim fog = id, contudo
f? =id = g%, concluimos entdao que f =g ' = f~! = g Logo f = g e assim G ~ Z,. O

Observacgao 2.7.1 Seque da Proposicao anterior que se G é um grupo nao trivial, G # Zs,

atuando livremente em uma esfera S™ entao m € impar.

Proposicao 2.7.3 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensao impar
S2k=1 " Entdo a acio de G sobre Ho,_ 1 (X)~ 7 € trivial.

Demonstracao:A aplicagao ¢, : X — X, dada por ¢4(x) = g.z, é um homeomorfismo sem
2%k—1

pontos fixos se g = 1 (pois a G-agao sobre X ¢é livre). Seja A,, = Z (—=1)'tr(gpg)s,i 0 niimero
i=0
de Lefschetz de ¢,, onde a aplicagdo (pg).; : H;(X) — H;(X) ¢ induzida de ¢, no nivel i de

homologia. Pelo Teorema [[.5.T] temos que A,, = 0, j& que ¢, nao tem pontos fixos se g # 1.
Por outro lado, como S?*7! ¢ composta por uma 0O-célula e uma (2k — 1)-célula (S~ =

eV U e?~1) | temos

2k—1

Ay, = Z <_1)itr<90g)*,i =11 (pg)r0 — tr(©g) e k-1

=0

ou seja, tr(@g)so — tr(@g)s2k—1 = 0.

Além disso, como X é conexo por caminhos segue que ¢, = id. Dal, tr(yg).o = 1, pois
Hy(X) ~ Z. Deste modo, tr(¢g)s2k—1 = 1 e, entao, (¢g)«ok—1 = id, ja que Hop1(X) >~ Z.
Portanto, G atua trivialmente em Hoy_1(X). O

2.7.2  Resolucoes Periddicas via agoes livres em esferas

Veremos agora que, se um grupo finito G atua em uma esfera de dimensao impar podemos
construir, através dessa agao, uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G e assim obtermos uma

ferramenta para calcularmos a (co)homologia desse grupo.

Teorema 2.7.1 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensao impar
S2k=1 " Considere o complezo de cadeia celular aumentado de X, C.(X) > 7Z. Entdo, a

sequéncia
o Ot (X) = = OU(X) B Co(X) ™ Ot (X) P25 5 Co(X) S Z 0
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2.7 Cohomologia de Grupos Finitos

onden : Z = Hop1(X) = Cor_1(X) € a inclusio, é uma resolugdo livre de 7 sobre Z.G que é

periodica de periodo 2k.

Demonstracgao: A sequéncia
0= Z 2% Copt(X) 250 5 CLX) B Cy(X) S Z =0

onde n : Z — Cy_1(X) é a inclusao, e C;(X) é o ZG-mébdulo livre gerado pelas células de

dimensao ¢ (uma em cada 6rbita de células), é exata. De fato, consideremos a sequéncia abaixo
Oof €
O%K@T@QkfliCQkfl(X) 2i>1—>01(X>iCO(X)—>Z—>O

Temos que Oy : Co(X) = 0 — Cor_1(X) é aplicagao nula (pois a dimensao é 2k — 1), e

Keroy,_
Hop 1(X) ~7Z. Agora, Hoy, 1(X) = %. Assim, Kerdy_1 ~ 7. Como H;(X) = 0, para
mogg
Co(X
0 <i<2k—1, temos Kerd; = Im0;,1, para 0 < i < 2k — 1. Mais ainda, [2( ) ~ Ime="7
ere

(pois € é sobrejetora). Consideremos agora o diagrama

= O (X) 2 Oy (X) = Z 0

A
0

- Ker@o - Co(X) Logo 7, ~

Temos Z ~ Hy(X) = Tmdr — Imd,

pois

Co(X) _ Co(X)
Kere — Imo;

Como Imd, C Kere,

6(31(2 a107)) = E(Z a1(01(0y))) = Zal(G(al(Ui))) =0

temos Imd; = Kere. A partir da sequéncia dada anteriormente, obtemos uma resolucao livre

de Z sobre ZG, de periodo 2k, do modo a seguir. Vamos denotar C,(X) por C, e considerar o

diagrama:
T \
Ch Co —5 Cop_q o Co 7 0

onde n : Z — Cop_1(X) é a inclusao, e C;(X) é o ZG-mdbdulo livre gerado pelas células
de dimensdo i (uma para cada drbita de células). Observe que a inclusdo n ¢é possivel pois

Hop1(X) = Z é um ZG-médulo com a G-acao trivial. Assim, construimos a seguinte sequéncia:

noe Oop—1

Oy 1= .0 SO Oy B 5 CySZ =0
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Ja vimos que I'md; = Kere, além disso, Kere = Ker(noe) e Im(noe) = Imn = Kerdy,_.

Deste modo,a sequéncia é uma resolucao livre de Z sobre ZG. U

Exemplo 2.7.1 Sejam G =<t >~ Z, um grupo ciclico finito de ordem n e M um ZG-maodulo.
Vamos calcular H,(G, M) e H*(G, M).

Consideremos St vista como um CW-complexo com n vértices (que podem ser identificados com
as raizes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por vy, vy, . .., U, 1 08 vértices e por
e; = (v, v41) as 1-células de S*, e definir a agio de G em S* por t*Av; = vy e th.e; = ey, k,
i=0,...,n—1. O grupo G atua em S* como o grupo de rotacoes e, tal acio permuta livremente
as células. Além disso, v; = t'.vy e e; = they, i = 0,...,n. Assim, existe uma tnica orbita
de 0-células e uma tnica drbita de 1-células. Portanto, Co(S') ~ ZG ~ C1(S*). Deste modo,

temos a sequéncia exata

052G 872657 0

Kero
Mas 7Z ~ H,(S") = [eTa1 = Kerd,. Entao, obtemos a sequéncia exata
maosy

0Z 23720872657 =0 e dat

2GS 726G B 2GS 26 B 1G-S T 0
¢ uma resolucao livre de Z, sobre Z.G. Agora, vamos determinar 0, e noe. Temos
81(60) = VU1 — Vg = t.UQ — Vg = (t - ].).’Uo.

Logo, 0y é a multiplicagao por t - 1. Se N =1+t + ... +t""' entio Ney gera H\(S') ~ Z.
Temos Z ~ H,(S') = Kerd,. Além disso,

81(60 + t.eo 4+ ...+ t”_l.eo) = (1 —+ t 4+ ...+ tn_1)81<€0)
(I+t+...+t"H(E— 1)
=0

Portanto, eg+t.eg+t2.eo+...+t" ey € Kerd,. Agora, se x = apeg+art.eg+...+a,_1t" tey €

Keroy, temos

81(a060 + ...+ an_ltnilﬁo) =0 = (CLO +ait+ ...+ an_ltn71)61<€0) =0
= (CLO + Cllt + ...+ an,lt”_l)(t - 1).U0 =0

0 que nos dd: (an_1—ag)vo+ ...+ (@n_o—a, 1)t" Ly = 0. Mas, como Cy(X) é um Z-mddulo

livre que tem como base as 0-células vy, t.vg, ..., t" ‘v, entdo, ap = a1 = ... = a,_1. Assim
) ) ) 2 ) 2
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2.7 Cohomologia de Grupos Finitos

= ag(eg+t.eg+ ...+t Leg) = agNeg. Portanto,
Z ~ Hy(S') = Kerd; =< Neg > .
Como Im(noe€) = Kerod,, seque que (noe€)(vg) = Neg e, deste modo,
(noe€)(lzg) = N.

Logo, noe€ é a multiplicagao por N. Temos entao
n—1 n—1

a) Um epimorfismo € : Z — 7 tal que E(Z rit) =) 7
=0 i=
b) Um homomorfismo N : ZG — ZG dada por N(a) :== (1 +t+ ... +t"1).a.

¢) Um homomorfismo (t — 1) : ZG — ZG tal que o — (t — 1) (multip. por (t — 1)) tal que
kere = Im(t —1) = kerN e Ker(t —1) = ImN.

Consequentemente, obtemos a sequinte resolucao periodica, de periodo 2, de 7, sobre ZG':

[e=]

7265 726 N re e 57— 0

Vamos calcular H.(G; M). onde M ¢é um ZG-mddulo. Tensorizando a resolu¢io por M,

obtemos o complezo:

ZG@Zth_—;ZG®20M£ZG®Zth_—QZG®ZgMi)Z@ng—}O

Através dos isomorfismos ZG Qza M ~ M e 7 Qyzc M ~ Mg, este complero toma a sequinte

forma:
o MESMEMS M0
Dat,
Mg, se 1 = 0;
(G- M Ker(t—1) for i
(G- ={ —————=, sei for impar;
Z( ’ ) ]mN ? p )
KerN Y
—— . se i for par.
[ Im(t —1)’ b

Analogamente calculamos a cohomologia de G H*(G, M), aplicando o funtor Homya(—, M) a

resolucao e obtendo o complexo de co-cadeias
0 — Homze(ZG, M) %3 Homze(2G, M) %5 Homae(2G, M) 5 ...
onde 6" (f)(x) := (f 0 dpy1)(x). E pelo isomorfismo Homya(ZG, M) ~ M, temos
0>MSMSMS

43



2 Homologia e Cohomologia de Grupos

onde 6% =t —1 e 6?1 = N, k> 0. Logo,

M€, se 1=0
, KerN KerN L,
i _ = se i € impar
H(GM) =T —1) ~ G- DM’ P

Ker(t—1) M¢ iy
TN = N se i € par

Em particular, para o caso M =7 (com G-ag¢ao trivial), temos que (t—1) € a fun¢do nula, pois
(t—1)m=tm—m=0,Vm e M, e N é a multiplicagao por n, pois (1 +t+ ...+ 1" 1) m =
m+tm+...+t""Lm=nm. Assim, ker(t —1) =7, Im(t —1) = 0= KerN e ImN = nZ.

Deste modo,

se 1=0 se 1=0

Z, 7,
H{(G,Z) =4 Z,, seiéimpar ¢ H(GZ)=X0o, se i € impar
0, Lo,

se 1 € par se i € par

Proposicao 2.7.4 Se G é um grupo ciclico finito nao trivial, entao Z nao admite resolug¢dao

projetiva sobre ZG de comprimento finito.
Demonstracgao: Suponhamos que
F'O=F —-F |—...>F—>F—>7Z—0
¢ uma resolucao projetiva de Z sobre ZG de comprimento finito. Pelo Exemplo 27,11,
t—1 N t—1 €
. — LG — 212G — G — G — 7 — 0.

também é resolucao projetiva de Z sobre Z(G.Assim,

HA(G,Z) = Ho(F ©30 Z) 22V H(F' 906 2)6) ~ Ha(FL) = H.(Fe).

Mas, H.(F{,) = 0, para i > n e H.(Fg) nao sao todos nulos para i > n, como no Exemplo
anterior, que é uma contradi¢ao. Deste modo, nao podemos ter resolucao projetiva de Z sobre

Z.G de comprimento finito. O

2.8 Alguns resultados importantes da Teoria de (Co)homologia de

Grupos

Nesta sec¢ao faremos um breve resumo de alguns resultados da teoria de (co)homologia de grupos

que serao uteis no desenvolvimento deste trabalho.
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2.8 Alguns resultados importantes da Teoria de (Co)homologia de Grupos

2.8.1 Produto Cross e Cup

Sejam M e N dois ZG-médulos. Se F = Z é uma resolucdo projetiva de Z sobre ZG. Entéao
F®F % Z é uma resolucio projetiva de Z sobre Z(G x G)(ver [6], V.1.2). Sejam f €
Homg(F,M)eg € Homg(F, N). Definimos fxg € Homgxg(FQF, MQN) por (fxg)(z®y) =
(—1)Pf(x) ® g(y) com x € F, e y € F,.

Definicao 2.8.1 Em cohomologia temos um produto induzido, chamado produto cross

HP(G,M)® HY(G,N) — HP*(G x G,M ® N)

UV — U X v

comu=[f],v=g] ewxv=[fxg
Sejam G um grupo e d : G — G x G definida por d(g) = (g, g) (aplicacdo diagonal).

Definicao 2.8.2 A composta
H?(G, M) ® H(G,N) % H""(G x G,M @ N) & HP"9(G, M ® N)

¢ chamado de produto cup e é denotado por U. Assim dados uw € HP(G, M) ev € HY(G,N)

temos uUv = d*(u X v).

2.8.2 Deslocamento de dimensoes (dimension-shifting)

Dado um ZG-médulo M, considere M = ZG ® M e a aplicacdao sobrejetora ¢ : M — M
dada por p(a ® m) = am. Seja K = keryp. Pode-se mostrar (usando sequéncia exata longa de

homologia, ver [6] I11.7.1) que

H, 1(G,K), sen > 1;

Ho(G, M) ~ i}
KerHy(G,K) — Ho(G, M), se n=1.

Assim para calcularmos H,,, podemos, a principio, nos reduzir a calcular H,_;, desde que
estejamos dispostos a mudar o médulo dos coeficientes. Se continuarmos este processo, ao final
reduziremos o problema ao calculo de Hy. Analogamente, considerando M = Hom(ZG, M) e

a aplicacao injetora 1 : M — M dada por ¢(m) = (@) = am. Seja C = cokertp. Obtemos

. H" (G, 0), se n>1;
H"(G, M) ~ _
coker HY(G, M) — H°(G, C), se n=1.
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

2.9  Os funtores torcao e extensao

Existem generalizacoes de H.(G, M) e H*(G, M) dadas, respectivamente, por
TOT%G<_7_) € Ext%G(_v_)
sem a exigéncia de que € : FF — A seja uma resolucao projetiva de Z.

Definicao 2.9.1 Sejam e : F — M en: P — N resolucoes projetivas dos Z.G-mddulos M e
N. Definimos

Tor®(M,N) := H,(F ®z¢ N) = H,(F ®z6 P) = H,(M ®z¢ P),

(Ver [6], I11.2).

Observagao 2.9.1 Segue da defini¢io que H.(G,—) = Tor’%(Z,—). De fato, se ¢ : F — Z

uma resolucao projetiva, temos

Torf@(7, A) = H,(F &z A) = H.(G, A).

Definicao 2.9.2 Seja ¢ : F — M wuma resolugao projetiva de M sobre ZG. Definimos
Exty(M,N) := H*(Homgzg(F,N)).

Observacao 2.9.2 Segue que H*(G, —) = Euat}(Z,—).De fato, sejac : F — Z uma resolu¢ao

projetiva, temos

Eatyo(Z, A) = H*(Homy(F, A)) = H*(G, A).

Proposicao 2.9.1 Sejam M e N ZG-maodulos. Se M é Z-livre de torcao, entdo
Tor’(M,N) ~ H,(G,M & N),

onde G atua diagonalmente em M & N.

Se M ¢ Z-livre, entdo
Exty(M,N)~ H*(G, Hom(M, N)),
onde G atua diagonalmente em Hom(M,N).

Demonstracao: [6], 111.2.2. O
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2.9 Os funtores torgao e extensao

2.9.1 Teorema dos Coeficientes Universais

Os resultados desta segdo podem ser encontrados em [14].

Teorema 2.9.1 Sejam C um complexo de cadeia de grupos abelianos com grupos de homologia
H,(C) e Hom(C,, M) o complezo de co-cadeias com grupos de cohomologia H"(C, M). Entao,

para cada nivel, a sequéncia
0— Ext(H,—1(C),M) — H,(C,M) — Hom(H,(C),M) — 0
¢ exata e cinde.

Observacao 2.9.3 FEste Teorema € conhecido por Teorema dos Coeficientes Universais para
cohomologia porque é formalmente andlogo ao Teorema dos Coeficientes universais para
Homologia ([1])] 3A.3.) que expressa a homologia com coeficientes arbitrdrios em termos da

homologia com coeficientes em Z.
Corolario 2.9.1 Se H,_;(C) é finitamente gerado e livre, entdo H"(C, M) ~ Hom(H,(C), M).
Corolario 2.9.2 Seja G um grupo finito e M um ZG-mdodulo. Entao

H™(G,M) ~ Hom(H,,(G,Z),M) ® Ext(H,,—1(G,Z), M).

Corolario 2.9.3 Se os grupos de homologia H, e H, 1 do complexo de cadeia de grupos

abelianos C sao finitamente gerados, com grupos de tor¢ao T, C H, e T, 1 C H,_1, entdo
H"(C,Z) ~ (H,)T,) ® T,_1.

Corolario 2.9.4 Seja G um grupo. Considere Ty, o grupo de tor¢ao de Hp(G,7Z). Seja Ly a
parte livre de Hy(G,Z) ( Ly, ~ H,(G,Z)/T}). Entao

H™YG,Z) = L1 ® T
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CAPITULO

3

Condicoes de Finitude - Grupos de Dualidade

Neste capitulo, estudaremos algumas condigoes de finitude sobre um grupo G e veremos sob
quais condicoes (G satisfaz certas propriedades de dualidade. Os resultados apresentados neste

capitulo podem ser encontrados na referéncia [6]

3.1 Dimensao Cohomologica

Definicao 3.1.1 Sejam R um anel e M um R-mddulo. A dimensao projetiva de M,
denotada por projdim M ou proj dimgr M, é definida como sendo o infimo do conjunto de

inteiros n, tal que M admite uma resolucao projetiva:
0O—-P,—...wF—>M-—0

de comprimento n. Em particular, se M nao admite uma resolu¢ao projetiva de comprimento

finito, projdim M= co.

Lema 3.1.1 Se M ¢é um R-mddulo entao projdim M <n se, e somente se, para qualquer
sequéencia exata 0 - K — P, 1 — ... = Py — M — 0 de R-mddulos com cada P; projetivo

tem-se K ¢é projetivo.

Demonstragao: Vamos supor projdimM < n. Em vista da definicao de Ext}, e da definicao
de resolucao projetiva, segue que Emt}f-i“(]\/[ ,—) = 0. Consideremos a seguinte sequéncia exata

de R-modulos com cada P; projetivo:

O-K—-P,_1—..>F—M=0
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3 Condicgoes de Finitude - Grupos de Dualidade

Vamos completa-la para obter uma uma resolucao projetiva. Seja P, o R-mddulo livre gerado

por K. Temos o seguinte diagrama:

On,
Pn > Pnfl

.

K

onde g é a sobrejecao natural de P, sobre K, i é a inclusao e 9, =1 0¢q. Sejam L = Kero, e

P, 11 o R-médulo livre gerado por L. Novamente, temos o seguinte diagrama:

On+1
Pn+1 > Pn—l

i

K

onde p é a sobrejecao, j a inclusao e 9,1 = j o p. E claro que Imd,1 = L = Ker0,.

Procedendo deste modo, obtemos a seguinte resolugao projetiva
On 2 an 1
.= Py P P P> M—=0

Aplicando o funtor Hompg(—, N) a esta resoluc¢ao, obtemos:

0 — Homg(M, N) — Homg(Py, N) — ... — Homg(Po_1,N) "> Homgp(Pm, N) % ...

Keromt!
Como Ezt%H™ (M, —) = H""Y(Homp(P,—)) = 0 temos Ln
Hompg(P,11, N) é também um cobordo. Agora, f € kerd"™ < §"*(f) =0< fod, =0.

Consideremos o seguinte diagrama:

= (0, isto é, todo cociclo em

On On
Pn+2 = Pn+1 = Pn
AN
[

A partir do cociclo f, podemos definir uma aplicacao ¢ : L — N, da seguinte forma: Como

p ¢é sobrejetora, temos que para todo u € L, existe x € P,y tal que p(z) = u. Deste modo,
definimos ¢(u) := f(z). Vamos mostrar que ¢ estd bem definida. De fato, se existir um outro
elemento 2’ € P, tal que p(2') = u, entdo p(x —2') = u—u = 0. Logo, z — 2’ € Kerp =
Im0y,o. Assim, existe v € P, 19, tal que 0,42(v) = z — 2/. Dai, f(x — ') = f(Ops2(v)) = 0.
Entao, f(x) = f(2'). Note também que f = pop.

Afirmagao 1: f é um cobordo se, e somente se, a aplicacao ¢ : L — N se estende a uma

aplicagao ¢ : P, — N.
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De fato, se f é cobordo, entao f € I'md™. Logo, existe ¢ : P, — N, tal que f = §"(p) = p00,41.
Provemos que ¢ estende ¢, isto é, (1) = ¢(1),Vl € L. Sejal € L. Como L = Kerd,, = Imd,1,
temos que existe x € P,y tal que | = Oyq1(z). Assim, @(I) = @(0pi1(x)) = f(z) = ().
Reciprocamente, se ¢ : L — N se estende a uma aplicagdo ¢ : P, — N, consideremos
plr) =1 € L, L = Kerdy,1,Vr € P,y1. Deste modo, f(z) = ¢(l) = ¢(I) = @) =
2((7op)l) = p(Ont1(z)) = 0"((x)). Portanto, f = 0"((p), ou seja, f ¢ um cobordo.

Afirmagao 2: Toda aplicagdao ¢ : L — N se estende a uma aplicagdo ¢ : P,y 1 — N.

De fato, basta construir um cociclo f : P,.1 — N, usar a hipétese de que todo cociclo é cobordo,
e aplicar a Afirmacao 1. Seja ¢ : L — N uma aplicagao qualquer. Consideremos f : P,y — N
dada por f = pop.

On42 On+1
P,

N
Mostremos que fé um cociclo. Temos 6" (f)(z) = (f 0 Opi2)(x) = (popo dyio)(x) =
o(p(On=2(x))) = 0, pois Opio(z) € Kerd,,1 = Kerp. Como f também é cobordo, por hipdtese,

temos pela Afirmacao 1, que ¢ se estende a uma aplicacao ¢, o que prova a Afirmagcao 2.

Aplicando tal Afirmacao para N = L e ¢ = id

segue que existe @ : P, — L tal que ¢ o j = id, isto é, a sequéncia exata 0 — L EN P, % K

cinde. Logo, P, = L & K. Como P, ¢ livre, temos que K é projetivo. O

A partir de agora, nesta se¢ao, a menos que se especifique o contrario, vamos considerar o caso
R =7G, M = 7Z, e tratar ZG-mddulos por G-médulos.

Definicao 3.1.2 Sejam G um grupo. A dimensao cohomologica de G sobre .G, denotado
por c¢d(G), é definida como sendo o menor inteiro n tal que o Lema anterior seja satisfeito. Caso
contrdrio, temos cd(G) = oo. Isto é equivalente ao sequinte: Se H = {n € N | H*(G; M) #
0, para algum ZG mddulo M}. Se H for limitado superiormente, a dimensao cohomolégica

de G, é dada por: cd(G) = maxH. Caso H nao seja limitado superiormente, cd(G) = oo.

Observagao 3.1.1 (i) Se cd(G) < oo entdo

cd(G) = inf{n € Z | Z admite ZG — resolugao projetiva de comprimento n}
= inf{ne€Z | H(G,—) =0, parai>n}.
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3 Condicgoes de Finitude - Grupos de Dualidade

(i) Temos cd(G) > 0 pois H'(G,Z) ~ 7% =7 # 0.
(iii) Pode-se mostrar que, se cd(G) < oo , entio cd(G) = {n € N | H"G;F) #
0, para algum ZG — mddulolivre F'} (para detalhes ver [G], VIII.2.3).

(iv)A dimensao homoldgica, denotada por hd(G), é definida similarmente.

Existe um analogo topolégico da dimensao cohomoldgica de G dada pela dimensao

geométrica, definida a seguir.

Definigao 3.1.3 A dimensao geométrica do grupo G, denotada por gd(G), é definida como

sendo a dimensdo minima de um K(G,1)-complezo.
Proposigao 3.1.1 cd(G) < gd(G).

Demonstracao: Vimos que o complexo de cadeia celular do recobrimento universal de um
K (G, 1)-complexo Y da origem a uma resolucao livre de Z sobre ZG (de comprimento igual a

dimensao de Y'), e o resultado segue das defini¢oes. O

Exemplo 3.1.1 Seja G um grupo ciclico infinito. Vimos no Exemplo[Z.31 que H (G, M) =0
para i > 2. Assim, cd(G) < 1. Como H'(G,Z) = Z, seque que cd(G)=1.

Exemplo 3.1.2 Seja G um grupo ciclico de ordem n. Pelo Ezemplo[2.71] temos que

Z, se 1=0 ;
H(G,Z)= X0, se i é impar ;

Ly, S€ 1 € par.

Logo, cd(G) = .

Proposicao 3.1.2 Seja H um subgrupo de G. Entdo, cd(H) < cd(G). A igualdade € vdlida se
cd(G) < 00 e [G: H] < 0.

Demonstracao: Considere cd(H) = n. Entao, da definicdo segue que, existe M tal que
H"(H,M) # 0 e H*(H,M) = 0, k > n. Mas, pelo Lema de Shapiro 244 temos 0 #
H"(H,M) ~ H"(G,Coind%M). Deste modo, H"(G,Coind$M) # 0, ou seja, existe N =
Coind% M tal que H*(G, N) # 0. Assim, cd(G) > n. Portanto, cd(H) < cd(G).

Consideremos agora o caso em que cd(G) < oo e [G : H|] < oco. Considere cd(G) = n. Entao,
pela Observacao B.IT] (iii), existe um ZG-médulo livre F tal que H"(G, F) # 0e H*(G, F) = 0,
para k > n. Seja F' um ZH-mdbdulo livre de mesmo posto que F. Assim, podemos escrever
F= EB(ZG)j e F' = EB(ZH)]-. Temos entao

jed jed

Ind§jF' = 2G @z F' = .G @z (P(ZH);) = (LG @z 2H); = P(ZG); = F.

jeJ jeJ jeJ
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Deste modo,

H™(G,F) = H"(G, Ind$F') = H"(G, Coind% F") 24d H"(H, F").

Como H™(G, F) # 0, temos H"(H, F") # 0. Logo, cd(H) = n. O
Corolario 3.1.1 Se cd(G) < 0o entdo G € livre de torgao.

Demonstracao: Suponhamos que G nao seja livre de torcao. Dessa forma, G' contém um
subgrupo H ciclico, finito e nao trivial. Pelo Exemplo B.1.2 temos cd(H) = oo. Entao pela
Proposigao anterior, cd(G) = 00, o que nos dé uma contradi¢ao. Portanto, G é livre de torgao.

O

Observagao 3.1.2 Se H é um subgrupo de G tal que [G : H| < oo, entdo a Proposi¢cdo anterior
garante a igualdade cd(H)=cd(G), a menos que ocorra o sequinte : cd(G) = oo e cd(H) < o0.

Exemplo 3.1.3 Seja G =7y ¢ H = {1}. Temos [G:H]=2, cd(G) = oo e cd(H)=0.
Exemplo 3.1.4 ¢d(G) =0 se, e somente se, G € o grupo trivial. De fato, se G = {1} entao

M€, se i=0 ;
0, se v # 0.

H'(G,M) =

Agora, como H(G,7) = 7Y = 7 (pois a G-agdo € trivial), temos cd(G) = 0.
Reciprocamente, suponhamos que cd(G) = 0. Entao, pelo Corolario 311 G € livre de tor¢ao e
da Observagaol311)(i) seque que eziste uma resolugao projetiva de Z sobre ZG de comprimento
0, ou seja,

0— Fy—>7Z— 0.

Seque entao que 7, é Z.G-projetivo.

Consideremos € : ZG — 7 a aplicacao aumentacio Como 7. é ZG-projetivo, temos por
defini¢ao, que existe uma aplicacio ¢ : Z — ZG tal que o ¢ = id. Temos: ¢(Z) C ZG
e o(Z) # {0}. Seja a € 9(Z),a # 0. Entio, a = ¢(n), para algum n € Z. Agora,
ga = gp(n) = p(gn) = p(n) = a. Assim, a € (ZGQ)%, ou seja, p(Z) C (ZG)C. Logo,

(ZG)“ = (Ind{yZ)< # 0.

Pela Proposi¢ao[2.4.3, G € finito. Como G nao tem tor¢io, temos G = {1}.

Exemplo 3.1.5 G ¢ livre de posto finito e nao trivial se, e somente se, cd(G) =1

De fato, seja G = F(S) grupo livre gerado por um conjunto finito S. Pelo Exemplo [21.23, e
pela Proposicao temos que

0— ZGY — 7G — 7 — 0
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¢ uma resolugao livre de 7 sobre ZG de comprimento 1. Assim, temos cd(G) < 1. Se cd(G) =0
teriamos, pelo Exemplo anterior, G = {1}. Portanto, cd(G) = 1.
Reciprocamente, um Teorema de Stallings e Swan garante que todo grupo cuja dimensao

cohomoldgica € igual a 1 € livre ([24)] e [25]).

Exemplo 3.1.6 Seja G o grupo fundamental de uma superficie conexa fechada Y (exceto S?* ou
P?). Entdo, cd(G) = 2. De fato, pelos Exemplos[L.3.9 e[LZ10, Y ¢ um K(G,1) 2-dimensional,
e assim, cd(G) < 2. Agora, pela Proposicao [2.6.2, temos que H*(G,Zy) ~ H*(Y,Z,). Além
disso, por [13], I1I1.22.30, H*(Y,Zy) = Zs. Logo, cd(G) = 2.

Exemplo 3.1.7 Seja Y =T" = S' x ... x St (toro n-dimensional). Vimos no Ezemplo[1.3.7]
que Y ¢ um K(G,1)-complexo, e temos que H"(Y,Z) ~ Z # 0 ([13], 1I11.22.28). Portanto,
cd(G) =n.

3.2 Grupos de tipo F'P,

Definicao 3.2.1 Uma resolucdo (ou resolucdo parcial) P <> M ¢ dita de tipo finito se cada

P; ¢ finitamente gerado.

Definicao 3.2.2 Seja G um grupo e n um inteiro. Dizemos que um grupo G é de tipo FP,

(0 <n <o) se existe uma resolug¢ao projetiva parcial, de tipo finito,
P,—...—F—>7Z—0

de 7, sobre 7Z.G.

Exemplo 3.2.1 Todo grupo é de tipo FP,, pois ZG = 7 — 0, onde € € a aplicacio

aumentacao, ¢ uma resolucao parcial de 7 sobre ZG de comprimento 0.

Proposicao 3.2.1 G ¢ de tipo F'P, se, e somente se, G ¢ finitamente gerado.
Demonstracao:Ver [6], pagina 197. O
Proposicao 3.2.2 Se G ¢ finitamente apresentado entao G € de tipo F' Py

Demonstracgao:Para G finitamente apresentado, é possivel construir um CW-complexo finito
Y de dimensao 2, com 7 (Y) = G.([6], pagina 44). Pela Proposi¢ao2.1.3 temos que o complexo
de cadeia celular aumentado do recobrimento universal ¥ de Y é uma resolucio livre parcial
de Z sobre Z(G de comprimento 2 e de tipo finito. Logo, G é de tipo F'Ps. ([l

Observacao 3.2.1 A reciproca da Proposicao anterior é falsa. Um contra-exemplo foi dado

em [4)].
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3.3  Grupos de Tipo FP e FLL

Definicao 3.3.1 Um grupo G € de tipo FP (tipo FL) sobre Z se Z admite uma resolugdo
projetiva (livre) finita de Z sobre ZG:

O—-P,—>P,1—...>Fh—7Z—0

com cada P; finitamente gerado como ZG-mddulo.

Proposicao 3.3.1 G € de tipo FP se, e somente se,
(i) cd(G)< oo
(i) G € de tipo F Py

Demonstracao:(=-) Imediata.
(<) Se cd(G)< oo e G é de tipo F'P., podemos construir uma resolucao finita da seguinte
forma:

P PR SZ—0

de tipo finito, onde n = ¢d(G) e, consideremos P,, = Kerd,_,. Pelo Lema B.11] P, ¢é projetivo.
Além disso, P, é finitamente gerado. Deste modo, temos a resolucao projetiva finita:

0O—-PFP,—...>FP—>7Z—0

Assim, G ¢é de tipo F'P. O

Exemplo 3.3.1 Seja G € um grupo finitamente apresentado, com cd(G)=2. FEntio, G € de
tipo FP. Pela Proposi¢io[3.2.2, temos que G € de tipo F'Py. Assim, pela Proposi¢io anterior
seque que G ¢ de tipo FP.

Observacao 3.3.1 E claro que, se G € de tipo FL, entao G ¢ de tipo FP.

Proposigao 3.3.2 Se G ¢ de tipo FP, entio cd(G)=maz{n : H*(G,ZG) # 0}.

3.4  Grupos de Dualidade

Definicao 3.4.1 Um grupo G de tipo FP é chamado Grupo de Dualidade de dimensdo n (n €
N), ou simplesmente um D"-grupo, se existirem isomorfismos H'(G, M) ~ H, ;(G,D & M)
para todo 1 € 7 e todos os G-mddulos M, onde n=cd(G). D = H"(G,ZG) é chamado de
modulo dualizante de G.  Se o modulo dualizante D ¢é isomorfo a 7Z como grupo abeliano,
entao G € chamado de grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n, ou simplesmente
PD"-grupo. Se G é um PD"™-grupo e a G-a¢ao no modulo dualizante é trivial, entdo dizemos

que o PD"-grupo € orientavel. Caso contrdario o PD™-grupo é dito nao orientavel.
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A seguir veremos um Teorema que caracteriza tais grupos:

Teorema 3.4.1 As sequintes condi¢oes sao equivalentes para um grupo G de tipo FP:

(i) Ezistem um inteiro n e um G-mddulo D tais que H'(G, M) ~ H,_;(G,D @ M), para todo
G-modulo M e todo inteiro 1.

(ii) Existe um inteiro n tal que H(G,ZG @ A) = 0 para todo i # n e todo grupo abeliano A.
(iii) Eziste um inteiro n tal que H (G, ZG) = 0 para todo i # n e H"(G,ZG) é livre de torgao
(como grupo abeliano)

(iv) Ezistem isomorfismos naturais H(G,—) ~ H, ;(G,D ® —), onde n=cd(G) e D =
H"(G,ZG).

Demonstragao: (i)=(ii) Por hipdtese, H'(G, M) ~ H,, _;(G, D® M). Consideremos o médulo
induzido M = ZG ® A = Ind?l}A, onde A é um grupo abeliano. Entao H'(G,ZG @ A) ~
H,(G,D @ (ZG ® A)). Temos que D @ (ZG @ A) = D @ Ind{yA =~ Ind{, (D ® A) =
ZG ® (D ® A), ou seja, (D ® M) também é médulo induzido.

De fato, temos o isomorfismo

VvV:D®(ZG®A) — ZG®(D®A)
d®(a®a) — a® (da® a)

com inversa

V1 ZGR(D®A) — D (ZG® A)
g@(d®a) — dg—' ®(g®a)

definida nos geradores e estendida por linearidade. Agora, a G-acdo em D ® (ZG ® A) é dada
por g(d® (a®a)) =dg ' ®@ga®aeem ZG®(D® A) é dada por g(a® (d®a)) = ga® (dQa).
Logo, 1 é uma aplicacao de G-moddulos.

Deste modo, para L = D ® A, temos para i # n

244
H,_(G,ZG @ L) = H,_(G, Ind{, L) =" H,_;({1}, L) = 0

Dali,

H(G,ZG® A) ~ H, (G, D® (ZG® A))
~ H, ,(G,2G®(D®A))
= H, (G,2G®L)
= 0
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Portanto, H (G, ZG @ A) = 0 para i # n. Logo, (i) = (ii).

(it) = (ui4) Por hipétese, H'(G,ZG ® A) = 0, para i # n, onde A é um grupo abeliano.
Tomando A = Z, temos H(G,ZG ®Z) ~ H(G,ZG) = 0, i # n. Consideremos agora A = Z,
k> 0. Assim, H(G,ZG ® Z,) = 0, i # n. Temos a sequéncia exata curta:

0205726572697, =0

onde k(o) = k.ae jO nig) = D(g: @) = (O nig;) ® 1. Aplicando a sequéncia exata de

cohomologia, temos :
0=H"YG,2G & Z) & H'(G,ZG) &5 H"(G, ZG)

Assim, K, ¢é injetora para todo k e k% = kx. Deste modo, se x € H"(G,ZG), com kx=0,
temos x=0. Portanto, H"(G, ZG) é um grupo abeliano livre de torgao. Logo, (ii) = (ii7).
(ii1) = (iv) Seja D = H"(G,ZG). Como H'(G,ZG) =0, parai > n e H"(G,ZG) # 0 temos,
pela Proposigao 2.6.1] cd (G)=n. Como, por hipdtese, G é de tipo F P, temos que

OHPnHPn_l PO = 7 0

é resolucao projetiva de comprimento n. Aplicando Homzg(—,ZG) a esta sequéncia, temos

67171

O H 50 o
— Homyq(Z,72G) — Homyg(FPy, ZG) — ... — Homyq(P,, ZG) —=0

-
0

Como H'(G,ZG) = H(Homgzg(P,ZG)) = 0 parai # n e H(G,ZG) = D para i = n, obtemos

a resolucao projetiva de Z sobre ZG,
0O—=FP —...4 P —=D—=0

onde P’ = Homp(P;,ZT"). Mais precisamente através da suspensdo X"P*, onde (X"P*); =
P*

—;» & resolucao pode ser reescrita da seguinte forma:

0—X"P)y—...—> (X"P)y—D—=0 (3.1)

Agora, se P é projetivo finitamente gerado, entao P* também é projetivo finitamente gerado.
De fato, como P é projetivo, temos F' = P & @), onde F é livre. Deste modo, Homgzq(F, ZG) =
Homyo(P,ZG) ® Homye(Q,ZG). Além disso, por hipdtese, P é finitamente gerado, entao
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F =@ ,ZG. Portanto,
HOng(@?zlzG, ZG) ~ @?ZIHOng(ZG, ZG) >~ @?leG

Logo, P* ¢é projetivo finitamente gerado. Dai, temos o isomorfismo de dualidade

Homga(P, M) ~ P* @z M. Tensorizando B.I] por M, obtemos o complexo de cadeias
o= (E"P) Qe M — (X"Py) @z M — D @z M — 0
com (X"P, ))* @z M ~ Homyg(P;, M). Assim,
H(G, M) = H(Homgg(P,M)) ~ H,_;(X"P* @z M) = Tor® (D, M)

para qualquer G-médulo M. Como D ¢é livre de torcao, pela Proposicao 2.9 temos
TorS (D,M) ~ H,_;(G,D ® M). Portanto, H(G,M) ~ H,_;(G,D ® M), para qualquer
G-médulo M. Logo, (iii)=(iv).

(iv)=(i) E imediato. O

Segue do Teorema anterior que um grupo G é de dualidade se qualquer uma das condigoes

do Teorema sao satisfeitas.

Observacao 3.4.1 Bieri e Eckmann definiram, originalmente, um grupo de dualidade como
sendo um grupo G, nao necessariamente de tipo F P, tal que existam isomorfismos dados pelo
produto cap :

Nz: H(G,M) = H,_;(G,D® M)

para todo 1 e todo M, onde n é um inteiro firo, D um G-mddulo fizo, e z um elemento fizo
de H,(G,D). Como estes isomorfismos sio naturais, seque do item (iv) do Teorema que, um
grupo de dualidade, do modo em que estamos considerando, € também um grupo de dualidade
no sentido em que foram definidos por esses autores. Reciprocamente, se G € um grupo de
dualidade, no sentido dos mesmos, entao o produto cap implica que existem isomorfismos
naturais

H(G,~)~ H,_(G,D® ).

e pode-se mostrar que G € de tipo F'P, e portanto, G € um grupo de dualidade, no sentido em

que estamos considerando.

Proposicao 3.4.1 Seja G um D"-grupo com modulo dualizante D, entao:
i) H"(G;ZG) ~ D

ii) H,(G; D) ~Z

iii) c¢d(G) =n
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Demonstracao:

i) H"(G; ZG) BT Ho(G: D ©,ZG) " oL (D ®y,ZG)e " "= 22D 9,0 2G ~ D.

ii) H,(G;D) ~ H,(G;D ©, Z) mHO(G Z) 76 ~ 7,

iii) Para todo ZG-médulo A, temos H*(G; A) B@ H, (G;D ®z A) = 0 para k > n e
H"(G;ZG) = D # 0. Logo cd(G) = n. O

Observacao 3.4.2 O resultado acima nos mostra que tanto o modulo dualizante D quanto a

dimensao cohomoldgica n € determinada pelo grupo G.
Exemplo 3.4.1 Se G ¢ trivial entao, G é um PD°-grupo.
Exemplo 3.4.2 Se G =7 (grupo ciclico infinito), entio G é um PD'-grupo.

Exemplo 3.4.3 Se G ~ Z, (grupo ciclico finito de ordem n) entao, G nao € um grupo de
dualidade de Poincaré. De fato, se G fosse um P D"-grupo, para algum n, teriamos H*(G, M) ~
H, (G, M), para todo k € Z e todo ZG-mdédulo M. Em particular, para M = 7, teriamos
HYG,Z) ~ H, x(G,Z) (x) Mas temos H*(G,Z) = Z,,Vk € Z. Se () for verdadeira,
teremos Hy, ox(G,Z) = Z,,Yk € Z. Seja kg € Z : 2ky > n. Logo, n — 2ky < 0 e, assim,

H, o1, (G,Z) = {0}, 0 que nos dd uma contradi¢ao.
Proposicao 3.4.2 Seja G um PD"-grupo. Entao,

Z, se k = n;
0,sek#n.

(i) H*G,ZG) =

(i) cd(G) =
(iii) G ¢ livre de torgao.

Demonstragao:(i) Temos que, como G é um PD"-grupo, H*(G,ZG) ~ H,_(G,ZG), para
todo k € Z. Mas, ZG = ZG ®yz Z. Assim,

Shapiro Z; se k= n;
H, x(G,ZG)=H, (G, ZG®z7Z) = H, x{1},Z) =
0,sek#n.
Z, se k = n;
Logo, H*(G,ZG) ~
0,se k#n.

(i) Seja & > n. Como G é um PD"-grupo, para todo ZG-médulo M, temos H*(G, M) =
H, (G,M) =0, pois n — k < 0. Dai, cd(G) < n. Mas, por [(i)], H"(G,ZG) = Z # 0. Logo,
cd(G) =

(iii) Se G tiver torgao, entdo, pelo coroldrio 4.1, cdG = oo, o que nao ocorre (por (ii)). O
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3.5 Interpretacao Topoldgica dos Grupos de Dualidade

Segue da Dualidade de Poincaré para variedades fechadas (compacta e sem bordo) a seguinte

interpretacao topoldgica para os Grupos de Dualidade de Poincaré:

Teorema 3.5.1 Se G € o grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada X, entao G

¢ Grupo de Dualidade de Poincaré de dimensao n, orientdvel ou nao, dependendo da orienta¢ao

de X.
Demonstragao: Ver [0], VIII, p.222. O

Exemplo 3.5.1 Seja X uma superficie fechada. FEntao, pelo Teorema de Classificacao das

Supertficies, temos as sequintes possibilidades para X:

1. X =52
2. X =T?
3. X = RP?

4. X =T ... #T? (soma conexa de n toros)
5. X = RP*# ... #RP? (soma conexa de n planos projetivos)

Destes, apenas S* e RP? nao sao asféricos. — Entao m(T?), m(T*#...#T%) e
1 (RP*# ... #RP?) sio Grupos de Dualidade de Poincaré de dimensio 2

3.6 Nocoes Virtuais

Até agora nos preocupamos com grupos livres de torgao. Baseados em [6], vemos que grupos
com torcao necessariamente tém dimensao cohomologica infinita, e assim certamente nao podem
satifazer as condigoes FP, FL ou ser grupo de dualidade. Nesta se¢ao, veremos alguns exemplos

de grupos com tor¢ao que tem subgrupo livre de torgao.

Definicao 3.6.1 Seja G um grupo. Dizemos que G virtualmente tem uma dada propriedade
se algum subrupo de indice finito tem a mesma propriedade.

Exemplo 3.6.1 G um grupo virtualmente livre de tor¢ao se G tem um subgrupo de indice finito

livre de torgao.
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Definicao 3.6.2 Seja G um grupo. Dizemos que G tem dimensao cohomoldgica virtual

finita e denotamos por ved(G)< oo, se existe um subgrupo S de G de indice finito e cd(S)< occ.

Exemplo 3.6.2 Sejam G = Z ® Z, e S = Z subgrupo de G. Temos que [G:S]=n< oo e
cd(S)=1. Logo, ved(G)< oo.

Observagao 3.6.1 Similarmente, G ¢ de tipo VFP (ou VFL) se algum subgrupo de indice
finito € de tipo FP (ou FL).

Exemplo 3.6.3 vcd(G)=0 se, e somente se, G é finito.

Definicao 3.6.3 Um grupo G ¢é dito grupo de dualidade virtual de dimensio n, ou
simplesmente VD™, se algum subgrupo de indice finito de G é um grupo de dualidade de

dimensao n.
Exemplo 3.6.4 G ~Z & Z, ¢é grupos de dualidade virtual de dimensao 1.

Proposicao 3.6.1 G ¢ um grupo de dualidade virtual se, e somente se, as sequintes condigoes
sao satisfeitas:

(i) G € de tipo VFP

(ii) Eziste um inteiro n tal que H'(G,ZG) =0 para i # n e H"(G,ZG) € livre de torgao.
Neste caso, cada subgrupo livre de tor¢ao de indice finito € um grupo de dualidade com mddulo
dualizante H" (G, ZG).

Demonstracgao: Suponhamos que GG é um grupo de dualidade virtual. Entao existe H subgrupo
de G, de indice finito, que é grupo de dualidade. Como H é grupo de dualidade segue que é
de tipo FP. Dai G é de tipo VFP. E pelo Teorema [B. 4.1 existe um inteiro n tal que
HY (G,ZG) = 0 para i # n e H"(G,ZG) é livre de tor¢ao. Agora, seja G um grupo de tipo
V F' Pe existe um inteiro n tal que H'(G,ZG) = 0 para i # n e H"(G,ZG) é livre de torgao.
Entao G tem um subgrupo H de tipo FP, de indice finito e pelo Exemplo existe um
inteiro n tal que 0 = H'(G,ZG) = H'(H,ZH) para i # n e H"(H,ZH) ¢é livre de torgao. Pelo
Teorema B.4.1] e pela B.4.1] temos que H é grupo de dualidade. Logo, G é grupo de dualidade

virtual. 0
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CAPITULO

4

As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre a Teoria de Cohomologia de Tate para grupos
finitos e uma generalizacao dessa teoria denominada Cohomologia de Farrell. As principais

referéncias usadas neste capitulo sao [0] e [10].

4.1 Um pouco de Algebra Homologica Relativa

Nesta secao, veremos brevemente alguns conceitos de Algebra Homolo6gia relativa. Para maiores
detalhes ver [6], VI.2. Considere G um grupo fixo, nao necessariamente finito e H C G um

subgrupo fixo.

Definicao 4.1.1 Uma aplicagao injetora i : M' — M de ZG-mddulos é dita admissivel se é
uma aplicacao injetora separavel quando considerada como uma injecao de ZH-modulos, isto
é, se ewiste uma aplicacao w: M — M’ de ZH-mddulos tal que 7o i = idyp.

Uma sequéncia exata M’ S M L M” ¢ dita admissivel se a inclusio Imj — M" € admissivel.
Um complexo de cadeia C de ZG-modulos € dito admissivel se cada sequéncia exata

Ciy1 — C; — C;_q € admissivel.

Observacao 4.1.1 A definicao de um complexo de cadeia ser admissivel € equivalente a dizer

que C é contrdtil quando consideramos como um ZH-mddulo, (ver [G], Proposi¢ao 0.3, pdgina

5).

Definicao 4.1.2 Um ZG-mddulo ) ¢ relativamente injetivo se satisfaz as sequintes

condigoes equivalentes:
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(1) Qualquer diagrama de ZG-mddulos

onde cada linha exata é admissivel, pode ser resolvido, isto €, existe um ZG-homomorfismo de
M" em @ que faz comutar o diagrama.

(11) Qualquer diagrama

onde i ¢ uma injegcao admissivel, pode ser resolvido.
(III) O functor contravariante Homga(—, Q) leva inje¢oes admissiveis de ZG-mddulos em

sobrejecoes de grupos abelianos.

Observagao 4.1.2 (a) Todo mddulo injetivo é relativamente injetivo.
(b) Para qualquer ZH-mddulo N, o ZG-mddulo Coind$% N ¢ relativamente injetiva ([6], VI.2.1).
(c) Se |G : H| < oo entdo qualquer ZG-mddulo projetivo é relativamente injetivo ([6l], VI.2.3).

Definicao 4.1.3 Uma resolucao relativamente injgetiva de um ZG-modulo M é um
complero de cadeias nao negativo (Q de mddulos relativamente injetivos junto com uma

equivaléncia fraca n: M — @Q tal que o complexo de cadeia aumentado
0—=M-—=>Q"—=Q— -

¢ admissivel.

Observagao 4.1.3 Pode-se mostrar que quaisquer duas resolugoes relativamente injetivas de

M sao homotopicamente equivalentes.([6)], VI.2.5).

Proposicao 4.1.1 Suponha [G : H| < oo. Se M é um ZG-mddulo que é projetivo
(respectivamente finitamente gerado e projetivo) como wm ZH-mddulo, entdo M admite uma
resolugcao relativamente ingetiva n : M — @ tal que cada Q" € um ZG-mddulo projetivo

(finitamente gerado e projetivo).

Demonstracao: Ver [0], VI.2.6. 0.

4.2  Resolucoes Completas

Definigao 4.2.1 Seja G um grupo com ved(G) = n. Dizemos que (F, P, e) € uma resolugdo

completa para G se ' € um complexo de cadeia aciclico de ZG-maodulos projetivos, € : P — 7. é
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uma resolucao projetiva de Z sobre ZG tal que F' e P coincidem em dimensoes suficientemente

altas.

Fn,14>Fn,2 FO F,14>...

ST n+1*>Fn

Pn_1*>Pn_2 P() Z 0

Vamos precisar do seguinte Lema, para provar o item (b) da Proposicao L.2.1k

Lema 4.2.1 Se c¢d(G) < oo entdo qualquer complezo de cadeia aciclico de 7ZG-mddulos

projetivos € contrdtil.

Demonstracao: Note primeiro que qualquer ZG-médulo M que é ZG-livre tem
projdimzeM < n = cd(G). De fato, se P é uma resolugao projetiva de Z de comprimento n,
entao P® M (com G-agao diagonal ) é uma resolucao projetiva de Z®@ M = M de comprimento
n. Suponha agora que F' é um complexo aciclico de modulos projetivos e seja Z; para algum

k, o modulo de k-ciclos. Entao temos uma sequéncia exata
02y —Fy—...=>Fpy1 = Fppy—0

com cada F; projetivo. Desde que projdimzacZi_, < n, segue que Zp € projetivo. Assim,

Fy11 — Zj cinde para todo k e F' é contratil (ver [6], Proposi¢ao 0.3, pdgina 5). O

Proposicao 4.2.1 (a) Eziste uma resolu¢ao completa (F, P, e) de G tal que F' coincide com P
em dimensoes > n = vcd(G). Se G é de tipo VEP, entao F pode ser tomado de tipo finito.

(b) Se (F,Pe) e (F',P' €) sao resolugoes completas, entdo existe uma unica classe de
homotopia de aplica¢oes de (F,P,e) em (F',P' €'), e estas aplicagoes sao homotopicamente

eqivalentes.

Demonstracao:( a) Como ved(G) = n entdo existe um subgrupo H C G tal que [G: H] < 00
e cd(H) =n . Pelo Corolario B.1] temos que H é um subgrupo livre de torgao. Sejae: P — Z

uma resolucao projetiva de Z sobre ZG
. > PP —-F—>7Z—0
e seja K = ker{P,_1 — P,_»}. Entao (P;);>, fornece uma resolucao projetiva de K
.= PP, 5K =0
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4 As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

Desde que n = ¢d(H) temos que K é ZH-projetivo por BIl Assim, pela Proposi¢ao AT

temos uma resolucao injetiva relativa correspondente.
0-K230Q" 50 — ...
onde cada Q" é projetivo. Unindo (P);>, e (Q")i > 0, obtemos a resolugao completa desejada.

PnJrl Pn QO Ql Q2 Qg Q4

N

P, 1 —— P, Py Z 0

Se G é de tipo VFP os complexos P e () podem ser tomados de tipo finito.

(b) O Lema 2.1l mostra que qualquer resolu¢ao completa F' é H-contratil e dai é admissivel,
pela Observacao LTIl Além disso, pela Observagao cada médulo F; é relativamente
injetivo. Considere duas resoluc¢oes completas como em (b). Podemos construir uma aplicac¢ao
de cadeias preservando a aumentagao P — P’. Segue de [6], V1.2.4 que podemos definir uma
aplicacao de cadeia 7 : ' — F’ em todas as dimensoes. Da mesma forma, a equivaléncia de
homotopia entre P e P’ pode ser estendida para todas as dimensoes. E assim,as aplicacoes

entre resolucoes completas sao homotopicamente equivalentes. O]

Vamos agora ver um método para a construcao de uma resolugao completa quando I' é um

grupo particular.

Exemplo 4.2.1 (Construgao de Resolu¢ao Completa) Sejam T' =T'1 x I'y, onde cd(T'y) < oo e

ved(Ty) < oo. Considere X uma resolugao projetiva finita para I'y e Y uma resolug¢do completa

para I's.
X 02X, 22X, 1—9..90X0=>X12X0S>5Z—=0
Y ... Yn+1 Yn Yk Yk—l Yb Y_1
P B 7 0

Tensorizando X ® Y como na Observagao obtemos um complezo de cadeia aciclico
C:...—>C,—C1—>...5Chp— ... Co—C 14— ...

Analogamente, tensorizando X ® P como na Observa¢ao[2.1.7]], obtemos uma resolugao projetiva
Q de Z sobre ZI':

Q:-"—>Qn_>Qn—1_>---—>Qr+k—>...—>Qg—)Z—)O
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4.3 Cohomologia de Tate

Note que Q,, = C,,, paran > r+ k. E assim, temos uma resolucao completa para I':

Chs1 Ch - Crik Crir—1 e Co c
Qrik—1 e Qo Z 0

Finalizando esta se¢ao veremos a seguinte Observagao que sera util no capitulo seguinte.

Observagao 4.2.1 (a) Seja P um ZG-mddulo projetivo finitamente gerado. Entao, por
[0],1.8.3, temos que P* é um ZG-mddulo projetivo finitamente gerado. E para qualquer

ZG-modulo M, existe um isomorfismo
¢ P* @z M = Homgg(P, M)

dado por p(u @ m)(z) = u(z).m, parauw € P*,m € M ex € P. Onde P* = Homya(P,ZG).
(b) Seja F' um complexo de cadeia, o dual de F é o complezo F = Hompg(F, R) tal que F' =
(Homp(F, R))* = (Homg(F,,R)) = F_, = (F},)*.

4.3 Cohomologia de Tate

A homologia e a cohomologia de um grupo sao usualmente pensadas com tendo propriedades
duais uma da outra. No caso do grupo ser finito, mais que propriedades duais, a homologia
e a cohomologia tem propriedades bastante similares. Tate descobriu uma maneira ingénua
de explorar essas similaridades entre H,(G) e H*(G) para G finito. A saber, ele mostrou
que existe um quociente de H® de H° e um subgrupo de ﬁo de H, tal que a sequéncia
..., Hy, Hy, ifvo, ;I/O, H',H? ... forma uma teoria (unificada) de cohomologia, denotada por f[*,
denominada Cohomologia de Tate.

Nesta seccao faremos um estudo introdutério da Cohomologia de Tate para grupos finitos.

Se G é um grupo finito entao ved(G) = 0. Dai, pela Proposigao [1.2.1] existe uma resolugao
completa (F, P, €) para G tal que F' e P coincidem em todas as dimensdes nao negativas. Assim,

para grupos finitos podemos pensar em resolugoes completas no seguinte sentido:

Definicao 4.3.1 Seja G um grupo finito. Uma resolucao completa para G ¢ um complexo
aciclico F = (F})iez de ZG-mddulos projetivos, junto com uma aplicag¢do € : Fy — 7Z tal que

€: Fy — 7 € uma resolugao no sentido usual, onde F'y = (F});>o.

Observagao 4.3.1 Seque da defini¢cao que g : Fy — F_1 se fatora unicamente como oy = ne,

onde n : Z — F_1 é um monomorfismo. Uma maneira de obter uma resolugao completa de
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4 As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

G € o sequinte. Considere uma resolucio € : F — 7 de 7 sobre Z.G. Tomemos o dual de
€ : F'— 7Z adotando F_; = Hom(F;_1,7Z) para i > 0. Isto nos fornece a segquinte resolugdo
projetiva contraria n : 7 — F. Ao unirmos e : F — 7 com sua dual n: L — F obtemos uma

resolucao completa de G.

F\Z F2 F1 F() F_2 (*)

NI

Exemplo 4.3.1 Seja G = Z, um grupo ciclico finito, com gerador t, e considere

N=1+t+...+t"'. Seque da Observacio anterior e do Exemplo [2.71] que o complexo

Loa Noga
AN
Z

t—1 t—

7G Y76

¢ uma resolu¢ao completa de G.

Definicao 4.3.2 Seja G um grupo finito e F ¢ uma resolucao completa para G. A

cohomologia de Tate com coeficientes em um ZG-modulo M € definida por
H(G, M) = H'(Homgq(F, M))
para todo i € 7.

Observagao 4.3.2 Se G € finito entao existe uma resolu¢ao completa de 7. sobre Z.G de
tipo finito, isto €, na qual os modulos projetivos ﬁz sao todos finitamente generados (ver [6],

Proposi¢cao VI.3.5). Segue entdao que os grupos ﬁ]i(G, Z) sao finitamente gerados.

Exemplo 4.3.2 Seja G =7, =<t > e F é uma resolucao completa para G, como no Exemplo

[£.31 Aplicando o functor Homgza(—,Z), obtemos o sequinte complexo:
0 n 0 n 0 n
oL =L =L =L =T — ...

onde Homzq(ZG,Z) ~7Z ¢ N = 1+t + ... +t"L. Note que Oy, = 0 € Doy = n = |G].

Portanto,

Kern 0 L
- 7m0 :6:O,sezezmpar;
H' (G,Z) =
( ) Ker0 7 7 .
=— =Zy,,se i € par.
Imn  nZ P
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4.3 Cohomologia de Tate

Sejam G = {1 = tg,ty,...,t,—1} um grupo finito de ordem n e M um ZG-médulo. Considere
n—1

a aplicagdo N : M — M dada por N(m) = ( E t;)m para todo m € M. Considere também os
=0
conjuntos

Mg=M/<gm-mlgeG,meM> e MY={me M|gm=m,Vg € G}
Proposicao 4.3.1 Com as notagoes anteriores, para todo g € G e m € M temos N(gm) =
N(m). Assim temos induzido um homomorfismo de grupos abelianos N : Mg — MS definido

por N(u) = N(u),u € Mg.

Demonstracao: Seja ¢ € G, aplicacao ¢, : G — G definida por ¢4(t;) = t;g para i =

0,...,n —1 ¢é bijetora. Logo para cada ¢ = 0,...,n — 1 existe um unico k tal que t;g = t;, e
para cada k = 0,...,n — 1, existe um tnico i tal que t;g = t;. Assim paracadage Gem e M
n—1 n—1 n—1
N(gm) = Z tilgm) = > (tig)m = (Z ty)m = N(m)
i=0 i=0 i=0

Agora considere N : Mg — M¢ definido por N(u) = N(u). N estd bem definida, pois

S
T1=T3 = &1 — To e<gm—m!geG,m€M>=>x1—$2zznj(9mj—mj)=>
j=0

= N(z; —22) = an(N(gmj) — N(m;)) = 0= N(x1) = N(22)
O

Definicao 4.3.3 A aplicacdo N : Mg — M€ dada por N (@) = N(u) é chamada de aplicacdo

norma.

Proposicao 4.3.2 Sejam G um gupo finito e M um ZG-modulo. A Cohomologia de Tate de

G com coeficientes em M € dada por

;

HY, para i > 0;
. cokerN, para i=0;

kerN, para i=-1;

\H_Z-_l, para 1 < -1,

onde N : Mg — MC € a aplicacdo norma.
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Demonstracao: Seja F uma resolugao completa para G. Considere Fy = (F})>0 ¢ F. =
(F})i<0, € seja CT (resp. C7) o complexo Homg(Fy, M) (resp. Homg(F_, M)). Entao temos,

HI(CT),i>0

H(G M)={""
H{(C7),i< -1

e existe uma sequéncia exata
0— H NG, M) — HYC 1) S H(CH) = HYG, M) = 0

onde a é induzido pelo operador cobordo § : C~! — C°. E determinado pelo diagrama

c-1_2 o (%)

|

H(C) = HY(C)

Agora, € : I, — 7 é uma resolugao projetiva de Z, entao H'(C") ~ H'(G, M). E assumindo
que F é de tipo finito, entdo por [6], VI.3.5, temos F. = X P para alguma resolucio projetiva

P — 7 de tipo finito. Existe um isomorfismo, tal que
C~ = Homg(F_,M) = Homg(XP,M) ~ %P ®q M.
Assim, H(C™)~H Y. P®cM)=H_; (P ®c M) = H_; (G, M). Portanto,

. HY, parai > 0;
H_; 4, parai < -1,

e existe uma sequéncia exata
0— H NG, M) — Ho(G, M) > H (G, M) — H(G,M) — 0

Afirmamos que « é a aplicacao norma definida anteriormente. Para provar isto, é conveniente
assumirmos que as resolucoes projetivas F'y e P ambas tem ZG na dimensao 0 e ambas comecam
com a aumentagao candnica ZG — Z, (podemos assumir isto, pois a resolu¢ao pode ser tomada
arbitrariamente como resolucao projetiva de tipo finito). Entao n = €* : Z — ZG é dado por
n(1) = > ,cq 9. Como Homzq(ZG, M) = M, o diagrama (x) fica:
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4.3 Cohomologia de Tate

M N M

|

HO(G7 M) *a>H0<G7 M)

onde as aplicacoes verticais sao aplicacoes canonicas M — Mg e MY < M. O que prova a
afirmacao. Portanto,

~ coker N, para i=0;

H ’

kerN, para i=-1;

Resumindo os resultados acima por meio do seguinte diagrama:

HO

) i

1 H2
H-3 ﬁ—Q ﬁ—l N ﬁo ]Tll ﬁz

|

H H, Hy
0

Exemplo 4.3.3 Se G ¢ um grupo finito entio H(G,Z) = Z, onde n = |G|. De fato, como a

acio de G ¢é livre,temos N : 7. — 7 com N(r) = > (t;)r = nr . Assim, H(G,Z) = cokerN =
Z Z

ImN:E:

n-

4.3.1 Algumas Propriedades da Cohomologia de Tate

Nesta secao veremos algumas propriedades da Cohomologia de Tate que sao andlogas as da

cohomologia usual.

1) Uma sequéncia exata curta 0 — M — M — M" — 0 de ZG-mdbdulos da origem a uma

sequéncia exata longa
LD H(G M) — H(G, M) — H(G,M") > HG, M) — ...

2) Desde que uma resolucao completa para G pode ser considerada como uma resolugao
completa para qualquer H C G, e a inducao e a coindugao coincidem pois G € finito, o Lema

de Shapiro, assume a forma: Se H C G e M é um H-moddulo, entao

H*(H,M) ~ H*(G,ZG @y M).
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3) (Dimensao Shifting) Observamos que existe um processo de deslocamento de dimensoes

para a Cohomologia de Tate, ou seja: Dado um G-moédulo M é possivel encontrar G-moédulos

K e C (como em 2:87) tais que
H(G,M) ~ H*G,K) e H(G, M)~ H~(G,C)
para todo i € Z ([6] VI.5.).

4) (Produto Cup) Existe um produto cup na cohomologia de Tate,

HP(G,M)® HY(G,N) — HP*(G,M & N)
U R v — uJuv

com propriedades similares as propriedades do produto cup para cohomologia ordindria
H*(G,7Z) (ver Z81]). Por exemplo, o produto cup tem elemento identidade 1 € Z/|G|Z =
H(G,Z) e é associativo ((uUv) Uw = uU (v Uw)). Assim H*(G,Z) é um anel graduado com
identidade. Além disso H*(G, M) é um médulo sobre H*(G,Z) para todo M.

5) Para i € Z, considere o produto cup

H(G,Z)® H(G,Z) — HYG,Z)=17/|G|Z
URU — uUwv

Entao existe um isomorfismo
p: H(G,Z) — Hom(H (G, Z),Z/|G|Z)

definido por p(u)(v) = U v para v € H™(G,Z) (ver [6] Teorema V1.7.4).

Observagao 4.3.3 Considere o Z-mddulo Q/Z. Para cadan € N;n > 1, o elemento 1/n + 7Z
em Q/7Z gera um subgrupo que € isomorfo a Z,. Assim Z, ~n"'Z)7 — Q/Z. Além disso, se

A é um grupo abeliano tal que nA =0 para algum n > 0 entdo
Hom(A,Q/Z) ~ Hom(A,n'Z/Z) ~ Hom(A, Z,)
Se A € finito, Hom(A,Z,) ~ A. Seque entdo, da propriedade (5), que existe um isomorfismo
p: H(G,Z) - H(G,7)
para todo i € Z.
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Proposigao 4.3.3 Seja G um grupo finito tal que H™ (G, Z) # 0 para algum m > 1, e seja

p um primo que divide a ordem de H™ (G, Z). Entao a cohomologia H™(G,Z,) € ndo trivial.
Demonstragao: Pelo Corolédrio 2.9.4] temos
H™ NG, Z) = L(Hn1(G,2)) & T(Hn(G,2)) (%)

onde L denota a parte livre e 7 denota a parte de torcao. Como G é um grupo finito, pela
Observacao [.3.2] a Z-homologia de GG é um grupo de tor¢ao em dimensoes maiores que zero,
isto é, H,,(G,Z) = T(Hn(G,Z)) e L(H,(G,Z)) é igual a {0}. Assim, por (%) temos que
H,.(G,Z) ~ H™"(G,Z). Pelo Corolario temos que a sequéncia

0 — Ezt(H,,-1(G,Z),Z,) - H"(G,Z,) — Hom(H,,(G,Z),Z,) — 0
¢é exata e cinde. Logo,
H™G,Z,) ~ Hom(H,,(G,Z),Z,) ® Ext(H,,-1(G,Z),Z,)

Como p divide a ordem de H™ (G, Z), existe um subgrupo F de H™ (G, Z) tal que F ~ 7Z,.
Entretanto, H,,(G,Z) ~ H™(G,Z) e assim existe um subgrupo H de H,,(G,Z) tal que
H ~ F,ie., H~1Z, Agorasejai: Z, — H,,(G,Z) a inclusdo. Entao ¢ induz uma aplicagao
iy » Hom(H,,(G,Z),Z,) — Hom(Z,,Z,), que é sobrejetora. Porém Hom(Z,,Z,) ~ Z,. De
fato, a aplicagao ¢ : Hom(Z,,Z,) — Z, tal que ¥(f) = f(1) é um isomorfismo. Portanto

Hom(H,,(G,Z),7Z,) possui um somando isomorfo a Z,. Assim H"(G,Z,) é nao trivial. O

Exemplo 4.3.4 Se G = 7Z, e p é um primo que divide r entao, para todo m impar,
H™(G,Z,) # 0. De fato, pelo Exemplo 271, H™'(G,Z) = Z.. Como p divide r, pela
Proposi¢cao anterior, H,,(G,Z,) # 0. Observe que H,,(G,Z) € trivial, pelo Exemplo[2.7]|

4.4  Grupos com Cohomologia Periddica

Nesta secao veremos alguns resultados sobre grupos com cohomologia periddica que serao tteis

no préoximo capitulo. A referéncia principal para essa sec¢ao é [6].

Definigao 4.4.1 Um grupo finito G tem cohomologia periddica se para algum d # 0 existe

um elemento u € HYG,Z) que € invertivel no anel H*(G, 7).
Observagao 4.4.1 Se G tem cohomologia periddica entao o produto cup com u
wU—: HWG, M) — H (G, M) (%)
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¢ um isomorfismo para todo n € Z e todo G-maodulo M. De fato,

i) uUv =uUuy u:;l v1 = vy e portanto uU — € injetora.

ii) Seja z € PAI"J”J’(G,M), eviste v = u Uz € ﬁ"(G, M) tal que wUv = z, pois u™' €
f[‘d(G, M). Assim uU — € sobrejetora. Em particular, tomando n =0 e M = 7Z, temos que

HYG,7Z) ~ Gz e que u gera HY(G, 7).

O isomorfismo (%) € chamado de isomorfismo de periodicidade.

Se sabemos que um grupo G tem cohomologia periddica, entao a tarefa de computar H “(G)
se torna bem mais simples. Assim é interessante termos um critério para decidir quando G tem

cohomologia periédica.

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo finito. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) G tem cohomologia periddica.

(ii) Existem inteiros n e d, com d # 0, tais que H"(G,M) ~ H"(G, M) para todo
Z.G-maodulo M.

~ Z
(iii) Para algum d # 0, HY(G,Z

ATENA
(iv) Para algum d # 0, HY(G,Z) contém um elemento u de ordem |G].

Demonstracao: (i) = (it) segue direto de (*).

(17) = (i4i) Se (i1) é verdadeiro entdo, pela técnica de deslocamento de dimensoes (dimension-
shifting), temos que ﬁk(G, N) ~ ﬁ]k+d(G, N), para todo k € Z e todo ZG-médulo N. De fato,
se existem inteiros n e d, com d # 0, tais que ﬁ"(G, M) ~ ﬁ”*d(G, M) para todo ZG-médulo,

entao pelo deslocamento de dimensao temos
HYG,N)~ ...~ H"G,M) ~ H""G, M) ~ ...~ H*4G, N)

que é valido para todo k € Z e todo ZG-moédulo N. Tomando k£ = 0 e N = Z, nés
obtemos (7i7).

(111) = (iv) Segue di/l\reto de d # 0, H(G,Z) ~ YAER -

(iv) = (i) Seja u €| H|'d$G, Z) tal que a ordem de u é |G|. Entao o subgrupo Z g de H(G,Z) é
G|z

a-iz - Q
Z

isomorfo a Zg ~ . Considere f : Zjq — - 7 tal que f(u) = ‘—é' +7Z=1¢€Zg.

Como % ¢ um Z-médulo injetivo (ver [6] ), existe uma extensao de f:

f:HYG,Z) -~ 2
Z
tal que f(u) = 1 € Zyg. Mas HY(G,Z) ~ HG,Z). Assim existe v € H (G, Z), v = p(u)
com ordem |G|. Considerando a aplicacdo dada pelo produto cup H4G,Z) — HY(G,Z) ~
Lig| — %, segue que f(u) =uUv = u.v. Daf temos u.v =1 € Zg| e assim u é invertivel. Da

Definicao .41l segue que G tem cohomologia periédica. O
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Exemplo 4.4.1 Se G ¢ um grupo finito que atua livremente em wum CW-complero X
homeomorfo a uma esfera de dimensdo impar S**~1 entio G tem cohomologia periddica. De
fato, pelo Teorema [2.7.1, G admite uma resolugao periodica de periodo d = 2k e assim, a

condi¢ao (ii) do Teorema anterior é verdadeira logo G tem cohomologia periddica.
O proximo resultado sera util na demonstracao da Aplicacao 1 do proximo capitulo.

Lema 4.4.1 Sejam G um grupo finito atuando livremente em S**' e p um primo que divide
a ordem de G. Entao a cohomologia H'(G,Z,) contém Z, como um somando para i = 2n + 1
et =2n + 2.

Demonstracgao: Pelo Exemplo anterior temos que G tem cohomologia peridédica e dai pelo
TeoremaLZT], item (44¢) temos que H*""(G,Z) ~ 7)), o grupo ciclico de ordem |G|. Como G
é um grupo finito, a Z-homologia de G é um grupo de tor¢cao em dimensoes maiores que zero,
isto é, H'(G,Z) = T(H(G,Z)) e L(H'(G,Z)) = 0. Pelo Coroldrio 2.9.4] temos

Z\G| = H2n+2(G7 Z) = ‘C<H2n+2(G7 Z)) D T(H2n+1<G7 Z)) = H2n+1 (G7 Z)
E pelo Corolario 229.2] temos
H*N G, Z,) ~ Hom(Hs,1(G,Z),Z,) ® Ext(Hs,(G, Z),Z,)

H (G, Z,) ~ Hom(Han, (G, Z),Z,) ® Ext(He,1(G, Z),Z,)

Como p divide |G|, entdo H***?(G,Z,) possui um somando direto que é Ext(Ziq|, Z,) ~ Z,
(ver [14] 3.1) e H*"*!(G,Z,) tem um somando direto que é Hom(Zq), Zy,) = Z,.

Logo o resultado segue. 0]

4.5 Cohomologia de Farrell: Uma extensao da cohomologia de Tate

para uma classe de grupos infinitos

Thomas Farrell definiu uma nova teoria de cohomologia que generaliza a teoria de cohomologia
de Tate para uma certa classe de grupos infinitos, ou seja, grupos de dimensao cohomoldgica
virtualmente finita. A construgdo da teoria de Farrell foi motivado por uma tentativa de
entender por que a dualidade de Bieri-Eckmann falhava para grupos de dualidade virtuais.
Nesta secao introduziremos a teoria de cohomologia de Farrell, que generaliza a cohomologia

de Tate. As principais referéncias usadas foram [6] e [10].

Definigao 4.5.1 Seja G um grupo com ved(G) = n < oo e considere uma resolugao completa

(F,P,) de G. Os grupos de cohomologia de Farrell de G com coeficientes em um ZG-
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modulo M sao definidos por
H*(G, M) = H*(Homg(F, M)).

Observacgao 4.5.1 (a) Pela Proposicao [{.2.) temos que H* estd bem definido.
(b) Seja G um grupo finito. Logo, ved(G) = 0. Obtemos entao uma resolug¢dao completa para

G, (F,P,e) com P; = F; para i > 0. Ou seja, temos o complexo aciclico:

N

Entao, fli(G, M) = H'(Homg(F, M)), para todo i € Z. Neste caso, a presente definicio €

obviamente consistente com a Cohomologia de Tate. Isso mostra que a cohomologia de Farrell

Fy Fy Fy F

generaliza a cohomologia de Tate.

4.5.1  Algumas Propriedades da Cohomologia de Farrell

Proposicao 4.5.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo com ved(G) < oo, H um subgrupo
de G e M um ZH-médulo. Entdo: H.(H, M) ~ H*(G,Coind$ M)

Demonstragao: A demonstragao é andloga ao caso de cohomologia ordindria. (Ver 2.441) OJ

Proposicao 4.5.2 Seja G um grupo com ved(G) < oo e M um ZG-mddulo.

(a) Se G € livre de tor¢io entdo H*(G, M) = 0.

(b) Se M € um mddulo induzido ZG Qzy M', onde H € um subgrupo livre de tor¢ao de indice
finito, e M' um H-médulo arbitrdrio entio H*(G, M) = 0.

Demonstracao: (a) De fato, se G ¢ livre de tor¢ao e ved(G) < oo entao existe H C G tal que
|G : H] < oo e pela Observagao B.I2 temos cd(G) = cd(H) = n. Logo existe uma resolugao

projetiva de comprimento n. E para este caso tomamos F' = 0.

Portanto, H*(G, M) = 0.

(b) Pela Proposicio E5.1] temos que H*(H, M') ~ H*(G, Coind%M’). Como M é um médulo
induzido ZG @z M’ e |G : H] < oo temos H*(H, M) ~ H*(G, Ind%M'). Dai, por H ser livre
de torcdo, e pelo item (a), segue que H*(H, M') = H*(G, M) = 0. O

Antes de fazermos um Exemplo precisamos da seguite Observacao.
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Observacao 4.5.2 Seja R um anel comutativo e considere um R-homorfismo d : R*> — R2.

Aplicando o functor Hompg(—,7Z) obtemos o homomorfismo

6: Homp(R?*,Z) — Homg(R*7Z)
f o o) =fod

Considere as aplicagoes

¢: Homgr(R*Z) — Homg(R,Z) x Homg(R,Z)
f = e(f) = (f1, f2)

onde fl(a) = f(a70) € fQ(b) = f(O,b), €

Vv: Hompgp(R,Z) x Homg(R,Z) — Hompg(R? 7Z)
(f1, f2) = U(f1, f2) = fi2

onde fi3: R* = Z tal que fi2(a,b) = fi(a) + fo(b). Temos o diagrama:

Homp(R2,Z) g Homp(R2,Z)

‘| |+

Homp(R,Z) x Homp(R,Z) —>~ Homp(R,Z) x Homp(R,Z)

onde 6 = @ odo. Assim,

0(f1, f2) = podo(fi, fo) =pod(fi2) = @(frzod) = ((frzod)r, (frzod)). (%)

Considere agora, o sequinte diagrama:

Homp(R,Z) x Homp(R,Z) —>~ Homp(R,Z) x Homp(R,Z)

a(al,ag)T lﬁ(ﬁlyﬁz)
YA Y/ g YA Y/
onde d =Bodoa e
Bi: Hompg(R,Z) — Z

S = Gi(f) = f(1g)

o L — Hompg(R,Z)
n — an)=f,:R—Z

onde fo(r) =rn. Entao B(f1, f2) = (f1(1r), fo(1r)) € a(mi,m2) = (fim,: fina)-
D(M'/a S(mlamQ) = B o 8 © a(m17m2) = B o S(fmmfmz) (;) 5((fm1m2 © d)17 (fm1m2 © d)2) =

77



4 As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

= ((fmimy © )1 (1R), (fyms © d)2(1R)). (%)

Assim, dado d : R?> — R? obtemos um homorfismo & : Z* — 72 definido como em (xx).
Finalizando esse capitulo, vejamos um Exemplo de calculo da Cohomologia de Farrell

Exemplo 4.5.1 Considere G =Zy =<t >e L=7 =< s> e sejal' =G x L. Para construir
uma resolugao completa de I' vamos aplicar a construgdo vista no Exemplo [{.2.1 Vimos no

Exemplo[{.51) que X € uma resolug¢io completa para G = Zy =<t >
x:..%zacS e
Para L =7 =< s >, temos uma resolucao completa
Y: 050—=ZLS ZL—-0— ...

Fazendo o produto tensorial de complexo de cadeia, como na Observa¢ao obtemos o

sequinte complexo aciclico:
B 2ZGRZL? B (269 ZL)? B (ZG © ZL) . ..
Considerando as resolugoes projetivas de G e de L
LB 2GS G ST -0

L0500 ZL S 7L S 7 0

e calculando o produto tensorial, temos uma resolucdao projetiva de G X L:

U

B (2GR ZL? B (ZGOLL? D (2GR LL) S 7 — 0

E, portanto, uma resolucao completa

i (ZG®ZL)? %~ (ZG @ ZL? —"~ (2G © ZL)* %~ (2G © ZL)} ...
&

(ZG ® ZL) <= Z 0

Pela Observagao temos Z(G x L) ~ Z(G) ® Z(L). Considerando R = Z(G) ® Z(L),
pelo Ezemplo [{.5.3, vimos que € suficiente aplicarmos o operador bordo na unidade do anel
1z = (1,1). Considere d; : R x R — R x R,Vi. Fazendo os calculos temos

dans1(1,0) = (NI, 1); (L, (s = 1)1)) , dans1 (0, 1) = ((0,0): (¢ — 1)1, 1))
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d2n(1Ra O) = (((t - 1)17 1); (L (5 - 1)1)) ’ d2n(0> 13) = ((07 0); (NL 1))

Aplicando o functor Homg(—,7Z), obtemos
o IXLBLXL B IRT .

Voltando a (**) da Observagao anterior, obtemos o operador ¢ da sequinte forma :

mims © d2n)1(1R), (frmymy © dan)2(1R))

(5;n(m1, mz) = (
( mimg © d2n)<1R7 )’ (fm1m2 © dQn)(O7 1R))
(

= ((frrm) (((E = DT, 1)5 (1, (5 = 1)1)); (frnym)((0,0); (N1, 1)))
NT1,1))

= (t—=11,1).my + (1, (s — 1)1).ma; (0,0).my + (N1, 1)msy)
[(t, (L,0)].my +[(1,8) — (0,1)].ma; [(1, 1) + (¢,0)].m2)

(

(

( (N
= (S ((t = DL 1) + [y (1, (5 = D1); £, (0,0) + fiy (N

( > 1

(

(0

1) -
,2m2)

527:+1 (mla mZ) = mimg © d2n+1) ( (fm1m2 © d2n+1) 1R))
1p 1

R); (
O) (fm1m2 o d?n—i—l)( 3
(

( |

((finims © dan+1)( Rr))

( (
=

(

(

(2m

(

(

(fmms ) (NT, 1); (1, (s = 1)1)); (frnams ) ((0,0); (£ =

fm (Nl 1>+fm2< (5_1> )7fm1(0 0) fmz ( - )

(N1, 1).mq1 + (I, (s — 1)1).mg; (0,0).m1 + ((t = 1)1, 1)ma)

[(T ) + (8, 0)].ma + [(1,5) = (0, 1)].my; [(2, 1) — (1,0)].m2)
)

Assim, a cohomologia de Farrell de I é a cohomologia do complexo

72222252288

Agora, calculando a cohomologia de Farrell, temos
{0} x Z
{0} x 2Z

Z x {0}
27, x {0}

~ {0} X Zo = Zs; se i € impar

~ 7o x {0} = Zy; se i € par

Portanto, H'(T',Z) = Z,Vi € Z.
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CAPITULO

5

Aplicacoes

5.1 Aplicagao 1: Um critério para (H, G)-coincidéncia de aplicagoes

Nesta segao apresentamos em detalhes a demonstragao, que se encontra em [11], de um critério
de (H,G)-coincidéncia de aplicagoes (Teorema 5.1.1 abaixo). A demonstragao desse critério
segue do fato que um certo homomorfimo ¢* : H*"*Y(B(G),Z,) — H*"™(X?*"*1 /G, Z,) é ndo
trivial (Lema 5.1.1 abaixo) e para demonstrar esse fato aplicamos alguns resultados vistos
no capitulo 2, segdo 7 (cohomologia de grupos finitos) e no capitulo 4, secao 4 (grupos com
cohomologia periddica).

Antes de demonstrarmos o resultado principal vejamos alguns resultados preliminares.

Definicao 5.1.1 Seja X um CW-complero. Se X tem o mesmo tipo de homotopia de uma

esfera, entao ele é chamado de esfera de homotopia.

Definicao 5.1.2 Seja f : X — Yuma aplicagao continua entre G-espagos. Dizemos que f
possui uma G-coincidéncia se aplica uma orbita de algum elemento x € X em um unico

ponto, ou seja, existe v € X tal que f(gx) = f(x), Vg € G.

Seja X um G-espago. Para cada x € X, considere G(z) a drbita do elemento x. Se H é um

subgrupo de G, entao a aplicacao

Glx)xH — Gz
(gx,h) +— ghx

fornece uma acao a direita de H na 6rbita G(x) de G. Para cada y € G, temos yH = {yh|h €
H} a érbita da acdo de H em G(x).
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Definicao 5.1.3 Suponha que X ¢ um G-espaco e H é um subgrupo de G. Dizemos que uma
aplicagao f : X — Y possui uma (H,G )-coincidéncia se eriste um ponto v € X tal que
f manda cada oérbita da a¢ao de H na G-drbita de x em um tnico ponto, isto €, f(ghz) =

f(gzx),Vh € H.

Observagao 5.1.1 (a) Nas condi¢oes da definicio, se H é o subgrupo trivial, entdo todo ponto
de X é uma (H,G)- coincidéncia. De fato, f é uma fungao.

(b) Se H = G entio f tem uma G-coincidéncia. De fato, seja x € X um ponto de (H,G)-
coincidéncia. Considere v = ex € G(x), onde e é o elemento neutro de G. Assim f(zh) = f(x)
para todo h € H, ou seja f(exh) = f(x) o que implica que f(hx) = f(ehz) = f(x). Entretanto
H=G. Logo f(Gz) =f(x) e portanto x é um ponto de G-coincidéncia.

Seja Y™ uma esfera de homotopia na qual G atua livremente. Em vista dos resultados
apresentados nas Proposi¢oes 2711 e 272 a partir de agora, vamos assumir que G é finito e m
é impar, m = 2n + 1.

Considere 7 : X* 1 — Y201 /(¢ a aplicacdao quociente e seja ¢ @ " /G — B(G) a

aplicacao classificante para o G-fibrado principal 7 : 2" — 327+ /G

Lema 5.1.1 Seja p um primo que divide |G|. Entdo o homomorfismo ¢* : H***(B(G), Z,) —
H* (22 /G Z,) € nao trivial.

Demonstracao: Considere o G-fibrado E(G) — B(G), dado pelo Teorema [LT7.2l Temos o
fibrado 21 — E(G) xg 22" 5 B(G) com espaco base B(G) e fibra X2"+! (ver [§] 111.4
ou [B] 11.2.4). Como G é um grupo finito e atua livremente em X*"*1 entao E(G) xg X2 é
homotopicamente equivalente a ¥?" 1 /G (ver [5] pag 208). Seja t : 32" /G — E(G) x g X!
uma equivaléncia de homotopia. Logo pot : ¥?""! /G — B(G) também classifica o G-fibrado
principal 7 : 32Tl — 20+ /G e assim, pelo Teorema [L7.2 ela é homotdépica a c. Logo,
¢t = t*op*. Como H* 1 (X*1/G 7Z,) # 0 basta mostrar que ¢* é sobrejetora. Como t* é

isomorfismo, basta mostrar que
p* H"YY(B(G),Z,) — H*" "™ (E(G) xg ¥*", Z,)

é sobrejetora. Para isto considere a sequéncia exata de cohomologia de Gysin associada ao
fibrado p : F(G) x¢ ¥*"* — B(G) ( Teorema [[.7.3 ou ver [23] 9.5.2).

H>(B(G),Z,) & H*(E(G) x¢ $21, Z,) — H'(B(G),Z,)

5 H2(B(G), Z,) 5 H*2(B(G) x¢ 52+ 7).
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Como FE(G) xg Y2 ¢ homotopicamente equivalente a Y?"7'/G  temos que
H*"*2(E(G) x¢ X**1Z,) = 0. Assim ¢ é sobrejetora. Porém H°(B(G),Z,) ~ Z, e
como B(G) é um K(G,1)-complexo entao pelo Lema AT H*"**(B(G),Z,) D Z, e dai
H*"*%(B(G),Z,) # 0. Logo a tnica possibilidade é que H*""?(B(G),Z,) = Z,, o que implica

que ¥ é um isomorfismo. Dai p* é sobrejetora e o fato esta provado. O

Considere G um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo ¥™ que tem o
mesmo tipo de homotopia de uma esfera m-dimensional, ¥ um CW-complexo k-dimensional e
uma aplicagao f: X™ — Y . Seja G = {1, 92, - - ., g-} uma enumeragao fixa dos elementos de
G, onde r é a ordem de (G. Vamos definir uma acao de G em Y, onde Y=Y xY x ... xY

(r vezes). Para cada g € G e (y1,¥2,...,y,) € Y, seja

I Y2, - Ur) = Woy (1) Yoy (2)s - > Yog(r) (%)

onde a permutacao o, ¢ definida por g;g = g,,(;). Vamos verificar que a férmula (*) realmente
define uma acao a esquerda de G em Y.

Primeiramente, se e é o elemento neutro de G entao g;e = g; e 0.(i) = i. Portanto

e(yla Y2, ... 7y7‘> - (yae(l)ayae@); o 7yae(7‘)) = (yla Y2, ... >yr)-

Agora, se g, h € G temos

(Gh) W1, Y2, - Yr) = Yogn (1) Yogn(2)s - - - Yogn(r))
onde g;gh = g, (- Por outro lado
91, y2, -5 Ur) = 9(Yor (1), Yon@)s - - - » Yo () = 9(1, T2, - -, T)
onde x; = ¥Y,, ;). Logo
91, o, - w0) = (To,(1), Toy (@) -5 Toy(r) = (You(og(1)s Yon(og()s - - Yon(og(r))-
Observe que go, (o,(1) = Joo (i) = 9igh = Go,, (i) € assim 0, (04(7)) = ogn(i) o que implica que

(gh)(ylay27 s >y7‘> = g(h(y17y27 s 7yr)-

Para facilitar o entendimento dessa acao de G em Y" vejamos um Exemplo.

Exemplo 5.1.1 Considere G = {1 = g;,t = go,t* = g3} atuando em um espaco Y3 como
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em (x). Assim temos as permutagoes git* = gz, got? = g1, g3t*> = go, g1t = o, got = g3, g3t =
91,911 = 91,921 = g2 € g3l = g3. Temos entdo 1(y1,y2,y3) = (Y1,¥2,Y3),  t(y1,%2,93) =
(Y2, Y3, 91) € (Y1, y2,y3) = (Y3, y1,¥2)

Lema 5.1.2 Seja H C G e (Y")H = {x € Y"|hx = x,Yh € H} o conjunto dos pontos fizos

pela acao de Hem Y". Se F' = U (YT)H com H percorrendo todos 0s subgrupos nao triviais de
H
G entio acio de G em Y. =Y — F € livre.

Demonstracao: Seja g € F = U (Y™, Entdo existe um subgrupo nao trivial H C G tal
H

que 2o € (Y")7. Assim hxy = o para todo h € H, o que implica que existe hy # ¢ = id,
ho € H C G tal que horg = xg, ou seja a acao de G em F' nao € livre.

Agora, se v € Y" e gr = x onde g # e, considere H =< ¢g > . Entdo H é um subgrupo nao
trivial de G e ¢’ = x para todo ¢/ € H. Logo, z € (Y")2 C F.

Concluimos entao que se x € YO(T) entao gr # x para todo g € G, g # e. O

Lema 5.1.3 Seja X um G-espaco e f : X — Ywuma aplicacio continua. A aplicagdo
¢ X = Y7 definida por ¢(x) = (f(g1x), f(g2x),. .., f(g:x)) € equivariante.

Demonstracao: Sejam g € G e v € X. Entao

¢(gz) = (f(9192), f(9292), -, [(9:92)) = (F(Goy)®), F(Go,@)s -+ [ Gy (r)2))-

Por outro lado

99(x) = g(f(q17), f(g2x), ..., f(r7)) = 9(y1, %25 - Yr),

onde y; = f(g;x). Assim

9O(T) = Yoy (1) Yoy 2)s - - - s Yoo (1)) = ([ (Goy(1)T)s f(Goy(2T), - - -+ [(Goy(r)@))-
Logo go(z) = ¢(gx), ou seja ¢ é equivariante. O

Lema 5.1.4 Seja f : X" — Y wma aplicacdo continua e seja ¢ : > — Y™ a aplicagdo
do Lema anterior. Se f nao possui (H,G )-coincidéncias para todo subgrupo ndo trivial H C G,
entao a acao de G em ¢(X*" 1) € livre, ou seja ¢p(32*" 1) C YO(T).

Demonstragao: Vamos supor que a acao de G em ¢(X*"!) nao seja livre. Logo, existe
t € G, t # id tal que tp(z) = ¢(x), para algum x € %" Portanto ¢(z) € F. Segue
que ¢(x) € (Y™ para algum H C G. Assim h¢(z) = ¢(x) para todo h € H. Como
¢ é uma aplicagdo equivariante entdo ho(z) = ¢(hz) = ¢(z), Vh € H. Temos entdo
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(f(gihx), ..., f(g-hx)) = (f(q12),..., f(g:x)), para todo h € H. Deste modo f(ghz) = f(gx),

Vh € H,Vg € G de onde concluimos que f tem uma (H,G)-coincidéncia, o que contraria a

hipétese. Portanto a agao de G em ¢(X2"1) ¢é livre. O

Vamos aplicar todos os Lemas anteriores na demonstracao do resultado principal dessa se¢ao

que fornece um critério para uma aplicagao ter uma (H, G)-coincidéncia.

Teorema 5.1.1 Suponha que G € um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo
Y2+ que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera 2n+1-dimensional e f : X*"1 —Y
¢ uma aplicagao continua. Suponha ainda que uma das condigoes abaixo € verdadeira,

a) X2 ¢ um CW-complezo finito 2n+1-dimensional e Y é um CW-complexo k-dimensional.
b) Y é um CW-complexo k-dimensional finito.

Entao, se 2n + 1 > |G|k, existe um subgrupo nao triviel H C G e uma (H,G)-coincidéncia
para f.

Demonstracao: Seja p um ntimero primo que divide a ordem de G e vamos supor que f nao
tenha uma (H, G)-coincidéncia.

Considere a aplicaciao ¢ : ¥?"*' — Y" dada pelo Lema E.I.2 Do Lema segue que
B2 1) c V) | Assim ¢ se fatora em Y." da seguinte forma

st Byl Ay

onde ¢y : ¥+l YO(T) ¢ a prépria ¢ com restricao do contradominio e i : YO(T)—>Y’"
¢ a inclusao. Como ¢ é equivariante é claro que ¢y é uma aplicagao equivariante. Seja
v Y = v7/G a aplicacio quociente e ¢y : 22" /G — Y /G a aplicacio induzida
por ¢g. Seja cy : YO(T) /G — B(G) uma aplicagao classificante para o G-fibrado principal
v Yo(r) — YO(T)/G. Entao ¢ = cy ¢y : L2 /G — B(G) é uma aplicacao classificante para o
G-fibrado principal 7 : ¥t — Y27+ /G da se¢ao anterior.

Temos por hipdtese que 2n + 1 > |G|k = rk. Assim temos dois casos a considerar.

Primeiro, se 2n + 1 > rk e (a) ou (b) s@o verdadeiros, entdo a dimensao de YO(T) /G é menor
que 2n + 1. Assim ¢ : H*(B(G), Z,) — H* (Y /G, Z,) é nula e ¢* = ¢oci = 0, 0 que
contradiz o Lema B.T.11

Vamos supor entao que 2n+1 = rk. Se a hipétese (a) for verdadeira entao f(X***1) é compacto
e dai esta contido em um subcomplexo finito de Y. Se a hipdtese (b) for verdadeira entao ja
temos que Y é um CW-complexo finito. Assim, sem perda de generalidade, em ambos os
casos podemos assumir que Y é um CWcomplexo finito (caso contrario substituiriamos Y por
Y = f(¥"1). A aplicagao ¢* : H*"*1(Y" Z,) — H2”+1(YO(T),ZP) é uma parte da sequéncia
de cohomologia do par (Y7, Y{")

o BN YT ) S HNYSD, ) = H (YYD Z,)
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Como H*" (Y™, YO(T), Z,) = 0, segue que i* é sobrejetora. Observe agora que ¢ pode ser escrita
como:

st B y2ndl oyt S Y x...xY

x — (g1, ..., grx) — (f(q1z), ..., f(g-)).

Aplicando o Teorema [[.6.]] iterativamente e usando a Observacao [[LG.Il temos o seguinte

diagrama comutativo:

Rc

H2 (Y™, Zy) S BNV Z)®.. 0 H(Y,Z,)

p1+...+pr=2n+1
(f7)* lf*®...®f*

lRc

H2rH (82, Z,,) > H(ETZ)® ... @ B (S Z,)
p1t...+tpr=2n+1

w*

H2n+1 (Z2n+1 7 Zp)

Usando os fatos que dimY < 2n + 1, H¥(X*"*1 Z,) = 0 para 0 < s < 2n + 1 e o diagrama
é comutativo, segue que (f7)* = 0 e dai ¢* = 1" o (f")* = 0. Do fato que i o ¢y = ¢ segue
que ¢f : HH(Y\" Z,) — H>™ (X2 7)) 6 nula. Agora, como 7 : L2l %20l
e o : YO(T) — YO(T) /G sao projecoes de recobrimento, existem homomorfismos transfer 7 :
HPH (220 Z,) — HP Y (S GL ) e o 0 HPPYY) Z,) — HP (Y, /G, Z,). Além

disso, pela Observacao [[.8] temos que o seguinte retangulo comutativo:

]{271-&-1(22714-17 Zp) T ]_IQTL-H<22n-i-1/c;17 Zp)

i i

2+l (YO(T)’ Zp) 70 H2"+1(YE)(T)/G, Zp)

Assim 7 o ¢ = by oy e ¢5 = 0 o que implica que ¢y o1y é nula. Como YO(T) é
um CW-complexo (2n+1)-dimensional, pela Proposi¢ao [L81] o homomorfismo transfer 7y :
a7 Y 7,) — H (Y /G, Z,) 6 sobrejetor. Isto implica que ¢o" : H2 (Y /G, Z,) —
H?>+Y (¥4 /G 7,) é o homomorfismo nulo. Logo ¢* = ¢y o ¢ = 0, o que contradiz o Lema
BTl A contradigao foi possivel porque supomos que f nao tem (H, G)-coincidéncia.

Assim existem um subgrupo nao trivial H C G e uma (H, G)-coincidéncia para f. 0

Como consequéncia do resultado anterior, segue o seguinte critério para Z,-coincidéncia de
uma aplicacao de uma esfera S?"*! em um CW-complexo k-dimensional Y. Este resultado esta

no artigo [12], que temos como consequéncia do Terorema anterior.

Corolario 5.1.1 Sejam G = Z,, onde p é um primo impar e Y um CW-complexo k-

86



5.2 Uma obstrucao para um V D™-grupo satisfazer o isomorfismo de dualidade

dimensional finito. Se G atua livremente em S*"*!' e 2n + 1 > pk, entdo toda aplicacdio

[ 8% =Y possui uma Z,-coincidéncia.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, existe um subgrupo nao trivial H C G e uma (H, G)-
coincidéncia para f. Entretanto como p ¢ primo, o unico subgrupo nao trivial de Z, ¢ ele
mesmo. Logo H = G, Dai f tem uma (G, G)-coincidéncia, o que corresponde a defini¢ao de

(G-coincidéncia. O

Observacao 5.1.2 O resultado do Teorema anterior ¢ o melhor possivel se consideramos todos
os grupos finitos. De fato, para cada K > 1 em < 2k, um exemplo de um poliedro k-dimensional
Y* e uma aplicagdo f: S™ — Y* que nao tem coincidéncias antipodais foi construido em [I7].

E uma questao interessante se um exemplo similar pode ser construido para G = Z,, r > 2.

5.2 Aplicacao 2: Uma obstrucao cohomoldgica para um V D"-grupo

satisfazer o isomorfismo de dualidade de Bieri-Eckmann

Nesta secao apresentamos (baseados nas referéncias [6] e [I0] ) uma aplicagao da teoria de
Cohomologia de Farrell a grupos de dualidade virtual. Essa aplicacao fornece uma obstrugao
para um V D™-grupo satisfazer o isomorfismo de dualidade de grupos devido a Bieri e Eckmann.

Antes de apresentarmos o Teorema principal necessitamos de alguns resultados preliminares.
Em toda esta secao I' denotard um grupo de dualidade virtual de dimensao n (V D"-grupo)
com médulo dualizante D = H™(T", ZT").

Definicao 5.2.1 Consideremos dois complexos de cadeia:

/ / /

a, 9, o, 0,
Ci ™8 O 250 -2 Oy 25

7" 17" " 1"

n an 877, 671,7
D:. 2D, 2D, D,y "= ..

e uma aplicagao de cadeia f: C — D. Para todo inteiro n, seja £, = C,_1® D,, e defina um
homomorfismo O, : E,, — E,_1 por 0,(z,y) = (=0, _,(x),0,(y)+ fn_1(x)), para cada x € C,,_;

e cada y € D,,. Temos que 0, o O,y1 = 0. O complexo de cadeia obtido
E:.2p,pE 2 E, 2
¢ chamado de mapping cone de f.

Observagao 5.2.1 Denotaremos a mapping cone de f por E = E(f).
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Definicao 5.2.2 Consideremos o complexo de cadeia:

ORI Yol YR N
Definimos YO = C,_1 e o homomorfismo 0, : (XC): — (XC)L | por 0, = 9,_1. O

complezo de cadeia XC' é chamado de suspensao do complexo C.
Observagao 5.2.2 Para facilitar a notag¢ao denotaremos apenas por %C'.

Proposicao 5.2.1 Seja I' um grupo de dualidade virtual com mdodulo dualizante D, seja
€ : P — Z resolugao projetiva de tipo finito de Z sobre ZI', e seja n : Q@ — D uma
resolucao projetiva de tipo finito de D sobre ZI'. Entao existe uma resolucdo completa F
tal que o complexo dual F = Homgr(F,ZL) é a mapping cone de uma aplica¢io de cadeia
f:X7"Q — P. Em particular, F; = P; para i >n e F; = (Qn_;_1)* para i < —1.

Demonstracao: Considere (P;,d;) uma resolugao projetiva de tipo finito para o ZI'médulo
trivial Z.
o P s PB Bp ARy

Aplicando o funtor Homr(—,ZI'), obtemos P = Homr(P;,ZI") e o complexo de cocadeias:

*

i
0P %... 5 P — ...

O complexo de cocadeias dual (P, d}) é exato, exceto na dimensao n, onde H"(I',ZI') = D.

Isto segue do Teorema B.41]l Seja (Q;, k;) uma resolugao projetiva de D .
knp K k
= QB Q3 Qo —~D—0 (1)

Considere K o cokernel de df_, : Pf | — Pf. Ou seja K = P!/Im(d_,). Como D =
H™(I',ZI') = ker(d})/Im(d;_, temos D C K. Considere agora o complexos de cadeias

..._)Sm—>---—>51—>SOB#K_>O (2)

onde S; = P;_.. j € Z e 9y é aprojecao d,_y : P;_y — K = P;/Im(d;,_;). Por [6], Lema
[.7.4, a inclus@o i : D — K se estende aplicacdo de cadeias, do complexo (1) no complexo (2),
fi Qi — Pr_ ., i>0. Agora definimos, para todo i < 0, Q; = P =0 e f; = 0 e obtemos uma
aplicacao f : X7"Q — P*, onde X7"(@) denota a suspensao de grau —n de @), conforme mostra

o diagrama abaixo:

0 P(T e Pf:—l P;: Pv;k+1
fn+1T fnT f1T fOT f—1T
Qn—H Qn e Ql QO 0
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Observe que na primeira linha do diagrama temos um complexo de cocadeias e na segunda linha
um complexo de cadeias. Para consertar isso considere o complexo dual P tal que P, = P*,.

Obtemos entao o diagrama

0 P . P* P* P*  —-
fn+1] fnT flT foT flT
2 2o e Y1 Y n 0

de complexos de cadeias, onde ; = (37"Q); e f : ¥7"Q — P. Como H,(XQ) ~ H,(P) para
todo s, segue de [6],p.5, que f é uma equivaléncia fraca. Dai, por [6], Proposicao 0.6, a aplicacao
cone C' de f é um complexo aciclico de médulos projetivos finitamente gerados. Lembre que,
para cada i, C; = P* @ (X7"Q);_1. Seja F o complexo dual C' dado por F; = (C_;)*. Entao

F=(P®(X"Q)ic1) =P @ (Qn-ic1)" =P ® (Qn_i—1)"

Note que F; = P, parai > n e F; = (Qn_i—1)" para i < —1. Resta mostrar que F' é
aciclico. Como ved(I') < oo existe IY C T" um subgrupo de I' livre de torgao e de indice
finito. Entao [[' : T"] < oo e segue da igualdade entre médulo induzido e coinduzido que
F = Homygr(C,ZI") ~ Homgzpr (C,ZI"). Dali, como cd(I") < oo, temos pelo Lema 2.1 que C

é ZI-contratil. E assim, o dual F' é também ZI"-contratil e portanto, aciclico. O

Observacgao 5.2.3 Considere o complexro C = F como na demonstracio da Proposicdo
anterior. Temos C' = Y17"Q em dimensoes maiores que 1. Assim X" 1C' coincide com Q

em dimensoes maiores que n.

Teorema 5.2.1 Seja I' um grupo de dualidade virtual de dimensdo n e maodulo dualizante
D = H™(I,ZT"). Entio H*(T, =)~ H,_, (I, D ® —), Vp < —1.

Demonstracao : Considere uma resolucao completa F' como na Proposicao .21 e seja E =
¥=1F (ver Observacio £.2.3). Entdo, lembrando que P* ®r M ~ Homp(P, M) quando P é

modulo projetivo finitamente gerado e usando a Observacao L.2.1] temos

~

HP(T',—) = H?(Homgr(F,—)) = H_,(F @zr —) = H,_1_,(E ®@zr —).

Agora, da construgao de E (ver Proposigao 2.1 e Observagao £.2.3) existe uma resolucao
projetiva () de D e uma aplicacao de cadeia £ — () que é a aplicacao identidade em dimensoes
maiores ou igual a n. Dal existe uma aplicacio H;(E ®zr —) — Tor;(D,—) que é um
isomorfismo para 7 > n e monomorfismo para j = n. Desde que D ¢ livre de torcao, segue
da Proposicao 2911 que Tor} (D, —) = H;(I',D ® —). Considerando j = n — 1 — p. Assim
HrI',—)~H, , . (I''D®—). O
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Teorema 5.2.2 Seja I' um grupo de dualidade virtual de dimensao n maodulo dualizante D.

Eziste uma sequéncia exata longa de homologia

.= H, ,(I,D®—)— H(I',-) = H'(T,-) = H,_, ([, D® ) = ....

Demonstragao: Considere F' como na Proposi¢ao .21l Da construcao da aplicagao cone
na demonstracao de [B.2.1] obtemos, para cada j, a seguinte sequéncia exata de ZI'-mddulos

finitamente gerados:
0— p] — Cj — (Z_NQ)j_l — 0.

que nos fornece uma sequéncia exata de complexos
0= PRy M— FRy M—S"QQr M — 0,
que nos fornece a seguinte sequéncia exata longa de homologia:
oo = Hy(P ®gr M)—H(F @zr M)—Hp(X"Q Qzr M)—Hy_ (P Qg M) — ...

Agora, segue de [6], Proposicao 1.8.3, que F®zr M ~ Homyp(F, M) e PRy M ~ Homgr(P, M)

e considerando a Observacao [£2.1] obtemos a seguinte sequéncia exata longa:
= Hyo (D, D@ =) =H ¥, -)=H ¥, - )= Hyp 1 ([,DD =) — ...
Trocando —k po p obtemos a sequéncia exata

.= H, ,(I'D® —)=HP(',—)=H"(T,—)=H,_, 1([,D® =) = ....
U

Para simplificar, vamos denotar H?(I', D ® —) por H?, ﬁp(I‘, —) por HP e HP(T', —) por HP.

Corolario 5.2.1 Com as hipdteses do Teorema anterior temos a sequinte sequéncia exata

0—-H ' H,H —H - H, , - H — - — Hy— H" — H" — 0.
Demonstragao: E consequéncia do Teorema anterior lembrando que H_; = H~! = 0. ([l

Juntando os resultados anteriores obtemos o seguite diagrama:
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HO kal Hk . anl H" Hn+1
-2 -t o . k-1 ok ... fn-t or o fntt oL
]Z[n+1 [j[n f{nfl f{nfk [:[nfk+1 e gO

Observe que s6 teremos o isomorfismo de Bieri e Eckmann f]n,k ~ H* para todo 0 < k < n se
Hi = 0, para —1 < j < n. Assim a cohomologia de Farrell é a obstrugao para esse isomorfismo

ocorrer.

Exemplo 5.2.1 Considere o grupo I' = Zo x Z que é um V D'-grupo pois I' = 0 x Z é um
PD'-grupo de T de indice finito, com mddulo dualizante D = 7 (com acao trivial). Vamos

determinar a sequéncia exata dada no Coroldario anterior, para n = 1.
0>H'>H —-H - H > Hy— H' = H" = 0.

No Ezemplo [{.5.1, vimos que HYT,Z) = Zy, Vk. Temos H.(I,Z) = H(I',D ® Z) =
H.I'NZ®Z) = H.(I',Z). Usando Formulas de Kunneth, obtemos H\(I'\Z) ~ 7Z & Z, e
HYT',Z) ~Z. Temos entdo a sequinte sequéncia exata

0—=>Zy 2L DUy —1—Uo —>7— 17— Ty— 0

Note que nao temos isomorfismos de dualidade entre H*(T',Z) e H\(T',Z) e também entre
HNT',Z) e Ho(T',Z) pois as cohomologias de Farrell H-' = H* = H' = Z, # 0.
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