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Matemática.
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo das teorias de cohomologia ordinária de grupos,
da cohomologia de Tate e de Farrel, e algumas aplicações no contexto da Topologia
Algébrica. Dentro desse contexto foram desenvolvidos, através da cohomologia de
Tate, tópicos dentro da teoria de grupos com cohomologia periódica, detalhando
resultados e condições necessárias e suficientes para um grupo ter essa propriedade.
Como aplicação dessa teoria vimos um critério para uma função de uma esfera
de homotopia em um CW-complexo ter uma (H,G)-coincidência. Também foram
desenvolvidos tópicos sobre grupos satisfazendo certas condições de finitude, como
por Exemplo grupos de dualidade virtual e, através da cohomologia de Farrell,
apresentamos uma obstrução para grupos de dualidade virtual satisfazerem o
isomorfismo de dualidade da teoria de Bieri e Eckmann.

Palavras-chave: Cohomologia de Tate, Cohomologia de Farrell, Cohomologia
Periódica, Grupo de Dualidade, Ações livres em esferas, G-coincidências.





Abstract

In this work we present a study of the ordinary cohomology of groups, Tate
cohomology and Farrell cohomology, and some applications in the context of
Algebraic Topology. In this context we were developed topics of the theory of
groups with periodic cohomology, detailing results and necessary and sufficient
conditions for a group to have this property. As an application of this theory
we present a criterion for a map defined in sphere homotopy in a CW-complex to
have a (H,G)-coincidence. Also, we have developed some topics about groups that
satisfy certain finiteness conditions, as for example, virtual duality groups. Besides,
through Farrell cohomology, we present an obstruction for virtual duality groups
satisfying the duality isomorphism of the theory due to Bieri and Eckmann.

Keywords: Tate cohomology, Cohomology Farrell, Periodic cohomology, Group
Duality, free actions on spheres, G-coincidences
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Introdução

A teoria de cohomologia de grupos surgiu através de estudos na álgebra e na

topologia. O ponto de ińıcio para o aspecto topológico da teoria foi o trabalho de

Hurewicz em 1936 sobre espaços asféricos, os seja, espaços X com grupo fundamental

π1(X) = G e grupos de homotopia superiores πn(X) = 0, n > 1. Hurewicz mostrou,

dentre outras coisas, que o tipo de homotopia de um espaço asférico X depende

somente de seu grupo fundamental G e, em particular, os grupos de homologia

de X dependem somente do grupo G. Por essa razão, a homologia de um grupo

G, denotada por H∗(G), é a homologia de qualquer espaço asférico X com grupo

fundamental G. Até a década de 1940, não estava claro como descrever H∗(G)

algebricamente. O primeiro progresso nesta direção foi feito por Hopf em 1942, que

descreveu H∗(G) através de uma apresentação, por geradores e relações, de G.

Seguindo o trabalho de Hopf, houve um rápido desenvolvimento do assunto por

Eckmann, Eilenberg-Maclane, Freudenthal, e o próprio Hopf. Em meados de década

de 1940, foi dada uma definição puramente algébrica da homologia e cohomologia

de um grupo, tornando-se claro que o assunto era de interesse, tanto de topólogos

quanto de algebristas, oferecendo grandes possibilidades de interação entre as áreas.

Uma dessas possibilidades é a teoria de grupos de dualidade devida a Bieri e

Eckmann ([3]). Uma outra possibilidade é a teoria de cohomologia de grupos finitos

que tem sido utilizada em vários contextos, por Exemplo, um dos resultados clássicos

nessa área é que qualquer grupo finito que atua livremente em uma esfera deve ter

cohomologia periódica.

Homologia e cohomologia de grupos finitos tem propriedades similares e Tate (ver

[1] ou [6]) desenvolveu um modo de explorar essas similaridades. Uma ilustração útil

da Teoria de Cohomologia de Tate, denotada por Ĥ∗(G,M), é justamente na teoria

de grupos com cohomologia periódica. Em [10], Farrell estendeu a cohomologia de

Tate para certa classe de grupos infinitos: a dos grupos com dimensão cohomológica

virtual finita. Uma das motivações para a construção da cohomologia de Farrell
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foi para entender porque a dualidade de grupos (devida a Bieri-Eckmann) falha

para grupos de dualidade virtual. Este trabalho enfocará as teorias de cohomologia

ordinária de grupos, a cohomologia de Tate e a de Farrell, apresentando também

aplicações dessas teorias.

O objetivo deste trabalho é, através do estudo das teorias de cohomologia ordinária

de grupos, da cohomologia de Tate e de Farrel, apresentarmos aplicações dessas

teorias no contexto da Topologia Algébrica. Dentro desse contexto desenvolvemos,

baseados em [6], tópicos dentro da teoria de grupos com cohomologia periódica,

através da cohomologia de Tate, detalhando resultados e condições necessárias e

suficientes para um grupo ter essa propriedade e também desenvolvemos tópicos

sobre grupos satisfazendo certas condições de finitude. Uma das motivações em

estudar grupos com cohomologia periódica é o fato de eles atuarem em esferas de

homotopia e assim pode-se obter, por Exemplo, generalizações do Teorema Clássico

de Borsuk-Ulam. Com base nisso, como aplicação da teoria de grupos periódicos,

detalhamos os resultados contidos no artigo [11]. Quanto à cohomologia de grupos

infinitos, ela é também interessante principalmente se o grupo satisfaz certas

condições de finitude, mesmo que virtuais. Por Exemplo, grupos com dimensão

cohomológica virtual finita, grupos virtualmente ćıclicos, grupos de dualidade

virtual, grupos infinitos com cohomologia periódica após k passos, etc.. Para

isso, outras teorias de cohomologia foram desenvolvidas. Uma dessas teorias é a

Cohomologia de Farrell, (que estende a cohomologia de Tate), à qual estudamos

para o desenvolvimento desse trabalho e nesse contexto, baseadoa nas referências [6]

e [10] apresentamos resultados relacionados à teoria de grupos de dualidade virtual,

como por Exemplo, uma obstrução para grupos de dualidade virtual satisfazerem o

isomorfismo de dualidade da teoria de Bieri e Eckmann.

Mais detalhadamente, a dissertação contempla os seguintes tópicos:

No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns resultados básicos em Topologia Algébrica,

que serão de fundamental importância para o compreendimento do trabalho.

Introduzimos, primeiramente, os conceitos de ação de grupos, alguns resultados

sobre espaços de recobrimento. Apresentamos também os espaços denominados

CW-complexos, e alguns Exemplos do mesmo. Além disso, estudamos o complexo

de Eilenberg-Maclane do tipo (G, 1), ou K(G, 1)-complexo, o qual se trata de um

CW-complexo X conexo, tal que π1(X) = G, e cujo recobrimento universal X̃ é

contrátil (Ver [6] e [18] ). E brevemente relatamos algumas fórmulas sobre o grau

de uma aplicação, número de Lefschetz, fórmula de Kunneth, alguns resultados

de fibrados e espaços classificantes, finalizando este caṕıtulo com homomorfismos

transfer (Ver [5], [14] e [18] ).
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No caṕıtulo 2, baseados em [6], definimos os n-ésimos grupos de homologia e

cohomologia do grupo G, com coeficientes no ZG-módulo M :

Hn(G,M) = Hn(F ⊗ZGM) e Hn(G,M) = Hn(HomZGF,M)

onde ǫ : F → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Apresentamos, dentre

outros resultados, o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia de grupoG com

a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre IndGH(Res
G
HM)

e CoindGH(Res
G
HM), e vemos uma interpretação topólogica para H∗(G,M) e

H∗(G,M) no caso em que M é um ZG-módulo trivial, e alguns Exemplos. Esta

interpretação é importante pois nos permite calcular a (co)homologia de um grupo

G através da (co)homologia do espaço (CW-complexo) K(G, 1). Neste caṕıtulo

também fazemos um breve estudo da teoria de (co)homologia de grupos finitos

através de resoluções periódicas via ações livres em esferas. No final do caṕıtulo

listamos alguns resultados importantes da teoria de (co)homologia de grupos, como,

produto cross e cup e deslocamento de dimensões (dimension-shifting) e fazendo um

estudo sobre os functores Torção e Extensão, destacando os isomorfismos quando

M : Z-livre de torção:

TorZG∗ (M,N) ≃ H∗(G,M ⊗N) e Ext∗ZG(M,N) ≃ H∗(G,Hom(M,N))

ondeM e N são ZG-módulos e G atua diagonalmente emM⊗N e em Hom(M,N).

No capitulo 3 apresentamos, baseados em [6], certas condições de finitude que

podem ser impostas sobre um grupo G a fim de garantir que a (co)homologia

tenha propriedades boas. A definição dos grupos de (co)homologia de G nos

permite escolher uma resolução projetiva F arbitrária de Z sobre ZG. Desde

que tenhamos liberdade de escolha, é razoável tentarmos trabalhar com F sendo

tão “pequena”quanto posśıvel, e assim somos levados ao conceito de dimensão

cohomológica de um grupo G, cd(G), que inicialmente introduzimos neste caṕıtulo.

Apresentamos também os grupos de tipo FPn, e os grupos de tipo FP e FL.

Finalizando o caṕıtulo, fazemos um breve estudo da teoria de grupos de dualidade

que são grupos que satisfazem isomorfismos entre a cohomologia absoluta e a

homologia absoluta, denominados isomorfismos de dualidade de Bieri-Eckmann.

Também apresentamos uma interpretação topológica de grupos de dualidade de

Poincaré e alguns Exemplos.

No caṕıtulo 4, vemos inicialmente alguns resultados de àlgebra homológica

e resoluções completa, que são necessários para apresentarmos as teoria de

(co)homologia de Tate e de Farrell. Com o estudo da cohomologia de Tate e algumas
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de suas proprieades, apresentamos alguns resultados sobre grupos com cohomologia

periódica. O principal enfoque deste caṕıtulo é apresentar a teoria de cohomologia

de Farrell, mostrando que ela estende a cohomologia de Tate para uma certa classe

de grupos infinitos, ou seja, grupos com dimensão cohomologia virtualmente finita,

e algumas propriedades. As principais referências para este caṕıtulo são [6] e [10].

No último e principal caṕıtulo, apresentamos duas aplicações das teorias de

cohomologia estudadas nos caṕıtulos anteriores. Na primeira seção vemos em

detalhes a demonstração, que se encontra em [11] do seguinte critério de (H,G)-

coincidência de aplicações, Suponha que G é um grupo finito que atua livremente

em um CW-complexo
∑2n+1 que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera

2n+1-dimensional e f :
∑2n+1 → Y é uma aplicação. Suponha ainda que uma

das condições abaixo é verdadeira, a)
∑2n+1 é um CW-complexo finito 2n+1-

dimensional e Y é um CW-complexo k-dimensional. b) Y é um CW-complexo

k-dimensional finito. então, se 2n + 1 ≥ |G|k, existe um subgrupo não trivial

H ⊂ G e uma (H,G)-coincidência para f. Esse resultado pode ser visto como

uma aplicação do Teorema 4.4.1, mais especificamente uma consequência deste que

é o Lema 4.4.1, da teoria de cohomologia de grupos com cohomologia periódica. Na

segunda seção, apresentamos uma aplicação do estudo da cohomologia de Farrell.

Mais especificamente, baseados em [6] e [10], apresentamos uma demonstração de um

resultado que fornece uma obstrução para grupos de dualidade virtual satisfazerem

o isomorfismo de dualidade de Bieri-Eckmann.
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Caṕıtulo

1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados e definições que foram de grande

importância para desenvolvimento dos caṕıtulos posteriores. As principais

referências são [5], [14], [18] e [23].

1.1 Ação de Grupos

Definição 1.1.1 Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio. Uma ação (à esquerda)

de G em X é uma aplicação φ : G ×X → X, (g, x) 7→ φ(g, x) = gx satisfazendo, para todo

x ∈ X, as condições:

i) ex = x (e: elemento neutro de G).

ii) (g1g2)x = g1(g2x), ∀g1, g2 ∈ G.

Equivalentemente, podemos escrever esta definição da seguinte forma: uma ação de G em X

é um homomorfismo ϕ : G → Bij(X) dado por ϕ(g) = ϕg tal que ϕg(x) = gx onde Bij(X) =

{f : X → X; f é uma bijeção} é um grupo com a operação de composição. Sempre que tivermos

um grupo G atuando em um conjunto X chamaremos este conjunto de G-conjunto. Se X for

um espaço topológico e G atua em X chamaremos X de G-espaço. Neste caso consideraremos

ϕ : G→ Homeo(X).

Definição 1.1.2 Seja X um G-conjunto e x ∈ X. Definimos a G-órbita de x como o

subconjunto de X dado por G(x) = {gx | g ∈ G}. O conjunto definido por Gx = {g ∈ G | gx =

x} é um subgrupo de G chamado subgrupo de isotropia de G em x.
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1 Preliminares

Observação 1.1.1 (i) As órbitas de X formam uma partição de X, isto é, existe E =

{xi; i ∈ I}, conjunto de representantes para as órbitas distintas, tal que

X =
.⋃

xi∈E

G(xi).

(ii)Existe uma correspondência 1-1 entre o conjunto quociente G/Gx e a órbita G(x), dada pela

aplicação:

η : G(x) → G/Gx

gx 7→ g = gGx,

Definição 1.1.3 Seja G um grupo e X um conjunto no qual G atua. Dizemos que X é um

G-conjunto livre se a ação de G em X é livre, isto é, gx = x, para algum x ∈ X se, e

somente se, g = e. Neste caso Gx = {e}, para todo x ∈ X.

Dizemos que X é um G-conjunto trivial se a ação de G em X é trivial, isto é, gx = x, para

todo x ∈ X e para todo g ∈ G. Neste caso Gx = G e G(x) = {x}, para todo x ∈ X.

Dizemos que X é um G-conjunto homogêneo se G atua transitivamente em X, isto é, para

quaisquer x, y ∈ X, existe g ∈ G tal que gx = y. Neste caso G(x) = X, para qualquer x ∈ E.

Definição 1.1.4 Sejam X um espaço topológico e G o grupo de homeomorfismos de X.

(i) Dizemos que G é propriamente descont́ınuo se todo ponto x ∈ X possui uma vizinhança

V tal que, para todo g ∈ G, g 6= 1, tem-se g.V ∩ V = ∅. Neste caso dizemos que a ação de G

em X é propriamente descont́ınua.

(ii) Dizemos que G atua efetivamente em X se o homomorfismo ϕ : G → Homeo(X) dado

por ϕ(g)(x) = gx, ∀x ∈ X é injetor. Em outras palavras, a ação de G em X é efetiva se

(gx = x, ∀x ∈X) ⇒ g = e.

Observação 1.1.2 (i) Toda ação propriamente descont́ınua é livre.

(ii) Toda ação livre é efetiva.

Definição 1.1.5 Sejam X e Y dois G-espaços e f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua. Se

f(xg) = gf(x) para todo x ∈ X e todo g ∈ G, então f é chamada de aplicação equivariante.

Exemplo 1.1.1 Considere X = Sn (esfera de dimensão n e G = Z2 = {1,−1} (grupo

multiplicativo). Temos que G atua a esquerda em Sn da seguinte forma: 1.x = x e

−1.x = −x. A aplicação f : Sn −→ Sn definida, para x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn, por

f(x1, x2, . . . , xn+1) = (−x1, x2, . . . , xn+1) é G-equivariante.

2



1.2 Alguns resultados sobre Espaços de Recobrimento

1.2 Alguns resultados sobre Espaços de Recobrimento

Para definirmos espaços de recobrimento assumimos que os espaços topológicos utilizados são

conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos (e portanto, conexos).

Definição 1.2.1 Seja X um espaço topológico. Um espaço de recobrimento de X é um par

(X̃, p), com p : X̃ → X uma aplicação cont́ınua tal que:

(1) p é sobrejetora.

(2) Todo ponto x ∈ X possui uma vizinhança U aberta, de modo que a restrição de p a cada

componente conexa Ũ de p−1(U) é um homeomorfismo.

Observação 1.2.1 Denominamos a aplicação p e a vizinhança U respectivamente de projeção

de recobrimento e vizinhança elementar. Ainda, o conjunto p−1(x) é denominado fibra

no ponto x ∈ X.

Exemplo 1.2.1 Seja p : R → S1 dada por p(t) = (sent, cost), t ∈ R. Então (R, p) é

um recobrimento de S1.Além disso, todo subintervalo aberto de S1 pode ser visto como uma

vizinhança elementar.

Observação 1.2.2 Sejam (X̃, p) e (Ỹ , q) recobrimentos de X e Y respectivamente. Então

(X̃ × Ỹ , p× q) é recobrimento de X × Y , sendo a aplicação p× q definida como (p× q)(x, y) =

(p(x), p(y)). Agora, se U e V são vizinhanças elementares de x ∈ X e y ∈ Y então U × V é

uma vizinhança elementar de (x, y) ∈ X × Y .

Exemplo 1.2.2 Assim, como o toro T 2 = S1×S1, temos que seu recobrimento é R×R = R2.

3



1 Preliminares

Proposição 1.2.1 Se (X̃, p) é um espaço de recobrimento de X então p : X̃ → X é um

homeomorfismo local.

Demonstração:[18], V.2. �

Proposição 1.2.2 Seja (X̃, p) um recobrimento de X, x̃0 ∈ X̃ e x0 = p(x̃0). Então o

homomorfismo induzido p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X, x0) é um monomorfismo.

Demonstração: [18], V.4.1. �

Definição 1.2.2 Seja (X̃, p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ϕ : X̃ → X̃ é dito

transformação de recobrimento (ou deck transformação) se p◦ϕ = p. Ainda, o conjunto

de todas as transformações de recobrimento (denotado por A(X̃, p)) é um grupo em relação à

composição.

Proposição 1.2.3 O grupo A(X̃, p) atua livremente sobre X̃, isto é, g.x̃ = x̃ se, e somente se,

g = 1.

Demonstração: [18], V.3.2. �

Definição 1.2.3 Um recobrimento (X̃, p) de X é dito recobrimento universal de X se X̃

é simplesmente conexo, isto é, se π1(X̃, x̃) = 0, para todo x̃ ∈ X̃.

Definição 1.2.4 Um recobrimento (X̃, p) é dito recobrimento regular se p∗(π1(X̃, x̃)) é

um subgrupo normal de π1(X, x). Ainda, esta condição independe da escolha do ponto base

x̃ ∈ p−1(x).

Exemplo 1.2.3 Todo recobrimento universal é regular.

Definição 1.2.5 Se (X̃, p) é um espaço de recobrimento de X, o número cardinal comum dos

conjuntos p−1(x), x ∈ X, é chamado de número de folhas do recobrimento. Nós dizemos

que o recobrimento é de n-folhas se #p−1(x) = n e de infinitas folhas se #p−1(x) = ∞.
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Proposição 1.2.4 Se (X̃, p) é um espaço de recobrimento de X, x̃ ∈ p−1(x), x ∈ X.

(i) p−1(x) é um π1(X, x)-espaço homogêneo.

(ii) O subgrupo de isotropia correspondente a x̃ ∈ p−1(x) é precisamente o subgrupo p∗(π1(X̃, x̃))

de π1(X, x).

(iii) O número de folhas do recobrimento (X̃, p) é o ı́ndice do subgrupo p∗(π1(X̃, x̃)) em π1(X, x).

Demonstração:[18] �

Proposição 1.2.5 Seja (X̃, p) um recobrimento de X. Então A(X̃, p) é isomorfo ao grupo

quociente π1(X, x)/p∗(π1(X̃, x̃)), para todo x ∈ X e todo x̃ ∈ p−1(x).

Demonstração:[18] �

Observação 1.2.3 Em particular, se o recobrimento é universal, p∗(π1(X̃, x̃)) ≃ {1} e

portanto, A(X̃, p) ≃ π1(X, x) e a ordem de π1(X) é igual ao número de folhas do recobrimento

(X̃, p), ou seja, #p−1(x) = #π1(X).

Proposição 1.2.6 Seja (X̃, p) um recobrimento de X. O grupo A(X̃, p) atua transitivamente

sobre p−1(x) se, e somente se, (X̃, p) é um recobrimento regular de X.

Demonstração: [18], V.8.1. �

Proposição 1.2.7 Sejam X um espaço topológico, G o grupo propriamente descont́ınuo de

homeomorfismos de X e q : X → X/G a aplicação quociente sobre o espaço de órbitas de G.

Então (X, q) é um recobrimento regular de X/G, com G = A(X, q).

Demonstração: [18], V.8.2. �

1.3 CW-complexos e K(G, 1)-espaços

Definição 1.3.1 Dado um espaço X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de

CW-complexo se possui uma coleção de subconjuntos fechados σqj (onde q representa dimensão

(q = 0, 1, 2, . . .) e j varia sobre um conjunto de ı́ndices Jq), e uma famı́lia de subespaços fechados

X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xq ⊂ . . . com Xq =
⋃

p≤q

j∈Jp

σj (por definição X−1 = ∅), e fronteira dada por

f qj = σqj ∩X
q−1, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) σpi − f pi intercepta σqj − f qj somente quando p = q e i = j.

(ii) X =
⋃
qX

q.

(iii) Para cada σqj , existe uma aplicação caracteŕıstica φqj : Dq → σqj (onde Dq é o disco

de dimensão q) que leva Sq−1 (esfera de dimensão q − 1) sobre f qj , e aplica Dq − Sq−1

homeomorficamente sobre σqj − f qj (S−1 é o conjunto vazio).

(iv) f qj intercepta um número finito de conjuntos (σqi − f qi ), i ∈ Jq.

(v) Um subconjunto Y de X é fechado se Y ∩σqj é fechado em σqj , ∀q e ∀j ∈ Jq, onde σ
q
j possui

a topologia quociente de Dq (via φqj).
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Notação: Em um CW -complexo X, eq denotará a célula aberta de dimensão q :

eq = σq − f q.

Exemplo 1.3.1 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW-complexo, onde

as 0-células e 1-células são dadas , respectivamente, por e0n = {n} e e1n = (n, n+ 1), n ∈ Z.

Exemplo 1.3.2 Seja X = Sn (n-esfera). Uma estrutura de CW -complexo sobre Sn pode ser

dada por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, Sn = e0 ∪ en.

Exemplo 1.3.3 Consideremos X a figura oito. É posśıvel dar a X uma estrutura de CW -

complexo 1-dimensional, com uma única 0-célula, e duas 1-células, ou seja, X = e0 ∪ e11 ∪ e
1
2.

Exemplo 1.3.4 Como um caso mais geral, consideremos X =
∨

s∈S

S1
s , o bouquet de ćırculos

indexados por um conjunto S. Podemos dar a X uma estrutura de CW -complexo 1-dimensional,

com uma única 0-célula e uma 1-célula para cada elemento de S, ou seja, X = (e0 ∪ (
⋃

s∈S

e1s)).

Exemplo 1.3.5 O toro (T 2) admite uma estrutura de CW -complexo 2-dimensional, com uma

0-célula, duas 1-células e uma 2-célula, ou seja, T 2 = e0 ∪ e11 ∪ e
1
2 ∪ e

2.
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Observação 1.3.1 É também usual denotar uma n-célula por σn ou, simplesmente por σ, caso

a dimensão esteja clara no contexto.

Definição 1.3.2 Um subconjunto A de um CW-complexo X é dito subcomplexo, se A é a

união das células de X, e se para cada célula en,

en ⊂ A⇒ en ⊂ A.

Neste caso, podemos mostrar que os conjuntos

An = A ∩Xn, n = 0, 1, 2, . . . ,

define uma estrutura de CW-complexo em A.

Proposição 1.3.1 Seja X um CW -complexo, o qual é a união de dois subcomplexos X1 e X2,

cuja intersecção Y = X1 ∩ X2 é conexa e não-vazio. Se α1 e α2 são aplicações injetivas no

diagrama abaixo

π1(Y ) - π1(X2)

? ?

π1(X1) - π1(X)

α2

β1

β2α1

então β1 e β2 também são injetivas, onde todas as aplicações acima são induzidas das inclusões.

Demonstração: [6], Lema 7.4. �

Nosso objetivo agora é definir um CW-complexo satisfazendo condições especiais. Para

tanto, fazemos inicialmente algumas considerações.

Sejam X um CW -complexo e X̃
p
→ X, um recobrimento de X. Por [22], III.6.9.2, temos que

X̃ também é um CW -complexo (as n-células σ̃ de X̃ são as componentes conexas de p−1(σ),

onde σ é uma n-célula de X, e p|σ̃ : σ̃ → σ é um homeomorfismo).

O grupo G das transformações de recobrimento atua livremente em X̃ permutando suas

células (Proposição 1.2.3). Assim, X̃ é um G-complexo.
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Se X̃ é contrátil, o complexo celular aumentado de X̃ é uma ZG-resolução livre de Z com

Cn(X̃) um ZG-módulo livre com um elemento básico par cada órbita de célula em X̃(Teorema

2.1.3).

Se o recobrimento é regular, temos que G atua transitivamente em p−1(σ), ou seja,

G(σ̃) = p−1(σ), para todo σ̃ ∈ p−1(σ) (Proposição 1.2.6). Logo cada célula em X nos fornece

uma órbita de células de mesma dimensão em X̃. Se, além disso, o recobrimento é contrátil,

temos C∗(X̃) um ZG-módulo livre com um elemento básico para cada célula de X.

Será definido a seguir um CW -complexo que satisfaz todas as condições citadas

anteriormente.

Definição 1.3.3 Seja X um CW -complexo tal que:

(i) X é conexo.

(ii) π1(X) = G.

(iii) O recobrimento universal X̃ de X é contrátil (é fato conhecido que, para CW -complexos

conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este é regular) ([22], III.6.9.1 e [13], I.6.7).

Nestas condições, X é dito um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G, 1) ou

simplesmente, K(G, 1)-complexo.

Observação 1.3.2 Pode-se mostrar que a condição (iii) da definição anterior pode ser

substitúıda por uma das condições abaixo ([6] I.4): (iii)
′

Hi(X̃) = 0 para i ≥ 2.

(iii)
′′

πi(X) = 0 para i ≥ 2.

Observação 1.3.3 Neste trabalho, vamos admitir o seguinte Teorema: “Dado um grupo G,

sempre existe um K(G, 1)-complexo”([6], VIII.7.1).

Exemplo 1.3.6 Sejam G =< α >≃ Z e X = S1. Temos que X é um K(G, 1)-complexo,

pois é um CW-complexo conexo, com π1(X) = G e o recobrimento universal de X é X̃ = R

(Exemplo 1.2.1), que é contrátil.

Exemplo 1.3.7 Sejam G = Z ⊕ . . . ⊕ Z (grupo abeliano livre de posto n) e

X = T n = S1 × . . . × S1 (toro n-dimensional). Temos que X é um CW-complexo conexo,

π1(X) = G e o recobrimento universal de X é X̃ = Rn (Observação 1.2.2), que é contrátil.

Logo, X é um K(G, 1)-complexo.

Exemplo 1.3.8 Sejam G = F (S) (grupo livre gerado por um conjunto S enumerável) e

Y =
∨

s∈S

S1
s (bouquet de ćırculos indexados por um conjunto S). Temos que Y é um CW -

complexo conexo de dimensão 1 (pelo Exemplo 1.3.4), com exatamente um vértice e uma

1-célula para cada elemento de S e, π1(Y ) = G ([18],IV.3.4). Além disso, Y é conexo e, se Ỹ

é recobrimento universal de Y , temos que Ỹ tem dimensão 1 (pois Ỹ
p
→ Y é homeomorfismo

local). Assim, Hi(Ỹ ) = 0 para i ≥ 2. Portanto, Y é um K(G, 1)-complexo.
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Exemplo 1.3.9 Sejam G =

〈
a1, . . . , ag, b1, . . . , bg,

g∏

i=1

[ai, bi] = 1

〉
e g, um inteiro maior ou

igual a 1.

Temos que G é o grupo com geradores a1, . . . , ag, b1, . . . , bg, e

g∏

i=1

[ai, bi] = 1 é a única relação,

onde [ai, bi] = aibia
−1
i b−1

i . Além disso, G é infinito ([21], 6.4.3). Temos ainda que G é o grupo

fundamental da superf́ıcie orientada Y de genus g (soma conexa de g toros) ([18], IV.5. ex

5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um K(G, 1)-complexo.

Seja Ỹ
p
→ Y o recobrimento universal de Y . Como G é infinito, temos que Ỹ não é compacto,

assim, Ỹ é uma superf́ıcie não compacta e conexa. Dáı, por [13], III.22.25, temos que H2(Ỹ ) =

0. Como Hk(Ỹ ) = 0 para k > 2, pois Ỹ tem dimensão 2, temos que Hk(Ỹ ) = 0 para k ≥ 2.

Portanto, Y é um K(G, 1)-complexo.

Exemplo 1.3.10 Seja G =< c1, . . . , ck;
k∏

i=1

c2i >.

Temos que G é o grupo fundamental de uma superf́ıcie Y fechada não orientável de genus k,

k ≥ 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao Exemplo anterior, temos que Y é um K(G, 1)-complexo.

Finalizando essa seção vamos ver o conceito de G-complexo.

Definição 1.3.4 Um G-complexo é um CW-complexo X munido de uma ação de G em X

que permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, então gS = S,

para todo g em G. Se a ação de G em X permuta livremente as células, dizemos que X é um

G-complexo livre.

Observação 1.3.4 é importante notar que, pelo fato da ação de G em X induzir um

homomorfismo dado por

ϕ : G → Homeo(X)

g 7→ ϕg : X → X

tal que ϕg(x) = g · x, temos que, se σ é uma célula de X, então g · σ também é uma célula de

X cuja dimensão é a mesma de σ (ou seja, ϕg preserva dimensão).

Observação 1.3.5 Se X̃ é recobrimento universal de um CW-complexo X, temos que X̃ é um

G-complexo, onde G = π1(X).
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1.4 Grau de uma aplicação

Seja n ≥ 1 e suponhamos que f : Sn → Sn é uma aplicação cont́ınua. Temos que

Hi(S
n) =




Z, se i=0,n;

0, se i 6= 0, n.

Escolha um gerador α de Hn(S
n) ≃ Z e note que o homomorfismo induzido pela f em Hn(S

n)

tem f∗(α) = m.α para algum inteiro m. Este inteiro é independente da escolha do gerador já

que

f∗(−α) = −f∗(α) = −m.α = m.(−α).

O inteiro m é o grau de f, denotado por deg(f). Este inteiro também é muitas vezes referido

como o grau de Brouwer como um resultado de seus esforços em desenvolver tal idéia.

As seguintes propriedades básicas do grau de uma aplicação podem ser encontradas em [26].

(a) Se id denota a aplicação identidade de Sn então deg(id) = 1;

(b) Se f, g : Sn → Sn são aplicações cont́ınuas então deg(f ◦ g) = deg(f).deg(g);

(c) deg(kc) = 0 onde kc : S
n → Sn é qualquer aplicação não sobrejetora;

(d) Se f, g : Sn → Sn são homotópicas então deg(f) = deg(g);

(e) Se f : Sn → Sn é uma equivalência homotópica então deg(f) =±1.

Todas estas propriedades são resultados da Teoria de Homologia. Uma propriedade bem mais

sofisticada é um resultado da teoria de homotopia de Hopf, a qual consiste no inverso da

propriedade (d): se deg(f) = deg(g) então f e g são homotópicas.

Dessa forma, o grau é um invariante algébrico completo para o estudo de classes de homotopia

de aplicações de Sn em Sn.

1.5 Número de Lefschetz

Sejam M uma variedade fechada de dimensão m e f :M →M uma aplicação cont́ınua. Então

para cada k existe o homomorfismo induzido na homologia com coeficientes em Z.

fk : Hk(M,Z) → Hk(M,Z)

Como M é compacto e desta forma, admite uma triangulação finita, segue que Hk(M,Z) é um

grupo abeliano finitamente gerado. Logo

Hk(M,Z) = (Parte Livre )⊕ (Parte de Torção)

Assim, Hk(M,Z) = Z⊕Z⊕ . . .⊕Z⊕ T , onde a soma das p cópias de Z é a parte livre e T

é a parte de torção.
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1.6 Fórmula de Kunneth

Considere agora a seguinte aplicação:

Hk(M,Z)/T
f̄k→ Hk(M,Z)/T

Logo f̄k : Z⊕ . . .⊕ Z → Z⊕ . . .⊕ Z

Portanto temos uma matriz associada a f̄k. Seja tr(fk) o traço desta matriz.

Definição 1.5.1 Definimos o número de Lefschetz de f por

Λf = Λ(f) =
m∑

k=0

(−1)ktr(fk)

Observação 1.5.1 Λf independe das escolhas envolvidas e logo está bem definido. O número

de Lefschetz depende apenas da classe de homotopia de f.

Teorema 1.5.1 (Teorema do ponto fixo de Lefschetz) Se Λf 6= 0 então f possui um ponto fixo.

Demonstração:[26], VI. �

1.6 Fórmula de Kunneth

Teorema 1.6.1 Se X e Y são espaços topológicos e R é um domı́nio de ideal principal, então

existem as sequências exatas, as quais cinde

0 →
⊕

p+q=n

Hp(X,R)⊗R Hq(Y,R) → Hn(X × Y,R) →
⊕

p+q=n−1

TorR1 (Hp(X,R), Hq(Y,R)) → 0

0 →
⊕

p+q=n

Hp(X,R)⊗R H
q(Y,R) → Hn(X × Y,R) →

⊕

p+q=n+1

TorR1 (H
p(X,R), Hq(Y,R)) → 0

Demonstração:[6], V.5.8.

Observação 1.6.1 Se p1 : X × Y → X e p2 : X × Y → Y são as projeções, F um corpo,

u ∈ Hp(X,F ) e v ∈ Hq(Y, F ), lembramos que o produto cross é definido por

u× v = p∗1(u) ∪ p
∗
2(v)

Assim, em vista do Teorema anterior, um elemento de Hn(X × Y, F ) é soma de produtos cup

de classes de homologia menores que n. ([18], pag 175)
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1.7 Fibrados e Espaços Classificantes

Os resultados e as definições desta seção podem ser encontrados em [7] e [1].

Definição 1.7.1 Seja G um grupo topológico atuando efetivamente em um espaço X, ou seja

o homomorfismo G → Homeo(X) é injetor. Um fibrado E sobre B com fibra X e

estrutura de grupo G é uma aplicação p : E → B junto com uma coleção de homeomorfismos

{ϕ : U ×X → p−1(U)}, onde U são abertos em B (ϕ é chamada de carta sobre U), tais que:

(1)O diagrama

U ×X //

ϕ

��

U

p−1(U)

p

;;xxxxxxxxx

comuta para cada carta ϕ sobre U.

(2)Cada ponto de B possui um vizinhança sobre a qual existe um carta.

(3)Se ϕ é uma carta sobre U e V ⊂ U é aberto, então a restrição de ϕ a V é uma carta sobre

V.

(4)Para quaisquer duas cartas ϕ, ϕ′ sobre U, existe uma aplicação cont́ınua θϕ,ϕ′ : U → G tal

que ϕ′(u, x) = (u, θϕ,ϕ′(u).x) para todo u ∈ U e todo x ∈ X. A aplicação θϕ,ϕ′ é chamada de

função transição para ϕ, ϕ′.

(5)A coleção de cartas é maximal entre as coleções satisfazendo as condições anteriores.

A terminologia usual é chamar B de base, X é chamado de fibra, e E é chamado de espaço

total.

Definição 1.7.2 Uma aplicação cont́ınua p : E → B é uma fibração se dadas aplicações

cont́ınuas f, f̃ e a inclusão i como abaixo, existe uma aplicação cont́ınua g tal que o diagrama

é comutativo.

Y × 0
f //

i
��

E

p

��
Y × I

f̃ //

g
<<xxxxxxxxx
B

Observação 1.7.1 Uma aplicação de recobrimento é uma fibração. Para uma aplicação de

recobrimento os levantamentos são únicos, o que não acontece para uma fibração arbitrária.

O Teorema a seguir é chamado de Teorema de Hurewicz para fibração e afirma que se uma

aplicação é localmente uma fibração então ela também é uma fibração global.

Teorema 1.7.1 Seja p : E → B uma aplicação cont́ınua. Suponha que B é paracompacto e

que existe uma cobertura aberta Uα de B tal que p : p−1(Uα) → Uα é uma fibração para cada

Uα. Então p : E → B é uma fibração.
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Corolário 1.7.1 Se p : E → B é um fibrado sobre um espaço paracompacto B, então p é uma

fibração.

Se G é um grupo topológico, então G atua sobre ele mesmo pela translação a esquerda.

G → Homeo(G)

g 7−→ (x 7→ gx)

Definição 1.7.3 Um G-fibrado principal sobre B é o fibrado p : E → B com fibra F=G e

estrutura de grupo G atuando pela translação a esquerda.

Definição 1.7.4 Sejam p : E → B um fibrado com fibra X e estrutura de grupo G e f : B′ → B

uma função cont́ınua. Definimos o pullback de p : E → B pela f como sendo o espaço

f ∗(E) = {(b′, e) ∈ B′ × E|p(e) = f(b′)}

Teorema 1.7.2 (Teorema de Milnor) Dado um grupo topológico G, existe um espaço B(G)

e um G-fibrado com espaço total E(G)

G→ E(G) → B(G)

tal que se G → E → X é um G-fibrado principal sobre X qualquer então existe uma única

classe de homotopia de aplicações f : X → B(G) tal que f ∗(E(G)) = E.

Definição 1.7.5 O espaço B(G) é chamado de espaço classificante e a aplicação f é

chamada de aplicação classificante.

Observação 1.7.2 Se G é discreto, então a sequência exata de homotopia da fibração mostra

que

πn(B(G)) =




0, se n > 1;

G, se n = 1

Portanto B(G) é um K(G,1)-complexo (ver [1] II.1).

Teorema 1.7.3 Seja ρ : E → B uma fibração com espaço base conexo por caminhos e fibra F

uma k-esfera de cohomologia com k ≥ 1 e A um grupo abeliano. Então existe uma sequência

exata longa

. . .
ρ∗

→ Hs(E,A) → Hs−k(B,A)
ψ
→ Hs+1(B,A)

ρ∗

→ Hs+1(E,A) → Hs+1−k(B,A) → . . .

Demonstração:Ver [23] 9.5.2. �
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Definição 1.7.6 Sejam X e Y dois G-espaços. Definimos X ×G Y como sendo o espaço

quociente de X × Y sobre a relação de equivalência que relaciona (gx, y) com (x, gy) para

todo x ∈ X, y ∈ Y e g ∈ G.

Teorema 1.7.4 Sejam p : E → B um G-fibrado principal e F um G-espaço. Então π :

F ×G E → B definida por π[f, e] = p(e) é um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G e é

chamado de F-fibrado associado ao G-fibrado principal.

Demonstração:Ver [5] pag 74. �

1.8 Homomorfismos Transfer

Seja π : X̃ → X um espaço de recobrimento de n-folhas, para algum n finito. Em

adição a aplicação induzida em cadeias singulares π# : Ck(X̃) → Ck(X), existe também um

homomorfismo na direção contrária τ : Ck(X) → Ck(X̃) que leva todo simplexo singular σ :

∆k → X na soma dos n levantamentos distintos σ̃ : ∆k → X̃. Isto é uma aplicação de cadeia que

comuta com os homomorfismos bordo, logo induz os homomorfismos τ∗ : Hk(X,A) → Hk(X̃, A)

e τ ∗ : Hk(X̃, A) → Hk(X,A) para qualquer grupo de coeficientes A.

Definição 1.8.1 Os homomorfismos τ∗ e τ ∗ são chamados de homomorfismos transfer.

Observação 1.8.1 Considere X e Y G-complexos livres e as projeções de recobrimento pX :

X → X/G e pY : Y → Y/G. Se f : X → Y é uma aplicação equivariante com f̄ : X/G→ Y/G

induzida nos espaços de órbitas, então temos o seguinte diagrama comutativo:

H∗(Y/G,Zp)
f̄∗ //

τ∗

��

H∗(X/G,Zp)

τ∗

��
H∗(Y,Zp)

f∗ // H∗(X,Zp)

onde τ ∗ é o respectivo homomorfismo transfer (Ver [5] pag 121).

Proposição 1.8.1 Se X é um CW-complexo k-dimensional, G um grupo finito atuando

livremente em X e R um anel com unidade. Então o homomorfismo transfer τ ∗ : Hk(X,R) →

Hk(X/G,R) é sobrejetor.

Demonstração:A demonstração completa se encontra em [5].

A idéia da demonstração é considerar o complexo de cocadeias Sj(, R) = Hom(Sj(, R), R), onde

Sj(, R) é o módulo livre gerado pelas j-células abertas. Como X é um G-CW-complexo, então

X/G tem a CW-estrutura induzida; em particular se eα são as k-células de X/G, então para cada

α existem exatamente r k-células e1α, . . . , e
r
α de X levadas pela projeção π em eα, onde r = |G|

e π : X → X/G é a aplicação quociente. Neste caso o homomorfismo transfer τ ∗ : Hk(X,R) →

14



1.8 Homomorfismos Transfer

Hk(X/G,R) é o homomorfismo induzido pela aplicação de cadeia τ : Sk(X,R) → Sk(X/G,R)

dada por τ(µ)(eα) = µ(e1α) + . . . + µ(erα). Considere um k-cociclo η ∈ Sk(X/G,R). Definimos

uma k-cocadeia η′ ∈ Sk(X,R) por η′(ejα) = η(eα) se j = 1 e η′(ejα) = 0 se j 6= 1 para todo α.

Assim τ(η′) = η; mais ainda, como X tem dimensão k, Sk+1(X,R) = 0 e então toda k-cocadeia

de X é um k-cociclo. Assim η′ representa uma classe de cohomologia de Hk(X,R) que é levada

em [η] pela τ ∗.

�
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Caṕıtulo

2

Homologia e Cohomologia de Grupos

Neste caṕıtulo veremos o conceito de (co)homologia absoluta de grupos e alguns resultados

sobre essa teoria, dentre eles o Lema de Shapiro. Além disso, apresentamos uma interpretação

topológica para H∗(G,M) e H∗(G,M) que relaciona, a (co)homologia do grupo G com a

(co)homologia de um K(G, 1)-complexo.

2.1 ZG-módulos e Resoluções Projetivas

Definição 2.1.1 Seja G um grupo denotado multiplicativamente. Considere ZG o Z-módulo

livre gerado pelos elementos de G. Dáı, um elemento de G é expresso unicamente na forma∑

g∈G

αgg, onde αg ∈ Z e αg = 0 para quase todo g. Em ZG definimos a multiplicação

(
∑

g∈G

αgg).(
∑

h∈G

βhh) =
∑

g,h∈G

αgβhgh

e a soma

(
∑

g∈G

αgg) + (
∑

g∈G

βgg) =
∑

g∈G

(αg + βg)g

que fazem de ZG um anel com unidade 1e, onde e é o elemento neutro de G, chamado de anel

grupo de G sobre Z.

Proposição 2.1.1 Sejam G um grupo (multiplicativo) e A um conjunto não vazio. Então, A

é um ZG-módulo (à esquerda) se, e somente se, A é um Z-módulo munido com uma ação de

G em A.
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Demonstração: Seja A um ZG-módulo. Temos que A consiste de um grupo abeliano munido

com um homomorfismo
ρ : ZG → End(A)

β 7→ ρ(β) = ϕβ,

onde End(A) denota a anel dos homomorfismos de A e ϕβ(a) = β.a, para todo a ∈ A.

Este homomorfismo ρ induz uma ação de G em A, dada pela aplicação

ρ : G× A → A

(g, a) 7→ φ(g, a) = ρ(g)(a) = g.a,

Além disso, podemos definir um homomorfismo ρ∗ : Z → End(A), dado por ρ∗(r) = ρ(re), onde

e denota um elemento neutro de G. Com este homomorfismo ρ∗, fazemos de A um Z-módulo.

Reciprocamente, dado um Z-módulo A munido de uma ação ϕ : G → Aut(A), temos induzido

um homomorfismo ρ : ZG→ End(A), dado por

ρ(
∑

g∈G

αgg) =
∑

αgϕ(g).

Este homomorfismo, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z-módulo A, faz de A um

ZG-módulo, como queŕıamos. �

Observação 2.1.1 (a) Seja ε : ZG→ Z a aplicação aumentação usual, definida por

ε(g) = 1, ∀g ∈ G e ε(
∑

g∈G

αgg) =
∑

g∈G

αgε(g) =
∑

g∈G

αg.

Se A é um ZG-módulo trivial e α =
∑

g∈G

αgg ∈ ZG então,

αm = (
∑

g∈G

αgg)m =
∑

g∈G

αg(gm) = ε(α)m.

(b) Todo Z-módulo M pode ser visto como um ZG-módulo se considerarmos em M a G-ação

trivial. Em particular, o anel Z pode ser visto como um ZG-módulo trivial.

(c) Todo ZG-módulo (à esquerda) M pode ser considerado como um ZG-módulo (à direita),

definindo a seguinte G-ação á direita em M:

ϕ :M ×G → M

(m, g) 7−→ m ∗ g = g−1.m, ∀g ∈ G, ∀m ∈M.

Proposição 2.1.2 Seja X um G-conjunto livre e seja E um conjunto de representantes para

as G órbitas em X. Então ZX (Z-módulo livre gerado por X) é um ZG-módulo livre com base
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2.1 ZG-módulos e Resoluções Projetivas

E.

Demonstração: Primeiramente, observe que, se X =
.⋃

i∈I

Xi então,

ZX = Z[
.⋃

i∈I

Xi] =
⊕

i∈I

ZXi (2.1)

De fato,

α ∈ Z[
.⋃

i∈I

Xi] ⇔ α = nr1αr1 + nr2αr2 + . . .+ nrkαrk , nriαri ∈ ZXri ⇔ α ∈
⊕

i∈I

ZXi.

Pela Observação (1.1.1) (i), se E é um conjunto de representantes para as G-órbitas em X,

então X =
.⋃

x∈E

G(x).

Pela igualdade 2.1, temos

ZX =
⊕

x∈E

Z[G(x)]. (2.2)

Mas, pela Observação (1.1.1) (ii), G(x) = G/Gx. Como a ação de G em X é livre, temos que

Gx = {1}. Logo, G(x) = G.

Substituindo em 2.2, temos

ZX =
⊕

x∈E

ZG.

Portanto, ZX é um ZG-módulo livre com base E. �

Corolário 2.1.1 Seja H subgrupo de G e E um conjunto de representantes para as classes

laterais gH de H em G. Então, ZG =
⊕

g∈E

ZH.

Demonstração: A multiplicação à esquerda dos elementos de H pelos elementos de G faz de

G um H-conjunto livre, pois g.h = h se e somente se h = 1. Portanto, o resultado segue da

Proposição anterior. �

Definição 2.1.2 Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-módulo à esquerda.

Uma resolução de M sobre R, ou uma R-resolução de M , é uma sequência exata de R-módulos

F : . . . −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε

−→M −→ 0

A aplicação ε : F0 → M é chamada aplicação aumentação. Se cada Fi é livre, dizemos que

a resolução é livre. Se cada Fi é projetivo, dizemos que a resolução é projetiva.

Notação: ε : F →M denotará uma R-resolução de M .

podemos ver ε : C → X como uma
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Exemplo 2.1.1 Seja G o grupo ćıclico infinito com gerador s. Logo, G =< s >≃ Z. Então,

0 → ZG
∂
→ ZG

ε
→ Z → 0.

é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, onde ∂(α) = (s− 1).α, para α ∈ ZG e ε a aplicação

aumentação.

De fato, temos que mostrar que

(a) ∂ é injetora;

(b) Im∂ = Ker(ε);

(c) Imε = Z.

(a) ∂ é injetora.

Seja α =
∑

i∈Z

nis
i ∈ ZG, com ni = 0, para quase todo i ∈ Z (*).

α ∈ ker∂ =⇒ ∂(α) = 0 =⇒ (s − 1)α = 0 =⇒
∑

i∈Z

nis
i+1 −

∑

i∈Z

nis
i = 0 =⇒

∑

i∈Z

nis
i+1 =

∑

i∈Z

nis
i reordenando=⇒

∑

i∈Z

ni−1s
i =

∑

i∈Z

nis
i ZG é livre

=⇒ ni−1 = ni, ∀i ∈ Z
(∗)
=⇒ ni = 0, ∀i ∈ Z. Logo,

α = 0. Assim, Ker∂ = {0}.

(b) Afirmação: Ker(ε) =< s − 1 > como ZG-módulo à esquerda, isto é, ∀α ∈ Kerε, α =

β.(s− 1), para algum β ∈ ZG.

Justificativa: Seja α ∈ Ker(ε), α =
k∑

i=1

nis
ri. Então, ε(α) = 0. Assim,

k∑

i=1

ni = 0. Dáı,

α =
k∑

i=1

nis
ri −

k∑

i=1

ni.1 =
k∑

i=1

ni(s
ri − 1).

Mas, sri − 1 = (1 + s+ . . .+ sri−1)(s− 1). Logo,

α = (
k∑

i=1

ni(1 + s+ . . .+ sri−1))(s− 1).

Assim, existe β =
k∑

i=1

ni(1 + s+ . . .+ sri−1) ∈ ZG tal que α = β(s− 1).

Im∂ = Ker(ε)

Im∂ = {∂(α)|α ∈ ZG} = {(s− 1)α|α ∈ ZG}
Gćıclico

= {α(s− 1)|α ∈ ZG} = Ker(ε).

(c) É claro, pois a aplicação aumentação é sobrejetora.

Teorema 2.1.1 Todo R-módulo M tem uma resolução livre (e portanto projetiva). Além disso

duas resoluções projetivas do mesmo módulo M são homotopicamente equivalentes.

Demonstração:Ver [15] �
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2.1 ZG-módulos e Resoluções Projetivas

Observação 2.1.2 O Teorema anterior pode ser enunciado da seguinte forma: Duas

R-resoluções de um mesmo móduloM são “iguais”, a menos de uma equivalência de homotopia.

Observação 2.1.3 Se M é um G-módulo e M ′ é um G′-módulo então M ⊗M ′ é um G×G′-

módulo de maneira natural:

(g, g′)(m⊗m′) = gm⊗ g′m′

Note que se M é um ZG-módulo projetivo e M ′ um ZG′-módulo projetivo então M ⊗M ′ é

um Z[G×G′]-módulo projetivo.

De fato, basta verificar quando M = ZG e M ′ = ZG′, e neste caso, segue do isomorfismo

natural:

ZG⊗ ZG′ ≃ Z[G×G′], (g ⊗ g′) 7→ (g, g′)

Observação 2.1.4 Dados dois complexos de cadeia (X, ∂) e (Y, δ), podemos fazer o produto

tensorial dos complexos de cadeia, onde obtemos um complexo de cadeia C = X ⊗ Y dado por

Cn =
⊕

p+q=n

Xp ⊗ Yq e dn(x, y) = (∂p(x) + (−1)px, y + δq(y))p+q=n. Usando isso e a Observação

anterior, pode-se mostrar que, se G e G′ são grupos, F é uma ZG-resolução projetiva de Z e

P é uma ZG′-resolução projetiva de Z então F ⊗ P é uma Z[G × G′]-resolução projetiva de

Z⊗ Z ≃ Z.

2.1.1 Resoluções via topologia

Seja X um G-complexo. Podemos formar o complexo de cadeias C∗(X), onde Cn(X) é o

Z-módulo livre gerado pelas n-células de X. A ação de G em X induz uma ação em C∗(X) da

seguinte forma:

g · (a1σ1 + . . .+ anσn) := a1g · σ1 + . . .+ ang · σn.

Assim, C∗(X) torna-se um complexo de cadeias de ZG-módulos. Definimos a aplicação ε :

C0(X) → Z por ε(σ0) = 1, nas 0-células σ0 de X, e a estendemos por linearidade.

Temos que ε é uma aplicação de ZG-módulos, pois, g · σ0 também é 0-célula e, a ação de G em

Z é trivial.

Proposição 2.1.3 Se X é um G-complexo livre contrátil, então o complexo de cadeia celular

aumentado de X:

· · · −→ Cn(X)
∂n−→ Cn−1(X) −→ · · · −→ C1(X)

∂1−→ C0(X)
ε

−→ Z −→ 0

é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Demonstração: Seja Xn = {σ ∈ X; σ é uma n-célula}. Temos que Cn(X) = ZXn (Z-módulo

livre gerado pelas n-células).
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2 Homologia e Cohomologia de Grupos

Agora, como Xn ⊂ X e X é um G-complexo livre, temos que Xn é um G-conjunto livre, logo,

pela Proposição 2.1.2, Cn(X) é um ZG-módulo livre com base E, onde E é um conjunto de

representantes para as G-órbitas em Xn.

Sabemos que, se X é contrátil, então tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto e, deste

modo

Hn(X) ≃ Hn({x0}) =

{
Z se n = 0

0 caso contrário.

Mas,

0 = Hn(X) =
Ker ∂n
Im ∂n+1

⇒ Ker ∂n = Im ∂n+1, n ≥ 1.

Resta mostrar que Im ∂1 = Ker ε. Consideremos o diagrama

· · · −→ C1(X,Z)
∂1−→ C0(X,Z)

ε
−→ Z −→ 0

↓∂0
0

Temos que

Z = H0(X) =
Ker ∂0
Im ∂1

=
C0(X)

Im ∂1

Como ε é sobrejetora, pelo Teorema do homomorfismo, temos

C0(X)

Ker ε
≃ Im ε = Z.

Como Im ∂1 ⊂ Ker ε, podemos fazer o quociente:

Z ≃
C0(X)

Ker ε
=

C0(X)

Im ∂1
Ker ε

Im ∂1

≃
Z

Ker ε

Im ∂1

Logo,
Ker ε

Im ∂1
= 0.

Temos Im ∂1 = Ker ε.

Assim, o complexo

· · · −→ Cn(X)
∂n−→ Cn−1(X) −→ · · · −→ C1(X)

∂1−→ C0(X)
ε

−→ Z −→ 0

é exato e, então, temos uma resolução livre de Z sobre ZG. �

Observação 2.1.5 O Teorema anterior é válido também se considerarmos um espaço

topológico contrátil X no qual G atua propriamente descontinuamente. Podemos mostrar então
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2.1 ZG-módulos e Resoluções Projetivas

que o complexo de cadeias singular aumentado C∗(X) → Z é uma resolução livre de Z sobre

ZG. Para maiores detalhes ver [16], IV.11.

Como consequência imediata desses resultados, temos a seguinte Proposição:

Proposição 2.1.4 Se Y é um K(G,1)-complexo, então o complexo de cadeia celular aumentado

do recobrimento universal Ỹ de Y: . . .→ C2(Ỹ , R)
∂2→ C1(Ỹ , R)

∂1→ C0(Ỹ , R)
∂0→

ǫ
→ Z → 0

é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Demonstração:Como Y é um K(G,1), então Ỹ é um G-complexo livre contrátil. Logo, pela

Proposição 2.1.3, temos que o complexo acima é uma resolução livre Z sobre ZG. �

Exemplo 2.1.2 Sejam G = F (S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y =
∨

s∈S

S1
s

(bouquet de ćırculos indexados por um conjunto S).

Vimos no Exemplo 1.3.8 que Y é um K(F (S), 1)-complexo. Sabemos que Cn(Ỹ ) tem um

elemento básico para cada n-célula de Y (pois, Ỹ é recobrimento universal de Y , logo, regular).

Tomemos um ponto base ỹ0 em Ỹ (ỹ0: vértice em Ỹ ).Temos que ỹ0 representa a única

G-órbita de vértices de Ỹ (existe uma 0-órbita de vértices em Ỹ para cada vértice em Y ). Dáı,

ỹ0 gera o RG-módulo livre C0(Ỹ ), e assim, C0(Ỹ ) ≃ ZG.

Como base para C1(Ỹ ), tomamos para cada s ∈ S uma 1-célula orientada es de Ỹ , que

é projetada sobre S1
s (orientada no sentido positivo). Temos uma 1-órbita em Ỹ para cada

1-célula em Y .

Podemos supor que es tem ỹ0 como ponto inicial e, caso isto não ocorra, tomamos outro

representante er com ponto inicial ỹ0 (isto é, se er tem um ponto inicial ỹ0, então, existe g em

G tal que g.es = er, pois G atua livremente e transitivamente, permutando as células de Ỹ ),

onde o ponto final de es será s.ỹ0.

Note que podemos identificar o grupo das transformações de recobrimento G(Ỹ ) com

π1(Y, y0) da seguinte maneira: seja α : I → Y um laço em Y ([α] ∈ π1(Y, y0)). Temos

que existe um único levantamento α̃ de α, começando em ỹ0. Mais ainda, seja

ϕ : π1(Y, y0) → G(Ỹ )

[α] 7→ fα

onde fα é a única transformação de recobrimento tal que fα(ỹ0) = ˜α(1). Temos que ϕ é

isomorfismo e, dáı, G(Ỹ ) ≃ π1(Y, y0). Além disso, G(Ỹ ) atua livremente em Ỹ , com ação:

G(Ỹ )× Ỹ → Ỹ

(fα, ỹ) 7→ fα(ỹ)

Olhando esta ação como uma ação de π1(Y ) em Ỹ , temos [α]ỹ = fα(ỹ) = α̃(1). Como

cada S1
s representa um gerador em π1(Y, y0) ≃ F (S), identificamos S1

s com s através deste
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isomorfismo. Assim, temos que existe um único levantamento s̃ de s, começando em ỹ0 e o

ponto final deste levantamento é s̃(1) = fs(ỹ0) = s.ỹ0.

Tal levantamento é a 1-célula es, onde p(es) = S1
s ≡ s ( a célula es é aplicada

homeomorficamente em S1
s ).

Note que G = F (S) ≃ G(Ỹ ), com s ≃ fs.

Agora, voltando ao Exemplo, temos ∂(es) = s.ỹ0 − ỹ0 = (s− 1).ỹ0. Dáı,

0 →
⊕

s∈S

(ZG)s
∂
→ ZG

ǫ
→ Z → 0

é uma resolução livre de Z sobre ZG, onde
⊕

s∈S

(ZG)s é um ZG-módulo livre com base

(es)s∈S, ∂(es) = s− 1 e ǫ(g) = 1, para g ∈ G.

2.2 Alguns resultados sobreZG-produto tensorial eZG-homomorfismos

Definição 2.2.1 Se G é um grupo e M é um ZG -módulo então o grupo dos coinvariantes

de M, denotado por MG, é definido como sendo o quociente M/A onde A é o subgrupo aditivo

gerado pelos elementos da forma gm−m com g ∈ G, m ∈M .

Observação 2.2.1 O nome ’coinvariantes’ vem do fato de MG ser o maior quociente de M no

qual G atua trivialmente.

Definição 2.2.2 O grupo dos invariantes, denotado por MG, é dado por MG = {m ∈

M ; gm = m, ∀g ∈ G}.

Observação 2.2.2 Se M é um R-módulo à direita e N é um R-módulo à esquerda então

M ⊗R N denotará o produto tensorial de M e N sobre R. Se R = Z o produto tensorial será

denotado simplesmente por M ⊗N . Agora, se M e N são R-módulos à esquerda denotaremos

por HomR(M,N) o grupo (aditivo) de R-homorfismos de M em N . Novamente, se R = Z esse

grupo será denotado simplesmente por Hom(M,N). Observe que, quando R = ZG, em vista

da Observação 2.1.1 (c), podemos considerar um ZG-modulo à esquerda como um ZG-modulo à

direita e assim, o produto tensorial sobre ZG e o grupo de ZG-homorfismos estão bem definidos

para ZG-modulos (à esquerda).

Proposição 2.2.1 MG ≃ Z ⊗ZG M e HomZG(Z,M) ≃ MG, onde Z é visto como um ZG-

módulo com G ação trivial.

Demonstração: Note que em Z⊗ZGM temos a identidade: 1⊗ gm = 1g⊗m = 1⊗m. Então

existe a aplicação MG → Z⊗ZGM dada por m 7→ 1⊗m, onde m denota a imagem em MG de

algum elemento m ∈ M . Por outro lado, usando a propriedade de produto tensorial, podemos
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definir uma aplicação Z⊗ZGM →MG por a⊗m 7→ am. Estas duas aplicações são inversas uma

da outra. Agora, definindo ψ : HomZG(Z,M) → MG por ψ(f) := f(1), mostra-se facilmente

que ψ é um isomorfismo. �

Observação 2.2.3 Em vista da Proposição 2.2.1 e algumas propriedades do produto tensorial,

obtemos imediatamente as duas seguintes propriedades do funtor coinvariante:

• Exatidão à direita: Dada uma sequência exata M ′ → M → M ′′ → 0 de G-módulos, a

sequência induzida M ′
G →MG →M ′′

G → 0 é exata.

• Se F é um ZG-módulo livre com base (ei), então FG é um Z-módulo livre com base (ei).

Proposição 2.2.2 Sejam M e N ZG-módulos (à esquerda). Temos

M ⊗ZG N = (M ⊗N)G :=
M ⊗N

A
,

onde A =< g.m⊗ g.n−m⊗ n; ∀m⊗ n ∈M ⊗N, ∀g ∈ G > .

Demonstração: Vamos ver como obtemos M ⊗ZG N de M ⊗N .

Consideremos a seguinte relação em M ⊗N :

(m ∗ g)⊗ n m⊗ g.n, ∀m ∈M, ∀g ∈ G.

Mas, vendo M como um ZG-módulo (à direita), temos pela Observação 2.1.1, que

m ∗ g = g−1.m, ∀m ∈M, ∀g ∈ G.

Assim, (m ∗ g)⊗ n = (g−1.m)⊗ n. Logo,

(g−1.m)⊗ n = m⊗ g.n. (2.3)

Portanto, M ⊗ZG N =
M ⊗N

˜ . Substituindo m por gm, tem-se

m⊗ n = gm⊗ gn (2.4)

Definimos, então a G-ação diagonal de G em em M ⊗N , g(m⊗ n) = gm⊗ gn. Consideremos

em M ⊗N tal ação e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos g.(m⊗ n)−m⊗ n. Assim,

em (M ⊗ N)G :=
M ⊗N

A
, estamos identificando elementos da forma g.m ⊗ g.n com m ⊗ n,

∀m ∈M, ∀n ∈ N, ∀g ∈ G. Isto é o mesmo que identificar (g−1.m)⊗n = (m ∗ g)⊗n com m⊗n

(por 2.3 e 2.4). Deste modo,

(M ⊗N)G =
M ⊗N

˜ =M ⊗ZG N.
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�

Observação 2.2.4 A passagem entre módulo à esquerda e à direita como acima é conveniente,

mas às vezes pode causar confusão, por Exemplo se M admite G-ação à direita e à esquerda.

Em tais casos usamos a notação padrão M ⊗ZG N quando queremos indicar que o produto

tensorial é para ser formado com respeito a ação à direita de G em M do que com a ação à

direita obtida da ação à esquerda.

Corolário 2.2.1 M ⊗ZG N ≃ N ⊗ZGM.

Demonstração:

M ⊗ZG N ≃ (M ⊗N)G ≃ (N ⊗M)G ≃ N ⊗ZGM.

2

Sejam M e N ZG-módulos (à esquerda), e consideremos Hom(M,N). A ação de G em M e N

induz uma ação de G em Hom(M,N), dada por

G×Hom(M,N) → Hom(M,N)

(g, f) 7−→ g.f

tal que g.f(x) = g.f(g−1.x); g ∈ G, f ∈ Hom(M,N) e x ∈M. Note que o uso de g−1 para definir

a ação é necessário devido a contravariância de Hom na promeira variável. Compensamos esta

contravariância, convertendo M a um ZG-módulo à direita, considerando m∗g = g−1.m. Deste

modo, a ação fica:

g.f(m) = g.f(g−1.m) = gf(m ∗ g).

Assim, Hom(M,N) será um ZG-módulo (à esquerda).

Proposição 2.2.3 HomZG(M,N) = Hom(M,N)G

Demonstração: Seja

HomZG(M,N) = {f ∈ Hom(M,N); g.f(x) = f(g.x)},

ou seja, f é equivariante. Assim,

f ∈ HomZG(M,N) ⇔ g.f(x) = f(g.x), ∀g ∈ G, x ∈M

⇔ f(x) = g−1f(g.x), ∀g ∈ G, x ∈M

⇔ f(x) = g−1.f(x), ∀g−1 ∈ G, x ∈M

⇔ gf = f, ∀g ∈ G

⇔ f ∈ Hom(M,N)G.
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Logo, HomZG(M,N) = Hom(M,N)G. �

2.3 A definição de H∗(G,M) e H∗(G,M)

Veremos agora a definição de (co)homologia de um grupo G com coeficientes em um ZG-módulo

M .

Definição 2.3.1 Sejam . . . → Fn
∂n→ Fn−1 → . . . → F1

∂1→ F0
ǫ
→ Z → 0 uma resolução

projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-módulo à esquerda. Podemos formar os complexos de

cadeia e cocadeia, respectivamente:

F ⊗ZGM : . . .→ Fn ⊗ZGM
∂n→ Fn−1 ⊗ZGM → . . .→ F1 ⊗ZGM

∂1→ F0 ⊗ZGM → 0

HomZG(F,M) : 0 → HomZG(F0,M)
δ0

→ HomZG(F1,M)
δ1

→ . . .→ HomZG(Fn,M) → . . .

com operador bordo dado por ∂n := ∂n ⊗ id e operador cobordo

δn : HomZG(Fn,M) → HomZG(Fn+1,M)

f → δn(f) := f ◦ ∂n+1

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é definido por

Hn(G,M) := Hn(F ⊗ZGM).

(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

Hn(G,M) := Hn(HomZG(F,M)).

Observação 2.3.1 As definições de H∗(G,M) e H∗(G,M) independem da resolução projetiva

ǫ : F → Z escolhida (a menos de isomorfismo canônico). De fato: Tendo em vista o Teorema

2.1.1, se ǫ′ : F ′ → Z uma outra resolução projetiva de Z sobre ZG mostra-se que os complexos

F ⊗ZGM e F ′ ⊗ZGM são homotopicamente equivalentes. Deste modo,

H∗(F ⊗ZGM) ≃ H∗(F
′ ⊗ZGM).

Analogamente, os complexos HomZG(F,M) e HomZG(F
′,M) são homotopicamente equivalen-

tes e assim,

H∗(HomZG(F,M)) ≃ H∗(HomZG(F
′,M)).
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Observação 2.3.2 Tomando M = Z, com G-ação trivial, temos

H∗(G,Z) = H∗(F ⊗ZG Z) = H∗((F ⊗Z Z)G) ≃ H∗(FG)

Proposição 2.3.1 Sejam G um grupo e M um ZG-módulo. Então

(a) H0(G,M) ≃MG

(b) H0(G,M) ≃MG.

Demonstração: Consideremos a resoluçao projetiva de Z sobre ZG:

. . .→ Fn
∂n→ Fn−1 → . . .→ F1

∂1→ F0
ǫ
→ Z → 0

(a) Aplicando o funtor −⊗ZGM , obtemos o seguinte complexo:

. . . // F1 ⊗ZGM
∂1 // F0⊗ZG

∂0
��

ǫ // Z⊗ZGM // 0

0

Como tal funtor é exato à direita, temos que Im∂1 = kerǫ e ǫ é sobrejetora. Assim,

H0(G,M) =
Ker∂0

Im∂1
=
F0 ⊗ZGM

Kerǫ
≃ Z⊗ZGM ≃MG

Logo, H0(G,M) ≃MG.

(b) Aplicando o funtor HomZG(−,M), obtemos o complexo

0 // HomZG(Z,M) ǫ̃ // HomZG(F0,M) δ0 // HomZG(F1,M) // . . .

0

δ−1

OO

Como tal funtor é exato à esquerda, temos que Imǫ̃ = Kerδ0 e ǫ̃ é injetora. Assim,

H0(G,M) =
Kerδ0

Imδ−1
= Kerδ0 = Imǫ̃ ≃ HomZG(Z,M) ≃MG.

Logo, H0(G,M) ≃MG. �

Exemplo 2.3.1 Sejam M um ZG-módulo e G o grupo ćıclico infinito com gerador t. Vamos

calcular H∗(G,M) e H∗(G,M). Vimos no Exemplo 2.1.1 que 0 → ZG
∂1→ ZG

ǫ
→ Z → 0, é

uma resolução livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG onde ∂1 = t − 1. Aplicando o funtor

−⊗ZGM , obtemos o complexo de cadeias

0 → ZG⊗ZGM
∂1→ ZG⊗ZGM → 0
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onde ∂1 = ∂ ⊗ id. Agora, temos os seguintes isomorfismos:

M ≃ ZG⊗ZGM
∂1→ ZG⊗ZGM ≃ M

m 7→ 1⊗m 7→ (t− 1)⊗m 7→ (t− 1)m

Deste modo, podemos considerar

∂1 :M → M

m 7→ (t− 1)m

Portanto, H∗(G,M) é a homologia do complexo:

0 →M
∂1→M → 0

Assim, H1(G,M) =
Ker∂1
{0}

= Ker∂1. Mas,

Ker∂1 = Ker(t− 1) = {m ∈M ; (t− 1).m = 0} = {m ∈M ; t.m = m} =MG

Portanto, 



H0(G,M) =MG

H1(G,M) =MG

Hi(G,M) = 0, i ≥ 2.

Note que H1(G,M) = MG =2.3.1 H0(G,M). Calculemos H∗(G,M). Aplicando o funtor

HomZG(−,M), obtemos

0 → HomZG(ZG,M)
δ0

→ HomZG(ZG,M) → 0

onde δ0(f)(x) = (f ◦ ∂1)(x) = (f ◦ (t− 1))(x) = f((t− 1).(x)) = (t− 1)f(x).

Logo, δ0 é a multiplicação por (t− 1). E ainda

HomZG(ZG,M) ≃ M

f 7→ f(1)

Assim, H∗(G,M) é a cohomologia do complexo:

0 →M
t−1
→ M → 0

Agora, H1(G,M) =
Kerδ1

Imδ0
=

M

(t− 1)M
=MG.
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Portanto,





H0(G,M) =MG

H1(G,M) =MG

H i(G,M) = 0, para i ≥ 2.

Note que H1(G,M) =MG = H0(G,M).

2.4 Módulos Induzidos e Coinduzidos e Lema de Shapiro

Começamos esta seção fazendo um estudo sobre extensão e coextensão de escalares. Sejam R e

S anéis e, α : R → S um homomorfismo de anéis. ConsideremosM um S-módulo (à esquerda).

Podemos ver M como um R-módulo (à esquerda), definindo em M a R-ação:

µ : R×M → M

(r,m) 7→ r ·m = α(r)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S-módulos (à esquerda) para a categoria

dos R-módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares. Neste caso, M é denotado

por ResSRM .

Agora, estamos interessados em construir S-módulos a partir de R-módulos.

Seja M um R-módulo (à esquerda). Através do homomorfismo α : R → S, vamos obter, a

partir de M , os S-módulos (à esquerda): S ⊗RM e HomR(S,M), da forma a seguir.

Podemos ver S como um R-módulo (à direita), por restrição de escalares, através da ação:

η : S ×R → S

(s, r) 7→ s · r = sα(r)

onde sα(r) é a multiplicação do anel.

Assim, podemos considerar o produto tensorial S ⊗RM .

Nosso objetivo é definir em S ⊗R M uma S-ação (à esquerda), para que este se torne um

S-módulo. Definimos, então

ψ : S × (S ⊗RM) → S ⊗RM

(s, s
′

⊗m) 7→ s · (s
′

⊗m) := ss
′

⊗m.

Pode-se provar que ψ está bem definida e é uma S-ação. O S-módulo (à esquerda) S ⊗R M é

dito ser obtido de M por extensão de escalares de R para S (via α).

Consideremos, agora, uma construção dual, utilizando Hom ao invés de ⊗. Dado um R-módulo

M (à esquerda), vamos ver S como um R-módulo (à esquerda) por restrição de escalares, através

da ação:
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ξ : R× S → S

(r, s) 7→ r · s = α(r)s

onde α(r)s é a multiplicação do anel. Assim, podemos considerarHomR(S,M). Nosso objetivo

é definir em HomR(S,M) uma S-ação (à esquerda), para que este se torne um S-módulo.

Definimos, então

ψ : S ×HomR(S,M) → HomR(S,M)

(s, f) 7→ s · f ; (s · f)(s
′

) := f(s
′

s)

Pode-se provar que ψ está bem definida e é uma S-ação. O S-módulo (à esquerda) HomR(S,M)

é dito ser obtido de M por coextensão de escalares de R para S (via α).

Observação 2.4.1 Sejam ε : ZG → Z a aplicação aumentação e M um ZG-módulo. Então,

o Z-módulo Z ⊗ZG M , obtido de M por extensão de escalares de ZG para Z, é simplesmente

MG e, o R-módulo HomZG(R,M), obtido de M por coextensão de escalares de ZG para Z, é

simplesmente MG.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos a aplicação inclusão α : ZH →֒ ZG.

Assim, se M é um ZG-módulo, podemos vê-lo como um ZH-módulo através da inclusão, neste

caso, denotamos o ZH-módulo M por ResGHM (módulo restrição).

Seja M é um ZH-módulo então O ZG-módulo obtido de M por extensão de escalares será

denotado por IndGHM , assim

IndGHM = ZG⊗ZH M.

Neste caso, a extensão de escalares é chamada indução.

Da mesma forma, o ZG-módulo obtido de M por coextensão de escalares será denotado por

CoindGHM . Assim,

CoindGH = HomZH(ZG,M).

Neste caso, a coextensão de escalares é chamada coindução.

Observação 2.4.2 Se H = {1}, temos ZH ≃ Z. Deste modo

IndG{1}M = ZG⊗M e CoindG{1}M = Hom(ZG,M).

Tais ZG-módulos são chamados, respectivamente, módulo induzido e módulo coinduzido.

Proposição 2.4.1 Se (G : H) <∞, então IndGHM ≃ CoindGHM .

Demonstração: [6], III.5.9. �
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Proposição 2.4.2 Seja M um ZG-módulo. Existem ZG-isomorfismos naturais:

(i) IndGH
(
ResGHM

)
≃ Z(G/H)⊗M (com G-ação diagonal).

(ii) CoindGH
(
ResGHM

)
≃ Hom(Z(G/H),M) (com G-ação diagonal).

Demonstração: [6], III.5.9. �

Corolário 2.4.1 IndGHZ ≃ Z(G/H).

Proposição 2.4.3 Se G é um grupo, S um subgrupo de G com [G : S] = ∞ então (IndGSM)G =

0 para qualquer ZS-módulo M .

Demonstração: [2], 1.2.11 �

Agora vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de seu

subgrupo H.

Proposição 2.4.4 (Lema de Shapiro)Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um

ZH-módulo. Então:

(a) H∗(H,M) ≃ H∗(G, Ind
G
HM)

(b) H∗(H,M) ≃ H∗(G,CoindGHM)

Demonstração: Seja ǫ : F → Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Como ZG é ZH −

livre, então ǫ : F → Z pode ser vista como uma resolução projetiva de Z sobre ZH.

(a) Temos que

F ⊗ZH M ≃ (F ⊗ZG ZG)⊗ZH M = F ⊗ZG (ZG⊗ZH M) = F ⊗ZG Ind
G
HM.

Assim,

H∗(H,M) = H∗(F ⊗ZH M) ≃ H∗(F ⊗ZG Ind
G
HM) = H∗(G, Ind

G
HM).

(b) Temos que

HomZH(Fn,M) ≃ HomZG(Fn, HomZH(ZG,M)), ∀n.

Deste modo,

HomZH(F,M) ≃ HomZG(F,Coind
G
HM).

Assim,

H∗(H,M) = H∗(HomZH(F,M)) ≃ H∗(HomZG(F,Coind
G
HM)) = H∗(G,CoindGHM).

Portanto,

H∗(H,M) ≃ H∗(G,CoindGHM). 2

Exemplo 2.4.1 Se M = Z, então H∗(H,Z) ≃ H∗(G,Z(G/H)).

De fato:

H∗(H,Z)
Shapiro
≃ H∗(G, Ind

G
HZ) ≃ H∗(G,Z(G/H)).

32



2.4 Módulos Induzidos e Coinduzidos e Lema de Shapiro

Exemplo 2.4.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, com

(G : H) <∞. Então,

(i) H∗(H,Z) ≃ H∗(G,Z(G/H))

(ii) H∗(H,ZH) ≃ H∗(G,ZG).

De fato :

(i) H∗(H,Z)
Shapiro
≃ H∗(G,CoindGHZ) ≃ H∗(G, IndGHZ) ≃ H∗(G,Z(G/H)). Logo, H∗(H,Z) ≃

H∗(G,Z(G/H)).

(ii) H∗(H,ZH)
Shapiro
≃ H∗(G,CoindGHZH) ≃ H∗(G, IndGHZH) ≃ H∗(G,ZG)

Veremos agora uma outra versão do Lema de Shapiro para ZG-módulos. Para isso

precisamois do seguinte lema.

Lema 2.4.1 Se F é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, e H é um subgrupo de G, então

F também é uma resolução projetiva de Z sobre ZH.

Demonstração:Consideremos uma resolução projetiva de Z sobre ZG:

· · · −→ Fn −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→ R −→ 0.

Como cada Fn é um ZG-módulo projetivo, temos que Fn é um somando direto de um ZG-módulo

livre. Deste modo,

Fn ⊕Qn ≃
⊕

i∈I

(ZG)i.

Vimos no Corolário 2.1.1 que ZG é ZH-módulo livre, ou seja,

ZG ≃
⊕

j∈J

(ZH)j.

Portanto,

Fn ⊕Qn ≃
⊕

i,j

(ZH)i,j

e temos que Fn é um ZH-módulo projetivo.

Logo, F é uma resolução projetiva de Z sobre ZH. �

Proposição 2.4.5 (Lema de Shapiro - outra versão) Sejam G um grupo, H um subgrupo

de G e M um ZG-módulo. Temos os seguintes isomorfismos:

(i) H∗(H,Res
G
HM) ≃ H∗(G,Z(G/H)⊗Z M)

(ii) H∗(H,ResGHM) ≃ H∗(G,HomZ(Z(G/H),M)).
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Demonstração: (i) Pelo Lema 2.4.4, item (a) temos:

H∗(H,Res
G
HM) ≃ H∗(G, Ind

G
H(Res

G
HM)).

Como IndGH(Res
G
HM) ≃ Z(G/H)⊗ZM , então H∗(G, Ind

G
H(Res

G
HM)) ≃ H∗(G,Z(G/H)⊗ZM).

Logo,

H∗(H,Res
G
HM) ≃ H∗(G,Z(G/H)⊗Z M).

(ii) Novamente pelo Lema 2.4.4, item (b) temos:

H∗(H,ResGHM) ≃ H∗(G,CoindGH(Res
G
HM)).

Como CoindGH(Res
G
HM) ≃ HomZ(Z(G/H),M), então H∗(G,CoindGH(Res

G
HM)) ≃

H∗(G,HomZ(Z(G/H),M)). Logo,

H∗(H,ResGHM) ≃ H∗(G,HomZ(Z(G/H),M)).

2

2.5 H∗ e H
∗ como Funtores de duas variáveis

Seja C uma categoria cujos objetos são pares (G;M), onde G é um grupo e M é um

ZG-módulo. Um morfismo em C de (G;M) em (G′;M ′) é um par (α, f), onde α : G→ G′ é um

homomorfismo de grupos, e f : M → M ′ é um homomorfismo de ZG-módulos, considerando

M ′ como um ZG-módulo via α, isto é, um homomorfismo de ZG-módulos satisfazendo:

f(g ∗m) = α(g).f(m).

Consideremos (α, f) : (G;M) → (G′;M ′), F uma resolução projetiva de Z sobre ZG e F ′

uma resolução projetiva de Z sobre ZG′ (podemos ver F ′ como uma resolução de Z sobre ZG

via α, pois cada Fn pode ser visto como um ZG-módulo, definindo a ação: g ∗ x′ = α(g).x′).

Como F é ZG-projetiva e F ′ é aćıclica para i ≥ 1 (pois F ′ é ZG′-resolução), temos por [6],

II.6.2., que existe uma aplicação de cadeia τ : F → F ′, estendendo a identidade de Z, única a

menos de homotopia.

Temos que τ(g.x) = g ∗ τ(x) = α(g).τ(x), pois τ é homomorfismo de ZG-módulos.

Consideremos agora:

τ ⊗ f : F ⊗ZGM → F ′ ⊗ZG′ M ′

x⊗m 7→ τ(x)⊗ f(m).

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos F ⊗ZGM e F ′ ⊗ZG′ M . Assim,

τ ⊗ f induz uma aplicação bem definida:
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H∗(α, f)
not.
= (α, f)∗ : H∗(G;M) → H∗(G

′;M ′)

[x⊗m] 7→ [(τ ⊗ f)(x⊗m)] = [τ(x)⊗ f(m)].

Verifica-se facilmente que:

(a) Se M =M ′, G = G′, α = idG e fl = idM , então

(α, f)∗ = idH∗(G;M).

(b) Se (α, f) : (G;M) → (G′;M ′) e (α′, f ′) : (G′;M ′) → (G′′;M ′′), então

(α′, f ′)∗ ◦ (α, f)∗ = (α′ ◦ α, f ′ ◦ f)∗
not.
= ((α′, f ′) ◦ (α, f))∗.

Logo, H∗( ; ) é um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos são os mesmos que em C,

e os morfismos são pares (α, f), onde α : G → G′ e f : M ′ → M (f é desta forma pois Hom é

contravariante na primeira variável).

Sejam F e F ′ resoluções de Z sobre ZG e ZG′, respectivamente. Pelos mesmos argumentos

usados anteriormente, temos que existe uma aplicação de cadeia τ : F → F ′, única a menos de

homotopia. Temos que τ(g.x) = g ∗ τ(x) (pois τ é a aplicação de ZG-módulos).

Consideremos a aplicação de cocadeias:

Hom(α, f) : HomZG′(F ′,M ′) → HomZG(F,M)

φ 7→ f ◦ φ ◦ τ.

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos HomZG′(F ′,M ′) e HomZG(F,M).

Assim, Hom(τ, f) induz uma aplicação bem definida:

Hom(α, f)∗
not.
= (α, f)∗ : H∗(G′;M ′) → H∗(G;M)

[φ] 7→ [f ◦ φ ◦ τ ].

Verifica-se facilmente que:

(a) Se α = idG : G→ G e f = idM :M →M , então

(α, f)∗ = idH∗(G;M).

(b) Se (α, f) : (G;M ′) → (G′,M) e (β, g) : (G′;M ′′) → (G′′;M ′), então

((β, g) ◦ (α, f))∗ = (α, f)∗ ◦ (β, g)∗.

Logo, H∗( ; ) é um funtor contravariante em D.

Observação 2.5.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos α : H →֒ G a

inclusão e as ZH-aplicações canônicas i : M → IndGHM e π : CoindGHM → M . Por [6], p.80,

ex.2, temos que os isomorfismos do Lema de Shapiro, são dados, respectivamente, por
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(α, i)∗ : H∗(H;M) → H∗(G; Ind
G
HM)

(α, π)∗ : H∗(G;CoindGHM) → H∗(H;M).

Tais isomorfismos são chamados isomorfismos de Shapiro.

Observação 2.5.2 Sejam G um grupo e M , M ′ ZG-módulos. Consideremos a aplicação

α = id : G → G e seja f : M → M ′ um ZG-homomorfismo. Usando a teoria anterior,

temos que existem homomorfismos induzidos

(id, f)∗ : H∗(G;M) → H∗(G;M
′)

e, (id, f)∗ : H∗(G;M) → H∗(G;M ′).

Temos, então, que H∗(G; ) e H∗(G; ) são funtores covariantes na categoria dos
ZG-módulos M .

Usando isto, mostra-se o seguinte resultado:

Proposição 2.5.1 Seja 0 −→M ′ i
−→M

j
−→M ′′ −→ 0 uma sequência exata de ZG-módulos.

Temos:

(i) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural ∂n : Hn(G;M
′′) → Hn−1(G;M

′), tal que

a sequência:

· · · −→ H1(G;M)
j1
−→ H1(G;M

′′)
∂1−→ H0(G;M

′)
i0−→ H0(G;M)

j0
−→ H0(G;M

′′) −→ 0

é exata, onde as aplicações ik e jk são as induzidas em homologia, isto é,

ik = (id, i)∗ : Hk(G;M
′) → Hk(G;M)

jk = (id, j)∗ : Hk(G;M) → Hk(G;M
′′).

(ii) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural δn : Hn(G;M ′′) → Hn+1(G;M), tal que
a sequência:

0 −→ H0(G;M ′)
i0

−→ H0(G;M)
j0

−→ H0(G;M ′′)
δ0

−→ H1(G;M ′)
i1

−→ H1(G;M) −→ · · ·

é exata, onde as aplicações ik e jk são as induzidas em cohomologia, isto é,

ik = (id, i)∗ : Hk(G;M ′) → Hk(G;M)

jk = (id, j)∗ : Hk(G;M) → Hk(G;M ′′).

Demonstração: [6], III.6.1.
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2.6 Interpretação Topológica para H∗(G,M) e H∗(G,M)

Nesta seção, relacionaremos a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de um

K(G, 1)-complexo, definido no caṕıtulo 1. Para isso necessitaremos de alguns resultados.

Proposição 2.6.1 Seja X um G-complexo livre e seja Y a o complexo de órbitas X/G. Então

C∗(Y ) ≃ C∗(X)G.

Demonstração: Seja X
p
→ Y , a projeção canônica. Isto é, p(x) = G(x) = {gx; g ∈ G},

onde G(x) denota a G-órbita de x. A ńıvel de complexo de cadeias temos a aplicação induzida

p# : C∗(X) → C∗(Y ), dada por p#(
∑
aiσi) =

∑
aiG(σi). Agora, seja θ : C∗(X) → C∗(X)G =

C∗(X)
A

, onde A =< gα − α; g ∈ G,α ∈ C∗(X) >, dada por θ(α) = α = α + A. Temos então o

seguinte diagrama :

C∗(X)

θ
��

p# // C∗(Y )
99

ϕ
s
s
s
s
s

C∗(X)G

Defina ϕ : C∗(X)G → C∗(Y ) por ϕ(α) = ϕ(
∑
aiσi) = p#(α) =

∑
aiG(σi). Para ver que ϕ

está bem definida, observe que A ⊂ Kerp# pois se σ é uma n-célula, p#(gσ − σ) = p#(gσ) −

p#(σ) = G(σ) − G(σ) = 0. Agora, x ∈ A, então x =
∑
giαi − αi, αi ∈ C∗(X). E assim,

p#(x) = p#(
∑
giσ

i
j − σij) = 0. Dáı, se α1 = α2 então α1 − α2 ∈ A o que nos dá ϕ(α1) = ϕ(α2).

Além disso, ϕ é homomorfismo de grupos e bijetora. 2

Teorema 2.6.1 Se M é um RG-módulo trivial, então

(a) H∗(G;M) ≃ H∗(K(G, 1);M);

(b) H∗(G;M) ≃ H∗(K(G, 1);M).

Demonstração:Seja Y = K(G, 1) e X o recobrimento universal de Y . Então, o complexo

celular aumentado do recobrimento universal X de Y , ǫ : C∗(X) → R é uma resolução livre

de R sobre RG. ( ver Teorema 2.1.4 ).

Deste modo, H∗(G;M) = H∗(C∗(X) ⊗RG M). Como Y ≃ X/G, pela Proposição 2.6.1,

C∗(Y ) ≃ C∗(X)G. Dáı,

(a)

H∗(G;M) = H∗(C∗(X)⊗RGM) ≃ H∗(C∗(X)G ⊗M)

≃ H∗(C∗(Y )⊗M)

= H∗(Y ;M)
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Portanto, H∗(G;M) ≃ H∗(K(G, 1);M);.

(b)

H∗(G;M) = H∗(HomRG(C∗(X),M)) ≃ H∗(HomR(C∗(X)G,M))

≃ H∗(HomR(C∗(Y ),M))

= H∗(Y ;M)

Portanto, H∗(G;M) ≃ H∗(K(G, 1);M). �

Exemplo 2.6.1 Consideremos o bouquet de ćırculos Y =
∨

s∈S

S1
s .

Pelo Exemplo 1.3.8, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(S) é o grupo livre gerado pelo

conjunto S. Assim, pela Proposição anterior

Hi(Y,Z) = Hi(F (S),Z) =





Z se i = 0
⊕

s∈S

Z se i = 1

0 c.c.

Exemplo 2.6.2 Seja Y a soma conexa de n toros.

Pelo Exemplo 1.3.9, Y é um K(G,1), onde G =

〈
a1, . . . , ag, b1, . . . , bg,

g∏

i=1

[ai, bi] = 1

〉

Portanto, pela Proposição anterior

Hi(Y,Z) = Hi(G,Z) =





Z se i=0

Z⊕ . . .⊕ Z (2g vezes) se i=1

Z se i=2

0 se i ≥ 2

Exemplo 2.6.3 Sejam G ≃ Z(n) ≃ Z⊕ . . .⊕Z e Y = T n = S1× . . .×S1 (toro n-dimensional).

Pelo Exemplo 1.3.7, T n é um K(G,1). Logo,

Hi(G,Z) = Hi(T
n,Z) = Zki , ki =

n!

i!(n− i)!
.

Proposição 2.6.2 Se Y é um K(G,1)-complexo, então H∗(G,Z) ≃ H∗(Y,Z). onde o ZG-

módulo Z é visto com G-ação trivial.

Demonstração : Como Y é um K(G, 1), pela Proposição 2.1.4, temos que o complexo celular

aumentado do recobrimento universal Ỹ de Y , ǫ : C∗(Ỹ ) → Z é uma resolução livre de Z sobre

ZG. Deste modo, H∗(G,Z) ≃ H∗(C∗(Ỹ )G). Além disso, Ỹ é um G-complexo livre, e por [9],

5.5.14, temos que o complexo de órbitas é dado por Ỹ /G ≃ Y. Assim, pela Proposição 2.6.1,
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C∗(Ỹ )G ≃ C∗(Y ). Logo,

H∗(G,Z) ≃ H∗(C∗(Ỹ )G) ≃ H∗(C∗(Y )) ≃ H∗(Y,Z).

�

2.7 Cohomologia de Grupos Finitos

Nesta seção veremos alguns resultados espećıficos para a (co)homologia de grupos finitos.

2.7.1 Grupos atuando em esferas

Proposição 2.7.1 Sejam G um grupo e X um G-complexo livre. Se X é compacto então G é

finito.

Demonstração: Como X é um G-complexo livre, segue por ([6], pág. 17) que a ação de G

em X é propriamente descont́ınua. Da Proposição 1.2.7 segue que (X, p) é um recobrimento

regular de X/G onde a projeção p é definida por

p : X → X/G

x 7→ x

e G atua livremente em X como o grupo das transformações de recobrimento. Agora, dado

x0 ∈ X/G, temos

p−1(x0) = {x ∈ X; p(x) = x0}

= {x ∈ X; x = x0}

= {x ∈ X; x ∈ G(x0)}.

Como a ação de G em X é livre, p−1(x0) está em correspondência 1-1 com G. De fato,

p−1(x0) = G(x0) ≃ G/Gx0 ≃ G/{1} ≃ G.

Além disso, a fibra p−1(x0) é discreta e fechada ([18], pag.165). Suponhamos que p−1(x0) seja

infinita. Como X é compacto, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um

ponto de acumulação, o que é um absurdo, pois p−1(x0) é discreta. Deste modo, p−1(x0) é finita

e, portanto, G é finito. �

Proposição 2.7.2 O grupo com dois elementos Z2 é o único grupo não trivial que atua

livremente em uma esfera de dimensão par S2k.

Demonstração: Sejam G um grupo atuando livremente em S2k e f, g 6= id. Como a ação é

livre, segue que f não tem pontos fixos e ainda, como f é um homeomorfismo, temos f◦f−1 = id.
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Dáı deg(f).deg(f−1) = 1 (ver § (1.4)) e assim deg(f) = ±1. Mais ainda, deg(f) = −1, visto

que se deg(f) = 1, então o número de Lefschetz Λ(f) =
∞∑

k=0

(−1)ktr(fk) =
2k∑

k=0

(−1)ktr(fk) =

(−1)0tr(f0)+(−1)2ktr(f2k) = 1deg(f)+(−1)2kdeg(f) = 1+(−1)2k 6= 0 pois (S2k−1 = e0∪e2k−1).

Pelo Teorema 1.5.1, segue que f tem ponto fixo. Agora, deg(f ◦f) = deg(f).deg(f) = deg(f 2) =

1 ou seja, Λ(f 2) = 0 e portanto f 2 tem ponto fixo. Como a ação é livre segue que f 2 = id.

Analogamente g2 = id. Assim, se deg(f ◦ g) = 1 então Λ(f ◦ g) = 0 e assim f ◦ g = id, contudo

f 2 = id = g2, conclúımos então que f = g−1 = f−1 = g Logo f = g e assim G ≃ Z2. �

Observação 2.7.1 Segue da Proposição anterior que se G é um grupo não trivial, G 6= Z2,

atuando livremente em uma esfera Sm então m é ı́mpar.

Proposição 2.7.3 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensão ı́mpar

S2k−1. Então a ação de G sobre H2k−1(X)≃ Z é trivial.

Demonstração:A aplicação ϕg : X → X, dada por ϕg(x) = g.x, é um homeomorfismo sem

pontos fixos se g = 1 (pois a G-ação sobre X é livre). Seja Λϕg
=

2k−1∑

i=0

(−1)itr(ϕg)∗,i o número

de Lefschetz de ϕg, onde a aplicação (ϕg)∗,i : Hi(X) → Hi(X) é induzida de ϕg no ńıvel i de

homologia. Pelo Teorema 1.5.1, temos que Λϕg
= 0, já que ϕg não tem pontos fixos se g 6= 1.

Por outro lado, como S2k−1 é composta por uma 0-célula e uma (2k − 1)-célula (S2k−1 =

e0 ∪ e2k−1), temos

Λϕg
=

2k−1∑

i=0

(−1)itr(ϕg)∗,i = tr(ϕg)∗,0 − tr(ϕg)∗,2k−1

ou seja, tr(ϕg)∗,0 − tr(ϕg)∗,2k−1 = 0.

Além disso, como X é conexo por caminhos segue que ϕ∗,0 = id. Dáı, tr(ϕg)∗,0 = 1, pois

H0(X) ≃ Z. Deste modo, tr(ϕg)∗,2k−1 = 1 e, então, (ϕg)∗,2k−1 = id, já que H2k−1(X) ≃ Z.

Portanto, G atua trivialmente em H2k−1(X). �

2.7.2 Resoluções Periódicas via ações livres em esferas

Veremos agora que, se um grupo finito G atua em uma esfera de dimensão ı́mpar podemos

construir, através dessa ação, uma resolução projetiva de Z sobre ZG e assim obtermos uma

ferramenta para calcularmos a (co)homologia desse grupo.

Teorema 2.7.1 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensão ı́mpar

S2k−1. Considere o complexo de cadeia celular aumentado de X, C∗(X)
ǫ
→ Z. Então, a

sequência

. . .→ C2k−1(X) → . . .→ C1(X)
∂1→ C0(X)

n◦ǫ
→ C2k−1(X)

∂2k−1
→ . . .→ C0(X)

ǫ
→ Z → 0
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onde n : Z = H2k−1(X) → C2k−1(X) é a inclusão, é uma resolução livre de Z sobre ZG que é

periódica de peŕıodo 2k.

Demonstração: A sequência

0 → Z
n
→ C2k−1(X)

∂2k−1
→ . . .→ C1(X)

∂1→ C0(X)
ǫ
→ Z → 0

onde n : Z → C2k−1(X) é a inclusão, e Ci(X) é o ZG-módulo livre gerado pelas células de

dimensão i (uma em cada órbita de células), é exata. De fato, consideremos a sequência abaixo

0 → Ker∂2k−1
n
→ C2k−1(X)

∂2k−1
→ . . .→ C1(X)

∂1→ C0(X)
ǫ
→ Z → 0

Temos que ∂2k : C2k(X) = 0 → C2k−1(X) é aplicação nula (pois a dimensão é 2k − 1), e

H2k−1(X) ≃ Z. Agora, H2k−1(X) =
Ker∂2k−1

Im∂2k
. Assim, Ker∂2k−1 ≃ Z. Como Hi(X) = 0, para

0 < i < 2k − 1, temos Ker∂i = Im∂i+1, para 0 < i < 2k − 1. Mais ainda,
C0(X)

Kerǫ
≃ Imǫ = Z

(pois ǫ é sobrejetora). Consideremos agora o diagrama

. . . // C1(X)
∂1 // C0(X) ǫ //

∂0
��

Z // 0

0

Temos Z ≃ H0(X) =
Ker∂0
Im∂1

=
C0(X)

Im∂1
. Logo, Z ≃

C0(X)

Kerǫ
≃
C0(X)

Im∂1
. Como Im∂1 ⊂ Kerǫ,

pois

ǫ(∂1(
n∑

i=1

α1σ
1
1)) = ǫ(

n∑

i=0

α1(∂1(σ
1
1))) =

n∑

i=0

α1(ǫ(∂1(σ
1
1))) = 0

temos Im∂1 = Kerǫ. A partir da sequência dada anteriormente, obtemos uma resolução livre

de Z sobre ZG, de peŕıodo 2k, do modo a seguir. Vamos denotar C∗(X) por C∗ e considerar o

diagrama:

Z

##F
FF

FF
FF

FF

. . . // C1
// C0

n◦ǫ //

ǫ

OO

C2k−1
// . . . // C0

// Z // 0

onde n : Z → C2k−1(X) é a inclusão, e Ci(X) é o ZG-módulo livre gerado pelas células

de dimensão i (uma para cada órbita de células). Observe que a inclusão n é posśıvel pois

H2k−1(X) = Z é um ZG-módulo com a G-ação trivial. Assim, constrúımos a seguinte sequência:

. . .→ C2k−1 → . . .→ C1
ǫ
→ C0

n◦ǫ
→ C2k−1

∂2k−1
→ . . .→ C0

ǫ
→ Z → 0
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Já vimos que Im∂1 = Kerǫ, além disso, Kerǫ = Ker(n◦ ǫ) e Im(n◦ ǫ) = Imn = Ker∂2k−1.

Deste modo,a sequência é uma resolução livre de Z sobre ZG. �

Exemplo 2.7.1 Sejam G =< t >≃ Zn um grupo ćıclico finito de ordem n eM um ZG-módulo.

Vamos calcular H∗(G,M) e H∗(G,M).

Consideremos S1 vista como um CW-complexo com n vértices (que podem ser identificados com

as ráızes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por v0, v1, . . . , vn−1 os vértices e por

ei = (vi, vi+1) as 1-células de S
1, e definir a ação de G em S1 por tk∆vi = vk+i e t

k.ei = ek+i, k,

i = 0, . . . , n−1. O grupo G atua em S1 como o grupo de rotações e, tal ação permuta livremente

as células. Além disso, vi = ti.v0 e ei = ti.e0, i = 0, . . . , n. Assim, existe uma única órbita

de 0-células e uma única órbita de 1-células. Portanto, C0(S
1) ≃ ZG ≃ C1(S

1). Deste modo,

temos a sequência exata

0 → ZG
∂1→ ZG

ǫ
→ Z → 0

Mas Z ≃ H1(S
1) =

Ker∂1
Im∂2

= Ker∂1. Então, obtemos a sequência exata

0 → Z
n
→ ZG

∂1→ ZG
ǫ
→ Z → 0 e, dáı

. . .→ ZG
n◦ǫ
→ ZG

∂1→ ZG
n◦ǫ
→ ZG

∂1→ ZG
ǫ
→ Z → 0

é uma resolução livre de Z sobre ZG. Agora, vamos determinar ∂1 e n ◦ ǫ. Temos

∂1(e0) = v1 − v0 = t.v0 − v0 = (t− 1).v0.

Logo, ∂1 é a multiplicação por t - 1. Se N = 1 + t + . . . + tn−1, então Ne0 gera H1(S
1) ≃ Z.

Temos Z ≃ H1(S
1) = Ker∂1. Além disso,

∂1(e0 + t.e0 + . . .+ tn−1.e0) = (1 + t+ . . .+ tn−1)∂1(e0)

= (1 + t+ . . .+ tn−1)(t− 1).v0

= 0

Portanto, e0+t.e0+t
2.e0+. . .+t

n−1.e0 ∈ Ker∂1. Agora, se x = a0e0+a1t.e0+. . .+an−1t
n−1.e0 ∈

Ker∂1, temos

∂1(a0e0 + . . .+ an−1t
n−1.e0) = 0 ⇒ (a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1)∂1(e0) = 0

⇒ (a0 + a1t+ . . .+ an−1t
n−1)(t− 1).v0 = 0

o que nos dá: (an−1− a0)v0+ . . .+(an−2− an−1)t
n−1.v0 = 0. Mas, como C0(X) é um Z-módulo

livre que tem como base as 0-células v0, t.v0, . . . , t
n−1.v0, então, a0 = a1 = . . . = an−1. Assim,
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x = a0(e0 + t.e0 + . . .+ tn−1.e0) = a0Ne0. Portanto,

Z ≃ H1(S
1) = Ker∂1 =< Ne0 > .

Como Im(n ◦ ǫ) = Ker∂1, segue que (n ◦ ǫ)(v0) = Ne0 e, deste modo,

(n ◦ ǫ)(1ZG) = N.

Logo, n ◦ ǫ é a multiplicação por N. Temos então

a) Um epimorfismo ǫ : Z → Z tal que ǫ(
n−1∑

i=0

rit
i) :=

n−1∑

i=0

ri.

b) Um homomorfismo N : ZG→ ZG dada por N(α) := (1 + t+ . . .+ tn−1).α.

c) Um homomorfismo (t− 1) : ZG → ZG tal que α 7−→ (t− 1)α (multip. por (t− 1)) tal que

kerǫ = Im(t− 1) = kerN e Ker(t− 1) = ImN.

Consequentemente, obtemos a seguinte resolução periódica, de peŕıodo 2, de Z sobre ZG:

. . . −→ ZG
t−1
−→ ZG

N
−→ ZG

t−1
−→ ZG

ǫ
−→ Z −→ 0.

Vamos calcular H∗(G;M). onde M é um ZG-módulo. Tensorizando a resolução por M ,

obtemos o complexo:

. . .ZG⊗ZGM
t−1
→ ZG⊗ZGM

N
→ ZG⊗ZGM

t−1
→ ZG⊗ZGM

ǫ
→ Z⊗ZGM → 0.

Através dos isomorfismos ZG ⊗ZG M ≃ M e Z ⊗ZG M ≃ MG, este complexo toma a seguinte

forma:

. . .→M
t−1
→ M

N
→M

t−1
→ MG → 0

Dáı,

Hi(G;M) =





MG, se i = 0;

Ker(t− 1)

ImN
, se i for ı́mpar;

KerN

Im(t− 1)
, se i for par.

Analogamente calculamos a cohomologia de G H∗(G,M), aplicando o funtor HomZG(−,M) à

resolução e obtendo o complexo de co-cadeias

0 → HomZG(ZG,M)
δ0

→ HomZG(ZG,M)
δ1

→ HomZG(ZG,M)
δ2

→ . . .

onde δn(f)(x) := (f ◦ δn+1)(x). E pelo isomorfismo HomZG(ZG,M) ≃M , temos

0 →M
δ0

→M
δ1

→M
δ2

→ . . .
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onde δ2k = t− 1 e δ2k−1 = N , k ≥ 0. Logo,

H i(G,M) =





MG, se i=0
KerN

Im(t− 1)
=

KerN

(t− 1)M
, se i é ı́mpar

Ker(t− 1)

ImN
=

MG

NM
, se i é par

Em particular, para o caso M = Z (com G-ação trivial), temos que (t−1) é a função nula, pois

(t− 1).m = t.m−m = 0, ∀m ∈M , e N é a multiplicação por n, pois (1 + t+ . . .+ tn−1).m =

m+ t.m+ . . .+ tn−1.m = n.m. Assim, ker(t− 1) = Z, Im(t− 1) = 0 = KerN e ImN = nZ.

Deste modo,

Hi(G,Z) =





Z, se i=0

Zn, se i é ı́mpar

0, se i é par

e H i(G,Z) =





Z, se i=0

0, se i é ı́mpar

Zn, se i é par

Proposição 2.7.4 Se G é um grupo ćıclico finito não trivial, então Z não admite resolução

projetiva sobre ZG de comprimento finito.

Demonstração: Suponhamos que

F ′ : 0 → F ′
n → F ′

n−1 → . . .→ F ′
1 → F ′

0 → Z → 0

é uma resolução projetiva de Z sobre ZG de comprimento finito. Pelo Exemplo 2.7.1,

. . . −→ ZG
t−1
−→ ZG

N
−→ ZG

t−1
−→ ZG

ǫ
−→ Z −→ 0.

também é resolução projetiva de Z sobre ZG.Assim,

H∗(G,Z) = H∗(F
′ ⊗ZG Z)

2.3.1
= H∗((F

′ ⊗ZG Z)G) ≃ H∗(F
′
G) ≃ H∗(FG).

Mas, H∗(F
′
G) = 0, para i > n e H∗(FG) não são todos nulos para i > n, como no Exemplo

anterior, que é uma contradição. Deste modo, não podemos ter resolução projetiva de Z sobre

ZG de comprimento finito. 2

2.8 Alguns resultados importantes da Teoria de (Co)homologia de

Grupos

Nesta seção faremos um breve resumo de alguns resultados da teoria de (co)homologia de grupos

que serão úteis no desenvolvimento deste trabalho.
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2.8 Alguns resultados importantes da Teoria de (Co)homologia de Grupos

2.8.1 Produto Cross e Cup

Sejam M e N dois ZG-módulos. Se F
ǫ
→ Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Então

F ⊗ F
ǫ⊗ǫ
→ Z é uma resolução projetiva de Z sobre Z(G × G)(ver [6], V.1.2). Sejam f ∈

HomG(F,M) e g ∈ HomG(F,N). Definimos f×g ∈ HomG×G(F⊗F,M⊗N) por (f×g)(x⊗y) =

(−1)pqf(x)⊗ g(y) com x ∈ Fp e y ∈ Fq.

Definição 2.8.1 Em cohomologia temos um produto induzido, chamado produto cross

Hp(G,M)⊗Hq(G,N) → Hp+q(G×G,M ⊗N)

u⊗ v → u× v

com u = [f ], v = [g] e u× v = [f × g].

Sejam G um grupo e d : G→ G×G definida por d(g) = (g, g) (aplicação diagonal).

Definição 2.8.2 A composta

Hp(G,M)⊗Hq(G,N)
x
→ Hp+q(G×G,M ⊗N)

d∗

→ Hp+q(G,M ⊗N)

é chamado de produto cup e é denotado por ∪. Assim dados u ∈ Hp(G,M) e v ∈ Hq(G,N)

temos u ∪ v := d∗(u× v).

2.8.2 Deslocamento de dimensões (dimension-shifting)

Dado um ZG-módulo M , considere M̄ = ZG ⊗ M e a aplicação sobrejetora ϕ : M̄ → M

dada por ϕ(α⊗m) = αm. Seja K = kerϕ. Pode-se mostrar (usando sequência exata longa de

homologia, ver [6] III.7.1) que

Hn(G,M) ≃




Hn−1(G,K), se n > 1;

KerH0(G,K) → H0(G, M̄), se n=1.

Assim para calcularmos Hn, podemos, a prinćıpio, nos reduzir a calcular Hn−1, desde que

estejamos dispostos a mudar o módulo dos coeficientes. Se continuarmos este processo, ao final

reduziremos o problema ao calculo de H0. Analogamente, considerando ¯̄M = Hom(ZG,M) e

a aplicação injetora ψ :M → ¯̄M dada por ψ(m) = (α) = αm. Seja C = cokerψ. Obtemos

Hn(G,M) ≃




Hn−1(G,C), se n>1;

cokerH0(G, ¯̄M) → H0(G,C), se n=1.
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2.9 Os funtores torção e extensão

Existem generalizações de H∗(G,M) e H∗(G,M) dadas, respectivamente, por

TorZG∗ (−,−) e Ext∗ZG(−,−)

sem a exigência de que ε : F → A seja uma resolução projetiva de Z.

Definição 2.9.1 Sejam ε : F → M e η : P → N resoluções projetivas dos ZG-módulos M e

N . Definimos

TorZG∗ (M,N) := H∗(F ⊗ZG N) = H∗(F ⊗ZG P ) = H∗(M ⊗ZG P ),

(Ver [6], III.2).

Observação 2.9.1 Segue da definição que H∗(G,−) = TorZG∗ (Z,−). De fato, se ε : F → Z

uma resolução projetiva, temos

TorZG∗ (Z, A) = H∗(F ⊗ZG A) = H∗(G,A).

Definição 2.9.2 Seja ε : F →M uma resolução projetiva de M sobre ZG. Definimos

Ext∗ZG(M,N) := H∗(HomZG(F,N)).

Observação 2.9.2 Segue que H∗(G,−) = Ext∗ZG(Z,−).De fato, seja ε : F → Z uma resolução

projetiva, temos

Ext∗ZG(Z, A) = H∗(HomZG(F,A)) = H∗(G,A).

Proposição 2.9.1 Sejam M e N ZG-módulos. Se M é Z-livre de torção, então

TorZG∗ (M,N) ≃ H∗(G,M ⊗N),

onde G atua diagonalmente em M ⊗N .

Se M é Z-livre, então

Ext∗ZG(M,N) ≃ H∗(G,Hom(M,N)),

onde G atua diagonalmente em Hom(M,N).

Demonstração: [6], III.2.2. �
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2.9 Os funtores torção e extensão

2.9.1 Teorema dos Coeficientes Universais

Os resultados desta seção podem ser encontrados em [14].

Teorema 2.9.1 Sejam C um complexo de cadeia de grupos abelianos com grupos de homologia

Hn(C) e Hom(Cn,M) o complexo de co-cadeias com grupos de cohomologia Hn(C,M). Então,

para cada nivel, a sequência

0 → Ext(Hn−1(C),M) → Hn(C,M) → Hom(Hn(C),M) → 0

é exata e cinde.

Observação 2.9.3 Este Teorema é conhecido por Teorema dos Coeficientes Universais para

cohomologia porque é formalmente análogo ao Teorema dos Coeficientes universais para

Homologia ([14] 3A.3.) que expressa a homologia com coeficientes arbitrários em termos da

homologia com coeficientes em Z.

Corolário 2.9.1 Se Hn−i(C) é finitamente gerado e livre, então Hn(C,M) ≃ Hom(Hn(C),M).

Corolário 2.9.2 Seja G um grupo finito e M um ZG-módulo. Então

Hm(G,M) ≃ Hom(Hm(G,Z),M)⊕ Ext(Hm−1(G,Z),M).

Corolário 2.9.3 Se os grupos de homologia Hn e Hn−1 do complexo de cadeia de grupos

abelianos C são finitamente gerados, com grupos de torção Tn ⊂ Hn e Tn−1 ⊂ Hn−1, então

Hn(C,Z) ≃ (Hn/Tn)⊕ Tn−1.

Corolário 2.9.4 Seja G um grupo. Considere Tk o grupo de torção de Hk(G,Z). Seja Lk a

parte livre de Hk(G,Z) ( Lk ≃ Hk(G,Z)/Tk). Então

Hm+1(G,Z) = Lm+1 ⊕ Tm.
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Caṕıtulo

3

Condições de Finitude - Grupos de Dualidade

Neste caṕıtulo, estudaremos algumas condições de finitude sobre um grupo G e veremos sob

quais condições G satisfaz certas propriedades de dualidade. Os resultados apresentados neste

caṕıtulo podem ser encontrados na referência [6]

3.1 Dimensão Cohomológica

Definição 3.1.1 Sejam R um anel e M um R-módulo. A dimensão projetiva de M,

denotada por projdim M ou proj dimR M, é definida como sendo o ı́nfimo do conjunto de

inteiros n, tal que M admite uma resolução projetiva:

0 → Pn → . . .→ P0 →M → 0

de comprimento n. Em particular, se M não admite uma resolução projetiva de comprimento

finito, projdim M= ∞.

Lema 3.1.1 Se M é um R-módulo então projdim M ≤n se, e somente se, para qualquer

sequência exata 0 → K → Pn−1 → . . . → P0 → M → 0 de R-módulos com cada Pi projetivo

tem-se K é projetivo.

Demonstração: Vamos supor projdimM ≤ n. Em vista da definição de Ext∗R e da definição

de resolução projetiva, segue que Extn+1
R (M,−) = 0. Consideremos a seguinte sequência exata

de R-módulos com cada Pi projetivo:

0 → K → Pn−1 → . . .→ P0 →M → 0

49



3 Condições de Finitude - Grupos de Dualidade

Vamos completá-la para obter uma uma resolução projetiva. Seja Pn o R-módulo livre gerado

por K. Temos o seguinte diagrama:

Pn
∂n //

q

��

Pn−1

K

<<yyyyyyyy

onde q é a sobrejeção natural de Pn sobre K, i é a inclusão e ∂n = i ◦ q. Sejam L = Ker∂n e

Pn+1 o R-módulo livre gerado por L. Novamente, temos o seguinte diagrama:

Pn+1

q

��

∂n+1 // Pn−1

K

i
;;vvvvvvvvv

onde p é a sobrejeção, j a inclusão e ∂n+1 = j ◦ p. É claro que Im∂n+1 = L = Ker∂n.

Procedendo deste modo, obtemos a seguinte resolução projetiva

. . .→ Pn+2
∂n+2
→ Pn+1

∂n+1
→ Pn → . . .→ P0 →M → 0

Aplicando o funtor HomR(−, N) a esta resolução, obtemos:

0 → HomR(M,N) → HomR(P0, N) → . . .→ HomR(Pn−1, N)
δn−1

→ HomR(Pn, N)
δn

→ . . .

Como Extn+1
R (M,−) = Hn+1(HomR(P,−)) = 0 temos

Kerδn+1

Imδn
= 0, isto é, todo cociclo em

HomR(Pn+1, N) é também um cobordo. Agora, f ∈ kerδn+1 ⇔ δn+1(f) = 0 ⇔ f ◦ ∂n+2 = 0.

Consideremos o seguinte diagrama:

Pn+2
∂n+2 //

0

##H
HH

HH
HH

HH
Pn+1

∂n+1 //

f

��

p

""E
EE

EE
EE

E
Pn

N Lϕ
oo

A partir do cociclo f , podemos definir uma aplicação ϕ : L → N , da seguinte forma: Como

p é sobrejetora, temos que para todo u ∈ L, existe x ∈ Pn+1 tal que p(x) = u. Deste modo,

definimos ϕ(u) := f(x). Vamos mostrar que ϕ está bem definida. De fato, se existir um outro

elemento x′ ∈ Pn+1 tal que p(x′) = u, então p(x − x′) = u − u = 0. Logo, x − x′ ∈ Kerp =

Im∂n+2. Assim, existe v ∈ Pn+2, tal que ∂n+2(v) = x − x′. Dáı, f(x − x′) = f(∂n+2(v)) = 0.

Então, f(x) = f(x′). Note também que f = ϕ ◦ p.

Afirmação 1: f é um cobordo se, e somente se, a aplicação ϕ : L → N se estende a uma

aplicação ϕ̃ : Pn → N .
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3.1 Dimensão Cohomológica

De fato, se f é cobordo, então f ∈ Imδn. Logo, existe ϕ̃ : Pn → N , tal que f = δn(ϕ̃) = ϕ̃◦∂n+1.

Provemos que ϕ̃ estende ϕ, isto é, ϕ̃(l) = ϕ(l), ∀l ∈ L. Seja l ∈ L. Como L = Ker∂n = Im∂n+1,

temos que existe x ∈ Pn+1 tal que l = ∂n+1(x). Assim, ϕ̃(l) = ϕ̃(∂n+1(x)) = f(x) = ϕ(l).

Reciprocamente, se ϕ : L → N se estende a uma aplicação ϕ̃ : Pn → N , consideremos

p(x) = l ∈ L, L = Ker∂n+1, ∀x ∈ Pn+1. Deste modo, f(x) = ϕ(l) = ϕ̃(l) = ϕ̃(j(l)) =

ϕ̃((j ◦ p)(l)) = ϕ̃(∂n+1(x)) = δn(ϕ̃(x)). Portanto, f = δn((ϕ̃), ou seja, f é um cobordo.

Afirmação 2: Toda aplicação ϕ : L→ N se estende a uma aplicação ϕ̃ : Pn+1 → N .

De fato, basta construir um cociclo f : Pn+1 → N , usar a hipótese de que todo cociclo é cobordo,

e aplicar a Afirmação 1. Seja ϕ : L→ N uma aplicação qualquer. Consideremos f : Pn+1 → N

dada por f = ϕ ◦ p.

. . . // Pn+2
∂n+2 // Pn+1

∂n+1 //

f

��

p

""E
EE

EE
EE

E
Pn // . . .

N Lϕ
oo

Mostremos que f é um cociclo. Temos δn+1(f)(x) = (f ◦ ∂n+2)(x) = (ϕ ◦ p ◦ ∂n+2)(x) =

ϕ(p(∂n=2(x))) = 0, pois ∂n+2(x) ∈ Ker∂n+1 = Kerp. Como f também é cobordo, por hipótese,

temos pela Afirmação 1, que ϕ se estende a uma aplicação ϕ̃, o que prova a Afirmação 2.

Aplicando tal Afirmação para N = L e ϕ = id

0 // L
j //

id
��

Pn
q //

ϕ̃~~~~
~~
~~
~~

K

L

segue que existe ϕ̃ : Pn → L tal que ϕ̃ ◦ j = id, isto é, a sequência exata 0 → L
j
→ Pn

q
→ K

cinde. Logo, Pn = L⊕K. Como Pn é livre, temos que K é projetivo. 2

A partir de agora, nesta seção, a menos que se especifique o contrário, vamos considerar o caso

R = ZG, M = Z, e tratar ZG-módulos por G-módulos.

Definição 3.1.2 Sejam G um grupo. A dimensão cohomológica de G sobre ZG, denotado

por cd(G), é definida como sendo o menor inteiro n tal que o Lema anterior seja satisfeito. Caso

contrário, temos cd(G) = ∞. Isto é equivalente ao seguinte: Se H = {n ∈ N | Hn(G;M) 6=

0, para algum ZG móduloM}. Se H for limitado superiormente, a dimensão cohomológica

de G, é dada por: cd(G) = maxH. Caso H não seja limitado superiormente, cd(G) = ∞.

Observação 3.1.1 (i) Se cd(G) <∞ então

cd(G) = inf{n ∈ Z | Z admite ZG− resolução projetiva de comprimento n}

= inf{n ∈ Z | H i(G,−) = 0, para i > n}.
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3 Condições de Finitude - Grupos de Dualidade

(ii) Temos cd(G) ≥ 0 pois H0(G,Z) ≃ ZG = Z 6= 0.

(iii) Pode-se mostrar que, se cd(G) < ∞ , então cd(G) = {n ∈ N | Hn(G;F ) 6=

0, para algum ZG−módulolivre F} (para detalhes ver [6], VIII.2.3).

(iv)A dimensão homológica, denotada por hd(G), é definida similarmente.

Existe um análogo topológico da dimensão cohomológica de G dada pela dimensão

geométrica, definida a seguir.

Definição 3.1.3 A dimensão geométrica do grupo G, denotada por gd(G), é definida como

sendo a dimensão mı́nima de um K(G,1)-complexo.

Proposição 3.1.1 cd(G) ≤ gd(G).

Demonstração: Vimos que o complexo de cadeia celular do recobrimento universal de um

K(G, 1)-complexo Y dá origem a uma resolução livre de Z sobre ZG (de comprimento igual a

dimensão de Y ), e o resultado segue das definições. 2

Exemplo 3.1.1 Seja G um grupo ćıclico infinito. Vimos no Exemplo 2.3.1 que H i(G,M) = 0

para i ≥ 2. Assim, cd(G) ≤ 1. Como H1(G,Z) = Z, segue que cd(G)=1.

Exemplo 3.1.2 Seja G um grupo ćıclico de ordem n. Pelo Exemplo 2.7.1 temos que

H i(G,Z) =





Z, se i=0 ;

0, se i é ı́mpar ;

Zn, se i é par.

Logo, cd(G) = ∞.

Proposição 3.1.2 Seja H um subgrupo de G. Então, cd(H) ≤ cd(G). A igualdade é válida se

cd(G) <∞ e [G : H] <∞.

Demonstração: Considere cd(H) = n. Então, da definição segue que, existe M tal que

Hn(H,M) 6= 0 e Hk(H,M) = 0, k > n. Mas, pelo Lema de Shapiro 2.4.4, temos 0 6=

Hn(H,M) ≈ Hn(G,CoindGHM). Deste modo, Hn(G,CoindGHM) 6= 0, ou seja, existe N =

CoindGHM tal que Hn(G,N) 6= 0. Assim, cd(G) ≥ n. Portanto, cd(H) ≤ cd(G).

Consideremos agora o caso em que cd(G) < ∞ e [G : H] < ∞. Considere cd(G) = n. Então,

pela Observação 3.1.1 (iii), existe um ZG-módulo livre F tal que Hn(G,F ) 6= 0 e Hk(G,F ) = 0,

para k > n. Seja F ′ um ZH-módulo livre de mesmo posto que F . Assim, podemos escrever

F =
⊕

j∈J

(ZG)j e F
′ =

⊕

j∈J

(ZH)j. Temos então

IndGHF
′ = ZG⊗ZH F

′ = ZG⊗ZH (
⊕

j∈J

(ZH)j) =
⊕

j∈J

(ZG⊗ZH ZH)j =
⊕

j∈J

(ZG)j = F.
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3.1 Dimensão Cohomológica

Deste modo,

Hn(G,F ) = Hn(G, IndGHF
′) = Hn(G,CoindGHF

′)
2.4.4
= Hn(H,F ′).

Como Hn(G,F ) 6= 0, temos Hn(H,F ′) 6= 0. Logo, cd(H) = n. �

Corolário 3.1.1 Se cd(G) <∞ então G é livre de torção.

Demonstração: Suponhamos que G não seja livre de torção. Dessa forma, G contém um

subgrupo H ćıclico, finito e não trivial. Pelo Exemplo 3.1.2, temos cd(H) = ∞. Então pela

Proposição anterior, cd(G) = ∞, o que nos dá uma contradição. Portanto, G é livre de torção.

�

Observação 3.1.2 Se H é um subgrupo de G tal que [G : H] <∞, então a Proposição anterior

garante a igualdade cd(H)=cd(G), a menos que ocorra o seguinte : cd(G) = ∞ e cd(H) <∞.

Exemplo 3.1.3 Seja G = Z2 e H = {1}. Temos [G:H]=2, cd(G) = ∞ e cd(H)=0.

Exemplo 3.1.4 cd(G) = 0 se, e somente se, G é o grupo trivial. De fato, se G = {1} então

H i(G,M) =




MG, se i=0 ;

0, se i 6= 0.

Agora, como H0(G,Z) = ZG = Z (pois a G-ação é trivial), temos cd(G) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que cd(G) = 0. Então, pelo Corolaŕıo 3.1.1 G é livre de torção e

da Observãção 3.1.1(i) segue que existe uma resolução projetiva de Z sobre ZG de comprimento

0, ou seja,

0 → F0 → Z → 0.

Segue então que Z é ZG-projetivo.

Consideremos ε : ZG → Z a aplicação aumentação Como Z é ZG-projetivo, temos por

definição, que existe uma aplicação ϕ : Z → ZG tal que ε ◦ ϕ = id. Temos: ϕ(Z) ⊂ ZG

e ϕ(Z) 6= {0}. Seja α ∈ ϕ(Z), α 6= 0. Então, α = ϕ(n), para algum n ∈ Z. Agora,

gα = gϕ(n) = ϕ(gn) = ϕ(n) = α. Assim, α ∈ (ZG)G, ou seja, ϕ(Z) ⊂ (ZG)G. Logo,

(ZG)G = (IndG{1}Z)
G 6= 0.

Pela Proposição 2.4.3, G é finito. Como G não tem torção, temos G = {1}.

Exemplo 3.1.5 G é livre de posto finito e não trivial se, e somente se, cd(G) = 1

De fato, seja G = F (S) grupo livre gerado por um conjunto finito S. Pelo Exemplo 2.1.2, e

pela Proposição 2.1.4 temos que

0 −→ ZG(S) −→ ZG −→ Z −→ 0
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é uma resolução livre de Z sobre ZG de comprimento 1. Assim, temos cd(G) ≤ 1. Se cd(G) = 0

teŕıamos, pelo Exemplo anterior, G = {1}. Portanto, cd(G) = 1.

Reciprocamente, um Teorema de Stallings e Swan garante que todo grupo cuja dimensão

cohomológica é igual a 1 é livre ([24] e [25]).

Exemplo 3.1.6 Seja G o grupo fundamental de uma superf́ıcie conexa fechada Y (exceto S2 ou

P 2). Então, cd(G) = 2. De fato, pelos Exemplos 1.3.9 e 1.3.10, Y é um K(G, 1) 2-dimensional,

e assim, cd(G) ≤ 2. Agora, pela Proposição 2.6.2, temos que H2(G,Z2) ≃ H2(Y,Z2). Além

disso, por [13], III.22.30, H2(Y,Z2) = Z2. Logo, cd(G) = 2.

Exemplo 3.1.7 Seja Y = T n = S1 × . . .× S1 (toro n-dimensional). Vimos no Exemplo 1.3.7

que Y é um K(G, 1)-complexo, e temos que Hn(Y,Z) ≃ Z 6= 0 ([13], III.22.28). Portanto,

cd(G) = n.

3.2 Grupos de tipo FPn

Definição 3.2.1 Uma resolução (ou resolução parcial) P
ǫ
→ M é dita de tipo finito se cada

Pi é finitamente gerado.

Definição 3.2.2 Seja G um grupo e n um inteiro. Dizemos que um grupo G é de tipo FPn

(0 ≤ n ≤ ∞) se existe uma resolução projetiva parcial, de tipo finito,

Pn → . . .→ P0 → Z → 0

de Z sobre ZG.

Exemplo 3.2.1 Todo grupo é de tipo FP0, pois ZG
ǫ
→ Z → 0, onde ǫ é a aplicação

aumentação, é uma resolução parcial de Z sobre ZG de comprimento 0.

Proposição 3.2.1 G é de tipo FP1 se, e somente se, G é finitamente gerado.

Demonstração:Ver [6], página 197. �

Proposição 3.2.2 Se G é finitamente apresentado então G é de tipo FP2

Demonstração:Para G finitamente apresentado, é posśıvel construir um CW-complexo finito

Y de dimensão 2, com π1(Y ) = G.([6], página 44). Pela Proposição 2.1.3, temos que o complexo

de cadeia celular aumentado do recobrimento universal Ỹ de Y é uma resolução livre parcial

de Z sobre ZG de comprimento 2 e de tipo finito. Logo, G é de tipo FP2. �

Observação 3.2.1 A rećıproca da Proposição anterior é falsa. Um contra-exemplo foi dado

em [4].
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3.3 Grupos de Tipo FP e FL

Definição 3.3.1 Um grupo G é de tipo FP (tipo FL) sobre Z se Z admite uma resolução

projetiva (livre) finita de Z sobre ZG:

0 → Pn → Pn−1 → . . .→ P0 → Z → 0

com cada Pi finitamente gerado como ZG-módulo.

Proposição 3.3.1 G é de tipo FP se, e somente se,

(i) cd(G)<∞

(ii) G é de tipo FP∞

Demonstração:(⇒) Imediata.

(⇐) Se cd(G)< ∞ e G é de tipo FP∞, podemos construir uma resolução finita da seguinte

forma:

Pn−1
∂n−1
→ . . .→ P0 → Z → 0

de tipo finito, onde n = cd(G) e, consideremos Pn = Ker∂n−1. Pelo Lema 3.1.1 Pn é projetivo.

Além disso, Pn é finitamente gerado. Deste modo, temos a resolução projetiva finita:

0 → Pn → . . .→ P0 → Z → 0

Assim, G é de tipo FP . �

Exemplo 3.3.1 Seja G é um grupo finitamente apresentado, com cd(G)=2. Então, G é de

tipo FP. Pela Proposição 3.2.2, temos que G é de tipo FP2. Assim, pela Proposição anterior

segue que G é de tipo FP.

Observação 3.3.1 É claro que, se G é de tipo FL, então G é de tipo FP.

Proposição 3.3.2 Se G é de tipo FP, então cd(G)=max{n : Hn(G,ZG) 6= 0}.

3.4 Grupos de Dualidade

Definição 3.4.1 Um grupo G de tipo FP é chamado Grupo de Dualidade de dimensão n (n ∈

N), ou simplesmente um Dn-grupo, se existirem isomorfismos H i(G,M) ≃ Hn−i(G,D ⊗M)

para todo i ∈ Z e todos os G-módulos M , onde n=cd(G). D = Hn(G,ZG) é chamado de

módulo dualizante de G. Se o módulo dualizante D é isomorfo a Z como grupo abeliano,

então G é chamado de grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n, ou simplesmente

PDn-grupo. Se G é um PDn-grupo e a G-ação no módulo dualizante é trivial, então dizemos

que o PDn-grupo é orientável. Caso contrário o PDn-grupo é dito não orientável.
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A seguir veremos um Teorema que caracteriza tais grupos:

Teorema 3.4.1 As seguintes condições são equivalentes para um grupo G de tipo FP:

(i) Existem um inteiro n e um G-módulo D tais que H i(G,M) ≃ Hn−i(G,D ⊗M), para todo

G-módulo M e todo inteiro i.

(ii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG⊗ A) = 0 para todo i 6= n e todo grupo abeliano A.

(iii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) = 0 para todo i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de torção

(como grupo abeliano)

(iv) Existem isomorfismos naturais H i(G,−) ≃ Hn−i(G,D ⊗ −), onde n=cd(G) e D =

Hn(G,ZG).

Demonstração: (i)⇒(ii) Por hipótese, H i(G,M) ≃ Hn−i(G,D⊗M). Consideremos o módulo

induzido M = ZG ⊗ A = IndG{1}A, onde A é um grupo abeliano. Então H i(G,ZG ⊗ A) ≃

Hn−i(G,D ⊗ (ZG ⊗ A)). Temos que D ⊗ (ZG ⊗ A) = D ⊗ IndG{1}A ≃ IndG{1}(D ⊗ A) =

ZG⊗ (D ⊗ A), ou seja, (D ⊗M) também é módulo induzido.

De fato, temos o isomorfismo

ψ : D ⊗ (ZG⊗ A) → ZG⊗ (D ⊗ A)

d⊗ (α⊗ a) 7−→ α⊗ (dα⊗ a)

com inversa

ψ−1 : ZG⊗ (D ⊗ A) → D ⊗ (ZG⊗ A)

g ⊗ (d⊗ a) 7−→ dg−1 ⊗ (g ⊗ a)

definida nos geradores e estendida por linearidade. Agora, a G-ação em D ⊗ (ZG⊗ A) é dada

por g(d⊗ (α⊗a)) = dg−1⊗gα⊗a e em ZG⊗ (D⊗A) é dada por g(α⊗ (d⊗a)) = gα⊗ (d⊗a).

Logo, ψ é uma aplicação de G-módulos.

Deste modo, para L = D ⊗ A, temos para i 6= n

Hn−i(G,ZG⊗ L) = Hn−i(G, Ind
G
{1}L)

2.4.4
≃ Hn−i({1}, L) = 0

Dáı,

H i(G,ZG⊗ A) ≃ Hn−i(G,D ⊗ (ZG⊗ A))

≃ Hn−i(G,ZG⊗ (D ⊗ A))

= Hn−i(G,ZG⊗ L)

= 0
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3.4 Grupos de Dualidade

Portanto, H i(G,ZG⊗ A) = 0 para i 6= n. Logo, (i) ⇒ (ii).

(ii) ⇒ (iii) Por hipótese, H i(G,ZG ⊗ A) = 0, para i 6= n, onde A é um grupo abeliano.

Tomando A = Z, temos H i(G,ZG⊗Z) ≃ H i(G,ZG) = 0, i 6= n. Consideremos agora A = Zk,

k > 0. Assim, H i(G,ZG⊗ Zk) = 0, i 6= n. Temos a sequência exata curta:

0 → ZG
k
→ ZG

j
→ ZG⊗ Zk → 0

onde k(α) = k.α e j(
∑
nigi) =

∑
(gi ⊗ ni) = (

∑
nigi) ⊗ 1. Aplicando a sequência exata de

cohomologia, temos :

0 = Hn−1(G,ZG⊗ Zk)
j∗
→ Hn(G,ZG)

k∗→ Hn+1(G,ZG)

Assim, K∗ é injetora para todo k e k ∗ x = kx. Deste modo, se x ∈ Hn(G,ZG), com kx=0,

temos x=0. Portanto, Hn(G,ZG) é um grupo abeliano livre de torção. Logo, (ii) ⇒ (iii).

(iii) ⇒ (iv) Seja D = Hn(G,ZG). Como H i(G,ZG) = 0 , para i > n e Hn(G,ZG) 6= 0 temos,

pela Proposição 2.6.1, cd (G)=n. Como, por hipótese, G é de tipo FP , temos que

0 // Pn // Pn−1
// . . . // P0

ǫ //

��

Z // 0

0

é resolução projetiva de comprimento n. Aplicando HomZG(−,ZG) a esta sequência, temos

0 // HomZG(Z,ZG) // HomZG(P0,ZG)
δ0 // . . .

δn−1
// HomZG(Pn,ZG)

δn // 0

0

δ−1

OO

Como H i(G,ZG) = H i(HomZG(P,ZG)) = 0 para i 6= n e H i(G,ZG) = D para i = n, obtemos

a resolução projetiva de Z sobre ZG,

0 → P ∗
0 → . . .→ P ∗

n → D → 0

onde P ∗
i = HomΓ(Pi,ZΓ). Mais precisamente através da suspensão ΣnP ∗, onde (ΣnP ∗)j =

P ∗
n−j, a resolução pode ser reescrita da seguinte forma:

0 → (ΣnP ∗)n → . . .→ (ΣnP ∗)0 → D → 0 (3.1)

Agora, se P é projetivo finitamente gerado, então P ∗ também é projetivo finitamente gerado.

De fato, como P é projetivo, temos F = P ⊕Q, onde F é livre. Deste modo, HomZG(F,ZG) =

HomZG(P,ZG) ⊕ HomZG(Q,ZG). Além disso, por hipótese, P é finitamente gerado, então
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3 Condições de Finitude - Grupos de Dualidade

F = ⊕n
i=1ZG. Portanto,

HomZG(⊕
n
i=1ZG,ZG) ≃ ⊕n

i=1HomZG(ZG,ZG) ≃ ⊕n
i=1ZG

Logo, P ∗ é projetivo finitamente gerado. Dáı, temos o isomorfismo de dualidade

HomZG(P,M) ≃ P ∗ ⊗ZGM . Tensorizando 3.1 por M, obtemos o complexo de cadeias

. . .→ (ΣnP1)
∗ ⊗ZGM → (ΣnP0)

∗ ⊗ZGM → D ⊗ZGM → 0

com (ΣnPn−i)
∗ ⊗ZGM ≃ HomZG(Pi,M). Assim,

H i(G,M) = H i(HomZG(P,M)) ≃ Hn−i(Σ
nP ∗ ⊗ZGM) = TorGn−i(D,M)

para qualquer G-módulo M. Como D é livre de torção, pela Proposição 2.9.1, temos

TorGn−i(D,M) ≃ Hn−i(G,D ⊗ M). Portanto, H i(G,M) ≃ Hn−i(G,D ⊗ M), para qualquer

G-módulo M. Logo, (iii)⇒(iv).

(iv)⇒(i) É imediato. �

Segue do Teorema anterior que um grupo G é de dualidade se qualquer uma das condições

do Teorema são satisfeitas.

Observação 3.4.1 Bieri e Eckmann definiram, originalmente, um grupo de dualidade como

sendo um grupo G, não necessariamente de tipo FP , tal que existam isomorfismos dados pelo

produto cap :

∩z : H i(G,M)
≃
→ Hn−i(G,D ⊗M)

para todo i e todo M , onde n é um inteiro fixo, D um G-módulo fixo, e z um elemento fixo

de Hn(G,D). Como estes isomorfismos são naturais, segue do item (iv) do Teorema que, um

grupo de dualidade, do modo em que estamos considerando, é também um grupo de dualidade

no sentido em que foram definidos por esses autores. Reciprocamente, se G é um grupo de

dualidade, no sentido dos mesmos, então o produto cap implica que existem isomorfismos

naturais

H i(G,−) ≃ Hn−i(G,D ⊗−).

e pode-se mostrar que G é de tipo FP , e portanto, G é um grupo de dualidade, no sentido em

que estamos considerando.

Proposição 3.4.1 Seja G um Dn-grupo com módulo dualizante D, então:

i) Hn(G;ZG) ≃ D

ii) Hn(G;D) ≃ Z

iii) cd(G) = n
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3.4 Grupos de Dualidade

Demonstração:

i)Hn(G;ZG)
3.4.1
≃ H0(G;D ⊗Z ZG)

prop.2.3.1
≃ (D ⊗Z ZG)G

prop.2.2.2
≃ D ⊗ZG ZG ≃ D.

ii) Hn(G;D) ≃ Hn(G;D ⊗Z Z)
3.4.1
≃ H0(G;Z)

prop.2.3.1
≃ ZG ≃ Z.

iii) Para todo ZG-módulo A, temos Hk(G;A)
3.4.1
≃ Hn−k(G;D ⊗Z A) = 0 para k > n e

Hn(G;ZG) = D 6= 0. Logo cd(G) = n. �

Observação 3.4.2 O resultado acima nos mostra que tanto o módulo dualizante D quanto a

dimensão cohomológica n é determinada pelo grupo G.

Exemplo 3.4.1 Se G é trivial então, G é um PD0-grupo.

Exemplo 3.4.2 Se G = Z (grupo ćıclico infinito), então G é um PD1-grupo.

Exemplo 3.4.3 Se G ≃ Zn (grupo ćıclico finito de ordem n) então, G não é um grupo de

dualidade de Poincaré. De fato, se G fosse um PDn-grupo, para algum n, teŕıamos Hk(G,M) ≃

Hn−k(G,M), para todo k ∈ Z e todo ZG-módulo M . Em particular, para M = Z, teŕıamos

Hk(G,Z) ≃ Hn−k(G,Z) (∗) Mas temos H2k(G,Z) = Zn, ∀k ∈ Z. Se (∗) for verdadeira,

teremos Hn−2k(G,Z) = Zr, ∀k ∈ Z. Seja k0 ∈ Z : 2k0 > n. Logo, n − 2k0 < 0 e, assim,

Hn−2k0(G,Z) = {0}, o que nos dá uma contradição.

Proposição 3.4.2 Seja G um PDn-grupo. Então,

(i) Hk(G,ZG) =




Z, se k = n;

0, se k 6= n .

(ii) cd(G) = n.

(iii) G é livre de torção.

Demonstração:(i) Temos que, como G é um PDn-grupo, Hk(G,ZG) ≃ Hn−k(G,ZG), para

todo k ∈ Z. Mas, ZG = ZG⊗Z Z. Assim,

Hn−k(G,ZG) = Hn−k(G,ZG⊗Z Z)
Shapiro
= Hn−k({1},Z) =




Z, se k = n;

0, se k 6= n .

Logo, Hk(G,ZG) ≃




Z, se k = n;

0, se k 6= n .

(ii) Seja k > n. Como G é um PDn-grupo, para todo ZG-módulo M , temos Hk(G,M) =

Hn−k(G,M) = 0, pois n − k < 0. Dáı, cd(G) ≤ n. Mas, por [(i)], Hn(G,ZG) = Z 6= 0. Logo,

cd(G) = n.

(iii) Se G tiver torção, então, pelo corolário 4.1, cdG = ∞, o que não ocorre (por (ii)). �
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3.5 Interpretação Topológica dos Grupos de Dualidade

Segue da Dualidade de Poincaré para variedades fechadas (compacta e sem bordo) a seguinte

interpretação topológica para os Grupos de Dualidade de Poincaré:

Teorema 3.5.1 Se G é o grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada X, então G

é Grupo de Dualidade de Poincaré de dimensão n, orientável ou não, dependendo da orientação

de X.

Demonstração: Ver [6], VIII, p.222. �

Exemplo 3.5.1 Seja X uma superf́ıcie fechada. Então, pelo Teorema de Classificação das

Superf́ıcies, temos as seguintes possibilidades para X:

1. X = S2

2. X = T 2

3. X = RP 2

4. X = T 2# . . .#T 2 (soma conexa de n toros)

5. X = RP 2# . . .#RP 2 (soma conexa de n planos projetivos)

Destes, apenas S2 e RP 2 não são asféricos. Então π1(T
2), π1(T

2# . . .#T 2) e

π1(RP
2# . . .#RP 2) são Grupos de Dualidade de Poincaré de dimensão 2

3.6 Noções Virtuais

Até agora nos preocupamos com grupos livres de torção. Baseados em [6], vemos que grupos

com torção necessariamente têm dimensão cohomologica infinita, e assim certamente não podem

satifazer as condiçoes FP, FL ou ser grupo de dualidade. Nesta seção, veremos alguns exemplos

de grupos com torção que tem subgrupo livre de torção.

Definição 3.6.1 Seja G um grupo. Dizemos que G virtualmente tem uma dada propriedade

se algum subrupo de ı́ndice finito tem a mesma propriedade.

Exemplo 3.6.1 G um grupo virtualmente livre de torção se G tem um subgrupo de ı́ndice finito

livre de torção.
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Definição 3.6.2 Seja G um grupo. Dizemos que G tem dimensão cohomológica virtual

finita e denotamos por vcd(G)<∞, se existe um subgrupo S de G de ı́ndice finito e cd(S)<∞.

Exemplo 3.6.2 Sejam G = Z ⊕ Zn e S = Z subgrupo de G. Temos que [G:S]=n< ∞ e

cd(S)=1. Logo, vcd(G)<∞.

Observação 3.6.1 Similarmente, G é de tipo VFP (ou VFL) se algum subgrupo de ı́ndice

finito é de tipo FP (ou FL).

Exemplo 3.6.3 vcd(G)=0 se, e somente se, G é finito.

Definição 3.6.3 Um grupo G é dito grupo de dualidade virtual de dimensão n, ou

simplesmente V Dn, se algum subgrupo de ı́ndice finito de G é um grupo de dualidade de

dimensão n.

Exemplo 3.6.4 G ≃ Z⊕ Zn é grupos de dualidade virtual de dimensão 1.

Proposição 3.6.1 G é um grupo de dualidade virtual se, e somente se, as seguintes condições

são satisfeitas:

(i) G é de tipo VFP

(ii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) = 0 para i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de torção.

Neste caso, cada subgrupo livre de torção de ı́ndice finito é um grupo de dualidade com módulo

dualizante Hn(G,ZG).

Demonstração: Suponhamos queG é um grupo de dualidade virtual. Então existeH subgrupo

de G, de ı́ndice finito, que é grupo de dualidade. Como H é grupo de dualidade segue que é

de tipo FP . Dáı G é de tipo V FP . E pelo Teorema 3.4.1, existe um inteiro n tal que

H i(G,ZG) = 0 para i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de torção. Agora, seja G um grupo de tipo

V FP e existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) = 0 para i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de torção.

Então G tem um subgrupo H de tipo FP , de ı́ndice finito e pelo Exemplo 2.4.2 existe um

inteiro n tal que 0 = H i(G,ZG) = H i(H,ZH) para i 6= n e Hn(H,ZH) é livre de torção. Pelo

Teorema 3.4.1 e pela 3.4.1 temos que H é grupo de dualidade. Logo, G é grupo de dualidade

virtual. �
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Caṕıtulo

4

As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo sobre a Teoria de Cohomologia de Tate para grupos

finitos e uma generalização dessa teoria denominada Cohomologia de Farrell. As principais

referências usadas neste caṕıtulo são [6] e [10].

4.1 Um pouco de Álgebra Homologica Relativa

Nesta seção, veremos brevemente alguns conceitos de Àlgebra Homológia relativa. Para maiores

detalhes ver [6], VI.2. Considere G um grupo fixo, não necessariamente finito e H ⊂ G um

subgrupo fixo.

Definição 4.1.1 Uma aplicação injetora i :M ′ →֒M de ZG-módulos é dita admisśıvel se é

uma aplicação injetora separável quando considerada como uma injeção de ZH-módulos, isto

é, se existe uma aplicação π :M →M ′ de ZH-módulos tal que π ◦ i = idM ′.

Uma sequência exata M ′ i
→M

j
→M ′′ é dita admisśıvel se a inclusão Imj →֒M ′′ é admisśıvel.

Um complexo de cadeia C de ZG-módulos é dito admisśıvel se cada sequência exata

Ci+1 → Ci → Ci−1 é admisśıvel.

Observação 4.1.1 A definição de um complexo de cadeia ser admisśıvel é equivalente a dizer

que C é contrátil quando consideramos como um ZH-módulo, (ver [6], Proposição 0.3, página

5).

Definição 4.1.2 Um ZG-módulo Q é relativamente injetivo se satisfaz as seguintes

condições equivalentes:
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4 As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

(I) Qualquer diagrama de ZG-módulos

M ′ //

0

!!B
BB

BB
BB

BB
M //

��

M ′′

}}{
{
{
{
{

Q

onde cada linha exata é admisśıvel, pode ser resolvido, isto é, existe um ZG-homomorfismo de

M ′′ em Q que faz comutar o diagrama.

(II) Qualquer diagrama

M ′ � � i //

��

M

}}|
|
|
|
|

Q

onde i é uma injeção admisśıvel, pode ser resolvido.

(III) O functor contravariante HomZG(−, Q) leva injeções admisśıveis de ZG-módulos em

sobrejeções de grupos abelianos.

Observação 4.1.2 (a) Todo módulo injetivo é relativamente injetivo.

(b) Para qualquer ZH-módulo N , o ZG-módulo CoindGHN é relativamente injetiva ([6], VI.2.1).

(c) Se [G : H] <∞ então qualquer ZG-módulo projetivo é relativamente injetivo ([6], VI.2.3).

Definição 4.1.3 Uma resolução relativamente injetiva de um ZG-módulo M é um

complexo de cadeias não negativo Q de módulos relativamente injetivos junto com uma

equivalência fraca η :M → Q tal que o complexo de cadeia aumentado

0 →M → Q0 → Q1 → · · ·

é admisśıvel.

Observação 4.1.3 Pode-se mostrar que quaisquer duas resoluções relativamente injetivas de

M são homotopicamente equivalentes.([6], VI.2.5).

Proposição 4.1.1 Suponha [G : H] < ∞. Se M é um ZG-módulo que é projetivo

(respectivamente finitamente gerado e projetivo) como um ZH-módulo, então M admite uma

resolução relativamente injetiva η : M → Q tal que cada Qn é um ZG-módulo projetivo

(finitamente gerado e projetivo).

Demonstração: Ver [6], VI.2.6. �.

4.2 Resoluções Completas

Definição 4.2.1 Seja G um grupo com vcd(G) = n. Dizemos que (F, P, ǫ) é uma resolução

completa para G se F é um complexo de cadeia aćıclico de ZG-módulos projetivos, ǫ : P → Z é
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uma resolução projetiva de Z sobre ZG tal que F e P coincidem em dimensões suficientemente

altas.

Fn−1
// Fn−2

// . . . // F0
// F−1

// . . .

. . . // Fn+1
// Fn

<<zzzzzzzz

""D
DD

DD
DD

D

Pn−1
// Pn−2

// . . . // P0
// Z // 0

Vamos precisar do seguinte Lema, para provar o item (b) da Proposição 4.2.1:

Lema 4.2.1 Se cd(G) < ∞ então qualquer complexo de cadeia aćıclico de ZG-módulos

projetivos é contrátil.

Demonstração: Note primeiro que qualquer ZG-módulo M que é ZG-livre tem

projdimZGM ≤ n = cd(G). De fato, se P é uma resolução projetiva de Z de comprimento n,

então P ⊗M (com G-ação diagonal ) é uma resolução projetiva de Z⊗M =M de comprimento

n. Suponha agora que F é um complexo aćıclico de módulos projetivos e seja Zk para algum

k, o módulo de k-ciclos. Então temos uma sequência exata

0 → Zk → Fk → . . .→ Fk−n+1 → Fk−n → 0

com cada Fi projetivo. Desde que projdimZGZk−n ≤ n, segue que Zk é projetivo. Assim,

Fk+1 → Zk cinde para todo k e F é contrátil (ver [6], Proposição 0.3, página 5). �

Proposição 4.2.1 (a) Existe uma resolução completa (F, P, ǫ) de G tal que F coincide com P

em dimensões ≥ n = vcd(G). Se G é de tipo VFP, então F pode ser tomado de tipo finito.

(b) Se (F,P,ǫ) e (F ′, P ′, ǫ′) são resoluções completas, então existe uma única classe de

homotopia de aplicações de (F,P,ǫ) em (F ′, P ′, ǫ′), e estas aplicações são homotopicamente

eqivalentes.

Demonstração:( a) Como vcd(G) = n então existe um subgrupo H ⊂ G tal que [G : H] <∞

e cd(H) = n . Pelo Corolário 3.1.1, temos que H é um subgrupo livre de torção. Seja ǫ : P → Z

uma resolução projetiva de Z sobre ZG

. . .→ P2 → P1 → P0 → Z → 0

e seja K = ker{Pn−1 → Pn−2}. Então (Pi)i≥n fornece uma resolução projetiva de K

. . .→ Pn+1 → Pn
α
→ K → 0
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Desde que n = cd(H) temos que K é ZH-projetivo por 3.1.1. Assim, pela Proposição 4.1.1

temos uma resolução injetiva relativa correspondente.

0 → K
β
→ Q0 → Q1 → . . .

onde cada Qi é projetivo. Unindo (Pi)i≥n e (Qi)i ≥ 0, obtemos a resolução completa desejada.

· · · // Pn+1
// Pn

!!D
DD

DD
DD

D
// Q0 // Q1 // Q2 // Q3 // Q4 // · · ·

Pn−1
// Pn−2

// · · · // P0
// Z // 0

Se G é de tipo VFP os complexos P e Q podem ser tomados de tipo finito.

(b) O Lema 4.2.1 mostra que qualquer resolução completa F é H-contrátil e dáı é admisśıvel,

pela Observação 4.1.1. Além disso, pela Observação 4.1.2 cada módulo Fi é relativamente

injetivo. Considere duas resoluções completas como em (b). Podemos construir uma aplicação

de cadeias preservando a aumentação P → P ′. Segue de [6], VI.2.4 que podemos definir uma

aplicação de cadeia τ : F → F ′ em todas as dimensões. Da mesma forma, a equivalência de

homotopia entre P e P ′ pode ser estendida para todas as dimensões. E assim,as aplicações

entre resoluções completas são homotopicamente equivalentes. �

Vamos agora ver um método para a construção de uma resolução completa quando Γ é um

grupo particular.

Exemplo 4.2.1 (Construção de Resolução Completa) Sejam Γ = Γ1×Γ2, onde cd(Γ1) <∞ e

vcd(Γ2) <∞. Considere X uma resolução projetiva finita para Γ1 e Y uma resolução completa

para Γ2.

X : 0 → Xr → Xr−1 → . . .→ X2 → X1 → X0
ǫ
→ Z → 0

Y : . . . // Yn+1
// Yn // . . . // Yk //

!!D
DD

DD
DD

D
Yk−1

// . . . // Y0 // Y−1
// . . .

Pk−1
// . . . // P0

// Z // 0

Tensorizando X ⊗ Y como na Observação 2.1.4 obtemos um complexo de cadeia aćıclico

C : . . .→ Cn → Cn−1 → . . .→ Cr+k → . . .→ C0 → C−1 → . . .

Analogamente, tensorizando X⊗P como na Observação 2.1.4, obtemos uma resolução projetiva

Q de Z sobre ZΓ:

Q : . . .→ Qn → Qn−1 → . . .→ Qr+k → . . .→ Q0 → Z → 0

66



4.3 Cohomologia de Tate

Note que Qn = Cn, para n ≥ r + k. E assim, temos uma resolução completa para Γ:

. . . // Cn+1
// Cn // . . . // Cr+k //

$$I
II

II
II

II
Cr+k−1

// . . . // C0
// C−1

// . . .

Qr+k−1
// . . . // Q0

// Z // 0

Finalizando esta seção veremos a seguinte Observação que será útil no caṕıtulo seguinte.

Observação 4.2.1 (a) Seja P um ZG-módulo projetivo finitamente gerado. Então, por

[6],I.8.3, temos que P ∗ é um ZG-módulo projetivo finitamente gerado. E para qualquer

ZG-módulo M, existe um isomorfismo

ϕ : P ∗ ⊗ZGM
≃
→ HomZG(P,M)

dado por ϕ(u⊗m)(x) = u(x).m, para u ∈ P ∗,m ∈M e x ∈ P . Onde P ∗ = HomZG(P,ZG).

(b) Seja F um complexo de cadeia, o dual de F é o complexo F = HomR(F,R) tal que F
n
=

(HomR(F,R))
n = (HomR(Fn, R)) = F−n = (Fn)

∗.

4.3 Cohomologia de Tate

A homologia e a cohomologia de um grupo são usualmente pensadas com tendo propriedades

duais uma da outra. No caso do grupo ser finito, mais que propriedades duais, a homologia

e a cohomologia tem propriedades bastante similares. Tate descobriu uma maneira ingênua

de explorar essas similaridades entre H∗(G) e H∗(G) para G finito. A saber, ele mostrou

que existe um quociente de H̃0 de H0 e um subgrupo de H̃0 de H0 tal que a sequência

. . . , H2, H1, H̃0, H̃0, H1, H2, . . . forma uma teoria (unificada) de cohomologia, denotada por Ĥ∗,

denominada Cohomologia de Tate.

Nesta secção faremos um estudo introdutório da Cohomologia de Tate para grupos finitos.

Se G é um grupo finito então vcd(G) = 0. Dáı, pela Proposição 4.2.1, existe uma resolução

completa (F, P, ǫ) para G tal que F e P coincidem em todas as dimensões não negativas. Assim,

para grupos finitos podemos pensar em resoluções completas no seguinte sentido:

Definição 4.3.1 Seja G um grupo finito. Uma resolução completa para G é um complexo

aćıclico F̂ = (Fi)i∈Z de ZG-módulos projetivos, junto com uma aplicação ǫ : F0 → Z tal que

ǫ : F+ → Z é uma resolução no sentido usual, onde F+ = (Fi)i≥0.

Observação 4.3.1 Segue da definição que δ0 : F0 → F−1 se fatora unicamente como δ0 = ηǫ,

onde η : Z → F−1 é um monomorfismo. Uma maneira de obter uma resolução completa de
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4 As Teorias de Cohomologia de Tate e de Farrell

G é o seguinte. Considere uma resolução ǫ : F →֒ Z de Z sobre ZG. Tomemos o dual de

ǫ : F → Z adotando F−i = Hom(Fi−1,Z) para i > 0. Isto nos fornece a seguinte resolução

projetiva contrária η : Z →֒ F̂ . Ao unirmos ǫ : F → Z com sua dual η : Z →֒ F̂ obtemos uma

resolução completa de G.

F̂ : . . . // F2
// F1

// F0
//

ǫ

!!C
CC

CC
CC

C
F−1

// F−2
// . . . (∗)

Z
?�

η

OO

Exemplo 4.3.1 Seja G = Zn um grupo ćıclico finito, com gerador t, e considere

N = 1 + t+ . . .+ tn−1. Segue da Observação anterior e do Exemplo 2.7.1 que o complexo

. . . // ZG
N // ZG

t−1 // . . .
t−1 // ZG

N //

ǫ

""E
EE

EE
EE

EE
ZG

t−1 // . . .

Z
?�

η

OO

é uma resolução completa de G.

Definição 4.3.2 Seja G um grupo finito e F̂ é uma resolução completa para G. A

cohomologia de Tate com coeficientes em um ZG-módulo M é definida por

Ĥ i(G,M) = H i(HomZG(F,M))

para todo i ∈ Z.

Observação 4.3.2 Se G é finito então existe uma resolução completa de Z sobre ZG de

tipo finito, isto é, na qual os módulos projetivos F̂i são todos finitamente generados (ver [6],

Proposição VI.3.5). Segue então que os grupos Ĥ i(G,Z) são finitamente gerados.

Exemplo 4.3.2 Seja G = Zn =< t > e F̂ é uma resolução completa para G, como no Exemplo

4.3.1. Aplicando o functor HomZG(−,Z), obtemos o seguinte complexo:

. . .
0
→ Z

n
→ Z

0
→ Z

n
→ Z

0
→ Z

n
→ . . .

onde HomZG(ZG,Z) ≃ Z e N = 1 + t + . . . + tn−1. Note que ∂2n = 0 e ∂2n+1 = n = |G|.

Portanto,

Ĥ i(G,Z) =





Kern

Im0
=

0

0
= 0, se i é ı́mpar;

Ker0

Imn
=

Z

nZ
= Zn, se i é par.
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4.3 Cohomologia de Tate

Sejam G = {1 = t0, t1, . . . , tn−1} um grupo finito de ordem n eM um ZG-módulo. Considere

a aplicação N :M →M dada por N(m) = (
n−1∑

i=0

ti)m para todo m ∈M. Considere também os

conjuntos

MG =M/ < gm−m|g ∈ G,m ∈M > e MG = {m ∈M |gm = m, ∀g ∈ G}.

Proposição 4.3.1 Com as notações anteriores, para todo g ∈ G e m ∈ M temos N(gm) =

N(m). Assim temos induzido um homomorfismo de grupos abelianos N : MG → MG definido

por N(u) = N(u), u ∈MG.

Demonstração: Seja g ∈ G, aplicação ϕg : G → G definida por ϕg(ti) = tig para i =

0, . . . , n − 1 é bijetora. Logo para cada i = 0, . . . , n − 1 existe um único k tal que tig = tk, e

para cada k = 0, . . . , n− 1, existe um único i tal que tig = tk. Assim para cada g ∈ G e m ∈M

N(gm) =
n−1∑

i=0

ti(gm) =
n−1∑

i=0

(tig)m = (
n−1∑

i=0

tk)m = N(m)

Agora considere N :MG →MG definido por N(u) = N(u). N está bem definida, pois

x1 = x2 ⇒ x1 − x2 ∈< gm−m|g ∈ G,m ∈M >⇒ x1 − x2 =
s∑

j=0

nj(gmj −mj) ⇒

⇒ N(x1 − x2) =
s∑

j=0

nj(N(gmj)−N(mj)) = 0 ⇒ N(x1) = N(x2)

�

Definição 4.3.3 A aplicação N :MG →MG dada por N(u) = N(u) é chamada de aplicação

norma.

Proposição 4.3.2 Sejam G um gupo finito e M um ZG-módulo. A Cohomologia de Tate de

G com coeficientes em M é dada por

Ĥ i =





H i, para i > 0;

cokerN, para i=0;

kerN, para i=-1;

H−i−1, para i < -1,

onde N :MG →MG é a aplicação norma.
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Demonstração: Seja F̂ uma resolução completa para G. Considere F+ = (Fi)i≥0 e F− =

(Fi)i<0, e seja C+ (resp. C−) o complexo HomG(F+,M) (resp. HomG(F−,M)). Então temos,

Ĥ i(G,M) =




H i(C+), i > 0

H i(C−), i < −1

e existe uma sequência exata

0 → Ĥ−1(G,M) → H−1(C−1)
α
→ H0(C+) → Ĥ0(G,M) → 0

onde α é induzido pelo operador cobordo δ : C−1 → C0. É determinado pelo diagrama

C−1 δ //

����

C0

H−1(C−) α // H0(C+)
?�

OO (∗)

Agora, ǫ : F+ → Z é uma resolução projetiva de Z, então H i(C+) ≃ H i(G,M). E assumindo

que F é de tipo finito, então por [6], VI.3.5, temos F− = ΣP para alguma resolução projetiva

P → Z de tipo finito. Existe um isomorfismo, tal que

C− = HomG(F−,M) = HomG(ΣP ,M) ≃ ΣP ⊗GM.

Assim, H i(C−) ≃ H−1(
∑
P ⊗GM) = H−i−1(P ⊗GM) = H−i−1(G,M). Portanto,

Ĥ i =




H i, para i > 0;

H−i−1, para i < -1,

e existe uma sequência exata

0 → Ĥ−1(G,M) → H0(G,M)
α
→ H0(G,M) → Ĥ(G,M) → 0

Afirmamos que α é a aplicação norma definida anteriormente. Para provar isto, é conveniente

assumirmos que as resoluções projetivas F+ e P ambas tem ZG na dimensão 0 e ambas começam

com a aumentação canônica ZG→ Z, (podemos assumir isto, pois a resolução pode ser tomada

arbitráriamente como resolução projetiva de tipo finito). Então η = ǫ∗ : Z → ZG é dado por

η(1) =
∑

g∈G g. Como HomZG(ZG,M) =M , o diagrama (∗) fica:
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M N //

����

M

H0(G,M)
α // H0(G,M)

?�

OO

onde as aplicações verticais são aplicações canonicas M → MG e MG →֒ M . O que prova a

afirmação. Portanto,

Ĥ i =




cokerN, para i=0;

kerN, para i=-1;

Resumindo os resultados acima por meio do seguinte diagrama:

H0

����

H1 H2 . . .

. . . Ĥ−3 Ĥ−2 Ĥ−1
� _

��

Ĥ0 Ĥ1 Ĥ2 . . .

. . . H2 H1 H0

N̄

EE
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

Exemplo 4.3.3 Se G é um grupo finito então Ĥ0(G,Z) = Zn onde n = |G|. De fato, como a

ação de G é livre,temos N : Z → Z com N(r) =
∑

(ti)r = nr . Assim, Ĥ0(G,Z) = cokerN =
Z

ImN
=

Z

nZ
= Zn.

4.3.1 Algumas Propriedades da Cohomologia de Tate

Nesta seção veremos algumas propriedades da Cohomologia de Tate que são análogas às da

cohomologia usual.

1) Uma sequência exata curta 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de ZG-módulos dá origem a uma

sequência exata longa

. . .
δ
→ Ĥ i(G,M ′) → Ĥ i(G,M) → Ĥ i(G,M ′′)

δ
→ Ĥ i+1(G,M ′) → . . .

2) Desde que uma resolução completa para G pode ser considerada como uma resolução

completa para qualquer H ⊆ G, e a indução e a coindução coincidem pois G é finito, o Lema

de Shapiro, assume a forma: Se H ⊆ G e M é um H-módulo, então

Ĥ∗(H,M) ≃ Ĥ∗(G,ZG⊗ZH M).
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3) (Dimensão Shifting) Observamos que existe um processo de deslocamento de dimensões

para a Cohomologia de Tate, ou seja: Dado um G-módulo M é posśıvel encontrar G-módulos

K e C (como em 2.8.2) tais que

Ĥ i(G,M) ≃ Ĥ i+1(G,K) e Ĥ i(G,M) ≃ Ĥ i−1(G,C)

para todo i ∈ Z ([6] VI.5.).

4) (Produto Cup) Existe um produto cup na cohomologia de Tate,

Ĥp(G,M)⊗ Ĥq(G,N) → Ĥp+q(G,M ⊗N)

u⊗ v 7−→ u ∪ v

com propriedades similares às propriedades do produto cup para cohomologia ordinária

H∗(G,Z) (ver 2.8.1). Por exemplo, o produto cup tem elemento identidade 1 ∈ Z/|G|Z =

Ĥ0(G,Z) e é associativo ((u∪ v)∪w = u∪ (v ∪w)). Assim Ĥ∗(G,Z) é um anel graduado com

identidade. Além disso Ĥ∗(G,M) é um módulo sobre Ĥ∗(G,Z) para todo M.

5) Para i ∈ Z, considere o produto cup

Ĥ i(G,Z)⊗ Ĥ−i(G,Z) → Ĥ0(G,Z) = Z/|G|Z

u⊗ v 7−→ u ∪ v

Então existe um isomorfismo

ρ : Ĥ i(G,Z) → Hom(Ĥ−i(G,Z),Z/|G|Z)

definido por ρ(u)(v) = u ∪ v para v ∈ Ĥ−i(G,Z) (ver [6] Teorema VI.7.4).

Observação 4.3.3 Considere o Z-módulo Q/Z. Para cada n ∈ N, n > 1, o elemento 1/n+ Z

em Q/Z gera um subgrupo que é isomorfo a Zn. Assim Zn ≃ n−1Z/Z →֒ Q/Z. Além disso, se

A é um grupo abeliano tal que nA = 0 para algum n > 0 então

Hom(A,Q/Z) ≃ Hom(A, n−1Z/Z) ≃ Hom(A,Zn)

Se A é finito, Hom(A,Zn) ≃ A. Segue então, da propriedade (5), que existe um isomorfismo

ρ : Ĥ i(G,Z) → Ĥ−i(G,Z)

para todo i ∈ Z.
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Proposição 4.3.3 Seja G um grupo finito tal que Hm+1(G,Z) 6= 0 para algum m ≥ 1, e seja

p um primo que divide a ordem de Hm+1(G,Z). Então a cohomologia Hm(G,Zp) é não trivial.

Demonstração: Pelo Corolário 2.9.4, temos

Hm+1(G,Z) = L(Hm+1(G,Z))⊕ T (Hm(G,Z)) (∗)

onde L denota a parte livre e T denota a parte de torção. Como G é um grupo finito, pela

Observação 4.3.2, a Z-homologia de G é um grupo de torção em dimensões maiores que zero,

isto é, Hm(G,Z) = T (Hm(G,Z)) e L(Hm(G,Z)) é igual a {0}. Assim, por (∗) temos que

Hm(G,Z) ≃ Hm+1(G,Z). Pelo Corolário 2.9.2 temos que a sequência

0 → Ext(Hm−1(G,Z),Zp) → Hm(G,Zp) → Hom(Hm(G,Z),Zp) → 0

é exata e cinde. Logo,

Hm(G,Zp) ≃ Hom(Hm(G,Z),Zp)⊕ Ext(Hm−1(G,Z),Zp)

Como p divide a ordem de Hm+1(G,Z), existe um subgrupo F de Hm+1(G,Z) tal que F ≃ Zp.

Entretanto, Hm(G,Z) ≃ Hm+1(G,Z) e assim existe um subgrupo H de Hm(G,Z) tal que

H ≃ F , i.e., H ≃ Zp. Agora seja i : Zp → Hm(G,Z) a inclusão. Então i induz uma aplicação

i# : Hom(Hm(G,Z),Zp) → Hom(Zp,Zp), que é sobrejetora. Porém Hom(Zp,Zp) ≃ Zp. De

fato, a aplicação ψ : Hom(Zp,Zp) → Zp tal que ψ(f) = f(1) é um isomorfismo. Portanto

Hom(Hm(G,Z),Zp) possui um somando isomorfo a Zp. Assim Hm(G,Zp) é não trivial. �

Exemplo 4.3.4 Se G = Zr e p é um primo que divide r então, para todo m ı́mpar,

Hm(G,Zp) 6= 0. De fato, pelo Exemplo 2.7.1, Hm+1(G,Z) = Zr. Como p divide r, pela

Proposição anterior, Hm(G,Zp) 6= 0. Observe que Hm(G,Z) é trivial, pelo Exemplo 2.7.1

4.4 Grupos com Cohomologia Periódica

Nesta seção veremos alguns resultados sobre grupos com cohomologia periódica que serão úteis

no próximo caṕıtulo. A referência principal para essa seção é [6].

Definição 4.4.1 Um grupo finito G tem cohomologia periódica se para algum d 6= 0 existe

um elemento u ∈ Ĥd(G,Z) que é invert́ıvel no anel Ĥ∗(G,Z).

Observação 4.4.1 Se G tem cohomologia periódica então o produto cup com u

u ∪ − : Ĥn(G,M) → Ĥn+d(G,M) (∗)
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é um isomorfismo para todo n ∈ Z e todo G-módulo M. De fato,

i) u ∪ v1 = u ∪ v2
u−1

⇒ v1 = v2 e portanto u ∪ − é injetora.

ii) Seja z ∈ Ĥn+d(G,M), existe v = u−1 ∪ z ∈ Ĥn(G,M) tal que u ∪ v = z, pois u−1 ∈

Ĥ−d(G,M). Assim u ∪ − é sobrejetora. Em particular, tomando n = 0 e M = Z, temos que

Ĥd(G,Z) ≃
Z

|G|.Z
e que u gera Ĥd(G,Z).

O isomorfismo (∗) é chamado de isomorfismo de periodicidade.

Se sabemos que um grupo G tem cohomologia periódica, então a tarefa de computar Ĥ∗(G)

se torna bem mais simples. Assim é interessante termos um critério para decidir quando G tem

cohomologia periódica.

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo finito. As seguintes condições são equivalentes:

(i) G tem cohomologia periódica.

(ii) Existem inteiros n e d, com d 6= 0, tais que Ĥn(G,M) ≃ Ĥn+d(G,M) para todo

ZG-módulo M.

(iii) Para algum d 6= 0, Ĥd(G,Z) ≃
Z

|G|.Z
.

(iv) Para algum d 6= 0, Ĥd(G,Z) contêm um elemento u de ordem |G|.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) segue direto de (*).

(ii) ⇒ (iii) Se (ii) é verdadeiro então, pela técnica de deslocamento de dimensões (dimension-

shifting), temos que Ĥk(G,N) ≃ Ĥk+d(G,N), para todo k ∈ Z e todo ZG-módulo N . De fato,

se existem inteiros n e d, com d 6= 0, tais que Ĥn(G,M) ≃ Ĥn+d(G,M) para todo ZG-módulo,

então pelo deslocamento de dimensão temos

Ĥk(G,N) ≃ . . . ≃ Ĥn(G,M) ≃ Ĥn+d(G,M) ≃ . . . ≃ Ĥk+d(G,N)

que é válido para todo k ∈ Z e todo ZG-módulo N . Tomando k = 0 e N = Z, nós

obtemos (iii).

(iii) ⇒ (iv) Segue direto de d 6= 0, Ĥd(G,Z) ≃ Z|G|.

(iv) ⇒ (i) Seja u ∈ Ĥd(G,Z) tal que a ordem de u é |G|. Então o subgrupo Z|G| de Ĥ
d(G,Z) é

isomorfo a Z|G| ≃
|G|−1Z

Z
. Considere f : Z|G| →

|G|−1Z

Z
⊂

Q

Z
tal que f(u) = 1

|G|
+ Z ≡ 1 ∈ Z|G|.

Como
Q

Z
é um Z-módulo injetivo (ver [6] ), existe uma extensão de f :

f̄ : Ĥd(G,Z) →
Q

Z

tal que f̄(u) = 1 ∈ Z|G|. Mas Ĥd(G,Z) ≃ Ĥ−d(G,Z). Assim existe v ∈ Ĥ−d(G,Z), v = ρ̄(u)

com ordem |G|. Considerando a aplicação dada pelo produto cup Ĥd(G,Z) → Ĥ0(G,Z) ≃

Z|G| →֒
Q

Z
, segue que f̄(u) ≡ u ∪ v = u.v. Dáı temos u.v ≡ 1 ∈ Z|G| e assim u é invert́ıvel. Da

Definição 4.4.1 segue que G tem cohomologia periódica. �
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Exemplo 4.4.1 Se G é um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo X

homeomorfo a uma esfera de dimensão ı́mpar S2k−1 então G tem cohomologia periódica. De

fato, pelo Teorema 2.7.1, G admite uma resolução periódica de peŕıodo d = 2k e assim, a

condição (ii) do Teorema anterior é verdadeira logo G tem cohomologia periódica.

O próximo resultado será útil na demonstração da Aplicação 1 do próximo caṕıtulo.

Lema 4.4.1 Sejam G um grupo finito atuando livremente em S2n+1 e p um primo que divide

a ordem de G. Então a cohomologia H i(G,Zp) contêm Zp como um somando para i = 2n + 1

e i = 2n + 2.

Demonstração: Pelo Exemplo anterior temos que G tem cohomologia periódica e dáı pelo

Teorema 4.4.1, item (iii) temos que H2n+2(G,Z) ≃ Z|G|, o grupo ćıclico de ordem |G|. Como G

é um grupo finito, a Z-homologia de G é um grupo de torção em dimensões maiores que zero,

isto é, H i(G,Z) = T (H i(G,Z)) e L(H i(G,Z)) = 0. Pelo Corolário 2.9.4, temos

Z|G| ≃ H2n+2(G,Z) = L(H2n+2(G,Z))⊕ T (H2n+1(G,Z)) = H2n+1(G,Z)

E pelo Corolário 2.9.2, temos

H2n+1(G,Zp) ≃ Hom(H2n+1(G,Z),Zp)⊕ Ext(H2n(G,Z),Zp)

H2n+2(G,Zp) ≃ Hom(H2n+2(G,Z),Zp)⊕ Ext(H2n+1(G,Z),Zp)

Como p divide |G|, então H2n+2(G,Zp) possui um somando direto que é Ext(Z|G|,Zp) ≃ Zp

(ver [14] 3.1) e H2n+1(G,Zp) tem um somando direto que é Hom(Z|G|,Zp) = Zp.

Logo o resultado segue. �

4.5 Cohomologia de Farrell: Uma extensão da cohomologia de Tate

para uma classe de grupos infinitos

Thomas Farrell definiu uma nova teoria de cohomologia que generaliza a teoria de cohomologia

de Tate para uma certa classe de grupos infinitos, ou seja, grupos de dimensão cohomológica

virtualmente finita. A construção da teoria de Farrell foi motivado por uma tentativa de

entender por que a dualidade de Bieri-Eckmann falhava para grupos de dualidade virtuais.

Nesta seção introduziremos a teoria de cohomologia de Farrell, que generaliza a cohomologia

de Tate. As principais referências usadas foram [6] e [10].

Definição 4.5.1 Seja G um grupo com vcd(G) = n < ∞ e considere uma resolução completa

(F,P,ǫ) de G. Os grupos de cohomologia de Farrell de G com coeficientes em um ZG-
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módulo M são definidos por

Ĥ∗(G,M) = H∗(HomG(F,M)).

Observação 4.5.1 (a) Pela Proposição 4.2.1 temos que Ĥ∗ está bem definido.

(b) Seja G um grupo finito. Logo, vcd(G) = 0. Obtemos então uma resolução completa para

G, (F, P, ǫ) com Pi = Fi para i > 0. Ou seja, temos o complexo aćıclico:

. . . // F2
// F1

// F0
//

ǫ

!!C
CC

CC
CC

C
F−1

// F−2
// . . .

Z
?�

η

OO

Então, Ĥ i(G,M) = H i(HomG(F,M)), para todo i ∈ Z. Neste caso, a presente definição é

obviamente consistente com a Cohomologia de Tate. Isso mostra que a cohomologia de Farrell

generaliza a cohomologia de Tate.

4.5.1 Algumas Propriedades da Cohomologia de Farrell

Proposição 4.5.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo com vcd(G) < ∞, H um subgrupo

de G e M um ZH-módulo. Então: Ĥ∗(H,M) ≃ Ĥ∗(G,CoindGHM)

Demonstração: A demonstração é análoga ao caso de cohomologia ordinária. (Ver 2.4.4 ) �

Proposição 4.5.2 Seja G um grupo com vcd(G) <∞ e M um ZG-módulo.

(a) Se G é livre de torção então Ĥ∗(G,M) = 0.

(b) Se M é um módulo induzido ZG⊗ZH M
′, onde H é um subgrupo livre de torção de ı́ndice

finito, e M ′ um H-módulo arbitrário então Ĥ∗(G,M) = 0.

Demonstração: (a) De fato, se G é livre de torção e vcd(G) <∞ então existe H ⊆ G tal que

[G : H] < ∞ e pela Observação 3.1.2 temos cd(G) = cd(H) = n. Logo existe uma resolução

projetiva de comprimento n. E para este caso tomamos F = 0.

. . . // 0 // 0 //

!!C
CC

CC
CC

C 0 // 0 // 0 // 0 // . . .

Pn−1
// . . . // P0

// Z // 0

Portanto, Ĥ∗(G,M) = 0.

(b) Pela Proposição 4.5.1 temos que Ĥ∗(H,M ′) ≃ Ĥ∗(G,CoindGHM
′). Como M é um módulo

induzido ZG⊗ZH M
′ e [G : H] <∞ temos Ĥ∗(H,M ′) ≃ Ĥ∗(G, IndGHM

′). Dáı, por H ser livre

de torção, e pelo item (a), segue que Ĥ∗(H,M ′) = Ĥ∗(G,M) = 0. �

Antes de fazermos um Exemplo precisamos da seguite Observação.
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Observação 4.5.2 Seja R um anel comutativo e considere um R-homorfismo d : R2 → R2.

Aplicando o functor HomR(−,Z) obtemos o homomorfismo

δ : HomR(R
2,Z) → HomR(R

2,Z)

f 7→ δ(f) = f ◦ d

Considere as aplicações

ϕ : HomR(R
2,Z) → HomR(R,Z)×HomR(R,Z)

f 7→ ϕ(f) = (f1, f2)

onde f1(a) = f(a, 0) e f2(b) = f(0, b), e

ψ : HomR(R,Z)×HomR(R,Z) → HomR(R
2,Z)

(f1, f2) 7→ ψ(f1, f2) = f12

onde f12 : R
2 → Z tal que f12(a, b) = f1(a) + f2(b). Temos o diagrama:

HomR(R
2,Z) δ // HomR(R

2,Z)

ϕ

��
HomR(R,Z)×HomR(R,Z)

δ̄ //

ψ

OO

HomR(R,Z)×HomR(R,Z)

onde δ̄ = ϕ ◦ δ ◦ ψ. Assim,

δ̄(f1, f2) = ϕ ◦ δ ◦ ψ(f1, f2) = ϕ ◦ δ(f12) = ϕ(f12 ◦ d) = ((f12 ◦ d)1, (f12 ◦ d)2). (∗)

Considere agora, o seguinte diagrama:

HomR(R,Z)×HomR(R,Z)
δ̄ // HomR(R,Z)×HomR(R,Z)

β=(β1,β2)

��
Z× Z

δ̃ //

α=(α1,α2)

OO

Z× Z

onde δ̃ = β ◦ δ̄ ◦ α e

βi : HomR(R,Z) → Z

f 7→ βi(f) = f(1R)

αi : Z → HomR(R,Z)

n 7→ αi(n) = fn : R → Z

onde fn(r) = r.n. Então β(f1, f2) = (f1(1R), f2(1R)) e α(m1,m2) = (fm1
, fm2

).

Dáı, δ̃(m1,m2) = β ◦ δ̄ ◦ α(m1,m2) = β ◦ δ̄(fm1
, fm2

)
(∗)
= β((fm1m2

◦ d)1, (fm1m2
◦ d)2) =
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= ((fm1m2
◦ d)1(1R), (fm1m2

◦ d)2(1R)). (∗∗)

Assim, dado d : R2 → R2 obtemos um homorfismo δ̃ : Z2 → Z2 definido como em (∗∗).

Finalizando esse caṕıtulo, vejamos um Exemplo de cálculo da Cohomologia de Farrell

Exemplo 4.5.1 Considere G = Z2 =< t > e L = Z =< s > e seja Γ = G×L. Para construir

uma resolução completa de Γ vamos aplicar a construção vista no Exemplo 4.2.1. Vimos no

Exemplo 4.3.1, que X é uma resolução completa para G = Z2 =< t >

X : . . .
N
→ ZG

t−1
→ ZG

N
→ . . .

Para L = Z =< s >, temos uma resolução completa

Y : . . . 0 → 0 → ZL
s−1
→ ZL→ 0 → . . .

Fazendo o produto tensorial de complexo de cadeia, como na Observação 2.1.4, obtemos o

seguinte complexo aćıclico:

. . .
d2→ (ZG⊗ ZL)2

d1→ (ZG⊗ ZL)2
d0→ (ZG⊗ ZL)2 . . .

Considerando as resoluções projetivas de G e de L

. . .
N
→ ZG

t−1
→ ZG

ǫ
→ Z → 0

. . . 0 → 0 → ZL
s−1
→ ZL

ǫ′

→ Z → 0

e calculando o produto tensorial, temos uma resolução projetiva de G× L:

. . .
d3→ (ZG⊗ ZL)2

d2→ (ZG⊗ ZL)2
d′1→ (ZG⊗ ZL)

ǫ⊗ǫ′
→ Z → 0

E, portanto, uma resolução completa

. . . // (ZG⊗ ZL)2
d2 // (ZG⊗ ZL)2

d1 //

d′1

((PP
PPP

PPP
PPP

P
(ZG⊗ ZL)2

d0 // (ZG⊗ ZL)2
d−1 // . . .

(ZG⊗ ZL)
ǫ⊗ǫ′ // Z // 0

Pela Observação 2.1.4 temos Z(G × L) ≃ Z(G) ⊗ Z(L). Considerando R = Z(G) ⊗ Z(L),

pelo Exemplo 4.5.2, vimos que é suficiente aplicarmos o operador bordo na unidade do anel

1R = (1̄, 1). Considere di : R×R → R×R, ∀i. Fazendo os calculos temos

d2n+1(1R, 0) = ((N.1̄, 1); (1̄, (s− 1)1)) , d2n+1(0, 1R) = ((0, 0); ((t− 1)1̄, 1))
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d2n(1R, 0) = (((t− 1)1̄, 1); (1̄, (s− 1)1)) , d2n(0, 1R) = ((0, 0); (N 1̄, 1))

Aplicando o functor HomR(−,Z), obtemos

. . .→ Z× Z
δ̃2→ Z× Z

δ̃1→ Z× Z → . . .

Voltando a (**) da Observação anterior, obtemos o operador δ̃ da seguinte forma :

˜δ2n(m1,m2) = ((fm1m2
◦ d2n)1(1R), (fm1m2

◦ d2n)2(1R))

= ((fm1m2
◦ d2n)(1R, 0), (fm1m2

◦ d2n)(0, 1R))

= ((fm1m2
)(((t− 1)1̄, 1); (1̄, (s− 1)1)); (fm1m2

)((0, 0); (N 1̄, 1)))

= (fm1
((t− 1)1̄, 1) + fm2

(1̄, (s− 1)1); fm1
(0, 0) + fm2

(N 1̄, 1))

= (((t− 1)1̄, 1).m1 + (1̄, (s− 1)1).m2; (0, 0).m1 + (N 1̄, 1)m2)

= ([(t, 1)− (1̄, 0)].m1 + [(1̄, s)− (0, 1)].m2; [(1̄, 1) + (t, 0)].m2)

= (0; 2.m2)

˜δ2n+1(m1,m2) = ((fm1m2
◦ d2n+1)1(1R), (fm1m2

◦ d2n+1)2(1R))

= ((fm1m2
◦ d2n+1)(1R, 0), (fm1m2

◦ d2n+1)(0, 1R))

= ((fm1m2
)(N 1̄, 1); (1̄, (s− 1)1)); (fm1m2

)((0, 0); ((t− 1)1̄, 1)))

= (fm1
(N 1̄, 1) + fm2

(1̄, (s− 1)1); fm1
(0, 0) + fm2

((t− 1)1̄, 1))

= ((N 1̄, 1).m1 + (1̄, (s− 1)1).m2; (0, 0).m1 + ((t− 1)1̄, 1)m2)

= ([(1̄, 1) + (t, 0)].m1 + [(1̄, s)− (0, 1)].m2; [(t, 1)− (1, 0)].m2)

= (2m1; 0)

Assim, a cohomologia de Farrell de Γ é a cohomologia do complexo

· · ·
(0,2)
−→ Z× Z

(2,0)
−→ Z× Z

(0,2)
−→ Z× Z

(2,0)
−→ Z× Z

(0,2)
−→ · · ·

Agora, calculando a cohomologia de Farrell, temos

Ĥ i(Γ,Z) =





{0} × Z

{0} × 2Z
≃ {0} × Z2 = Z2; se i é ı́mpar

Z× {0}

2Z× {0}
≃ Z2 × {0} = Z2; se i é par

Portanto, Ĥ i(Γ,Z) = Z2, ∀i ∈ Z.
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Caṕıtulo

5

Aplicações

5.1 Aplicação 1: Um critério para (H,G)-coincidência de aplicações

Nesta seção apresentamos em detalhes a demonstração, que se encontra em [11], de um critério

de (H,G)-coincidência de aplicações (Teorema 5.1.1 abaixo). A demonstração desse critério

segue do fato que um certo homomorfimo c∗ : H2n+1(B(G),Zp) → H2n+1(Σ2n+1/G,Zp) é não

trivial (Lema 5.1.1 abaixo) e para demonstrar esse fato aplicamos alguns resultados vistos

no caṕıtulo 2, seção 7 (cohomologia de grupos finitos) e no caṕıtulo 4, seção 4 (grupos com

cohomologia periódica).

Antes de demonstrarmos o resultado principal vejamos alguns resultados preliminares.

Definição 5.1.1 Seja X um CW-complexo. Se X tem o mesmo tipo de homotopia de uma

esfera, então ele é chamado de esfera de homotopia.

Definição 5.1.2 Seja f : X → Y uma aplicação cont́ınua entre G-espaços. Dizemos que f

possui uma G-coincidência se aplica uma órbita de algum elemento x ∈ X em um único

ponto, ou seja, existe x ∈ X tal que f(gx) = f(x), ∀g ∈ G.

Seja X um G-espaço. Para cada x ∈ X, considere G(x) a órbita do elemento x. Se H é um

subgrupo de G, então a aplicação

G(x)×H → G(x)

(gx, h) 7−→ ghx

fornece uma ação à direita de H na órbita G(x) de G. Para cada y ∈ Gx temos yH = {yh|h ∈

H} a órbita da ação de H em G(x).
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Definição 5.1.3 Suponha que X é um G-espaço e H é um subgrupo de G. Dizemos que uma

aplicação f : X → Y possui uma (H,G)-coincidência se existe um ponto x ∈ X tal que

f manda cada órbita da ação de H na G-órbita de x em um único ponto, isto é, f(ghx) =

f(gx), ∀h ∈ H.

Observação 5.1.1 (a) Nas condições da definição, se H é o subgrupo trivial, então todo ponto

de X é uma (H,G)- coincidência. De fato, f é uma função.

(b) Se H = G então f tem uma G-coincidência. De fato, seja x ∈ X um ponto de (H,G)-

coincidência. Considere x = ex ∈ G(x), onde e é o elemento neutro de G. Assim f(xh) = f(x)

para todo h ∈ H, ou seja f(exh) = f(x) o que implica que f(hx) = f(ehx) = f(x). Entretanto

H=G. Logo f(Gx) =f(x) e portanto x é um ponto de G-coincidência.

Seja Σm uma esfera de homotopia na qual G atua livremente. Em vista dos resultados

apresentados nas Proposições 2.7.1 e 2.7.2, a partir de agora, vamos assumir que G é finito e m

é ı́mpar, m = 2n+ 1.

Considere π : Σ2n+1 → Σ2n+1/G a aplicação quociente e seja c : Σ2n+1/G → B(G) a

aplicação classificante para o G-fibrado principal π : Σ2n+1 → Σ2n+1/G.

Lema 5.1.1 Seja p um primo que divide |G|. Então o homomorfismo c∗ : H2n+1(B(G),Zp) →

H2n+1(Σ2n+1/G,Zp) é não trivial.

Demonstração: Considere o G-fibrado E(G) → B(G), dado pelo Teorema 1.7.2. Temos o

fibrado Σ2n+1 → E(G) ×G Σ2n+1 ρ
→ B(G) com espaço base B(G) e fibra Σ2n+1 (ver [8] III.4

ou [5] II.2.4). Como G é um grupo finito e atua livremente em Σ2n+1, então E(G)×G Σ2n+1 é

homotopicamente equivalente a Σ2n+1/G (ver [5] pag 208). Seja t : Σ2n+1/G→ E(G)×GΣ2n+1

uma equivalência de homotopia. Logo ρ ◦ t : Σ2n+1/G → B(G) também classifica o G-fibrado

principal π : Σ2n+1 → Σ2n+1/G, e assim, pelo Teorema 1.7.2, ela é homotópica a c. Logo,

c∗ = t∗ ◦ ρ∗. Como H2n+1(Σ2n+1/G,Zp) 6= 0 basta mostrar que c∗ é sobrejetora. Como t∗ é

isomorfismo, basta mostrar que

ρ∗ : H2n+1(B(G),Zp) → H2n+1(E(G)×G Σ2n+1,Zp)

é sobrejetora. Para isto considere a sequência exata de cohomologia de Gysin associada ao

fibrado ρ : E(G)×G Σ2n+1 → B(G) ( Teorema 1.7.3 ou ver [23] 9.5.2).

H2n+1(B(G),Zp)
ρ∗

→ H2n+1(E(G)×G Σ2n+1,Zp) → H0(B(G),Zp)
ψ
→

ψ
→ H2n+2(B(G),Zp)

ρ∗

→ H2n+2(E(G)×G Σ2n+1,Zp).
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Como E(G) ×G Σ2n+1, é homotopicamente equivalente a Σ2n+1/G temos que

H2n+2(E(G) ×G Σ2n+1,Zp) = 0. Assim ψ é sobrejetora. Porém H0(B(G),Zp) ≃ Zp e

como B(G) é um K(G, 1)-complexo então pelo Lema 4.4.1 H2n+2(B(G),Zp) ⊃ Zp e dáı

H2n+2(B(G),Zp) 6= 0. Logo a única possibilidade é que H2n+2(B(G),Zp) = Zp, o que implica

que ψ é um isomorfismo. Dáı ρ∗ é sobrejetora e o fato está provado. �

Considere G um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo Σm que tem o

mesmo tipo de homotopia de uma esfera m-dimensional, Y um CW-complexo k-dimensional e

uma aplicação f : Σm → Y . Seja G = {g1, g2, . . . , gr} uma enumeração fixa dos elementos de

G, onde r é a ordem de G. Vamos definir uma ação de G em Y r, onde Y r = Y × Y × . . .× Y

(r vezes). Para cada g ∈ G e (y1, y2, . . . , yr) ∈ Y r, seja

g(y1, y2, . . . , yr) = (yσg(1), yσg(2), . . . , yσg(r)) (∗)

onde a permutação σg é definida por gig = gσg(i). Vamos verificar que a fórmula (∗) realmente

define uma ação à esquerda de G em Y r.

Primeiramente, se e é o elemento neutro de G então gie = gi e σe(i) = i. Portanto

e(y1, y2, . . . , yr) = (yσe(1), yσe(2), . . . , yσe(r)) = (y1, y2, . . . , yr).

Agora, se g, h ∈ G temos

(gh)(y1, y2, . . . , yr) = (yσgh(1), yσgh(2), . . . , yσgh(r))

onde gigh = gσgh(i). Por outro lado

g(h(y1, y2, . . . , yr)) = g(yσh(1), yσh(2), . . . , yσh(r)) = g(x1, x2, . . . , xr)

onde xi = yσh(i). Logo

g(x1, x2, . . . , xr) = (xσg(1), xσg(2), . . . , xσg(r)) = (yσh(σg(1)), yσh(σg(2)), . . . , yσh(σg(r))).

Observe que gσh(σg(i)) = gσg(i)h = gigh = gσgh(i) e assim σh(σg(i)) = σgh(i) o que implica que

(gh)(y1, y2, . . . , yr) = g(h(y1, y2, . . . , yr).

Para facilitar o entendimento dessa ação de G em Y r vejamos um Exemplo.

Exemplo 5.1.1 Considere G = {1 = g1, t = g2, t
2 = g3} atuando em um espaço Y 3 como
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em (∗). Assim temos as permutações g1t
2 = g3, g2t

2 = g1, g3t
2 = g2, g1t = g2, g2t = g3, g3t =

g1, g11 = g1, g21 = g2 e g31 = g3. Temos então 1(y1, y2, y3) = (y1, y2, y3), t(y1, y2, y3) =

(y2, y3, y1) e t
2(y1, y2, y3) = (y3, y1, y2)

Lema 5.1.2 Seja H ⊂ G e (Y r)H = {x ∈ Y r|hx = x, ∀h ∈ H} o conjunto dos pontos fixos

pela ação de H em Y r. Se F =
⋃

H

(Y r)H com H percorrendo todos os subgrupos não triviais de

G então ação de G em Y
(r)
0 = Y r − F é livre.

Demonstração: Seja x0 ∈ F =
⋃

H

(Y r)H . Então existe um subgrupo não trivial H ⊂ G tal

que x0 ∈ (Y r)H . Assim hx0 = x0 para todo h ∈ H, o que implica que existe h0 6= e = id,

h0 ∈ H ⊂ G tal que h0x0 = x0, ou seja a ação de G em F não é livre.

Agora, se x ∈ Y r e gx = x onde g 6= e, considere H =< g > . Então H é um subgrupo não

trivial de G e gjx = x para todo gj ∈ H. Logo, x ∈ (Y r)H ⊂ F .

Conclúımos então que se x ∈ Y
(r)
0 então gx 6= x para todo g ∈ G, g 6= e. �

Lema 5.1.3 Seja X um G-espaço e f : X → Y uma aplicação cont́ınua. A aplicação

φ : X → Y r definida por φ(x) = (f(g1x), f(g2x), . . . , f(grx)) é equivariante.

Demonstração: Sejam g ∈ G e x ∈ X. Então

φ(gx) = (f(g1gx), f(g2gx), . . . , f(grgx)) = (f(gσg(1)x), f(gσg(2)x), . . . , f(gσg(r)x)).

Por outro lado

gφ(x) = g(f(g1x), f(g2x), . . . , f(grx)) = g(y1, y2, . . . , yr),

onde yi = f(gix). Assim

gφ(x) = (yσg(1), yσg(2), . . . , yσg(r)) = (f(gσg(1)x), f(gσg(2)x), . . . , f(gσg(r)x)).

Logo gφ(x) = φ(gx), ou seja φ é equivariante. �

Lema 5.1.4 Seja f : Σ2n+1 → Y uma aplicação cont́ınua e seja φ : Σ2n+1 → Y r a aplicação

do Lema anterior. Se f não possui (H,G)-coincidências para todo subgrupo não trivial H ⊂ G,

então a ação de G em φ(Σ2n+1) é livre, ou seja φ(Σ2n+1) ⊂ Y
(r)
0 .

Demonstração: Vamos supor que a ação de G em φ(Σ2n+1) não seja livre. Logo, existe

t ∈ G, t 6= id tal que tφ(x) = φ(x), para algum x ∈ Σ2n+1. Portanto φ(x) ∈ F . Segue

que φ(x) ∈ (Y r)H para algum H ⊂ G. Assim hφ(x) = φ(x) para todo h ∈ H. Como

φ é uma aplicação equivariante então hφ(x) = φ(hx) = φ(x), ∀h ∈ H. Temos então
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(f(g1hx), . . . , f(grhx)) = (f(g1x), . . . , f(grx)), para todo h ∈ H. Deste modo f(ghx) = f(gx),

∀h ∈ H, ∀g ∈ G de onde conclúımos que f tem uma (H,G)-coincidência, o que contraria a

hipótese. Portanto a ação de G em φ(Σ2n+1) é livre. �

Vamos aplicar todos os Lemas anteriores na demonstração do resultado principal dessa seção

que fornece um critério para uma aplicação ter uma (H,G)-coincidência.

Teorema 5.1.1 Suponha que G é um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo

Σ2n+1 que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera 2n+1-dimensional e f : Σ2n+1 → Y

é uma aplicação cont́ınua. Suponha ainda que uma das condições abaixo é verdadeira,

a) Σ2n+1 é um CW-complexo finito 2n+1-dimensional e Y é um CW-complexo k-dimensional.

b) Y é um CW-complexo k-dimensional finito.

Então, se 2n + 1 ≥ |G|k, existe um subgrupo não trivial H ⊂ G e uma (H,G)-coincidência

para f.

Demonstração: Seja p um número primo que divide a ordem de G e vamos supor que f não

tenha uma (H,G)-coincidência.

Considere a aplicação φ : Σ2n+1 → Y r dada pelo Lema 5.1.2. Do Lema 5.1.3 segue que

φ(Σ2n+1) ⊂ Y
(r)
0 . Assim φ se fatora em Y

(r)
0 da seguinte forma

Σ2n+1 φ0
→ Y

(r)
0

i
→ Y r,

onde φ0 : Σ2n+1 → Y
(r)
0 é a própria φ com restrição do contradomı́nio e i : Y

(r)
0 →Y r

é a inclusão. Como φ é equivariante é claro que φ0 é uma aplicação equivariante. Seja

γ : Y
(r)
0 → Y

(r)
0 /G a aplicação quociente e φ̄0 : Σ2n+1/G → Y

(r)
0 /G a aplicação induzida

por φ0. Seja cY : Y
(r)
0 /G → B(G) uma aplicação classificante para o G-fibrado principal

γ : Y
(r)
0 → Y

(r)
0 /G. Então c = cY φ̄0 : Σ2n+1/G → B(G) é uma aplicação classificante para o

G-fibrado principal π : Σ2n+1 → Σ2n+1/G da seção anterior.

Temos por hipótese que 2n+ 1 ≥ |G|k = rk. Assim temos dois casos a considerar.

Primeiro, se 2n + 1 > rk e (a) ou (b) são verdadeiros, então a dimensão de Y
(r)
0 /G é menor

que 2n + 1. Assim c∗Y : H2n+1(B(G),Zp) → H2n+1(Y
(r)
0 /G,Zp) é nula e c∗ = φ̄0c

∗
Y = 0, o que

contradiz o Lema 5.1.1.

Vamos supor então que 2n+1 = rk. Se a hipótese (a) for verdadeira então f(Σ2n+1) é compacto

e dáı está contido em um subcomplexo finito de Y . Se a hipótese (b) for verdadeira então já

temos que Y é um CW-complexo finito. Assim, sem perda de generalidade, em ambos os

casos podemos assumir que Y é um CWcomplexo finito (caso contrário substituiŕıamos Y por

Y ′ = f(Σ2n+1)). A aplicação i∗ : H2n+1(Y r,Zp) → H2n+1(Y
(r)
0 ,Zp) é uma parte da sequência

de cohomologia do par (Y r, Y
(r)
0 )

. . .→ H2n+1(Y r,Zp)
i∗

→ H2n+1(Y
(r)
0 ,Zp) → H2n+2(Y r, Y

(r)
0 ,Zp) → . . .
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Como H2n+2(Y r, Y
(r)
0 ,Zp) = 0, segue que i∗ é sobrejetora. Observe agora que φ pode ser escrita

como:

Σ2n+1 ψ
→ Σ2n+1 × . . .× Σ2n+1 fr

→ Y × . . .× Y

x 7−→ (g1x, . . . , grx) 7−→ (f(g1x), . . . , f(grx)).

Aplicando o Teorema 1.6.1 iterativamente e usando a Observação 1.6.1, temos o seguinte

diagrama comutativo:

H2n+1(Y r,Zp)

(fr)∗

��

∪
≃

∑

p1+...+pr=2n+1

Hp1(Y,Zp)⊗ . . .⊗Hpr(Y,Zp)

f∗⊗...⊗f∗

��

H2n+1((Σ2n+1)r,Zp)

ψ∗

��

∪
≃

∑

p1+...+pr=2n+1

Hp1(Σ2n+1,Zp)⊗ . . .⊗Hpr(Σ2n+1,Zp)

H2n+1(Σ2n+1,Zp)

Usando os fatos que dimY < 2n + 1, Hs(Σ2n+1,Zp) = 0 para 0 < s < 2n + 1 e o diagrama

é comutativo, segue que (f r)∗ = 0 e dáı φ∗ = ψ∗ ◦ (f r)∗ = 0. Do fato que i ◦ φ0 = φ segue

que φ∗
0 : H2n+1(Y

(r)
0 ,Zp) → H2n+1(Σ2n+1,Zp) é nula. Agora, como π : Σ2n+1 → Σ2n+1/G

e σ : Y
(r)
0 → Y

(r)
0 /G são projeções de recobrimento, existem homomorfismos transfer τ :

H2n+1(Σ2n+1,Zp) → H2n+1(Σ2n+1/G,Zp) e τ0 : H2n+1(Y
(r)
0 ,Zp) → H2n+1(Y

(r)
0 /G,Zp). Além

disso, pela Observação 1.8.1, temos que o seguinte retângulo comutativo:

H2n+1(Σ2n+1,Zp)
τ // H2n+1(Σ2n+1/G,Zp)

H2n+1(Y
(r)
0 ,Zp)

φ∗0

OO

τ0 // H2n+1(Y
(r)
0 /G,Zp)

φ̄∗0

OO

Assim τ ◦ φ∗
0 = φ̄0

∗
◦ τ0 e φ∗

0 = 0 o que implica que φ̄0
∗
◦ τ0 é nula. Como Y

(r)
0 é

um CW-complexo (2n+1)-dimensional, pela Proposição 1.8.1 o homomorfismo transfer τ0 :

H2n+1(Y
(r)
0 ,Zp) → H2n+1(Y

(r)
0 /G,Zp) é sobrejetor. Isto implica que φ̄0

∗
: H2n+1(Y

(r)
0 /G,Zp) →

H2n+1(Σ2n+1/G,Zp) é o homomorfismo nulo. Logo c∗ = φ̄0
∗
◦ c∗Y = 0, o que contradiz o Lema

5.1.1. A contradição foi posśıvel porque supomos que f não tem (H,G)-coincidência.

Assim existem um subgrupo não trivial H ⊂ G e uma (H,G)-coincidência para f . �

Como consequência do resultado anterior, segue o seguinte critério para Zp-coincidência de

uma aplicação de uma esfera S2n+1 em um CW-complexo k-dimensional Y . Este resultado está

no artigo [12], que temos como consequência do Terorema anterior.

Corolário 5.1.1 Sejam G = Zp, onde p é um primo ı́mpar e Y um CW-complexo k-
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dimensional finito. Se G atua livremente em S2n+1 e 2n + 1 > pk, então toda aplicação

f : S2n+1 → Y possui uma Zp-coincidência.

Demonstração: Pelo Teorema anterior, existe um subgrupo não trivial H ⊂ G e uma (H,G)-

coincidência para f . Entretanto como p é primo, o único subgrupo não trivial de Zp é ele

mesmo. Logo H = G, Dáı f tem uma (G,G)-coincidência, o que corresponde à definição de

G-coincidência. �

Observação 5.1.2 O resultado do Teorema anterior é o melhor posśıvel se consideramos todos

os grupos finitos. De fato, para cada K > 1 e m < 2k, um exemplo de um poliedro k-dimensional

Y k e uma aplicação f : Sr → Y k que não tem coincidências antipodais foi constrúıdo em [17].

É uma questão interessante se um exemplo similar pode ser constrúıdo para G = Zr, r > 2.

5.2 Aplicação 2: Uma obstrução cohomológica para um V Dn-grupo

satisfazer o isomorfismo de dualidade de Bieri-Eckmann

Nesta seção apresentamos (baseados nas referências [6] e [10] ) uma aplicação da teoria de

Cohomologia de Farrell a grupos de dualidade virtual. Essa aplicação fornece uma obstrução

para um V Dn-grupo satisfazer o isomorfismo de dualidade de grupos devido a Bieri e Eckmann.

Antes de apresentarmos o Teorema principal necessitamos de alguns resultados preliminares.

Em toda esta seção Γ denotará um grupo de dualidade virtual de dimensão n (V Dn-grupo)

com módulo dualizante D = Hn(Γ,ZΓ).

Definição 5.2.1 Consideremos dois complexos de cadeia:

C : ...
∂
′

n+2
−→ Cn+1

∂
′

n+1
−→ Cn

∂
′

n−→ Cn−1

∂
′

n−1
−→ ...

D : ...
∂
′′

n+2
−→ Dn+1

∂
′′

n+1
−→ Dn

∂
′′

n−→ Dn−1

∂
′′

n−1
−→ ...

e uma aplicação de cadeia f : C −→ D. Para todo inteiro n, seja En = Cn−1⊕Dn e defina um

homomorfismo ∂n : En → En−1 por ∂n(x, y) = (−∂’n−1(x), ∂
”

n(y)+fn−1(x)), para cada x ∈ Cn−1

e cada y ∈ Dn. Temos que ∂n ◦ ∂n+1 = 0. O complexo de cadeia obtido

E : ...
∂n+2
−→ En+1

∂n+1
−→ En

∂n−→ En−1
∂n−1
−→ ...

é chamado de mapping cone de f .

Observação 5.2.1 Denotaremos a mapping cone de f por E = E(f).
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Definição 5.2.2 Consideremos o complexo de cadeia:

C : ...
∂n+2
−→ Cn+1

∂n+1
−→ Cn

∂n−→ Cn−1
∂n−1
−→ ...

Definimos ΣC1
n = Cn−1 e o homomorfismo ∂̄n : (ΣC)1n → (ΣC)1n−1 por ∂̄n = ∂n−1. O

complexo de cadeia ΣC1 é chamado de suspensão do complexo C.

Observação 5.2.2 Para facilitar a notação denotaremos apenas por ΣC.

Proposição 5.2.1 Seja Γ um grupo de dualidade virtual com módulo dualizante D, seja

ǫ : P → Z resolução projetiva de tipo finito de Z sobre ZΓ, e seja η : Q → D uma

resolução projetiva de tipo finito de D sobre ZΓ. Então existe uma resolução completa F

tal que o complexo dual F̄ = HomZΓ(F,ZΓ) é a mapping cone de uma aplicação de cadeia

f : Σ−nQ→ P̄ . Em particular, Fi = Pi para i ≥ n e Fi = (Qn−i−1)
∗ para i ≤ −1.

Demonstração: Considere (Pi, di) uma resolução projetiva de tipo finito para o ZΓ-módulo

trivial Z.

· · · → Pn+1 → Pn
dn→ · · ·

d2→ P1
d1→ P0

d0→ Z → 0

Aplicando o funtor HomΓ(−,ZΓ), obtemos P ∗
i = HomΓ(Pi,ZΓ) e o complexo de cocadeias:

0 → P ∗
0

d∗0→ · · ·
d∗n−1
→ P ∗

n → · · ·

O complexo de cocadeias dual (P ∗
i , d

∗
i ) é exato, exceto na dimensão n, onde Hn(Γ,ZΓ) = D.

Isto segue do Teorema 3.4.1. Seja (Qi, ki) uma resolução projetiva de D .

· · · → Qm
km→ · · ·

k1→ Q1
k0→ Q0 → D → 0 (1)

Considere K o cokernel de d∗n−1 : P ∗
n−1 → P ∗

n . Ou seja K = P ∗
n/Im(d∗n−1). Como D =

Hn(Γ,ZΓ) = ker(d∗n)/Im(d∗n−1 temos D ⊂ K. Considere agora o complexos de cadeias

· · · → Sm→· · ·→S1→S0
∂0→ K → 0 (2)

onde Sj = P ∗
n−j, j ∈ Z e ∂0 é a projeção d̄∗n−1 : P ∗

n−1 → K = P ∗
n/Im(d∗n−1). Por [6], Lema

I.7.4, a inclusão i : D → K se estende aplicação de cadeias, do complexo (1) no complexo (2),

fi : Qi → P ∗
n−i, i ≥ 0. Agora definimos, para todo i < 0, Qi = P ∗

i = 0 e fi = 0 e obtemos uma

aplicação f : Σ−nQ→ P ∗, onde Σ−nQ denota a suspensão de grau −n de Q, conforme mostra

o diagrama abaixo:

· · · // 0 // P ∗
0

// · · · // P ∗
n−1

// P ∗
n

// P ∗
n+1

// · · ·

· · · // Qn+1
//

fn+1

OO

Qn
//

fn

OO

· · · // Q1
//

f1

OO

Q0
//

f0

OO

0 //

f−1

OO

· · ·
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Observe que na primeira linha do diagrama temos um complexo de cocadeias e na segunda linha

um complexo de cadeias. Para consertar isso considere o complexo dual P̄ tal que P̄i = P ∗
−i.

Obtemos então o diagrama

· · · // 0 // P ∗
0

// · · · // P ∗
−n+1

// P ∗
−n

// P ∗
−n−1

// · · ·

· · · // Σ1
//

fn+1

OO

Σ0
//

fn

OO

· · · // Σ−n+1
//

f1

OO

Σ−n
//

f0

OO

0 //

f−1

OO

· · ·

de complexos de cadeias, onde Σj = (Σ−nQ)j e f : Σ−nQ → P̄ . Como Hs(ΣQ) ≃ Hs(P̄ ) para

todo s, segue de [6],p.5, que f é uma equivalência fraca. Dáı, por [6], Proposição 0.6, a aplicação

cone C de f é um complexo aćıclico de módulos projetivos finitamente gerados. Lembre que,

para cada i, Ci = P ∗
i ⊕ (Σ−nQ)i−1. Seja F o complexo dual C̄ dado por Fi = (C−i)

∗. Então

Fi = (P̄−i ⊕ (Σ−nQ)−i−1)
∗ = P ∗∗

i ⊕ (Qn−i−1)
∗ = Pi ⊕ (Qn−i−1)

∗.

Note que Fi = Pi, para i ≥ n e Fi = (Qn−i−1)
∗ para i ≤ −1. Resta mostrar que F é

aćıclico. Como vcd(Γ) < ∞ existe Γ′ ⊆ Γ um subgrupo de Γ livre de torção e de ı́ndice

finito. Então [Γ : Γ′] < ∞ e segue da igualdade entre módulo induzido e coinduzido que

F = HomZΓ(C,ZΓ) ≃ HomZΓ′(C,ZΓ′). Dáı, como cd(Γ′) < ∞, temos pelo Lema 4.2.1 que C

é ZΓ′-contrátil. E assim, o dual F é também ZΓ′-contrátil e portanto, aćıclico. �

Observação 5.2.3 Considere o complexo C = F̄ como na demonstração da Proposição

anterior. Temos C = Σ1−nQ em dimensões maiores que 1. Assim Σn−1C coincide com Q

em dimensões maiores que n.

Teorema 5.2.1 Seja Γ um grupo de dualidade virtual de dimensão n e módulo dualizante

D = Hn(Γ,ZΓ). Então Ĥp(Γ,−) ≃ Hn−p−1(Γ, D ⊗−), ∀p < −1.

Demonstração : Considere uma resolução completa F como na Proposição 5.2.1 e seja E =

Σn−1F̄ (ver Observação 5.2.3). Então, lembrando que P ∗ ⊗Γ M ≃ HomΓ(P,M) quando P é

modulo projetivo finitamente gerado e usando a Observação 4.2.1, temos

Ĥp(Γ,−) = Hp(HomZΓ(F,−)) = H−p(F̄ ⊗ZΓ −) = Hn−1−p(E ⊗ZΓ −).

Agora, da construção de E (ver Proposição 5.2.1 e Observação 5.2.3) existe uma resolução

projetiva Q de D e uma aplicação de cadeia E → Q que é a aplicação identidade em dimensões

maiores ou igual a n. Dáı existe uma aplicação Hj(E ⊗ZΓ −) → TorΓj (D,−) que é um

isomorfismo para j > n e monomorfismo para j = n. Desde que D é livre de torção, segue

da Proposição 2.9.1 que TorΓj (D,−) = Hj(Γ, D ⊗ −). Considerando j = n − 1 − p. Assim

Ĥp(Γ,−) ≃ Hn−p−1(Γ, D ⊗−). �
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Teorema 5.2.2 Seja Γ um grupo de dualidade virtual de dimensão n módulo dualizante D.

Existe uma sequência exata longa de homologia

. . .→ Hn−p(Γ, D ⊗−) → Hp(Γ,−) → Ĥp(Γ,−) → Hn−p−1(Γ, D ⊗−) → . . . .

Demonstração: Considere F como na Proposição 5.2.1. Da construção da aplicação cone

na demonstração de 5.2.1 obtemos, para cada j, a seguinte sequência exata de ZΓ-módulos

finitamente gerados:

0 → P̄j → Cj → (Σ−nQ)j−1 → 0.

que nos fornece uma sequência exata de complexos

0 → P̄ ⊗ZΓ M → F̄ ⊗ZΓ M → Σ−nQ⊗ZΓ M → 0,

que nos fornece a seguinte sequência exata longa de homologia:

. . .→ Hk(P̄ ⊗ZΓ M)→Hk(F̄ ⊗ZΓ M)→Hk(Σ
−nQ⊗ZΓ M)→Hk−1(P̄ ⊗ZΓ M) → . . . .

Agora, segue de [6], Proposição I.8.3, que F̄⊗ZΓM ≃ HomZΓ(F,M) e P̄⊗ZΓM ≃ HomZΓ(P,M)

e considerando a Observação 4.2.1 obtemos a seguinte sequência exata longa:

. . .→ Hn+k(Γ, D ⊗−)→H−k(Γ,−)→Ĥ−k(Γ,−)→Hn+k−1(Γ, D ⊗−) → . . . .

Trocando −k po p obtemos a sequência exata

. . .→ Hn−p(Γ, D ⊗−)→Hp(Γ,−)→Ĥp(Γ,−)→Hn−p−1(Γ, D ⊗−) → . . . .

�

Para simplificar, vamos denotar Hp(Γ, D⊗−) por H̃p, Ĥp(Γ,−) por Ĥp e Hp(Γ,−) por Hp.

Corolário 5.2.1 Com as hipóteses do Teorema anterior temos a seguinte sequência exata

0 → Ĥ−1 → H̃n → H0 → Ĥ0 → H̃n−1 → H1 → · · · → H̃0 → Hn → Ĥn → 0.

Demonstração: É consequência do Teorema anterior lembrando que H̃−1 = H−1 = 0. �

Juntando os resultados anteriores obtemos o seguite diagrama:
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H0

��

· · · Hk−1

��

Hk

��

· · · Hn−1

��

Hn

����

Hn+1 · · ·

· · · Ĥ−2 Ĥ−1
� _

��

Ĥ0

��

· · · Ĥk−1

��

Ĥk

��

· · · Ĥn−1

��

Ĥn Ĥn+1 · · ·

· · · H̃n+1 H̃n

GG
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

H̃n−1 · · · H̃n−k

GG
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

H̃n−k+1 · · · H̃0

HH
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Observe que só teremos o isomorfismo de Bieri e Eckmann H̃n−k ≃ Hk para todo 0 ≤ k ≤ n se

Ĥj = 0, para −1 ≤ j ≤ n. Assim a cohomologia de Farrell é a obstrução para esse isomorfismo

ocorrer.

Exemplo 5.2.1 Considere o grupo Γ = Z2 × Z que é um V D1-grupo pois Γ′ = 0 × Z é um

PD1-grupo de Γ de ı́ndice finito, com módulo dualizante D = Z (com ação trivial). Vamos

determinar a sequência exata dada no Corolário anterior, para n = 1.

0 → Ĥ−1 → H̃1 → H0 → Ĥ0 → H̃0 → H1 → Ĥ1 → 0.

No Exemplo 4.5.1, vimos que Ĥk(Γ,Z) = Z2, ∀k. Temos H̃∗(Γ,Z) = H∗(Γ, D ⊗ Z) =

H∗(Γ,Z ⊗ Z) = H∗(Γ,Z). Usando Fórmulas de Kunneth, obtemos H1(Γ,Z) ≃ Z ⊕ Z2 e

H1(Γ,Z) ≃ Z. Temos então a seguinte sequência exata

0 → Z2 → Z⊕ Z2 → Z → Z2 → Z → Z → Z2 → 0

Note que não temos isomorfismos de dualidade entre H0(Γ,Z) e H1(Γ,Z) e também entre

H1(Γ,Z) e H0(Γ,Z) pois as cohomologias de Farrell Ĥ−1 = Ĥ0 = Ĥ1 = Z2 6= 0.
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ZG-módulos, 17

(H,G)-coincidência, 81

ação, 1

ação transitiva, 2
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número de folhas do recobrimento, 4

95
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