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“Quanto mais rapidamente as mdquinas se movem, tanto
mais rapidamente o homem vive, e tanto maior é o tributo,

em tensao nervosa, que ele paga as mdquinas. A cultura

o lazer e, com efeito, o préprio ato de viver, se tornam tao

entrelacados com as mdquinas, que o homem,
individualmente, tende a empobrecer-se interiormente.
O individuo fica mais ou menos na posigao do selvagem que

faz um fdolo e depois o serve e venera.”

Mohandas K. Gandhi.
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Resumo

O objetivo do nosso trabalho é estudar o comportamento dos zeros dos Polinémios
de Jacobi e de Gegenbauer. CondigGes necessérias para que os zeros do polinémio de Jacobi
pled (z) sejam menores (maiores) do que os zeros de P *?) (z) sdo fornecidas.

O problema de caracterizar a melhor func¢do possivel f,(\) de modo que os
produtos  fn (A)zax (A), & = 1,...,[n/2], sejam fungGes crescentes de ), para
A > —1/2, também ¢é investigado. Elbert e Siafarikas provaram que
fa(A) = (A + (2n? +1)/(4n+2))/? & uma dessas funcdes. N6s provamos que esse
resultado é assintoticamente preciso.

A ferramenta bésica de nossa abordagem ¢ a teoria de estabilidade de Routh e

Hurwitz.




Abstract

The behaviour of the zeros of Jacobi and Gegenbauer polinomials is studied.
Necessary conditions on order that the zeros of the Jacobi polynomial pld (xz) are smaller
(greater) than the zeros of PP (z) are provided.

The problem of characterizing the best possible function f, (A) that forces the
products fp, (A)zpx (A), & = 1,...,[n/2], to increase with A for A > —1/2, is also
investigated. Elbert and Siafarikas proved that f, (A\) = (A+ (2n2+1)/ (4n + 2))'/? obeys
this property. We estabilish the sharpness of their result.

The basic tool of our approach is the stability theory of Routh and Hurwitz.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar alguns dos principais resultados sobre
estabilidade de polinémios e aplicéd-los na investigagao do comportamento dos zeros dos
polindmios ortogonais de Jacobi e de Gegenbauer.

Os polindmios de Jacobi, pleP (z), n = 1,2,..., sdo ortogonais em [—1,1]
com relagao & fungdo peso w(z;, ) = (1 —z)*(1+2)?, para « e 3 reais e maiores
do que —1. Sabe-se que todos os zeros, z,x (o, 3), k = 1,...,n, do n-ésimo polinémio de
Jacobi, pLeP) (z), sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (—1,1). A presenca dos
parametros a e 3 significa que estamos considerando uma famflia de polindmios ortogonais.
Assim, a localizagdo dos zeros, z, (c,f), depende dos valores de « e 3. Portanto, para
quaisquer n e k naturais tais que 1 <k < n, ozero z,(a,[) é fungio das varidveis o
e, apB>—1.

A principal questao de nosso interesse neste trabalho é estudar o comportamento
de z,x (a,B) como fungdo das varidveis a e S.

Esse problema vem sendo investigado desde 1886, quando, independentemente,
Markov [16] e Stieltjes [20] forneceram duas brilhantes idéias para abordé-lo. Uma das
motivagoes para esse interesse é o fato de que os zeros de PP (z) sdo os nos da férmula

de quadratura de Gauss

1 n
| 1@ @ia )z~ ) f (o (@6).
-1 k=1




Outro fato que torna os zeros .k (c,() fungdes importantes para serem
pesquisadas é que, para « e (3 fixos, eles sdo os pontos de equilibrio de n cargas unitdrias
livres no campo eletrostético gerado pelas cargas (o« + 1) /2 e (8+ 1) /2 localizadas nos
pontos 1 e -1, respectivamente. Este sistema satisfaz a regra do potencial logaritmico.

E fascinate que os pontos de equilibrio das n cargas livres coincidem com os
zeros Tnx(o,B), k=1,...,n, do polindmio de Jacobi, PP (z).

Apenas para exemplificar, consideremos n = 7, a = 2.0, § = 3.0. Assim

obtemos o grafico do polinoémio de Jacobi, P_}z.o,&m (&)

Figura 1

E intuitivamente claro que alterando os valores das cargas fixas nos pontos —1
e 1, respectivamente, os pontos de equilfbrio desse sistema também vao mudar.

Consequentemente, no exemplo acima, Figura 1, os pontos de equilibrio serao
outros para «a # 2.0 e B # 3.0.

Fixando a carga o« no ponto 1, e aumentando a carga em [, temos um
deslocamento dos pontos de equilibrio das n cargas da esquerda para & direita.

Analogamente, fixando a carga § no ponto —1 e aumentando a carga «,
obtemos um deslocamento das n posi¢oes da direita para & esquerda.

Isso significa que os zeros do polinémio de Jacobi sao funcoes crescentes de [

e decrescentes de «.
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Quando a = f = A —1/2, os polindmios de Jacobi se reduzem aos polinémios

de Gegenbauer, o (z),n=0,1,..., quesao ortogonais em (—1,1) com relagao a funcio

peso w(z;A) = (1 — xz)k_l” ? . Consequentemente seus zeros sao simétricos com relacao ao
ponto de origem. Assim, para se obter informagdes sobre eles, basta estudarmos somente
0S zeros positivos.

Analogamente, para n =7, a = 3 = 0.5, obtemos o grafico do polinémio de

Gegenbauer, C‘-i(,l‘e} (z).

Figura 2

E intuitivamente claro que aumentando a carga de )\, teremos um deslocamento
de todos os zeros para o ponto de origem, isto é, os zeros positivos sao deslocados da direita
para a esquerda. Analogamanente, os zeros negativos se deslocaram da esqueda para a
direita.

Uma demonstracao rigorosa desse fato foi dada por Markov [16], em 1886. Ele
forneceu condigoes suficientes para a monotonicidade dos zeros z,x(7), k = 1,...,n, do

o0

n-ésimo polindémio, P (z), de uma sequéncia de polindmios ortogonais {P,gﬂ (:c)} que
n=1

dependem do parametro 7.




O resultado de A. Markov [21, Teorema 6.21.1], demonstrado no Capitulo 4,
afirma que os zeros de P\ (z) sao fungdes decrescentes de « e crescentes de f3.

Consequentemente, para (o, 3) fixoe a,8 > —1, as desigualdades
Tnk (@,0) < Zni (a,B), n=2,3,...,1 <k <n,
sao satisfeitas para a >a e b< f e
Tk (a,b) > znk (o, 0), n= el T R T

para a<ae b>[.

Graficamente, esse resultado pode ser visualizado pela Figura 3.

Figura 3

Se (a,b) pertence a regido verde (azul) da Figura 3, entdo os zeros do polinémio

P{*" (z) sdo menores (maiores) do que os zeros do polinémio PP (z),VnelN eVk,

%
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Pouco se conhece sobre o comportamento de z,x (a,b) quando (a,b) pertence
ao angulo {a > a,b > 3} ou {a < a,b < B}.

Suponha que os zeros de P*” ) (z) estejam arranjados em ordem decrescente,
=14 By (0 8) € Biwa (6 8) € Ll (6,8} < 1s

As desigualdades

Tny(a,b) < zpy(a,B), B>, a>a, b—F<a-q,

B+1

n }b n 7 ? ) )b
Tn1(a,b) < zpy(a,B), B<a, a>a <’8+a+1

(@a—a)
para os maiores zeros de P{*" (z) e PP (z) foi recentemente demonstrado em [6).

Estamos interessados em duas importantes questoes.

Problema 1 Dado um par (o,08), a,8 > —1, encontrar todos os pares (a,b),
a,b > —1, para os quais os zeros de P." (z) sido menores (maiores) do que os zeros de
PP (z). Em outras palavras, o problema é determinar (a,b), tais que as desigualdades
Tnk (a,0) < Tnk (,8) ou zni(a,b) > znx (o, f) sejam satisfeitas para todo n inteiro

positivo e para todo k, 1 < k < n, ou seja,
Sy (e, B) :=={(a,b) : zpk (a,b) < zni (a,3), 1<k<n},

St (a,B) := {(a,b) : Zo 4 (@,0) > T (0, 8), 1<k<n}.

Problema 2 Seja (a,3) um par dado, com «, 8 > —1. Determinar todos os pares (a,b),

a,b > —1, tais que

S~ (e, 8) == {(a,b) : 2y 4 (a,D) < Tpa (a,8); Yhk=1,...,n, Vne N},
S* (o, B) :={(a,b) : zpx (a,b) > zpr (o, 8), Vk=1,...,n, Vne N}.

E claro que as solugées do Problema 2 sio

5= (a, ) = F“i Sz (a, B) St (e, 8) =0 SF (e, f),

onde S, (a,B) e S} (e,f) sio as solugées do Problema 1.
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O teorema abaixo é a primeira importante contribuicao deste trabalho, que
responde, em parte, as indagacOes acima. Precisamente, ele mostra até onde as

desigualdades (1.1) e (1.2) podem ser estendidas.

Teorema 1.1 Seja n um inteiro positivo fizo.

Se Tpk(a,b) < zpi(a,PB) para k=1,2,...,n, entdo

b<min{5+”+5(a-a),5+"1‘Iﬁ(a—a)}. (1.3)

n+a«a «

Se T,k (a,b) > 2k (o, B) para k=1,2,...,n, entdo

b>max{ﬁ+::§(a—a),ﬁ+1:1£(a—a)}. (1.4)

Tomemos o ponto (a, 3) fixo e consideremos o ponto (a,b) pertencente a regiao
(1.3) ou (1.4). A desigualdade (1.3) é verdadeira quando (a,b) pertence ao angulo abaixo
das retas [y e ly, onde [, passa por (a,) e (—n,—n),e l; passapor (o,f) e (—1,—n).

A desigualdade (1.4) é satisfeita quando (a,b) estd no angulo acima dessas retas.

Corolério 1.1 Seja B > a. Neste caso,

la) se znk(a,b) >zpk(a,B), VReEIN eVk k=12,...

a<a e b>pB+a—a;

1b) se zpk(a,b) < Tpp (o, 8), VRneEeIN eVEk, k=1,2,...
a>« e b<fB+a-a.

Seja [ < a. Neste caso,

2a) se Tpi(a,b) > zpk(a,8), VnelNeVk, k=1,2,... entdo

B+1
a+1

2b) se Tok(a,b) < Tup(,8), VRneIN eVk k=1,2,... entdo

B+1
a+1(a—a). (1.7)

(a —a). (1.6)

a>ao e b>p(+

a>ao e b< B+

Esses resultados podem ser visualizados nas Figuras 4 e 5, respectivamente.




Figura 4

Figura 5
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Para 8 > «a, as desigualdades (1.5) mostram que z, (a,b) > z,x (o, ) pode

ser estendido no médximo para o angulo

T <ag (@)~ (@8) < 2 (19

Essas subregioes, S~ (o,3) e S*(e,f), sdo limitadas pela reta vertical que
passa pelo ponto («, ) e pela reta com coeficiente angular 7/4, passando pelos pontos
(—n,—n) e (a, ).

Analogamente, se [ < aq, (1.7) mostram que as desigualdades

Tk (a,b) < Znk (e, B) podem ser estendidas no méximo até
- 5 Sarg((a,b) — (o, f) <arg(a+1,8+1). (1.9)

Com raciocinio andlogo, essas subregioes S~ (o, 3) e S*(a,f), também séo
limitadas pela reta que passa pelos pontos (—1,—1) e (a, ) e pela reta vertical ao ponto
(o, 8) .

Resumindo, o Corolédrio 1.1 afirma que S~ (a,) é subconjunto das regides
verdes nas Figuras 4 e 5, e S* (a, 3) é subconjunto das regides azuis.

O resultado de Dimitrov [6], afirma que as correspondentes desigualdades para
os maiores zeros sao satisfeitas no angulo (1.8) e em grande parte do adngulo (1.9). S6
para mencionar a riqueza deste fato, as desigualdades (1.7) mostram que o resultado de
A. Markov [16] [21, Teorema 6.21.1] é extremamente preciso quando 8 é pequeno, isto &,
proximo de —1, e « ¢ suficientemente grande. Realmente, neste caso as regices (1.6) e

(1.9) estao préximas ao segundo e ao quarto quadrante em relagio a («,f3).

Vamos discutir agora, um problema sobre o comportamento dos zeros do polinémio
de Gegenbauer, e (z), que é um caso especial dos polindmios de Jacobi quando
BB =1 X 5 10,

Os polindmios ultraesféricos ou polindmios de Gegenbauer, N (z), sdo
ortogonais em (—1,1) com respeito a func¢do peso w(z) = (1 — $2)A—1K2’

Stieltjes [20] provou que, para n > 2 e 1 < k < [n/2], os zeros positivos de

) (z) séo fungoes decrescentes de .
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Seja n =4 e A= 1.5. Graficamente os zeros positivos de C{*® (z) podem ser

visualizados pela Figura 6.

E importante saber qual a velocidade com que estes zeros decrescem.

Consideremos o problema de caracterizar a fungdo extrema f(A), que forca
f(A)znk (X) a crescer quando A cresce. Para esclarecer o que significa “fungao extrema”,
precisamos de uma defini¢ao formal de extremalidade, que pode ser encontrada em [4].
Ahmed, Muldoon e Spigler [1] sugeriram que o problema deveria ser considerado de uma

forma geral, ou seja, procurar fungdes f,x (A) tais que
Zok (A) = ok (N) 20 (A) (1.10)

seja uma funcdo crescente de A, para todo n e para todo k, 1 < k < [n/2]. Naturalmente

fak (A) deve ser positiva e diferencidvel. Derivando (1.10), obtemos

0< Znk (A) = ok (N) Zag (A) + frk (V) 27,1 (A)-

Sabemos que z,x (A) ¢ uma fungdo positiva e decrescente, logo z;, , (A) < 0.
Portanto, se Znx (A) >0, fox(A) >0 e z;,,(A) <0, entdo

::,k(/\) _I;,k(/\)
ok ) = Tk OV’

para A > —1/2. (1.11)




Assim, enunciaremos os seguintes problemas:
P1. Para todon fixoe k= 1,2,...,[n/2] determinar a funcdo f,x()\) positiva para
A > —1/2, tal que Z,x (\) seja funcdo crescente de A e f}, , (A) /fax (A) seja minima.

Decorre imediatamente de (1.11) que o problema é equivalente ao problema de

encontrar ; ; (A) /Znk (A) . Se procurarmos fungoes f, (A) que dependem somente de n,

mas nao de k, entao o problema P1 pode ser reformulado.
P2. Para todo inteiro n > 2, determinar a fungao f, (A), positiva para A > —1/2, tal
que, para todo k, 1 < k < [n/2], o produto f, (A) Z,x (A) seja fungdo crescente de A e
fL(A) /fn (A) seja minima.

Se estivermos interessados em uma fun¢do universal, o problema pode ser
reescrito da seguinte forma:
P3. Qual é a funcao f(A), positiva para A > —1/2, tal que, para todo n > 2
fixo,1 < k < [n/2], o produto f(A)z,x(A) é funcdo crescente de A e f'(A)/f(A)

seja minima.

A nocgao “extrema” para os problemas enunciados é equivalente & minimizacao
dos quocientes f; ; (A) /fax (A), fn (A) /fa (), f'(A) /£ ()), respectivamente. Obviamente
essas exigéncias determinam uma fungdo conhecida a menos de um fator constante.

Se encontramos a solugao geral f,x (A) de P1, que é a mais dificil, entdo as
solugoes f, (A) de P2 e f(A) de P3 podem ser consequentemente obtidas, para qualquer

A > —1/2 fixo, através das férmulas

fo () nk (A)

fn (/\) B lﬁllg}ﬁaf;ﬂ] fn,k (/\)

Entretanto, para resolver esses problemas necessitamos de limites superiores
para —x;, ;. (A) /Znk (A).

O problema de encontrar a fungdo extrema f,(A) que for¢a o produto
faA)znk (A), & = 1,2,...,[n/2] a crescer, foi recentemente discutida por vdrios

pesquisadores.
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Em 1981, Laforgia [15] mostrou que Az, (A) é uma funcdo crescente de A para
0<A<l,ek=1,2,...,[n/2]. Ahmed, Muldoon e Spigler [1] refinaram, em 1986, o resul-
tado de Spigler [19] demonstrando que, sen >2 e f,(A) = A+ (2n2+1)/(4n+ 1))1’!2,
cada f, (A) Znk (A) cresce com A para —1/2< A <3/2, k=1,2,...,[n/2].

Ismail e Letessier [14] conjecturaram, em 1988, que Az, (\) cresce com ),
A>0ek=12,...,[n/2], e Askey observou que f, (A\) = /A + 1 poderia ser a solu¢ao
de P3. A sugestao de Askey foi reformulada como uma conjectura por Ismail, Letessier e
Askey em 1989, no artigo [13|, denominada ILA . Esta conjectura afirma que, se n > 2 e
1<k<[n/2],a funcdo \/m%k (A) é crescente com relagdo a A, para A > —1/2.

Consequentemente, f,(\) = +/A+1 seria a solugio de P3, pois
221 (A\) = /2(A+1). Em 1989, Ifantis e Siafarikas [11] demonstraram a conjectura
denominada ILA para o maior zero positivo, ,;(A), quando A > —1/2, usando
técnicas de fungoes analiticas.

Recentemente, Dimitrov [4] demonstrou a mesma conjectura para os zeros
positivos znx (A), A € (-1/2,9/2], e, também, para A € (-1/2,3/2 + v] e
n>1+ @ +3v+ 3/2)1"‘2 com v € IN. Além disso, demonstrou essa conjectura para
o maior zero, ,;(A), tal como Ifantis e Siafarikas, mas usando métodos diferentes.

Finalmente, em 1999, Elbert e Siafarikas [9] demonstraram que a fungao

2n?+1 12
(z\+ 4n+2) Zak(A) 5 k=1,...,[n/2], (1.12)

é crescente em A\, A > —1/2, demonstrando finalmente a conjectura ILA.

Figura 7
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A Figura 7, exemplifica o caso particular para os zeros positivos do polindmio
de Gegenbauer, C,El's) (z) , multiplicado pela fungao f; (1.5) de Elbert e Siafarikas, isto &,
as funcoes se tornam crescentes, quando A cresce.

E  interessante  saber até onde podemos estender a funcdo
faA)=A+(2n?+1)/(n+ 2))1"2 para que ela se aproxime o mdximo possivel da fungao

extrema.

Esta é a segunda questao de nosso interesse.

Existem fortes indfcios de que f, ()\) deve ter a forma f, (A\) = /A + c,, onde
¢, depende somente de n. Por outro lado, foi proposto em P3 que a melhor fungao f, (A)
possivel que for¢a f, (A) znx (A), 1 < k < [n/2], a crescer, é aquela que torna f}, (A) / fn (A)
minima. Assim, f, (\) = VA + ¢, serd uma funcao extrema se c, for o maior possivel.

O teorema abaixo é a segunda contribuigao deste trabalho. Ele mostra que o

resultado (1.12) é assintoticamente preciso.

Teorema 1.2 Seja n um inteiro positivo.
Se fn(X) épositivae fo(N)znox(N), k=1,2,...,[n/2], sdo fungdes crescentes
de A\, para A > —1/2, entdo

By 1
) 30 (1.13)

fonst (A) 1
f2n+1 (A) g 2(A+n+1) (1.14)

Além disso, se (A+ca) 2 znr (N), k=1,2,...,[n/2], sio fungdes crescentes

de )\, para A\ > —1/2, entdo

4n2+n+1

4n + 2 (1.15)

Cop <

n?+Tn+9

an+6 (1.16)

Cont1 <
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As desigualdades (1.13) e (1.14) fornecem limites superiores para a derivada do
logaritmo da func¢ao extrema para o problema discutido acima.

Obviamente as desigualdades (1.15) e (1.16) sdo equivalentes a

3
n<n— =
n <Mt T 2)

c <n+1+ D

Por outro lado, como ja mencionamos, Elbert e Siafarikas [9] monstraram que
faA)znk (A), k=1,2,...,[n/2], crescem com A se

2 1/2
£ )= (A+ in :21) . (1.17)

Entao, dependendo da paridade de n, a fungao f, (A), no resultado deles, pode

ser escrita como

1 3
2 e — — ——— - ...'._.F "

1 3
2
AD)=A+n+-4+——m.
Por outro lado, as desigualdades (1.15) e (1.16) mostram que as fungdes f2(}),
sao limitadas superiormente por
- 3

1
2 — — ——————
fan Q)<A=+ 5

15

1
2 = —
Jons1 (N) </\+n+4+4(2n+3).

Consequentemente, o multiplicador (1.17) é assintoticamente preciso.

O Teorema 1.1 e o Teorema 1.2, sdao as principais contribuicoes deste trabalho,

expostos no artigo [7].




Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capftulo, daremos algumas definicoes e teoremas importantes da
matematica, alguns seguidos de demonstragao outros nao, que serdao diretamente aplica-

dos no decorrer deste trabalho. Maiores informagoes podem ser encontradas em [3] e [22].

2.1 Numeros Complexos

Um nimero complexo z pode ser definido como um par ordenado (z,y) de

-
mimeros reais z e y, ou seja, z = (z,y). Seja € o conjunto do mimeros complexos, isto é,

C:={z=(z,y) =z+1y:z,y €R}.

O conjugado complexo ou, simplesmente, conjugado de um mimero complexo
z =z + 1y é o nimero Z = z — iy. O ponto Z é a reflexdo do ponto z, isto é, a posi¢ao
do ponto Z é simétrica & do ponto z com relagdo ao eixo x. Se z e y sdo niimeros reais,
o nimero real nao negativo y/ z? + y? é chamado valor absoluto, ou médulo, do niimero
complexo z = z+1y, isto é, por definigdo | z | = | z+iy | = v/ 22 + y2. Geometricamente,
o valor absoluto de z é o comprimento do vetor z, que € a distancia do ponto z & origem.

Sejam r e @ as coordenadas polares do ponto z, com r > 0. Entdo, z = rcosé
e y = rsenf.

Portanto, o mimero complexo z = x + iy pode ser escrito na forma polar por

z=1(cosh +isenf ) =re?, r>0,
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sendo 7 o raio, isto é, r = \/ 22+ y? := | z |. O 4ngulo 0 é chamado argumento de z e é

denotado por arg (z). Quando z # 0 os valores de 6 sdo determinados por

y y T
g = arcgm arccogy

Algumas vezes é conveniente usar a representacao polar em torno de um certo
ponto zp ao invés da origem, z — zy = p( cosf + isend), sendo p a distancia entre z e
20 (p=]|2—21]) eb, oéangulo de inclinagdo do vetor. O produto de dois mimeros
complexos z; = ri( cosf) + isenb, ), e zo = ra( cosf, + isenf; ) se reduz, na forma polar,
a 2129 = riro| cos(6y + 62) + isen(0; + 62) ].

Daf, conclui-se que arg( z122 ) = arg(z) + arg(z) = 6, + 0, . Por
indug¢ao matemadtica sobre n, decorre imediatamente, que o produto dos nimeros com-

plexos 21, 29,..., 2, serd
2129..2n =TT ... Tp[ cOS( 61 + 02+ ...+ 0,) +isen( 6, + 602+ ...+ 6,) |.

Consequentemente, arg( z122...2, ) =01+ 602+ ...+ 6,,.

Definigcao 2.1.1 Uma vizinhanga de um ponto zop € o conjunto de todos os pontos
-

para os quais |z — 2| < €, onde € ¢é uma constante positiva. Assim, uma vizinhanga

consiste de todos os pontos de um disco, ou regiao circular, inclusive o centro zy, mas sem

os pontos da fronteira.

2.2 Funcoes Continuas de uma Variavel Complexa

Nesta secao e em todo trabalho, consideraremos apenas as fungoes que sao no
minimo injetoras, contfnuas e n-vezes diferencidveis, definidas em uma regidao do plano
complexo que serd denominada de dominio da fungao.

Seja f (z) uma fun¢do continua de uma varidvel complexa z, que também pode
ser representada por f (z) :=u(z,y) +iv(z,y), onde u(z,y) e v(z,y) sdo fungdes reais
continuas com = e y varidveis reais. Assim, Re (f(z)) = u(z,y) e Im(f (z)) =v(z,y) sdo

as partes real e imagindria de f (z), respectivamente.
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2.2.1 Limite, Continuidade e Derivada

Definicao 2.2.1  (Limite). Seja f (2) uma fun¢io definida em todos os pontos de uma
vizinhanga de um ponto zy do plano complezo, exceto, eventualmente, no préprio ponto z.
A afirmagao

lim f(2) = wy

z—zp

significa que, para cada mimero positivo €, existe um nimero positivo § tal que

|f(2) —wo| < e sempre que |z — 2| <6, z # 2.

Definigao 2.2.2 (Continuidade) . Uma fungao f(z) é continua em um ponto zy € €
se, e somente se, as trés sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) f(20) eziste;

(2) lim,_,, f(z) eziste;

(3) lim._.., f(2) = f(20).

Definigcao 2.2.3 (Derivada) . Seja z um ponto arbitrdrio de uma vizinhanca de um
ponto fizo zy contida no dominio de defini¢do de uma certa fungio f (z). Seja Az = z— 2.

A derivada, f'(z0), de f(z) em zy é definida por

I (20) := alirllg flzo+ AAzi — f(z0)

se o limite existe, isto é, se o nimero complexo f'(zy) (derivada) existe. Entdo, para cada

numero positivo €, existe um nimero positivo § tal que

f(20 + A2) — f(20)
Az

— f'(20)| <&, sempre que 0 < |Az| <é.




Definigao 2.2.4 O limite & esquerda de um ponto a € IR do dominio de f(z) ¢é
definido por

T—a—

fla=)= lm f(@)=lim f ().

Analogamente, o limite a direita do ponto oo € R é dado por

flat) = lim f(z) =lim f(z).

z—at

Definicao 2.2.5 O ponto a do eizo real é denominado de salto positivo da fungdo, f(2)

se f(a—)=—o00 e f(a+)=+o00 e, salto negativo, se f(a—)=+oc0 e f(at+)=—o0.

Denotemos por N.(f;(a,b)) o mimero de saltos positivos da fungdo f(z) no

subintervalo real (a,b) e por N_(f; (a,b)), o mimero de saltos negativos.

Definicao 2.2.6 Se um ponto (z,y) se desloca continuamente através de uma curva
y = f(z) de modo que pelo menos uma de suas coordenadas tenda ao infinito e a distdncia
deste ponto a uma determinada mt(} tenda a zero, esta reta recebe o nome de asstntota da
curva. Se existe um niumero « tal que lim,_, f(z) = 00, a reta ¢ = a ( paralela ao eixo

0Y ) é a assintota vertical.

Citamos como exemplo a func¢io f(z) = 1/ (z — 2). E claro que a € IR ¢ ponto
de salto de f (z) somente quando seu gréfico tem assintota vertical z = a. Além disso,
observamos que nem todos os pontos a onde o grafico de f(z) tem assintota vertical sdo
pontos de salto. Se f(a—) e f(a+) tém o mesmo sinal, entdo a ndo é salto negativo e

tampouco positivo.

2.3 Funcoes Analiticas

Definigao 2.3.1  (Fung¢do Analitica). A fungdo f(z) na varidvel compleza z é analitica

no ponto 2, se sua derivada f'(z) exite ndo sé em z; mas também em todo ponto z de
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uma vizinhanga de zp. Uma fungdo € analitica em uma regido se for analitica em todos

pontos dessa regiao.

2.3.1 Equacgoes de Cauchy-Riemann

Seja f(z) = u(z,y)+iv (z,y) com Re(f(2)) =u(z,y) e Im(f(2)) =v(z,y).

Suponha que z — 2y éreal. Logo, z =x +1iyp e 29 = zo + iyo. Entéo,
f (Z) — f (ZO) = {U’ ('T: ?}0) + 1 (:L', yD)} - {u ($0, yO) + v (-730) y())}
Z—=2p r— I

u (z,yo) — u (Zo, Yo) 4 (z,40) — v (0, Yo)
T — Ip T — o '

Se esta expressao tende para um limite quando = — zy, entdo suas partes real

o . - Ou
e imagindria também tendem a limites, independentemente. Isso significa que —

oz

existem no ponto (zo,yo) . Portanto,

1 e Ou '61’!
f' (20) = (5;* za_m)mm,y:w

Por outro lado, suponha que 2z — z; tenha somente com a parte imaginéria,
istoé, z=x9+1y e zp=2x9+ iyg\ Logo,
f (Z) i f (30) — {’U, (.’L‘Q, y) + v (:‘BD: y)} — {u (:EC': yO) + v (mOI yO)}

zZ—2 B ?:y_iy[)
v (Zo,y) — v (Zo, Yo) _ iu(xg,y) — u (2o, Yo)

Y=Y Y=Y

. . . Ov Ou .
Assim, as derivadas parcias — e — existem no ponto (zo,yo) €

dy 0Oy

, v Ov
20)= | me Ve
f' (%) (6y ay)x=xo,y=vu

Comparando (2.1) e (2.2) e igualando as partes real e imagindria, obtemos

ou B @ ov ou

% ay’ % = _3_3; (3-' =Ty, Y= ?JO) (2-3)

Definigao 2.3.2  As equagdes (2.3) sdo denominadas Equagdes de Cauchy-Riemann.

Se existem as derivadas parcias de primeira ordem em uma regiao e sao contfnuas

em todos os pontos dessa regiao, entao as equagoes de Cauchy-Riemann sdo uma condigao
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necesséria e suficiente para que f(z) seja analitica nessa regiao. Sendo assim, existe uma

série de poténcias que representa essa fun¢ao no cfrculo de convergéncia, isto &,

o0

fz) =3 ane”

n=0

é convergente para |z| < .

Definigao 2.3.1 Um arco continuo é definido como um conjunto de pontos (z,y) tais

que
(2.4)

onde ¢(t) e u(t) sdo fungdes continuas do pardmetro real t.

Essa defini¢ao estabelece uma transformacao continua dos pontos ¢ do intervalo
(z,y) no arco e uma orientacao dos pontos (z,y) de acordo com o sentido de crescimento
de t. Se nenhum par de valores didtintos de ¢ corresponde a um mesmo ponto (z,y), o arco
é chamado arco de Jordan. Mas, se ¢(a) = ¢(b), p(a) = p(b) e nenhum outro par de valores
distintos de t corresponde a um mesmo ponto (z,y), entdo o arco continuo é uma curva
simples fechada, ou curva de Jordan.

O circulo
T =Ty CoS L, y=rg sent com 0 <t < 2m,

é um exemplo de curva simples fechada. Se as fungbes ¢ (t) e x (t) na equacdo (2.4) tém
derivadas continuas ¢'(t) e p/(t), que ndo se anulam simultaneamente para qualquer valor
de t, entdo o arco tem uma tangente que varia continuamente de posi¢ao . O arco (ou a
curva) é, entdo, suave. Entendemos por caminho a curva contfnua formada por um mimero

finito de arcos suaves.

Definicao 2.3.3 Define-se contorno como a curva consistindo de um nimero finito de

arcos definidos por = = ¢(t), y = u(t), onde ¢'(t) e w'(t) sdo continuas.
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O contorno ¢é fechado se o ponto final da curva coincide com o ponto inicial. Por

exemplo, calcular a integral
dz

F 2
onde F é um circulo com centro na origem e raio p.

Seja z = z + iy um mimero complexo qualquer. Mudando para coordenadas

polares, temos que z = p (cosf + isenf) = pe?’, com

z = pcost =: ¢(0) e y = psenf =: u(f), onde 0 < 6§ < 27. (2.5)

Assim, z = p(¢(0) +iu(f)) = pe®. Derivando z com relagio a 6, obtemos

¢'(0) = —psen e p'(0) = pcosb.

Por outro lado, dz/df = ¢/(6) + i¢/(6) = —psend + ipcosd = ip (cosf + isend) = pie”, ou

seja, dz = pie??dd. Finalmente,

- 10
/%z m—zdf):i/df):?m.
FZ F pe F

Portanto,

ff L (2.6)

z

Um dos principais resultados da Teoria das Fungdes Analiticas é o teorema de
Cauchy, que pode ser encontrado no livrto do Churchill [3] juntamente com

sua demonstracao.

Teorema 2.3.1 (Cauchy). Se a fung¢io f(z) é analitica e injetora no interior e sobre

um contorno F simples e fechado, entdo

[1@dz=o @)
F

Teorema 2.3.2 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f(z) uma fungdo analitica no

interior e sobre um contorno F. Se z é um ponto interior qualquer de F, entdo

f(z) = L [, (2.8)

2t Jrw — 2

-~ . . w .
Demonstragao: Consideremos a funcao M analftica exceto em w = 2z, onde o
-z




denominador se anula. Assim,
/ de = / de (2.9)
FW—2 yw W—2

onde vy é um outro contorno fechado dentro de F que inclui o ponto w = 2. Tomemos
v como o circulo com centro em z e raio p. Como f(w) é continua, podemos escolher p
suficientemente pequeno tal que | f(w) — f(z) | < €¢/p em -, sempre que |w — z| < p.
Por outro lado, sabemos que se M ¢é a cota superior de |f(z)| sobre a curva F e L é o

comprimento de F, entao

‘ j; f(2)dz | < ML. (2.10)

dw f(w) = f(2)
f(z)'[r—w_z+[T —— dw
omif (2) + / i“‘ftu)—:?dw, (2.11)

que decorre da igualdade (2.6). Substituindo (2.9) em (2.11) e aplicando o médulo em

ambos os lados de (2.11) obtemos

w-—=z

| [0 |- | [ 10210, |

Por (2.10), conclui-se que

‘ /_; f(w)zdw —2mif(2) l < ? =2xe

w_

Mas, o lado esquerdo da desigualdade acima é independente de e. Como & pode tender a

zero, obtemos

F(2) =% ]f f (“’zdw. (2.12)

w_

Esta é a férmula da integral de Cauchy, que expressa o valor de f(z) em qualquer ponto

interior de F. B
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Teorema 2.3.3 (Derivada de Cauchy). Seja z wum ponto qualquer no interior de F e
z 4+ h uma vizinhanga de z contida em F. Entao,
1 f(w)
(2) = — | ———=dw.
fz) 2mi /;_- (w— 2)? v
Demonstragao: Pela igualdade (2.12), temos que

flz+h) = Qim [ wf(—:’)_hdw. (2.13)

Subtraindo (2.12) de (2.13) e dividindo por h, segue que

fz+h)-f(z) _ 1 f(w)
h = omi /Jp G=—Fw-z— ™ (2.14)

2

Quando A — 0, o integrando tende a f(w)/(w — 2)*. Mostremos que é possivel passar o

limite sob o sinal da integral. Consideremos a diferenga

L= z){fuwl = m ff(Tf(—%d‘” = | z)g'c((;v)— P

Sejam M o méximo valor de |f(w)| em F e L o comprimento do arco F.

Seja 6 a distdncia minima de z a F. Se |h| < é, entdo

f(w) ML
‘ /;(w—z)?(w—z— Pk ‘ = PG _Jn)’

que ¢ limitado quando |h| — 0. Como o lado direito da tltima desigualdade tende a zero

com |h|, consequentemente

o1 [ fw)
fz) = 2mi j;— (w— z)zdw’
que é a formula de Cauchy para f'(z). i

Usando o mesmo raciocfnio obtém-se f”(z), que é a derivada de f’(z), dada

oA f(w)
(2) /f ( dw.

"~ 2mi w—z)3

Repetindo esse processo n vezes obtemos f(™(z), que é representada por

f(z) = 2% /F —(w’:(f))mdw.
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Definigao 2.3.4 (Série de Taylor). Suponhamos que f(z) é analitica dentro e sobre o

contorno simples F. Seja a um ponto interior de F. Entdo,

(z—a)"

fR)=fl@+Ez-a)f(@)+...+ —f™(a) +....

nl

FEsta série serd convergente se |z — a| < 6, onde 6 é a menor distdncia entre a e F.

2.3.2 Zeros de Funcgoes Analiticas

Definicao 2.3.5 O elemento z € G é um zero da fungio analitica f(z) se

f(z) =0. Se f(z) ¢ analitica numa vizinhanga de z = a entio f(z) =Y. ax(z — a)* para

|z — a| suficientemente pequeno e, se z = a é um zero, entdo um ou mais coeficientes ay,
k=1,2,..., se anulam. Se a, = 0 para k<m, mas a,, # 0, entdo dizemos que f(z) tem

um zero de ordem m.

Segue imediatamente da série de Taylor, Defini¢ao 2.3.4, que, se a é um zero de
ordem m, entdo f (a) = f'(a) =--- = f(™ 1 (a) = 0, enquanto que f™ (a) # 0. Os zeros
de uma fung¢ao analitica sao pontos isolados, a menos que a fungao seja identicamente nula,
e existe uma vizinhanga desse ponto onde a funcao nao tem zeros, exceto, eventualmente,
o proprio ponto. Consideremos agora, z* € €, um ponto arbitrdrio de qualquer um dos
dois circulos concéntricos 7, € 7,, |2* —a| =1 e |z* —a| = ry, com centro num ponto

a, onde 7 < ry.

Definigao 2.3.6 (Série de Laurent). Seja f(z) uma funcgdo analitica sobre v, e 7,
e na regido entre esses dois circulos, entdo, em cada ponto z entre os circulos f(z) é

representada por uma série convergentes de poténcias positivas e negativas de (z — a),

f(2)=) an(z—a)"+ ) (z—f"‘a—- (2.15)

an=L Ldz', para 1 =10,1,2,..-
o 2

Q711 * __ a)n-H

b, = % ?Q(z’ —a)"1f(2*)dz*, paran=1,2,....
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Quando f(z) é analitica no interior de <,, todos os coeficientes b, sdo nulos,

assim essa série se reduz a série de Taylor.

2.3.3 Singularidades de uma Funcao Analitica

Suponhamos f(z) analftica em uma vizinhanga de a, digamos para |z —a| <,
exceto no ponto a. Entao, a é chamado uma singularidade isolada de f(z). Consideremos
f(z) em termos da série de Laurent (2.15). Existem trés casos possiveis:

(1) todos os coeficientes b,, sao nulos;
(2) a série das poténcias negativas de z — a contém somente um nimero finito de termos.
Entao, dizemos que f(z) tem um pélo no ponto z = a. Se b, é o udltimo coeficiente que

nao se anula, entao
b

(z —a)"’

f(z) =Y an(z—a)

n=0 n=1

e dizemos que z = a é um pdélo de ordem m ou, um poélo simples, duplo, ..., de acordo
com m=1.2...:.
O coeficiente b, é denominado residuo de f(z) no ponto z = a é de particular

importancia pois, pela férmula de Laurent 2.3.6,

mwifmm

T omi

onde < ¢é um cfrculo com centro z = a, que exclui todas as outras singularidades da
fungdo. Assim, se z =a ¢ um polo simples, entdo b; =l1_r'r{11 (z —a) f(2);

(3) a série das poténcias negativas de z — @ tem um nimero infinito de termos. O ponto
z = a é entdao chamado uma singularidade essencial de f(z).

No caso particular em que f(z) é analitica em F’, todos os coeficentes b, sdo
nulos pelo Teorema 2.3.1. Portanto, a série reduz-se a série de Taylor.

Toda fungao tem um residuo em cada um de seus pontos singulares isolados,
j4 que a série de Laurent representa a fun¢do numa vizinhanga do ponto, exceto o préprio
ponto. O valor do residuo, pode ser zero. Se a fungdo tem apenas um mimero finito de
pontos singulares num domfnio, entao esses pontos sao necessariamente isolados. Assim, a

funcao que nao tem singularidades, a menos de pélos, é chamada funcao racional.
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Teorema 2.3.4 (Teorema do Restduo). Seja f(z) injetora e analitica sobre e
no interior do contorno fechado F , exceto em um niumero finito de pontos singulares,

21,22, ...,2n, interiores & F. Se by, by, ..., b, sao os restduos nesses pontos, entao

f f(2)dz = 2mi(by + by + ...+ by). (2.16)
'

Definigao 2.3.7 (Fungées Meromdrficas). Diz-se que uma fungdo é meromdrfica em

uma regido, se ela é analttica na regido exceto em um niumero finito de pdlos.

Teorema 2.3.5 (Zeros e Pdlos de Fungdes Analiticas). Seja f (z) injetora e analitica
sobre e no interior do contorno fechado F, exceto em um niumero finito de pdlos. Se
f (2) ndo tem zeros no contorno, entdo

L[ FE),
B s Fla) e b

onde N ¢é o nuimero de zeros no interior de F ( zeros de ordem m sendo contados m

vezes) e P é o numero de pdlos (pélos de ordem m, contados m vezes ).

Demonstragao: Seja z = a um zero de ordem m. Tem-se, entdo, que, nas vizinhangas

desse ponto, f (2) = (2 —a)™g(z), onde g(z) ¢é analfticae g (a)# 0. Assim,
fl(z)=m(z=a)" " g(2) + (2= a)" ¢ ().

Portanto,

f'z) _ _m

f(2)

onde o ultimo termo é analitico em 2z = a. Dai, f'(z)/f(z) tem pélo simples em z = a
com residuo m. Temos, entdo, que a soma dos residuos nos zeros de f(z) € N. Suponha
que z =a, éum polo de ordem m. A fungao h(z) = (z —a,)™ f(2) pode ser definida

em a, de modo a se tornar analitica nesse ponto. Assim, em alguma vizinhanga de a,,




exceto no préprio ponto,

f(@)=(z=a)™h(x),  com h(a)#0,

fl(2)=-m(z=ap) " h(z)+ (2= a,) "¢ ().
Portanto,

fl@) _ —m K@)

f(z)_z——ap h(z)

Temos, entao, que f'(z) /f (z) tem um pélo simples em a, com resfduo —m

Logo, a soma dos resfduos nos pélos de f(z) é —P. [

Corolério 2.3.2 Seja f (z) injetora e analttica em F, entdo o Teorema 2.3.5 reduz-se

1 frE (2.17)

2mi Jx f(2)

2.3.4 Fungoes Racionais

Entendemos por fungao racional toda fungdo que pode ser expressa por quociente
de polindémios. Mostraremos, nesta se¢ao, que toda fragao racional, ou seja, todo quociente
de polindmios, pode ser decomposta de maneira tinica em uma soma de um mimero finito
de fragoes simples.

Sejam p(z) e ¢(z) polindmios com coeficientes reais. Seja v (z) = p(z) /q ()

uma fragao racional irredutfvel.

Teorema 2.3.6 Uma fragdo racional irredutivel 1 (z) = cujo denominador
admite zeros de multiplicidade r, sendo, portanto, divistvel por (z — a)", sempre pode ser
decomposta em outras duas fragées: uma, que tem por numerador uma constante Ay e
por denominador (z — a)", e a outra, que tem por numerador um polinémio p;, e cujo

denominador se obtém ao se diminuir de uma unidade o expoente de z — a em q(z) .

Demonstragao: Suponhamos que a é um zero de ¢ (z) com multiplicidade r. Logo,

q(z) = (z —a)" q1 (z), onde ¢; (z) € um novo polindmio em z que néo se anula para z = a.
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Por hipétese, p (z) /q: (z) é uma fragao racional irredutivel. Logo, p (z) /¢ (z) também ser4.
Seja

p(a)
q (a)

Daqui, resulta que a fungao p(z) — Apq;(z) se anula em z = a. Entéo, é divisivel

AQ = == p (a) - AOQI (a) ={.

por z — a. Assim, podemos escrever p(z) — Apq;(z) = (z — a)py(z), sendo p; (z) um novo
polindmio em z. Assim, p(z) = Aoq1(z) + (z — a)p1(z).
Dividindo-se ambos os membros por ¢ (z) resulta em

o) Ao pi(2)
1@ G-o  Gom@

Aplicando sucessivamente o raciocfnio acima em pi(z)/[(z — a)""'q:1(z)]

obtemos

Al A‘r—l pr(:c)
G-ar G-a1 T @-0 @’

onde Ay, A, ..., A,_1 s@o constantes e p, (z) é¢ um polindmio em z. Assim, @ nao é um zero
de q; (z). Se considerarmos que o denominador ¢ (z) da fungao racional tem outro zero b
cuja multiplicidade é s, podemos escrever q(z) = (z — a)"(z — b)°q2(z).

Seja qi1(z) = (z — b)*q2(z). Consequentemente, a fragdo racional p,(z)/q (z)

poderd ser decomposta em s + 1 fragoes da seguinte forma

Pr( ) BO Bl Bs—l ps(m)

a@ @b G-t T G-a  g@

Seja, entdo ¢(z) = (z —a))™ (z — a2)™ ... (z — &)™ ¢ (z), ondeay,...,aq;, sio
todos os zeros reais de ¢(z). Neste caso,

pm (z)
- q (z)

?

onde ¢ (z) é uma constante, ou s6 tem zeros complexos.
O Teorema 2.3.6 é geral, aplicdvel, também, quando o polindémio ¢ (z) tem
zeros imagindrios. Como os coeficientes de ¢ (z) sdo reais, os zeros imaginérios s6 podem

aparecer em pares conjugados. O teorema a seguir nos d4 uma regra para esses casos.
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Teorema 2.3.7 Seja q(x) um polindmio com coeficientes reais que admite zeros
complezos o + i3 e «a — iff com multiplicidade k. Entdo, a fragdo p(z) /q(z) poderd
ser decomposta em outras duas: a primeira, cujo numerador é uma fung¢do linear em = e
por denominador [(z —a)?+ (%)% e a sequnda com numerador um polinémio e denominador
a expressdo que resulta ao se diminuir de uma unidade o expoente do fator [(z — )? + 7]

em q ().

Demonstragao: Sendo a+if e a—if zeros de q(z) de multiplicidade k, podemos

escrever
q(z) = [(z-a+if)(z-a—if)n(z)
(z — ) + B qu(2),

onde q; (z) ¢ um polindmio real em = que ndo admite zeros complexos a + i3 e a — if.

Como p (z) também ndo admite esses zeros por nao ter fatores comuns com ¢ (z), a fra¢do

p(z)
e # 0,

para = = a+10.

Portanto,
p(a +1B)

Q1 +1ip)
sendo My e Ny constantes, cujos valores podem ser determinados através da equacao

= My(a + i) + Ny, (218)

pla+1i8) — [Mo(a + i8) + Nolg: (e + i3) = 0.

Igualando-se as partes reais e imagindrias, obtemos p(z) — (Moz + No)qi1(z) = 0. Esta
equacao tem coeficientes reais e admite como zero o mimero complexo a+i4. Logo, admite,
também, o mimero complexo a—%/3, de modo que o primeiro membro admitird como fatores

(z — (e +1iB)) e (z — (a — iB)) cujo produto é (z — @)? + 4. Portanto,
p(z) — (Moz + No)ai (z) = [(z — )* + B*]pu(2),

ou seja,

p(z) = (Moz + No)q(z) + [(z — @)® + B*]p1(z)
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onde p; (z) € um novo polindémio inteiro em z. Dividindo-se ambos os membros
por ¢ (z), obtém-se

Moz + Ny p1(z)

B Y L T EE = e i

Aplicando sucessivamente o raciocinio acima na iltima fracao de modo que os
nimeros complexos conjugados a + i e a —if sejam zeros de ¢ (z) com multiplicidade

k, podemos escrever

- MgiL‘+Ng M]_.?.?+ N] + Mk$“+‘Nk pk(.’L‘)
[(z—a)2+ 8T [z—al+FfF! " (z-a)?+8  al)’

onde ¢, (z) &€ um polinémio que nao admite o + i e @ — i como zeros. Se py () /q1 (z)
tiver outros zeros complexos aplica-se novamente a técnica descrita acima, caso contrério

aplica-se o Teorema 2.3.6.

2.4 Resultados Classicos sobre Polindmios Algébricos

A regra de Cauchy é uma ferramenta poderosa para se determinar um cfrculo
que contém todos os zeros, ou rafzes, de um polindmio com coeficientes complexos. Se
p(z) é um polindmio de grau n, ele tem exatamente n zeros no plano complexo. E muito

importante achar uma regiao, por exemplo um circulo, que contém todos os zeros de p(z).

Teorema 2.4.1 Seja p(z) = 2™ + @12 + ... + a, um polinémio algébrico com
coeficientes compleros e a, # 0. Entdo, qualquer zero z de p(z) satisfaz a

desigualdade |z| < R, onde R é o 1nico zero positivo da equagdo

t" — a1 |t" ! — ... = |an-1|t — |an| = 0. (2.19)

Em outras palavras, todos os zeros da equagio p(z) = 0 pertencem ao circulo de

centro na origem e raio R.




Demonstragao: Demonstraremos, primeiramente de uma maneira direta, que a equacao
(2.19) tem, de fato, um tinico zero positivo.

E claro que, para t > 0, (2.19) é equivalente & equagio
t" = |a|t" !+ ..+ |an_1 |t + |aa]-

Dividindo ambos os membros por t", obtemos

1

tn-—l

1
+ |an|t—n.

1
1= ||‘.11!E + ...+ [an_]|

A funcdo do lado direito é estritamente decrescente em (0,00), tem valores
arbitrariamemte grandes quando ¢ estd préximo de zero e converge para 0 quando ¢t — ooc.
Consequentemente, o gréfico desta fungdo cruza o grafico da fungio y (t) = 1 uma unica
vez em um ponto t de (0, 00), que é obviamente positivo.

Denotemos por ¢ (t) a fungio
o) :i=t" = |ay|t" ' — ... = |ap-1]t — |an] -

Pela observagao acima, ¢ (t) tem um unico zero positivo que é o ponto R. Entdo, se ¢ (t) <0
para algum z > 0, temos z < R.
Vamos supor, agora, que p(z) = 0 para algum z. Entao,

"= —a;2" ! — ... —a,_1z — a, e, consequentemente,

2| = |a12® ' +...+ @12+ ay

< laalle* + ..+ lan-allz] + laa] -

A 1ltima desigualdade mostra que ¢(|z|) < 0 e, de acordo com a afirmagao j4&
demonstrada [z| < R. W

Daremos, agora, uma regra, proposta por Lagrange, para se determinar um
limite superior para os zeros positivos de uma equacao algébrica com coeficientes reais.
Esta regra pode ser utilizada para se determinar, por exemplo, um limite superior para
o R do Teorema 2.4.1. O célculo de uma boa aproximagao para R exige outros métodos

numericos.
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2.4.1 Regra de Lagrange

Teorema 2.4.2 Seja  f(z) = apz™ + ... + ap_1Z + a, um polinémio algébrico com
coeficientes reais e ag # 0. Suponha que ag > 0. Sejam k o indice do primeiro coeficiente
negativo e A o valor absoluto do coeficiente negativo de maior valor absoluto da sequéncia

ag,ay, . .., a,. Entao, qualquer zero positivo = de f(t) =0 satisfaz & desigualdade

K/ A
<1+ o

Demonstragao: Vamos supor que z > 1 + 1"/ﬁ := p. Entao,

f(z) @z +...+ax" F + ... +a,
agzr“+ak:r"'k+...+aﬂ (a,;ZU, E=U,,k——1)

apz™ — A(z"* 4 ...+ z + 1) (pela escolha de A)
:cn—k—i-l -1
apr" — A—mm
2~1
n—k+1
x
"—A
agx — (

(agz* Y (z — 1) — A)

— > 0)

xn—k

z—1

mn—k

> x_l(ag(:c-—l)k—A) (z>z-1).

k[ A
p>1 + —0 3

entdo (z — 1)F > A/ay e, consequentemente, ag(z — 1) — A > 0. Assim, mostramos que
para x > p temos f(z) > 0, isto é, f(z) é diferente de zero para z > p. Consequentemente,

todos os zeros positivos da equagao f(t) = 0 sdo menores do que p. B

Notemos que, tendo a disposi¢ao um método para se determinar um limite su-
perior para os zeros positivos, podemos achar um limite inferior para os zeros negativos,
isto é, localizar em um intervalo [m, M] todos os zeros reais de uma equagao algébrica.
Isto pode ser feito, reduzindo-se o segundo problema (sobre os zeros negativos) ao primeiro

problema (sobre os zeros positivos), através da mudanga de varidveis z = —t.
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De fato, sejam —z; < ... < —z; < 0 os zeros negativos de f(z) = 0.

Introduzimos o polindmio g¢(t) := f(—t).

E claro que 0 < z; < ... < z; serio os zeros positivos da equagio g(t) = 0. Por

algum dos métodos conhecidos podemos achar um limite superior p para seus zeros,
z; <...<z1 <P

Portanto, —p < —z; < ... < —z; < 0 e, consequentemente, —p sera um limite inferior para

os zeros negativos de f (z). Analogamente, pelas mudangas

obtemos um limite inferior para os zeros positivos e limite superior para os zeros negativos
da equagao f(z) = 0.

Agora, tratemos de um problema um pouco mais dificil, que é o de se determinar
o nimero dos zeros reais da equagao algébrica f (z) que pertencem ao intervalo [a,b]. O
seguinte lema, que vale nao somente para polindmios mas para funcgoes suficientemente
suaves, tem um papel importante em todos os métodos para se achar limites para este

nuamero.

Lema 2.4.3  Seja f (2) uma fungdo que tem derivadas continuas até a ordem k em uma

vizinhanga U do ponto c. Sejam
=...=f* V=0 e f¥C)£0.
Entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos
fle+e)f'(c+e) > 0,
flc=¢e)f'(c—€) < 0.

Demonstragao: A afirmacido do lema diz que antes de qualquer zero ¢ da equagio
f(t) = 0, a fungao f(z) e sua derivada tém sinais opostos antes e depois dos zeros. A
demonstracao é baseada na férmula de Taylor. Para todo h suficientemente pequeno, tal

que c+ h, c—h € U, temos

flle),  f"(c) FEI(E) s o1, fM(c+6h)
f(C+h)=f()+ 1 h + ol h -|'...-|'mhf*c +Thk,
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onde 8 € (0,1). Analogamente,

H(c)

f(k—l}(c) pk-2 f(k)(c + 61h)
1!

% —2)! e

flle+h) = f(c) +

ha4...+

onde 6, € (0,1). Como fU)(c) =0, para j =0,...,k — 1, entdo

fle+h)  f®(c+6R) h
Ffllc+h)  F®(c+6:h) k

Mas, f®)(t) # 0. Desde que f(*)(¢) é fungdo continua, existe uma vizinhanca U, de c tal
que f®)(t) # 0 para todo t € U;. Além disso, sinal f*¥(t) = sinal (f*)(c)) para todo

t € Y,. Em particular, para h suficientemente pequeno, temos
sinal (f(k)(c+ 6h)) = sinal (f(k)(c + 61h)) .

Consequentemente,

sinal (%) = sinal (h).

Assim, fazendo h = € e h = —¢, obtemos a afirmacao do lema. l

2.4.2 Sequéncia de Sturm

Seja f(z) um polindmio algébrico arbitrario de grau exatamente n, isto &,
f(z) = apz™ + ... + a, e ap # 0. Aplicando o algoritmo de Euclides, para se achar o

maior fator comum entre f(z) e f'(z), obtemos

rr—2(z) = rh1(2)qk-1(z) — Ti(2).

Neste processo, tomamos os restos da divisao com sinal ” —”. Podemos observar

que os graus dos polindomios 7;(z), i = 1,2,...,k, sao estritamente decrescentes. A divisdo
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é repetida até obtermos o resto ri(z) de grau zero, isto é, uma constante. Se esta constante
é 0, entdao rr—; (z) € o fator comum entre f (z) e f'(z). Se 7 (z) = const # 0, entdo
f (z) e f' (z) nao tém fatores em comum diferentes de constante. Por exemplo, se f(z) ndo
tem zeros muiltiplos, entdo f(z) e f'(z) ndo tém fatores comuns diferentes de constante e,

consequentemente, o algoritmo de Euclides produz a sequéncia

f(@), f'(x),m1(x),...,rk(z), com ri(z)= const#0.

Seja (a,b) um dado intervalo. Vamos supor que 7¢(z) é um fator comum entre
f(z) e f'(z) e que (z) # 0 em (a,b). Por outro lado, ri(z) # 0 em (a,b) se, e somente
se, f (z) ndo tem zeros multiplos em (a,b).

De fato, se f () tiver um zero £ com multiplicidade p em (a,b), entdo £ é um
zero com multiplicidade (p — 1) de f’(z) e, consequentemente, f (z) e f'(z) tém um fator
comum (z—&)P~!, onde o ponto £ € (a,b). Reciprocamente, se f (z) ndo tem zeros multiplos

em (a,b), entdo o fator comum entre f (z) e f’'(z) ndo tem zeros em (a,b).

Definicao 2.4.1 Dizemos que

f(I),f{(SC),Tl(:I?),...,Tk(l‘) (220)

é a sequéncia de Sturm gerada pelo algoritmo de Euclides, aplicado em f(z) e f'(z).

Denotemos por V (z) := V(f(z), f'(z),r1(z),...,m(x)), o nimero de mudancas

de sinal na sequéncia (2.20), no ponto z € (a, b).

Lema 2.4.1 A sequéncia (2.20) satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Se f(c) =0, entdo f(c—¢) e f'(c—¢€) tém sinais opostos e f(c+¢€) e f'(c+¢) tém o
mesmo sinal para todo € > 0 suficientemente pequeno.

(2) Se ri(c) =0 para algum i, i =0,1,...,k — 1, entdo 7i_1(c) # 0, riy1(c) # 0, ri_1(c) e
riv1(c) tém sinais opostos, onde r_1(z) := f(z), ro(z) := f'(z).

(3) ri(z) # 0 em (a,b).
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Demonstragao: A primeira condi¢ao segue do Lema 2.4.3. A afirmacido em (2) é con-
sequéncia imediata da relagao r;_y(z) = ri(z)qi(z) — ri;1(z) para z = c¢. Entdo, obtemos
ri—1(¢) = —rit1(c). Se supusermos que um desses dois mimeros é zero, entdo, pela rela¢ao
de recorréncia, obtemos r;_1(c) = ri—2(c) = ... =11(c) = f'(c) = f(c) = 0. Assim, c seria
zero muiltiplo de f (z), o que leva a uma contradigao.

A afirmacao em (3) é consequéncia de termos exigido que f(z) ndo tenha zeros

multiplos em (a, b).

Teorema 2.4.4 (Sturm). Seja f(xz) um polinémio algébrico de grau n que ndo

tem zeros miiltiplos em (a,b). Entdo, o nimero de zeros de f(z) em (a,b) € igual a

V(a) - V(b).

Demonstragao: Vamos acompanhar a varia¢ao do mimero V(z) de mudangas de sinal na
sequéncia de Sturm (2.20) quando z se move de a até b. Desde que todas as fungoes desta
sequéncia sao polinémios algébricos e, portanto, sao fungdes continuas, entao a mudanga
do mimero V(z) pode ocorrer somente quando z passa por um zero de uma das fungdes
f(z), f'(z),m1(z),..., re_1(z). Vamos supor que ¢ € (a,b) e f(c) = 0. Entdo, para € > 0
suficientemente pequeno, f(c —¢€) e f'(c — €) tém sinais opostos e f(c+¢€) e f'(c+ €) tém
o mesmo sinal. Consequentemente, entre f(z) e f'(z) existe uma mudanga de sinal antes
de c e esta mudanga desaparece depois de c. Em outras palavras, o mimero V (z) diminui
de um quando z passa por um zero de f (z).

Vamos observar, agora, o que acontece quando z passa por um zero de 7;(x)
para algum i = 0,...,k — 1. Seja, entdo, r;(c) = 0. Neste caso, pela propriedade (1) da

sequéncia de Sturm,

?"1'__1(0) -_)é U, T{+1(C) -_)é 0 e Ti_l(C)Tf+1(C) < 0.

Isso significa que 7;_i(z)ri+1(z) < 0 para todo z em uma vizinhanga suficientemente
pequena de c e, portanto,
V(ri-1(z),ri(z), risa(z)) = 1,

para todo z desta vizinhanga. Isso mostra que quando z passa por um zero de uma fungao
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intermedidria de (2.20) o mimero das mudangas V (z) nao se altera. Assim, mostramos
que V (z) diminui de um somente quando z passa por zero de f(z). Consequentemente, o
mimero de mudangas de sinal perdidas quando z percorre o intervalo (a,b) é exatamente

igual a mimero de zeros de f (z) em (a,b). |

Vamos considerar agora, a sequéncia dos polinémios

f(z) = po(z),p1(2), P2 (T),...,Pk(z)

que satisfaz as seguintes exigéncias:
1. Para todo z € (a,b), se pj(z) =0, entao p;_(z)p;+1(z) <O.
2. O ultimo polindmio pi(z) ndo se anula no intervalo (a,b), isto &, p(z) # 0 para todo
z € (a,b).

Qualquer sequéncia de polindmios que satisfaz essas condigoes &
chamada sequéncia de Sturm generalizada.

Dado dois polinémios f(z) = po(z) e p1(z) sem zeros em comum, tal que o grau
de p;(z) & menor ou igual do que o grau de f(z), podemos construir uma sequéncia de

Sturm generalizada através do algoritmo de Euclides

f(z) = qo(z)pi(z) - p2(2)

pr-1(z) = qr(z)pe(z).

Podemos verificar que realmente essa sequéncia é de Sturm generalizada. De

fato, se p;j(z) = 0 (2.22) implica que, neste ponto z, os valores dos polindmios p;_;(z) e

pj+1(z) sdo ndo nulos e tém sinais opostos. Além disso, se f(z) e pi(z) ndo tém zeros

em comum, pi(z) é constante.
Assim, dados f (z) e pi(z) sem zeros em comum e com grau(p,) < grau(f), por
V(f, p1; ) denotaremos o mimero de mudangas de sinal na sequéncia de Sturm generalizada,

gerada pelos polinoémios f (z) e p;(z) através do algoritmo de Euclides, no ponto z.
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Vale a pena mencionar que a demonstragdo do Teorema 2.4.4 estd baseada
somente nas propriedades 1. e 2. da sequéncia de Sturm gerada pelos polinémios f(z)
e f'(z). Portanto, podemos usar os mesmos argumentos para demonstrar a seguinte

- generalizagao do Teorema 2.4.4.

Teorema 2.4.5 Sejam f (z) e pi(z) polindmios reais sem zeros em comum, tal que o

grau de p,(x) menor ou igual do que o grau de f (z). Entdo,

Z(f;(a,0)) =V (f,p1;0) =V (f,p1;0).

2.5 OQOutros Teoremas

2.5.1 Teorema de Rolle

Teorema 2.5.1 Seja  f(z) wma fungdo continua no segmento [a,b] com
f(a) = f(b) =0. Se f(z) é derivdvel em todos os pontos de (a,b), entdo existe pelo

menos um ponto c € (a,b) tal que f'(c)=0.

2.5.2 Teorema do Valor Médio

Teorema 2.5.2  Seja f (2) uma fungdo continua no segmento [a,b]. Se f (z) ¢é derivdvel

em todos os pontos de (a,b), entdo existe pelo menos um ponto c € (a,b) tal que

f(b) = f(a)
b—a

f'e)=




2.5.3 Continuidade dos Zeros com Relagao aos Coeficientes

O teorema a seguir é de relevante importancia, porém sua demonstragao é

extremamente complicada, pois utiliza topologia e esta além dos objetivos deste trabalho.

Teorema 2.5.3  Se os coeficientes de um polinémio g, (z;p) = ao () + a1 (p) 2 +...+
an (1) 2", an (p) # 0, sdo fungdes continuas de p, os zeros de g, (z; 1) também sao fungoes

continuas de p.

2.5.4 Regra de Leibniz

Sejam as fungdes f (z) e g(z). A n-ésima derivada do produto f(z)g(z) é
dada por

dz™ 1

L @e@=Y (1) [0 @) [t @] 223)

i=0




Capitulo 3

Teoria de Estabilidade

Temos por objetivo principal neste capitulo, obter um critério para que os
zeros de dois polindmios de mesmo grau se entrelacem. Esse objetivo serd atingido através
de condigbes necessdrias e suficientes para que os zeros de um polindmio algébrico real
se localizem no plano complexo a esquerda do eixo imagindrio. O Wltimo critério, car-
acteriza o que conhecemos por estabilidade, que é de grande importincia na fisica, mais
especificamente em sistemas elétricos e mecéanicos.

Na Secao 3.1, introduziremos e estudaremos os indices de Cauchy de uma funcao
racional real 1 (z). O Teorema 3.1.1 mostra que o mimero de zeros de um polinémio p(z)
em um intervalo (a,b) é igual ao indice de Cauchy de uma fungio racional associada ao
polinémio p(z). Por outro lado, o nimero dos zeros simples de p(z) ¢é fornecido pelo
teorema de Sturm em termos das variagdes da correspondente sequéncia de Sturm. Com
isso, temos a relagao entre os indices de Cauchy e o nimero de variagoes.

Esta variagao é uma das ferramentas principais na demonstragao do teorema de
Routh, que é dada na Secao 3.2. O teorema de Routh tem, por seu lado, como consequéncia
imediata o critério de Routh, que fornece a primeira condigao necesséria e suficiente para que
todos os zeros de um polinémio tenham parte real negativa. Na Se¢ao 3.3, nosso interesse
é mostrar o teorema de Hurwitz, que é o segundo critério, equivalente ao de Routh, para
que um polinémio seja estével.

Como consequéncia do critério de Hurwitz, forneceremos uma condigao necessédria
e suficiente para que os zeros de dois polindmios sejam reais, negativos e se entrelacem. A

fonte principal do nosso estudo neste capitulo é o livro de Gantmacher [10].
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3.1 Indices de Cauchy

Sejam f (z) e g (x) polinomios algébricos reais de grau m e n, respectivamente.
Estudaremos os indices de Cauchy de ¢ (z) = f (z) /g (z). Para introduzi-los precisaremos

da nocao de salto de uma fung¢ao racional, dada na Defini¢ao 2.2.5.

Definigao 3.1.1 O fndice de Cauchy da fungdo racional real v (z) entre os limites a
e b ¢é a diferenca entre o nmimero de saltos positivos Ny (v;(a,b)) e o nimero de saltos

negativo N_(v; (a,b)) de v (z) em (a,b), ou seja,
I (z) = Ny (9; (a,b)) — N_(¢; (a, b)),
com a,be R, ou a= -0 e b= +o0.

O sinal de um mimero A é definido naturalmente por

1 se A>0;
sinal (A) = se A=0;
-1 se A<O.

Consideremos que o grau do polindémio f (z) é maior ou igual ao do polindmio

g () . Logo,
7@ Ot

Assim, o grau de r (z) € menor do que o graude g (z). Quando m < n, o polindmio ¢ (z)
¢ identicamente nulo.

Logo,
¥ (z) ==q(z) + g :

Suponhamos que os polinémios f(z) e g¢(z) ndo tenham zeros em comum.
Sejam zy,...,x, 0s zeros reais simples de g(z). Logo, pelo teorema fundamental da
algebra, temos que g(z) = go(z — 1) (z — 22)...(z — zp) g* (z) , onde o grau de g* (z) é
n —p e tem somente zeros nao-reais. Aplicando os Teoremas 2.3.6 e 2.3.7 em 9 (z),

segue que
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Lema 3.1.1 Sejam  f(z) e g(z) polinémios algébricos reais de graus m e n,
respectivamente, com m 2= n. Entao,

z sinal (Ax), com Ai € 1R.

a<zp<b

Demonstragao: Aplicando a Defini¢do 3.1.1 e (3.1) , temos que
T
I—-'-.gg ( ) N+(g ( o0, +OO)) - N—(E;(_OO:"}'OO)):

pois, ¢(z) ndo tem saltos positivos e negativos.

Por outro lado, é claro que a fungdo Ax/(z — zi) tem salto positivo em zj se
A > 0 e salto negativo se A; < 0. Logo,

I1®d(z) = Z sinal ( Z sinal (Ag) .
Ax>0 Ax<0

Seja B = max{|zi1|,|z2|,...,|zp|} + 1.

Pelo Teorema 2.4.2, podemos afirmar que existe um cfrculo centrado na origem
e de raio 3, tal que 7 (z) /g (z) ndo tem saltos fora desse circulo. Consequentemente, para

a=—03 e b= [3, temos que

ICOREICE)

sinal (%) = smaz( . (3.2)

Com isso, podemos limitar o intervalo de (—oo, +00) para (a,b), de tal forma que contenha
todos os pontos z;, 3, ..., T,. Portanto,

IYy(z) = Z sinal (Ax), com a<b. W

a<zp<b

Coroldrio 3.1.1 Seja  p(z) = ap(z — )™ (z — ag)™...(z — am)™™, com a; # o,

i,k =1,2,...,m, um polinémio algébrico real. Entao,

28 o (L) - o (ifan)

p(z)

Demonstragao: A derivada de p(z) é dada por

P (z) = ao {an(x — o)™z — o)™ Lz — am)"’“} ;
k=1
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Dividindo p'(z) por p(z), obtemos

m
=3
- .

k=1

Sejam oy, as,...,qa, 0S zeros reais com multiplicidades n;,ns,...,n,, respectivamente, de
) 1y yey Up 3 P 3

p(z). Pelo Teorema 2.3.7, temos que

p'(z) -
p(:r) )+ ; (z — ax)

onde r(z) éuma funcao racional real sem saltos reais.
Pelo mesmo raciocfnio de (3.2), podemos considerar o intervalo (a,b) finito de

tal forma que contenha os pontos ay, a, ...,a,. Logo,

(=) Z sinal (Ag) — Z sinal (Ag).

x
Ar>0 Ar<0

Portanto, é natural que

Z sinal (Ag) = N_

Ar<0

Assim,

2Oy, (e
oo ~ M b

Trataremos agora de um caso mais geral. Consideremos os polindmios algébricos
reais g, (z) e gn-1(z) que geram a sequéncia de Sturm quando aplicamos o algoritmo
de Euclides, isto &, g, (z), gn-1(z),7r2(2),..., 7 (z). Assim, o Teorema 2.4.5 implica que
V (Gny gn-1;a) =V (gn, gn-1;b) € igual ao mimero de zeros reais simples do polindémio g, ()

em (a,b).
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Teorema 3.1.1 Sejam
gn(z) = ap(z — )™ ... (2 — am)"™ (T — amy1)"™ ... (2 — o)™,
onde ay,...,Q, SGAO0 SEUS ZET0S TeAlS € Q(myil,. .., Qs 0S 2€T0S Ndo-reais, e g,—, () polindémios

algébricos reais satisfazendo as consideragdes expostas acima. Entdo,

fﬁ%@ff;) = Z(gai (a,1),

onde Z (gn;(a,b)) € igual ao nimero de zeros reais, simples e distintos de g,(z) no

intervalo (a,b).

Demonstragao: Pelos Teoremas 2.3.6 e 2.3.7 podemos decompor qualquer fungao racional

real g,—1 (z) /g. () em somas de fragOes simples, ou seja, em uma somatéria de fragoes

com saltos reais e em outra somatéria sem saltos reais da seguinte forma:

gn1 (@) _ oy +Z{ +($f_;)n} (3.4)

gal(z)
onde o; e A;,, sao nimeros reais, A;,, # 0, para i = 1,2,...,m. A funcao racional real
r(z) nao tem saltos reais.

Seja z pertencente a uma vizinhanca suficientemente pequena de ;. Para tais

(z—a)% >0, se z>aq;
(3.5)
sinal ((z — o;)™) = sinal ((-1)™), se z <.

Logo, multiplicando (3.4) por (z — «;)™, obtemos
(3: = ai)n‘%T_!(z:-('“):{:’)' = Z {Ai,l (.’B = Cl’;')ﬂ"_l + ..+ Ai,n.-—l (I—‘ - af) + Ag'm}
n i=1
+(z — a;)"r(z).

Assim,

. n-gﬂ—l (I)
lim (z—o)"——m—— =
T—rxy ( ) gn(m)

Portanto, quando n; for par, temos que
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e, por essa razao, A, /(z — ;)™ nao terd saltos positivos nem negativos. Logo, de (3.5)

e (3.6), concluimos que

Ifgg;;é?z Z sinal (Ain,) .

n;: impar

Assim, se os zeros reais de g(z) pertenceram ao intervalo (a,b), entao

I:M: Z sinal (Ain,),

Gn ($) a<a;<b

n;: impar

ou, equivalentemente,

I:Qn—l(x) - z sinal (Aipn,) — Z sinal (Aipn,;)-
A

9n(2) Ain. >0 in; <0

E importante ressaltar que teremos salto positivo ou negativo em
Ain./(z — ;)™ se, e somente se, z for um zero de g, (z) de multiplicidade fmpar. Assim,
Ibgn—l (33)

" (@) é igual ao mimero de zeros reais simples de g, () em (a,b).
gnlZ

Portanto,

1 E) 7 a,0). ®

a

gn(z)

Corolario 3.1.2

o1 (T
Ig%l =V (gn,gn_l;a) -V (gn;gn—l;b) .

Demonstragao: Um outro método para se calcular o nimero de zeros reais simples de
gn (z) em (a,b) é o teorema clédssico de Sturm. Sejam ¢,(z), gn-1(z), 72 (2),..., 7 (2) a
sequéncia de Sturm gerada por g,(z) e gn—1 (z), quando aplicamos o algoritmo de Euclides.

Assim, pelo Teorema 2.4.5, temos que

|4 (gmgn-l; a) =V (gn (a') yGn—1 (a') y T2 (a') yooy Tk (a))

|4 (gnagn—l;b) =V (gn (b) y Gn—1 (b) T2 (b) yooy Tk (b)) s
Logo,
V (9ns 9n-1;@) = V (gn; gn-1;b)

é o mimero de zeros reais simples de g,(z) no segmento (a,b) .




Portanto, pelo Teorema 3.1.1 e por (3.8), temos que

Ibgn—l (I)

a gn(.’L‘) =V (Qmﬂ’n-ua) — V(gmgn—l;b) .

3.2 Algoritmo de Routh

Defini¢gao 3.2.1 Um polinémio real f(z) cujos zeros tém a parte real negativa é

denominado de Polinémio de Hurwntz.

Os polindmios de Hurwitz também sao denominados de polindmios estaveis.

Em 1875 o matemdtico britdnico Routh, usando o Teorema 2.4.4 e a teoria
dos indices de Cauchy, elaborou um algoritmo para se determinar o nimero de zeros a
direita do eixo imagindrio (Re (z) > 0) de um polinémio algébrico com coeficientes reais.
Em particular, o algoritmo fornece critérios para que um polindémio real seja polinémio de
Hurwitz.

Seja  f(z) := apz" + @12" ' + ... + @n_12 + @,, cOm ag # 0, um polinémio
algébrico de grau exatamente n, com coeficientes reais. Pelo teorema fundamental da

algebra

f@) =a0 [] (z-2).
j=1

Trataremos, primeiramente, do caso em que f(z) ndo tem zeros no eixo
imagindrio, isto é, f(2) #0,Vz=iw:w € RR.
Sejam r€ Re

S:={z=pe?¥:pe (0,r); ¢€ (-n/2,7/2)},

um semi-disco do plano complexo. Para r suficientemente grande, todos os zeros do
polinémio f(z) com parte real positiva pertencerao a 3.

Denotaremos por Z (f;Im(z) > 0) o nmimero de zeros do polindomio f(z) &
direita do eixo imagindrio, e por Apg a variagao do argumento ao longo do contorno 93

de S.
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1
Lema 3.2.1  Se Z(f;Im(z) >0) =k, entdo ;Af@ arg{f(iw)} = n — 2k.

Demonstragao: Suponhamos f (z) analitica em 3. Assim, pelo Coroldrio 2.17, segue

1 [ @y, _
el M @)

onde k é o nmimero de zeros de f(z) em . Por outro lado, a forma polar de f (z) é dada

por f(z) =|f(2)|{cosf + isenf}. Aplicando o logaritmo em f(z), segue que
In{f(z)} = In{|f(z)|e*}
= In{| f(2)|} +0lne = In{|f(2)|} + 6
In{| f(2)[} +iarg{f (2)}.

Como o valor de In{|f(z)|} é real entdo Ass In{|f(2)|} = 0. Logo,

ApaIn{f(z)} = Aosn{|f(2)[} +ilssarg{f(2)}

— ‘iAag arg{f(z)} (3.10)

d
Sabemos que S In{f(z)}. Integrando esta igualdade em z, obtemos

f'(2)
o f(2)

d
dy = fma;m{f(z)}dz
= A In{f(2)}.

Substituindo (3.10) na igualdade acima, obtemos

f(2)
os f(2)

Substituindo (3.11) em (3.9), é imediato que Asg arg{f(z)} = 2km.

dz = ilsx arg{f(2)}. (3.11)

A variagdo do arg{f(z)} ao longo do semi-circulo 0J, quando r — oo, &
determinado pela variagdo do argumento do elemento de maior grau de f(z), isto é dado
por AT arg{f(z)} = nnr.

Portanto, a variagao ao longo do eixo imagindrio, quando 7 — o0, é dado por

%Afgg arg{f(iw)} =n — 2k. 1] (3.12)
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Substituindo z = 7w no polinémio f(z), podemos escrever f(iw) = u(w) +

iv (w) , como veremos a seguir. Fazendon = 1,2,..., temos

n = 1= f(iw) = +by + i{aow}

—bow? + b, + i{—aow® + aw}

)

) = —apw?® + a; + i{bow}
Y=

)

4= f(iw) = +aow® — aw? + as + i{—b0w3 + by}

Se n & par, entao
u(w) (=13 {aow" — ayw" 2 + au™ ™t — ..}
v(w) (=12 Ybow™ ™ — byw" 3 + byw™ 5 — .. }.
e, n impar,
u(w) (—1)* 7 { bow™! = b3 + byw™5 — ... },
v(w) (~—1)E'5'1'{ apw" — ayw" 4 auu™ Tt — ...
Assim, u(w) = Re{ f(iw) } e v(w) =Im{ f(iw)}, isto &,

f (iw) = Re{ f(iw)} +4Im{ f(iw)}.

Lema 3.2.2 Dado um polinémio algébrico real de grau n
f(z) = a0z +boz" '+ a1z P+ 52"+ ..., ag#0,

entao,
v(w)  boz" b2 4

= =n — 2k.
u(w) @zt + a1z 24

+00
I

Demonstracao: Escrevendo f(iw) na forma polar, temos que f(iw) = |f(iw)|e®, com

cotgl = %%

Quando n é par, o grau do polindmio u(w) é maior do que o grau do polinémio v(w).

Logo, lim pw)

5 g . u(w i
= 0. Por outro lado, se n é fmpar, segue que lim = 0, pois o
w5 u(w)

wo (w)




grau de u(w) é menor do que o grau de v(w).

Dai,

—-=.  se lim v(w)
w(w)! * o u(w)

arg{f(iw)} =

Assim, mostramos que

v
VA il arctg

ATS arg{f(iw)} =
AT arceotg u_w)

v(w)

Sabemos que os polindmios v(w) e u(w) nado tém zeros em comum. Logo, para

todo zero de u(w), a fragdo v(w)/u(w) terd um salto positivo ou negativo. Sejam a; esses

zeros. Assim,
v(w)

= —00 < lim arct = -,
w—a; 7 (w) Z

v(w) v(w)
Jllle U( ) w—a} ('LU)

™
= 400 <= lim arctg =i,

Portanto, para cada a;, a variagio de —=/2 até /2 é . Logo

+o00 J(’UJ) +o00
AT arctg —= () o _u(w)

Por outro lado, temos que

A+°° grets B0 _ 5ok
u(w)

Logo, de (3.15) e (3.16), temos que

I+°° =n — 2k.

Quando n for fmpar o raciocinio é andlogo, bastando considerar arccotg
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e, entao, obtemos

I+°° u(w)

o(w)’ se lim uw)

w—00 ‘U(’UJ)

v(w)

oo V(W) _ _
~ w(w)’ Jlﬂo w(w) 0.

Portanto, mostramos que para qualquer n par ou fmpar

=0,
A+°° arg{f(iw)}

pro W) Ly v®@ o o m (3.18)
u(w) =« u (w)
O indice (3.18) também pode ser obtido através do teorema de Sturm. Apesar
desse resultado ser andlogo ao anterior, ressaltamos sua extrema importéancia pois faz uso

dos coeficientes dos polinémios gerados pelo algoritmo de Euclides.

Lema 3.2.3 Seja f(z) wm polinémio algébrico real que satisfaz (3.13). Entao,

i)

1a+
_— u (w)

=V (u,v; —00) — V (u,v; +00).
Demonstragao: Os polindmios u(w) e v (w) satisfazem as condicoes da sequéncia de
Sturm. Pelo Teorema 2.4.5, temos que V (u,v; —00) — V (u,v; +00) = n — 2k. Por outro

lado, por (3.18), segue que

1, ov(w) o _
;A_mu w) V (u,v; —00) = V (u,v;+00). B

O Teorema 2.4.5 implica imediatamente no teorema de Routh, como veremos a
seguir.

Sejam fi(w) :=u(w) e fo(w):=wv(w). Logo,

filw) = aow™ — a w2+ ...,

fo(w) = bow ' —bw 4. ..
Pelo algoritmo de Euclides, segue que

filw) = g(w)fo(w) = fi(w) = f3(w) = g2(w) fo(w) — f1(w)
fa(w) g3(w) fa(w) = fa(w) = fa(w) = g3(w) f3(w) — fa(w)

fa2(w) = Guo1(w)fao1(w) = far1(w) = fanr(w) = g1 (w) fa1(w) — fa(w).
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ap boa; — apb;
ay — _bl = —---———

bo bo

ag boay — agbs

o B yE g

Analogamente,

do

d = L L .
(& Co

Os coeficientes dos polindmios restantes, fs(w), fe(w),. .., fas1(w), sdo obtidos

pelo mesmo raciocinio. Cada um dos polinémios

fl(w)s fg(‘lﬂ), fg(‘lU), R f’c (w) gou e rfﬂ+l(w) (321)

¢ uma funcgao par ou fmpar e dois polindmios adjacentes sempre tém paridades opostas.

Portanto, (3.21) é uma sequéncia de Sturm.

Definigao 3.2.2 Chama-se tabela de Routh a tabela

ag, ap, az, ...
bo, by, bo, ...
Cp, C1, C2, ...

formada pelos coeficientes dos polinémios da sequéncia (3.21) acima.

As equagoes (3.19) e (3.20) mostram que toda linha deste esquema é

determinada pelas duas linhas precedentes, obedecendo o algoritmo de Euclides. O caso
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regular é obviamente caracterizado pelo fato de que a aplicacao repetida desse processo

nunca gera zeros na primeira coluna, ou seja, a sequéncia

TT1 = {G‘O, bOv Co, dO} fO! }!

formada pela primeira coluna da tabela (3.22), nio conterd nenhum elemento nulo. E
importante salientar que os polindmios f;(w) e fy(w) tém como maior divisor comum
fat1(w) = cte # 0. Portanto, os polindmios f;(z), 7 =1,2,...,n+ 1, nunca se anulam

simultaneamente. Assim,

fliw) = fi(w)+ifs(w) #0, ¥V we R.

Vamos resumir os resultados ja apresentados:
a) Pelo Lema 3.2.1, temos Z (f;Im (2) > 0) =k = %/_\tg arg{f(iw)} =n — 2k.
)

b) Pelo Lema 3.2.2, fjgg“E—i) =n— 9k

1
¢) Pelo Lema 3.2.3, ;Afﬁ

v (w)

o (w) =V (u,v; —00) = V (u,v; +0) .

Teorema 3.2.1 (Routh). O nimero de zeros do polinémio real f(z) localizados do
lado direito do plano complexo ( Re (z) >0 ) é igual ao nimero de variagdes de sinal da

primeira coluna da tabela de Routh, isto é,

Z(f;Im(2) >0) =V (T;,; +0) .

Demonstragao: Seja V/(aj,az,as,a4,...) := V(ag,bo, co,do, .. .), onde ag, by, co, do, . . .,
sao os elementos da primeira coluna da tabela de Routh gerados por f; (w) e f3(w).

Consideremos o k—ésimo elemento de (3.21), dado por

fi(w) = aqpw™ 1% 4 ..

lim fi(w) =it k= L2 04 1

w—+00 wn+l—k -

e, assim, f(+00) = sinal(ax), k=1,2,..,n+ 1. Logo,

V(fl} f‘Z; +OO) = (C}.’I,C}.’g,ﬁig, Qy, .. )
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Por outro lado, quando w — —oco temos que

lim fi(w) = (—=1)**1*q,

T e wn-!-l—k

e, assim, fi(—o0) = sinal [(=1)"*'"*ay], k = 1,2,...,n + 1. Entdo,

V(f1, f2; —00) = ((=1)" a1, (=1)" g, (=1)" a3, ..., (=1)° @n41).

Pelo Teorema 2.4.5, temos que

=V (f1, f2; —00) + V(f1, fo; +00) = —n + 2k. (3.24)

Sendo o polindmio f (2) de grau n, o nimero méximo de mudangas de sinal

na primeira coluna da tabela 7, é n, ou seja,

V (T},; —o0) + V(T},; +00) = n. (3.25)

Somando (3.24) e (3.25), obtemos V (f1, fo; +00) = V(T},; +00) = k.

Portanto,

Z(f;Im(2)>0)=V(T,;+c0) =%k N

3.2.1 Critério de Routh

Coroldrio 3.2.1 Todos os zeros do polinémio f (z) tém parte real negativa se, e somente
se, todos os elementos da primeira coluna da tabela de Routh sao diferentes de zero e tém

o mesmo sinal .

Demonstragao: O caso de estabilidade é caracterizado pelo fato de todos os zeros do
polinémio f (z) se localizarem do lado esquerdo do eixo imaginédrio. Assim, k tem que
ser nulo, isto &, k =0. Logo, V(T;1;+00) =0.

Portanto, V(T,;;+00) = 0 se, e somente se, todos os elementos da primeira
coluna da tabela de Routh sao nao nulos e tem o mesmo sinal.

Portanto, Z (f;Im(z) <0) =n. [

A andlise anterior levou em conta que f (z) nao tem zeros no eixo imagindrio.




93

Um caso mais geral serd aquele em que o polinémio f (z) tem k zeros do lado direito do

plano complexo ( Re (z) >0 ) e s zeros no eixo imagindrio, isto &,

boz™ ! — bz 3 + ...
agz™ — a1z 2 + ...

+o0
—00

=n—2—s. (3.26)

As observagoes a seguir sao consequéncias imediatas dos lemas, coroldrios e
teoremas anteriores. Como f (z) tem s zeros no eixo imagindrio, consideremos o polinémio
real d(z) = 2° 4 ... de grau s, com s zeros no eixo imagindrio. Assim, podemos escrever
f(z) = d(2)f*(z), onde o polinémio f*(z) é de grau n* = n — s e ndo tem zeros no eixo
imagindrio. Sem perda de generalidade, consideremos s par (para s fmpar, a anédlise é
analoga). Logo,

f(iw) = u(w) + iv(w) = d(iw){u"(w) + v* (w)}.
Sendo d(iw) um polindémio real em w, segue que
v(w)  diiw)v*(w) v (w)
w(w) diw)ur(w)  u*(w)
Como s € par entao n e n* tém a mesma paridade, conclui-se que

v(w)  v*(w)

u(w) — wr(w)

Portanto,

proo®) _ preeV(W) e op ok

*(w)

Nao serd abordado, neste trabalho, o caso singular, que é caracterizado pela

ocorréncia de zeros na primeira coluna da tabela de Routh (detalhes [10, pag. 181]).

3.3 Teorema Routh-Hurwitz

A técnica estudada nesta segao foi enunciada em 1895 por A. Hurwitz e estd
fundamentada nos trabalhos de Hermite. Hurwitz forneceu condigoes equivalentes as de
Routh para que todos os zeros de um polindmio algébrico real tenham a parte real
negativa. Como observaremos, o critério de Hurwitz pode ser obtido através do
resultado de Routh. Além disso, ele tem vantagens sobre o de Routh pois nao trabalha

com divisoes de polindmios. As condigoes de Hurwitz sao dadas em termos de sequéncia

AVA
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de determinantes positivos formados pelos coeficientes do polinémio f(z) e, portanto, sao
muito mais claros. Devido as contribuicoes essenciais de Routh e Hurwitz, essas condicoes
sao, as vezes, chamadas condi¢oes de Routh-Hurwitz.
Seja
f(2) = apz" +bpz" '+ 12" P+ 012" 4t 12+ by, ag #0

um polindmio com coeficientes reais de grau n = 2m + 1.

Definicao 3.3.1 A matriz

[ by by - bpn-1 0O 0
ay ay - 0 0
bp b1 by - bm-1 0
ap a; as - Am—1 0
0 b b sv%  Dped Dy
0 apg a T Am-2 Qm-—1

0 0 ay (15 vt Opm—2 Qm-_1 0

0 0
\ 0 0 06 0 8 By Br Bg e Buos bsg )

n—1
onde ap, =0 para k > g— eb.=0 para k> 5 é denominada matriz de Hurwitz de

grau 2m+41 associada ao polinomio f(z).

Mostraremos, agora, a relagao entre os elementos da tabela de Routh e
os elementos da matriz de Hurwitz. A tabela de Routh foi obtida através dos coeficientes
das divisoes dos polindmios gerados pelo algoritmo de Euclides. Por outro lado, Hurwitz
descobriu que esses coeficientes também poderiam ser obtidos por meio do escalonamento
de Gauss sem pivotamento. Veremos, a seguir, que 0s menores principais da matriz de
Routh sao positivos se, e somente se, os menores principais da matriz de Hurwitz sao

positivos.

Definigao 3.3.2 Para quaisquer dois conjuntos de indices 1 < ky < -+ < k, < n,
1<% <--- <1ip <n, denotaremos por
A ky - k
i 1

o determinante da submatriz de A composta pelas linhas ki, ..., k, e colunas 1,...,1p,




Qkyiy ki - Qkyyip

A kv -k — | Gk2in kaiz © Okyip
B e . . .
Akpiy  Qkpiias  © Okypip

Definigao 3.3.3 Duas matrizes Anxn = (aij) € Bnxn = (bij) ambas de ordem n, sio
o—equivalentes se, para todo p < n e para quaisquer fndices 1 <14 <ip <---<1i,<n,
i 9 we 1 B s
A(. . , =B(. : 3"?). (3.28)
1 2 oy (2 T D R
O processo de Gauss, também chamado escalonamento sem pivotamento,

transforma a matriz A em uma matriz B que é o—equivalente a A.

Seja A a matriz obtida de A, depois do primeiro passo do escalonamento.

Temos A = (agi,-)) onde

(3.29)

caso a;; seja nao-nulo. Se p = 1, entao A(ill) =a4 € A(l)(fl) = a; . Portanto, (3.28)
vale para p = 1. Desde que, através das férmulas (3.29) ndo muda o valor de qualquer
determinate de uma submatriz de A, composta pelas primeiras p linhas e quaisquer p
colunas, entao (3.28) ¢é satisfeito para todo 2 < p < n.

Suponhamos que A®, ... A1 obtidas por escalonamento sem pivotamento,
sao o—equivalentes a A.

Seja A a matriz obtida de A depois do g¢-ésimo passo do escalonamento.

Temos A@ = (af ), onde
a(q) _ a{q—l) k=1 — o
k,j kj » para k=1,...,9,73=1,...,n (' )
(@) @1 _ % @
= = »q oy —
a’k?j - ak‘fj - mafj , k=¢q+1,...
Qq,q

As igualdades (3.30) implicam imediatamente que

A(‘?)( L 2 s P ):A(q-”(.l A ) para p < q.

?:1 i SR 1p 11 t2 e ?‘p




Pelo fato de AW~ ser o—equivalente a A, segue que

A(‘”(.l 2 i g q)
’tl 12 - ?'q . 2q

As igualdades (3.31) mostram que as transformacgdes efetuadas sao
equivalentes, isto é, nao mudam os valores dos determinantes. Portanto,

A(q)(.l 3 = P ):A(q-l)(il A ), para p > q.

?‘1 12 s ’tp 1 12 e ?'P

Consequentemente,

2.?

para todo 1 < p <n e para qualquer sequéncia de fndices 1 <14 <ip <--- <, <.

Essas consideracoes mostram que, em geral, multiplicando a k-ésima linha da
matriz A por um nimero e acrescentando o produto & linha com indice s, onde s > k,
obteremos uma matriz que € o—equivalente & matriz A.

O objetivo, agora, ¢ escalonar a matriz H (f) até se obter uma matriz triangular
superior.

Para se anular o elemento ag da segunda linha de H (f) , multiplica-se a primeira
linha por —ag/by e soma-se a segunda linha, isto &, cx_; = ag_; — @-bk, k=12,...,m—1.

bo
Pela estrutura da matriz H (f), essa operagdo pode ser efetuada nas linhas 4,6, ...,2m,

( vue oo

Cm

assim
v By D wse 1 \
s Cm—g 0 @ 0
b—2 bm_1
e Cm-3 Cm-2
by T W

Cl P cmms

0 Co ] vt Cp—3 Cm-2
0 bo by vor by

\

Para se anular o elemento by da terceira linha de H™ (f) basta multiplicar

a segunda linha por —by/cy e soma-la a terceira linha, isto €, dx_; = bp_; — -b—ock_l,
Co

k = 1,2,...,m — 2. Essa operagao pode ser realizada nas linhas 5,7,...,2m + 1.

Continuando com esse processo, obteremos uma matriz triangular superior que




denotaremos por

( matriz de Routh).
€0

A matriz 7, (f) também pode ser obtida da tabela de Routh. Primeiro
eliminamos a primeira linha da tabela de Routh. Em seguida, cada linha deve ser deslocada
uma posi¢ao para a direita até o primeiro elemento ficar na diagonal principal, completando

com zeros os elementos abaixo da diagonal da tabela 7,. Como estamos considerando o

caso regular, isso implica que todos elementos da diagonal principal da matriz T, (f) séo

nao-nulos.
De acordo com a Defini¢ao 3.32 e com o raciocfnio acima, obtemos
1 9 s 1. B s g
wo (22 2 )emn(2 2 n),
1 2 12 p
para quaisquer fndices i; < i3 < --- < i, < n e para todo p, 1 < p < n. Portanto, a
o—equivaléncia das matrizes H (f) e T, (f) nos permite expressar todos os elementos de
T. (f) em termos dos menores de H (f), ou seja,
1
( H (1) = bo,
12
H (1 2) = boco

H( 33) = bocodo H(

Definicao 3.3.4 Os menores principais da matriz de Hurwitz sdo denominados
determinantes de Hurwitz e serao denotados por

AM=H() =by Ag=H()=|2 b |

12 a




Teorema 3.3.1  (Routh-Hurwitz). O nimero de zeros reais do polinémio f(z) localizados

do lado direito do plano complezo (Re (z) > 0) é determinado por
ap A} Ag Ag An
k = V — — — — % —

(1’ 1A A ’Al) ot

V(aosAl:A3)' t '3An—1) i V (1}A2:A41 s :An) . (333)

Demonstragdo: Decorre da Defini¢dao 3.32 que H(f) e T (f) sdo equivalentes. Isso

significa que os determinantes dos menores principais tém o mesmo valor. Portanto,
Ay =by, Ag=bocy, Az =bycody, ... (3.34)
Por outro lado,
Ay #£0, Do#0, Ag#0, -« = bg#0,c0#0,dp #0,...

que é caraterfstica do caso regular. Logo,

B As Ay

by = Ay, CO'_*E: do = — 60=A3’

Por (3.23), temos que

k V' (ao, bo, co, do, " - ) =V(aD,A1,%§,%§1...1%)
Va0, 0) +V (81,82) +V (§2,88) -+ v (§o=2, o)
V (ag, A1) + V (A1, A3) 4+ -+ -+ V (Dn=3, Any) +
V(1,A)+V (A, Ay) + -+ V (An_a, Ay)

V(G‘D-JAIJAC";"':An—l)—'—V(I!AQ!A‘i:"':An):

ou, equivalentemente,

2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17
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3.3.1 Critério de Routh-Hurwitz

No caso de todos os zeros do polinomio f (z) estarem do lado esquerdo do
eixo imagindrio (Re (z) < 0), pelo critério de Routh, todos elementos aq, b, co,dp, . .. S0
diferentes de zeros e tém o mesmo sinal. Como estamos tratando somente com o caso

regular, temos por (3.33) que k = 0. Portanto este fato caracteriza o critério seguinte.

Coraldrio 3.3.1 Todos os zeros do polinémio real f(z) tém a parte real negativa se,

e somente se, as sequintes desigualdades sio satisfeitas

a1 >0, Ay >0, apA3>0, A;>0, ..., apA, >0, sen éfimpar.

Se ag > 0, entdo as condi¢des de Routh-Hurwitz podem ser escritas como desigualdades de

determinantes, isto é,

bo b by
ap ay as

bg b] >0 0 b@ bl

|bo| > 0, Noiin i @ -m

Definigao 3.3.5 O polinémio real f(z) que satisfaz ao critério de Routh-Hurwitz

também é chamado de Polinémio de Hurwitz.

3.4 Polinébmios Cujos Zeros se Entrelacam

Nesta se¢ao, forneceremos mais uma condi¢do necessdria e suficiente para que
um polinoémio algébrico real f, (z) seja um polindmio de Hurwitz. Esta nova condigao é de
fato um critério para que dois polindmios tenham zeros reais que se entrelacam. Faremos
uso do indice de Cauchy para demonstrar um dos principais resultados deste capitulo. O
critério obtido com esta técnica serd a principal ferramenta nas demonstragoes futuras.

Sejam

fn (Z) i 9022m+1 + h1z2m +gzz2m—l + h322m—2 + oo gom2 + h2m+la
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de grau impar n =2m + 1, e go > 0, onde
fa(2) = h(2%) + 29 (%)

= hu™+hst™ 1 + -« + hom_1u + homy1,
= gou™ + gou™ ' + - + Gom—2U + Gom-
Pelo teorema fundamental da dlgebra, podemos escrever
h(u) = hy(u—1up)(u—ug) - (u—up)
g(u) = gou—uj)(u—up) - (u—1up)

onde uj,us,...,Unm € Uj,uh,...,ul , sdo os zeros de h(u) e g (u), respectivamente.

y Ymo

Logo, a matriz de Hurwitz associada ao polinémio f, (z) é dada por

hi hs -+ hynyr O

go 92 ' Gom 0
H(f,))=|1 0 h hg - hom+1

0O g 92 - gam

Definigao 3.4.1  Dizemos que os polinémios h(u) e g(u) definidos por (3.38), cujos
coeficientes dos termos de maior grau, hy e go, tém o mesmo sinal, formam um par positivo

se seus zeros sdo todos reais, negativos e satisfazem as desigualdades
Uy <up <up <up<-or<up, <upy <0.

Lembremos algumas propriedades dos indices de Cauchy.

1.2 R(z) = -If R(2);

2. I’ R, (z) R (z) = sinal (R, (z)) I: R(z), se Ry (z) # 0, oo no intervalo (a,b);

3. Sea<c<b entdo I’R(z) =I°R(z) + I°R(z) +7,, onde 7, =0se R(c) for finito
e n,= =1 se R(z) se tornar infinito em c¢. Onde 7, = +1 corresponde ao salto de —oo
para +oo em c (incrementando z) e, onde n, = —1 ao salto de +oo para —oo;

4. Se R(-z) = —R(z) = I°, R(z) = I{R(z). Se R(-z) = R(z) = I°,R(z) =
-1 R(z);

5 IR (z) + I! (R(lx)) = 22— onde, no intervalo (a,b), €, € o sinal de R (z) préximo




de ae g, éosinal de R(z) pr6ximo de b.
As quatro primeiras propriedades seguem imediatamente da Defini¢ao 3.1.1. A

propriedade 5. segue do fato de que a soma dos fndices I R (z) e I® == é igual a diferenca

@ R(z)
n, —ng, onde n; ¢ o nimero de vezes que R (z) muda do sinal negativo para o positivo
quando z variade a a b, e ny é o mimero de vezes que R (z) muda do positivo para o

negativo.

Seja
tooh12® = hgz" 3 4 ..
T gozt — gaz" i 4

e =n-—2k—s, (3.40)

onde k ¢é o mimero de zeros de f,(z) em Re (2) > 0 e s é o nimero de zeros no eixo
imagindrio. Devemos investigar quais condigoes devem ser impostas sobre h(u) e g (u)
para que f,(z) seja um polindmio de Hurwitz. Fazendo k = s =0 obtemos uma condigao

necessdria e suficiente para que f,(z) seja um polindmio de Hurwitz.

Teorema 3.4.1 Os polinomios h(u) e g(u), ambos de grau m, formam um par

positivo se, e somente se,

prod ) _ o peet80) (M) = sinal [M . (341)

" h(u) 7% h(u) h (u) h (u)

Demonstragao: Provaremos primeiramente a necessidade. Seja

- (g(w) g _
. sinal (h (“))u=o~ , se uli%]— m =0

0, caso contrario,
onde sinal (g (u) /h(u)),_o- denota o sinal de g(u)/h(u) para valores negativos de u
de mdédulos significativamente pequenos. Pelas propriedades 1. a 4. do indice de Cauchy e

por (3.40), segue que

+00 1 (=2%)
"% 2g(-2%)

h(—z2) h(—22%)
29 (—2?)
o h(=2%
“Fz9(-2%)

+ I + 7

+7




o h(=2%
“ ® 29 (—2)
_ap0 h(—z )

—00

7

g z) T
—2° 253“
219%};(52)
Iﬂm%—
T R i Rl T

ug (u g (u)
h (u) h(u) o h(u) h(u)

0 00 0
Fetg@ ™0 @ g T g T
Portanto,
w0 b
ug(u) 7%

g9(u)

Pela propriedade 5. do indice de Cauchy, obtemos

AORN h(u)
oo ) _ug(w) T (ug (u)) - (ug (u))
" ug (u) = h(u) 2

preoh (@) jeeeg(w) T (%)‘E*“’ (%)

g (u) "% h(u) 2

Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.42), segue que

W) peoug@) ,_(9(u)
R R o)

h (u)

R R M o B )
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= (5t) = ()
1y

sinal (u).sinal (E)

U= 9o

_]_,

sinal (u).sinal (E)

u—+oo go
+1,
h
Consequentemente, & (ﬂ) 1.
g (u)

Sabemos que g (u) é de grau m. Por outro lado, o indice de Cauchy de uma
funcao racional nao pode exceder o grau do denominador. Por hipétese, k = s = 0. Logo,

equacao é valida (3.41) se, e somente se, as equagoes (3.41) sao simultaneamente satisfeitas.

Provaremos agora que as condigoes (3.41) sao suficientes para que h(u)e g(u)
formem um par positivo.
Sabemos que n =2m + 1, entao
lim h(u) =400
u—+00
se m par =
lim
U——00
lim

se m impar =— J

lim
U—+—00

If;'g%%-;— = m, o que significa que h(u) tem m zeros reais e
u

distintos u; < up < ... < u;,. Pelo Teorema 2.3.7, a fracao prépria irredutivel

Por hipdétese

g (u)

50 pode

ser representada por

g(u)__g_o+§: R; 90

W) comh—l%O

e g (ui)
= )

Por hipétese, temos €. (h (u) /g (u)) = +1. Consequentemente h; e go tém

U — u;

i=1

> 1 §=1.2: sm:
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o mesmo sinal. Logo, go/h1 > 0. Assim, em cada intervalo (—oo,u;), (u1,us),...,
(Ym-1,Um), O polindmio g(u) troca de sinal. Pelo teorema de Rolle, para todo
i=2,3,...,m, existe um mimero u; € (u;—1,u;) tal que g(u;) =0. Além disso,

lim g(u) = lim h(u),

U——00 U——00

o que implica que existe u} € (—oo,u;) tal que g (u}) = 0.

Portanto,
Uy <up <up<Up < < Upeg < U, < Uy

Por hip6tese, o grau do polinémio g (u) ¢ m e além disso, I W
g
que significa que seus zeros sao reais e negativos. Consequentemente u,, < 0. Portanto, os
zeros de h(u) e g(u) se entrelacam e sdo negativos. Logo, pela Defini¢ao 3.3.5, h (u) e

g (u) formam um par positivo. W

Teorema 3.4.2 (Hurwitz) O polinémio f, (z) = h(2%) + 29 (2%) é um polinémio de

Hurwitz se, e somente se, h (u) e g(u) forrnam um par positivo.

Demonstragao: Seja fn(2) um polindbmio de Hurwitz. O Teorema 3.4.1
implica imediatamente que h (u) e ¢ (u) formam um par positivo.

Suponhamos, agora, que os polindmios h(u) e ¢ (u) formam um par positivo. Quando
introduzimos os mimeros positivos v; = —u; e v; = —u; e multiplicamos h (u) e g (u) por
+1 ou -1 para que os coeficientes de maior grau se tornem positivos, podemos escrevé-los

como

h(u) = hy ﬁl (ut+wv), g =g _ﬁl (u+v7),

com hy >0, go>0e
0 <V <y < Vg <ULy <00 <y <.

Portanto, h(u) e g¢g(u) satisfazem ao critério de Routh-Hurwitz.

Consequentemente, pela Defini¢ao 3.3.5, f, (2) € um polindmio de Hurwitz. W
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Definicao 3.4.2  Sejam h(u) e g(u) polinémios de grau m e ui(h), k=1,2,...,m,
os zeros de h(u) e ur(g), k = 1,2,...,m os zeros de g(u). Dizemos que g < h, se
os polinomios h(u) e g(u) formam um par positivo. Assim seus zeros satisfazem a

desigualdade
uk(g) < uk(h), k= 1,2, ..., (3.47)

O critério de Routh-Hurwitz e o Teorema 3.4.2 implicam imediatamente no

seguinte resultado.

Teorema 3.4.3 Os polinémios h(u) e g(u) definidos por (3.35) formam um par
positivo se, e somente se, todos os menores principais da matriz (3.39) associados ao

polinémio f, (z) definido por (3.37) sdo positivos.
A afirmacao deste teorema pode ser formalmente escrita da seguinte forma:

g«hﬁH(f)(i:::’;)m, k=1,2,...,n. (3.48)

Sabemos que

Jn (2) 902" 4+ hy2?™ + go2®™ T + ha2®™ 2 4 o+ gomz + homy

1
2m+1 2m 2m—1
W{hgmﬂz + goam=z + hgm_lz +

+92m—232m_2 + -+ hiz + go}-

1
Sejd. F(2) i=zrlf, (—) , 0 polinémio invertido de f, (2). Temos que
¥4

Fo(2) = homs122™ + gom2®™ + ho122™ ! + gom122™ 2 4 ...

—I-hgz3 -+ 9222 + hiz + 9o

1 1
g (L) + 2o (1)

3(2%) + zh(2?),
§(2) = g?mzm ol g2m—22m_1 +-- 4 gaz + gdo

h(Z) = h2m+12m + hgm_lzm_l + -+ hgz -+ h].




66

Logo, a matriz de Hurwitz associada ao polinémio invertido, F;, (2), € dada por

92m 92m-2 " go 0
_ hom+1  hom-1 - hy 0
H (fﬂ) = 0 go2m Jom-2 Qo

0 homs1 hom—1 -+

0
0
0
0

Portanto, de (3.36) e (3.49), obtemos

(3.50)

Lema 3.4.1 Sejam g (u), g(u), h(u) e h(u) definidos por (3.50). Entio, g < h

se, e somente se, h < g.

Demonstragao: Sejam ug(g), ux(h), ux(g) e ux(h) os zeros de g(u), h(u), g(u) e
h(u) respectivamente. Segue, de (3.50), que
- 1

Uk(g)=_-_um+l—k(g) e wu(h)=

——
U1k (R)

Logo,

i =y Umpl—k (h,) = Um41-k (g)
w(9) — uk(h) = ST T (3.51)

Por (3.47), temos que o numerador é positivo. Entao

w(@ > w®), k=1,2,...,m. (3.52)

Portanto, wui(h) < uk(3), k=1,2,...,m, ouseja, h<yg. Emoutras

palavras, g(u) e R (v) formam um par positivo. o

Teorema 3.4.4 i) h < g se, e somente se, F, ¢é de Hurwitz;

i1) FnédeHumrz'tzse,esomentese,ﬁ(fﬂ)(i :)>0, b=12 i

Assim, o Lema 3.4.1 e o Teorema 3.4.4 implicam no importante teorema:

1 -k
|

k)>0, k=12 ...

Teorema 3.4.5 g <h se, e somente se, H(f,) (




Capitulo 4

Monotonicidade dos Zeros dos
Polindomios de Jacobi

Os sistemas de polindmios ortogonais de Hermite, Laguerre e Jacobi sao
inquestionavelmente, os sistemas mais exaustivamente estudados e amplamente aplicados.
Esses trés sistemas sao coletivamente denominados de Polindmios Ortogonais Cléssicos.
O sistema de polindmios de Jacobi contém, em particular, os polindmios de Tchebichef,
Legendre e Gegenbauer. Nesta se¢ao, enunciaremos algumas propriedades bdsicas e
alguns teoremas importantes sobre os polindmios ortogonais e, em particular,
estudaremos os polindmios de Jacobi e Gegenbauer. As principais fontes que contém
informacoes completas e demonstragoes detalhadas sobre os polindémios ortogonais sao os
livros de Chihara [2] e de Szegé [21]. A tese de mestrado de Lisandra Erica de Sousa [18],
também é uma importante fonte de consulta, pois os principais resultados sobre polinémios

ortogonais estao cuidadosamente demonstrados.

4.1 Polindbmios Ortogonais

Definicao 4.1.1 Seja w (z) uma fungdo ndo negativa, integrdvel e nao identicamente

nula no intervalo (a,b), a,b € IR, tal que os momentos

b
,un=/ z"w (z) dz, n=10 1.2




existem. Entdo, w(z) é uma fungdo peso e 0s p, sdo o0s seus momentos.

Sejam {P, (z)}.-, uma sequéncia de polindmios e z,x, k =1,2,...,n, os

zeros de P, (z),tal que ) < Tp2 < -+ < Zpp.

Definigao 4.1.2 Dizemos que {P, (z)}>2

n=0

é um sistema de polindémios ortogonais
(SPO) com relagio & fungio peso w(z) no intervalo [a,b] se:

i) P,(z) € de grau exatamente n, isto é, se

P, (%) = @nnZ™ + Gnpn12" ' + -+ + anp, entdo ann F0;
sini ol o se m#mn,
B} Jo B} B i) di = { 1. >0, se m=n.
Se 7, =1, dizemos que {P,(z)},-, € um sistema de polindmios ortonormais

e, quando a,, =1,n=0,1,2,..., {P, (z)}.—, € um SPO monicos.

Teorema 4.1.1 (Férmula de Recorréncia de Trés Termos). Seja {P,(z)},., um
sistema de polindmios ortogonais moénicos. FEntao, existem constantes ¢, e v, # 0,
tais que

Bl ={n—u,) L) —v,B5 (2], 52 .
com P_,(z):=0 e Py(z):=1.

Teorema 4.1.2 P, (z) € SPO ¢ o n-ésimo polinémio ortogonal com relagdo & fungdo

peso w(z) em [a,b] se

/ Py (2) Qs (2) w () dz = 0

para qualquer polinémio Q,—, (z) de grau menor ou igual a n — 1.

Teorema 4.1.3 Os zeros do polinémio ortogonal P, (z), associado a fungdo peso w (z)

no intervalo [a,b], sdo reais, distintos e estdo localizados no interior de [a,b].

Teorema 4.1.4 Os zeros dos polinémios P, (z) e P,y (z) se entrelagam, isto é,

Tnt1hk < Tnk < Tn+1,k+1) k= 1122' <y T




4.1.1 Funcao Peso Par

Estudemos o caso em que o intervalo de definigao de ortogonalidade é simétrico
com relacao a origem, isto é, a = —b.

Consideremos uma fungao peso w (z) que satisfaca w (z) = w (—z), ou seja, ela
é par. Entdo, P, (—z) = (—1)" P, (), isto é, P, (z) & um polinémio par se m for par

ou fmpar, se m for fmpar.

Teorema 4.1.5  Seja {P, (z)}.2, wma sequéncia de polinémios ortogonais em [—a, a)
com relagdo a fungdo peso par w (z). Entdo, { Pa, (v/Z)}oe o € uma sequéncia de polindmios
ortogonais em (0,a?) com relagdo a fungdo peso z7*w (/z) e {z7/ Ppns1 (VT)}., ¢

SPO em (0,a%) com relagdo a fungio peso z'/*w (/z).

Demonstragao: Seja m par. Logo m = 2n. Como P, (z) = P, (—z), temos que

Py, () = agn0 + gn12° + -+ - + a20 222" (4.1)

Seja  g(z) um polindmio qualquer de grau menor ou igual a n — 1, dado por
q(z) = qo+qz+---+¢,12""!. Logo, Q(z) =q(2%) = o+ @12’ +- -+ 12" € mon

e ¢ uma fungao par. Daf,

a

g f " Pou (2) Q (2) w () dz = 2 fo Prn () Q (z) w (z) dz, (4.2)

pois P, (z) € SPO.
Substituiremos a varidvel z por +/z e, portanto, dz por (z~'/2dz) /2. Logo,

= Q/GPQH () Q (z)w (z)dz = /ﬂ Py (V) Q (V) =12 (V) dz
Cl2 0
= /0 j (\/E)q(:r)x’ww (Vz) dz.

Portanto, por (4.1), g. (z) := Pa, (1/=) é um polinémio de grau n e, para todo q(z) € mn_1,

2

/: gn (z)q(z) ™! (\/_)da:—(}

é o que queriamos demonstrar.
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O caso fmpar demonstra-se de forma andloga.  Portanto, {g»(z)}ie, e
{hn(z)}.;-, formam um sistema de polinémios ortogonais com relacdo as fungdes peso

z~ 2w (\/T) e z'/%w(y/Z), respectivamente, em (0,a?). W

4.2 Polindomios de Jacobi

Nesta secao, definiremos os polindmios de Jacobi e provaremos alguns teoremas
especificos que serao de primordial importéncia neste trabalho.
Consideremos os polindmios de Jacobi definidos pela férmula de Rodrigues

Peo )= C e L fa—apeqra], 4

com « e [ pardmetros.

Seja ¢ (z) :==n!(1-z)*(1+2z)’ uma fungio auxiliar. Entéo,

(2" 0 (@) P (@) = o [(1 — )™= (1 +2)*]

Usando a férmula de Leibniz 2.23 para a n-ésima derivada do produto, segue que

2@ @) = 3 (1) g (-] gl +al™

no (:_f:) (";'@) (2= 1)* (z+1)"*.

Assim, obtemos a férmula explicita

P@A) (g) =27 zn: (n - k) (”‘ ;: ’3) (= 1D*(z+1)""*.

k=0

Se «,8 > —1, entdo {P*” (z)}>, forma um sistema de polinomios
ortogonais no intervalo [—1,1], com relagéo a funcdo peso w (z) = (1 —z)* (1 +z)°.

Sua normalizacao é dada por

e = (1)

n+a)(n+a-1)...(a+1)
n! '




clc+1)...(c+n-1),

o sfmbolo de Pochhammer.

Assim, temos

loi L)y, (4.4)

P (1) = 25
n.

Como P{*P (z) é de grau exatamente n, o coeficiente do termo de maior grau

2_n(2n+a+6) :2ﬁni (n-;g—a) (Zti)

n
k=0

€ expresso por

As seguintes propriedades seguem imediatamente das férmulas anteriores

P,"" (z) = (=1)" P¥*) (-z) ’ " : ﬁ)‘

n

Quando a = (3 obtemos os polinémios ultraesféricos, que sao fungoes pares ou

fmpares, caso m seja par ou fmpar.

Teorema 4.2.1 Para n=0,1,..., podemos escrever:

=
o, 2 o, =
@ = ("E) (e e -y

n

_ (n + a) e (2n + a) PO (1 - 222)

n 2n

-1
(213, 4 a) (n & a) (a+2) xP,(f'lm (2:1:2 - 1)

2n n

(1 (2”2:; “") (” :: “’) T a+2) oP (1-22%).
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Teorema 4.2.2 O polinémio de Jacobi Y (z) = PP (z) satisfaz a equagdo diferencial

linear homogénea de seqgunda ordem

1-2)Y"+B-a—(a+B+2)z]Y +n(n+a+B+1)Y =0, (4.6)

ou, equivalentemente,

d
dz

Demonstragio: Consideremos Y (z) = P{*? (z) € m,. Obviamente a tltima forma da

{(1 e O ek Y’} +n(n+a+B8+1)(1-2)*Q+2)’Y =0. (4.7)

equagao diferencial ¢ obtida multiplicando-se (4.6) por (1 —z)* (14 z)”.
Para mostrar que Y (z) = P\ (z) satisfaz (4.7), primeiramente mostraremos
que

dz (1 dz™ "

onde c é uma constante. Dai, segue imediatamente que

2l z)** (14 z)PH 4 ples) (x)} =c(1-2)*(1+2)’ PP (),

d d
iy 8.5, — p)ot] B+l = p(a,p) — opla,B)
(1-2)"(1+2) Tn {(1 ) (k) den (x)} e (o,
Pelo Teorema 4.1.2, temos que mostrar que

g(@)=(1-2)"1+z)" % {(1 —z)** 1+ ) %Pff‘-ﬁ) (:c)}

¢ ortogonal, com relacdo a fungéo peso (1 —z)* (1 + z)? em (—1,1) a qualquer polinémio

@n-1 (z) de grau menor ou igual a n — 1, ou seja,

./_ﬂg(:ﬂ) Qn-1(2) (1 —2)* (1 +2)  dz =0,

1

Para mostrar este resultado basta substituir g (z) e integrar sucessivamente por

(ahs) (

partes. Portanto, g (z) = cPn z).

Determinaremos c¢ igualando os coeficientes de maior grau. Temos que

PP (2) = apnz™ + app-1z™ ! +.....

Logo, c.P,E“'m () = e {an,na:" + an,ﬂ_lx"_l +... } ;
B—a—(a+p+2)x] (P,S“‘ﬁ))! (z) = [B—a—(a+B+2)z]na,,z" " +...
(1-2?) (P (2) = (1 - 2%) n(n— 1) @pnz™ 2 +....
COnn+Napn[—(a+B+2)—n(n—1)a,n =0.
Portanto, c=n(n+a+p4+1).

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Teorema 4.2.3 Sejam a > —1 e > —1. A equagio diferencial
(1-2)Y"+[B-—a—(a+B+2)z]Y' +9Y =0, (4.8)

onde «y é um pardmetro, tem solugao polinomial ndo identicamente nula se, e somente se,

v é dada por n(n+a+8+1),n=0,1,2,.... A solugdo é cpleP (z), e ndo erxiste

solugao polinomial que seja linearmente independente de P,E““B ) ().

Definicao 4.2.1 A série hipergeométrica de Gauss oFi(a,b;c;z) é dada por

= a)g b kzk
o Fy(a, b;c; 2) =Z %ﬁ—)-ﬁ

k=0
Ela é convergente para |z| <1 quando Re(c —a —b) > 0.

Além disso, y(z) = 2Fi(a,b;c; z) satisfaz 4 equagdo diferencial

& d
z(l—z)d—zg+[c—(a+b+1)z]d—z—aby=0. (4.9)

O polinémio de Jacobi pode ser definido em termos da funcao hipergeométrica
com argumento z = (1 —z)/2.

1 —
De fato: seja Y (z) =y (Tx) . Derivando, obtemos

' ___11 -2 " _l,, l1—2z
v =3¢ () e v@-p (5.
Substituindo z por (1 —z) /2 em (4.9), obtemos
nfl—2 l=a2| ,{l-==%
)y( 5 +|lc—(a+b+1) 5| ¥ 5
l—z
A
1 ,/1-2
+[2c—(a+b+1)+(a+b+1)z] |z

wpEE)

(1-2*)Y"(z) - (2c— (a+b+ 1)+ (a+b+1)z)Y'(z) — abY (z) = 0.

-

Em particular, para a = —n,b=n+a+[F+1ec=a+1, obtemos a equagao




diferencial (4.6) o que significa que

i=
Y (2) = oFi(-mn+a+B+La+li—) (4.10)

é solucao da mesma equacao diferencial (4.6) satisfeita pelos polinémios de Jacobi. Além
disso, (—n), = —n(-n+1)...(—n+k —1) =0, para k > n. Portanto, a série (4.10) tem
n termos e representa um polinémio de grau n.

Por outro lado, a segunda afirmacgao do Teorema 4.2.3 diz que as tnicas solugoes
polinomiais de (4.10) sio cP*? (z). Assim,

P9 (2) = Y (5) = 2Fy(—n,n+a+ B+ Lo+ 15~ ;x)-

Para z = 1, temos que 2 Fy(—n,n+ a+ B+ 1;a + 1;0) = 1. Por outro lado, de
(4.4), segue que PP (1) = (a+ 1), /k. Entao,

1, 1-
mgﬂ(—n,n—}-a—l-ﬁ—kl;a-}-l; i

(a,8) -
PO () = 22 .

).

Sabemos que

—n);

k!

Portanto, pela Definigao 4.2.1 temos

1—z, <~ (nk(nta+B+1)
2)_22 k(o + 1)k k(

oFi(-nyn+a+ B+ La+1;

e, pela igualdade (4.12), obtemos

l-z
Fi(-nyn+a+ B+ 1a+1; 5 (—l)k

k

(n—i—a-i—[)’-i—l)k(n

(a+1),
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Seja a transformacao linear (1 —z) /2 = —y. Assim, z € (—1,1) se, e somente

se, y € (—1,0) . Portanto,

k13

(—n)k(nt+a+B+ 1 (1-2\* K (-nk(n+a+B+1)
X, k(o + 1)y ( 2 ) B k!(a + 1) (-u)"

0

o2 (T (n+a—|—ﬁ+1)k k
0(_1) (k) Ko+ 1k )"

k=

gD () =3 (:) (n +(Z j— f): D

Consequentemente, todos os coeficientes de qn“‘ﬁ) (y) sdo positivos e seus zeros se

localizam no segmento (—1,0) do eixo real. Denotando por y, x (o, ) os zeros de P (y).

Assim, temos que y, i (@, 8) = (zni (o, B) — 1) /2.

4.3 Polinbmios de Gegenbauer

Um caso especial dos polinémios de Jacobi ocorre quando a == X—-1/2 > 0,
A > —1/2, que sdo denominados de polinémios ultraesféricos ou polinémios de Gegenbauer.
Esses polinomios sao ortogonais no intervalo (—1,1), com relacdo & funcdo peso
w(z) = (1 -2

CO (z) = (n + 2a) (n + a)"lpfgala) (z)

n n

(n + 2\ — 1) (n +A- 1/2) ‘1Pr(l,\_1/2,,\-1f2) (z).

n n

. Sua notagéo usual, para a =X —1/2 é

Se a=A—-1/20u A =0, entao o polindmio ¢ (z) se torna identicamente
nulo para n > 1. Fazendo z =1 em (4.13) e usando (4.4) obtemos sua normalizagao

o (1) = (n+2)«—1)'

n

De (4.13), segue imediatamente que cH (—z) = (-1)" ?({“( ).

Consequentemente, os polinomios de Gegenbauer satisfazem a seguinte equagao




diferencial de segunda ordem

(1-2)Y"+(2A+1)zY' +n(n+2)\)Y =0, para Y (z) =CY ().

Pelo mesmo raciocinio acima, podemos também definir os polindmios

ultraesféricos em termos da funcao hipergeométrica 2 F (—a, b; ¢; z) . Logo,

- 1 e
(n—|—2)\ 1) o Fy (—n,n-{-Z/\;/\-{- = x) (4.14)
n 2" 2

- 2
2”(n+/\ 1)(3:—1)”2F1(—n,—n—)\+l;—2n—2)\+1;—).
n 2 11—z

Finalmente, combinando (4.5) e (4.14), obtemos algumas férmulas especiais

envolvendo as fungoes hipergeométricas:

2 2\ —
s k o Fy v—2n,2n+/\;)\+1;1—332
2n 2

afn+ A=1 1
(—1) ( - ) 2F1 (—n,n + )\; §;$2)

2n + 2\
2n+1

(—1)“2,\(71 : )\)3:2};,1 (—n,n + A+ 1; %;322) )

1
).7;2F1 (—n,n+/\+1;)\+-2—;1 —:1:2)

Pela Definigao 4.2.1 e por (4.15), obtemos

k=0

e, por (4.16), segue que

3\ = /n\(n+A+1), ,
o F (—n,n+)\—|—1,§,$) —k=0 (k) 3/2), ",

Denotemos por g\’ (z) e h$) (z) os polinomios hipergeométricos de grau n




acima, isto é,

g (z) = oF (—n,n+/\;%;x) (4.17)

Y (z) := HF (—n,n +A+1; gaﬂ?) : (4.18)

Sabemos que C5) (/) e:r:'”zC 1 (2'/?) sdo multiplos de ¢ (z) e B (),
respectivamente. Pelo Teorema 4.1.5, g¥ (3:) e Y (z),n=0,1,..., sao ortogonais em
P12 6wy (z) = /2 (1 - :c)’\_l’!?,

respectivamente. Outro fato simples é que os zeros de g% (z) sio x5,k (A) e, osde rY (z)

(0,1) com relagdo & fungdo peso w, (z) =z Y2 (1 -z

880 23,15 (A) s k=1,2,...,n.

4.4 Interpretacao Eletrostatica

Uma das importantes razoes para o interesse nos zeros dos polindmios de Jacobi

¢ que eles admitem uma interpretagao eletrostdtica bem interessante (ver artigo [5]).
Sejam p{P) (z), o, > —1, o polindmio de Jacobi de grau n e z,(a,f3),
1,2,...n, seus zeros enumerados em ordem decrescente,

1< Zhn(,B) < Tpp-1(a,B) < -+ <zp1(a,B) < L.
+1 a+1

e
2 2
perpendiculares ao eixo real nos pontos —1 e 1, respectivamente, e n fios infinitos dispostos

Imaginemos as cargas distribufdas ao longo de fios infinitos
perpendicularmente ao eixo real nos pontos zy, Zg,...,Zp, e -1 <1 < Ty < -+ <z, <1,
com cargas unitdrias distribufdas uniformemente em cada fio. Esses fios podem se mover
livremente através do intervalo (—1,1) . As cargas sdo positivas e, portanto, se repelem. E
intuitivamente claro que, mudando os valores de « e (3, ap6s um certo tempo as n cargas
livres vao se equilibrar em novas posigoes do segmento —1el, -1 <zj <zj; <--- <z} < 1.
A notdvel beleza dos zeros z, (e, 8) do polindémio PP (z) estd no fato deles coincidirem

com as posicoes de equilfbrio das n cargas livres, isto é,

.'.C; = Tn,n (asﬁ)s :C:;_l = Tnn-1 (aaﬁ)a"-s I; = Tn,1 (a,ﬁ)
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Consideremos o campo eletrostatico descrito acima. Sabe-se que a energia do

campo é dada por

Li{zysooyy)

onde L(zy,...,z,) serd minima se e “®1%n) for méxima, pois e “=1%n) ¢ funcao
descrescente de L(zy,...,,).

Seja

T(x) := grhiBnyBa) ¥= Byl

uma funcao auxiliar. Usando as propriedades dos logaritmos, loga + logb = logab e

cloga = log a®, segue que

T(x) exp (__—21_— Z lOg Il 1.“5. - %—tl Zlog [l—l}r.-[ - Z log |1-le‘|)

i=1 1<i<j<n

n B+1
( log Fl = )HEXP( IOg (|1+¢‘|) : )
1
H exp ( log irrm,l)

n

[T -z L0+ [ o=l

i=1 i=1 1<i<j<n

n+l

Mas, log(T!(z)) é a energia do sistema eletrostdtico das n cargas. Elas
exercem forgas repulsivas de acordo com a lei do potencial logaritmico. O méximo de T (z)
corresponde & condicao eletrostdtica de equilibrio. Ele existe e é unicamente determinado,
pois T (z) € uma fungdo continua de z;,z2 ...,Z,, para —1 <z <1, k=1,2,...,n

Entao, a energia desse sistema serd minima se, e somente se, a funcao

z) AL+ 2) 2T o —

1<i<j<n

é maxima.
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Teorema 4.4.1 Sejam a > -1, f>-1e {z:},, -1 <z;<1,i=1,2,...,n, um
sistema de valores tal que a expressio (4.19) se torna mdrima. Entdo, {z;}', sdo os

zeros do polinémio de Jacobi P{™P (z).

Demonstragao: O valor méximo de T (z,...,z,) serd obtido nos pontos onde
0

a—xl;'T(.’El,...,iI:n) = 0, k= 1,2,...,?’1

Suponhamos que a fungio T%(z,...,z,) esteja definida no simplex
E=A=l<g<...€<2, <1},

T? (z) T(T1ye ooy The1y Thaly« - - Tn)(1 = k)2 (1 + 2)PH? H(xk — z;)°
ik
T(:E], ceiyTp—13Tk41y--- .,.’.C.n)(l = :Ek)a+1(1 + mk)ﬁ"'lwi(mk), (420)

onde a fungdo 7(zy,...,Tk—1,Tks1,---,2n) = 7(T \ 7x) ndo depende de =z e

wi(z) == w(z)/(z — z&x) com w(z) := [, (z — z:) € Ty.
Derivando a identidade (4.20) com relagdo a z; e utilizando a igualdade

WD (z) = (1 + DwP(zx), 1=0,1,2,

obtemos

@\ 25 (1= 2077 (1 + 20 e o)

7(Z\ zx) (1 —z)*(1 + :L‘k)ﬁwk(:rk)

x{2(1 — 2)wi(zk) + (B—a— (a+ B+ 2)ak) wi (k) }
7(Z \ zi) (1 = zx)*(1 + @)’ (2)

X {(1 — 22" (z) + (B—a—(a+ B8+ 2)$k)w’(a:k)} .

Portanto, para cada zy, k=1,2,...,n, a fungdo T?(z) serd maxima. Logo,

a_ka%c) (@ \ zx) (1 — 2)*(1 + k)P’ (2k) Q (k)

0, k=1,2,...,n
com (z) = (1 - 2?)"(z) + (B—a— (a+ B+ 2)z) /().

Mas, Q(z) € m, e Q(z) =0, k =1,2,...,n. Pelo teorema fundamental da
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dlgebra,

isto é,

Logo,
(1-2*)w"(z)+ (B-a—-(a+B+2)z)u(z) +yw(z) = 0.

Pelo Teorema 4.2.3, temos que, se 7 = n(n + a + B + 1), a tnica solugdo
polinomial & cP{*? (z). Consequentemente, w (z) = cP{*” (z) . Portanto, existe um tnico
(z1,z9,...,T,) tal que 8T?(z)/0z), = 0.

Equivalentemente existe um tnico ponto (z,,2s,...,z,) de Z, onde todas as
derivadas de T? (z) se anulam e as coordenadas deste ponto sio os zeros de P\*? (z).

Por outro lado, o méximo global de qualquer funcao de n varidveis em um
conjunto convexo e fechado pode ser atingido ou na fronteira desta regiao, ou nos pontos de
mdximo local. Mas T2 (z) se anula na fronteira de = e é extritamente positiva em =. Além
disso, a condi¢ao necessdria para que um ponto de Z seja de mdximo local é que todas

as derivadas neste ponto sejam nulas. Entao, o inico ponto de mdximo local, e portanto,

global é (z,z2,...,2,) com coordenadas zp = z,x (e, 5), k=1,2,...,n. E

4.5 Teorema de Markov

Suponha que, para todo 7 € (p,q), existe a distribui¢do diy(z;7) definida
para z € (a,b). Assim, para todo 7 € (p,q), a sequéncia de polindmios ortogonais

parametrizados P, (z;7) com relagdo a di(z;7), existe, isto &,

b
/mkpn(ﬁf;‘r)dzb(x;‘r)=0, k=0,...,n—1.

Denotemos os zeros de P,(z;7) por z,k(7), k=1,2,...,n, esuponhamos

que estejam arranjados em ordem decrescente, isto é,

.’L‘“'](T) > $n,?(""-) el xﬂ,ﬂ(T)'
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cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



81

O teorema a seguir, fornece uma condigao suficiente para que os zeros z, x(7)

sejam fungoes crescentes (ou decrescentes ) do pardmetro 7.

Teorema 4.5.1 (Markov). Seja P,(z;T) o n-ésimo polinémio ortogonal com relagdo

a distribui¢cao dy(z;T), dada por

d(z;7) = w(z; 7)dy (),

onde w(z;T) € positiva e tem a primeira derivada continua com relagdo & T para x € (a,b)

e 7 € (p,q). Suponhamos que as integrais

f:.:a“’g” WNBT) iy § = 10 Ly ;2= 1 (4.22)

convergem uniformemente em todo subintervalo compacto de (p,q). Se

Olnw(z;T)
or

é uma fungdo crescente (decrescente) de = mno intervalo (a,b), entdo todo zero xni(T),

k=1,2,...,n, de P,(z;T) é uma fungdo crescente (decrescente) de .

Demonstragao: Para toda distribui¢io 1 (z) existe uma tnica férmula de quadratura
f; f(@)dy(z) = >, Aif(z:) que é exata para todo f(z) € mon—1. Além disso, os nds
z;, ©=1,...,n, dessa regra de quadratura coincidem com os zeros de P, (z;7) e seus

pesos A; sao positivos. Assim,
b
/ f(@)w(z; 7)dy(z ZA f(zni(T)) (4.23)

quando f(z) € mo,—1. Seja f(z) um polindmio de grau 2n — 1. Derivando (4.23) com
relagio a 7 e mudando a ordem entre diferenciagio e integragao, (isso é possivel devido a

convergéncia uniforme da integral (4.22)), obtemos

/ f(@ dwu-Z{A'(r F(@ni(7)) + A7) F (@ns(r)2i(1)} ) (4.24)

para todo f (z) € Ton_1.
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Tomemos

Pi(z;7)

T — Tnk(T)

flz) =

= (const]2 (z — :1:,1_1('7'))2 s AR :1:,1_,:c_1('a'))2 ( — 2 k(7))

x(2 = Taprr(r)). .. (2 = Zna(r))?.

Obviamente,
flE:dt)) =0 pag i =12 0%

Além disso, se i # k, entao

f' (xni(1)) =0, para i=1,2,..., k—1,k+1,..., n.

wi(z) : = (const)2 (£ — 20 1(7)) ... (T — Zag-1(T))

X (T = Tpk41(7)) - - - (T = Tpn(7)))%
Logo, f (z) = [z — Zp k(7)) w} (z) . Derivando f (z) temos

f'@) = wi(z) +2[z — zup(r)] wi (z) wi (2) -

Portanto, f’'(z,x(7)) = wi (zax(7)).
Por outro lado, P, (z;7) = [z — n k(7)) wk (z) e, portanto,

P, (z;7) = (z — Tn k(7)) wi () + wi (2) -

Logo, P.(znx(7);7) = wi (Tn k(7)) . Entdo, [P. (znx(7); 7)]* = [wk (znk(7))]?. Finalmente,

obtemos

f' (@a(7)) = [Py (i (7); 7)) (4.27)

Desde que f(z) € mon—1, (4.24) vale.
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Por outro lado, (4.26) e (4.27) implicam que f'(z,:(7)) = [P;(mn'k(r);r)]zé,-k

parai=1,...,n. Logo, a igualdade (4.24) se reduz a

/’b P%(z;7) Ow(z;T)
e T—Zax(T) OT

d(z) = Ar(7)(Pa(@ns(7); 7)) a7 (7). (4.28)

Ow(z;T)/0T

Entao,
w(z;T)

Seja g (z;7) uma funcgao auxiliar definida por g (z;7) :=

ol Ow(zn k(T); 7)/OT _ .
a(zunlT)iT) ol k=1,2,...,n.

Com esta notagiao podemos reescrever a igualdade (4.28) da forma

/ fo(a:;T_) g (z;7) w(@; 7)dY(z) = A(T) [Po(@nk(7); 7)) 2 4 (7).

— T k(T)
Por outro lado, P,(z;7) é ortogonal em (a,b), com relagdo a dy(z;7), a todo

polindmio de grau n — 1. Entao,

/b (P’Eﬂw(m; T)d(z) = 0. (4.29)

Z — Tn k(7))

Multiplicando (4.29) pela constante g (z,x(7);7) segue que

f (p"& (Znk(7); T) w(z; T)dyp(x) = 0.

T — xn,k('r))g

Subtraindo da igualdade (4.28), obtém-se

/ —P’?(x; ) (g (z;7) — g (zpi(7); 7)) d¥(z; 7) = Ak(7)(Ph(2n k(T); T))2$:;,k(7')a (4.30)

T — Ty k(T)

ou, equivalentemente,

| Pran (g(”“’")‘”"”"”“””))dw(w)=Ak(r)(P;(mn,k(r);'r))%:,,k( ). (431)

Z — Ty k(T)

Desde que ¢ (z;7) tem derivada continua com relagao a z, o teorema do valor
médio, Teorema 2.5.2, implica que

9(z;7) — g (Znk(7);7)
z — Tpk(T)

g (y;7) =

)

onde y éum ponto entre z e z,x(7). Entdo, se ¢’ (y;7) > 0 para todo z em (a,b), a




fungao integrante em (4.31) ¢ nao negativa. Portanto, z; ,(7) > 0.
Analogamente, se ¢’ (y;7) < 0 para todo z pertencente ao intervalo (a,b),

entdo z;, .(7) < 0. |

Corolério 4.5.1 Sejam z, i(c, B) o0s zeros do polinémio P,E“’ﬁ) (z). Entao,

0y (v, B) Oz i(a, B) s
T<O e T>O, k—1,2,..-,ﬂ.

B

Demonstragdao: Temos que w(a,B3;z) = (1 —z)* (14 2z)”. Seja 8 um nimero fixo. E

imediato que

Inw(z)=In|(1-2)*(1 +2:)‘8] =aln(l—z)+BIn(1+z). (4.32)

. . Inw (z .
Derivando com relagao a «, temos Slwiz) = In (1 — z) que é uma func¢do decrescente

Oa

d
em z, pois = In(1-2)]=-1/(1-2z) <0 paratodo z € (—1,1). Consequentemente,

pelo Teorema 4.5.1, segue que

6$n,k (Ct.’, 6)

k= 12000t
aa <O'l = 1”

Considerando o um nimero fixo e usando o mesmo raciocinio acima obtemos

axn,k(a1 ﬁ)

=12 ..ol o
a0 > 0, |y T

E interessante observar o que acontece com os zeros de P (z) quando

variamos os pardmetros o« e [ simultaneamente. Um exemplo tfpico é o comporta-
mento dos zeros do polindmio ultraesférico (Gegenbauer) no subintervalo (—1,1) com

- :1:2))‘—1’! 2, A > —1/2. Pela interpretagio eletrostética, é

relagio & fungio w (z;A) = (
intuitivamente claro que os zeros positivos decrescem. Devido & simetria, os zeros nega-
tivos crescem quando A cresce. Nao podemos aplicar diretamente o Teorema 4.5.1 para
demonstrar este resultado, pois dlnw (z,A) /OA = In (1 — 2?) ndo é monétona em [—1,1].

Consideremos os polinomios hipergeométricos g (z) e A (z) ambos de grau n.
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Pelo Teorema 4.1.5, temos que {g{"}2, e {AV}2, formam sistemas de

polindmios ortogonais no intervalo (0,1) com relagao as fungbes peso

wy (z;0) =277 (1 — 3:))\_% e wy(z;A) =27 (1— :c)’\_% , respectivamente.

Coroldrio 4.5.2  Sejam ,x(\) 0s zeros do n-ésimo polinémio de Gegenbauer CS (z),

IQ);\—];‘Q

ortogonal com relagdo a fungdo peso w(z;A) = (1 -— , arranjados em ordem

decrescente. Entao,

amn'k(/\)

<0, k=1,2,...,[n/2.

Demonstragao: Consideremos o polindmio 9,9) (z) definido em (4.17). Por (4.14) e

pelo Teorema 4.1.5, g,g{\) (z) é o n-ésimo polindmio ortogonal com relagdo a fungio peso

w, (z) =z7% (1 - 3:))‘_%. Logo,

Inw, (z;A) = In [g;—% {1 = x)’\_ﬂ

—%ln(x)Jr (A—%) In(1-2z)

Derivando (4.33) com relagdo a A, obtemos

O0lnwg (z; A)

N =ln(l-=z),

d 1
que é decrescente, pois o In(1-2)] = &S 0 para todo z € (0,1). O Teorema

4.5.1, implica que os zeros de g{" (z), isto &, z3. (A, k=1,2,...,n, sdo fungdes decres-
am%n,k (’\)

£\ <Oparad€ (0,1)e k=1,2,...,n.

centes de A\. Acabamos de mostrar que
Por outro lado,

2
ax%f\(,\) = 2Zon & (A) o, 1 (N) -
Portanto,
2Lk (N) Thoy (A) <0, k=1,2,...,n. (4.34)
Entao, se 2, (A\) € um zero positivo, a primeira derivada é negativa, isto &,
Ty, (A) € decrescente. Analogamente, (4.34) implica que se o zero s,k (A) é negativo,

entao a primeira derivada € positiva, isto é, x5, , (A) é crescente.
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Com raciocinio andlogo para o polinomio A% (z), definido em (4.18) com

1
relacao a fungao peso wy, (z;A) = 2% (1 — )2 no subintervalo (0,1), obtemos

Inwy, (z;A) = %ln (z) + (/\ - %) In(1-2z). (4.35)

Derivando a iltima igualdade com relagao a A, segue que
dlnwy, (z;A)

£ =In(l-xz).

Consequentemente, chegamos & mesma conclusao anterior.




Capitulo 5

Demonstracoes dos Resultados
Principais

Nesta se¢ao, nosso objetivo é ajustar as notacgoes do teorema de Routh-Hurwitz
e demonstrar dois resultados importantes com os quais estaremos aptos a demonstrar os

Teoremas 1.1 e 1.2.

5.1 Monotonicidade dos Zeros dos Polinémios
Ortogonais

Consideremos a sequéncia {p, (z; )}, de polindmios ortogonais parametriza-
dos no intervalo (c,d), com 7 € (p, q), sendo seus coeficientes fungoes continuas de 7.

Suponhamos que o coeficiente do termo de maior grau de p, (z; 7) seja positivo,

e denotemos por z, (7),
¢ < Tan (7)< Linai{T) < oo < 2aa (1) < d,

seus zeros arranjados em ordem decrescente.
Vamos aplicar a expansao de Taylor em p, (z;7) no ponto d. Com essa técnica,

podemos tomar um outro polinémio ¢, (z;7) com todos os coeficientes positivos, mas com

seus zeros localizados no intervalo (¢ — d,0) .




Seja
Pn(z;7) =09 (1) + a1 (1) (z—d)+ -+ a, (1) (z—d)", com a, (1) >0, (5.1)

a expansao de Taylor do polinémio p, (z;7) no ponto d, com ay (1) = p,(lk) (d; 7) /K!. Desde
que 0s zeros T,k (7), k = 1,2,...,n, de p,(z;7) sdo distintos e estdo localizados
no interior do segmento (c,d), entao todos os coeficientes a;(7), j = 0,1,...,n, sdo
positivos.

Consideremos o polindmio
@ (z;7) :=ao () + a1 (T)z+ -+ -+ a, (1) 2"

e o seu “inverso” definido por

Gn (Z;7) =y (T) + -+ (1) 2" + ag (1) 2™

O Lema 3.4.1, mostra a relagao entre os zeros de ¢, (z;7) e G, (z;7).
Denotemos por H (p,;T1,72) a matriz de Hurwitz associada ao polindémio

font1 () := qn (2% 71) + 2¢, (2% 72). De acordo com a Definicao 3.3.1,

Qn-1 (Tl)

an (72) an_1 (T2)
H(pn;7-137-2) = 0 an (7'1)
0 a, (72)

Analogamente, H (pn; T1,72) denota a matriz de Hurwitz associada ao polinémio

f5n+1 (:E) = an (372; Tl) + xan (1'2; TQ). Assim,
Qg (Tl) a (Tl) Qg (7'1
& ao (12) a1 (72)
H (pn;T1,T2) = 0 ao (71)
0 a (T2)

)
)
)
)

Para todo j, 1 < j < 2n+ 1, denotemos por A; (p,;71,72) € Ej (Pn; T1,T2)

0 j-ésimo menor principal de H (pn;71,72) e de H (pn; T1,T2) , respectivamente. Para os




primeiros 3, temos

an (’?'1) an-1 (Tl)

Ar(priT1,72) = an (1), Do (P;T1,m2) =| (T2) @n-1(72)

an (T1) @n-1(71) @n-2(71)
Az (P T1,T2) = | n(T2) @n1 (T2) an—2(T2)
0 an(11)  @n-1(71)

A (pn;T1,72) = ao (1), Dy (Pa;T1,72) = Zgg;;g 215:3

s Qo (ﬁ) a, (71)
Az (pn; T1,72) = | ao(T2) a1 (72)
0 ag (11)

Teorema 5.1.1  Seja o coeficiente ay (T), na representagdo (5.1) do polinémio ortogonal
parametrizado p, (z,T), fun¢do continua com relagido & 7. Entdo, as desigualdades

Lag(T2) < Tup (T1) 5 k=124,

sdo satisfeitas para todo 7o em uma vizinhanga suficientemente pequena de T, se, e somente

se, Aj (pn;T1,72) >0 para j=1,2,...,2n+1.

Demonstragao: Sabemos que p, (z;7) sdo polindmios ortogonais parametrizados no

segmento (c,d). Portanto, seus zeros pertencem ao intervalo (c,d) . Isto implica que os

zeros de g, (z; T) sdo reais, negativos, distintos e estdo localizados em (c — d,0). Pelo Teo-
rema 2.5.3, esses zeros sao fungbes continuas do pardmetro 7, pois os coeficientes dependem
continuamente de 7. Entdo, os zeros de g, (z; 72) precedem os zeros de g, (z;7,) quando
|71 — 72| < € para e suficientemente pequeno se, e somente se, os polindmios ¢, (z;7;) e

qn (z; T2) formam um par positivo. Logo, pelo Teorema 3.4.4, satisfazem
Tnk (T2) < Tk (T1), k=1,2,..n,

se, e somente se, A; (pn;71,72) >0 para j=1,2,...,2n+1.




90

Teorema 5.1.2  Seja o coeficiente ax (7), na representagdo (5.1) do polinémio ortogonal

parametrizado p, (z,7), fungdo continua de . Entdo, as desigualdades
Tnk (T1) < Tnik (T2), =10tk

sao satisfeitas para todo T, em uma vizinhanga suficientemente pequena de T, se, e somente

se, Z._,,- (Pn;T1,T2) >0 para j=1,2,...,2n+1.

Demonstragao: A demonstragiao deste resultado é similar & demonstragao do teorema

anterior, usando ao invés do Teorema 3.4.4, o Teorema 3.4.5. [ |

5.2 Demonstracoes dos Teoremas Principais

5.2.1 Demonstragao do Teorema 1.1

Teorema 1.1 Seja n um inteiro positivo fizo.

Se Znk(a,b) < zok (o, B) para k=1,2,...,n, entdo

n+ 3 n+ 0
n+a(a"a), G+ 1+a(a—a)}.

Se zpk (@, b) > Zpx (a, B) para k=1,2,...,n, entio
(a—a), B+ ﬁ(a—a)}.

b < min {ﬁ+

n+ 3 n+
n+ o 1+«

b>max{ﬁ+

Demonstragao: Usaremos a representagao do polindmio de Jacobi em termos da funcao
hipergeométrica, isto é,

1 L=
p?(lu,ﬁ)(m)zu2ﬂ (—n,n+a+ﬁ+1;a+1; 25'3).
n!

Pelos resultados da Sec¢ao 4.4, vamos considerar

(a,8) =n n\(n+a+8+1), 4
n (y) ;(k) A




cujos zeros sao (Znx (,3) — 1) /2, k =1,2,...,n. Analogamente, os zeros de

ged ( - (n+a+b+1), ,
Z() (a+1), o

k=0

sao (zn(a,b) —1)/2.
Consideremos a matriz quadrada H (p,;«,5;a,b) de ordem 2n + 1, cujos

elementos nao nulos sao

( n )(n+a+ﬁ+1)n+1_j
h«l‘j J—l

(@ +1), 0

b = ( n ) (n+a+d+1),,, ;
25 = | .
J j—1 (a+1),41;

para j = 1, 2, sy Ty € h2k+1,j+k = h]J, h2k+2,j+k = h.g‘j.

1

Em outras palavras, Hs,.1 (Py;a,f;a,b) é a matriz de Hurwitz associada ao
polinémio
a1 () = 47 (4%) +ya™ (v7) -
Suponhamos (a,b) pertencente a uma vizinhanga suficientemente pequena de
(, ) .
Pelo Teorema 3.4.2, os zeros de P\ (z) precedem os zeros de P*" (z) se, e
somente se, os menores principais A; (a, B;a,b) de Hanyq (Pr; @, 5; a,b) sao positivos. Em

particular, para j = 2, temos
Cn+a+pf)(n+a+p+1),, n(n+a+pf+1),_,
(@+n)(a+1),, (@+1),,

A? (a:ﬁ;a:b) =
2n+a+b)(n+a+b+1),, nn+a+db+1),_,

(@+n)(a+1),, (@+1),,

Portanto,

A2 (asﬁ'} aab) =

nin+a+pB+1),_(n+a+b+1),_, (2n+a+ﬁ 2n+a+b)

(a+1),_, (a+1),_; a+n a+n

Como A; (a, f;a,b) é positivo para todo n, temos que

2n+a+H3 2n+a+b
a+n a+n

> 0.

Logo, (n+f)(a—a)+ (=b+ B) (n+ «a) > 0. Dividindo por n + «, obtemos

2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18
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Em outras palavras, (a,b) tem que estar no semi-plano inferior com relagao a
reta que passa pelos pontos (a, §) e (—n, —n) . Observe que A2 (e, 3; a,b) = —As (a,b; o, B).
Assim, para (a,b) préximo de (a, ), os zeros de P*? (z) precedem os zeros PP (z).

Entdo, (a,b) tem que pertencer ao semi-plano oposto ao de («, 3).

Por outro lado, seja H (Pn; @, B;a,b) a matriz de Hurwitz de ordem 2n + 1

associada a

Fons1 @) =8P (47) + y@@» (7).

Tomemos o menor principal de ordem 2 da matriz H (Pr;a, B;a,b)

1 nn+a+pB+1)

X . _ (a+1)
Az (a,f50,b) = i nn+a+b+1)

(a+1)

52 (a, B;a,b) =n(

n+a+b+1 n+a+pB+1
a+1 a+1 '

O Teorema 3.4.2 implica que se (a,b) estd suficientemente préximo de (o, ) e
Tnk (@, 0) < Tpk(a,b) para k=1,2,...,n, entdo A, (e, B; a,b) tem que ser positivo, o
que é equivalente a

n+a+b+1 n+a+p+1

> 0.
a+1 a+1

Resolvendo, obtemos
b—
g2 o+

Isto significa que (a,b) tem que pertencer ao semi-plano superior  reta que passa
pelos pontos (a,3) e (—1, —n). O argumento A, (o, B;a,b) = -A, (a,b; a, ) implica que,
se as desigualdades z, k (a,b) < Znx (o, 3) para k=1,2,...,n, sdo satisfeitas para todos
os zeros de P*" (z) e PP (z) quando (a,b) estd préximo a (a, ), entdo (a,b) tem que

pertencer ao semi-plano inferior & reta que passa por (o, ) e (—1,—n). [ |




5.2.2 Demonstracao do Teorema 1.2

Teorema 1.2 Seja n wm inteiro positivo.
Se fn(A) épositivae fo(A)zar(A), k=1,2,...,[n/2], sdo fungdes crescentes
de A, para \ > —1/2, entao
fn) 1
fan (A) ~ 2(A+n)

Fpy ) 1
f2n+1 (A) 2(/\—+—n+1)

Além disso, se (X + Cn)”2 Tok (N), k=1,2,...,[n/2], sdo fungdes crescentes

de A\, para A > —1/2, entdo
m?+n+1

<
Con 4n pra D)

1

4n?+Mm+9
in+6

Conyl <

Demonstragao: Mostraremos primeiramente, o caso par. Sabemos, por (4.17), que

Qr(f\) () := 2K (—n,n+ A\;1/2; z)

é um polinomio hipergeométrico de grau n, cujos zeros sao z3, ; (). Em outras palavras,

eles coincidem com o quadrado dos zeros positivos de C’éﬁ) (z). Seja
Gy (z;A) := gn (—z/f2,(N); A) . Assim, para toda funcdo nao nula fs, (), os zeros de

s n\(r+N); 1 ;
GulzA) —Z ( ) 172). 79 (/\)m ;

J':g J J 2ﬂ

530 — (fan (A) Zonk (A))?, k = 1,2,...,n. Logo, 0s produtos fon (A) Zanx (), k=1,2,...,n,
sao fungoes crescentes de A se, e somente se, para todo ¢ suficientemente pequeno, os
polindmios G, (z;A) e G, (z;A +¢) formam um par positivo. Isto é, evidentemente,

equivalente ao fato de G, (z;A+¢) e G, (z;)) formarem um par positivo, onde G, (z; A)




denota o “inverso” de G, (z; ) .

Seja f{n (Can; A, €) a matriz de Hurwitz associada ao polindmio

én (5‘92; A+ E) - mén (m2; A) .

Temos, entao, que

/ 1 n (n+A+e) n
(1/2), 5, (A +e) 2

1
n
1

(n+A+e)
(1/2)9f5, (A+e)

9 | W2, 72.™

(n+A), n (n+A)

} ( )(1!2) f3n(N) )

1 n (n+A+e)
1/ (1/2), f3,(A+e)

n
1

(n+2A)
(1/2), £5,(2)

O Teorema 5.1.2, implica que os produtos fo, (A)Zonk(A), £ = 1,2, ..., n
sao fungoes crescentes de A se, e somente se, todos os menores principais 5_,,- (Can; A €),

ji=12,...,2n+1, de ﬁn (Can; A, €) s@o positivos para todo & positivo suficientemente

pequeno.

Observe que A, (Can; A, €) € positivo se, e somente se,

( ) (n+A+e¢),
1/2 f2n ’\+€)

- (unzm

2n(n+/\i _2n(ntA+e)
fin (A) fin(A+¢€)

> 0,
ou seja,
(n+ M) {fon(A+e) = f2. (N} —efzn(A) >0
Resolvendo, temos

1 f22n (/\+6)_f22n(’\) > 1
f2 () € n+A

Fazendo ¢ tender a zero e tendo em mente que fa, (A) é positivo, segue que

1 BD+e~£0) 1
1 i L :
T2, () e : Ery

(5.2)
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Portanto,

) 1
)~ 24N

(5.3)

Vamos restringir nossas consideracoes as fungoes da forma fo, (A) = (A + ca,) HE

Entao, (5.3) ¢ verdadeira se ¢y, < n. Assim, fZ (A\)=A+n+d com d=dy, <0. Segue,

pelo processo de eliminagao de Gauss, que

~ n=1)(n+r+e)(n+1+A+¢)
B3 (Comjdre) = 3(n+A+e+d)?
2n(n+A)(n+A+e)  (n=1(n+N)(n+1+))
(n+A+d) (n+\+¢e+d) 3(n+\+d)?
3 2n(n+ X +¢)°
(n+X+¢e+d)?
—e{A. (n,d) X\ + B, (n,d) A\ + C. (n,d)}
3(n+A+d)? (n+\+e+d)?

b}

2d(2n+1)+n -1,
d?(24+4n) + (=1+n) (2n+¢) +2d (1 +2n) (2n +¢),
n(—1+4+n)(n+e)+2dn(l1+2n)(n+e¢)+

d?(1+¢e+n(l+4n+ 5¢)).

Desde que o denominador de (5.4) e € sdo positivos, entao As (Con; Ay€) €
positivo para A suficientemente grande. Mas, isso ocorre somente quando o coeficiente do
termo de maior grau, Ac(n,d), da expressio  (5.4) for negativo, ou seja,

2d(2n+1)4+n—1 < 0. Logo,

d< 1+ :
4 2(4n+2)

Portanto,

3

1
A e TR ST
fn ) <At =2+ oty
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A demonstragao para o caso impar é feita utilizando-se a mesma técnica. Desde

que, por meio da férmula (4.18), os zeros do polinémio
A (z) = oF (—n,n+ A+ 1;3/2;x)
sa0 x3,,, 4 (A), entdo os zeros de
Hn (3:1 )\) = hg) (_:B/f22n+l (’\))
- (n)(n+)\+1)j 1 :
2 2] 3
i/ B/2);  fRa )

=0 J 2n+1

5380 — (fans1 (A) Zonp1k (M), k = 1,2,...,n. Logo, os produtos foni1 (A) Zant1,k (A)
k =1,2,...,n, sao fungoes crescentes de A se, e somente se, todos os menores principais
AJ‘ (CQ-,H_]; )\,E) dG

n

; (n+.\+e+1) ’ 0\

(3/2)2f3n 41 (A+e)

(n+Ate+1))
(8/2)1 f3n41(A+e)

n (n+2)
9 | BI2)afzni ™

(2
(5
(n) (n+Ate+1)
(1)

'n-f—z\+1)J
(3/2)1 f341(X)
1
1/ B/2)1 30 1(A+e)

n

1

(n+A+1)
(3/2)1 f5n 11 (N)

e € sao positivos, para ¢ suficientemente pequeno. Entao, A; (Cony1; A, €) > 0 se, e somente

se,

n\ (n+A+e+1),
1 ()(3/2)1f22n+1()‘+5)

(Dot

ou seja,
(n+A+1), _ (m+A+e+1),
font1 (A) frr1(A+¢)

Consequentemente,

1 f22n+1 (A—I_E) _f22n+1 (’\) > 1
fone1 (N) £ n+A+1
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Pelo mesmo raciocinio exposto em (5.2), segue que

fén+1 (/\) o 1
fone1(A) ~ 2(n+A+1)°

(5.5)

Nossa intencio ¢ encontrar multiplicadores da forma fony (A) = (A + cans1)">.
Neste caso, segue, de (5.5), que con+1 <n+ 1. Seja copy1 <n+d com d = dapy1 < 1.
Substituindo f2,.;(A) =A+n+dem H (Capny1; A, €) e aplicando a técnica de
eliminacao de Gauss, temos que
~ —14n)(1+n+X) 2n(l+n+r+e)’
Az (Contr1;A€) = —( ) p) ) = ( 2)
5(d+n+2A) (d+n+A+e)
+(—1+n)(1+n+,\+s) (2+n+Ar+e€)
5(d+n+A+e)
2n(l+n+A)(1+n+A+¢)
3 d+n+A)(d+n+A+¢)
—e{Ao (n,d) \* + By (n,d) A + Co (n,d) }
15(n+A+d)?(n+ A +e+d)>

H

2(2n+3)d— (n+9),
—12-2n(84n)+2d%2(3+2n) — (9+n)e+2d(3+2n)(2n+¢),
—6e—n(B3+n)(—4+n+e)+2d(—-14n)(6+n(5+2n+2))
+d?(3(3+¢€) +n(7+4n +7¢)).

Sabemos que o denominador 15 (n+ A +d)? (n+ A+ &+ d)* e e sio positivos.

Sendo assim, para A suficientemente grande, segue que Ag (n,d) é negativo. Logo,

g n+9
2(2n+3)

n+9

———— ou, equivalentemente,
2@n+3)

Mas cons1 < n+d. Daf, cony1 <n+

S
W n+ -+ —.
"Bl 17 1(2n+3)

Portanto,
15

1
2 ke -
fa V) <At g4 o,
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