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“Quanto mais rapidamente as máquinas se movem, tanto

mais rapidamente o homem vive, e tanto maior é o tributo,

em tensão nervosa, que ele paga as máquinas. A cultura

o lazer e, com efeito, o próprio ato de viver, se tornam tão

entrelaçados com às máquinas, que o homem,

individualmente, tende a empobrecer­se interiormente.

O indivíduo fica mais ou menos na posição do selvagem que
faz um ídolo e depois o serve e venera.”

Mohandas K. Gandhi.
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A Deus,

a meus amigos espirituais,

a meus pais,

a meus irmãos,

a meus amigos,
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Resumo

O objetivo do nosso trabalho é estudar o comportamento dos zeros dos Polinômios

de Jacobi e de Gegenbauer. Condições necessárias para que os zeros do polinômio de Jacobi

PÍº” (x) sejam menores (maiores) do que os zeros de PP) (x) são fornecidas.
O problema de caracterizar a melhor função possível f. (4) de modo que os

produtos — fr (A)rne(A), k = 1,...,[n/2], sejam funções crescentes de AX, para
A > ­—l/2 também é investigado. Elbert e Siafarikas provaram que

fa (A) = (A+ (2nº +1)/(4n+2))!? é uma dessas funções. Nós provamos que esse
resultado é assintoticamente preciso.

A ferramenta básica de nossa abordagem é a teoria de estabilidade de Routh e
Hurwitz.
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Abstract

The behaviour of the zeros of Jacobi and Gegenbauer polinomials is studied.

Necessary conditions on order that the zeros of the Jacobi polynomial pe (x) are smaller
(greater) than the zeros of P(*? (x) are provided.

The problem of characterizing the best possible function fr, (A) that forces the

products ff, (A)trn6(A), k = 1,...,[n/2], to increase with A for À > —1/2, is also
investigated. Elbert and Siafarikas proved that f, (3) = (A+ (2nº+1)/(4n+2))'/? obeys
this property. We estabilish the sharpness of their result.

The basic tool of our approach is the stability theory of Routh and Hurwitz.
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Capítulo 1

Introdução
O objetivo deste trabalho é estudar alguns dos principais resultados sobre

estabilidade de polinômios e aplicá­los na investigação do comportamento dos zeros dos

polinômios ortogonais de Jacobi e de Gegenbauer.

Os polinômios de Jacobi, PP (rx), n = 1,2,..., são ortogonais em [—1,1]
com relação à função peso wí(r;a,60)=(l1—x)º(l+x), para a e À reais e maiores
do que —1. Sabe­se que todos os zeros, xnkx(a,0), k=1,...,n, do n­ésimo polinômio de
Jacobi, P(A? (x), são reais, distintos e pertencem ao intervalo (—1,1). A presença dos
parâmetros a e (À significa que estamos considerando uma família de polinômios ortogonais.

Assim, a localização dos zeros, tn«(a,6), depende dos valores de a e 6. Portanto, para
quaisquer n e k naturais tais que 1 <k <n, ozero rr x(a,0) é função das variáveis a
eb,a,B>­l.

A principal questão de nosso interesse neste trabalho é estudar o comportamento

de Tnx (0, O) como função das variáveis a e D.
Esse problema vem sendo investigado desde 1886, quando, independentemente,

Markov [16] e Stieltjes [20] forneceram duas brilhantes idéias para abordá­lo. Uma das
motivações para esse interesse é o fato de que os zeros de PO) (x) são os nós da fórmula
de quadratura de Gauss
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Outro fato que torna os zeros Tnr.(a,0) funções importantes para serem
pesquisadas é que, para a e À fixos, eles são os pontos de equilíbrio de n cargas unitárias

livres no campo eletrostático gerado pelas cargas (a +1)/2 e (6+1)/2 localizadas nos
pontos 1 e ­1, respectivamente. Este sistema satisfaz à regra do potencial logarítmico.

E fascinate que os pontos de equilíbrio das n cargas livres coincidem com os

zeros tTnkx(0,6), k=1,...,n, do polinômio de Jacobi, PP (x).
Apenas para exemplificar, consideremos n = 7, a = 2.0, 0 = 3.0. Assim

obtemos o gráfico do polinômio de Jacobi, posso) (x).

Figura 1

É intuitivamente claro que alterando os valores das cargas fixas nos pontos —l
e 1, respectivamente, os pontos de equilíbrio desse sistema também vão mudar.

Consequentemente, no exemplo acima, Figura 1, os pontos de equilíbrio serão

outros para a £ 2.0 e DB É3.0.

Fixando a carga a no ponto 1, e aumentando a carga em 6, temos um

deslocamento dos pontos de equilíbrio das n cargas da esquerda para à direita.

Analogamente, fixando a carga À no ponto —l e aumentando a carga a,
obtemos um deslocamento das n posições da direita para à esquerda.

Isso significa que os zeros do polinômio de Jacobi são funções crescentes de À
e decrescentes de a.
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Quando a =08=»­1/2,os polinômios de Jacobi se reduzem aos polinômios
de Gegenbauer, C() (rt), n=0,1,..., que são ortogonais em (—1,1) com relação à função

27A­1/2 Mo ­— xº) . Consequentemente seus zeros são simétricos com relação aopeso w(r;A) =(

ponto de origem. Assim, para se obter informações sobre eles, basta estudarmos somente

OS zeros positivos.

Analogamente, para n=7, a=/(0=0.5, obtemos o gráfico do polinômio de

Gegenbauer, Co) (x).

Figura 2

É intuitivamente claro que aumentando a carga de A, teremos um deslocamento
de todos os zeros para o ponto de origem, isto é, os zeros positivos são deslocados da direita

para a esquerda. Analogamanente, os zeros negativos se deslocaram da esqueda para a
direita.

Uma demonstração rigorosa desse fato foi dada por Markov [16], em 1886. Ele
forneceu condições suficientes para a monotonicidade dos zeros Trrnx(7), k=1,...,n, do

oOn­ésimo polinômio, PO (x), de uma sequência de polinômios ortogonais (Pt (2)) que
n=l

dependem do parâmetro 7.
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O resultado de A. Markov [21, Teorema 6.21.1], demonstrado no Capítulo 4,
afirma que os zeros de pro (x) são funções decrescentes de a e crescentes de (6.

Consequentemente, para (a, 9) fixoe a,0>­Hl, as desigualdades

Ln,k (a, D) < rn(0,0), n=2,3,...,1<k<n,

são satisfeitas para a >a e b<Bb e

nt (0,b) > TnK(%,0), n= .1<k<n,

para a<ae b>f.

Graficamente, esse resultado pode ser visualizado pela Figura 3.

Figura 3

Se (a, b) pertence a região verde (azul) da Figura 3, então os zeros do polinômio
Pp (x) são menores (maiores) do que os zeros do polinômio pp) (rt), vneNeVk,
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Pouco se conhece sobre o comportamento de x,x(a,b) quando (a,b) pertence
ao ângulo fa > a,b > Bl) ou (a <a,b< 6).

Suponha que os zeros de PP) (xr) estejam arranjados em ordem decrescente,
—1 < tan (0,0) < Inn1 (4,0) << <xn1(0,0) <A

As desigualdades

tn1 (0,0) < 1n1(4,0), B>a, a>a b­B<a­ra,

6B+1
at+l

para os maiores zeros de P(º*) (xr) e po) (x) foi recentemente demonstrado em [6].
Tn1 (0,b) < 1n1(0,Ô), P<a a>a b<fb+ (aa)

Estamos interessados em duas importantes questões.

Problema 1. Dado um par (a,6), a,Ê > —l, encontrar todos os pares (a,b),
a,b > —l, para os quais os zeros de Po (x) são menores (maiores) do que os zeros de
po? (x). Em outras palavras, o problema é determinar (a,b), tais que as desigualdades
Tnk(a,b) < xn(0&,60) ou tTne(a,b) > xne(a,6) sejam satisfeitas para todo n inteiro
positivo e para todo k, 1 <k<n, ou seja,

Sn (a, 6) = t(a, b) : ln,k (a, b) < Tn,k (a, 6) ,

ST (a,8) := f(a,b) : tn, (a,b) > ne (0,D),

Problema 2 Seja (a, 0) um par dado, com a, > ­—l. Determinar todos os pares (a,b),
a,b > —1, tais que

­ 57 (a,9):=((a,b):Tn (a,b) <Tni(4,8), Vk=1...,n,VnE NJ,

S* (a, 0) = ((a,b) : tn (a,b) > zn(&,0), Vk=1,...,n, VnEe NJ.

É claro que as soluções do Problema 2 são

S$­(a,8):=N Sr (a,0) St (a,0):=N St(a,),
onde S. (a0) e Si(a,60) são as soluções do Problema 1.
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O teorema abaixo é a primeira importante contribuição deste trabalho, que

responde, em parte, às indagações acima. Precisamente, ele mostra até onde as

desigualdades (1.1) e (1.2) podem ser estendidas.

Teorema 1.1 Seja n um inteiro positivo fixo.

Se rTnx(a,b) <xrns(0A&,0) para k=1,2,...,n, então

b<minto+2L(a­a), gr PIÊÉ(a­a)). (1.3)
n+a a

Se Tnk (a,b) > Xxnx (A,0) para k=1,2,...,n, então
n+b
n+ab>maxd A+ (a­a), A+ITÉ(a­a)). (1.4)

Tomemos o ponto (a, 6) fixo e consideremos o ponto (a,b) pertencente à região
(1.3) ou (1.4). A desigualdade (1.3) é verdadeira quando (a,b) pertence ao ângulo abaixo
das retas /, e la, onde /, passa por (a,0) e(—n,—n),e lo passa por (a,0) e (—1,—n).
A desigualdade (1.4) é satisfeita quando (a,b) está no ângulo acima dessas retas.

Corolário 1.1 Seja > a. Neste caso,

la) se rne(a,bD) > xn6n(%4,D), VnENeVk k=1,2,...

a<oa e b>fB+a­a

1b) se rne(a,b) <xrnx(4,B), VnENeVk, k=1,2,...

a>a e b<bB+a­a.

Seja B<a. Neste caso,

2a) serni(a,b)>xnn(%,0), VnEeENeVk, k=1,2,... então
B+1
a+l

2b) se xnr(a,b) <Tne(%,O0), Vn EN eVk, k=1,2,... então
B+1l
a+l

a>a e b>p+ (aa). (1.6)

a>a e b<p+ (aa). (1.7)

Esses resultados podem ser visualizados nas Figuras 4 e 5, respectivamente.
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Figura 4

Figura 5
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Para À > a, as desigualdades (1.5) mostram que tn (a,b)>xnx(2,1) pode
ser estendido no máximo para o ângulo

Z < arg((a,6) ­ (a,9)) < E. (18)

Essas subregiões, S" (a,0) e S*(a,0), são limitadas pela reta vertical que
passa pelo ponto (a,0) e pela reta com coeficiente angular 7/4, passando pelos pontos

(—n,—n) e(a,Ô).
Analogamente, se BB < oa, (1.7) mostram que as desigualdades

nx (a, b) < Tn (&, O) podem ser estendidas no máximo até

— FT <arg((a,9) ­ (0,6) <arg(a +1,8+1). 19)

Com raciocínio análogo, essas subregiões S" (a,6) e S*(a,0), também são
limitadas pela reta que passa pelos pontos (—1,—1) e (a, 0) e pela reta vertical ao ponto
(a,6).

Resumindo, o Corolário 1.1 afirma que S"(a,0) é subconjunto das regiões

verdes nas Figuras 4 e 5,e S* (a, 6) é subconjunto das regiões azuis.
O resultado de Dimitrov [6], afirma que as correspondentes desigualdades para

os maiores zeros são satisfeitas no ângulo (1.8) e em grande parte do ângulo (1.9). Só
para mencionar a riqueza deste fato, as desigualdades (1.7) mostram que o resultado de

A. Markov [16] [21, Teorema 6.21.1] é extremamente preciso quando (º é pequeno, isto é,

próximo de —1, e a é suficientemente grande. Realmente, neste caso as regiões (1.6) e
(1.9) estão próximas ao segundo e ao quarto quadrante em relação a (a,0).

Vamos discutir agora, um problema sobre o comportamento dos zeros do polinômio

de Gegenbauer, Cc) (rt), que é um caso especial dos polinômios de Jacobi quando
a=B=2—1/2,X>—1/2.

Os polinômios ultraesféricos ou polinômios de Gegenbauer, Cc (x), são
ortogonais em (—1,1) com respeito a função peso wuí(x)=(1­ 22972

Stieltjes [20] provou que, para n > 2 e 1<k< [n/2], os zeros positivos de
Cc (x) são funções decrescentes de ».
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Seja n=4 eXi=1.5. Graficamente os zeros positivos de CL (x) podem ser
visualizados pela Figura 6.

É importante saber qual a velocidade com que estes zeros decrescem.
Consideremos o problema de caracterizar a função extrema /f(A), que força

Í(A)rns(A) a crescer quando À cresce. Para esclarecer o que significa “função extrema”,
precisamos de uma definição formal de extremalidade, que pode ser encontrada em [4].
Ahmed, Muldoon e Spigler [1] sugeriram que o problema deveria ser considerado de uma
forma geral, ou seja, procurar funções frx(2X) tais que

seja uma função crescente de À, para todo n e para todo k, 1<Rk< [n/2]. Naturalmente
Ínk (A) deve ser positiva e diferenciável. Derivando (1.10), obtemos

0 <Z5(29) =f4 (2) Ene (A) + fone (À) Dhk (2).

Sabemos que rnx (2) é uma função positiva e decrescente, logo 11,,(A) < O.
Portanto, se rn1(4) > O, fox (A) >0 e x1,(A) <O, então(

ne) ne ()” para A>­—1/2. (1.11)T.k (A nho (2) !
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Ássim, enunciaremos os seguintes problemas:

Pl. Paratodon fixoe k =1,2,...,[n/2] determinar a função fnr.(À) positiva para

à > —1/2, tal que Zn. (A) seja função crescente de A e f£/ 7 (2) /fnx (À) seja mínima.
Decorre imediatamente de (1.11) que o problema é equivalente ao problema de

encontrar z£, (2) /znk (À). Se procurarmos funções f,(24) que dependem somente de n,
mas não de ­k, então o problema Pl pode ser reformulado.

P2. Para todo inteiro n > 2, determinar a função ff, (A), positiva para À > —1/2, tal

que, para todo k,1<k<[n/2], o produto fr (A) tnks(A) seja função crescente de À e
fa (2) /fa (A) seja mínima.

Se estivermos interessados em uma função universal, o problema pode ser

reescrito da seguinte forma:

P3. Qualéa função f(À), positiva para à > —1/2, tal que, para todo n > 2
fixo,1 < k < [n/2], o produto f (à) tre (à) é função crescente de *% e f(2N)/fO)
seja mínima.

À noção “extrema” para os problemas enunciados é equivalente à minimização

dos quocientes ff, (2)/fnt (2), fn (2) /fa (2), (A) /f (À), respectivamente. Obviamente
essas exigências determinam uma função conhecida a menos de um fator constante.

Se encontramos a solução geral fnx(3) de Pl, que é a mais dificil, então as

soluções fr, (A) de P2e f (A) de P3 podem ser consequentemente obtidas, para qualquer

à > —1/2 fixo, através das fórmulas

fa (2) nt (2)
(A) 1<&éhA fax()

FO) fa (2)
sup :

ff) nx fi)

Entretanto, para resolver esses problemas necessitamos de limites superiores

para —xh,(2)/zns (À).
O problema de encontrar a função extrema f.(%) que força o produto

f(MNTnA(A), E = 1,2,...,[n7/2] à crescer, foi recentemente discutida por vários
pesquisadores.
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Em 1981, Laforgia [15] mostrou que Arns (A) é uma função crescente de À para
O<1<l ek=1,2,...,[n/2]. Ahmed, Muldoon e Spigler [1] refinaram, em 1986, o resul­
tado de Spigler [19] demonstrando que, se n >2 e f.(3) = (A+ (2nº +1)/(4n+ 1))'P,
cada fr (A)trnke(A) cresce com À para —1/2<X2<3/2, k=1,2,...,[n/2].

Ismail e Letessier [14] conjecturaram, em 1988, que VATn. (À) cresce com AX,
1>O0ek=1,2,...,[n/2], e Askey observou que f, (A) = V/A+1I poderia ser a solução
de P3. À sugestão de Askey foi reformulada como uma conjectura por Ismail, Letessier e

Askey em 1989, no artigo [13], denominada ILA . Esta conjectura afirma que, sen > 2 e

1<k<[n/2]),a função VA+ Itne (A) é crescente com relação a A, para à > —1/2.
Consequentemente, f,(A) = <VA+1 seria a solução de P3, pois

T21(A3) = V/2(A+1). Em 1989, Ifantis e Siafarikas [11] demonstraram a conjectura
denominada ILA para o maior zero positivo, Xn1(%4), quando À > —1/2, usando
técnicas de funções analíticas.

Recentemente, Dimitrov [4] demonstrou a mesma conjectura para os zeros
positivos tnn(A), à E (—1/2,9/2], e, também, para *à E (—1/2,3/2+uU e
n > 1+(vº+3v+ 3/2)!com v EIN. Além disso, demonstrou essa conjectura para
o maior zero, Tn1(X), tal como Ifantis e Siafarikas, mas usando métodos diferentes.

Finalmente, em 1999, Elbert e Siafarikas [9] demonstraram que a função

ant +1N'?
n , k = 19) , 1.12(A+) sm) 1. hn/2 (1.12)

é crescente em A, à > — 1/2, demonstrando finalmente a conjectura ILA.
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A Figura 7, exemplifica o caso particular para os zeros positivos do polinômio

de Gegenbauer, CLS (x), multiplicado pela função f1(1.5) de Elbert e Siafarikas, isto é,
as funções se tornam crescentes, quando À cresce.

É interessante saber até onde podemos estender a função
fa (9) = (A+ (2nº +1) /(4n + 2))"/? para que ela se aproxime o máximo possível da função
extrema.

Esta é a segunda questão de nosso interesse.

Existem fortes indícios de que fr (A) deve ter a forma f, (3) =<+/A+ cn, onde
Cn depende somente de n. Por outro lado, foi proposto em P3 que a melhor função fr (3)

possível que força fr (A) tnke(A),1<k< [n/2], a crescer, é aquela que torna f!(2)/f. (2)
mínima. Assim, f,(%4)=A+chn será uma função extrema se c, for o maior possível.

O teorema abaixo é a segunda contribuição deste trabalho. Ele mostra que o

resultado (1.12) é assintoticamente preciso.

Teorema 1.2 Seja nº um inteiro positivo.
Se fan (3) é positiva e fr (A)rnK (A), k=1,2,...,[n/2], são funções crescentes

de A, para A >—1/2, então
ff) 1
fm (3) ” 207) 113)

fant1 (2) 1

fans (4) ? 2(A+n+1) (1.14)

1/2Além disso, se (A+cn) “Tne(A), k=1,2,...,[n/2], são funções crescentes
de A, para A > —1/2, então

­ 4nº+n+1l
n

11e
dn +2

(1.15),

4nº +7n+9
4n +6

(116)Con+1 <

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



13

As desigualdades (1.13) e (1.14) fornecem limites superiores para a derivada do

logaritmo da função extrema para o problema discutido acima.

Obviamente as desigualdades (1.15) e (1.16) são equivalentes a

Cc <n­lx 3já 4 2(4n+2)

C <n+2+ ­anti 4 4En+3)
Por outro lado, como já mencionamos, Elbert e Siafarikas [9] monstraram que

fa (A)rne (A), k=1,2,...,[n/2], crescem com À se

nt +1N'?hO)=(1+ To) (1.17)

Então, dependendo da paridade de n, a função fr (3), no resultado deles, pode
ser escrita como

PAO) = NAC + ITA =X Gy4 A4(An+l

1 32
— CC AAA

Por outro lado, as desigualdades (1.15) e (1.16) mostram que as funções f2(X),
são limitadas superiormente por

+ 312
—  — —fm) SIAFI tam

1 152
— —

Consequentemente, o multiplicador (1.17) é assintoticamente preciso.

O Teorema 111 e o Teorema 1.2, são as principais contribuições deste trabalho,

expostos no artigo [7].
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Capítulo 2

Resultados Preliminares

Neste capítulo, daremos algumas definições e teoremas importantes da

matemática, alguns seguidos de demonstração outros não, que serão diretamente aplica­

dos no decorrer deste trabalho. Maiores informações podem ser encontradas em [3] e [22].

2.1. Números Complexos

Um número complexo z pode ser definido como um par ordenado (x,y) de
=

números reais r e y, ou seja, z = (r,y). Seja T o conjunto do números complexos, isto é,

T:=(2=(rt,y)=r7+iúiy:rn,yER).

O conjugado complexo ou, simplesmente, conjugado de um número complexo

z=x1+iyéonúmeroZ=nx­iy. O ponto Z é a reflexão do ponto 2, isto é, a posição

do ponto 2 é simétrica à do ponto z com relação ao eixo x. Se r e y são números reais,

o número real não negativo 4 xrº + yº é chamado valor absoluto, ou módulo, do número

complexo z = x+iy, isto é, por definição | z | = | e+iy| = y/ 17º +yº. Geometricamente,
o valor absoluto de 2 é o comprimento do vetor 2, que é a distância do ponto z2z à origem.

Sejam r ed as coordenadas polares do ponto z, com r > 0. Então, x = rcosô

e y = rsend.

Portanto, o número complexo 2 = xr + iy pode ser escrito na forma polar por

2 =r( cos90 +isend )=re, r>O,
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sendo r o raio, isto é, r=/xº+yº:=|z|. O ângulo 9 é chamado argumento de 2 e é

denotado por arg (z). Quando z £ O os valores de 9 são determinados por

y y XL

9 ­” areig aTecorg
Algumas vezes é conveniente usar a representação polar em torno de um certo

ponto 2º ao invés da origem, z — 29 = p( cosô + isend), sendo p a distância entre z e

zo (p= |z—­2|)ed,o ângulo de inclinação do vetor. O produto de dois números
complexos 27 = r1( cos, + isend, ), e 22 = ra( cosda + isend, ) se reduz, na forma polar,

a 2122 = T17o| cos(0, + 02) + isen(A, + 02) |.
Daí, conclui­se que arg( 1129 ) = arg(a) + arg(29) = O, +02 . Por

indução matemática sobre n, decorre imediatamente, que o produto dos números com­

plexos 21, 22,..., Zn Será

21229...2n = T1T9...Tn| cos( 01 +Oa+...+On)tisen( 01 +O9+...+On) |].

Consequentemente, arg( 2122 ...2n ) = 0, +02 +...+OAn.

Definição 2.1.1 Uma vizinhança de um ponto zo é o conjunto de todos os pontos
PA

para os quais |z—2x|<e, onde e é uma constante positiva. Assim, uma vizinhança
consiste de todos os pontos de um disco, ou região circular, inclusive o centro 29, mas sem

os pontos da fronteira.

2.2 Funções Contínuas de uma Variável Complexa

Nesta seção e em todo trabalho, consideraremos apenas as funções que são no

mínimo injetoras, contínuas e mn­vezes diferenciáveis, definidas em uma região do plano

complexo que será denominada de domínio da função.

Seja f (20) uma função contínua de uma variável complexa 2, que também pode

ser representada por f (z) := u(xr,y) +iv (x,y), onde u(r,y) e vír,y) são funções reais
contínuas com r e y variáveis reais. Assim, Re(f(2)) = uí(r,y) e Im(f (2)) =v(x,y) são

as partes real e imaginária de f (2), respectivamente.
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2.2.1 Limite, Continuidade e Derivada

Definição 2.2.1 (Limite). Seja f (2) uma função definida em todos os pontos de uma
vizinhança de um ponto zº do plano complexo, exceto, eventualmente, no próprio ponto 20.
A ofirmação

lim f(2) = wu,
Z2zo

significa que, para cada número positivo e, existe um número positivo 6 tal que

|f(z)­wol<e sempreque |z—2|<6ó, zÉo.

Definição 2.2.2 (Continuidade). Uma função f(2z) é contínua em um ponto 6 € T
se, e somente se, as três seguintes condições são satisfeitas:

(1) f(x) existe;

(2) limz.2, f(2) existe;

(3) limz25f(2) = f(20).

Definição 2.2.3 (Derivada). Seja z um ponto arbitrário de uma vizinhança de um

ponto fixo 29 contida no domínio de definição de uma certa função f (2). Seja Az = z— x.
A derivada, f' (209), de f (2) em 2º é definida por

f (20) = um FF) fio)
Az>0 Az

se o limite existe, isto é, se o número complexo f'(zo) (derivada) existe. Então, para cada
número positivo e, existe um número positivo 6 tal que

S(zo+ Az) — f(zo)
Az — f(2)|<e, sempre que O0O<|Az| <6.
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Definição 2.2.4 O limite à esquerda de um ponto a E R do domínio de f(z) é
definido por

fla­):= lim fio) =lim f(0).
Analogamente, o limite à direita do ponto a E IR é dado por

f(at+):= lim f(x) = lim f(x).:—.a ra
z>a

Definição 2.2.5. Oponto a do eixo real é denominado de salto positivo da função, f (z)
se fí(a­)=—0co e f(ía+)=+oo e, salto negativo, se f(a­) =+oo e f(at) = —oco.

Denotemos por Nyi(f;(a,b)) o número de saltos positivos da função f(2) no
subintervalo real (a,b) e por N.(f;(a,b)), o número de saltos negativos.

Definição 2.2.6 Se um ponto (x,y) se desloca continuamente através de uma curva

y = f(x) de modo que pelo menos uma de suas coordenadas tenda ao infinito e a distância
deste ponto a uma determinada reto tenda a zero, esta reta recebe o nome de assíntota da
curva. Se existe um número a tal que limz.a f(x) = oo, a reta x = a ( paralela ao eixo
0Y )éa assíntota vertical.

Citamos como exemplo a função f(x) = 1/(x — 2). É claro que a E IR é ponto
de salto de f (2) somente quando seu gráfico tem assíntota vertical x = a. Além disso,

observamos que nem todos os pontos a onde o gráfico de f (2) tem assíntota vertical são
pontos de salto. Se f(a—) e f(a+) têm o mesmo sinal, então a não é salto negativo e
tampouco positivo.

2.3 Funções Analíticas

Definição 2.3.1. (Função Analítica). A função f (2) na variável complexa z é analítica

no ponto 2º, se sua derivada f'(z) exite não só em zo mas também em todo ponto z de
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uma vizinhança de zo. Uma função é analítica em uma região se for analítica em todos

pontos dessa região.

2.3.1 Equaçoes de Cauchy­Riemann

Seja f (2) =u(x1,y)+iv(x,y) com Re(f(2)) =u(x,y) e Im(f(2)) =v(x,y).
Suponha que z — zo é real. Logo, z = xr+iyy e 29 =x09+iy. Então,
f(2)­ f(x) Luíz) +iv(s,yo)) fu(to,yo)+iv(to,yo))

zZ— T—TXo

uír, Yo) — u (To,yo) + il (x,4o) — uv (o, Yo)
TX ro |

Se esta expressão tende para um limite quando x — ro, então suas partes real

e imaginária também tendem a limites, independentemente. Isso significa que —
Ox

existem no ponto (xo9,yo). Portanto,
' = du , oo" (zo) "” (& + 1) T=T09,Y=Y0

Por outro lado, suponha que z—2 tenha somente com a parte imaginária,

isto é, z=1 +iy e = X+ ÚN Logo,
f(2)­ f(%) — fultoy)+iv(tzo,y))— (ulto,yo)+iuv(to,yYo))
2 1UY — tYo

v(to,yY)—vu (To, Yo) i2 (xo, y) — u (to, Yo)
yo Yy—UYo

: :
. Ov Odu

.,Assim, as derivadas parcias — e — existem no ponto (709,4) euy My

; Ov .O&v
nn) = [>f' (xo) (& er)

Comparando (2.1) e (2.2) e igualando as partes real e imaginária, obtemos

Ou Ou Ou Ou
dE dm (t =X, Y=Y) (2.3)

Definição 2.3.2 As equações (2.3) são denominadas Equações de Cauchy­Riemann.

Se existem as derivadas parcias de primeira ordem em uma região e são contínuas

em todos os pontos dessa região, então as equações de Cauchy­Riemann são uma condição
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necessária e suficiente para que f(z) seja analítica nessa região. Sendo assim, existe uma
série de potências que representa essa função no círculo de convergência, isto é,

é convergente para |2| <r.

Definição 2.3.1 Um arco contínuo é definido como um conjunto de pontos (x,y) tais

que

onde Q(t) e u(t) são funções contínuas do parâmetro real t.

Essa definição estabelece uma transformação contínua dos pontos t do intervalo

(x,y) no arco e uma orientação dos pontos (x,y) de acordo com o sentido de crescimento
de t£. Se nenhum par de valores distintos de t corresponde a um mesmo ponto (r,y), o arco
é chamado arco de Jordan. Mas, se 6(a) = &(b), u(a) = u(b) e nenhum outro par de valores
distintos de t corresponde a um mesmo ponto (x,y), então o arco contínuo é uma curva
simples fechada, ou curva de Jordan.

O círculo

x =, cos 1, y=rT," sen É com 0 <t< 2mn,

é um exemplo de curva simples fechada. Se as funções 6 (t) e 1 (t) na equação (2.4) têm
derivadas contínuas &(t) e n'(t), que não se anulam simultaneamente para qualquer valor
de t, então o arco tem uma tangente que varia continuamente de posição . O arco (ou a
curva) é, então, suave. Entendemos por caminho a curva contínua formada por um número
finito de arcos suaves.

Definição 2.3.3 Define­se contorno como a curva consistindo de um número finito de

arcos definidos por x = Q(t), y = pu(t), onde à(t) e nW(t) são contínuas.
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O contorno é fechado se o ponto final da curva coincide com o ponto inicial. Por

exemplo, calcular a integral
dz

rr

onde F é um círculo com centro na origem e raio p.

Seja z = x +iy um número complexo qualquer. Mudando para coordenadas

polares, temos que z = p (cosô + isend) = peº, com

x = pcosô =: 0(0) e y = psenô =: u(0), onde 0<60<2mn. (2.5)

Assim, z = p(0(9) + iu(9)) = pe"?. Derivando z com relação à 9, obtemos

d'(0) =—psenhê' e p'(0)=pcosd.

Por outro lado, dz/dôê = Q'(0) + iQ'(0) = —psend + ipcosd = ip (cos + isend) = pie", ou
seja, dz = pie"ºdo. Finalmente,

; nto/Ã=­ Pardo =i | do=2m,FZ F PE F

Portanto,

Á

d[E (2.6)
Fr

Um dos principais resultados da Teoria das Funções Analíticas é o teorema de

Cauchy, que pode ser encontrado no livro do Churchill [3] juntamente com
sua demonstração.

Teorema 2.3.1 (Cauchy). Se a função f(2z) é analítica e injetora no interior e sobre
um contorno F simples e fechado, então

J f(z2)dz =O0. (2.7)
F

Teorema 2.3.2 (Fórmula Integral de Cauchy). Seja f(z) uma função analítica no
interior e sobre um contorno F. Se z é um ponto interior qualquer de F, então

fa) = e / Lav. (2.8)

f(w)
w—>=7z

Demonstração: Consideremos a função analítica exceto em w = z, onde o
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denominador se anula. Assim,

/ FL), fSM), (2.9)
FUWwW—YZz y w—z

onde 7 é um outro contorno fechado dentro de 7 que inclui o ponto w = z. Tomemos

7 como o círculo com centro em 2 e raio p. Como f(w) é contínua, podemos escolher p

suficientemente pequeno tal que | f(w) — f(2) | < €e/p0 em 7, sempre que |u—z| <p.
Por outro lado, sabemos que se M é a cota superior de |f(z))| sobre a curva Fe Léo
comprimento de £, então

| J. fíz)dz | < ML. (2.10)

2nif(a) +e.Ff) fz)fa, (2.11)
wWw>—z

que decorre da igualdade (2.6). Substituindo (2.9) em (2.11) e aplicando o módulo em

ambos os lados de (2.11) obtemos

w—z

Por (2.10), conclui­se que

| f LE du —2rif(e) | < EP = ane
Mas, o lado esquerdo da desigualdade acima é independente de e. Como e pode tender a

1 f(w)=J.LE) qu. (2.12)

Esta é a fórmula da integral de Cauchy, que expressa o valor de f(z) em qualquer ponto
interior de 7. MM

zero, obtemos
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Teorema 2.3.3 (Derivada de Cauchy). Seja z um ponto qualquer no interior de F e
z+h uma vizinhança de z contidi em F. Então,

1 f(w)1 — —— AA Von? AUFE) 2Ti J. (w — 2) 2":
Demonstração: Pela igualdade (2.12), temos que

1 (w)h)==—" | ——— du. 2.ACIIO Eu rel Mova 213)

Subtraindo (2.12) de (2.13) e dividindo por h, segue que

Fh 2milr(wr2z)(w­2z­h)

Quando h — 0, o integrando tende a f(w)/(w— 2)º. Mostremos que é possivel passar o
limite sob o sinal da integral. Consideremos a diferença

flw) TA TOO fm)
.Les /LE= E Neo as

Sejam M o máximo valor de |f(w)| em F e L o comprimento do arco F.
Seja 6 a distância mínima de z a F. Se |h| <6ó, então

| Lesoto st | so
que é limitado quando |h| — O. Como o lado direito da última desigualdade tende a zero
com |Ah|, consequentemente

nal [SOfaST fato271

que é a formula de Cauchy para f'(z). .

Usando o mesmo raciocínio obtém­se f" (z), que é a derivada de f'(z), dada

p= 2 LO ao2 w—z2)
Repetindo esse processo n vezes obtemos f(”(z), que é representada por

fz) = E Ma at2 w—2)"
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Definição 2.3.4 (Série de Taylor). Suponhamos que f(2z) é analítica dentro e sobre o
contorno simples F. Seja a um ponto interior de F. Então,

' z—a)f(2) = f(a)H(z­a)f (a) +... + Ef A.
Esta série será convergente se |z —a| <6, onde 6 é a menor distância entre a e F.

2.3.2 Zeros de Funções Analíticas

Definição 2.3.5 O elemento z E GG é um zero da função analítica f(z) se
2) =0. Se f(z) é analítica numa vizinhança de z=a então f(20) => ax(z—a * paraf(z) p

|lz — a| suficientemente pequeno e, se z =a é um zero, então um ou mais coeficientes ax,

k=1,2,..., se anulam. Se a, = O para k<m, mas ar É O, então dizemos que f(z) tem
um zero de ordem mn.

Segue imediatamente da série de Taylor, Definição 2.3.4, que, se a é um zero de

ordem m, então f(a)=/f'(a)=­­­=f" (a) =0O, enquanto que ff (a) £ O. Os zeros
de uma função analítica são pontos isolados, a menos que a função seja identicamente nula,

e existe uma vizinhança desse ponto onde a função não tem zeros, exceto, eventualmente,

o próprio ponto. Consideremos agora, 2º €E T, um ponto arbitrário de qualquer um dos
dois círculos concêntricos 1, e 72, |" ­al=nmn e |2*— a] = ra, com centro num ponto
a, onde r2 <r,.

Definição 2.3.6 (Série de Laurent). Seja f(z) uma função analítica sobre 1, e 7,

e na região entre esses dois círculos, então, em cada ponto z entre os círculos f(z) é

representada por uma série convergentes de potências positivas e negativas de (z— a),

fia) =X "an(z­0a)I+Y”— (2.15)

am para n = 0,1,2,...,
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Quando f(2) é analítica no interior de 7,, todos os coeficientes b, são nulos,

assim essa série se reduz à série de Taylor.

2.3.3  Singularidades de uma Função Analítica

Suponhamos f(z) analítica em uma vizinhança de a, digamos para |= — a| <rr,
exceto no ponto a. Então, a é chamado uma singularidade isolada de f(2z). Consideremos

(2) em termos da série de Laurent (2.15). Existem três casos possíveis:

(1) todos os coeficientes br, são nulos;

(2) a série das potências negativas de z — a contém somente um número finito de termos.

Então, dizemos que f(z) tem um pólo no ponto z =a. Se br éo último coeficiente que
não se anula, então

e dizemos que z = a é um pólo de ordem m ou, um pólo simples, duplo, ..., de acordo

com m=1,2,....

O coeficiente b, é denominado resíduo de f(z) no ponto z =a é de particular
importância pois, pela fórmula de Laurent 2.3.6,

bh = a ) fa,27% J,

onde 7 é um círculo com centro z = a, que exclui todas as outras singularidades da

função. Assim, se z=a é um polo simples, então bh, =lim (z — a) f(2);
(3) a série das potências negativas de z — a tem um número infinito de termos. O ponto

z = a é então chamado uma singularidade essencial de f(z).
No caso particular em que f(2) é analítica em 3”, todos os coeficentes br, são

nulos pelo Teorema 2.3.1. Portanto, a série reduz­se à série de Taylor.

Toda função tem um resíduo em cada um de seus pontos singulares isolados,

já que a série de Laurent representa a função numa vizinhança do ponto, exceto o próprio

ponto. O valor do resíduo, pode ser zero. Se a função tem apenas um número finito de

pontos singulares num domínio, então esses pontos são necessariamente isolados. Assim, a

função que não tem singularidades, a menos de pólos, é chamada função racional.
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Teorema 2.3.4 (Teorema do Resíduo). Seja f(2) injetora e analítica sobre e
no interior do contorno fechado F , erceto em um número finito de pontos singulares,

211229) ­ ++) Zn, interiores à F. Se bi,ba,...,bn são os resíduos nesses pontos, então

Fr

Definição 2.3.7 (Funções Meromórficas). Diz­se que uma função é meromórfica em
uma região, se ela é analítica na região erceto em um número finito de pólos.

Teorema 2.3.5 (Zeros e Pólos de Funções Analíticas). Seja f (2) injetora e analítica
sobre e no interior do contorno fechado F, exceto em um número finito de pólos. Se

f (2) não tem zeros no contorno, então

1 ff,ami J, pç) NB
onde N é o número de zeros no interior de F ( zeros de ordem m sendo contados m

vezes) e P é o número de pólos (pólos de ordem m, contados m vezes ).

Demonstração: Seja z =a um zero de ordem m. Tem­se, então, que, nas vizinhanças

desse ponto, f (2) = (z — a)"g(2), onde g(2z) é analíticae g(a) £0O. Assim,

Portanto,

onde o último termo é analítico em z = a. Daí, f'(2)/f(2) tem pólo simples em z = a
com resíduo m. Temos, então, que a soma dos resíduos nos zeros de f(z) é N. Suponha

que z=a, é um polo de ordem m. A função h(z2) =(z— a)" f(z) pode ser definida
em a, de modo a se tornar analítica nesse ponto. Assim, em alguma vizinhança de a,,
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exceto no próprio ponto,

fla)=(z­a)"h(), — com h(a)XO,

f'(2)==m(z­ a)" h(2)+ (2­0) "9 (2).
Portanto,

f(2) 2­a h(2)'
Temos, então, que f' (z) /f (0) tem um pólo simples em a, com resíduo —m

fm FO

Logo, a soma dos resíduos nos pólos de f(z) é —P. [

Corolário 2.3.2 . Seja f (z) injetora e analítica em F, então o Teorema 2.3.5 reduz­se
2 /fO,.27), fre (2.17)

2.3.4 Funções Racionais

Entendemos por função racional toda função que pode ser expressa por quociente

de polinômios. Mostraremos, nesta seção, que toda fração racional, ou seja, todo quociente

de polinômios, pode ser decomposta de maneira única em uma soma de um número finito

de frações simples.

Sejam p(x) e q(x) polinômios com coeficientes reais. Seja v (x) = p(x) /q (x)
uma fração racional irredutível.

pÍ(z
(7)

admite zeros de multiplicidade r, sendo, portanto, divisível por (x — a)”, sempre pode ser

Teorema 2.3.6 Uma fração racional irredutível V(x) = cujo denominador

decomposta em outras duas frações: uma, que tem por numerador uma constante Av e

por denominador (x — a)”, e a outra, que tem por numerador um polinômio p,, e cujo

denominador se obtém ao se diminuir de uma unidade o erpoente de x —a em q(x).

Demonstração: "Suponhamos que a é um zero de q (x) com multiplicidade r. Logo,
q(r) = (r — a)" q1 (x), onde q) (x) é um novo polinômio em x que não se anula para x = a.
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Por hipótese, p (x) /q) (x) é uma fração racional irredutível. Logo, p (x) /q (x) também será.
Seja

Ao = p(o) ==> p (a) — Aog1 (a) = O.
q1 (a)

Daqui, resulta que a função p(x) — Aogi (x) se anula em x = a. Então, é divisível

por x — a. Assim, podemos escrever p(x) — Aogi(x) = (x — a)pi(x), sendo 71 (x) um novo
polinômio em x. Assim, p(xr) = Aoqi(r) + (x — a)pi(x).

Dividindo­se ambos os membros por q (rx) resulta em

Pr) AÀ& p1(x)
1) GE­o  E­gam

Aplicando sucessivamente o raciocínio acima em  pi(x)/[(x—a)'q(x)]
obtemos

P(z) Ao A + Ar 4 Pr(z)
as) 2­0" E­om "TEIA nO ,

onde Ap, As, ..., Ár­1 São constantes e p, (rx) é um polinômio em rx. Assim, a não é um zero

de qi (x). Se considerarmos que o denominador q (x) da função racional tem outro zero b
cuja multiplicidade é s, podemos escrever g(x) = (xr — a)N(x — b)ºqa(x).

Seja q1(t)=(r— b)ºq(r). Consequentemente, a fração racional p, (x) /qa (rx)
poderá ser decomposta em s + 1 frações da seguinte forma

Pr (x) — Bo Bb, Bs Ps (x)
mé) (2­0 Gn TUTTI pe

o (r—­ a)" q(r), ondea,...,a, sãoSeja, então qg(r) = (rx — a1)" (x — as)
todos os zeros reais de g(xr). Neste caso,

d njp(x) Axjde) 2a Ea
mk

onde q, (x) é uma constante, ou só tem zeros complexos.

O Teorema 2.3.6 é geral, aplicável, também, quando o polinômio q(x) tem
zeros imaginários. Como os coeficientes de q(r) são reais, os zeros imaginários só podem
aparecer em pares conjugados. O teorema a seguir nos dá uma regra para esses casos.

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17



28

Teorema 2.3.7 Seja q(x) um polinômio com coeficientes reais que admite zeros
complexos a +ib e a—ib com multiplicidade k. Então, a fração p(x) /a(x) poderá
ser decomposta em outras duas: a primeira, cujo numerador é uma função linear em x e

por denominador [(x — a)º +6º]* e a segunda com numerador um polinômio e denominador
a expressão que resulta ao se diminuir de uma unidade o expoente do fator [(x — a)º + 8
em q(x).

Demonstração: Sendo a+ifbea­if zeros de q(r) de multiplicidade k, podemos
escrever

q(x) [(z ­ a +ib)(z —a — iba (0)
[( — a)º + Pln(0),

onde q, (xr) é um polinômio real em x que não admite zeros complexos a +1iB e a — if.

Como p (x) também não admite esses zeros por não ter fatores comuns com q (x), a fração

para xr=a+ifb.
Pp(x)

Portanto,
P(a +ib)
q1(a +16)

sendo M, e No constantes, cujos valores podem ser determinados através da equação

P(a +16) — [Mo(a +16) + Noln(a +16) =O.

Igualando­se as partes reais e imaginárias, obtemos p(r)— (Mor + No)>n(r)=0. Esta
equação tem coeficientes reais e admite como zero o número complexo a +16. Logo, admite,

também, o número complexo a — 13, de modo que o primeiro membro admitirá como fatores

(x — (a +1iB)) e (x — (a — iB)) cujo produto é (x — a)º + 8º. Portanto,

p(z) — (Mox + No)qn(s) = [(x — a)? + ºIm(s),

ou seja,

p(x) = (Mox + No)>a(z) + [( — a)º + Bºlh(0)
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onde p; (x) é um novo polinômio inteiro em r. Dividindo­se ambos os membros

por q (r), obtém­se

— Mr+NX + p1(z)
(e­STF + a

Aplicando sucessivamente o raciocínio acima na última fração de modo que os

números complexos conjugados a +ifb e a—if sejam zeros de q (x) com multiplicidade
k, podemos escrever

Mox + No Mx+NMNM ++ Mxix + Nx Pr(D)
“lége­a2+8 [(z­a2+0 OU (r­a)2+68º qn o)'

onde q (x) é um polinômio que não admite a +16 e a — if como zeros. Se px (x) /q1 (x)
tiver outros zeros complexos aplica­se novamente a técnica descrita acima, caso contrário

aplica­se o Teorema 2.3.6.

2.4 Resultados Clássicos sobre Polinômios Algébricos

A regra de Cauchy é uma ferramenta poderosa para se determinar um círculo

que contém todos os zeros, ou raízes, de um polinômio com coeficientes complexos. Se

p(2) é um polinômio de grau n, ele tem exatamente n zeros no plano complexo. E muito

importante achar uma região, por exemplo um círculo, que contém todos os zeros de p(z).

Teorema 2.4.1 Seja p(2) = 2 +an7T +... +a, um polinômio algébrico com
coeficientes complexos e a, £ O. Então, qualquer zero x de p(2) satisfaz à

desigualdade |x| < R, onde R é o único zero positivo da equação

tº — nto... Jana tt Jant=0. (2.19)

Em outras palavras, todos os zeros da equação p(z) = O pertencem ao círculo de

centro na origem e raio R.
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Demonstração: Demonstraremos, primeiramente de uma maneira direta, que a equação

(2.19) tem, de fato, um único zero positivo.
É claro que, para t > O, (2.19) é equivalente à equação

1º = mt +... + ana [t+ Jar):

Dividindo ambos os membros por t”, obtemos

1

tn
+ Jan|Znignº

1

A função do lado direito é estritamente decrescente em (0,00), tem valores
arbitrariamemte grandes quando t está próximo de zero e converge para O quando t — co.

Consequentemente, o gráfico desta função cruza o gráfico da função y (t) = 1 uma única
vez em um ponto t de (0, oo), que é obviamente positivo.

Denotemos por 4 (t) a função

P(t) = 1º — lat... anal ant.

Pela observação acima, 4 (t) tem um único zero positivo que é o ponto R. Então, se p (t) <O

para algum x > O, temos 17 < R.

Vamos supor, agora, que p(e) = O para algum 2. Então,
n2º = az" lo... ­an1Z— a, e, consequentemente,

2? = nv +... +ansz+aon|

< lalla[ +...+ fansall2] + Jan| ­
A última desigualdade mostra que v(lz|)) < O e, de acordo com a afirmação já

demonstrada |=| < R. ­WN
Daremos, agora, uma regra, proposta por Lagrange, para se determinar um

limite superior para os zeros positivos de uma equação algébrica com coeficientes reais.

Esta regra pode ser utilizada para se determinar, por exemplo, um limite superior para

o R do Teorema 2.4.1. O cálculo de uma boa aproximação para R exige outros métodos
numéricos.
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2.4.1 Regra de Lagrange

Teorema 2.4.2 Seja f(x) = ax” +... +anr+a, um polinômio algébrico com
coeficientes reais e ao É£ O. Suponha que ao > O. Sejam k o índice do primeiro coeficiente

negativo e À o valor absoluto do coeficiente negativo de maior valor absoluto da sequência

ao, A1,..., An. Então, qualquer zero positivo x de f(t)=0 satisfaz à desigualdade

r<l1+ 6/2,o

Demonstração: Vamos supor que x > 1+ / ­ := p. Então,
f(x) = ax" +... +aons” t+... +a,

ax” +arx" t+... +a, (a;>0, i=0,...,k—1)

ax” — A(t"” F+...+x+1) (pela escolha de A)
gnThk+l —1

ax” — A————
x—l

qn k+l 1
no A oao£ — ( —DE o)

qnTk
x—l

qn7k
> To 1(%(z — 1)" — A) (r>x—1).

(ar(rr­1)— A)

Como, de acordo com o a hipótese,

kK/ Axr>1+ —

então (x — 1)º > A/a, e, consequentemente, ao(x — 1)º — A > O. Assim, mostramos que
para x > p temos f(r) > O, isto é, f(x) é diferente de zero para x > p. Consequentemente,

todos os zeros positivos da equação f(t)=0 são menores do que p. E

Notemos que, tendo à disposição um método para se determinar um limite su­

perior para os zeros positivos, podemos achar um limite inferior para os zeros negativos,

isto é, localizar em um intervalo [m, M] todos os zeros reais de uma equação algébrica.
Isto pode ser feito, reduzindo­se o segundo problema (sobre os zeros negativos) ao primeiro
problema (sobre os zeros positivos), através da mudança de variáveis 1 = —t.
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De fato, sejam —xr7 <...< —x; < 0 os zeros negativos de f(x) = O.
Introduzimos o polinômio g(t) := f(—t).
É claro que 0 < T; <...<T] Serão os zeros positivos da equação g(t) = 0. Por

algum dos métodos conhecidos podemos achar um limite superior p para seus zeros,

TG <...<TN<p.

Portanto, —p < —T17 <...<—x; < 0 e, consequentemente, —p sera um limite inferior para
os zeros negativos de f (rx). Analogamente, pelas mudanças

1
T=—, =" ———

t t

obtemos um limite inferior para os zeros positivos e limite superior para os zeros negativos

da equação f(x) = O.
Agora, tratemos de um problema um pouco mais dificil, que é o de se determinar

o número dos zeros reais da equação algébrica f(x) que pertencem ao intervalo [a,b]. O
seguinte lema, que vale não somente para polinômios mas para funções suficientemente

suaves, tem um papel importante em todos os métodos para se achar limites para este

número.

Lema 2.4.3 Seja f (2) uma função que tem derivadas contínuas até a ordem k em uma
vizinhança U do ponto c. Sejam

flo) =f(o)=...=/*(o=0 e fº(c) o.

Então, para todo e > O suficientemente pequeno, temos

f(c+re)f(ctre) > O,

f(c­e)fíc­e) < O.

Demonstração: A afirmação do lema diz que antes de qualquer zero c da equação

f(t) = O, a função f (2) e sua derivada têm sinais opostos antes e depois dos zeros. À
demonstração é baseada na fórmula de Taylor. Para todo h suficientemente pequeno, tal

que c+h, c— h E U, temos

FDC) pelo FO (c+ dh) ntfer+n=s0+2n+ 3 tt —a
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onde 0 E (0,1). Analogamente,
"(c)fle+hl)=f()+=Wh+..+ FED pra 4 LPCCRAh) prE2)! (ED)! !

onde 4, E (0,1). Como fO!(c) = O, paraj=0,...,k — 1, então
fíe+h) fM(c+dh) h
fícrh) fO(crah)k

Mas, ft) £ 0. Desde que f!(t) é função contínua, existe uma vizinhanca Ui de c tal
que f(t) £ O para todo t E Li. Além disso, sinal ft) = sinal (f*)(c)) para todo
t EM. Em particular, para h suficientemente pequeno, temos

sinal (SP (c + 9h)) = sinal (SO (c+ Ah).

Consequentemente,
; f(c+h)Nsinal (Fo) = sinal (h).

Assim, fazendo h = e e h = —e, obtemos a afirmação do lema. À

2.4.2 Sequência de Sturm

Seja f(r) um polinômio algébrico arbitrário de grau exatamente n, isto é,
f(x) = aos” +... +a, ea AO. Aplicando o algoritmo de Euclides, para se achar o
maior fator comum entre f(x) e f'(x), obtemos

ri(x)ai(x) — ri+1(D)

Tr—2(X) = re1(X)asn1(X) — tel ):

Neste processo, tomamos os restos da divisão com sinal ” —”. Podemos observar

que os graus dos polinômios r;(x), i = 1,2,...,k, são estritamente decrescentes. À divisão
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é repetida até obtermos o resto re (xr) de grau zero, isto é, uma constante. Se esta constante

é O, então rx­1 (x) é o fator comum entre f (x) e f' (x). Se r.(r) = const £ O, então
f (x) e f' (x) não têm fatores em comum diferentes de constante. Por exemplo, se f(x) não
tem zeros múltiplos, então f(x) e f'(r) não têm fatores comuns diferentes de constante e,
consequentemente, o algoritmo de Euclides produz a sequência

f(x), f(x), (x), ...,.rx(x), — com re(x) = const £ O.

Seja (a, b) um dado intervalo. Vamos supor que r.(x) é um fator comum entre
f(x) e f(x) e que r.(xr) £ O em (a,b). Por outro lado, r.(x) £ O em (a,b) se, e somente
se, f (x) não tem zeros múltiplos em (a, b).

De fato, se f (r) tiver um zero é com multiplicidade p em (a,b), então € é um
zero com multiplicidade (p — 1) de f' (x) e, consequentemente, f (x) e f(x) têm um fator

comum (r—&)P­!, onde o ponto £ E (a, b). Reciprocamente, se f (x) não tem zeros múltiplos
em (a, b), então o fator comum entre f (x) e f/ (x) não tem zeros em (a, b).

Definição 2.4.1 Dizemos que

f(x), f(x), ra(x), ...,TE(D) (2.20)

é a sequência de Sturm gerada pelo algoritmo de Euclides, aplicado em f(x) e f'(x).

Denotemos por V (x) := V(f(x), f(x), r1(),...,rk(x)), o número de mudanças

de sinal na sequência (2.20), no ponto r € (a, b).

Lema 2.4.1 A sequência (2.20) satisfaz às seguintes propriedades:

(1) Se f(c) = O, então f(c— e) e f'(c— e) têm sinais opostos e fí(e+e) e f'(c+e) têmo
mesmo sinal para todo e > O suficientemente pequeno.

(2) Se r;(c) = O para algum i, i = O0,1,...,k— 1, então ri1(c) £ O, rivi(c) £ O, rini(o) e
ri+1(c) têm sinais opostos, onde r­1(x) := f(x), ro(x) := f'(x).
(3) r.(x) £ O em (a,b).
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Demonstração: A primeira condição segue do Lema 2.4.3. A afirmação em (2) é con­

sequência imediata da relação r;i­1(x) = r;(t)gi(x) — ri1(r) para 7 = c. Então, obtemos
ri­1(c) = —ri41(c). Se supusermos que um desses dois números é zero, então, pela relação

de recorrência, obtemos r;­1(c) = riza(c) =... =n(c)=f'(c)=f(c)=0. Assim, c seria
zero múltiplo de f (x), o que leva a uma contradição.

A afirmação em (3) é consequência de termos exigido que f(r) não tenha zeros
múltiplos em (a, b).

Teorema 2.4.4 (Sturm). Seja f(x) um polinômio algébrico de grau n que não

tem zeros múltiplos em (a,b). Então, o número de zeros de f(x) em (a,b) é iguala
V(a) — V(b).

Demonstração: Vamos acompanhar a variação do número V (x) de mudanças de sinal na

sequência de Sturm (2.20) quando x se move de a até b. Desde que todas as funções desta
sequência são polinômios algébricos e, portanto, são funções contínuas, então a mudança

do número V(rx) pode ocorrer somente quando r passa por um zero de uma das funções

f(x), f(x), r1(€), ..., resi(r). Vamos supor que c E (a,b) e f(c) = O. Então, para e > O

suficientemente pequeno, f(c— e) e f'(c— e) têm sinais opostos e f(c+e) e f/(c+e) têm

o mesmo sinal. Consequentemente, entre f(r) e f/(r) existe uma mudança de sinal antes

de c e esta mudança desaparece depois de c. Em outras palavras, o número V (xr) diminui

de um quando r passa por um zero de f (x).

Vamos observar, agora, o que acontece quando x passa por um zero de r;(r)

para algum à = 0,...,k— 1. Seja, então, r;(c) = 0. Neste caso, pela propriedade (1) da
sequência de Sturm,

Ti­1(c) É 0, r1(c)£0 e ri1(c)rii(o)<O.

Isso significa que r;i1(r)rix1í(r) < O para todo x em uma vizinhança suficientemente
pequena de c e, portanto,

Vírin1 (z) ,ri(), ri1(2)) =,

para todo r desta vizinhança. Isso mostra que quando r passa por um zero de uma função
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intermediária de (2.20) o número das mudanças V (x) não se altera. Assim, mostramos
que V (x) diminui de um somente quando r passa por zero de f(r). Consequentemente, o

número de mudanças de sinal perdidas quando x percorre o intervalo (a, b) é exatamente
igual a número de zeros de f (x) em (a,b). E

Vamos considerar agora, a sequência dos polinômios

f(x) = Po(x), p1(D), p2 (x) 20 .. ; Pk)

que satisfaz as seguintes exigências:

1. Para todo x E (a,b), se pj(x) = O, então pj1(t)p;x41(X) <O.
2. O último polinômio prx(x) não se anula no intervalo (a,b), isto é, pr(x) £ O para todo

xr € (a,b).
Qualquer sequência de polinômios que satisfaz essas condições é

chamada sequência de Sturm generalizada.

Dado dois polinômios f(x) = po(z) e p1(r) sem zeros em comum, tal que o grau

de pi(x) é menor ou igual do que o grau de f(x), podemos construir uma sequência de
Sturm generalizada através do algoritmo de Euclides

f(x) = qo(e)n(z)— pa(o)

qgj(x)p;(x) — p;x+1(D)

Pr1(t) = qr(xc)px(D).

Podemos verificar que realmente essa sequência é de Sturm generalizada. De

fato, se pjy(r) = O (2.22) implica que, neste ponto r, os valores dos polinômios p;­1(x) e
Dj+1(x) são não nulos e têm sinais opostos. Além disso, se f(r)e pi(r) não têm zeros
em comum, pr(x) é constante.

Assim, dados f(r)e pi(r) sem zeros em comum e com grau(p,) < grau(f), por
V(f,p1; r) denotaremos o número de mudanças de sinal na sequência de Sturm generalizada,

gerada pelos polinômios f (x) e pi(r) através do algoritmo de Euclides, no ponto z.
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Vale a pena mencionar que a demonstração do Teorema 2.4.4 está baseada

somente nas propriedades 1. e 2. da sequência de Sturm gerada pelos polinômios f(x)
e fr). Portanto, podemos usar os mesmos argumentos para demonstrar a seguinte

­ generalização do Teorema 2.4.4.

Teorema 2.4.5 Sejam f(x) e pi(x) polinômios reais sem zeros em comum, tal que o
grau de pi(x) menor ou igual do que o grau de f(x). Então,

Z(f;(a,b))=V(f,p5a) —V(f,p15b).

2.5 Outros Teoremas

2.5.1. Teorema de Rolle

Teorema 2.5.1 Seja —“f(z) uma função contínua no segmento [a,b] com
f(a)=/f(b=0.5Se f(z) é derivável em todos os pontos de (a,b), então existe pelo
menos um ponto c E (a,b) tal que f'(c)=O.

2.5.2 Teorema do Valor Médio

Teorema 2.5.2 — Seja f(2) uma função contínua no segmento [a,b]. Se f(z) é derivável
em todos os pontos de (a,b), então existe pelo menos um ponto c E (a,b) tal que

pa=120=10
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2.5.3 Continuidade dos Zeros com Relação aos Coeficientes

O teorema a seguir é de relevante importância, porém sua demonstração é

extremamente complicada, pois utiliza topologia e esta além dos objetivos deste trabalho.

Teorema 2.5.8 Seos coeficientes de um polinômio gn(2;u)=a(uU)+an(nN)z+...+
an (1) 2º, an (1) A O, são funções contínuas de un, os zeros de gn (z; 1) também são funções
contínuas de un.

2.5.4 Regra de Leibniz

Sejam as funções f(r)e g(r). À n­ésima derivada do produto fí(x)g(x) é
dada por

do

dx” i[sta= (5) [Eve] [Este]. (2.23)
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Capítulo 3

Teoria de Estabilidade

Temos por objetivo principal neste capítulo, obter um critério para que os

zeros de dois polinômios de mesmo grau se entrelacem. Esse objetivo será atingido através

de condições necessárias e suficientes para que os zeros de um polinômio algébrico real

se localizem no plano complexo à esquerda do eixo imaginário. O último critério, car­

acteriza o que conhecemos por estabilidade, que é de grande importância na física, mais

especificamente em sistemas elétricos e mecânicos.

Na Seção 3.1, introduziremos e estudaremos os índices de Cauchy de uma função

racional real 4 (xr). O Teorema 3.1.1 mostra que o número de zeros de um polinômio p(z)

em um intervalo (a,b) é igual ao índice de Cauchy de uma função racional associada ao

polinômio p(r). Por outro lado, o número dos zeros simples de p(x) é fornecido pelo
teorema de Sturm em termos das variações da correspondente sequência de Sturm. Com

isso, temos a relação entre os índices de Cauchy e o número de variações.
Esta variação é uma das ferramentas principais na demonstração do teorema de

Routh, que é dada na Seção 3.2. O teorema de Routh tem, por seu lado, como consequência

imediata o critério de Routh, que fornece a primeira condição necessária e suficiente para que

todos os zeros de um polinômio tenham parte real negativa. Na Seção 3.3, nosso interesse

é mostrar o teorema de Hurwitz, que é o segundo critério, equivalente ao de Routh, para

que um polinômio seja estável.

Como consequência do critério de Hurwitz, forneceremos uma condição necessária

e suficiente para que os zeros de dois polinômios sejam reais, negativos e se entrelacem. À

fonte principal do nosso estudo neste capítulo é o livro de Gantmacher [10].
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3.1. Índices de Cauchy

Sejam f (r) eg(r) polinomios algébricos reais de grau m e n, respectivamente.

Estudaremos os índices de Cauchy de 4 (x) = f (x) /g (x). Para introduzí­los precisaremos
da noção de salto de uma função racional, dada na Definição 2.2.5.

Definição 3.1.1 O índice de Cauchy da função racional real v(x) entre os limites a
eb é a diferença entre o número de saltos positivos Ni(V;(a,b)) e o número de saltos
negativo N(v;(a,b)) de Vv(x) em (a,b), ou seja,

2 (x) = N.(4;(a,b)) — N­(4;(a,b)),

com a,bE MR, ou a=­00o e b=+oo.

O sinal de um número A é definido naturalmente por
1 se A>O;

sinal (A) = se A+=O;
—1 se A<O.

Consideremos que o grau do polinômio f (x) é maior ou igual ao do polinômio
9 (x). Logo,

9(x)
Assim, o grau de r (x) é menor do que o grau de g (x). Quando m < n, o polinômio q (rx)
é identicamente nulo.

Logo,

v(e):=a()+ DÊ.
Suponhamos que os polinômios f(r) e g(xr) não tenham zeros em comum.

Sejam Tn,...,Tp OS Zeros reais simples de g(x). Logo, pelo teorema fundamental da
álgebra, temos que g(r)=go(r—x)(r—x3)...(t—rxp)g* (x), onde o grau de 9* (x) é
n—p etem somente zeros não­reais. Aplicando os Teoremas 2.3.6 e 2.3.7 em Vv(rx),
segue que

V(D) =) +) E p<n.
Pp

fa (ET)
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Lema 3.1.1 Sejam f(x) e g(x) polinômios algébricos reais de graus m e n,
respectivamente, com m > n. Então,

pit) = > sinal (A,), com A, ER.
9 (x) a<r,<b

Demonstração: Aplicando a Definição 3.1.1 e (3.1) , temos que
Tr Tr

ITSv(z) = Ni( (—oo, +co)) — N( (—oo, +0o)),
pois, gq(r) não tem saltos positivos e negativos.

Por outro lado, é claro que a função Ax/(x — xx) tem salto positivo em r, se
Ax > O e salto negativo se A, <O0. Logo,

If&U(x) = 3” sinal (A,) — 3 sinal (As).
Ax>O Ap<O

Seja DB =maxf|x1|, |x2a|,..., |x5|) +11
Pelo Teorema 2.4.2, podemos afirmar que existe um círculo centrado na origem

e de raio (, tal que r (x) /g9 (x) não tem saltos fora desse círculo. Consequentemente, para
a=­—­0 e b=DB, temos que

sinal (5) = sinal (1m OS)

Com isso, podemos limitar o intervalo de (—oo, +co) para (a, b), de tal forma que contenha

todos os pontos £1,TX2,...,Tp. Portanto,

Ilv(x) = Ss sinal (A,), com a<b. UM
a<r,<b

Corolário 3.1.1 Seja p(x)=ao(r—a)N(r— a)..(tx— an)"", com a; É Ox,
i,k=1,2,...,m, um polinômio algébrico real. Então,

ne =n (Esto) ­n (St).P(x)

Demonstração: A derivada de p(x) é dada por

p(x)=a”nu(x — a)M..(g —a)(x — a" | :
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Dividindo p'(r) por p(r), obtemos

e DT
e

Sejam a1,02,...,Ap OS zeros reais com multiplicidades n1,n2,...,np, respectivamente, de
p(x). Pelo Teorema 2.3.7, temos que

px) :

)+
p(x) + Ga)(xr — ax)

onde r(x) é uma função racional real sem saltos reais.
Pelo mesmo raciocínio de (3.2), podemos considerar o intervalo (a, b) finito de

tal forma que contenha os pontos a1,a2,...,&p­. Logo,

(x) ;D(9) => sinal (Ax)— Ss. sinal (Ax).
Ax>O0 Az <O

Portanto, é natural que

XY sinal (A)) = N, (E (6,))
Ax£>O0

SD sinal (A)) = N. (E (a, >) :
Ax£<O

Trataremos agora de um caso mais geral. Consideremos os polinômios algébricos

reais gn(r)e gn1(r) que geram a sequência de Sturm quando aplicamos o algoritmo
de Euclides, isto é, gn (x), gn­1 (€) ra (r),..., re(z). Assim, o Teorema 2.4.5 implica que
V (gn, In=1; 0) = V (Gn, Gn—15 b) é igual ao número de zeros reais simples do polinômio gn (x)
m (a,b).
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Teorema 3.1.1 Sejam

gn(Xr) = ao(x — a1)M... (g8— an)" (r— ann)""t...(x— a)",

onde a1,..., Am SÃO Seus zeros reais e Amy1,..., As OS ZETOS NÃo­reais, e gn—1 (T) polinômios
algébricos reais satisfazendo às considerações expostas acima. Então,

a=2Z (gn; (a, b)) ,
onde Z(gn;(a,b)) é igual ao número de zeros reais, simples e distintos de gn(x) mo

intervalo (a, b).

Demonstração: Pelos Teoremas 2.3.6 e 2.3.7 podemos decompor qualquer função racional

real gn—1(XT)/gn(r) em somas de frações simples, ou seja, em uma somatória de frações
com saltos reais e em outra somatória sem saltos reais da seguinte forma:

Gn NL)1( — Ain;re + (A+T EE) 6)O
onde a; e A;n, São números reais, A;n, *Z O, para à = 1,2,...,m. À função racional real
r(x) não tem saltos reais.

Seja xr pertencente a uma vizinhança suficientemente pequena de a;. Para tais

x temos

(tr—a“>O, se r>a;,
(3.5)

sinal ((x — a,)") = sinal ((—­1)"), — se r<o;.
Logo, multiplicando (3.4) por (tr — a)", obtemos

(x — META " 2 [Aia(g — o)+. + Anis (E — 04) + Air)n i=l

+(x — a;)"r(x).

. ; Gn—1 (x)lim (r—a)M==——= Ain,a ET O)
Portanto, quando n; for par, temos que
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e, por essa razão, A;n,/(r — a;)"' não terá saltos positivos nem negativos. Logo, de (3.5)
e (3.6), concluimos que

pets ­ S sinal (Ajni).
ni: impar

Assim, se os zeros reais de g(r) pertenceram ao intervalo (a,b), então

nO = > sinal (Ainj),
a<a;<b

ni: impar

ou, equivalentemente,

pel) Ss. sinal (Ain) — > sinal (Aini).gn(z) AinçõO Ain; <O

É importante ressaltar que teremos salto positivo ou negativo em
Aini/(r— a)" se, e somente se, x for um zero de gr, (xr) de multiplicidade ímpar. Assim,

bp In—1 (x)rr é igual ao número de zeros reais simples de gn (x) em (a,b).Gn AZ
Portanto,

BE — 7 (9, (0,0). E
a Gn(D)

Corolário 3.1.2

ne1 (€no = V (gn, 9n130) — V (Gn, In—15 6).
Demonstração: Um outro método para se calcular o número de zeros reais simples de

gn (x) em (a,b) é o teorema clássico de Sturm. Sejam grn(T), gn­1 (XT), ra(x),...,T1kx(x) a
sequência de Sturm gerada por gn(x) e gn—1 (x), quando aplicamos o algoritmo de Euclides.

Ássim, pelo Teorema 2.4.5, temos que

V (gn, gn­150) = V (gn (a), gn—1 (a) ,ra(a),...,rx(0))

V (Gn, In—13 b) =Vy (gn (b) ; Gn—1 (Db) 72 (Db) ess
Logo,

V (gn, In=130) — V (Gn, In=15D)

é o número de zeros reais simples de gn(xr) no segmento (a,b).
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Portanto, pelo Teorema 3.1.1 e por (3.8), temos que

no: (€Bo = Vy (Gn, Ggn—1; 0) — V (gn, Gn=13 b) W

3.2 Algoritmo de Routh

Definição 3.2.1 Um polinômio real f(z) cujos zeros têm a parte real negativa é
denominado de Polinômio de Hurwitz.

Os polinômios de Hurwitz também são denominados de polinômios estáveis.

Em 1875 o matemático britânico Routh, usando o Teorema 2.4.4 e a teoria

dos índices de Cauchy, elaborou um algoritmo para se determinar o número de zeros à

direita do eixo imaginário (Re (z) > O) de um polinômio algébrico com coeficientes reais.
Em particular, o algoritmo fornece critérios para que um polinômio real seja polinômio de
Hurwitz.

Seja f(2):= az" +az" +... +aniz+an, com aq Z20, um polinômio
algébrico de grau exatamente n, com coeficientes reais. — Pelo teorema fundamental da
álgebra

f(2) =0 | [ (2­2).
Trataremos, primeiramente, do caso em que f(z) não tem zeros no eixo

imaginário, isto é, f(2) 20,Vz=iw:weE R.

Sejam r€ Re

ST :=[2=pe*:pEe(0,r); pe (—n/2,7/2)),

um semi­disco do plano complexo. Para r suficientemente grande, todos os zeros do

polinômio f(z) com parte real positiva pertencerão a &.

Denotaremos por ZÍ(f;Im(z)>0) o número de zeros do polinômio f(z) à
direita do eixo imaginário, e por Apg a variação do argumento ao longo do contorno 9SI3
de O.
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Lema 3.2.1 Se Z(f;Im(2)>0)=Kk, então NE argí f(iw)) =n — 2k.

Demonstração: Suponhamos f (z) analítica em 3. Assim, pelo Corolário 2.17, segue

1 /f&,)ami aa FO) dz = k, (3.9)

onde k é o número de zeros de f (2) em 3. Por outro lado, a forma polar de f (2) é dada

por f(z)=|/(2)|ícosd +isend). Aplicando o logaritmo em f(z), segue que

Inff(z)) = Inf f(2)/eº)
Inf| f(2)|) +idlne = Inf|f(2)|) +id

Infl f(2)|) +iargif (2)).
Como o valor de Inf|f(2)|) é real então Ass Inflf(2)|) = O. Logo,

Asslníf(2)) = Asslnflf(2)|) +idogargí f(2))

= idAsgargíf(2)). (3.10)

d
Sabemos que => Inf f(2)). Integrando esta igualdade em z, obtemos

FE f Ena:aa f(2)
= As Iníf(2)).

Substituindo (3.10) na igualdade acima, obtemos

f(2)
ax f(2)

Substituindo (3.11) em (3.9), é imediato que Ago arg( f(2)) = 2km.

dz = iàag argí f(2)). (3.11)

A variação do argíf(z)) ao longo do semi­círculo 93, quando r — co, é
determinado pela variação do argumento do elemento de maior grau de f(z), isto é dado

por AT% arg(f(2)) = nm.
Portanto, a variação ao longo do eixo imaginário, quando r — oo, é dado por

Ne argí f(iw)) = n — 2k. = (3.12)
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Substituindo z =iw no polinômio f(z), podemos escrever f(iw) = u(w) +
iv (w) , como veremos a seguir. Fazendo n = 1,2,..., temos

n 1 => f(iw) = +bo +ifagqw)G

n 2 => f(iw)
3 = f(iw)

(iw)

= — bow? + by + if—agwº + awk

4 = f(iw) = +agw* — aqwº + aa + if—bowº + bi)

Sen é par, então

ulw) = (—1)ifagw" — aqw""2+amw" to...)
ví(w) (—1)3 bow"! — bw" + bw"...

e, n ímpar,

ulw) = (1) bow"! bw" + bw" =... d,
vw) = (DFL aqw" — ajw"?+aw"ºt—,,,

Assim, uí(w) = Ref f(iw) ) e v(w) = Imf f(iw)), isto é,

f (iw) = Ref f(iw)) +ilmf f(iw)).

Lema 3.2.2 Dado um polinômio algébrico real de grau n
f(2) = az” +boz"  +amaze+bzo dA+o.., ao É O,

então,

proo UC) " boztlt+bi2t d+.
= =n— 2k.

ulw)  agt+azzº +

Demonstração: Escrevendo f(iw) na forma polar, temos que f(iw) = |f(iw)| e”, com

tg = vi)
u(w)

0 = arg( f(iw)) =>
u(w)

cotgd = vlw)
Quando n é par, o grau do polinômio u(w) é maior do que o grau do polinômio v(w).

v(uw)
ulw)

u
= O. Por outro lado, se n é ímpar, segue que lim = 0, polso

Uo0o

'Logo, lim v(w)
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grau de u(w) é menor do que o grau de v(w).
Daí,

vlw
arctg ——<

ulw

arg(f(iw)) =
u

arccotg
vlw

Ássim, mostramos que

ATX arcta 2).
ulw)

AiZ arg(f(iw)) =
A+ arccotg A

v(w)

Sabemos que os polinômios ví(w) e u(w) não têm zeros em comum. Logo, para

todo zero de u(w), a fração v(w)/u(w) terá um salto positivo ou negativo. Sejam a; esses
zeros. Assim,

—oo <=> lim arctg — T
wa7 ufw) 2º

= +oo <> lim arct ví) = —Z" wsat 9 ulw) 2

Portanto, para cada a;, a variação de —n/2 até n/2 é nm. Logo

At% arctg o =T pstO.
Por outro lado, temos que

Ne arctg vim n— 2k.(w)

Logo, de (3.15) e (3.16), temos que

so =n—2k. (3.17)

Quando n for ímpar o raciocínio é análogo, bastando considerar arcecotg SEvlw
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e, então, obtemos

14% ul) se lim ulw)vlw) ** uãã vlw) =0O,

As arg(f(iw)) =
o ul) usco U(UW)

Portanto, mostramos que para qualquer n par ou ímpar

= 0.

ne e ­ NsO =n—2% EB (3.18)

O índice (3.18) também pode ser obtido através do teorema de Sturm. Apesar
desse resultado ser análogo ao anterior, ressaltamos sua extrema importância pois faz uso

dos coeficientes dos polinômios gerados pelo algoritmo de Euclides.

Lema 3.2.3 Seja f(z) um polinômio algébrico real que satisfaz (3.13). Então,

1 +ooV (4) Uu, Vv; —oo) — uUu, v; +oonm “Pu(w) V (4 ) = V(u,v;too).
Demonstração: Os polinômios uí(w) e vuí(w) satisfazem às condições da sequência de
Sturm. Pelo Teorema 2.4.5, temos que V (u,v; —co) — V (u,u;+oo) = n — 2k. Por outro
lado, por (3.18), segue que

O Teorema 2.4.5 implica imediatamente no teorema de Routh, como veremos a

seguir.

Sejam fi(w):=ulw) e fa(w):=u(w). Logo,

f(w) = aqu" — awe d+..,
fa(w) = bow"*— bw" +...

Pelo algoritmo de Euclides, segue que

fi(w) qa(w) fa(w) — fa(w) => fa(w) = q2(w) fa(w) — fi(w)

fa(w) qa3(w) fa(w) — fa(w) => fa(w) = qa3(w) fa(w) — fa(w)

qn=1(w) fnz1(W) = fn+1(W) = fn+1(U) = qn1(w) fnz1(U) = fal )
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Analogamente,

do

d =

Os coeficientes dos polinômios restantes, fs(w), fa(w),..., fn+1(w), são obtidos
pelo mesmo raciocínio. Cada um dos polinômios

fi(w), fa(w), fa(w), e... fx (w) 2º  Ín+1(U) (3.21)

é uma função par ou ímpar e dois polinômios adjacentes sempre têm paridades opostas.

Portanto, (3.21) é uma sequência de Sturm.

Definição 3.2.2 Chama­se tabela de Routh a tabela

Ao, d1, A2, ...
bo, bi, ba, e..

Tr = Co, C1, Ca, ..

formada pelos coeficientes dos polinômios da sequência (3.21) acima.

As equações (3.19) e (3.20) mostram que toda linha deste esquema é

determinada pelas duas linhas precedentes, obedecendo o algoritmo de Euclides. O caso
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regular é obviamente caracterizado pelo fato de que a aplicação repetida desse processo

nunca gera zeros na primeira coluna, ou seja, a sequência

Tr, = tao, bo, Co, do, fo, e. Jd,

formada pela primeira coluna da tabela (3.22), não conterá nenhum elemento nulo. É
importante salientar que os polinômios fi(w) e fo(w) têm como maior divisor comum
Ín+1(w) = cte £ O. Portanto, os polinômios f;(r),i=1,2,...,n+1, nunca se anulam
simultaneamente. Assim,

S(iw)= filw)+ifí(w)£0, V we R.

Vamos resumir os resultados já apresentados:a) Pelo Lema 3.2.1, temos Z (f;Im(2) > 0)= E => —ZA argí f(iw)) =mn — 2k.
vw)
u (w)

c) Pelo Lema 3.2.3, Ne &)
b) Pelo Lema 3.2.2, pe 2

um) —oco) — V (u,u;+oo).

Teorema 3.2.1 (Routh). O número de zeros do polinômio real f (z) localizados do
lado direito do plano complexo ( Re (2) >O ) é igual ao número de variações de sinal da
primeira coluna da tabela de Routh, isto é,

Z(f;Im(2)>0) =V(T;+oo).

Demonstração: Seja V(a1,02,03,M%4,...) := V(ao,bo, co, do, ­ ..), onde ao, bo, co, do,­..,

são os elementos da primeira coluna da tabela de Routh gerados por fi(w) e fo(w).
Consideremos o k—ésimo elemento de (3.21), dado por

felw) = aw"FF 4...

lim SulFl)
w$0owWHHl­k = a,, k=1,2,...,n+1

e, assim, f.(+0o) = sinal(a,), k=1,2,..,n+1. Logo,

V(fa, fa; +oo) = (01, X2, 3, a, e. ).
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Por outro lado, quando w — —co temos que

o, aWI+HI=k (1)"P ta,
e, assim, f.(—oco) = sinal [(—1)"+1­t ax), k=1,2,..,n+1. Então,

V(f1,fa;00) = ((­1)" a, (1) a, (1) as,..., (1) an).

Pelo Teorema 2.4.5, temos que

— V (fi, fa; oo) + V(fi, fa; +oo) = —n + 2k. (3.24)

Sendo o polinômio f (2) degrau n, o número máximo de mudanças de sinal
na primeira coluna da tabela Tr, é n, ou seja,

V (Tr; oo) + V(Trn;+0co) = n. (3.25)

Somando (3.24) e (3.25), obtemos V (f1, fa; +0o) = V(Tr; +00) = k.
Portanto,

Z(f;Im(2)>0)=V(T,;+o0o)=k E

3.2.1... Critério de Routh

Corolário 3.2.1. Todos os zeros do polinômio f (z) têm parte real negativa se, e somente
se, todos os elementos da primeira coluna da tabela de Routh são diferentes de zero e têm
o mesmo sinal .

Demonstração: O caso de estabilidade é caracterizado pelo fato de todos os zeros do

polinômio f (2) se localizarem do lado esquerdo do eixo imaginário. Assim, k tem que
ser nulo, isto é, k=0. Logo, V(Tr1;+0o) = O.

Portanto, V(Tn1;+0o) = O se, e somente se, todos os elementos da primeira
coluna da tabela de Routh são não nulos e tem o mesmo sinal.

Portanto, Z (f;Im(2) <O) = n. H

A análise anterior levou em conta que f (2) não tem zeros no eixo imaginário.
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Um caso mais geral será aquele em que o polinômio f (2) tem k zeros do lado direito do

plano complexo ( Re (2) > O )e s zeros no eixo imaginário, isto é,

box to hat A...1It%
O agro art! A+...

=n—­2k—s. (3.26)

As observações a seguir são consequências imediatas dos lemas, corolários e

teoremas anteriores. Como f (z) tem s zeros no eixo imaginário, consideremos o polinômio

real d(z) = zº +... de grau s, com s zeros no eixo imaginário. Assim, podemos escrever

f(z2) = d(2) f*(2), onde o polinômio f*(z) é de graun' = n— s e não tem zeros no eixo
imaginário. Sem perda de generalidade, consideremos s par (para s ímpar, a análise é

análoga). Logo,

Sendo d(iw) um polinômio real em w, segue que
vlw) d(iwjw"(w) vº(w)
ulw) diw)ju'(w) u*(w)'

Como s é par então n e n* têm a mesma paridade, conclui­se que

ul)  vº()

Portanto,

[8 ——=n'"­2k=n­2k­s.

Não será abordado, neste trabalho, o caso singular, que é caracterizado pela

ocorrência de zeros na primeira coluna da tabela de Routh (detalhes [10, pag. 181]).

3.3 Teorema Routh­Hurwitz

A técnica estudada nesta seção foi enunciada em 1895 por A. Hurwitz e está

fundamentada nos trabalhos de Hermite. Hurwitz forneceu condições equivalentes às de

Routh para que todos os zeros de um polinômio algébrico real tenham a parte real

negativa. —. Como observaremos, o critério de Hurwitz pode ser obtido através do
resultado de Routh. Além disso, ele tem vantagens sobre o de Routh pois não trabalha

com divisões de polinômios. As condições de Hurwitz são dadas em termos de sequência
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de determinantes positivos formados pelos coeficientes do polinômio f(2) e, portanto, são
muito mais claros. Devido às contribuições essenciais de Routh e Hurwitz, essas condições

são, às vezes, chamadas condições de Routh­Hurwitz.

Seja

f(2) = a92” + boz"  +azt º+bzo + r+amnsz+bnsa, aro

um polinômio com coeficientes reais de graun =2m + 1.
—

Definição 3.3.1 A matriz

| .
az

ba
a

bo e... bn1
ao ... Am—1

0 o) 0 ao a, as . Ame Ama O
Vo 0 0 0 0 O bh bh bo  bmao bm /

—1onde a, =0 para k> 7 eb,=0 para k> —— é denominada matriz de Hurwitz de
grau 2m4+1 associada ao polinômio f (z).

Mostraremos, agora, a relação entre os elementos da tabela de Routh e
os elementos da matriz de Hurwitz. À tabela de Routh foi obtida através dos coeficientes

das divisões dos polinômios gerados pelo algoritmo de Euclides. Por outro lado, Hurwitz

descobriu que esses coeficientes também poderiam ser obtidos por meio do escalonamento

de Gauss sem pivotamento. Veremos, a seguir, que os menores principais da matriz de

Routh são positivos se, e somente se, os menores principais da matriz de Hurwitz são

positivos.

Definição 3.3.2 Para quaisquer dois conjuntos de índices 1 < kh <­“<k <mn,
1<h<“<ip<n, denotaremos por

a(s ob)21 ... tp

o determinante da submatriz de A composta pelas linhas ki,...,kp e colunas i1,...,1p,
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Aki ia Aki ão º Aki jãp

kp ) — | hair Ahaia *  Uziptp . . . .

Akira Ffkpia * Ldkpjip

Definição 3.3.3 Duas matrizes Anxn = (0:35) e Bnxn=(bii) ambas de ordem n, são
oequivalentes se, para todo p<n e para quaisquer índices 1 <h <ia < <ip<n,

AÍ, ' =B(, 2 2): (3.28)
11 22 ... lp 11 2 ... tp

O processo de Gauss, também chamado escalonamento sem pivotamento,

transforma a matriz À em uma matriz B que é o—equivalente a A.

Seja AC) a matriz obtida de A, depois do primeiro passo do escalonamento.

Temos AU = (af)) onde
1ai”)

a) 1 Ea (3.29)
1,1

caso a, seja não­nulo. Se p = 1, então A(;z) =am e AO (;) = a11, .Portanto, (3.28)
vale para p= 1. Desde que, através das fórmulas (3.29) não muda o valor de qualquer
determinate de uma submatriz de A, composta pelas primeiras p linhas e quaisquer p

colunas, então (3.28) é satisfeito para todo 2<p<n.
Suponhamos que AC),..., A(!), obtidas por escalonamento sem pivotamento,

são 0— equivalentes a A.

Seja AÍ a matriz obtida de A depois do qg­ésimo passo do escalonamento.

Temos AO = (ai ;) , onde

aí?) = ata, para k=1,...,9, j=1l,...
(9) (am MO o)KG TU Ts oo Erq9ThLo.

2q,q

As igualdades (3.30) implicam imediatamente que

Ao (À 8 ) ea (A?117 tt +cco tp nu *?2
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Pelo fato de A(17 ser o—equivalente a A, segue que

4º (] 20 22" 1):11 o esq 11 to ... iq

As igualdades (3.31) mostram que as transformações efetuadas são

equivalentes, isto é, não mudam os valores dos determinantes. Portanto,

Pp Ja (, 2 Pp ) parap > q.ip th lo eco ip

p = A 1 2 e...
ip da cod,

para todo 1<p<n e para qualquer sequência de índices 1<i9 <i9g <«­<ip<n.
Essas considerações mostram que, em geral, multiplicando a k­ésima linha da

matriz A por um número e acrescentando o produto à linha com índice s, onde s> kk,

obteremos uma matriz que é o— equivalente à matriz A.

O objetivo, agora, é escalonar a matriz H (f) até se obter uma matriz triangular
superior.

Para se anular o elemento a, da segunda linha de H (f), multiplica­se a primeira
: : :

alinha por —aºy/bo e soma­se à segunda linha, isto é, cr­1 = ak1 = bh k=1,2,...,m—1l.
6)

Pela estrutura da matriz H(f), essa operação pode ser efetuada nas linhas 4,6,...,2m,
assim

( bi e bro bra O o) O
Co “. Cno3 Cm? 0 0 A O

o) OQ ..

o) e... Cm—3 Cm­2 o 0
0 ba e bm­2 bm­1 0
0 Cc “.  Cmnc3 Cmoo DO

bo ac bm­—2 bm­1

0 Co Cc Ca “. em3 Cmo2
N o 0 bo bi ba bz o bncoa bm )

Para se anular o elemento bo da terceira linha de H(* (f) basta multiplicar
:

ba segunda linha por —b6/co e soma­la à terceira linha, isto é, dr1 = br1 — EA,
Co

k = 1,2,...,m — 2. Essa operação pode ser realizada nas linhas 5,7,...,2m + 1.

Continuando com esse processo, obteremos uma matriz triangular superior que
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denotaremos por

( matriz de Routh).
eo

A matriz Tr, (f) também pode ser obtida da tabela de Routh. Primeiro

eliminamos a primeira linha da tabela de Routh. Em seguida, cada linha deve ser deslocada

uma posição para a direita até o primeiro elemento ficar na diagonal principal, completando

com zeros os elementos abaixo da diagonal da tabela Tr. Como estamos considerando o

caso regular, isso implica que todos elementos da diagonal principal da matriz Tr (f) são
não­nulos.

De acordo com a Definição 3.32 e com o raciocínio acima, obtemos

n(, ão 2 )=nO(, .” 2)
para quaisquer Índices 147 <1%2 <­­ <i, <n e para todo p, 1 <p< mn. Portanto, à
o equivalência das matrizes H (f) e T.(f) nos permite expressar todos os elementos de

Tr, (f) em termos dos menores de H (f), ou seja,

AQ) =,

Definição 3.3.4 Os menores principais da matriz de Hurwitz são denominados

determinantes de Hurwitz e serão denotados por

bo bi
ao aa=H0)=h, As=H(3= ,
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Teorema 3.3.1 (Routh­Hurwitz). O número de zeros reais do polinômio f (z) localizados
do lado direito do plano complexo (Re (z) > O) é determinado por

k = v(& A, à2 À; a) ou1 1'A0A A

Demonstração: Decorre da Definição 3.32 que H(f) e T,.(f) são equivalentes. Isso
significa que os determinantes dos menores principais têm o mesmo valor. Portanto,

Ar=bo, A2=boco, Az =bocodo, .... (3.34)

Por outro lado,

A1%£0, Az £0, Ag £0,:­<>bo £0,co£0,do£O,...
que é caraterística do caso regular. Logo,

AV) A; A.
bo = À, inre do = OZ AZ

Por (3.23), temos que

k —

As À Anao, bo, co, do, ­ +) = V (ao, Az, rvebciaaas o)
aoAl) +V(41,42)+V(2,4)+ +V(E3, 25)

)

ví

ví

V (ao,Aa) + V(A1,03) +++ V (Ana,An1) +
VGA

V (ao,A1, Ag, Ani) + V (1,02, A4,:15 Ar),
ou, equivalentemente,

k =
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3.3.1. Critério de Routh­Hurwitz

No caso de todos os zeros do polinômio /f(z) estarem do lado esquerdo do

eixo imaginário (Re (2) < O), pelo critério de Routh, todos elementos ago, bo,co,do,... são
diferentes de zeros e têm o mesmo sinal. Como estamos tratando somente com o caso

regular, temos por (3.33) que k = 0. Portanto este fato caracteriza o critério seguinte.

Coralário 3.3.1 Todos os zeros do polinômio real f (2) têm a parte real negativa se,

e somente se, as seguintes desigualdades são satisfeitas

açÃ1> 0, A2>0O0, aÃ£>O0, A4>O, ..., aoÃç£ >O, sené ímpar.

Se ao > O, então as condições de Routh­Hurwitz podem ser escritas como desigualdades de

determinantes, isto é,

bo bd
a as

bo b > O bo b
|bo] > O, a a e.

a a

Definição 3.3.5 O polinômio real f(2z) que satisfaz ao critério de Routh­Hurwitz
também é chamado de Polinômio de Hurwaitz.

3.4 Polinômios Cujos Zeros se Entrelaçam

Nesta seção, forneceremos mais uma condição necessária e suficiente para que

um polinômio algébrico real f, (2) seja um polinômio de Hurwitz. Esta nova condição é de
fato um critério para que dois polinômios tenham zeros reais que se entrelaçam. Faremos

uso do índice de Cauchy para demonstrar um dos principais resultados deste capítulo. O
critério obtido com esta técnica será a principal ferramenta nas demonstrações futuras.

Sejam

fa (2) = goz”” + hz” + gaz” + hazºO? ++ + gomz + Romao,
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de grau impar n = 2m + 1, e go > O, onde

fa (2) = h (2º) +29 (2º)

hu" + hau"! +. + homert + Romao,

= gu” + gu" d+: d+ gomeaU+ gom:

Pelo teorema fundamental da álgebra, podemos escrever

= h(u­wnu)(u­u):  (u­um)

= golu—u)(uu) (U­u)
onde ui,U2,..., Um E Ul,UL,...,UI,, São OS zeros de h (u) e g (u) , respectivamente.“mi

Logo, a matriz de Hurwitz associada ao polinômio f, (z) é dada por

hi ha ++ homi O
Go Go *'* Gom 0

hi h3 o hom+1
O go go Gom

Definição 3.4.1 Dizemos que os polinômios h(u) e g(u) definidos por (3.38), cujos
coeficientes dos termos de maior grau, h, e go, têm o mesmo sinal, formam um par positivo

se seus zeros são todos reais, negativos e satisfazem às desigualdades

UU <U <U <UZ<<U,<Un<O.

Lembremos algumas propriedades dos índices de Cauchy.

1. 1ºR(1) = —IfR (0);
2. Iº R1 (x) R(x) = sinal (R1 (x)) 1º R(x), se Ri (x) £ O, oo no intervalo (a,b);
3. Sea <c<b, então 1º R(x) = IER(x) + IºR(x) + n., onde n,=Ose R(c) for finito
e n.=+l se R(r) se tornar infinito em c. Onde n,=+l corresponde ao salto de —oo
para +oo em c (incrementando x) e, onde 7, = —1 ao salto de +oo para —oo;
4, Se R(—x) = —R(r) — Nº, R(x1) = I6R(1). Se R(—x) = R(1) => 1, R(1) =
—o R(9);
5. 2 R(2) +! (5) = Es —E, onde, no intervalo (a,b), e. é o sinal de R(x) próximoa
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de ae e, é o sinal de R(x) próximo de Db.
As quatro primeiras propriedades seguem imediatamente da Definição 3.1.1. A

propriedade 5. segue do fato de que a soma dos índices 1º R(x) e Iº o) é igual à diferença
n1 — na, onde n, é o número de vezes que R(xr) muda do sinal negativo para o positivo

quando x variadea a bye nº é o número de vezes que R(r) muda do positivo para o
negativo.

Seja
r+ool1Z” — hat qo

e = Too got — gatos =n—­2k—s, (3.40)

onde k é o número de zeros de f,(z) em Re(2) > O es é o número de zeros no eixo
imaginário. Devemos investigar quais condições devem ser impostas sobre h(u)e g(u)

para que fr, (z) seja um polinômio de Hurwitz. Fazendo k=s=0 obtemos uma condição
necessária e suficiente para que frn(2) seja um polinômio de Hurwitz.

Teorema 3.4.1 Os polinômios h(u) e g(u), ambos de grau m, formam um par
posttivo se, e somente se,

+o IM) — nsooUI(U) 94)Y
I I co ( h (u) : (3.41)O hlu Th)

Demonstração: Provaremos primeiramente a necessidade. Seja

0, caso contrário,

onde sinal (g (u) /h(u)),­o.­ denota o sinal de g(u)/h(u) para valores negativos de u
de módulos significativamente pequenos. Pelas propriedades 1. a 4. do índice de Cauchy e

por (3.40), segue que

FAS h (2?)
Pzg(—2?)

Rh) , proo RO)aa ça
Rh) jo RP),
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o hz)zº)
21­"aa?)
arNr

9 (u)
h (1)

“ug (u)
h (u) o

ong) gu)
o h(u) +00 h (U) +oo h (U) ms +00(U)Pee ngdm) to gl) o ug) o gu)

TP h(u) + 1+o% h (u) P h (u) — pooh (0) +m.uglu) * ug(u) ol) * g(u)

+17

21º o +n7

nl),Iº

Portanto,
h (u) h (u)= [RX — [F2———.

“ug(u) g (u)

Pela propriedade 5. do índice de Cauchy, obtemos

Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.42), segue que
TTORENAATIOToBaiaRAe



Consequentemente, Eco (5) —ss9(u)
Sabemos que gí(u) é de grau m. Por outro lado, o índice de Cauchy de uma

função racional não pode exceder o grau do denominador. Por hipótese, k = s = O. Logo,

equação é válida (3.41) se, e somente se, as equações (3.41) são simultaneamente satisfeitas.

Provaremos agora que as condições (3.41) são suficientes para que h(u)e g(u)
formem um par positivo.

Sabemos que n=2m+l1, então

( lim h(u)=
UuUurt+oo

sempar =>
lim

U—=Oo

lim

semimpar => &
lim

U+­ oo

Por hipótese 71*%o==m, o que significa que h(u) tem m zeros reais e
9(u)distintos ui < ua <... < um. Pelo Teorema 2.3.7, a fração própria irredutível h (1) podeu

ser representada por
go — RR

Rss >O0, i=1,2,.
9 (Ui)
hn(4)

co (hPor hipótese, temos e (h (u) /g(u)) = +1. Consequentemente h, e go têm
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o mesmo sinal. Logo, go/hi > O. Assim, em cada intervalo (—oo,u1), (u1,U2),...,

(Uunm—1;Um), O polinômio gí(u) troca de sinal. Pelo teorema de Rolle, para todo
1=2,3,...,m, existe un número ui E (uz 1,u) tal que g(ul)=0. Além disso,

lim g(u)= lim h(u),
U >—Oo U>>—oo

o que implica que existe ui E (­oo,u1) tal que g (ul) = O.
Portanto,

U<U<UZ<UZ<+ <UnA < Um, < Um.

Por hipótese, o grau do polinômio 9 (u) é m e além disso, no : =m, ou

que significa que seus zeros são reais e negativos. Consequentemente ur, <0O. Portanto, os

zeros de h(u) eg(u) se entrelaçam e são negativos. Logo, pela Definição 3.3.5, h(u) e
9 (u) formam um par positivo. E

Teorema 3.4.2 . (Hurwitz) O polinômio f.(2)=h(2º)+z9(2?) é um polinômio de
Hurwitz se, e somente se, h(u) e g(u) formam um par positivo.

Demonstração: Seja f1i(2) um polinômio de Hurwitez —”O Teorema 3.4.1
implica imediatamente que h(u) e g(u) formam um par positivo.
Suponhamos, agora, que os polinômios h(u) e g(u) formam um par positivo. Quando

introduzimos os números positivos v; = —u; e vu; =—ul e multiplicamos h (u) e 9 (u) por
+1 ou ­1 para que os coeficientes de maior grau se tornem positivos, podemos escrevê­los

como

h(u)=hA (ut+v), gl)=9A(u+),i=1l

com h;7 >0, go>0Oe

0 <um<U, <Un1 <CU, << UN<U.

Portanto, Ah(u) e g(u) satisfazem ao critério de Routh­Hurwitz.

Consequentemente, pela Definição 3.3.5, fr (2) é um polinômio de Hurwitz. — EH
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Definição 3.4.2 Sejam h(u)e g(u) polinômios de grau m e urx(h), k=1,2,...,m,
os zeros de h(u) e urx(g), k =1,2,...,m os zeros de g(u). Dizemos que g < h, se
os polinômios h(u) e g(u) formam um par positivo. Assim seus zeros satisfazem à
desigualdade

urx(g) < ux(h), k=1,2,...,m. (3.47)

O critério de Routh­Hurwitz e o Teorema 3.4.2 implicam imediatamente no

seguinte resultado.

Teorema 3.4.3 Os polinômios h(u) e g(u) definidos por (3.35) formam um par
positivo se, e somente se, todos os menores principais da matriz (3.39) associados ao
polinômio fr.(z) definido por (3.37) são positivos.

A afirmação deste teorema pode ser formalmente escrita da seguinte forma:

gxhemH((115)>o k=1,2,...,n. (3.48)

Sabemos que

goz”Fl + hizº + gaz”Tl + paz"? + + + gomz + homi
1

zZ2M+l
+Jam—22"7? + +hiz+go).

2m+1 2m 2m—1l(ham+12 + IGom? + hom—12 +

1Fr (2) := 227! () , o polinômio invertido de ff, (2). Temos que
2m+1 2m—2 +...2m 2m­1ham+12 + gomZ "+ hom—12 "+ gam­—12

+ha32º + gaz +hz+go
127, (=1:) + 2741, (=)

(2º) + zh(2?),

J(z) = gomZ" + gom—22" "+: +gaz+go

—

h(z) = hom+12”' + homa2"! Foot h3az + ha.
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Logo, a matriz de Hurwitz associada ao polinômio invertido, F, (z), é dada por

Gom Gam—2 Co go O +. O
hom41 hom1 **º h 0 ­­

0 hom+1 hom­1

Portanto, de (3.36) e (3.49), obtemos
”

! 1J(2) = 2"9 (E) e : : (3.50)

Lema 3.4.1. Sejam g(u), d(u), h(u) e h(u) definidos por (3.50). Então, g<h
se, e somente se, h <7g.

—

Demonstração: Sejam ur(g), ur(h), us(9) eus(h) os zeros de g(u), h(u), g(u) e
h (u) respectivamente. Segue, de (3.50), que

1 — 1

ENG e MET
Logo,

ONDioraros 2

Por (3.47), temos que o numerador é positivo. Então

us(9)>un(h), k=12...,m (3.52)

Portanto, ux(h) < ux(9) k =1,2,...,m, ou seja, h + gq. Em outras
palavras, 3(u) e h (u) formam um par positivo. a

Teorema 3.4.4 i) h< q se, e somente se, F., é de Hurwitz;

11) F, é de Hurwitz se, e somente se, Fi (f,) ( 1 o x) >, k=1,2,...,7.
Assim, o Lema 3.4.1 e o Teorema 3.4.4 implicam no importante teorema:

kTeorema 3.4.5! g<xh se, e somente se, H (fa) ( À k )>o k=1,2,...
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Capítulo 4

Monotonicidade dos Zeros dos
Polinômios de Jacobi

Os sistemas de polinômios ortogonais de Hermite, Laguerre e Jacobi são

inquestionavelmente, os sistemas mais exaustivamente estudados e amplamente aplicados.

Esses três sistemas são coletivamente denominados de Polinômios Ortogonais Clássicos.

O sistema de polinômios de Jacobi contém, em particular, os polinômios de Tchebichef,

Legendre e Gegenbauer. Nesta seção, enunciaremos algumas propriedades básicas e

alguns teoremas importantes sobre os polinômios ortogonais e, em particular,

estudaremos os polinômios de Jacobi e Gegenbauer. As principais fontes que contém

informações completas e demonstrações detalhadas sobre os polinômios ortogonais são os

livros de Chihara [2] e de Szegó [21]. A tese de mestrado de Lisandra Érica de Sousa [18],
também é uma importante fonte de consulta, pois os principais resultados sobre polinômios

ortogonais estão cuidadosamente demonstrados.

4.1. Polinômios Ortogonais

Definição 4.1.1 Seja w(xr) uma função não negativa, integrável e não identicamente

nula no intervalo (a,b), a,b€ R, tal que os momentos
b

m= so do, n=0,1,2,...
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existem. Então, w (xr) é uma função peso e os 1, são os seus momentos.

Sejam (Pr (x))', uma sequência de polinômios e Tn", k=1,2,...,n, os
zeros de Pr (x), tal que Tn1 <Tna << <Ttnn

Definição 4.1.2 Dizemos que (Prn(x))n, é um sistema de polinômios ortogonais
(SPO) com relação à função peso w(x) no intervalo [a,b] se:
i) Pri(t) é de grau exatamente nm, isto é, se

Pr (x) = annt" +Ann1X" ++: +ano, então ann3ÉO;
A So, se má$Én,11) SiP)RGQUEE=ÍS,, se m=n

Se 7,= 1, dizemos que (P,(r))Z, é um sistema de polinômios ortonormais
e, quando ann =1,n=0,1,2,..., (Pr (1))Z,é um SPO mônicos.

Teorema 4.1.1 (Fórmula de Recorrência de Três Termos). Seja (Pn(x))o um
sistema de polinômios ortogonais mônicos. Então, existem constantes c, e v, É O,

tais que

Pon (x) = (tr — en) Pa1 (1) — vaPra (DX), n=1,2,...

com P,1(r):=0 e Po(x):=1.

Teorema 4.1.2... P,(r)E SPO é o n­ésimo polinômio ortogonal com relação à função

peso w(x) em [a,b] se

/f P. (2) Qu1 (1) w (1) dr =0
para qualquer polinômio Qn­1(xr) de grau menor ou iguala n—1l.

Teorema 4.1.3 Os zeros do polinômio ortogonal P, (x) , associado à função peso w (x)
no intervalo [a, b], são reais, distintos e estão localizados no interior de [a,bl.

Teorema 4.1.4 —. Os zeros dos polinômios P, (x) e Pn11 (x) se entrelaçam, isto é,

TIn+1,k < Cn,k < In+1,k+l) k=1,2,...,n.
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4.1.1. Função Peso Par

Estudemos o caso em que o intervalo de definição de ortogonalidade é simétrico

com relação à origem, isto é, a = —b.

Consideremos uma função peso wu (r) que satisfaça w (x) = w (—x), ou seja, ela
é par. Então, Pr (—x) = (—1)"” Pr (x), isto é, Pr (x) é um polinômio par se m for par
ou ímpar, se m for ímpar.

Teorema 4.1.55 Seja (Pn(x))o uma sequência de polinômios ortogonais em [­a,a]
com relação à função peso par w (x). Então, (Pon (Vx))..o É uma sequência de polinômios
ortogonais em (0,aº) com relação à função peso x?w(yx) efa PPonni(VE))., É
SPO em (0,0º) com relação à função peso x ?*w(Vr).

Demonstração: Seja m par. Logo m = 2n. Como Ps, (x) = Pon (—x), temos que

Pon (£) = AGono + Am 1X +++ Anont”?. (4.1)

Seja q(r) um polinômio qualquer de grau menor ou igual a n — 1, dado por

q (x) = go+qnT+:­ +qn1T”. Logo, Q(x) =q(xº) =qgo+qnTº +: +gnaTO? E mona
e é uma função par. Daí,

0= " Pn()Q(1)u(1)dr =2 " Pan (2) Q(x) w (x) da, (4.2)
­a

pois P», (x) € SPO.

Substituiremos a variável x por /r e, portanto, dz por (xdr) /2. Logo,

= 2/ Pyn (x) Q(x)w (x) dr = f Pon (Vz) Q (Vz) 2Pw (Vz) dz
= f Pon (Vzx) q (x) xy (Vo) dr.

Portanto, por (4.1), gn (x) := Pon (Vx) é um polinômio de grau n e, para todo q (x) E TnX1,
2

f na 20 (Vo) do =,
é o que queriamos demonstrar.
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O caso ímpar demonstra­se de forma análoga. "Portanto, fgn(t)),o €
(hn (x))xo formam um sistema de polinômios ortogonais com relação as funções peso
x?w(yx) e 1º//ºw(yr), respectivamente, em (0,0º). E

4.2 Polinômios de Jacobi

Nesta seção, definiremos os polinômios de Jacobi e provaremos alguns teoremas

específicos que serão de primordial importância neste trabalho.

Consideremos os polinômios de Jacobi definidos pela fórmula de Rodrigues

1) (1­ x) º(1+2)*”. [é — x) (1+ 2)" ; (4.3)PN = 2"n!
com a e À parâmetros.

Seja Ql(r):i=enl(l­x)º(1+x)) uma função auxiliar. Então,
do(­2)" (2) PO (2) = — [1 =) (1+2)"*].

Usando a fórmula de Leibniz 2.23 para a n­ésima derivada do produto, segue que
dt n—k(2 Ela) PE (a) = DO (1)El Eb+

n ­ n++a n+ po k n—kCet (25) (CT) enero,

Assim, obtemos a fórmula explícita

pen t)=2" a (MES) enter yA.
k=0

Se a BB >­l, então (PO (x))º, forma um sistema de polinômios
ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função peso u(x)=(1­x)"(1+x)º.

Sua normalização é dada por

pe) = 1)
(n+a)(n+a—­1l)...(a+1l)

nl
|
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c(e+1)...(c+n1),

o símbolo de Pochhammer.

Assim, temos

(at),PO (1) = 2 (4.4)

Como PÍºP (x) é de grau exatamente n, o coeficiente do termo de maior grau

n/2nN+a+O on = (n+a n+BMN em E CC):
é expresso por

k=0

As seguintes propriedades seguem imediatamente das fórmulas anteriores

PI) =(­N" PO (co) e PEI(DH=(1) e)ás n

Quando a=/5 obtemos os polinômios ultraesféricos, que são funções pares ou

Ímpares, caso m seja par ou ímpar.

Teorema 4.2.1 Para n=0,1,..., podemos escrever:

1
(a,a) n+a 2n +QAaY  (a­1/2)Pr (27) = ( ) ( 2 Jr: (2xº — 1)

n

—1níÍnta 2n +AY (1/20)(1) ( ) ( om )r: (1— 27º)n

2 7
a­ CUT) eram es o)

(1) (> “) (C + “) . (a+2)2PÍºO (12­22).n
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Teorema 4.2.2 — O polinômio de Jacobi Y (x) = PO) (x) satisfaz à equação diferencial
linear homogênea de segunda ordem

(1­xº)Y"+[B­a­(a+B+2)I])Y +n(n+ar+B+1)Y =O, (4.6)

ou, equivalentemente,
d

dx

Demonstração: Consideremos Y (x) = Pp) (1) E mn. Obviamente a última forma da
faa)Y') +nfn+ta+B+VN(l­o)º(1+2)ÍV=0 (47)

equação diferencial é obtida multiplicando­se (4.6) por (1— x) (1+ x)? :
Para mostrar que Y (x) = P*º (x) satisfaz (4.7), primeiramente mostraremos

que

dr dx

onde c é uma constante. Daí, segue imediatamente que
: fa Ma Ápes ()) =c(1­2)º(1+2)) PO (o),

(1­2) º(1+x)* e. fa a)A+2)0po ()) = cPi%P (q).L

Pelo Teorema 4.1.2, temos que mostrar que

9(x) = (1­2) (1+2)* . fa x) (A+)Lp))
é ortogonal, com relação à função peso (1— x) (1+x)º em (—1,1) a qualquer polinômio
Qn­1 (x) de grau menor ou igual a n — 1, ou seja,

f. 9 (17) Qnu1 (1) (1­ x) (1+ x)º dr = O.
—

Para mostrar este resultado basta substituir g (xr) e integrar sucessivamente por
partes. Portanto, 9 (x) = cP(*P (x).

Determinaremos c igualando os coeficientes de maior grau. Temos que

PpieP) (x) = annt" + Ann18Hº +...

Logo, c. PicP) (x) = c. fannt” + ann12" +... ) ;
[B­a­(a+B+2)0) (PAY (x) = [B­a­(a+B+2)&X|nannz" +...

(1­2) (Pl) (1) = (1 = 2) n(n = Dana +...o.
Assim, C­Ann +NAnanl—­ (a+ B+2))­n(ín—l)ann=0O0.

Portanto, ec=n(n+t+at+B+1).
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Teorema 4.2.3 Sejam a > —1 ef >­—l. A equação diferencial

(1­x2º)Y"+[B­a­(a+B+2)A]|Y' +9Y =O, (4.8)

onde y é um parâmetro, tem solução polinomial não identicamente nula se, e somente se,

7 é dada por níntat+B+1),n=0,1,2,.... A solução é cp?) (x), e não existe
solução polinomial que seja linearmente independente de ploP) (x).

Definição 4.2.1 A série hipergeométrica de Gauss 2F;(a,b;c;z) é dada por

No (0): (b)s z*2Fi(a,b;c;2) =X" or E
k=0

Ela é convergente para |2| <1 quando Re(c­a—b)>O.

Além disso, y(2) = 2Fi(a,b;c;2z) satisfaz à equação diferencial
d? d2(1­2) 3 +le­la+b+1)2ZT aby=0. (4.9)

O polinômio de Jacobi pode ser definido em termos da função hipergeométrica

com argumento z=(1—x)/2.

De fato: seja Y (x) =y (=) . Derivando, obtemos
re=­Zv(2E) e re=­2 (2).

Substituindo z por (1— x) /2 em (4.9), obtemos

|. (1­ o) (EE): |e­ta+b+y2ZE v (E

1—­ 1 1—­a + [20 ­ (a +Fb+1) +(a+b+1)x] [3 ( T

(1—xº) Y" (2) — (20 ­ (a +b+1) +(a+b+1)X)Y'(r)­abY (x) =O.

ou,

(1­2) |

Em particular, para a = —n, b=n+a+B+lec=a+l, obtemos a equação
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diferencial (4.6) o que significa que
l1—­z

Y(s)= 2h(=n,n+a+B+Lat+lL—X—), (4.10)

é solução da mesma equação diferencial (4.6) satisfeita pelos polinômios de Jacobi. Além

disso, (­n), = =n (—n +1) ...(<n +k — 1) = 0, para k > n. Portanto, a série (4.10) tem
n termos e representa um polinômio de grau n.

Por outro lado, a segunda afirmação do Teorema 4.2.3 diz que as únicas soluções

polinômiais de (4.10) são cP(*P! (x).Assim,
l—­rxcris(x) =Y (1) = 2h(n,n+a+B+Latl—).

Para x = 1, temos que 2F(—n,n+a+B+1;a+1;0) =1. Por outro lado, de

(4.4), segue que PI) (1) = (a +1), /k. Então,

1), 1­at F(­nn+a+B+Lat+L—).PP (a) =

Sabemos que

Portanto, pela Definição 4.2.1 temos

RR. (­n,(nt+at+B+1), (l—x>> kl(a+1l)k ( 2l—­x

of (­n,n+tatB+lat+l; 7) )

e, pela igualdade (4.12), obtemos

1­ : 1­=YaF(­n,n+at+B0+lat+l; ­ Cy” SN A) 2) |
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Seja a transformação linear (1— x) /2=—y. Assim, r E (—1,1) se, e somente

se, y E (—1,0) . Portanto,

n (ni(n+a+B+1k (l1­ZV ECnin+a+B+I)2. kl(a + Dx ( 2 ) —& kl(a + Ds Cy)
ox (MN(N+A+TBH+Il)k,O) GC) kate

k=0

q (4) = CG) (n+a+B+ 23& NE (a+1),

Consequentemente, todos os coeficientes de que?) (y) são positivos e seus zeros se
localizam no segmento (— 1,0) do eixo real. Denotando por yn.« (a, 8) os zeros de go? (y).
Assim, temos que yn.x (0,0)= (tnx (0,8) — 1) /2.

4.3 Polinômios de Gegenbauer

Um caso especial dos polinômios de Jacobi ocorre quando a = B=2­—­1/2>O,

à > —1/2, que são denominados de polinômios ultraesféricos ou polinômios de Gegenbauer.
Esses polinômios são ortogonais no intervalo (—1,1), com relação à função peso
w (x) = (1 22)?

CM (1) = (7 + 2) (7 + “*Pie (a)n n

(C +21 — ') (C +A— VP)  pa­1/22­1/2 (x).n n

. Sua notação usual, para a=2­—1/2 é

Se a=*2*—1/20u A =O0, então o polinômio CM (x) se torna identicamente
nulo para n > 1. Fazendo x = 1 em (4.13) e usando (4.4) obtemos sua normalização

cn =(112).n

De (4.13), segue imediatamente que Cc (—x) = (—1)” Cc (x).
Consequentemente, os polinômios de Gegenbauer satisfazem à seguinte equação
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diferencial de segunda ordem

(1­2º)Y"+(2A+1)1Y' +n(n+22)Y =0, para Y (2)= CO (0).

Pelo mesmo raciocínio acima, podemos também definir os polinômios

ultraesféricos em termos da função hipergeométrica 2F) (—a, b; c; 0) . Logo,

+2A—1 1 1­CM (x) = C n E: (nn+2NI+

Finalmente, combinando (4.5) e (4.14), obtemos algumas fórmulas especiais
envolvendo as funções hipergeométricas:

e?2 ') 2Fi (an,2n + A;Ã + 1 1­ 2)2n 2

(­1)” (C +A­ ') 2F, (—n, n+A; : 2)n

2n+1l 2

= enra(tit) as (nn+a+ 1232) :
= Cr )SaA (mn+a+GI+) =)

Pela Definição 4.2.1 e por (4.15), obtemos

Rs ER. nY(n+A), x

e, por (4.16), segue que

2F7 (nn+a+1ão) = k/y (3/2),> 7) (n+A+ Desk
k=

Denotemos por gf” (x) e ho (tr) os polinômios hipergeométricos de grau n
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acima, isto é,

98 (2) = 2F, (—n, n+); > z) (4.17)

Sabemos que CS?) (2V/º) ex”20, (x/?) são múltiplos de 9º (17) e nO (x),
respectivamente. Pelo Teorema 4.1.5, 9? (x) e nf (rt), n=0,1,..., são ortogonais em
(0,1) com relação à função peso w,(x)=2Y2(1­x)"/º ewun(0)=2V/2(1—=x)7?,
respectivamente. Outro fato simples é que os zeros de 98º (x) são Tink (À) e, os de hn (x)

ão 2
=são rin414(A), k=1,2,...,7m.

4.4 Interpretação Eletrostática

Uma das importantes razões para o interesse nos zeros dos polinômios de Jacobi

é que eles admitem uma interpretação eletrostática bem interessante (ver artigo [5]).
Sejam pop) (x), a, > —1l, o polinômio de Jacobi de graun e rne(a,Ô),

1,2,...n, seus zeros enumerados em ordem decrescente,

—1 <xnn(A,0) <tTnn1(0,0)< <xn1(a,0)<O.
+1 at+l .

no

2 EX distribuídas ao longo de fios infinitos
perpendiculares ao eixo real nos pontos —1 e 1, respectivamente, e nº fios infinitos dispostos

Imaginemos as cargas

perpendicularmente ao eixo real nos pontos r1, T2,..., Tn, e­l<r<r<: <t,<l,

com cargas unitárias distribuídas uniformemente em cada fio. Esses fios podem se mover

livremente através do intervalo (—1,1) . As cargas são positivas e, portanto, se repelem. É
intuitivamente claro que, mudando os valores de a e À, após um certo tempo as n cargas

livres vão se equilibrar em novas posições do segmento —l1 e 1, L < 11 < xr << <xrt<l.
A notável beleza dos zeros rnx (a, 6) do polinômio pieb) (xr) está no fato deles coincidirem
com as posições de equilíbrio das n cargas livres, isto é,

tr = tnn (a, 6) , Th) = Tn,n—1 (a, 6) Fº x = tn (a, 6) .
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Consideremos o campo eletrostático descrito acima. Sabe­se que a energia do

campo é dada por

n 1 n
L(t,...t) = > og pr log . +

onde L(x1,...,Tn) será mínima se e” tlt1u­2n) for máxima, pois eFlairan) é função
descrescente de L(x1,...,Tn).

Seja

T(x) := entansaa), T=(T1,...,tn),

uma função auxiliar. Usando as propriedades dos logaritmos, loga +logb =logab e

cloga = loga”, segue que

T(x) = exp (cer Drs Ta — At S log Ts — Ss loge)
i=]l i=1 1<i<j<n

T exp (­ log (E)”) I exp (­ log (ms))
i=1 i=l
n

exp (­ log Gs)
1

n

(1­2 FITM+DT TT lena.
i=1 i=1 IKi<j<n

Mas, log(T '(x)) é a energia do sistema eletrostático das n cargas. Elas
exercem forças repulsivas de acordo com a lei do potencial logarítmico. O máximo de T (rx)

corresponde à condição eletrostática de equilíbrio. Ele existe e é unicamente determinado,

pois T'(r) é uma função contínua de x1,7%2,...,Tn, para —L <xr, <1,k=1,2,...,n.
Então, a energia desse sistema será minima se, e somente se, a função

n

Tí(rx) = IIa — x.) +27 + a,)O+D/? II |£j —= xi] (4.19)
i=1 1<i<j<n
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Teorema 4.4.1 Sejam a>—1, B>—le ft, 1 <xr,<lLi=1,2...,n, um

sistema de valores tal que a expressão (4.19) se torna máxima. Então, fxilt, sãoos
zeros do polinômio de Jacobi PO (x).

Demonstração: "O valor máximo de Tí(r1,...,Tn) será obtido nos pontos onde
o)

Suponhamos que a função Tº(x1,...,Tn) esteja definida no simplex
E=(­l<rn<...<r,<l)

Tº(x) = T(xm,., TR tea o tn)(1 2 ) A +.) TT(a, = x)?
izZk

T(X1, .., Tk1, Vk+130+0­ ;Tn)(1 = xe) + xe) ÂWi(Tx), (4.20)

onde a função T(T1,...,Th, Tk419...,Tmn) = T(Z NX) não depende de x, e
wre() := w(x)/(r — x.) com w(x) := |” (r—x;) Em,

Derivando a identidade (4.20) com relação a r, e utilizando a igualdade

Wit (16) = (1 )wO(ze), 1=0,1,2,

fo
T(EN te) ((1— x.) P(1+ x.) Wi(z))ODxx
T(EN x") (1— x1)º(1+ xe)ôwi(Te)

x [2(1 — E) uk (x) + (A — a — (a + B+2)z1) we(ze))
T(EN xe)(1 = xe)º(1+ x.)ôwW' (xx) (4.21)

x1(1— xt)"(xx) + (6 a — (a+ B+2)x,)wW(r1")).

Portanto, para cada x'.,k=1,2,...,n, a função Tº(x) será máxima. Logo,

TT) = T(EVe(1= 29º + 0/2 (09)O (a)
Tk

0, k=1,2,...,7,

com N (x) = (1— 1º)"(1) H(6 ­a­(a+B+2)x1)w'(0o).

Mas, O(17) E 1, e O(t.)=0,k=1,2,...,n. Pelo teorema fundamental da
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álgebra,

isto é,

Logo,

(12º) (2) +(6­a­(at+B+2)L)wW'(0)+qT(%)=0.

Pelo Teorema 4.2.3, temos que, se y = nín+a+B+1), a única solução
polinomial é cP(*P! (x). Consequentemente, u (x) = cP(ºP (x) . Portanto, existe um único
(r1,T2,..., Tn) tal que OTº(x)/Ox, = O.

Equivalentemente existe um único ponto (T1,T2,...,Tn) de E, onde todas as
derivadas de T? (x) se anulam e as coordenadas deste ponto são os zeros de P($ºP) (x).

Por outro lado, o máximo global de qualquer função de mn variáveis em um
conjunto convexo e fechado pode ser atingido ou na fronteira desta região, ou nos pontos de

máximo local. Mas Tº (x) se anula na fronteira de E e é extritamente positiva em =. Além
disso, a condição necessária para que um ponto de = seja de máximo local é que todas

as derivadas neste ponto sejam nulas. Então, o único ponto de máximo local, e portanto,

global é (r1,X2,..., Tn) com coordenadas xx =TXnse(0&,68), k=1,2,...,n. a

4.5 Teorema de Markov

Suponha que, para todo 7 E (p,q), existe a distribuição dv(xr;T) definida
para x € (a,b). Assim, para todo 7 E (p,q), à sequência de polinômios ortogonais
parametrizados P,(xr;T) com relação à dV(r;7), existe, isto é,

b

f PPa;7)dv(a;7) =, k=0,...,n—1l.
Denotemos os zeros de Prn(t;T) por TrÊa(T), k=1,2,...,n, esuponhamos

que estejam arranjados em ordem decrescente, isto é,

Tn1(7) > In2(T) >> xnn(T).
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O teorema a seguir, fornece uma condição suficiente para que os zeros tr(7)
sejam funções crescentes (ou decrescentes ) do parâmetro 7.

Teorema 4.5.1 (Markov). Seja Prn(x;T) o n­ésimo polinômio ortogonal com relação
à distribuição dy(x;T), dada por

di(x;7) = w(x;T)dy(x),

onde wí(r;T) é positiva e tem a primeira derivada contínua com relação à T para x E (a,b)
e TE (p,q). Suponhamos que as integrais

ELap(2), j= 01L...,2n­1 (4.22)

convergem uniformemente em todo subintervalo compacto de (p,q). Se

Olnw(x;T)
OT

é uma função crescente (decrescente) de x no intervalo (a,b), então todo zero xnke(7T),
k=1,2,...,n, de P)(r;1T) é uma função crescente (decrescente) de 7.

PANA Para toda distribuição V(r) existe uma única fórmula de quadraturaf f(z a ND, Aif(xti) que é exata para todo f(x) E mn. Além disso, os nósTi, =O...,n, dessa regra de quadratura coincidem com os zeros de P,(r;T) e seus
pesos A; são positivos. Assim,

f fe.(x; r)dy(z=2740f(gni(7)) (4.23)

quando f(x) E mn. Seja f(r) um polinômio de grau 2n — 1. Derivando (4.23) com

relação à 7 emudando a ordem entre diferenciação e integração, (isso é possivel devido a

convergência uniforme da integral (4.22)), obtemos

f so)fo) qu2) =D (40tnil7)) + Ai)f(ni(D))ELi(9)), — (424)

para todo f (r) E man­1.
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Tomemos

TI — Tnk(T)
(const) (x — tn1(1))º... (E = Ines (7))º (E — Ink(7))
x(r3 — Ink+1(7))? (lr tnnlr))? :

Obviamente,

f(trni(t))=0, para i=1,2,...,m.

Além disso, se 1 £ k, então

f(tni(t))=0, para i=1,2,...,k—1, k+1,...,n.

wêelr) : = (const)? [(€ — tn1(1T))... (€— Tnk1(T))

2 (x). Derivando f(x) temos

f(x) = wi(8) +28 — zns(7)] us, (2) ui (2).

Portanto, f (tne(7)) = Wi (nel » º

Por outro lado, Pr (r;T)=[x — tne(T)] wy (x) e, portanto,

Pr (£;7) = (€ — ne(7)) uk (x) + wi (x).

Logo, P! (tne(T);T) = ws (Enk(7)). Então, [P! (tne(7);7)]?º = [we (Enk(7))]º?. Finalmente,
obtemos

f (Ene(7)) = [P, (gne(7);7)]?. (4.27)

Desde que f(x) E mon—1, (4.24) vale.
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Por outro lado, (4.26) e (4.27) implicam que f'(tni(r)) = [PL(gnku(7);7)]º 6x
para i =1,...,n. Logo, a igualdade (4.24) se reduz à

8 2 LET WITT/f E. | DD $ (a) = As(r)(Pi(tne(7);7))ºO,n(7). (4.28)
a n,kWVT T

Owíx; 1) /O7
. Entãowia;T) SSSeja g(r;T) uma função auxiliar definida por g (x;1) :=

11) = Ow(tnke(7);7)/O7 2 n9 (tnke(T);T) wu) k=1,2,...,n.
Com esta notação podemos reescrever a igualdade (4.28) da forma

T— Tnk(T)

Por outro lado, P.(r;7) é ortogonal em (a,b), com relação à dV(x;7T), a todo
polinômio de graun — 1. Então,

fED o(s T)dy(x) = O. (4.29)

Multiplicando (4.29) pela constante g(rnke(7);T) segue que

f Co(Ent();7)(x;r)d() =.x — Enk(T

Subtraindo da igualdade (4.28), obtém­se

Pi(x;7) ! 2/f E (9 (4; T) — g (fns(7);7)) dU(x;7) = Ar(1)(Pr(tne(7);7T))tni(7T), (4.30)IT — Tnk(T)

ou, equivalentemente,

f Go) (PEDIDO) ap(a;1) = As(N(Pilans(9); 1) PE, (7). (4.31)T— Ink(T)

Desde que g(r;T7) tem derivada contínua com relação à 0x, o teorema do valor

médio, Teorema 2.5.2, implica que

9 (x;T) — 9 (tne(T);7)
IT — nk(7T)9'(yT)= ,

onde y é um ponto entre r e rre(7). Então, se 9' (y;T) > O para todo x em (a,b), a
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função integrante em (4.31) é não negativa. Portanto, 0,(7)>O.
Analogamente, se g'(y;T) < O para todo x pertencente ao intervalo (a,b),

então 1.(7) < O. .

Corolário 4.5.1. Sejam xns.(0,D) os zeros do polinômio PP! (x).Então,

Ornk(0, 6) < o) OTnke(C, 6)
E e ago, k=1,2,...,n.

Demonstração: Temos que w(a,B;x)=(1­x)*(1+x)). Seja O um número fixo. É
imediato que

Inw (x) =In la ­s) (1+2)º| = aln(1—­xr)+6ln(1+r). (4.32)

: ­
Olnw(r

.Derivando com relação a a, temos ônviz) == In(1— x) que é uma função decrescente
da

d
em 7, pois [n(1—x))=—1/(1—­x) <O paratodo r € (­1,1). Consequentemente,
pelo Teorema 4.5.1, segue que

Orne(0, 6)
k=1,2,...,n.da <oO, 1º 71

Considerando a um número fixo e usando o mesmo raciocínio acima obtemos

Ornxt(0, 6) k=1,2,...,n. EOB > O, 1º) FL

É interessante observar o que acontece com os zeros de pio? (x) quando
variamos os parâmetros a e À simultaneamente. Um exemplo típico é o comporta­

mento dos zeros do polinômio ultraesférico (Gegenbauer) no subintervalo (—­1,1) com
7? x>—1/2. Pela interpretação eletrostática, érelação à função wí(x;A)=(1­—2º

intuitivamente claro que os zeros positivos decrescem. Devido à simetria, os zeros nega­

tivos crescem quando À cresce. Não podemos aplicar diretamente o Teorema 4.5.1 para

demonstrar este resultado, pois 39lnw(x,X) /9A =In(1­—xº) não é monótona em [1,1].
Consideremos os polinômios hipergeométricos 91” (x) e no (x) ambos de grau n.
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Pelo Teorema 4.1.5, temos que fg, e [150 formam sistemas de

polinômios “ortogonais no intervalo (0,1) com relação às funções peso
wi (r;A) =x7"2(1— x)? e wr(t;A)=z22(1­— x)? , respectivamente.

Corolário 4.5.2 Sejam xns(A) os zeros do n­ésimo polinômio de Gegenbauer CS” (x),
A—1/2) /ortogonal com relação à função peso wí(r;aA) = (1— x? , arranjados em ordem

decrescente. Então,

—— < 0 k=1,2,... 2).

Demonstração: Consideremos o polinômio gf” (x) definido em (4.17). Por (4.14) e
pelo Teorema 4.1.5, 9 (rx) é o n­êsimo polinômio ortogonal com relação a função peso
w, (1) = 279 (1— x)"2. Logo,

In w, (x; À)

Derivando (4.33) com relação a A, obtemos

Olnw, (x; À)
E =Ih(1—0),

d 1
que é decrescente, pois = n(1­x)] = To O para todo x E (0,1). O Teorema
4.5.1, implica que os zeros de go (x), isto é, 3,, (3), k=1,2,...,n, são funções decres­

Oxinke (2)
E < O para À € (0,1)e k=1,2,...,n.centes de A. Acabamos de mostrar que

Por outro lado,

Dx 2Xmnk (à) 195,1 (2) ­

Portanto,

2X9nt (A) X5n6 (A) <O, k=1,2,...,m. (4.34)

Então, se ronk(A) é um zero positivo, a primeira derivada é negativa, isto é,

Tone(2) é decrescente. Analogamente, (4.34) implica que se o zero Ton: (À) é negativo,
então a primeira derivada é positiva, isto é, 15,, (À) é crescente.
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Com raciocínio análogo para o polinômio hf (x), definido em (4.18) com
relação à função peso wh(x;X)=x2(1­ x)? no subintervalo (0,1), obtemos

In w, (r1; 4) = 2 (x) + (a — 2) I(1—r). (4.35)

Derivando a última igualdade com relação à À, segue que
Olnwr (x;A)

EX =Ih(1­—­r0).

Consequentemente, chegamos à mesma conclusão anterior.
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Capítulo 5

Demonstraçoes dos Resultados
Principais

Nesta seção, nosso objetivo é ajustar as notações do teorema de Routh­Hurwitz

e demonstrar dois resultados importantes com os quais estaremos aptos a demonstrar os

Teoremas 1.1 e 1.2.

5.1  Monotonicidade dos Zeros dos Polinômios

Ortogonais

Consideremos a sequência (pr (x; T))7.,de polinômios ortogonais parametriza­
dos no intervalo (c,d), com 7 E (p,q), sendo seus coeficientes funções contínuas de 7.

Suponhamos que o coeficiente do termo de maior grau de p, (r;T) seja positivo,

e denotemos por Tn (7),

C< Tnn(rt) <XInn1(T)<... <xn1(T)<O,

seus zeros arranjados em ordem decrescente.

Vamos aplicar a expansão de Taylor em pr (x; 7) no ponto d. Com essa técnica,
podemos tomar um outro polinômio qn (r;T) com todos os coeficientes positivos, mas com

seus zeros localizados no intervalo (c — d, O).
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Seja

Pn (1; 1) = ag (1) +a) (1) (0 = d) +­­­ +an(t)(0—­d)', com arn(7)>O, (5.1)

a expansão de Taylor do polinômio pr (r;T) no ponto d, com az (1) = pio (d;T) /kl. Desde
que os zeros Tnke(tT), k =1,2,...,n, de pr(t;T) são distintos e estão localizados
no interior do segmento (c,d), então todos os coeficientes a;(r), j=0,1l,...,n, são
positivos.

Consideremos o polinômio

qn (€;1) = ag (Tt)HM (T)o +­­­ +an(D)X"

e o seu “inverso” definido por

qn (x;7) = nm (7) +Feta (1)xX" + ao (1) x”.

O Lema 3.4.1, mostra a relação entre os zeros de qr (rt;1) e gn(x;7).
Denotemos por Hí(prn;tT1,72) a matriz de Hurwitz associada ao polinômio

fon1 (€) = qn (193711) + tqn (2º; 12). De acordo com a Definição 3.3.1,

In—1 (71)
An—1 (12)

H (Dn;T1,72) = an (T1)
An (12)

Analogamente, H (Pn;T1,T2) denota a matriz de Hurwitz associada ao polinômio
Sfina1 (€) = Gn (2711) + 2 (1º; 72). Assim,

­—

H (PníTtT1,T2) =

Para todo j,1<7J<2n+1,denotemos por A; (Pn;ítT1,72) e A; (Pn;T1,T2)
o j­ésimo menor principal de H (pr;T1,7T2) ede H (pn;T1,T2), respectivamente. Para os
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primeiros 3, temos

dn (11) An—1 (11)A (PnsT1,T2) =an(T), As(DnitiTI)= an (t2) an1 (72)

An (71) An—1 (71) In—2 (11)
Às; (Dn; Tp T2) =| mn (12) An—1 (Tt2) An—2 (12)

0 An (11) An—1 (71)

A (Pn;T1,72) = a9 (11), As (Pn;T1,T2) = ao irá

—

a (11)
A3 (PníT1,T2) = a: (12)

ao (171)

Teorema 5.1.1. Seja o coeficiente ax (1), na representação (5.1) do polinômio ortogonal

parametrizado pr (x,T), função contínua com relação à 7. Então, as desigualdades

Ink (T2) < nx (71), k=1,2,..,7,

são satisfeitas para todo 12 em uma vizinhança suficientemente pequena de 1, se, e somente

se, Aj (DnítT1,T2)>O0 para j=1,2,...,2n+1.

Demonstração: Sabemos que pní(r;T) são polinômios ortogonais parametrizados no

segmento (c,d). Portanto, seus zeros pertencem ao intervalo (c,d). Isto implica que os
zeros de gq, (x; 1) são reais, negativos, distintos e estão localizados em (c — d, 0). Pelo Teo­
rema 2.5.3, esses zeros são funções contínuas do parâmetro 7, pois os coeficientes dependem

continuamente de 7. Então, os zeros de qr (x; 12) precedem os zeros de qr (t;t11) quando

|ri­Ta]<e para e suficientemente pequeno se, e somente se, os polinômios qn (t;11) e
qn (x; 12) formam um par positivo. Logo, pelo Teorema 3.4.4, satisfazem

Tnk (12) < Ink (71), k=1,2,..,n,

se, e somente se, A; (Dn;T1,72) >O para j=1,2,...,2n+1.
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Teorema 5.1.2 — Sejao coeficiente ax (1), na representação (5.1) do polinômio ortogonal
parametrizado pr (x,1), função contínua de 7. Então, as desigualdades

ne (T1) < ne (T2), k=1,2,..,7n,

são satisfeitas para todo 12 em uma vizinhança suficientemente pequena de 1, se, e somente

se, ns; (Pn;íT1,T2)>O0 para j=1,2,...,2n+1.

Demonstração: À demonstração deste resultado é similar à demonstração do teorema

anterior, usando ao invés do Teorema 3.4.4, o Teorema 3.4.5. H

5.2 Demonstrações dos Teoremas Principais

5.2.1. Demonstração do Teorema 1.1

Teorema 1.1 Seja n um inteiro positivo fixo.

Se txne(a,b) <xnke(0,0) para k=1,2,...,n, então

(aa), 9+IEP(a­o)).
Se tn (0,b) > Tn (A,LD) para k=1,2,...,n, então

b>maxig+ (ano), pri Ê­o)).

b<minf A+

n+a

Demonstração: Usaremos a representação do polinômio de Jacobi em termos da função

hipergeométrica, isto é,
l1—­rx(etl, 2F (mn+a+o+1a+52Tº)PA (8) = —

Pelos resultados da Seção 4.4, vamos considerar

a — (nN(ntat+B+l),,tºMWm=>(1)' a); et,
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cujos zeros são (tn, (ax,0)—1)/2,k=1,2,...,n. Analogamente, os zeros de

de” y ida (nta+stid ky>()& +11),
k=0

são (rnx(a,b)—1)/2.
Consideremos a matriz quadrada H (pr;a,B;a,b) de ordem 2n+1, cujos

elementos não nulos são

( n Jonh1j 1 (a +1)i41

j­l (a + Wnrij
para j = 1,2, «e... MN, e hox+1,j+k = hai, hor+2,j+k = haj­

hoj

Em outras palavras, Hon+1 (Pn;a,D;a,b) é a matriz de Hurwitz associada ao
polinômio

fan+1 (y)= af (4º) + ya (4º).
Suponhamos (a,b) pertencente a uma vizinhança suficientemente pequena de

(a, 6).
Pelo Teorema 3.4.2, os zeros de PP) (x) precedem os zeros de P(º* (x) se, e

somente se, os menores principais A; (a, 0;a,b) de Han+1 (Pn;a,B;a,b) são positivos. Em
particular, para j=2, temos

(2n +at+O)(n+a+B+1)), níntat+B+l),,
(a+n)(a+1),, (a +11),

A2(0,6;a,b) =
(2ntat+b)(n+a+b+1),,  níntatbt+l),,

Portanto,

47 (a,B;a,b)= nínt+at+B+1), , (nt+at+b+l),, (Aa. me)(a + 1), (a + Da atmn a+mn

Como As, (a, 8; a, b) é positivo para todo n, temos que
2nt+a+º 2ntot+b

atmn at+mn
> O.

Logo, (n+6B)(a—a)+(—b+6B)(n+a)>O0. Dividindo por n + a, obtemos

b=B< n+B (aa).
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Em outras palavras, (a,b) tem que estar no semi­plano inferior com relação à
reta que passa pelos pontos (a, 8) e (­n, —n) . Observe que Az (a, 8;a,b) = —A2 (a,b;a, 6).
Assim, para (a,b) próximo de (a,B), os zeros de Pº*! (x) precedem os zeros PO (x).
Então, (a,b) tem que pertencer ao semi­plano oposto ao de (a, 6).

Por outro lado, seja H (Pnr;a,B;a,b) a matriz de Hurwitz de ordem 2n+1
associada a

Fina (4) = GO (4º) +ya (4º).

Tomemos o menor principal de ordem 2 da matriz H (Pn;a,B;a,b)

nínt+a+B+1)
—

| .

(a+1)

(a+1)

Ão (a, 8;a,b) = n(nt+atb+l Pretto)a+l a+l
|

O Teorema 3.4.2 implica que se (a,b) está suficientemente próximo de (a,6) e

Tnk (0%,0) < rnx(0,b) para k=1,2,...,n, então Ãs (a,PB;a, b) tem que ser positivo, o
que é equivalente a

n+a+b+l1 n+a+O6+1l
a+l a+l

> O.

Resolvendo, obtemos

n+B
B>n47 (ao).

Isto significa que (a, b) tem que pertencer ao semi­plano superior à reta que passa
pelos pontos (a,6)e(—1l,—­n).O argumento Às (a, B;a,b) = —Ã,s (a,b; a, 0) implica que,
se as desigualdades rnx(a,b) < Tnr(%,0) para k=1,2,...,n, são satisfeitas para todos
os zeros de PP! (x) e PP) (x) quando (a,b) está próximo a (a,6), então (a,b) tem que
pertencer ao semi­plano inferior à reta que passa por (a,0) e (­1,—n). L
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5.2.2 “Demonstração do Teorema 1.2

Teorema 1.2 Seja n um inteiro positivo.

Se fn (3) é positiva e fa (A)rne (A), k=1,2,...,[n/2], são funções crescentes
de A, para à >—1/2, então

MO) 1
fan (3) 7 2(A+7)

fant1 (A) ” 2(A+n+1)

Além disso, se (A+ecn)/txnÃ(2), k=1,2,...,[n/2], são funções crescentes
de A, para A > —1/2, então

4nºt+n+1
n<2

an +2 ,

4nº +7n+9
4n+6

Con+1 <

Demonstração: Mostraremos primeiramente, o caso par. Sabemos, por (4.17), que

90º (x) = 2F (—<n,n + 2N;1/2;%)

é um polinômio hipergeométrico de grau n, cujos zeros são 13, (2). Em outras palavras,
eles coincidem com o quadrado dos zeros positivos de CX (x). Seja

Gn (2; 4) := gn (—x/f2, (2) ; A). Assim, para toda função não nula fan (À), os zeros de

na " /n (n +); 1 j

são — (fan (À) Tonx (2)? ,k=1,2,...,n. Logo, os produtos fon (À) Tank (A), k=1,2,...,7n,
são funções crescentes de A se, e somente se, para todo e suficientemente pequeno, os

polinômios Gr, (t7;%) e Gr (rt;A+e) formam um par positivo. Isto é, evidentemente,
equivalente ao fato de G, (t;A+e) e Gr (x; A) formarem um par positivo, onde Gr (1; A)
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denota o “inverso” de Gr (x; À).
Seja H, (Con; A, E) a matriz de Hurwitz associada ao polinômio

Gr (xº?; À + E) + GC, (xº?; 2) :
Temos, então, que

n

2
(n+A+e)

(1/2), fan(A+e)
n (n+A+e)( 1 1) (1/2), 12, (A+e)

1 n (n+) n

1/ 0/2) f2nO) 2

G
GC

DÓ
e

(n+A),
(1/2)2f2n(A)

(n+A+e)
1/ 01/2), fán(A+e)

n

1
(n+X)

(1/2)1fon (2)

O Teorema 5.1.2, implica que os produtos far (À) Tank (À), k =1,2,..., n
são funções crescentes de »À se, e somente se, todos os menores principais A; (Con; A, E),
j=1,2...,

pequeno.

2n +1, de H, (Con; A, E) são positivos para todo «E positivo suficientemente

Observe que Ãs (Con; A, E) é positivo se, e somente se,

1 (7)w(n+A+e),(1/2), fá. D+)
' Uma(n+A),

(1/2), fin(À

2n (n + » s
fan (2)

2ní(n+A+e)
fn(A+e) > O,

Ou Seja,

(n+2) (fa (A+e)­
Resolvendo, temos

1 fn(A+eo)­
fin (2) E

Fazendo e tender a zero e tendo em mente que for (2) é positivo, segue que
1 fQOIZAO) 1

FO) : > ATX

fin (2)) = efin (9) > O

FANS
n+à

(5.2)
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Portanto,

O) 1
fm (3) ” 206 TX) 63)

Vamos restringir nossas considerações às funções da forma fon (A) = (A+ con)
Então, (5.3) é verdadeira se co, <n. Assim, f2,(A) = A+n+d com d= da, <0. Segue,
pelo processo de eliminação de Gauss, que

Ãs(C (x) = (n—­1)(n+A+e)(n+l1+A+e)amoo 3(n+A+e+d
2n(n+A)(Nn+A+E) —(n—1)(O0+A)(AN+1+)D)

(n+A+d)(n+A+et+d) 3(n+2+d)?
2nfn+a+e)

(n+ A +e+d)º :

—E [Ae (n,d) º + Ba(n,d)A +Ce(n,d))
3(n+X4+d) (n+A+e+d)? '

2d(2n+1)+n—O,
dº (2+4n)+(—1+n)(2n+e)+2d(1+2n)(2nte),

n(­1+n)(n+e) +2dn(1+2n)(n+e) +
dº(1I+e+n(1+4n+õe)).

Desde que o denominador de (5.4) e e são positivos, então Às (Con; A,6) é
positivo para À suficientemente grande. Mas, isso ocorre somente quando o coeficiente do

termo de maior grau, Ac(n,d), da expressão (5.4) for negativo, ou seja,
2d(2n+1)+n—1<0. Logo,

Portanto,
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A demonstração para o caso impar é feita utilizando­se a mesma técnica. Desde

que, por meio da fórmula (4.18), os zeros do polinômio

nO (1) = aF(—n,n+A+1;3/2;:0)

são TIni1k:(2), então os zeros de

Ha(t;2) = RO (—x/fina >,
1,2,...,7.são — (fan+1 (A) Zantis (2))º, k =

k=1,2,...

A; (Con+1; A, E) de

Logo, os produtos fant1 (2) TIn+1,k (2) ,
,n, são funções crescentes de À se, e somente se, todos os menores principais

1
Y

1)
1)

(n+A+e+l),
(3/2) 1fângl (A+e)

(n+A+l),
(3/2) fanç1(2)

n

2
(n+X+e+1)

(3/2), fan+1(A+eE)

o

o |

(n+A+e+l)"
(3/2), fân1(A+eE)1

n

1
(Nn4+3+1)

(3/2) fan41(2)

G)

G)
Us

e e são positivos, para e suficientemente pequeno. Então, A2 (Cont1;A,£E) > O se, e somente
se,

ni (n+A+e+l),' Olgpaaneo

ou seja,
(n+A+l), s (n+A+et+l),

fânni (Are)
Consequentemente,

1 fánlh+e)­
E O) e

?
n+A+1
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Pelo mesmo raciocínio exposto em (5.2), segue que

fan (A) 2(n+A+1) (5.5)

Nossa intenção é encontrar multiplicadores da forma fon+1 (A) = (À + cont1)”?.
Neste caso, segue, de (5.5), que con11 <n+1. Seja con11 <n+d com d=dann1 <L.

Substituindo f3,,1 (A) = A+n+dem H (Cont1; A, 6) e aplicando a técnica de
eliminação de Gauss, temos que

(1+n)(li+n+A) 2n(l+n+Aa+e)?
5(d+n+a)º (d+n+a+e)?

(­l+n)(lI+n+A+e)2+n+A+t+e)
5(d+n+A+e)?

2n(l+n+A)(lI+n+At+e)
3(d+n+A)(d+n+At+te)

15(n+A+d) (n+A+et+d)

Ãs (Conti; À, E)

,

2(2n+3)d—(n+o9),

—12— 2n(8+n) +2dº(3+2n) ­(9+n)e+2d(3+2n)(Qnte),
—6e — n(3+n)(­4+n+e)+2d(­1+n)(6+n(5+2n+2e))

+dº (3(3+e)+ n(7+4n+7e)).
Sabemos que o denominador 15(n+ A+d) (n+A­+e+d)* ee são positivos.

Sendo assim, para À suficientemente grande, segue que Ap (n,d) é negativo. Logo,

< n+9
2(2n+3)

Mas con+41 <n+d. Dal, conn <n + ou, equivalentemente,
n+

2(2n+3)

Cc <n+tl4 ­an+i 4 4(2n+3)

Portanto,
1 152
— —
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