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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas nogoes de anéis e corpos, conjuntos algébricos,
Teorema de Hilbert e Curvas Planas Algébricas, os quais sdo elementos importantes para
o principal objetivo desse projeto que é o estudo de Curvas Planas. A relevancia deste
tema segue da inter e multidisciplinaridade que este promove entre as dreas: Algebra e
Geometria.

Palavras-chave: Geometria Algébrica. Conjuntos Algébricos. Curvas Planas Algébri-
cas. Multiplicidade de Curvas Planas. Intersecao de Curvas Planas.



Abstract

In this paper, we studied some notions of rings and fields, algebraic sets, Hilbert’s
Nullstellensatz, and Algebraic Plane Curves, which are relevant elements to the main
topic: Plane Curves. The relevance of this paper follows from the inter and multidiscipli-
narity between the areas: Algebra and Geometry.

Keywords: Algebraic Geometry. Algebraic Set. Algebraic Plane Curves. Multiplicity of
Plane Curves. Intersection Curve.
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1 Introducao

A Geometria Algébrica é o estudo das propriedades geométricas das solucoes de equa-
¢oes polinomiais, sendo considerada um dos ramos de estudos da Matematica mais antigos,
visto que os gregos consideravam a separacao entre Geometria e Algebra impossivel, se
utilizando de elementos geométricos para solucionar problemas algébricos. E apés os
postulados de Euclides, especialmente o quinto postulado!, que o estudo da Geometria
torna-se axiomatico. Porém, com o surgimento das coordenadas cartesianas, ressurge o es-
tudo da Geometria pelo ponto de vista algébrico, bem como o estudo de outras geometrias
baseadas na negacao do quinto postulado de Euclides.

Durante os séculos XVI e XVII, os mateméaticos acreditavam que a verdadeira cién-
cia era a Matematica e, por essa crenca, fizeram diversas tentativas de unificar areas
da Matematica ou de desenvolver métodos que classificavam todos os elementos de uma
determinada area da Matematica por uma tnica 6tica. Uma dessas tentativas foi com
relacao a Geometria, onde Descartes procurou um método tinico para investigar e classifi-
car todas as Curvas Algébricas. Esse aspecto, somado a invencao do Calculo, em especial
pelo desenvolvimento realizado por Leibniz, o ramo analitico da Geometria é favorecido.

E nesse aspecto que, em 1950, a Geometria Algébrica, com essa nova titulacio, entao
torna-se derivada da Geometria Analitica, sendo, resumidamente, sua generalizacao, ja
que as propriedades geométricas das solugdes de equagoes polinomiais, com coeficientes
reais, em duas e trés dimensoes sdo abordadas em Geometria Analitica Plana e Espacial,
respectivamente. A Geometria Algébrica, portanto, utiliza-se de elementos da Topologia,
da Anélise Complexa e da Algebra para o estudo de Curvas Algébricas, cujo conceito
abordaremos de forma mais aprofundada ao longo dessa dissertacao.

As Curvas Algébricas sao um dos objetos mais classicos da Matematica. Tendo sido
estudadas desde os primordios da matematica, esse fato pode ser comprovado pelo estudo
das conicas por Manaechmus em torno de 150 d.C., da cissoide de Diocles e da conchoide
de Nicomedes em torno de 200 d.C., das curvas de rolete durante a época da Renascenca,
das curvas Cassini e da lemniscata de Bernoulli no século XVII, e tantas outras curvas ao
longo da histéria. Seu estudo levou ao desenvolvimento de diversos ramos da Mateméa-
tica, entre eles a teoria invariante, superficies de Riemann e Geometria Algébrica, como ja
previamente citada, contando com alguns dos maiores nomes da Matematica, como Des-
cartes, Bernoulli, Abel, Jacobi, Riemann, Weierstrass e Noether. Nas tltimas décadas,
com o desenvolvimento tecnolégico, as Curvas Algébricas possuem diversas aplicagoes,
principalmente na Teoria de Codificacdo Algébrica, Criptografia e Sistemas Dinamicos.

1O postulado afirma que por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tinica reta paralela A reta
dada.
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Este trabalho contém a reuniao dos elementos necessarios ao estudo de Curvas Planas
Algébricas, a saber: no capitulo 2 abordamos os elementos prévios, entre eles o estudo de
anel de polindmios, no capitulo 3 apresentamos os conjuntos algébricos afins, em particular
o Hilbert’s Nullstellensatz, e no capitulo 4 é apresentado o tema central do trabalho: as
Curvas Planas Algébricas. Na construgao desses capitulos, utilizamos as referéncias de [1]
ao [b], enquanto as referéncias [6] e [7] foram norteados da introducdo, e a referéncia [§]
trata-se do GeoGebra, software utilizado na construcao dos exemplos.

Tendo em vista que, na atual literatura, ha uma escassez de um texto em lingua por-
tuguesa sobre o assunto, a pertinéncia desse trabalho se da por essa divulgacao cientifica
de forma acessivel, contendo exemplos relevantes sobre esse tema tao complexo, os quais
foram explorados usando como ferramenta o GeoGebra.



2 Conceitos Prévios

Antes de iniciarmos nosso estudo nos elementos da Geometria Algébrica, precisaremos
relembrar alguns resultados e conceitos de anéis e corpos, ja que esses serao utilizados
posteriormente. Para esse capitulo, utilizamos as referéncias [1] e [2], além de complemen-
tarmos a maioria das demonstracoes e elaborarmos exemplos para melhor compreensao
dos conceitos apresentados.

2.1 Nocoes de Anéis e Corpos

Definicao 2.1. Seja R um conjunto nao vazio e um par de operagoes binarias sobre R:
+ e -, onde uma é adigao (z,y) — = + y e a outra multiplicacdo (z,y) — x - y. Dizemos
que (R,4+,-) é um anel quando:

(I) (R,+) é grupo abeliano, isto é:

(i) paratodoa,b,c € R:a+(b+c) = (a+b)+c, ou seja, é valida a associatividade;
(ii) para todo a,b € R:a-+ b= b+ a, ou seja, é valida a comutatividade;

(iii) para todo a € R, existe Or € R tal que: a4+ O0g = a = Or + a, isto é, existe
elemento neutro;

(iv) para todo a € R, existe —a € R tal que: a + (—a) = O0g = (—a) + a, isto §é,
existe oposto para todo elemento de R.

(IT) A multiplicagao é associativa, isto é: Va,b,c € R, a-(b-c) = (a-b) - c.

(IIT) A multiplicagao é distributiva em relagao a adi¢do, o que vale dizer que, para todo
abce Ria-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c

Observacao 2.2. E comum denotarmos ab ao invés de a - b, quando nos referimos a
multiplicacdo em um anel.

Observagao 2.3. Vale lembrar que as propriedades validas para grupo também sao va-
lidas para o anel, com relacao a adicao.

Exemplo 2.4. Seja F' o conjunto das fungoes f : R — R. Observe que a terna (F,+,-)
é um anel, onde

(f +9)(@) = f(z) + g(x)

e

(f-9)(x) = f(z) - g(x)
De fato:

14
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(I) (F,+) é grupo abeliano, pois:
(i) Vf,g,h € F,
f@)+(g+h) ()] = f(2)+]g(z)+h(z)] = [f(2)+g(x)]+h(x) = [(f +9)(x)]+h(x).
(ii) Vf,g € F,
(f +9)(x) = f(x) + g(x) = g(z) + f(z) = (g + [)(2).
(iii) A funcdo nula é elemento neutro do grupo (F,+), ja que
(f +0)(z) = f(x) + 0(x) = f(z) + 0 = f(x).
(iv) Vf € F, a funcio —f seré o elemento oposto de f, ja que:
(f + (=) = flz) + (= f(2) = flz) = f(z) = 0.
(I1) A multiplicacio é associativa, pois, Vf, g,h € F,
f(@)-[(g- ()] = fz) - [9(x) - h(z)] = [f(x) - g(x)] - h(z) = [(f - 9)(2)] - h().
(I11) A multiplicagio é distributiva em relagao & adicdo, isto é, Vf, g,h € F,
f@)-1(g+h)(@)] = fz) - [g(x) + Mx)] = f(x) - g(x) + f(z) - h(x)

e

[(f +9)(@)] - h(z) = [f(2) + g(x)] - () = f(z) - h(z) + g(x) - h(z).
Exemplo 2.5. Outros anéis importantes sao:

e 0s conjuntos Z, Q, R e C, com a soma e multiplicagdo usuais;

e 0 conjunto das matrizes n X n com elementos em R, com a soma e multiplicacao
usuais para matriz;

o 0 conjunto (Z,, +n, ), onde (Z,, +,) é grupo ciclico e -, é a multiplicagdo médulo
n.

Teorema 2.6. Seja R um anel com a unidade aditiva 0, entdao para todo a,b € R, temos:
(i) 0a =0 = a0;
(ii) a(-b)=-(ab)=(-a)b;

(iii) (-a)(-b)=ab.

Demonstragao. Provemos cada uma das propriedades:
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(i) Note que, pela Defini¢ao 2.1, temos que:

a0 + a0 = a(0+0) = a0 = 0 + «0.

Pela lei do cancelamento para o grupo aditivo (R, +), temos que a0 = 0. De forma
analoga, 0a = 0, ja que:

0a + 0a = (04 0)a = 0a = 0 + Oa.

Desta forma, a0 = 0 = Oa.

(ii) Para provar esta propriedade, precisamos lembrar que, por definigdo, —(ab) é o
elemento que, ao adicionarmos ab, obtemos 0, isto é: —(ab) + ab = 0. Mostremos
primeiramente que a(—b) = —(ab), para tal, mostraremos que a(—b) + ab = 0. Pela
definicao 2.1:

a(—b) +ab=a(—-b+b) =al =0,

jé que, pela propriedade (I), a0 = 0. De forma andloga, provemos que (—a)b+ab = 0:

(—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0.

Assim, a(—b) = —(ab) = (—a)b.
(iii) Note que (—a)(—=b) = —(a(=0)).
Pela propriedade (II), temos que: —(a(—b)) = —(—(ab)).

E preciso lembrar que, por defini¢do, —(—(ab)) é o elemento que, operado com —(ab),
resulta em 0, isto é: —(—(ab))+(—(ab)) = 0. Mas, por definigao, (ab)+(—(ab)) = 0.

Como o inverso de um grupo é tnico, temos que —(—(ab)) = ab, porém, vimos que

(—a)(=b) = =(=(ab)), logo (—a)(=b) = ab.
O

Definicao 2.7. Sejam R um anel e L um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que L é
subanel de R se:

(i) L é fechado para as operagoes + e - de R;
(ii) (L,4+,-) também é um anel, onde + e - sdo as operagoes de R.

Teorema 2.8. Sejam R um anel e L um subconjunto nao vazio de R. L ¢é subanel de R
se, e somente se, a —b € L e ab € L, para todo a,b € L.

Demonstragao. (=) Se L é subanel de R entao, da defini¢ao, temos que L é um subgrupo
do grupo abeliano R. Desta forma, a — b € L,Va,b € L. Além disso, pela definicao
de subanel, ab € L,Va,b € L.

(<) Se a,b € L, entdao a — b € L, por hipétese. Logo, temos que L é subgrupo do grupo
(R,+). Por outro lado, considerando L fechado sob -, por hipdtese, temos que:

— Se a,b,c € L, entao a,b,c € R, logo: a(bc) = (ab)c, portanto, vale a associati-
vidade da multiplicacao em L;
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— Se a,b,c € L, entdo a,b,c € R, logo: a(b+ ¢) = ab+ ac e (a + b)c = ac + be,
portanto, vale a distributividade de - sobre + em L.

O

Observacgao 2.9. E importante salientar, pela prépria definicao de subanel, que todo
subanel é, em particular, um anel. Com isso, por vezes, mostramos que um conjunto ¢é
subanel ao invés de mostrar que é um anel, como é o caso do préoximo exemplo.

Observagao 2.10. Utilizaremos nZ para denotar o conjunto {n-k; k € Z}. Deste modo,
nZ=A{n-k; k€Z} = (n).

Com isso, podemos variar a notagao desse conjunto entre nZ e (n), conforme for mais
conveniente.

Exemplo 2.11. Mostremos que a terna (2Z,+,-) é subanel de Z. Sejam a,b € Z,
quaisquer. Note que se a € 27Z, entao a = 2k, k; € Z. De forma andloga, b = 2ky, ky € Z.
Assim,

a—b=2ky —2ky =2(ky — ko) = 2ks € 27, onde k3 = k1 — ky e k3 € Z.
Além disso,
ab = 2ky - 2ky = 2(2k1ky) = 2ky € 27, onde ky = 2k ko € ky € Z.
Deste modo, pelo Teorema 2.8, 27Z ¢é subanel de Z.

Definicao 2.12. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel comutativo se, para todo
a,b € R, temos que:
ab = ba.

Exemplo 2.13. O anel 2Z é comutativo. Ja vimos, pelo Exemplo 2.11 que 2Z é um anel,
portanto, basta mostrarmos a comutatividade. Sejam a, b € 2Z, quaisquer, entdo a = 2k,

e b= 2ko, onde ki, ko € Z. Assim,
ab:2k12k2=2k‘22k1:ba

Exemplo 2.14. O anel das matrizes 2 x 2, com entradas em R, nao é comutativo.

: 1 2 5 6
Considere A = (3 4> e B= (7 8)'
A-B— 1 2\ (5 6)_(1-5+2-7 1-64+2-8) (19 22
- \3 4 7 8/ \3:5+4-7 3-6+4-8) \43 50
B.A— 5 6) (1 2y _(5-1+46-3 5-2+6-4) (23 34
\7 8 3 4) \7-1+8-3 7-2+8-4) \31 46
Deste modo, A- B # B - A.

De modo geral, o anel das matrizes n x n, com entradas em R, ndao é comutativo para
n > 2.

mas



Nogoes de Anéis e Corpos 18

Definicao 2.15. Seja R um anel. Se R possui um elemento neutro para a multiplicacdo,
isto é, existe 1z € R, onde 1 # Og, tal que

a-lg=a=1g-a,

para qualquer a € R, entdao dizemos que 1 é unidade de R e que R é um anel com
unidade.

Definicao 2.16. Dizemos que um anel é comutativo com unidade quando a multiplicacao
é comutativa e possui unidade.

Exemplo 2.17. Seja F' o conjunto das fungoes reais. Ja vimos que a terna (F, +,-) é um
anel. Observe que, mais ainda, é um anel comutativo com unidade. De fato, Vf,g € F,

(f - 9)() = f(z) - g(x) = g(z) - f(x) = (g f)(x).

Além disso, a funcdo constante 1(z) = 1 é a unidade desse anel, pois, Vf € I

(f - D) = fz) - Uz) = f(z) - 1= f(z).

Exemplo 2.18. O anel 27Z é comutativo, porém nao possui unidade. Observe que como
27 ¢é subanel de Z, poderiamos supor que o elemento unidade poderia ser o préprio 1,
porém 1 ¢ 27Z. Além deste, nenhum outro elemento de 27Z satisfaz a condigdo a - 1 = a,
para todo a € 27Z.

Definicao 2.19. Um elemento v de um anel comutativo com unidade R é dito invertivel
em R se u divide 1g, isto é, se u possui inverso multiplicativo em R.

Quando dizemos que u divide 1, queremos dizer que é possivel obter b € R tal que
u-b=1 R-

Exemplo 2.20. Os tnicos elementos invertiveis do anel Z sao os elementos 1 e -1, ja que
1-1=1e(—1)-(—=1) = 1. Observe que nao é possivel multiplicar quaisquer outros dois
elementos e obter o elemento neutro da multiplicacao, isto €, o elemento 1, como resultado
e, portanto, 1 e -1 sao os Unicos elementos invertiveis de Z.

Definicao 2.21. Um elemento a de um anel R é dito irredutivel se para alguma fatori-
zacdo a = be, b, c € R, tem-se que b ou ¢ sdo invertiveis.

Definicao 2.22. Dois elementos a,b € R sao associados em R se a = bu, onde u é
invertivel em R.

Definicao 2.23. Seja R um anel comutativo. Um subconjunto I C R nao vazio serd
chamado de ideal de R se:

(i) paratodo z,y € [ :x —y € I;
(ii) paratodoa€ Rex €l :ax € I.

Observacao 2.24. Pela Definicao 2.23 e pelo Teorema 2.8, todo ideal de um anel R é
subanel de R. Entretanto, a afirmagao reciproca nao é veridica (vide Exemplos 2.26 e
2.27).

Exemplo 2.25. Seja F' o anel das fungoes reais. Observe que o subanel N formado pelas
fungoes tais que f(2) = 0 é um ideal de F, pois:
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(i) V/,ge N, (f —9)(2) = f(2) —9(2) =0-0=0€ N;
(i) Vfe F,Vge N, (f9)(2) = f(2)9(2) = f(2) - 0=0€ N.

Exemplo 2.26. Seja F' o anel das fungoes reais. Observe que o subconjunto C' de F',
formado pelas fungoes tais que f(x) é uma constante nao nula, é um subanel, porém nao
é um ideal de F'. Note que é um subanel fechado para o produto, pois:

Vi,ge C, (f—g)(z) = f(x) —g(x) =k —1=m € C, onde k,l,m € Z sao constantes.

No entanto, nao é um ideal, ja que, se supormos f(x) = 2 € C e g(x) = senz € F,
teremos:

(f-9)(z) = f(z)g(x) =2senz ¢ C, ja que 2senz ndo é uma funcdo constante.

Exemplo 2.27. Considere Q o anel dos niimeros racionais e Z seu sub-anel dos niimeros

1
inteiros. Note que Z nao ¢ ideal de QQ, pois considerando 3 €QeleZtemos que

11
1.-=-¢7Z.
7= 3¢

Isso nos mostra que nem todo subanel serd ideal.

Proposicao 2.28. Seja I um ideal de um anel comutativo R, entdo:
1. Op € I;

Sea€l, entio —a € I;

Sea,bel, entaoa—+bel;

Se o anel possui unidade e se algum elemento invertivel do anel pertence a I, entdo
I =R.

Demonstragdo. Demonstremos cada um dos itens da proposigao:

1. Seja a € I. Como I # 0 e I é ideal, entao a — a € I, pela Definicao 2.23. Logo,
Op e l.

2. Como Og € I, pelo item 1, e a € I, entao O — a € I, pela Definicado 2.23, deste
modo —a € I.

3. Sejam a,b € I. Pelo item 2, temos que —b € I. Assim, pela Definigdo 2.23,
a — (=b) € I, por propriedade de grupo aditivo, temos que a +b € I.

4. J& temos, por definicdo, que I C R e assim mostremos que R C I. Para isso,
tomemos a € R qualquer. Como R possui unidade, temos que a = a-1. Agora, veja
que algum elemento dentro de I, digamos u, é invertivel. Por hipotese, entao existe
v € R tal que uv = 1. Pela Defini¢ao 2.23, temos que, como u € I e v € R, entao
uv € I. Como uv =1,logo 1 € [ e, assim, a =a-1 € I. Portanto, R C I.

0

Definicao 2.29. Dizemos que um ideal I do anel R é préprio se I # R.
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Definicao 2.30. Seja P um ideal em um anel comutativo R. Dizemos que P é ideal
Primo se:

(i) P#R;
(ii) Para todo a,b € R tal que ab € P, entdo a € P ou b € P.

Definicao 2.31. Seja M um ideal em um anel comutativo R. Dizemos que M é ideal
mazximal se:

(i) M # R;

(ii) Os tnicos ideais de R que contém M sao o préprio M e R, isto é, se P é um ideal
de R diferente de M tal que:

M ;Ct PCR=P=R.
Proposicao 2.32. Todo ideal mazimal de um anel comutativo com unidade é um ideal
pPrimo.

Demonstragao. Seja M um ideal maximal de um anel comutativo R com unidade. Mos-
tremos que M é um ideal primo, ou seja, Va,b € R tais que ab € M, teremos a € M ou
be M.

Para tanto, sejam a,b € R tais que a ¢ M e ab € M.

Defina o ideal J = (a) + M em R. Veja que, M C J, por defini¢do de J. Mais ainda,
M # J,jaquea€ Jead¢ M. Desta forma, temos a seguinte relagio:

MSJCR.
Mas M é ideal maximal de R, por hipétese, logo J = R. Consequentemente,
le R=J={a)+ M,
ou seja, 1 € (a) + M. Assim, existem r € R e m € M tal que:
1 =ra+m.
Multiplicando essa igualdade por b temos que:
1b = (ra)b+ mb = b = r(ab) + mb.

Como ab € M e m € M entdo temos que r(ab) € M e mb € M, ja que M é ideal.
Deste modo, r(ab) + mb € M e, portanto, b € M. Com isso, temos que M é um ideal
primo. U

Definicao 2.33. Se R é um anel comutativo e S é um subconjunto de R, podemos definir
o ideal gerado por S como o conjunto: I = {X a;s;; s; € S,a; € R} um ideal gerado por

S.

Definigao 2.34. Sejam (R, +g, r) € (5,45, 5) anéis e ¢ : R — S uma aplicagao.
Dizemos que ¢ é um homomorfismo de anéis se, para todo a,b € R:

¢la+rb) =d(a) +s¢(b) e ¢(a-rb) = ¢(a) s (b).
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Exemplo 2.35. Tomemos Z e Z,,. Note que ¢ : Z — Z,,, definida por ¢(a) = @ é um
homomorfismo de anéis. De fato, Va,b € Z,

m b= o(a) +,, &(b);
e dla-b)=a- =qpmb= P(a) -m ¢(b).

Definicao 2.36. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Damos o nome nicleo de
¢, denotado por ker(¢), ao subconjunto de R:

ker(¢) = {z € R; ¢(x) = Os}.

e dla+tb)=a+b=a

_|_

Observacgao 2.37. Note que ¢(0r) = Og, j4 que ¢ é homomorfismo do grupo aditivo R
no grupo aditivo S, logo Or € ker(¢). Portanto, ker(¢) # 0, pois ao menos O € ker(¢).

Exemplo 2.38. Seja ¢ : Z x Z — Z definida por ¢(a,b) = a. Veja que ¢ é um homo-
morfismo de anéis, pois: V(a,b), (¢,d) € Z X Z,

o ¢((a,b) + (¢,d)) =¢(a+c,b+d) =a+c=¢(a,b) + ¢(c,d).
* ¢<<a>b) ) (C, d)) = ¢<a b d) =a-c= ¢(avb) ) ¢(C,d>
Agora, analisemos o ker(¢):

ker(¢) = {(a,b) € Z X Z; ¢(a,b) =0}
={(a,b) € ZxZ; a =0}
= {(0,b); beZ}.

Proposicao 2.39. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Entao é vdlido:
(i) ker(¢) € subanel de R;
(ii) ¢ € injetor se, e somente se, ker(¢) = {Ogr}.

Demonstragao. Mostremos ambas as propriedades:

(i) Sejam a,b € ker(¢), logo ¢(a) = ¢(b) = 0g. Com isso, temos que:

¢(a —b) = ¢(a) — ¢(b) = 0

P(a-rb) = d(a) s ¢(b) =0g 505 = 0.

Portanto, a — b € ker(¢) e ab € ker(¢), logo, pelo Teorema 2.8, ker(¢) é subanel de
R.

(ii) (=) Por hipétese, temos que ¢ é injetora. Queremos mostrar que ker(¢) = Og, e,
para isso, tomemos a € ker(¢) para mostrar que a = Og.
Se a € ker(¢), entao ¢(a) = 0g. Mas, como ja mencionado, ¢p(0g) = 0g. Como
¢ ¢ injetora, temos que a = Op.
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(<) Sejam a,b € R tais que ¢(a) = ¢(b). Multiplicando cada membro da igualdade
pelo inverso multiplicativo de ¢(b), [¢(b)]~! temos que:
)

(
¢(a) s [p(0)] 7" = 1s.
Mas ¢ é homomorfismo de anel, logo:
¢(a) s [p(0)] ™ = dla-rb7").

Portanto, ¢(a-gb~') = 1g, logo ab™! € ker(¢). Como, por hipdtese, ker(¢) =
Og, temos que a-z b~ ! = 0z. Operando b nos dois lados da equacdo temos que:

a=b.

Logo, ¢ é injetora.
O
Exemplo 2.40. Seja ¢ : Z — Z x Z definida por ¢(n) = (n,0). Veja que ¢ é um
homomorfismo: Ym,n € Z,
« ¢(m+n)=(m+n,0) = (m+n,04+0)=(m,0)+ (n,0) = ¢(m) + ¢(n).
e G(m-n) = (m-n,0) = (m-n,0-0) = (m,0) - (n,0) = 6(m) - 6(n).
Analisemos agora o ker(¢):
ker(¢) ={x € Z; ¢(x) = (0,0)}
={z €Z; (x,0)=(0,0)}
={re€Z; x=0}
= {0}.
Pela proposigao anterior, item (ii), temos que ¢ é um homomorfismo de anéis injetor.

Proposicao 2.41. Se R um anel, com ¢ : R — S um homomorfismo de anel, entao
ker(¢) € ideal de R.

Demonstragao. Por propriedade de homomorfismo, temos que ker(¢) # (). Basta mostrar
que, para quaisquer 7 € R e a € ker(¢), temos r -g a € ker(¢).
Seja r € R e a € ker(¢). Note que ¢(a) = 0g. Além disso, veja que:

¢(r-ra) =o(r) s ¢(a) = ¢(r) -s 05 = Os.
Logo, g - a € ker(¢). Portanto, ker(¢) é ideal de R. O

Proposicao 2.42. Se R e S sdo anéis, com ¢ : R — S uwm homomorfismo de anéis,
entdo ¢(R) € subanel de S.

Demonstragao. Ja temos, por defini¢do, que ¢(R) C S. Para mostrar que ¢(R) é subanel
de S, pelo Teorema 2.8, basta mostrar que s; — sy € ¢(R) e 159 € ¢(R), para todo

51, 52 S (ZS(R)
Para tal, tomemos s1, s3 € ¢(R) quaisquer. Entdo, existem 71,79 € R tais que ¢(ry) =
s1 e ¢(rg) = s3. Deste modo:
51— 53 = @(r1) — @(r2) = o(r1 —1r2) € (R).

Além disso,

5180 = @(11)P(1r2) = P(1r172) € P(R).
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Definicao 2.43. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Se ¢ for uma bijecao,
entao serd chamado de isomorfismo de R em S. Neste caso, chamamos ¢ de isomorfismo
de anéis.

Definicao 2.44. Seja ¢ : R — S. Um isomorfismo é candnico quando ¢ é uma funcao
inversivel, entdo dizemos que R é canonicamente isomorfo a S.

Definicao 2.45. Sejam a,b € R, R anel, onde a # O e b # Or, dizemos que a e b sdo
divisores de zero quando ab = Og.

Definicao 2.46. Seja R um anel comutativo com unidade 1z # 0r. Dizemos que R é um
anel de integridade, ou dominio de integridade, quando R nao possui divisores de zero,
isto é:

aszR<:>a:()Roub:03,

para quaisquer a,b € R.

Definicao 2.47. Sejam R um dominio e a,b € R. Dizemos que a divide b, ou que a é um
divisor de b, e escrevemos a | b se existe z € R tal que b = az. Caso contrario, escrevemos
a b e dizemos que a ndo é divisor de b, ou que a nao divide b. Dizemos que a e b sao
associados ou que a é associado de b se existe u invertivel em R, tal que a = bu e neste
caso, escrevemos a ~ b.

Definicao 2.48. Sejam R um dominio e a,b € R. Dizemos que a divide b, ou que a ¢é
um divisor préprio de b se a | b, com a nao invertivel e a ~ b, ou seja, b =a-b, com a e x
nao invertiveis.

Um elemento g € R é um elemento irredutivel de R se ¢ # 0, ¢ ndo invertivel e ¢ ndo
tem divisores préprios de R, isto é, se a | g, entdo a é invertivel ou a ~ q.

Um elemento p € R é um elemento primo de R se p # 0, p ndo invertivel e, se a,b € R
tais que p | a - b, entdo p | a ou p | b.

Definicao 2.49. Sejam R um anel comutativo, I um ideal e S um subconjunto de R. [
é finitamente gerado se ele é gerado por um conjunto finito S = {a1,as, -+ ,a,} C R, ou
seja, [ = (ay, -+ ,a,).

O ideal gerado por um conjunto unitario {a} é chamado de ideal principal gerado por
a e denotador por (a).

Lema 2.50. Sejam R um dominio e a,b € R. Entao:
(i) ab < (b) € (a);
(i) a~b <= (b) = (a);

(ii) a é um divisor proprio de b se, e s6 se, (a) # R e b G (a);
(iv) a € invertivel se, e sé se, (a) = R.

Demonstragao. (i) a | b se, e somente se, existe ¢ € R tal que b = c-a <= b €
(a) <= (b) € (a);

(ii)) a~b < albeb|la < (b) C{(a)e (a) C(b) < (a) = (b);

(ili) @ é um divisor préprio de b <= a | b, a nao invertivel e a » b <= a # R e

(@) # (b) e (b) £ (a);
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(iv) a é invertivel <= a~1 <= (a) = (1) = R, onde 1 é a unidade de R.
U

Teorema 2.51. Seja R um anel comutativo com unidade. Entao p € R é um elemento
primo de R se, e somente se, (p) é um ideal primo nao nulo de R.

Demonstragdo. Se p é um elemento primo de R, entdao p # 0 e p nao é invertivel, o que
implica que (p) # (0) e (p) # R.

Se a,b € R sdo tais que a-b € (p), entdao p | a-b e, como p é primo, temos que p | a
ou p | b. Do Lema 2.50 obtemos (a) C (p) ou (b) C (p), ou seja, a € (p) ou b € (p), o que
mostra que (p) é um ideal primo nao nulo de R.

Reciprocamente, se (p) é um ideal primo nao nulo de R, entao (p) # (0) e (p) # R.
Logo, p # 0 e p nao é invertivel. Se p | a-b, entdo a-b € (p). Como (p) é um ideal primo,
temos que a € (p) ou b € (p), o que implica que p | a ou p | b. Portanto p é um elemento
primo de R. U

Definicao 2.52. Se todos os ideais de um anel comutativo sao principais, entao esse anel
recebe o nome de anel principal.

Definicao 2.53. Um dominio de integridade em que todo ideal é principal é chamado de
dominio de ideais principais ou PID.

Exemplo 2.54. Z é PID. De fato, seja I um ideal em Z. Se I = {0}, entao segue que [
é ideal principal de Z, pois (0) = {z-0; = € Z} = {0}. Se I # {0}, entdo I possui um
elemento a nao nulo e, portanto, —a € I. Como a ou —a é estritamente positivo, entao [
possui elementos estritamente positivos, o menor dos quais chamaremos de b.

Queremos, entao, provar que I = (b). Como b € I, entao (b) C I.

Mostremos agora que I C (b). Para tal, tome m € I qualquer. Aplicando o algoritmo
da divisao euclidiana, utilizando m como dividendo, b como divisor, ¢ sendo o quociente
e r oresto (0 <r <b), temos que:

m=2>bq+r.

Disto, temos que
r=m—bq

e, portanto, r € I, ja que m,b € I e I é ideal. Mas como b é o menor inteiro estritamente
positivo em [ e r < b, entao, necessariamente, 7 = 0. Assim, m = bq, isto é, m € (b).
Deste modo, I C (b). Com isso, temos que I = (b).

Relembrando da Observacao 2.10, quando falamos do subanel nZ, que indicamos por
(n), vemos entao que o mesmo é, também, um ideal. E, por isso, continuamos, por vezes,
denotando o ideal gerado por n por (n) ou nZ.

Definigao 2.55. Seja R um dominio de integridade. A caracteristica de R, char(R), é o
menor inteiro positivo p tal que 1 +---+ 1 =0. Se tal p nao existe, char(R) = 0.
—_——

p vezes

Teorema 2.56. Se R é um PID, entdao todo elemento de R ndao nulo diferente da unidade
¢ um produto de fatores irredutiveis.
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Demonstragdo. Seja a € R, onde a # Og e a # 1. Se a for irredutivel, ndo ha o que
mostrar. Se a nao for irredutivel, mostremos que ele tem ao menos um fator irredutivel.
Como a é nao irredutivel, entdo podemos escrever a = a1by, onde tanto a; quanto by sao
diferentes da unidade. Note que (a) esta contido propriamente em (a;), pois se (a) = (a1),
entdo b seria uma unidade, o que nao ocorre, por hipotese. Continuando esse processo a
partir de a;, construimos uma cadeira ascendente de ideais contidos propriamente.

<CL> C <CL1> C <(12> (@R

Pelo Lema 45.10' ([1], p.392), essa cadeia estaciona em algum (a,) e, entdo, a, neces-
sariamente é irredutivel, pois, caso contrario, a, se escreveria da forma a, = b- ¢, em que
b e c diferem da unidade, entdo (a,) S (b), contradizendo o fato da cadeira supracitada
ser estacionaria. Portanto, a tem um fator irredutivel a,.

Pelo que acabamos de mostrar, para um elemento a, que é diferente de zero e nao é
uma unidade em R, temos que: ou a € irredutivel, ou a = pyc;, em que p; é um elemento
irredutivel de R, ¢; nao é a unidade e, por consequéncia, (a) C (c1).

Se ¢; nao é irredutivel, entdo ¢; = pacy, onde psy é irredutivel e ¢, nao é uma unidade.
Continuando esse processo, temos a seguinte cadeira ascendente de ideais propriamente
contidos:

(a) C {c1) C{ea) C---

a qual é estaciondria, pelo Lema 45.10 ([1], p.392), logo necessariamente algum ¢, = g, é
irredutivel, e entao:

C=Dp1p2 - Prqr.
O

Proposicao 2.57. Um ideal (a) em um PID é maximal se, e somente se, a € irredutivel.
Demonstragao. (=) Seja (a) um ideal maximal de S, sendo S um PID. Suponha a =
xy € S, entao (a) C (x).
Se (x) = (a), entdo, = e a estdao associados, logo y é invertivel em S.

Se (x) # (a), entdo teremos (x) = (1) = S, j4 que (a) é maximal. Mas x e 1 estao
associados, logo x é invertivel em S.

Portanto, se a = xy, entdo z ou y sao invertiveis, assim a ¢é irredutivel.
(<) Seja a irredutivel em S. Suponha (z) ideal de S tal que

(@) G (w) € 5.

Veja que (x) = S. De fato, como (a) C (x), entdo podemos dizer que a = zy, para
algum y € S. Mas a é irredutivel, por hipdtese, assim z ou y sdo unidades de S.

Se x for uma unidade de S, entao (z) = (1) = S.

Se x nao for uma unidade de S, entdo y o é. Logo existe u € S tal que yu = 1. Com
isso, podemos afirmar que au = zyu = z, portanto (z) C (a). Consequentemente,
(x) = (a), o que é absurdo por hipdtese.

'Lema 45.10 [Condigdo para Cadeia Ascendente para um PID]: Seja R um PID. Se N; C
Ny C --- é uma cadeira ascendente de ideias N;, entdo existem inteiros positivos r tais que N, = N
para todo s > r. Equivalentemente, toda cadeia de ideias estritamente ascendente (todas propriamente
contidas) em um PID é finita. A demonstragdo desse Proposi¢do encontra-se na pagina 392 de [1].
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Portanto, necessariamente = é uma unidade de S e (x) = S, onde concluimos que
(a) é maximal.

O

Proposicao 2.58. Em um PID, se um irredutivel p divide ab, entdo p divide a ou p
divide b.

Demonstragdo. Seja S um PID e suponha p seja um elemento irredutivel em S tal que
p | ab, logo ab € (p). Como (p) é ideal maximal em S, pela Proposi¢do anterior, e todo
ideal maximal é ideal primo, pela Proposigao 2.32, entdao ab € (p) implica que a € (p) ou
b€ (p), ou seja, a = r1p ou b = ryp, com r1, 15 € S, 0 que nos di que p | a ou p | b. O

Observacgao 2.59. Podemos utilizar o Principio da Inducao Finita na proposi¢ao anterior
e concluir que se p é um irredutivel em um PID S e p | ajas---a,, para a; € S, entao
p | a;, para algum i.

Definicao 2.60. Um dominio de integridade R é dominio de fatoragao tunica, ou UFD,
se todo elemento nao nulo em R pode ser unicamente fatorado, a menos de elementos
invertiveis e da ordem de fatores, em elementos irredutiveis.

Proposicao 2.61. Em um UFD, todo elemento irredutivel é primo.

Demonstragdo. Sejam R UFD e ¢ € R um elemento irredutivel. Entao g # 0 e ¢ nao
invertivel. Se a,b € R sao tais que ¢ | a - b, escrevendo a =p;---p, e b =q; - - qs, com p;
e ¢; elementos irredutiveis em R, temos que uma fatoragao para a - b é

a-b=py-preqiegs

Como ¢ | a- b, temos que a-b = q - ¢, para algum c € R.

Pela unicidade da fatoragao de a - b, temos que g ~ p; ou g ~ g;, para algum indice
i,j. Agora, q | p; e p; | a, implica que ¢ | @ ou q | ¢; € ¢; | b, implica que ¢ | b, o que
mostra que ¢ é primo. O

Teorema 2.62. Todo PID é UFD.

Demonstragdo. Veja que, pelo Teorema 2.56, ja temos que se S é um PID, entdao todo
a € S pode ser fatorado em fatores irredutiveis a = pips---p,. Basta mostrar que essa
fatoracao é tnica, a menos da ordem dos fatores. Seja

a=qiq2""-4gs

outra fatorizagao de a em fatores irredutiveis. Com isso, temos que p1 | (q1¢2 - - - ¢s5). Desta
forma, podemos afirmar que p; | ¢;, para algum j. Como podemos alterar a ordem dos
fatores se necessario, podemos assumir que p; | ¢, entdo ¢; = p1u;. Como p; é irredutivel,
u, € uma unidade, e, assim, p; e ¢; estao associados. Desta forma:

bip2 - Pr = p1U1q2 " - " Gs-
Pela lei do cancelamento em S, podemos afirmar que
D2 Pr =U1q2 - qs.
De forma continua e analoga, chegaremos que
I =wug - UpQryr - Gs-

Como ¢; sao irredutiveis temos que r = s. Logo, a fatorizacao ¢ unica, a menos da
ordem dos elementos. O
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Exemplo 2.63. Observe que, como Z é PID, entao Z é um dominio de fatoracao tnica
(UFD). Se tomarmos —6 € Z podemos fatora-lo em:

—6=2-—-3 ou —6=-2-3
Veja ainda que —3 = —1-3 e —2 = —1 - 2, deste modo podemos reescrever —6 como:
—-6=-1-3-2.

Com isso, temos que —6 pode ser reescrito por elementos irredutiveis de forma tunica,
a menos da ordem de fatores e de elementos invertiveis.
Mais ainda, é facil observar que podemos fazer isso para qualquer elemento de Z.

Corolario 2.64. Um ideal principal I = (a) em um UFD é primo se, e somente se, a é
irredutivel.

Demonstragao. (=) Mostremos a contrapositiva, isto é, se a é irredutivel, entdo (a) nao
¢ primo.
Como a ¢é irredutivel, entdo a = bc, onde b e ¢ nao sao elementos invertiveis. Logo,
necessariamente, b ¢ (a) e ¢ ¢ (a). Portanto, (a) ndo é primo.

(<) Como, por hipétese, a é um elemento irredutivel em um UFD segue pela Proposicao
2.61 que a é um elemento primo deste UFD.

Consequentemente, pelo Teorema 2.51, o ideal principal (a) é um ideal primo.

O

Definicao 2.65. Seja R um anel com unidade. Dizemos que R é um anel com divisao,
ou um quase corpo, se (R —{0},-) é um grupo, ou seja, 1 € R e, para todo a € R, a # 0,
existe b € R, tal que:

a-b=b-a=1,

onde b é chamado de inverso de a e denotado por a™*.

Definicao 2.66. Dizemos que R é corpo quando R é um anel com divisdo comutativo e
denotaremos por k.

Proposicao 2.67. Seja k um anel comutativo com unidade. Dizemos que k € corpo se,
e somente se, 0s unicos ideais de k sdo os triviais: {0} e k.

Demonstragao. (=) Suponha que k é um corpo, logo todo ideal I, diferente do ideal {0},
contém 1, j4 que para todo x # 0, € I, existe 2! € k tal que 27! -2 € I, mas
7l x =1, logo 1, € I.

Agora, tome r € k qualquer e 1, € I. Vejaquer =r-1 € I e desse modo r € I.

Assim, I = k.
Portanto, temos que, se k é corpo, entao os tnicos ideais possiveis sdo {0} e o préprio
k.

(<) Para isso, supomos que k nao seja corpo e, assim, existe algum x # 0y € k que nao

possui inverso. Com isso, temos que (x) = {rz; r € k} # {0} e 1 ¢ (x). Logo

(x) # k, mas isso contraria a hipdtese de que os tunicos ideais sao {0} e o préprio k.
Portanto, k é corpo.

O
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Teorema 2.68. Todo corpo é dominio de integridade.

Demonstragdo. Seja k um corpo. Entao k é um anel comutativo com unidade 1, onde
todo elemento nao nulo tem inverso com relagdo a multiplicagao, isto é, (k — {0},-) é
grupo abeliano. Queremos mostrar que k nao possui divisores de zero, isto é:

a-b=0&a=00ub=0.
Para isso, tomemos a,b € k tais que a - b = 0, com a # 0. Note que a~! € k. Daf:
b=1-b=(a"-a)-b=a'(a-b)=a'-0=0.
Desta forma, temos que k& ¢ um dominio de integridade. O

Teorema 2.69. Todo dominio de integridade finito com mais de um elemento € um corpo.

Demonstragdo. Seja k um dominio de integridade com 1 # 0. Entao k sera corpo se todo
elemento nao nulo tiver inverso multiplicativo.

Seja a € k, a # 0. Temos que {a,a? a® ---,a™,---} C k. Como k é finito, entdo
{a,a*,a3,--+ ,a™,---} C k é finito.

Seja s o menor inteiro positivo tal que a® = a", para algum r # s, com r > s. Como
r > s, entdo, existe t € ZT, tal que r = s +t, com t > 0. Note que

0=0a®—da" =a°—a"" =a*(1-d).
Como k é dominio de integridade e a # 0, entao a® # 0, logo a® = 1, para algum ¢ > 0.
Set=1, temos que a =1,logo a ' =a=1 € k.
Se t > 1, temos que
l=a-a"'=al 1= a)-d'=al=d"'ck
Logo, para todo a € k, a # 0, temos que a~! € k, portanto, k é corpo. O

Definicao 2.70. Seja R um dominio de integridade. No conjunto R x R* consideremos
a relagdo de equivaléncia ~ definida como: V(a,b), (¢,d) € R x R*,

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

a
Usaremos 7 para denotar a classe de equivaléncia determinada por (a, b). Os elementos
R x R*

a
do conjunto quociente K = sao as fragoes 70 € R, b € R*, tais que:

& (a,b) ~ (¢,d) & ad = be.

ISH oY

a
b
) a

Assim, K = {Z’ a€ R be R ;.
Proposicao 2.71. No contexto da Definicao 2.70, K com as operagoes

c ad + be
d’ bd

+

Sl s
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a ¢ ac
b d~ bd
onde %,2 € K € um corpo e chamado de corpo de fragoes de R.

Demonstragdo. Para mostrar que K é corpo, precisamos mostrar que K é um anel com

divisdo comutativo.

e + estd bem definida. De fato:

Sejar11+:K><K—>Ke<ﬂ Cl),(

by dy

Q2 Co

(i) =
b d)  \by dy

Pela Definicao 2.70, temos que:

Gz C2

by’ dy

) € K x K. Note que:

ai a2 C1 Ca

b b di dy

{U,lbg = (Igbl

c1dy = cody

Multiplicando a primeira linha por d;dy e a segunda linha por b,by teremos:

ar1badidy = azbididy
Cldelbg = nglblbg

Somando as duas linhas, ja que estamos em um sistema linear, temos

a1b2d1d2+cld2blbg = a2b1d1d2+02d1b1b2 = (a1d1 +Clb1)(bgd2) = (a2d2+0262)(b1d1).

Mas, pela Definicao 2.70, segue que:
a1d1 + C1b1 .

a2d2 + CQbQ aq C1 . as Co

byd, N body

Portanto, + esta bem definida.

b A b d

e - estd bem definida. De fato: Sejam +: K x K — K e (ﬂ Cl),(a2 62) € KxK.

Note que:

(ﬂ 2) _ <% 2
b dy)  \by dy

Pela Definicao 2.70, temos que:

b’ di) \by’ dy

ai Q2 C1 C2

b by dy

c1dy = cody

{a1b2 = CLle

Multiplicando as igualdades, temos:

a1b2c1d2 = a26102d1 = (a161)<b2d2) = (a202)<b1d1>.

Pela Definicao 2.70, segue que:
ai1Cy [05X6))

bidi  bods

Portanto, - estd bem definida.

ay Gz C2

biodi by dy
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e K é anel. De fato:

(i) (K,+) é grupo abeliano, pois:
c e

1. A operagao + é associativa para todo %, 7 } € K:
a_fc ¢ _g+cf+de_a(df)+b(cf+de)_(ad+bc)f+(bd)e
v \a )Ty T T vy Gl
_ad+bc+i_<g+g>+g
~ bd f \b d f

a
2. A operagao + possui elemento neutro para todo — € K:

b
0
Seja 7 € K, note que:

a+0_a~1+b-0_a
b1 b-1 b
Por outro lado,
O+a_0‘b+1'a_a
1 b  1:b b
3. Para todo 4 € K, existe seu inverso aditivo em K. Tome —Ta € K e note
que?z—(%).Def&to:
a+—a_ab+(—a)b_b(a+(—a))_b-O_O
b b b2 B b2 o

Por outro lado,

—a a (—a)b+ab (—a+a)h 0-b

T e
4. A operacao + é comutativa para todo %,g e K:
E+E:ad+bc:cb+dazg+g'
b d bd db d b
(ii) A operacdo - é associativa para todo %, L—j, % € K:

@ (e.ey_a ce_ale)  (ac)e —eeo(2.g..
b \d f) b df bdf) (bd)f bd f \b d) f
(iii) E vélida a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicao para todo
a c e
2t ek
A f S
a f+f _afcfted) a(cf +ed) acf + aed acf+aed
b\d f) b df ©b(df)  bdf bdf — bdf
_ac fae d_ac  a ooy e
S bd f bf d  bd bf bd bf b d b f
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Além disso,

(a+c>e_ad—i—bc e_(ad—l—bc)e_ade+bce_ade+bce
b d)f  bd f (bd)f — bdf  bdf  bdf
_ae d+ce b ae 1+ce 1iae+ceia e+c e
bf d df b bf df = bf df b f d f
e K possui unidade. De fato, tome 1 como a unidade em K e % € K qualquer.
a 1 a-1
b 1 b-1 b
Por outro lado,
1 _lra
1 b 16 b
a 0 . b . b a\ !
e Todo elementoZ%IEKpossul inverso. Tome — € K e veja que — = (Z) . De
a a
fato: ; ! -
a a a
a7 1=1- )
T T ha = o = 1 Jdaue (ab) (ab)
Por outro lado,
b a ba ab 1
a b ab ab 1

Com isso, temos que K é corpo. O

Exemplo 2.72. Sabemos que Z é um dominio de integridade. Pela Definicao 2.70, o
corpo de fragoes de Z é definido por:

K:{%aezmezﬁ.
Por outro lado, por defini¢ao, temos que:
a
Q:{E; an,beZ*}.

Deste modo, Q é o corpo das fragoes de Z.

Definicao 2.73. Seja [ um ideal de um anel R comutativo com unidade. A classe de

R
residuos do anel R moédulo I é denotada T e ¢ o conjunto quociente das classes de

equivaléncias dos elementos de R sob a relagao de equivaléncia a ~ b se, e somente se,
a—be I. A classe de equivaléncia de a é denotada a.

R
Proposicao 2.74. T com as operagoes + e - definidas por:

Sejama+],b+]€§, com a,b € R,
(a+1)+b+I):=(a+b)+1

(a+1)-(b+1):=ab+1

€ um anel comutativo com unidade.
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Demonstragao. Mostremos que T ¢é anel comutativo com unidade.

e + estd bem definida:

R R R R R
Sejam+:7><7—>7e(a—i—[,b—l—]),(c—i—[,d—i—[)eTXY. Note que:

(a+I,b+1)=(c+1,d+])sa+l=c+Teb+I=d+1.
Pela Definicao 2.73, temos entao que:

a~ceb~d=a—celeb—-del.

Com isso, podemos entdo somar ambos os elementos de I:
(a—c)+(b—d)el=(a+b)—(c+d) el
Mas se isso ocorre, entao, pela Definicao 2.73, temos que:

(a+b)~(c+d) = (a+b)+1=(c+d)+1.

e - estd bem definida:

R R R R
T e (a+I,b+1),(c+1,d+1)€e TXT Note que:

Sejam - —
eja 7
(a—i—[,b—i—]) = (c—i—[,d—l—[)<:>a—i—I:c—i—Ieb+]:d—i—[.

Pela Definicao 2.73, temos entao que:

a~ceb~d=>a—celeb—-del.

Se isso ocorre, entao podemos afirmar que a = c+x e b = d+vy, para algum z,y € I,
portanto:
ab= (c+z)(d+vy) = cd+ cy + zd + zy.

Como [ éideal, entao cy, zd, xy € I. Assim, podemos dizer que w = cy+xzd+zy € I,
logo:
ab=cd+w = ab—cd e I.

Pela Defini¢ao 2.73, temos que:

ab~cd=ab+1=cd+ 1.

e — ¢ anel:

1
. (R ) . .
(i) (7, +> ¢ grupo abeliano, pois:

R
1. A operacao + é associativa para todoa+ I,b+ I,c+ 1 € T

(a+D+[b0+D)+(c+D]=(@+ D+ ((b+c)+I)=(a+(b+c))+1
=((a+b)+c)+1=((a+b)+ D)+ (c+I)=[(a+1)+(b+1I)]+ (c+1).
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2. A operacao + possui elemento neutro para todo a + I € T

R
Seja 0+ I € T note que:
(a+D)+ 0+ =(a+0)+I=a+1.
Por outro lado,
O0+D+(@a+I)=0+a)+I=a+1.

R R
3. Para todo a+1 € —, existe seu inverso aditivo em T Tome (—a)+1 € T
e note que (—a) + I = —(a + I). De fato:

(a+D)+((—a)+1I)=(a+(—a)+I=0+1.
Por outro lado,

(ma)+ D)+ (a+1)=(—a+a)+1=0+1

R
(ii) A operacao - é associativa para todo a+ I, b+ I,c+ 1 € T

(a+ Db+ (c+ D] =(a+I)(bc+1I)=albc)+ I
= (ab)c+ 1= (ab+I)(c+I)=[(a+ )b+ ID)|(c+1I).

(iii) E vélida a distributividade da multiplicacdo em relacdo & adicdo para todo

R
a+Lb+I,c+I€7:

(a+D[O+I)+(c+D)] =(a+I)((b+c)+1)=(alb+c))+1 = (ab+ac)+ 1
=((ab)+ 1)+ ((ac) +I)=[(a+ 1)(b+ D]+ [(a+ I)(c+ I)].

[(a+ D)+ B+ D)(c+I)=((a+b)+I)(c+1I)=((a+b)c)+I = (ac+bc)+1
=((ac)+ 1)+ ((be) +I)=[(a+D)(c+ D]+ [(b+ I)(c+T)].

R, .
. 7 € comutativo:

R
Sejaa—l—[,b—l—[GT,

(@a+D)(b+1)=(ab)+ = (ba)+I=(b+I)(a+]I).

R R
* 7 tem unidade. De fato, tome 1 + I = [ como a unidade em T ea+ 1 € T

qualquer. Note que:

(a+DH(1+1)=(a-1)+1=0a+1.

Por outro lado,
1+Da+I)=(1-a)+=a+1.
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O

R
Observacao 2.75. A funcdo 7 : R — T levando cada elemento em sua classe de

equivaléncia é um homomorfismo de anel.

R
Definicao 2.76. T é caracterizado pela seguinte propriedade:

Se ¢ : R — S é um homomorfismo de anel de R em S e ¢(1g) = 1g, entdo existe um

R
unico homomorfismo de anel ¢ : T — S tal que ¢ = pom.

R
Proposicao 2.77. Um ideal proprio I em R é primo se, e somente se, 7 € um dominio

de integridade.

. . o o R R .
Demonstragao. (=) Veja que, pela prépria caracterizacao de T é anel comutativo
R
com unidade. Para que ele seja um dominio de integridade basta provar que T nao
possui divisores de zero.

Para tal, tome a+1,b+1 € I quaisquer, nao nulos, isto é, a,b ¢ I. Como [ é primo,
por hipdtese, entdo ab ¢ I, pois para ab pertencer a I, precisariamos ter a € I ou

be I. Como ab ¢ I, entdo, ab+ I é nao nulo. Portanto, T nao possui divisores de

zero e, consequentemente, ¢ dominio de integridade.

(<) Queremos mostrar que [ é ideal primo, ou seja, queremos que se ab € I, entdo a € [
oubel.
Para isso, suponha ab € I. Se isso ocorre, entdao ab + [ = I. Mas sabemos que
R
ab+ 1= (a+1)(b+I). Disto temos que (a+ I)(b+ 1) = 1. Como 7 é dominio de

integridade, isto é, nao possui divisores de zero, entao a +1 =1 ou b+ [ = I, isto
é,a €1 oubel. Portanto, I é ideal primo.
O

Proposicao 2.78. Um ideal proprio I em R é maximal se, e somente se, T € um corpo.

N ) R . .
Demonstragao. (=) J& temos que T é um anel comutativo com unidade, para que T

R
seja um corpo precisamos que todo elemento, nao nulo, a + I € T possua inverso

multiplicativo.
R - . ,
Para tal, suponha a + I € 7 qualquer, ndo nulo, isto é, a ¢ 1.

Considere A = {ac+b; c€ R,b € I}. Note que I C A. Como I é maximal, temos
que A= RouA=1. Comoa¢ I, entao A # I, portanto A = R. Com isso, como
1 € R, entao 1 € A. Portanto, podemos afirmar que existem ¢ € R e b’ € I tais que
1 =ac+ V¥, e assim,

14+ 1= (ac+¥)+1=(ac+ D)+ +1)" S (ac+1I) = (a+I)(c+]I).

Logo, temos que (a+ I)(c+ 1) =1+ 1, isto é, ¢+ I é inverso de a + I.
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(<) Queremos mostrar que I é maximal, ou seja, se existe J ideal de R tal que I ; J C
R, entao J = R.

Para isso, suponha [ e J ideais de R tal que I C J e J # [. Seja a € J tal

que a ¢ I, desta forma a 4+ I é ndo nulo e, portanto, existe b + [ € T tal que

(a+I)(b+1)=1+1. Além disso, como a € J, temos que ab € J. Assim:

1+I=(a+1)(b+1)=ab+ 1.

Com isso, pela Definicao 2.73:
1—abel.

Isto é, existe ¢ € I tal que

l—ab=c=1=ab+ec.

Note que, se c€ I e I C J, entao c € J, além disso ab € J, logo ab+c =1 € J.

Assim, pela Proposicao 2.28, item 4, temos que J = R. Desta forma, I é maximal.
O

Teorema 2.79 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja ¢ : R — S um homomorfismo

R
sobrejetor de anéis. Se I = ker(¢), entdo o anel quociente T é isomorfo a S.

R
Demonstragdo. Precisamos definir um isomorfismo de T em S. Como os elementos de

R
— sao da forma a 4+ I, a € R e os elementos de S sdo da forma ¢(a), a € R, pois ¢ é

sobrejetor, podemos, de forma natural, definir a seguinte correspondéncia
a+1— ¢(a), a € R.

Chamaremos tal aplicagao de o, isto é, o(a + I) = ¢(a). Observe que tal correspon-
déncia é, de fato, uma fun¢do, mais ainda, uma fungao bijetora, pois:

R
e 0 estd bem-definida. De fato, sejam a + 1,0+ 1 € 7:

a+I=b+I=a—-beker(p)=1= p(a—0b)=0= ¢(a) —p(b) =0
= ¢(a) =¢(b) = cg(a+I)=0c(b+ 1)

« 0 é sobrejetora. De fato, dado y € S temos que y = ¢(x), para algum = € R. Tome
R
x+1¢€ T logo:
o(x+1)=o(x) =y.

e o ¢ injetora. De fato, sejam a+ I,b+ I € T

ola+1) = o(b+1) = 6(a) = 6(b) = 6(a) — Bb) = 0 = d(a—b) = 0
=a—-beker(¢p)=1=a+1=b+1
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Agora, mostremos que ¢ é homomorfismo de anéis:
e o(la+I)+(b+1I))=0c((a+b)+1)=¢(a+b) =d(a)+¢(b) =c(a+1)+o(b+1).
e d((a+1)b+1))=0c((ab) +I)= ¢(ab) = ¢(a)p(b) =c(a+ I)o(b+ I).

R
Deste modo, ¢ é um homomorfismo bijetor, isto ¢, um isomorfismo de T em S. [

Exemplo 2.80. Seja ¢ : Z — Zs5 dado por ¢(a) = a@. Observe que:

ker(¢) = {a € Z; ¢(a) = 0}
={a € Z;a =0}
={a€Z;a=5k, kel}
= (5).

7
Assim, temos, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, que — ¢é isomorfo a Zs.

(5)

2.2 Anel de Polinomios

Defini¢ao 2.81. Seja R um anel comutativo com unidade. Um polinémio F(X) com
coeficientes em R ¢ descrito na forma de uma soma infinita

F(X):Za0+a1X_|_..._|_aiXi_|_...7
i=0

onde a; € R, © € Z e a; = 0 para todo 7 exceto uma quantidade finita de indices 7. Os
a;’s sdo chamados de coeficientes de F'(X).

Denotamos por P(R) o conjunto dos polindémios sobre R. Neste conjunto P(R),
definimos as operagoes + e - como: sejam F(X) = ag+ a1 X + -+ + a, X" + -+ e
GX)=bg+b0 X+ -+b,X"+--- polinémios em P(R), quaisquer,

FX)+GX)=co+car X+ -+, X"+---, onde ¢; = a; + b;;
J

F(X)G(X) :d0+d1X++ann+ s onde dj :Zaib]’_i.
i=0

Teorema 2.82. O conjunto P(R) munido das operagoes + e - € um anel comutativo com
unidade, denotado por R[X].

Demonstragao. Para mostrar que R[X] é anel comutativo com unidade, precisamos mos-
trar que:

e R[X] é anel. De fato:

(i) (R[X],+) é grupo abeliano, pois:
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1. A operagdo + é associativa para todo FI(X) = ag + a1 X + -+ + a, X" +
L G(X)=bog+ 01 X+ 0, X JH(X) =co+a X+ F6, X"+
- € R[X]:

F(X) + [G(X) + H(X)]
:(a0+---+anX"+---)+[(b0+---—i—an"+---)+(co+--~+ch”
)

ag + - —l—aan ...)_|_((bo_|_co)+...+(bn+cn)X”+...)

ao + (bo + co) + - - +( + (by+ ) X"+ -

(ap + bo) + co) ((an +b,) +cy) X"+

(a0+b0> (an_|_b) ')+(CO‘|‘"‘+Can+"‘>
(ao+ ctap X"+ )+ (bo+ b X") 4] (co o e X

+

(
= (
(
(
[

= [F(X) +G(X)] + H(X).

2. A operacao + possui elemento neutro para todo F'(X) € R[X]:
Tome 0 € R[X] o polinémio constante nulo. Note que:

F(X)+0(X)=(ao+a+-+a, X"+ )+ (0+0X+---4+0X"
= (ap+0) + (a1 +0)X + -+ (an +0) X" + - -~
=ar+u X+ +a, X"+
= F(X).

Por outro lado,

0X)+F(X)=(04+0X4+---4+0X"+--- )+ (ag+a + -+ a, X"
_|_)
=0+ag)+0+a)X 4+ (0+a,)X"+
=apta+-+a, X"+
= F(X).

3. Para todo F'(X) =ag+a X +---+a, X"+ --- € R[X], existe seu inverso
aditivo em R[X]. Tome (—F)(X) = (—ag)+(—a1)) X +-- -+ (—a,) X"+ -
e note que:

F(X)+ (=F)(X) = (a0 + -+ apX" + )+ ((—ag) + -+ + (—a,) X"
_|_)
= (ap — ap) + (a1 — a1) X + - + (a, — an) X" +
=0+0X + - +0X" +
= 0(X).
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Por outro lado,

(—F)(X) + F(X) = ((—ao) + -+ (=an) X" + -+ ) + (ag + - - - + ;X"

_|_)

= (—ap+ap) + (—a1 +a1)) X + -+ (—a, + a,) X"
4.

=0+0X+---4+0X"+

= 0(X).

4. A operagao + é comutativa para todo F(X),G(X) € R[X]:

FX)+GX)=(ao+a X+ - +a, X"+ )+ (bo+ 0 X+ +b,X"

+)
=(ag+bo)+ (a1 +b)X + -+ (an+ b)) X" +---
=(bo+ag)+ (b +a)X +-- +(b +a,) X"+
=M+ X+ 4+, X"+ )+ (ap+ a1 X+ - +a, X"
+)
=G(X)+ F(X).

(ii) Ainda é possivel mostrar que a operacao - é associativa e que, além disso, é

valida a distributividade da multiplicagao em relagdo a adicao, ja que ambos
sdo consequéncia do fato de R ser um anel comutativo com unidade.

« A operacao - é comutativa para todo F(X),G(X) € R[X]:
Sejam F(X) =ap+au X+ +a, X"+ eGX)=bg+ b0 X+ -+, X"+

(

FX) - G(X)=(ao+amX+ - +a,X"+)- (bo+b1X+ b X )
= (aobo) + (agh1) X + - (aobn) o (apbo) X" 4 -+
(@nbp) X" 4 - -
= (boag) + (b1ag)X + -+ + (bpao) X™ + -+ + (boa, ) X" + -+ -+
(b)) X" 4 - -
= (boag) + (bpa1)X + -+ + (boan) X™ + -+ + (bpag) X" + -+ -+
(bpan) X" -
=bo+0h X+ -+, X"+-) - (ag+ a1 X+ F+a, X" +--+)
— G(X)- F(X).

e R[X] possui unidade. De fato, tome 1(X) =14+ 0X +---+ 0X"™ + --- como a
unidade em R[X] e F(X) € R[X] qualquer. Note que:

FXN(X)=(ao+a X+ 4aX"+--)- (1+0X+---+0X"+--)
=(ap-1)+(ap-0)X +---+(ag-0) X"+ -+ (a, - 1) X"+
(an - 0) X"+ 4 (@, - 0) X" +
=agt+au X+ F+a, X"+ ---
= F(X).

Com isso, temos que R[X] é anel comutativo com unidade. O
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Exemplo 2.83. Tomemos o anel de polindmios Q[X], isto é, um polindémio com varidvel
X e coeficientes em Q. Exemplos de polindmios em Q[X] sao:

9

1
« H(X) =X+ 2

Facamos FF+G e F' - H:

9 9
F+G:(5X+2)+(§X2+4> :§X2+5X+6.

1 2
F~H:(5X+2)<X3+g):5X4+2X3+X+3.

Exemplo 2.84. Tomemos o anel de polinémios Z;[X], isto é, um polinémio com varidvel
X e coeficientes em Zs. Exemplos de polindomios em Q[X] sdo:

e F(X)=4X+2

Fagamos '+ G e F - H:
F+G=0@EX+2)+(BX*+2) =3X>+1X +1
F-H=@X+2)(IX*+3)=4X"+2X* +2X +T.

Definicao 2.85. O maior valor inteiro de indices i, digamos d, para o qual ag # 0 é
chamado de grau de F(X). Se para todo indice ¢ tem-se a; = 0, entdo o grau de F'(X) é
indefinido. Se ay = 1, o polindémio é mdnico. Se F(X) = ay # 0, entdo o polindémio tem
grau 0 e chamado de polindmio constante nao nulo.

Para facilitar, se podemos dizer que F(X) = ag+a; X +---+a; X' +--- tal que a; = 0
para i > n, entdo podemos denotar F(X) =ag+ a; X + -+ + a, X"

Observagao 2.86. Veja que temos, pelo Teorema 2.82 que se R é um anel comutativo com
unidade, entdao R[X] também o é. Se tomarmos o anel comutativo com unidade R[X}],
entao podemos afirmar que (R[X1])[X3] é anel comutativo com unidade, que denotaremos
por R[X1, Xs]. Se fizermos esse processo sucessivamente, podemos denotar R[ X7, -+, X,,],
que também sera um anel comutativo com unidade.

Definigao 2.87. Os monoémios em R[X7, -, X,,] sdo polindmios escritos na forma

XXk . X

W, ocom i; € Ly
O grau do monémio € i1 + - - - + 7y,

Observagdo 2.88. Todo F € R[Xy, -, X,] tem uma expressdo tnica F = Y apnX?,
onde X® s3o os mondmios, ai) € R.



Anel de Polinbmios 40

Definigao 2.89. Dizemos que o polindémio F' € R[Xy, -+, X,] de grau k£ é homogéneo
quando
FOXy, -, AX,) = M F(Xy, -, X,,).

Denotaremos o polinémio homogéneo F' de grau k por Fj.
Proposicao 2.90. O produto de polinomios homogéneos é homogéneo.

Demonstragao. Tome Fy, G, € R[ X1, -+, X,] homogéneos. Note que:

(FUG(NX, - AXa) = (FsAXps - AX)) - (GiAK 1.~ AX,)
= NFy (X0, X)) - NGH(X, -, X))
= AR (X, X)) - Gl Xy, e, X))
= N EG) (X, Xn).
O

Definicao 2.91. Seja F' um polinémio sobre R. Um elemento u € A é chamado de raiz
de F se F(u) = Og.

Definicao 2.92. Um corpo k é dito algebricamente fechado se todo polindmio nao cons-
tante em uma variavel, com coeficientes em k, admite uma raiz em k.

Definicao 2.93. F' ¢ polindmio homogéneo de grau d se todos os coeficientes a(; sao
zero, exceto aqueles que tem grau d.

Definicao 2.94. Todo polindmio F' tem expressao tnica F' = Fy+ Fy + Fy + - + Fy,
onde F; é um polindmio homogéneo de grau i. Se Fy # 0, d é o grau de F, denotado

O(F).
Se F' é constante, F' = Fy,.

Observacgao 2.95. Note que, eventualmente, Fy, F},--- podem ser nulos até algum F),,_1,
portanto, poderiamos reescrever tal expressao como

F=F,+ --+F,
Proposicao 2.96. Se R um dominio de integridade e F,G € R[ Xy, -+, X,], entdo
I(FG) =0(F)+ 0(G).

Demonstragao. Sejam F = Fy+ Fi+---+F,e G = Go+G1+---+G,. Note que O(F) =d
e 0(G) = 1. Agora, veja que:

F.G = (F0_|_F1_|_..._|_Fd).(G0_|_G1_|_..._|_Gl)
= FOG0+FQG1+' : '+FUGZ+F1G0+F1G1+' : —|—F1Gl++FdG0+FdG1—|— . '—f—FdGl.

Perceba que FyGy é o monomio constante. Além disso, se somarmos os mondmios de

mesmo grau teremos:
Hy = FyGo

H1 - FQGl + GOF1
HQ = FOG2 + FlGl + F2G0
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Hypn = Fy G+ FyGiy
Hay = FaG

Perceba que o monomio de maior grau serda Hy; = F;G), em que Hy ., # 0, pois R é
dominio de integridade, cujo grau é d + . Portanto, d(F -G) =d+1=9(F)+90(G). O

Proposigao 2.97. R € subanel de R[ X1, -+, X,].

Demonstragao. Seja ¢ : R — R[X] uma aplicagdo dada por ¢(a) = F,(X), onde F, é o
polinémio constante dado por F,(X) = a. Note que ¢ é um homomorfismo injetor de
anéis. De fato:

B+ b) = Fupp(X) = a+ b= Fy(X) + F(X) = 6(a) + o(b).

Além disso,
d(ab) = Fup(X) =ab = F,(X)F(X) = ¢

Ainda, ¢ é injetora, pois se a # b, entdo F,(X) # F

—~

@)(b).
X), ja que F,(1g) = a e

/—\

Fillg) = b. Mas Fo(X) = 6(a) ¢ Fy(X) = 6(0), logo 6(a) # 6(b).

Com isso, temos que R é isomorfo a ¢(R) e ¢(R) C R[X], logo podemos considerar R
como subanel de R[X]. O
Observacgao 2.98. R[Xy, -, X,] é caracterizado por seguir a propriedade:

Se ¢ ¢ um homomorfismo de anel de R em S, e s1,---,s, € S, entao existe uma
tnica extensao de ¢ para um homomorfismo de anel g de R[Xy, -+, X,,] em S tal que
P(X;) =s;, emquei e {l,--- n}

A imagem de um polinémio F' sob p é escrita F(sq,-- , $y,).

Proposicao 2.99. Seja u uma raiz de um polindmio nao constante F' € R[X]. Se F(X) =
ao+ a1 X + -+ a, X", coma, #0, para todo X € R, entio F(X) = (X —u)Q(X), para
algum polinémio Q de uma forma padrao do tipo Q(X) = by + -+ + b, X" L.

Demonstragao. Sejam F um polindmio nao constante onde F'(X) = a,+a; X +- - -+a, X",
com a, # 0, para todo X € R e u € R qualquer, assim:

F(X)—F(u) = a;(X —u) + ag(X? —u?) + - + a, (X" — u™).
Mas
X"~y = (X —u) (X" P uX" "X .
Logo, temos que:
F(X) = F(u)
= (X —w)a; +ax(X +u) +as(X?+uX +u®) + -+ a,( X"+ uX" 2+ uh)
= (X —w)[(a; + agu+ -+ apu" ") + (az + azu+ - + au"HX + -+ a, X
= (X —u)Q(X),
onde Q(X) = (a1 + agu+ -+ + au™ ') + (a2 + agu + - + a,u" )X + -+ + @, X" 1
Logo:
F(X) = F(u) = (X —u)Q(X) = F(X) = (X —u)Q(X) — F(u).
Mas, por hipétese, temos que F'(u) =
) =

F(X

Og, pois u ¢é raiz de F', logo:

(X —u)Q(X).
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Teorema 2.100 (Algoritmo da Divisdo). Sejam F(X) = ag+a; X +- - +a, 1 X" ' +a, X"
e G(X) =by+ b0 X + -+ by 1 X™ + b, X™ elementos de k[X], com a, e by, ndo
nulos, em k e m > 0, entdao existem unicos polinomios Q(X) e R(X) € k[X] tais que
F(X)=GX)Q(X)+ R(X), onde R(X) =0 ou O(R(X)) < d(G(X)). Denominamos
Q(X) de quociente e R(X) de resto da divisio de F(X) por G(X).

Demonstragao. Considere S = {F(X) — G(X)S(X); S(X) € k[X]}.
Se 0 € S, entdo existe S(X) € k[X] tal que FI(X) — G(X)S(X) = 0. Logo,

Tomando S(X) = Q(X) e R(X) = 0, provamos o teorema.

Agora, suponha que 0 ¢ S. Observe que S é nao vazio, pois FI(X) = F(X) — G(X)0,
onde 0 é o elemento neutro de k[X], e como F(X) # 0, por hipétese, segue que o sub-
conjunto de N formado pelos graus dos elementos de S também é nao vazio. Consequen-
temente, pelo Principio do Menor Inteiro? tal subconjunto tem um menor elemento. Seja
R(X) o elemento de grau minimo em S. Como R(X) € S, existe Q(X) € k[X] tal que

ou seja,

F(X) = G(X)Q(X) + R(X).

Observe que R(X) # 0, pois 0 ¢ S, por hipétese.
Nos resta mostrar que d(R(X)) < 9(G(X)). Para tal, tomemos

R(X) = cotaX+ 4o X 46X come €k ec £ 0.

Se t > m, entao

F(X) = G(X)Q(X) — (;—;) XmG(X) = R(X) — (Zf—;) XrG(x).  (2.1)
Note
R(X) — (%) XmG(X) = R(X) — (%) X (B X™ 4+ b 1 X 4 4 51X+ bo)
= R(X) - (bc—:) b XX (5—;) bo X
= R(X) — (¢;X" + termos de grau menor)
(2.2)
que é um polinémio de grau menor que J(R(X)).
Além disso,
F(X) = GX)QX) = () X mG(X) = F(X) - 60x) [Q(x) + (1) X7 (23)

Cy

Veja que F(X) — G(X) [Q(X) + <bm

> Xt‘m] € S, por defini¢ao.

20 Principio do Menor inteiro afirma que todo subconjunto ndo vazio L C N possui um menor
elemento. Neste caso, utilizamos tal Principio no conjunto dos graus dos polinémios de S.
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Assim, por (2.2) e (2.3), temos que (2.1) pode ser reescrita da forma:
F(X)—-G(X) [Q(X) + (;—t> Xt_m] = R(X) — (¢;X" + termos de grau menor). (2.4)

Logo, (2.4) é um elemento de S, mas R(X) — (¢; X" + termos de grau menor) é um
elemento de grau menor do que R(X), contradizendo a hip6tese de R(X) ser o elemento
de grau minimo de S. Assim, é absurdo supor que (R(X)) =t > m = J(G(X)).

Com isso, o grau de R(X) é necessariamente menor que o grau de G(X).

Provemos agora a unicidade do quociente e do resto desta divisao. Para tal suponha

F(X) = G(X)Q:1(X) + Ri(X)
e
F(X) = G(X)Q2(X) + Ra(X).
Subtraindo a segunda igualdade da primeira, obtemos:
G(X)Q1(X) + Bi(X) — G(X)Q2(X) — Ro(X) =0 =
G(X)Q1(X) = G(X)Q2(X) = Ro(X) — By (X) =
G(X)[Q1(X) = Q2(X)] = Ra(X) — Ry(X). (2.5)

Assim, temos Ry(X) — R1(X) =0 ou 0(R2(X) — R (X)) < 9(G(X)).

Suponha, primeiramente, que 9(R2(X) — R1(X)) < 9(G(X)). Mas isso é equivalente
a dizer que O(G(X)[Q1(X) — Q2(X)]) < I(G(X)), isto é, estamos tomando G(X) e
multiplicando ele por outro elemento, resultando em um terceiro elemento, cujo grau é
menor do que o préprio G(X). Porém, pela prépria definicdo de produto de polindémios,
isso é impossivel.

Sendo assim, a nica opg¢ao restante é que Ro(X) — R1(X) = 0, e assim

G(X)[Q1(X) = Q2(X)] = 0.

Como G(X) # 0 por hipétese, nos resta que Q1(X) — Q2(X) = 0, ou seja, Q1(X) =
Q2(X) e Ri(X) = Ry(X). O
Teorema 2.101. Se k é corpo, entdo k[X] é PID.

Demonstragao. Precisamos mostrar que todo ideal I de k[X] é ideal principal, ou seja,
existe G(X) € k[X] tal que I = (G(X)).

Seja I um ideal qualquer de k[X]. Se I = {0} entdao I = (0). Suponha I # {0} e
G(X) # 0, onde G(X) € I é de grau minimo, cuja existéncia se da pelo Principio do
Menor Inteiro.

Se o grau de G(X) é 0, entao G(X) € k[X] e G(X) é invertivel em k[X]. Logo, pela
Proposigao 2.28 - item 4, I = (1) = k[X], entdo I é ideal principal.

Se J(G) > 1 e F(X) € I qualquer, entao, pelo Algoritmo da Divisao (Teorema 2.100),
podemos afirmar que existem Q(X), R(X) € k[X] tais que:

F(X)=GX)Q(X)+ R(X), onde R(X) =0 ou d(R) < I(G).

Note que F(X) € [ e G(X) € I eassim F(X)—G(X)Q(X) = R(X) € I, por defini¢ao

de ideal. Como G(X) é elemento nao nulo de grau minimo em /, temos que R(X) =0, e
FX) - G(X)QX) = 0= F(X) = G(X)Q(X).

Note que G(X)Q(X) € (G(X)), logo F(X) € (G(X)), portanto I C (G(X)). Como
G(X) € I, temos que (G(X)) C I. Logo, I = (G(X)). O
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Corolério 2.102. Se k ¢ corpo, entao k[X] é UFD.

Demonstragao. Sabemos do Teorema 2.101 que se k é corpo, entdo k[X]| ¢ PID. Além
disso, pelo Teorema 2.62, temos que todo PID é UFD, portanto k[X]| é UFD. O

Definigao 2.103. O mdzimo divisor comum (mdc) de uma colegao de polinémios { F} }ier,
em k[X], é o polinémio ménico p caracterizado pelas seguintes propriedades:

o p divide cada F} na colecao;
e se ¢ € k[X] divide cada F} na colegao, entao ¢ divide p.

Corolario 2.104. Seja {Fs}ses uma colegio de polinomios em k[X|. Entdao existem
indices sy, ,8, € S e polinomios q1,- -+ ,q, € k[X] tais que:

FZQ1F51+"'+Qnan
¢ 0o mdc dessa colegdo.

Demonstragao. Seja I o ideal gerado por {F}ses, logo:

[:{ Z ngs” 517"'75m€S7 glu"'angk[X]a m:1727}

1<i<m

Seja F' o gerador monico de I. Sendo F' um elemento de I, necessariamente existem
G1, ", qn € k[X] tais que F se escreve da forma:

F=qFs, + 4+ quls,.

Assim, se ¢ divide cada F na colecao, entdo g divide F'. Por fim, sendo I = (F’), entao
cada F, é divisivel por F. O

Teorema 2.105. Seja k um corpo. Um ideal (P(X)) # 0 de k[X] € ideal mazimal se, e
somente se, P(X) € irredutivel sobre k.

Demonstragao. (=) Suponha que (P(X)) # 0 seja um ideal maximal em k[X]. Entao
(P(X)) # k[X], logo P(X) ¢ .

Agora, seja P(X) = F(X)G(X) uma fatoracdo de P(X) em k[X]. Como (P(X)) é
um ideal maximal, entao, pela Proposicao 2.32, também é um ideal primo e assim
(F(X)G(X)) € (P(X)) implica que F(X) € (P(X)) ou G(X) € (P(X)), isto ¢
F(X) ou G(X) tem P(X) como um fator. Mas ndo podemos ter os graus de F'(X)
e G(X) estritamente menores que o grau de P(X). Isso nos mostra que P(X) é
irredutivel sobre k, por definicao.

(<) Sabemos que P(X) é irredutivel sobre k[X]. Suponha que N seja um ideal tal que
(P(X)) & N C k[X]. Como N ¢é um ideal principal, pelo Teorema 2.101, segue
que N = (G(X)), para algum G(X) € k[X]|. Assim, como P(X) € (P(X)) e
(P(X)) C N = (G(X)), entao P(X) € (G(X)), logo P(X) = G(X)Q(X), para
algum Q(X) € k[X].

Mas P(X) é irredutivel, implicando, pela Definicao 2.21, que ou G(X) ou Q(X) é
invertivel em k[X]. Entretanto, os elementos invertiveis de k[X] sdo os elementos
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nao nulos em k e consequentemente, ou G(X) ou Q(X) é uma constante diferente
de zero em k, necessariamente. Assim, temos:

Se G(X) é uma constante diferente de zero em k, entao G(X) é invertivel em k[X],
consequentemente N = (G(X)) = k[X], pela Proposigao 2.28, item (4).

Se Q(X) é uma constante diferente de zero em k, ou seja, Q(X) = ¢, onde ¢ € k*,
podemos escrever G(X) como G(X) = 1P(X), mas 1P(X) € (P(X)), portanto
G(X) € (P(X)), isto é, (G(X)) C (P(X)), com isso N = (G(X)) = (P(X)). Mas
isso contradiz a hipétese de que (P(X)) # N, portanto, a unica possibilidade é que
N = k[X]. Logo, (P(X)) é ideal maximal.

U

Teorema 2.106. Sejam P(X) um polinomio irredutivel em k[X] e R(X),S(X) € k[X]
polindémios quaisquer. Se P(X) divide R(X)S(X), entio P(X) | R(X) ou P(X) | S(X).

Demonstragao. Note que, como P(X) é irredutivel, temos, pelo Teorema 2.105, que
(P(X)) éideal maximal e, pela Proposicao 2.32, ideal primo. Assim, se P(X) | R(X)S(X),
entdo R(X)S(X) € (P(X)), mas (P(X)) é ideal primo, logo R(X) € (P(X)) ou S(X) €
(P(X)), ou seja, P(X) | R(X) ou P(X) | S(X). O

Corolario 2.107. Se P(X) ¢ irredutivel em k[X] e P(X) divide o produto Ry(X)-----
R,(X), com Ri(X) € k[X], Vi € {1,---,n}, entio P(X) | Ri(X), para algum i €
{1, ,n}.

Demonstragao. Este corolario segue do Teorema 2.105 e do Principio de Indugao Finita.
O

Teorema 2.108. Se k é um corpo, entdo todo polinomio nao constante F(X) € k[X]
pode ser fatorado em k[X] em um produto de polindmios irredutiveis de maneira unica a
menos da ordem no referido produto e por constantes nao nulas em k.

Demonstragao. Seja F'(X) um polindmio nao constante. Se F'(X) nao é irredutivel, entao
F(X)=G(X)H(X), onde os graus de G(X) e H(X) sao ambos menores que o grau de
F(X). Se G(X) e H(X) sao ambos irredutiveis, o resultado estd provado.

Caso contrario, pelo menos um desses se fatora em polindomios de grau menor. Conti-
nuando este processo, obtemos a fatoragao:

F(X) = P(X)Py(X) - P (X),

em que cada P;(X) é irredutivel, i € {1,--- ,r}.
Nos resta mostrar a unicidade, a menos de ordem de produto e constantes nao nulas
em k. Suponha que
F(X) = Pl(X)PQ(X) ) “Pr(X)
e
P(X) = Qi(X)Qa(X) -+ Qu(X)
sejam duas fatoragoes de F'(X) em polindmios irredutiveis.
Pelo Corolario 2.107, P;(X) divide algum @;(X). Sem perda de generalidade, podemos
supor que P;(X) | Q1(X).
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Se Q1(X) é irredutivel, entao Q1(X) = u1 P1(X), com u; € K — {0}, e, portanto u é
invertivel em k[X]. Assim, substituindo Q;(X) por u; P;(X), temos que

P1(X)P2<X)"'Pr(X) = U1P1(X)Q2(X)“‘QS(X)

De forma andloga, digamos Q2(X) = ua Po(X) e entdo

Continuando esse processo, obtemos:

L=ty Qrr (X) - - Qs(X).

Mas isso s6 faz sentido se 1 = wujug---u,. Assim, os fatores irredutiveis de P;(X) e

Q);(X) sdo os mesmos, exceto possivelmente por ordem de fatores e elementos invertiveis
de k[X]. O

Defini¢ao 2.109. Seja R um UFD. Um polinémio F(X) = ag+a; X +- - -+a, X" € R[X],
nao constante, é primitivo se mdc(ag, - -+ ,a,) = 1.

Proposicao 2.110. Se R é UFD, entdo para cada polinémio nao constante F(X) € R[X]
temos F(X) =rG(X), onde r € R e G(X) € R[X] ¢é primitivo. O elemento r € unico, a
menos de um fator invertivel em R, e chamado conteido de F(X). Além disso, G(X)
é unico a menos de um fator invertivel em R.

Demonstragao. Seja F(X) € R[X] qualquer, onde F(X) = a9+ a1 X + -+ + a, X" é
nao-constante. Seja r = mdc(ag,- - ,a,). Entdo temos a; = rg; para algum ¢; € R,
ie{l,-- n}.

Pela distributividade, temos:

FX)=a+a X+ +a,X"
=rgo+raX + - +rg X"
=7(go + ¢ X + -+ 9. X")
=rG(X),

onde mdc(go, -+ ,gn) = 1. Assim, G(X) é primitivo.

Note que r é tinico. De fato, se F(X) = kH(X), parak € Re H(X) € R[X] primitivo,
entdo cada fator irredutivel de r devera dividir k, e vice-versa.

Considerando rG(X) = kH(X) e cancelando os fatores irredutiveis de r em k, obte-
remos uG(X) = vH(X), onde u é invertivel em R. Mas v também deve ser invertivel
em R ou poderiamos cancelar fatores irredutiveis de v em u. Portanto, tanto u quanto v
sdo invertiveis em R, logo r é tnico, a menos de um fator invertivel. Além disso, como
F(X)=rG(X), temos que o polindmio primitivo G(X) também ¢é tinico a menos de um
fator irredutivel. O

Lema 2.111 (Lema de Gauss). Se R é UFD, entio um produto de dois polinémios
primitivos em R[X] ainda € primitivo.
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Demonstragao. Considere F'(X) = ag+ a1 X+ +a, X" e G(X) =by+b X+ +b,, X™
primitivos em R[X], e seja H(X) = F(X)G(X).

Seja p irredutivel em R. Entao p nao divide todos os a;,i € {1,--- ,n} e ndo divide
todos os b;, 7 € {1,--- ,m}, pois FI(X) e G(X) sdo primitivos. Logo, mdc(ag, - ,a,) =
1 =mdc(bo, -+ ,bp).

Seja a, o primeiro coeficiente de F'(X') nao divisivel por p, ou seja, p | a;, Vi < r, mas
p 1t a,. De forma analoga, p | b;, Vj < s, mas p 1 bs.

O coeficiente de X" em H(X) = F(X)G(X) é

Cris = (aobr—l—s +o 4+ ar—lbs—l—l) + arbs + (ar—i-lbs—l +e 4+ ar-l—st)-

Como p | a;, Vi < r, segue que p | (agby4s + -+ + a,_1bs41) € como p | b;, Vj < s,
entdo p | (ap11bs_1 + -+ + a,415bo). Mas pta, e p1bs, logo p1a.bs, portanto pt ¢, ys.

Com isso temos que dado um irredutivel p € R, existe algum coeficiente de H(X) =
F(X)G(X) nao divisivel por p. Portanto, H(X) é primitivo. O

Corolario 2.112. Se R é um UFD, entdo o produto finito de polinomios primitivos em
R[X] € também primitivo.

Demonstragao. Este corolario segue do lema anterior, utilizando o Principio da Indu-
¢ao Finita. De fato, vimos, na demonstracao do lema anterior, que o produto de dois
polindmios primitivos, em R[X], é primitivo. Isto é:

H(X) = F(X)G(X) é primitivo, com F(X) e G(X) primitivos.
Agora, suponha que o produto de k& polindémios primitivos em R[X] é primitivo, isto é:
H(X)=F(X)Fy(X) - Fp(X) é primitivo, com F;(X) primitivo, Vi € {1,--- ,k}.
Agora, mostremos que é valido para k + 1 polindmios primitivos em R[X], isto é, se:
L(X) = FiI(X)F3(X) -+ - Fo(X) Fiey1 (X).

com F;(X) primitivo, Vi € {1,--- , k + 1}, mostremos que L(X) também é primitivo.
Por hipétese, H(X) = Fy(X)Fy(X) -+ Fx(X) é primitivo e, ainda,

L(X) = H(X)Fua (X).

Pelo Lema de Gauss, temos que L(X) é primitivo, j& que H(X) e Fj41(X) sao primitivos
por hipotese. O

Proposicao 2.113. Sejam R um UFD, K um corpo de fragoes de R e F(X) € R[X] um
polindmio onde O(F(X)) > 0. Se F(X) € irredutivel em R[X], entio F(X) também é
irredutivel em K[X]. Além disso, de F(X) é primitivo em R[X] e irredutivel em K|[X],
entao F(X) € irredutivel em R[X].
Demonstragao. Suponha um polindémio nao constante F'(X) € R[X] que se fatora em po-
linémios de menor grau em K[X], isto é, FI(X) = T(X)S(X), para algum T'(X), S(X) €
R[X], com O(T(X)) < O(F(X)) e 9(S(X)) < (F(X)). Assim como K é o corpo das
fragoes de R, cada coeficiente em T'(X) e S(X) é da forma 3 bara determinados a € R e
b € R*. Tomemos

@o

ay Ap—1 1 An <n
T(X)=20 4 By ... Xy dny
K=yt Xt X
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€
sxy=20 By Bty Py
qo a1 qi—1 a

Com isso, temos que

T(X) = g (ao(by = ba)+ar(boby -+ ba) Xt (B -+ buaby) X g (B by X7)

= by b T(X) = ag(by -+ by)+a1(boba -+ b)) X+ +an_1(bo - - bu_obp) X" (b - - bp_1) X"
= by b T(X) i= Ty(X).

De forma anéloga,

Q- aS(X)=polqr-q)+p1 (g q@) X+ +p_1(qo- - qoa) X " +pi(q- - q1)X'

= o @S(X) = 51 (X).

F(X) =T(X)S(X) = (bo--bn)(qo- -~ q)T(X)S(X) = T1(X) 5 (X)
= dF(X) = T1(X)S5:(X),

em que 71(X),S1(X) € RIX],d="by---byqo---q € R, 0(T1(X)) = 9(T'(X)) e, ainda,
0(S1(X)) = 0(S(X)), respectivamente.

pela Proposicao 2.110, F(X) = rG(X), T1(X) = mT3(X) e S1(X) = r252(X) para
polindmios primitivos G(X), T2(X), So(X) € R[X] e r,r1, 72 € R. Logo,

drG(X) = riraTo(X) S (X).

Pelo Lema 2.111, T5(X)S2(X) é primitivo. Pela parte da unicidade da Proposigao
2.110, segue que r179 = dru, para algum u invertivel em R, ou seja, com isso temos que

drG(X) = druTy(X)S2(X).

Assim, F(X) = rG(X) = ruT3(X)5(X), ou seja, mostramos que se F'(X) fatora
de forma néao-trivial em K[X], entdo F[X] fatora de forma nao-trivial em polindémios de
mesmo grau em R[X]. Logo, pela contrapositiva, se F'(X) for irredutivel em R[X], entdo
F(X) também ¢ irredutivel em K[X].

Mais ainda, um polindémio nao constante F'(X) € R[X]| primitivo em R[X] e irredutivel
em K[X] é também irredutivel em R[X], j& que R[X]| C K[X]. O

Corolario 2.114. Sejam R um UFD, K um corpo de fracoes de R e F(X) € R[X]| um
polinémio onde O(F (X)) > 0. Se F(X) ¢é redutivel em K[X], entio F(X) também é
redutivel em R[X|. Mais ainda, se G € R[X] e F|G € K[X], entao F|G € A[X].

Demonstragdo. A demonstracao segue da afirmacgao contrapositiva da primeira parte da
Proposicao 2.113. 0

Corolario 2.115. Se R é UFD e K ¢é o corpo de fracoes de R. Entao, F(X) € R[X], um
polindmio nao constante, se fatora em um produto de dois polinomios de graus menores
res em K[X] se, e somente se, F(X) se fatora em polindmios de mesmos graus r e s

em R[X].



Anel de Polinbmios 49

Demonstragdo. Temos, pela demonstragao da Proposicao 2.113, que se podemos fatorar
F(X) em um produto de dois polinémios de graus menores em K[X], entdo F(X) pode
ser fatorado em polinémios de mesmo grau em R[X]. O

Observacgao 2.116. A Proposicao 2.113 nos mostra que se R é UFD, entao os irredutiveis
de R[X] sdo exatamente as constantes irredutiveis de R com os polindmios primitivos nao
constantes em R[X] irredutiveis em K[X], onde K é o corpo de fragao de R[X].

Teorema 2.117. Se R é UFD, entao R[X] também o é.

Demonstragao. Seja F(X) € R[X] nao nulo e ndo invertivel. Se F'(X) é de grau 0, entao
ja obtemos a decomposicao em elementos irredutiveis, por R é UFD. Além disso, como R
é UFD, temos que tal fatoracdo de F'(X) é tnica.

Suponha O(F(X)) > 0. Se F(X) for irredutivel, entdo F' ji estd decomposto em
elementos irredutiveis de forma tnica.

Suponha F(X) redutivel. Desta forma, podemos reescrever F(X) como F(X) =
Hi(X)Hy(X), tal que 9(Hy) < O(F) e O(Hy) < O(F'). Se ambos forem irredutiveis, entao
temos F'(X) fatorado em elementos irredutiveis. Sem perda de generalidade, suponha
que H;(X) nao seja irredutivel e Hy irredutivel, entdo, mais uma vez, podemos fatorar
Hi(X) como Hi(X) = K1 (X)K(X), tal que 9(K7) < 0(H;y) e O(Hs) < O(K7). Se ambos
forem irredutiveis, entdo H; pode ser fatorado em elementos irredutiveis e, consequente-
mente, F(X) também. Caso K; ou K, nado sejam irredutiveis, repetimos esse processo.
Sucessivamente, teremos

F(X) = Ly(X)Ly(X) -+ Ln(X),

onde L;(X) éirredutivel, Vi € {1,--- ,n}, com n sendo o maior nimero possivel de fatores
irredutiveis de F'(X).

Ainda, note que, pela Proposi¢ao 2.110, cada L;(X) pode ser reescrito como L;(X) =
riGi(X), i € {1,---,n}, onde cada r; € R é conteudo de L;(X) e G;(X) € R[X] é
primitivo. Como L; é irredutivel em R[X], entdo G; também o é. Assim, podemos
reescrever F'(X) da seguinte forma:

F(X) = TlGl(X)’T’QGQ(X) . ’I"nGn(X) =T1re-- Tn[Gl(X>G2 . Gn(X)]

Como R é UFD, podemos fatorar cada r;, i € {1, ---,n}, em irredutiveis de R,
obteremos, portanto, uma fatorizagdo de F'(X) em um produto de irredutiveis em R[X].

Sobre a unicidade, veja que a fatoragao de F(X) € R[X], onde F(X) tem grau 0 é
Unica, uma vez que R é UFD.

Se F'(X) tem grau maior que 0, podemos ver qualquer fatoragdo de F'(X) em polino-
mios irredutiveis de R[X] como uma fatoracdo em K[X]| em fatores de K e polinémios
irredutiveis em K[X], pela Proposi¢ao 2.113. Além disso, pelo Teorema 2.108, esses po-
linbmios sao tUnicos, exceto por possiveis fatores constantes em K e da ordem no produto,
ja que K é o corpo de fracao.

Note que, como F'(X) é irredutivel em R[X], temos, pela Observagao 2.116, que cada
polindbmio de grau maior que zero que aparece na fatoracao de F'(X) é primitivo em
R[X]. Pela unicidade da Proposigao 2.110, isso mostra que esses polindémios primitivos
sdo unicos em R[X] a menos de fatores invertiveis.

O produto dos fatores constantes irredutiveis em R na fatoracao de F'(X) é o contetido
de F(X), o qual é novamente tinico, a menos de fatores invertiveis, pela Proposicao 2.110.
Portanto, todos os irredutiveis em R[X]| que aparecem na fatoragdo sdo uinicos a menos
de ordem e elementos associados. O
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Definigao 2.118. F(X) = puII(X — X)), u, \; € k, onde \; sdo as raizes distintas de F
e e; ¢ a multiplicidade de \;.

Definigao 2.119. Um polindémio em k[ X7, -+ , X,,] de grau d tem d raizes em k, contando
as multiplicidades.

Proposicao 2.120. Se k € um corpo e Xy,--- , X, sdo varidveis indeterminadas, entao
kX1, ,X,] € um UFD.

Demonstragao. Pelo Coroléario 2.102, temos que k[X;] é UFD e que, pelo Teorema 2.117,
(k[X1])[X2]] também o é, mas pela Observagao 2.86 (k[X1])[X2]] = k[X1, Xs]. Utilizando
o Principio de Indugdo Finita, temos que k[X1,---, X,] é UFD. O

Definicao 2.121. O corpo de fragoes de k[ X1, - -+, X,,] é escrito k(X4, -+, X,,) e chamado
de corpo de fragoes racional com n variaveis sobre k.

Proposigao 2.122. Se k é um corpo, F € k[X1, -+, X,] eay, - ,a, € k, entdo
F=> " Mpy(Xy —a)" - (X, — an)™, Ay € k.

Demonstragao. Queremos mostrar que qualquer polindémio F' € k[Xy,- -, X,] pode ser
escrito como uma combinagao linear de monoémios da forma (X7 — aq)" -+ (X, — a,)™,
onde A\ € k e iy,--- 1, sao inteiros positivos. Para tal, note que cada monomio em
F pode ser escrito como X{'--- X para algum inteiro positivo ji,--- ,j,. Podemos,

portanto, reescrever tais monomios como
X{' X =(Xg—ar +ar) - (X —an +a,)
Mas, pelo Teorema Binomial, temos que, para cada X;
Ji i o
. 7 ;. P
(Xi —a; +a;) =) ; (Xi —a;)aj ™"

Deste modo, o mondémio X7'--- X/ pode ser escrito como uma combinagao linear
de monomios da forma (X; — a;)* ---(X,, — a,)™, onde os coeficientes sao produtos de
n Y

coeficientes binomiais e poténcias de ay,--- ,a,. Como F' é uma combinacao linear de
monomios, entao F também pode ser escrito como uma combinagao linear de monoémios
do tipo Xi' -+ X" como querfamos. O

Proposicao 2.123. Sejam k um corpo, F € k[X4, -+, X,] eay, - ,a, € k.
Se F(ay, -+ ,a,) =0, entdo F = (X; — a;)G;, em que G; € k[ Xy, , X,].
i=1
Demonstragao. Suponha F(aq,--- an) = 0. Queremos mostrar que F' pode ser escrito
como a soma de polinémios da forma (X; — a;)G;, onde G; € k[Xy, -+, X,]. Pela Propo-
sicao 2.122, sabemos que

F= Z)\ Xl—al (Xn—an)’", )\(z) € k.
Como F(ay,--- ,a,) =0, temos que
0=> A@(0)"---(0)™, A\ € k.

Isso implica que todos os termos da soma com pelo menos um dos i; ¢ igual a 0 deve
ter coeficiente 0, isto é, cada termo da soma deve ter pelo menos um fator (X; — a;) para
algum i. Deste modo, podemos escrever F' como a soma de termos na forma (X; — a;)G,
onde G; é um polindémio em k[ X7, -+, X,]. O

Agora que relembramos os resultados importantes sobre anéis e corpos, podemos fi-
nalmente abordar os conceitos de Geometria Algébrica necessarios.



3 Conjuntos Algébricos Afins

Nesse capitulo abordaremos alguns conceitos e resultados importantes para a Geo-
metria Algébrica, para tal, utilizamos as referéncias [3] e [4]. Vale ressaltar que todos
os exemplos, com excecao do Exemplo 3.5, foram elaboradas pela autora. Além disso,
esmiucamos as demonstragoes, incluindo mais detalhes e conceitos prévios.

3.1 Espaco Afim e Conjunto Algébrico

Defini¢ao 3.1. Seja k um corpo. Definimos A" (k) (ou A", quando k é subentendido)
como o produto cartesiano de k com ele mesmo n vezes. Assim, A™(k) é o conjunto das
n-uplas dos elementos de k.

Chamamos A"(k) de n-espago afim sobre k e seus elementos sao chamados de
pontos. Quando temos A'(k) chamamos de reta afim e A%(k) de plano afim.

Definigao 3.2. Sejam F € k[Xy, -+, X,] um polindémio e P = (ay,--- ,a,) € A"(k) um
ponto. Dizemos que P é zero de F se F(P) = F(ay, - ,a,) =0.

Definicao 3.3. Se F' nao é um polinémio constante, o conjunto de zeros de F' é chamado
de hipersuperficie definido por F' e denotado por V(F).

Uma hipersuperficie de A?(k) é chamada curva do plano afim.

Se F' é um polindémio de grau 1, V(F') é chamado de hiperplano de A" (k). Se n = 2,
V(F) sera chamado de reta.

Genericamente, se tivermos S um conjunto qualquer de polinémios em k[ X7, -+, X,],
entao podemos definir V(S) = {P € A"(k); F(P)=0, VF € S}.

Observacao 3.4. Segue diretamente da definicdo anterior que

V(S)= N V(F).

FeS

Exemplo 3.5. Seja k = R.

51
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Figura 3.1: Curva definida por V(Y? — X (X% — 1)) C A%

~
]

Fonte: elaborado pela autora (2022)

Figura 3.2: Curva definida por V(Y2 — X?(X + 1)) C A%

Fonte: elaborado pela autora (2022)

Figura 3.3: Curva definida por V(Y2 — XY — X%V + X?) C A%

Fonte: elaborado pela autora (2022)

Figura 3.4: Curva definida por V(Z? — (X% +Y?)) C A3

Fonte: elaborado pela autora (2022)
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Observagao 3.6. Vale ressaltar que, geralmente, utilizamos V(Fy,--- , F,) ao invés da
notac¢ao completa V({Fy,--- , F,}), como um abuso de notagdo. Consequentemente, te-
T

remos V(Fy,--- , F,) = [ V(F).
i=1

Defini¢ao 3.7. Um subconjunto X C A"(k) é um conjunto algébrico (ou, de maneira
mais completa, conjunto algébrico afim) se X = V(S), para algum S C k[X;, -, X,].

Proposicao 3.8. Se I é um ideal em k[Xy,---,X,] gerado por S, entio V(S) = V(I),
ou seja, todo conjunto algébrico € igual a V(I), para algum ideal I.

Demonstragao. Queremos mostrar que V(S) = V(1) e para tal precisamos mostrar que:
(i) V() c V(9) e (i) V(S) Cc V().
Sejam S = {Fy,--- ,F.}, Fi € k[Xy,---, X,] el = (S) = (Fy,---,F,). Lembremos

que se F € I, entdao F' =Y ¢ F;.

i=1

(i) Seja P € V(I) qualquer, entdao F(P) = 0,VF € I = (Fy,---, F,). Em particular,
R, Fel

Desta forma, F;(P) = 0,Vi € {1,--- ,r} = P € [\ V(F}) = V(S), tal igualdade se
i=1
dé pela definigdo de V().
(ii) Seja P € V(S) qualquer. Isso significa que F;(P) =0,¥i € {1,--- ,r}.
Para mostrar que P € V(I) tomemos F' € I qualquer. Assim, como F € I, temos

que F' =Y ¢;F;, logo: F(P) =Y ¢;F;(P). Observe que F;(P) =0,Vi € {1,--- ,r},
i=1

i=1
r

j& que P € V(S). Logo Y ¢;Fi(P) = 0, ou seja, F(P) =0 e desta forma P € V(I).
i=1
O
Proposicao 3.9. Se {I,} ¢ uma colecao de ideais, entio V <U Ia> = ﬂ V(1,), ou seja,

a interseccao de qualquer colegao de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

Demonstragao. Mostremos que:

R% <Laj Ia> C QV(IQ) e (ii) QV(IQ) cV (Laj Ia>. De fato:

(i) Seja P € V (U Ia> qualquer. Como P € V (U Ia>, segue, por definicao, que
F(P):O,VFEQUIOC. i
Em particular, I, C U]w Va. Dai, se F' € I,, Va, temos que F(P) = 0, logo
PeV(l,),Va, ou SejaC:P eV (1)
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(ii) Seja P € [V (1) qualquer. Assim, se P € (|V (1.), entdao P € V(I,), Va. Logo

F(P) =0,¥F € I,,Va. (3.1)

Agora, seja F € | I, qualquer. Logo, F € I, para algum a. Por (3.1) temos que

F(P)=0e, assim, PV (UI(X>.

Proposicao 3.10. Se I C J, onde I e J sao ideais, entio V(1) D V(J).

Demonstragao. Seja P € V(J) qualquer, logo F(P) = 0,VF € J. Como I C J, segue que
F(P)=0,VF € I. Logo, P € V(I). O

Proposicao 3.11. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(a) V(F-G) =V (F)UV(G), para quaisquer polinomios F,G € k[ Xy, -+, X,];

(b) V(HUV(J)=V{F-G; Fe€l,GeJ}) para quaisquer ideais I, J € k[ X1, -, X,],
ou seja, a unido finita de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.
Demonstragao. Mostremos os itens (a) e (b):

(a) Queremos mostrar que V(F - G) = V(F)UV(G), para isso, precisamos que:
(i) V(F-G) CV(F)UV(G) e (ii) V(F)UV(G) CV(F - G).

(i) Seja P € V(F - G), qualquer. Desta forma, temos que:
(F-G)(P)=0=F(P)-G(P)=0= F(P)=00uG(P) =0,

pois k é corpo e, portanto, dominio de integridade. Como F(P) = 0 ou G(P) =
0= P eV(F)ouP € V(G). Portanto, P € V(F)U V(G).

(ii) Seja P € V(F)UV(G), qualquer. Assim, temos que:
PeV(F)ouP eV(G)= F(P)=0ouGP)=0= FP)-GP)=0=
(F-G)(P)=0.Logo, Pe V(F-GQ).

(b) Mostremos que V(I)UV(J) = V({F-G; F € I,G € J}. Para isso, precisamos
mostrar que:
H VI UV(J) CVH{F-G;, Fel,GeJ}e (i) V{F-G; Fel,GeJ}) C
V() UV (J).

(i) Seja P € V(I)UV(J), qualquer. Disto, temos que:

PeV()ouPeV(J)=F(P)=0,VYFel, ou G(P) =0, VG € J
= F(P)-G(P)=0,VFecl,VGeJ= (F-G)(P)=0,VFcl, VG < J.

Desta forma, P e V({F -G; F € I,G € J}).



Espaco Afim e Conjunto Algébrico 55

(ii) Seja P e V{F -G; F € I,G € J}), qualquer. Assim, temos que:

(F-G)(P)=0,VFel, YGeJ=F(P)-G(P)=0,VFel, VGeJ
= F(P)=0, VF eI, ou G(P)=0, YG € J,

pois k é corpo e, portanto, dominio de integridade. Como F(P) = 0, VF €
I, ou G(P) =0, VG € J, entao P € V(I) ou P € V(J). Com isso, P €

V(I)uV(J).
O
Proposicao 3.12. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:
(a) V(0) = A™(k), onde O € o polinémio nulo.
(b) V(1) =0, em que 1 é o polindmio constante 1.
(c) V(Xi—ar, -, Xpn—a,) = {(a1,--- ,a,)}, para qualquer a; € k. Consequentemente,

um subconjunto finito de A™(k) é um conjunto algébrico.
Demonstragao. Demonstremos as propriedades (a), (b) e (¢):
(a) Queremos mostrar que V(0) = A™(k), onde 0 é o polindémio nulo. De fato, VP €
A" (k),
0(P)=0r = P e V(0).

Assim, A"(k) C V(0). Além disso, V(0) C A"(K) por defini¢ao.
(b) Mostremos que V(1) = (). De fato: VP € A™(k),
(P)=1, #0= V(1) = 0.

(¢) Agora, mostremos que V(X1 —ay, -+, X, —a,) = {(a1, - ,a,)},Va; € k. Para tal,
precisamos mostrar que:
) V(X1 —ay,-, Xp—an) C{(ar, -+ ,a,)};
(i) {(ar, - ,a,)} C V(X1 —ay, -+, Xp — ay).

Com efeito:

(i) Seja P = (by,--- ,b,) € V(X1 —ay, -, X,y — a,). Sabemos que F(P) = 0
em que F; = X; —a;, Vi € {1,--- ,n}. Porém, isso apenas ocorre se b; — a; =
0,Vi € {1,---,n} = b = a;,Vi € {1,---,n}. Assim, P = (a1, -+ ,a,) €
{(ala"' 7an)}'

(ii) Se P = (a1, -+ ,an) € {(a1,---,a,)}, entdo F(P) = 0, em que F; = X; —
a;, Vi € {1,--- ,n}. Logo, P € V(X1 —ay, -, X,, — an).

)

Veja que esta dltima parte pode ser generalizada para um conjunto X = {P;,--- | P},
qualquer, com X C A"(k), onde cada P, = (a;;,- -+ ,a;,),1 <i <s. Ja que:

S S

X = (PP} = (P} = QV({Xl—ail,--- X —a}) = V(T

i=1 = i=1
=V{F,- - -Fs F,€l;}), emque I, = (X1 —a;, -, X, —a;,), com1<i<s.

O
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Exemplo 3.13. Mostremos que W = {P = (t,t?) € A%*(R); t € R} é um conjunto
algébrico. Para tal, precisamos achar algum conjunto de polinémios tais que os elementos
de W sejam zeros desses polinomios.

Considere F' = Y — X2, Veja que qualquer elemento de W zera o polindémio F, de
fato:

FP)=t)—(t)?=t*~-t*=0= F(P)=0,YP e W.

Assim, W C V(F).
Por outro lado, seja P = (a,b) € V(F). Deste modo, por definigao,

F(P)=F(a,b)=0=b—a*=0=b=a’

Deste modo, podemos reescrever P como P = (a,a?) € W. Logo, V(F) Cc W.
Portanto, W = V(F)).

Exemplo 3.14. Mostremos que W = {P = (cos(t),sen(t)) € A*[R); t € R} é um
conjunto algébrico. Para tal, precisamos achar algum conjunto de polinémios tais que os
elementos de W sejam zeros desses polinémios.
Considere G = X? +Y? — 1. Veja que qualquer elemento de W zera o polindmio G.
De fato:
G(P) = (cost)® + (sent)> =1 =0= G(P)=0,YP € W.

Logo, W C V(G).
Por outro lado, P = (a,b) € V(G). Com isso,
GP)=d*+bV -1=0=a>+b*=1.

Note que o conjunto de pontos tais que a® + b* = 1 é uma circunferéncia de raio 1 e
centro na origem. Sendo assim, podemos parametrizar essa curva tomando a = cos(u)
e b = sen(u). Com isso, podemos rescrever P com P = (cos(u),sen(u)) € W. Logo,
V(G) ¢ W. Portanto, W = V(G).

3.2 O Ideal de Um Conjunto de Pontos

Definicao 3.15. Sejam X C A™(k) um subconjunto qualquer, P = (ay,--- ,a,) € X e
Fek[X), -, Xl
Os polindémios que anulam sobre X formam um ideal em k[ X7, - -, X,,] que chamamos

de ideal de X e escrevemos [(X). Tal ideal é definido por:
[(X)={F € k[X), -, X,]; F(P)=0,YP € X}.
Exemplo 3.16. Seja X C A%(R) = R? onde X = {(0,¢); t € R}. Assim,
[(X) = {F € R[X},Xs]; F(P)=0,YP € X}.

Veja que os polindmios pertencentes a I(X) serdo aqueles que nao possuem mondémios
puros da forma X%, k € N em sua composicio.

Assim, um exemplo de polindmio pertencente a I(X) seria F' = X; X3 + X;. De fato,
tomando qualquer ponto da forma (0,t) teremos

0-t340°=0.
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Assim, F € I(X).
Por outro lado, G = X, X35 + X? + X3 ndo pertence a I(X) pois, tomando o ponto
(0, 1), qualquer:
0-£2+0° +t' =1

e isso s6 serd igual a zero caso t = 0. Portanto, G ¢ I(X).
Proposicao 3.17. [(X) € ideal de k[X1,--- , X,].

Demonstragao. Para mostrar que I(X) é ideal de k[ X7, -+, X,,| temos que mostrar que:
(1) I(X) é subgrupo de k[Xy, -+, X,] e (i1) VG € k[Xy, -+, X,|,VF € I(X) : FG €
I(X). De fato:

(i) Sejam F,G € I(X), quaisquer.
Se G € I(X), entao G(P) = 0,VP € X, logo (—G)(P) = —(G(P)) = 0,VP € X.
Desta forma, —G € I(X). Veja que F + (—G) € I(X). De fato:

(F+(-G)(P)=FP)+ (-G)(P)=0+0=0.

(ii) Tomemos G € k[Xy, -+, X,] e F € I(X), quaisquer. Mostremos que GF € I(X),
de fato:
(GF)(P) = (G(P))(F(P)) = G(P) -0 0.

O
Proposicao 3.18. Se X C Y, entao I(X) D I(Y).
Demonstragao. Seja F' € 1(Y') qualquer. Como F' € (YY), segue que:
F(P)=0,YP €Y.
Mas X C Y, logo F(P) =0,VP € X. Assim, F' € I(X). O

Observacao 3.19. Convencionamos que I()) = k[Xq, -+, X,].
Proposicao 3.20. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:
(a) I(A™(k)) = (0), se k é um corpo infinito, onde 0 é o polinémio nulo.
(b) I({(as, - ,an)}) = (X1 —ay, -, X, —ay), para a; € k.
Demonstragao. Mostremos os itens (a) e (b):

(a) Observe que [(A"(k)) = {F € k[Xy,---.,X,]; F(P) = 0,YP € A"(k)}. Consi-
derando que precisamos abranger todos os elementos de A™(k), o inico F' possivel
para que isso ocorra é o polinébmio nulo.

(b) Precisamos mostrar que I({(a, - ,a,)}) = (X1 — a1,---, X, — a,). Para tal,
mostremos que:
(1) I({(ar,-- s an)}) C(Xy —ar, -+, Xo = an);
(i7) I({(ay, - ,a,)}) D(Xy —ar, -, Xp — ay).

De fato:
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(i) Seja F € I({(a1, - ,a,)}), qualquer. Desta forma,

F(ay, - ,a,) =0,Vie {1,--- n}.
Com isso, segue, da Proposicdo 2.123, que F = > (X; — a;)G;, para algum

i=1
Gi € k[ X1, -+, X,], que pertence ao (X1 —ay, -+, X, — a,).

(ii) Seja F' € (X4 —ay,---, X, — a,), qualquer. Se isso ocorre, entao
F = ZGi(Xi —a;) , para algum G; € k[Xy, -+, X,,]

i=1

:>F(a1,--- ,an):ZGi(ai—ai):().

Logo, F' € I({(ay, -+ ,a,)}).

Proposicao 3.21. Sdao vdlidas as propriedades:
(a) I(V(S)) DS, VS Ck[Xy, -, X,
(b) V(I(X)) DX, VX C A™(k).
Demonstragao. Mostremos que (a) e (b) sdo validas:

(a) Seja S um conjunto de polindémios qualquer, entdo sabemos que

V(S) = {P € A"(k); F(P)=0,YF € S}.

Com isso, temos que

I(V(S)) = {F € k[X1, -, X,]: F(P)=0,YP e V(S)}.

Veja que, para qualquer F' € S, temos que F(P) = 0,YP € V(S). Logo, F €
I(V(S)), consequentemente, S C I(V(S5)).

(b) Seja X um conjunto de pontos qualquer, entdo sabemos que

I(X)={F €k[Xy, -, X.]; F(P)=0,YP € X}.

Com isso, temos que

V(I(X)) = {P € A"(k); F(P)=0,YF € I(X)}.

Observe que para qualquer P € X, temos que F(P) = 0,VF € I(X). Logo,
X € V(I(X)) e, por consequéncia, X C V(I(X)).
U

Proposicao 3.22. As sequintes propriedades sao vdlidas:
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(a) V(I(V(S))) =V(5), para qualquer conjunto S de polinémios.
(b) I(V(I(X))) = I1(X), para qualquer conjunto X de pontos.

Assim, se V' € um conjunto algébrico, entio V=V (I(V)). Além disso, se I é um ideal
de um conjunto algébrico, entao I = I(V (I)).

Demonstragao. Mostremos os itens (a) e (b):

(a) Frecisamos mostrar que (i) V(S) C V(I(V(5))) e (it) V(I(V(S))) € V(S). De
ato:

(i) Seja Py € V(S5), qualquer. Se Py € V(95), entao F(Fy) = 0,VF € S. Mos-
tremos, portanto, que Py € V(I(V(S))), para isso, precisamos mostrar que
G(Py) = 0,YG € I(V(9)). Para isso, seja F' € I(V(S)), qualquer.

Como F' € I(V(95)), segue que F(P) = 0,YP € V(S). Em particular, Py €
V(.S), por hipdtese, assim, temos que:

F(Py) = 0= Py e V(I(V(S))).

(ii) Seja P € V(I(V(95))), qualquer. Assim, segue que: F(P) = 0,VF € I[(V(S5)).
Sabemos, pela Proposicao 3.21, item (a), que S C I(V(S)). Desta forma,
temos que F(P) = 0,VF € S e, portanto, P € V(S).

(b) Precisamos mostrar que (i) [(X) C I(V(I(X))) e (i1) I(V(I(X))) C I(X). Assim:

(i) Seja Fy € I(X), qualquer. Assim, Fo(P) = 0,VP € X. Mostremos, entao,
que Fy € I(V(I(X))), para isso, basta mostrar que Fo(T) = 0,VT € V(I(X)).
Desta forma, seja T € V(I(X)) qualquer.

Como T € V(I(X)), entao F(T) = 0,VF € I(X). Em particular, Fj estd em
I(X), logo Fo(T) = 0. Assim, Fy € I(X) e, portanto, I(X) C I(V(I(X))).

(ii) Seja F' € I(V(I(X))), qualquer. Se isso ocorre, entao F(P) = 0,VP €
V(I(X)). Mas temos da Proposicao 3.21, item (b), que X C V(I(X)), desta
forma, F(P) =0,VP € X. Logo, F' € I(X).

O

Um ideal de um conjunto algébrico possui uma propriedade particular, nao comparti-
lhada por todos os ideais, sendo essa:

Proposicao 3.23. Sejam X um conjunto algébrico e I um ideal de X. Se I := I(X) e
F™ e I, para algum inteiro n > 0, entdo F € I.

Demonstragao. Seja F™ € I(X), entao temos que (F")(P) = 0,VP € X. No entanto,
observe que

(F")(P) = (F(P))" = F(P)- F(P)- --- - F(P) =0

e isso s6 é possivel se F/(P) = 0.
Assim, como F(P)=0,VP € X, entao F € I(X). O

Definicao 3.24. Se [ é um ideal no anel R, definimos o radical de I por

Rad(I) = {a € R; a" € I, para algum inteiro n > 0}.
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Proposigao 3.25. No contexto da definigio anterior, Rad(I) é um ideal de R.
Demonstragao. Para que Rad(I) seja um ideal, precisamos mostrar que:

(i) Sejam a,b € Rad(I) quaisquer, entdo a + b € Rad([):
Como a,b € Rad(I), entdao a",b™ € I, com m,n € Z*.
Assim,

(a+b)m+n: <m+n>am+n+ <m+n>am+n1b+___

0 1
+< m+n )abm+n—1+ <m+n)bm+n
m+n—1 m-+n

Observe que cada (mj”)aibj €l,i,j€{0,---,m+n}. De fato:

Sabemos que a' = a"tF = a"a*, k € {0,--- ;m}. Como a™ € I, entdo a"a* € I, k €
{0,--- ,m}. Além disso, temos a’t’ € I, com 0 < j <m, ja que a’ € I.

De forma andloga, b/ = ™ = b, | € {0,--- ,n}. Como b™ € I, entdo b™b €
I, 1€{0,---,n}. Ainda, temos a’'t’ € I, com 0 <i < n, ja que tV € I.

Desta forma, temos que cada a't’ € I, i,5 € {0,--- ,m +n}.

Como (m;r") ¢ um ntimero inteiro niao negativo, temos entao que (mj”) a't’, i,j €
{0,--- ,m +n}, é um multiplo de a’¥’, i,j € {0,--- ,m +n} e, logo, também esta
em /.

Além disso, como cada a't’ € I, i,5 € {0,---,m + n}, entdo temos que a soma

deles também estd em . Consequentemente, (a+ b)™*™ € I. Logo, a+b € Rad(I).

(ii) Sejam a € Rad(I)er € R, entdo ar € Rad(l), pois, como a € Rad(I), entao, temos
que a™ € I. Mostremos que (ar)" € Rad(I). De fato,

n,n

(ar)" =a"r".
Observe que a™ € [ e r™ € R. Como I é ideal de R, temos que (ar)” = a™r" € I.
E, por definicdo de Rad(I), temos que ar € Rad(I).
U
Definigao 3.26. Quando I = Rad(I), chamamos I de ideal radical.

Exemplo 3.27. Tomemos 47 ideal em Z. Mostremos que 27 ¢ ideal radical de 4Z.
Seja x € Rad(4Z) qualquer, entdo x" € 47, para algum n € Z. Deste modo,

" =4m,m € 7.
Mas
2" =4m=2-2m,m € Z.

Assim, temos que 2 divide 2", além disso, como 2 é primo, 2 divide z, ou seja, x =
2k, k € Z. Com isso, x € 2Z. Portanto, Rad(4Z) C 27Z.
Por outro, se x € 27Z qualquer, entao x = 2k, k € Z. Assim,

vt = (2k)? = 2%k* = 4k* = 4m,m = k* € Z.

Deste modo, #? € 47Z. Logo, * € Rad(4Z). Portanto, 2Z C Rad(4Z). Com isso, temos
que Rad(4Z) = 2.
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Observagao 3.28. Veja que I C Rad(I), pois se a € I, entdao a' € I, logo a € Rad(I).

Proposicao 3.29. I(X) ¢é um ideal radical de k[Xy, -, X,], para qualquer conjunto
X C A*(k).

Demonstragao. Mostremos que I(X) = Rad(I(X)). Para isso, precisamos mostrar que:

(i) I1(X) C Rad(I(X)):
Isto ja se da pela Observacao 3.28.

(ii) Rad(I(X)) C I(X):
Seja F' € Rad(I(X)) qualquer. Como F € Rad(I(X)), entdo F" € I(X), para
algum n € Z*. Do fato que F™ € I(X), temos que F"(P) = 0,VP € X. Assim,
0= F"(P)=(F(P))" € k, em que k é corpo, logo dominio de integridade, entao
F(P)=0,VP € X. Consequentemente, F' € I(X).

O
Proposicao 3.30. Se I ¢ ideal primo, entao I € ideal radical.

Demonstragao. Temos que mostrar que I = Rad([) quando I é primo. Veja que I C
Rad(I), pela Observagao 3.28.

Mostremos que Rad(I) C I. Se a é um elemento qualquer de Rad(I), entdo temos
que a™ € I, para algum m > 0. Como I é primo, temos que se a™ = a;---a,, € I,
entdo a; € I, para algum i € {1,--- ,m}. Porém, a; = a, Va;, i € {1,--- ,m}. Assim,
acl. (I

3.3 Teorema da Base de Hilbert

Mesmo que o conjunto algébrico seja definido para qualquer conjunto de polinémios,
de fato um ntimero finito sempre sera suficiente.

Definicao 3.31. Um anel é dito noetheriano se todo ideal do anel é finitamente gerado.

Exemplo 3.32. Veja que Z é um anel noetheriano, ja que todos os seus ideais sao gerados
por um unico inteiro, isto é, nZ sao os ideais de Z e (n) = nZ.

Proposicao 3.33. Todo PID (Dominio de Ideais Principais) é noetheriano.

Demonstragao. Seja I um ideal de forma que [ seja ideal principal. Se isso ocorre, entao
I é gerado por um tunico elemento, logo, I é finitamente gerado. O

Proposicao 3.34. Todo corpo é noetheriano.

Demonstragdo. Se k é um corpo, entao ele tem apenas dois ideais, os triviais, sao eles:
o gerado pelo elemento neutro, que é o préprio elemento, e o gerado pelo 1, que é o
corpo todo. Desta forma, ambos os ideais sao gerados por um tnico elemento e, portanto,
finitamente gerados. O

Teorema 3.35. Se R € um anel noetheriano, entio R[X1,- -+ , X, € um anel noetheriano.
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Demonstragao. Primeiramente, note que se R é um anel noetheriano, entao R[X| também
o é. De fato:

Seja I um ideal qualquer em R[X], devemos mostrar que [ é finitamente gerado, ou
seja, procuramos um conjunto finito de geradores para 1.

Sejam F' = ag+a1 X +---+asX? € R[X], a4 # 0, onde a, é o coeficiente lider de F, e
J o conjunto gerado pelos coeficientes lideres de todos os polinomios em I. Observe que J
é um ideal de R e como R é noetheriano, existem by, --- ,b, € I, tal que J = (by,--+ ,b,).
Logo, existem polinémios F},--- , F, € I cujos coeficientes lideres sdo, respectivamente,
bi, by

Tomemos um inteiro N maior do que o grau de cada F;, ¢ € {1,--- ,r}. Para cada
m < N, tomemos J,,, o ideal de R que consiste em todos os coeficientes lideres de todos
os polinémios F € [ tal que O(F) < m. Como J,, é um ideal em R e R é noetheriano,
existem ¢y,,,--- ,¢cs,, € I tal que J,, = (c1,,, - ,¢s,). Seja {F},.}, j € {1,---,s}, um
conjunto finito de polindmios em I de grau menor ou igual que m, tais que o coeficiente
lider de F},, é ¢j,., para todo j € {1,---s}. Seja I’ o ideal gerado por F;, i € {1,--- ,r},
e por todos os F}, , j€{l,---,s}.

Mostremos que I = I'. Note que I’ C I, ja que F; € I, Vi € {1,--- ,r} e F;, €
I, Vj€{l,---,s}, bem como suas combinagoes.

Suponha que I’ estd contido propriamente em I, isto é, I’ # I. Portanto, existe ao
menos um elemento de I que nao esta pertence em I’. Seja G o elemento de I de menor
grau de forma que G ¢ I'.

e Se 9(G) > N, entdo, é possivel determinar polindémios Q; tais que Y. Q;F; e G tém
o mesmo termo lider, digamos g,. Note entao que se fizermos G — > Q; F;, teremos
eliminado o termo lider g,. Observe que > Q;F; € I', j4 que I’ é ideal. Assim
(G- Q;F;) <0(G), entao G— Y Q;F; € I, pois G é o polindbmio de menor grau
tal que G ¢ I', logo, todo polindmio com grau menor que G pertence a I’. Ainda,
G=(G-XQF)+>XQF, €l logoGeI,jiqueéasoma de elementos de I'.
Mas isso é um absurdo, pois supomos G ¢ I’.

« Se (G) = m < N, entdo, é possivel determinar polindémios @); tais que Y- Q;Fj, e
G tém o mesmo termo lider, digamos g,. Note entao que se fizermos G — > Q; Fj,,.,
teremos eliminado o termo lider g;. Observe que > Q;Fj, € I', ja que I’ é ideal.
Assim 0(G — Y. Q;F;,) < 0(G), entdao G — Y. Q;F;, € I', pois G é o polinémio de
menor grau tal que G ¢ I’. Logo, todo polinémio com grau menor que G pertence
al'. Ainda, G = (G — X Q,F;,,) + X Q;F;, € I' logo G € I', ja que é a soma de
elementos de I’. Mas isso é um absurdo, pois supomos G ¢ I’

Desta forma, podemos concluir que G néo existe e, portanto, I = I'.

Agora, note que, pela Observacao 2.86, temos R[ X7, Xs] = R[X;][X3], podemos mais
uma vez fazer a demonstragao anterior e concluiremos que R[X;, X,] também é noethe-
riano, caso R o seja. Se fizermos isso sucessivamente, teremos que o teorema segue por
inducao da demonstragao previamente realizada. (I

Corolario 3.36. k[Xy, -, X,] é noetheriano para qualquer corpo k.

Demonstragdo. Se k é corpo, entdo k é, em particular, um anel noetheriano pela Propo-
si¢cao 3.34. Assim, pelo Teorema 3.35, k[ X1, -, X,,] é noetheriano. O

Teorema 3.37. Todo conjunto algébrico € a interseccao de um niumero finito de hipersu-
perficies.
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Demonstragao. Seja I C k[Xy,---,X,] e V(I) o conjunto algébrico determinado por 1.
Pelo Corolario 3.36, I é finitamente gerado, ou seja, existem Fi,---, F,. € I tais que
I =(F,---,F,). Consequentemente, de Observacao 3.4 e Proposicao 3.8, segue que

V(I)=V(F)N---NV(F).

O

3.4 Componentes Irredutiveis de um Conjunto Algé-
brico
Um conjunto algébrico pode ser a uniao de diversos conjuntos algébricos menores.

Definicao 3.38. Dizemos que um conjunto algébrico V' C A™ é redutivel se V = V; U V5,
em que Vi, V5 sao conjuntos algébricos em A" e V; #V, i =1,2.
Do contrario, V' é irredutivel.

Exemplo 3.39. Sejam (ag, by) € A*(R) e r € Z*, quaisquer. Defina F' € R(X,Y) por
F=(X—a))*+ Y —b)?*—r>

A curva plana afim V' (F') é uma circunferéncia de centro (ag, by) e raio r.
Veja que, como F' é um polindmio irredutivel, tal curva também é irredutivel.

Exemplo 3.40. Defina F' € R(X,Y’) por
F=X*-Y>
Note que podemos reescrever F' como
F=(X+Y)(X-Y).

Portanto, F' nao ¢ irredutivel, ja que pode ser fatorado nos polindémios irredutiveis
Fi=X+YeF,=X-Y,logo, V(F) também nao o é, j& que pode ser reescrita como

Exemplo 3.41. Defina G € R(X,Y) por
G=X*-XY.
Note que podemos reescrever G como
G=X(X*-Y).

Portanto, G nao é irredutivel, ja que pode ser fatorado nos polindémios irredutiveis
Gy = X e Gy = X?-Y, logo, V(G) também nao o é, ji que pode ser reescrita como

V(G) = V(G1) UV(Gy).

Proposicao 3.42. Um conjunto algébrico V' é irredutivel se, e somente se, o ideal I(V)
€ primo.
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Demonstragdo. Para mostrar tal proposicao, usaremos a contrapositiva, ou seja, mos-
traremos que um conjunto algébrico V' é redutivel se, e somente se, o ideal I(V) nao é
primo.

(=) Suponha que V seja redutivel, ou seja, existem Vi e Vs, V) ; Vel ; V', tais
que V =V, U Vs,

Com isso, temos:

Prop. 3.18

IV)=1I(ViuVy) G I(Vi)el(V)=1(ViuVy) G I(Va).

Logo, existe F} € I(V}) tal que F} ¢ I(V) e existe Iy € I(V3) tal que Fy ¢ I(V).
Mas, Vp e V =V, U V5,

(F1F2)(p) = Fi(p)F(p) = 0, pois p € Vi ou p € V.

Logo, FiFy € I(V), ou seja, F1Fy € I(V) com Fy ¢ (V) e Fy ¢ I(V). Portanto, se
V' é redutivel, entdao I(V) nao é ideal primo. Isto é, se I(V') é ideal primo, entdo V é
irredutivel.

(<) Agora, suponha que I(V') ndo é primo, logo, existem Fy, Fy € k[Xy, -, X,,] tais
que F1 Iy € I(V), porém Fy, Fy ¢ I(V). Com isso,

V=WVnV(F))UVNV(F)).
De fato:

(i) (VNV(F))u(VNV(F,)) CV, pois,

VNAV(F) CVeVNV(F,) CV. Além disso, a uniao de conjuntos contidos em V'
também estd em V.

(i) V. (VNV(F)U((VNV(F)).

Seja p € V, qualquer. Como F1F, € I(V) temos que (F1F3)(p) = 0 = Fi(p) =
0 ou Fy(p) = 0.

Segue, entao, que p € V(F) oup € V(Fy), assim: p € VNV (F}) oup € VNV (Fy).
Logo, p € (VNV(F))U(VNV(Fy)).

Além disso, como Fy ¢ I(V) segue que VN V(Fy) & V e, também, como Fy ¢ I(V)
segue que VN V(F,) &V, ou seja, V é redutivel pela Defini¢ao 3.38. Portanto, se I(V')
nao é ideal primo, entdo V' é redutivel, isto é, se V' ¢é irredutivel, entdao I(V) é ideal
primo. U

Nosso préximo objetivo é mostrar que um conjunto algébrico é a uniao finita de con-
juntos algébricos irredutiveis. De modo natural, podemos pensar que se V' ¢é redutivel,
entao é possivel reescrevée-lo como V = Vi U V5, 0 mesmo ocorre se V5 é redutivel, en-
tao Vo = V3 UV}, e assim sucessivamente. Precisamos mostrar que esse processo para
em algum momento e, com isso, alcancamos nosso objetivo. Neste sentido, a proxima
proposicao é fundamental.

Proposicao 3.43. Seja . uma colegio nao vazia de ideais em um anel noetheriano R.
Entao . tem um membro mazximal, isto €, existe um ideal I em . que nao é contido em
nenhum outro ideal de ..
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Demonstragao. Seja . = {I : I éideal de R}. Queremos mostrar que existe I € .
tal que I C Iy, VI € .&.

Utilizando o Axioma da Escolha! escolhemos um ideal para cada subconjunto de .7.
Nesse sentido, seja Iy o ideal escolhido para o proprio ., ja que, em particular, . é um
subconjunto dele mesmo. Agora, escolha Iy para . = {I € .%7; | ;D¢ Iy}, escolha Iy para
Sy =A{I€7; I 2 1}, eassim por diante.

Ou seja, temos:

Ioeyeflz{les; I;I()}Cy

]165/1845”2:{165; I;Il}cﬁﬂ
1265”265”3:{165; I;IQ}Cy

In_geﬁﬂn_geﬂn_lz{IES; I;IH_Q}CY.
In_leyn_le&”n:{les; I;In_l}cy

Consequentemente, pela definicao de cada .7}, tem-se a seguinte cadeia de ideais:

22 20, 21022626 21,

Com isso, para mostrar que . tem um elemento maximal é suficiente mostrar que
algum .7, é vazio, j4 que se existir n € N com .¥, = (), entao

1,1 g I, VIe?Z.
Desta forma,

Im: D.[n 2 ;Iggllgfo,VmZn

n—1 = -2 = """

E, portanto, . tem um elemento maximal, a saber I,,_;.
Suponha, por absurdo, que ., # 0, Vn € N, e defina J := U I,. Veja que J é um

neN
ideal de R, pois cada I, ¢ um ideal e I; C I;;1, Vj € N. Como R ¢ noetheriano e J ¢é

ideal de R, entao J ¢ finitamente gerado, ou seja, existem F,--- , Fj € J que geram J,
cada F; € I;, para algum ¢ € N, mas pela definicao desses ideais, via construcao anterior,
podemos escolher ng suficientemente grande tal que I; ; I, Vi € {1,---  k}, ou seja,
F,el,,, Yie{l,--- k}.

Assim, temos que

J=(F, - Fy)ClL,cJ=JIL,=J=1,.

neN

Logo, como U I,=J=1,

neN

, segue que I, = I,,,Vm > ny. Entao,

L,=1, 2 I,

o 2 2. 21,

o—1 =
Consequentemente, I, € 7, entretanto #,,1 = {I € 5 I 2 I,,;} =0, o que é
uma contradigdo, pois supomos que ., # (), para qualquer n € N.

Portanto, pela argumentacao cima, ., # (), ¥Yn € N, ndo ocorre, ou seja, existe n € N
tal que %, = () e segue o resultado. O

'O Axioma da Escolha nos diz que dado um conjunto S cujos elementos sdo conjuntos nio vazios.
Uma fungdo ¢ de dominio D, tal que ¥(d) € D, Vd € D, é denominada funcao de escolha. Para todo
conjunto D de conjuntos ndo vazios, existe uma fungio escolha.
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Corolario 3.44. Qualquer colegcio de conjuntos algébricos em A"(k) tem um membro
minimo.

Demonstragao. Pois se {V,}, é uma cole¢io de conjuntos algébricos em A™(k), segue

do teorema anterior que a colegao {I(V,)} de ideais do anel noetheriano k[Xy,- -, X,]
tem um membro maximal, digamos I(V,,). Desta forma, segue da Proposi¢ao 3.21 que
V(I(Vay)) D Vg, logo, V4, é 0 membro minimo da colecao {V, }a. O

Teorema 3.45. Se V' um conjunto algébrico em A™(k), entao existem unicos conjuntos
algébricos irredutiveis Vi, - -+, Vy, tais que V=V, U---UV,, e V; ¢V, para todo i # j.

Chamamos cada V; de componente irredutivel de V eV =V, U---UV, € a
decomposicao de V' em componentes irredutiveis.

Demonstragao. Seja
& ={V C A"(k); V nao é uma uniao finita de conjuntos algébricos irredutiveis}.

Veja que se mostramos que . é vazio, segue o resultado de modo natural.

Suponha que . nao seja vazio, desta forma, pelo corolario anterior, existe um membro
minimo de ., digamos V.

Pela definicdo de . e do fato que V € %, segue que V nao é irredutivel, logo
V =WVUW, V; SV, i=1,2, pela minimalidade de V', temos que necessariamente V; ¢ .&
ou seja, V; ¢ uma reunido finita de conjuntos algébricos irredutiveis: V; = V; U---UV; V.

im; )
mi mo
irredutivel. Entao V =1V, UV, = U Vi, U U Va,, com cada V;; irredutivel, o que implica
j=1 j=1
que V ¢ ., o que é uma contradicao.
Portanto, . é vazio e entdao qualquer conjunto algébrico V' pode ser escrito como
V=Viu---uUV,,, V;irredutivel, : = 1,--- ,m.
Para garantir que V; ¢ V;, para i # j, basta descartar da reunido aqueles V; tais que
Vi, C Vi para | # k, ja que estes sao supérfluos.
Agora, analisemos a unicidade, para tanto seja V' = Wy U- - -UW,, outra decomposicao
de V' em conjuntos algébricos irredutiveis tais que W; ¢ W;, para ¢ # j. Consequente-
mente,

ViU UV =V =W, U UW,,. (3.2)

Veja que cada V; C VU ---UV,, e entdao pela Equacao 3.2, V; Cc Wy U---UW,,. Logo
Vi C Wiy, para algum W, j(i) € {1,--- ,m}.
Por outro lado, Wj;) € Wi U---UW,, e entao pela Equacao 3.2, W, C ViU---UV,,.
Desta forma, W) C Vi, para algum k € {1,--- ,m}.
Portanto,
V. C Wj(i) C Vi

Mas, pelo que ja foi previamente provado, V; C Vj implica que ¢ = k, entao V; C
W;uy C Vi, ou seja, Vi = Wj(;). Da mesma forma, cada W; ¢ igual a algum V. U

3.5 Subconjuntos Algébricos do Plano

Antes de desenvolvermos ainda mais a teoria, exploraremos particularidades intrin-
secas ao plano afim A?(k) e determinaremos, com exatiddao, todos os seus subconjuntos
algébricos, o que, como vimos, pelo Teorema 3.45, basta analisar quais sao os conjuntos
algébricos irredutiveis de A%(k).
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Proposicdo 3.46. Se F' e G sao polinomios em k[X,Y]| sem fatores comuns, entdio
V(F,G) é um conjunto finito de pontos.
Relembremos que V(F,G) = V(F)NV(G), pela Observagao 3.6.

Demonstragao. Se F' e G sao polindmios, sem fatores comuns, em k[X,Y], entdo F e G
também nao tem fatores comuns em k(X)[Y], em que k(X) é o corpo de fragdes de k[X].
Este fato segue do Teorema 2.117 e, consequentemente, o maximo divisor comum entre
FeGél,istoé, (F,G)=1em k(X)[Y].

Como k(X) é corpo, k(X)[Y] é PID e com isso, segue da Identidade de Bezout?, que
existem R, S € k(X)[Y] tais que RF + SG = 1.

Digamos que

R=a,Y"+ -+ aY +ag € k(X)[Y],

onde cada a; = ;ZEE; € k(X), tal que g; # 0, onde f;, g; € k[X]. Assim,
X)L B0 X

B= 0. 0 () T )

Além disso, considere

S =b Y™ 4+ b)Y + by € k(X)[Y],

(X
em que cada b; = h,l((X)) € k(X), tal que j; # 0, onde h;, j; € k[X], ou seja,
Ji
hun (X) hi (X)), | ho(X)
S=——"Y" 4+ = Y + - :
Jm(X) 71(X) Jo(X)

Com isso, defina D € k[X] por:

Observe que quando fazemos DR temos:

L0 v R ()
wx) T TP

DR=D :ﬁnfn(X)Y”_|_...

+ ﬁ1f1<X)Y + ﬁ0f0<X)7

em que D; = g,(X)----- 9i—1(X) + gip1 (X) -+ 9o(X) (X)) -+ Jo(X) € k[X], ou
seja, D; é o produto D sem o fator g;(X).

Chamaremos DR = A € k[X][Y] em que A = D, f(X)Y" + - + D1 F{(X)Y +
Dofo(X) € k[X][Y], que por sua vez é isomorfo a k[X,Y]. Assim, A € k[X,Y].

De forma andloga, teremos DS = B € k[X,Y], em que

B = Dyph(X)Y™ + -+ + D1hy(X)Y + Doho(X),

onde D; = g,(X)----- 9o(X) + Jm(X) -+ Jima (X)) - G (X) -+ Jo(X) € k[X], e D; éo
produto D sem o fator j;(X).

2A Identidade de Bezout nos diz que: “Dois elementos quaisquer, a e b, de um anel principal R sdo
primos entre si se, e somente se, existem elementos xo,yo € R tais que axg + byg = 17. Vide [2], p. 332.
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Note que
AF + BG = (DR)F + (DS)G = D(RF+SG)=D-1=D.
Se (a,b) € V(F,G), entdao F(a,b) =0 e G(a,b) = 0. Assim,
D(a) = (AF 4+ BG)(a) = A(a,b) - F(a,b) + B(a,b) - G(a,b) = A(a,b) -0+ B(a,b) -0 = 0.

Com isso, teremos D(a) = 0. Mas D tem apenas um ntmero finito de zeros, pela
Definigao 2.119. Com isso, temos que ird aparecer apenas um numero finito de coordena-
das X nos pontos de V(F,G), isto é, a quantidade de a sera limitado pela quantidade de
raizes que D possuir, entao se D tiver r raizes, existird r coordenadas abscissas nos pontos
de V(F,G). Assim, ha apenas um ntumero finito de X-coordenadas entre os pontos de
V(F, Q).

Fazendo o mesmo processo para obter o D e suas consequéncias, podemos fazer o
mesmo para obter um polinémio D’ € k[Y] e, portanto, haverd um nimero finito de
coordenadas ordenadas, digamos ¢.

Desta forma, hé apenas um ntmero finito de pontos em V(F, &), a saber r - t. O

Observagao 3.47. Se F, G sao polinomios em k[X, Y] tais que V(F,G) é um conjunto
infinito, entao F' divide G ou G divide F'.

Corolario 3.48. Se F' é um polinémio irredutivel em k[X,Y] tal que V(F') € infinito,
entao I(V(F)) = (F) e V(F) € irredutivel.

Demonstragio. V(F') ser infinito significa que existem infinitos pontos P € A*(k) tal
que V(F) = {P € A*(k); F(P) = 0}. Por outro lado, G € I(V(F)) significa que
G(P) =0, VP € V(F).

Logo, P € V(G)NV(F) = V(F,G). Deste modo, V(F,G) é infinito, ji que hd um
nimero infinito de P.

Desta forma, pela observagao anterior, F' divide G, isto é, G € (F). Logo, I(V(F)) C
(F'). Reciprocamente, temos que (F') C I(V(F)), pois se H € (F), entdo H = LF, L €
k[X]. Assim, para todo P € V(F), isto é F(P) = 0, temos:

H(P) = (LF)(P) = L(P) - F(P) = L(P) -0 = 0,
ou seja, H € I(V(F)).

Além disso, como F ¢ irredutivel, segue que (F) ¢ maximal®. Sabemos que todo ideal
maximal ¢ primo, logo (F') é primo. Temos ainda que (F) = I(V(F)), que acabamos de
provar. Disto temos que I(V(F')) é primo e, pela Proposicao 3.42, V(F') é irredutivel. O

Coroléario 3.49. Se k ¢ infinito, entdo os subconjuntos algébricos irredutiveis de A*(k)
sao: A*(k),0, conjunto unitdrio de pontos em A*(k) e curvas planas irredutiveis V (F),
onde F € um polinomio irredutivel e V(F') € infinito.

Demonstragio. Observe que A%(k), ) e o conjunto unitério de pontos em A%(k) sdo todos
os conjuntos algébricos irredutiveis em A%(k), ja que A%(k) = V(0), 0 = V(H), tal que
H # 0 e H é polinémio constante, e { P} = V(F'), onde FF = X — P. Além disso, qualquer
conjunto finito em A?(k), com pelo menos dois pontos, é redutivel. Consequentemente,
se V é um conjunto algébrico irredutivel em A?(k), tal que V. # A%*(k) e V # 0 e

3Vide [1], p. 251, Teorema 27.25.
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V # {P}, P € A%(k), entao V é necessariamente um conjunto infinito. Mostremos,
a seguir, que neste caso V' é uma curva plana irredutivel.

Desta forma, [(V') contém algum polindémio F' € k[X,Y] ndo constante. Por outro
lado, pela Proposigao 3.42, como V' é irredutivel, entdo (V') é primo. Assim, alguns
fatores irredutiveis de F' necessariamente pertence a ('), consequentemente, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que F' é um polindmio irredutivel.

Veja que, com isso, (F) C I(V). Afirmamos ainda que I(V) C (F), pois supondo
por absurdo que I(V) ¢ (F), ou seja, que existe G € I(V) tal que G ¢ (F), entdo
V C V(F,G) em que V(F,G) é finito pela Proposi¢ao 3.46, uma vez que F,G nao tem
fatores em comum, ja que G ¢ (F). Portanto V é finito, o que é absurdo, ja que V
¢ infinito por hipétese. Logo, I(V) = (F). Temos ainda, pela Proposigao 3.22, que
V =V((V)), porém I(V) = (F), logo V = V(F), em que F' ¢ um polinémio irredutivel
nao nulo, logo V' é uma curva plana irredutivel. O

Corolario 3.50. Suponha k algebricamente fechado, F € k[X,Y]. Se F = F{" .- F™

seja a decomposicao de F' em fatores irredutiveis. Entao V(F) =V (F))U---UV(F,) é a
decomposi¢io de V(F') em componentes irredutiveis e I(V(F)) = (Fy+ -+ - F}).

Demonstragao. Observe que, através do item (a) da Proposigao 3.11 e da Indugao Finita,
temos que V(F) =V (F{" - --- - F')=V(F)U---UV(F,).

Como nenhum F; divide qualquer F}, j # 4, entao ndo ha nenhuma relacao de inclusao
entre os V' (F;), 1 < i <r. Portanto, a decomposigao acima ¢é a desejada.

Observe que:

I(V(F)) =1(V(F)U-- UV(F)) = J V(E).
i=1
Veja que I(V(F)) = () I(V(F;)), pois:

i=1

Veja que V(F;) C | V(F;), para todo i € {1,--- ,r}. Pela Proposi¢ao 3.18, se isso

i=1
r

ocorre, entao I(U V(F)) Cc I(V(Fy)),Vie{l,---,r}.
Mas, se I(O V(F)) Cc I(V(F;)),Yie{l,---,r}, entao I(O V(F;)) C ﬁ I(V(F))).

i=1 =1 i=1
T

Isto é, I(V(F)) C () I(V(F})), como querfamos.
i=1

r

(ii) (VI(V(F)) C I(V(F)):

i=1

Veja que se f € (| I(V(E)), entdo f € I(V(F;)), Vi € {i,---,r}. Deste modo,

i=1

f(P)=0,YP € V(F;),Vi e {1,---,r}. Mas V(F;) C |J V(F), desta forma temos
i=1

que f € 1(J V(E)) = IV(F)).

i=1
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Ainda, () I(V(F;)) = ((F;) pelo Coroldrio 3.48. Além disso, [ (F}) = (Fy- -+ - F,),
i=1 i=1 i=1
pois:
D) (Fr- - - F) C([{F):
i=1
Se He (Fy- -+ - F.),entao H = L(Fy - --- - F}).
Desta forma, H = L1 F| = LoFy, = --- = L, F,, ou seja, H € ﬂ(ﬂ)
i=1
() (Y(F) C (R~ R
i=1

Se H € ((F;), entao H € (F;), Vi€ {1,--- ,r}.

i=1
Assim, podemos escrever H das seguintes formas:

H=LF

H = LyF,

H=L.F,

ou Seja, H = L1F1 = LQFQ == LTFT.

Lembremos agora que F; é irredutivel, Vi € {1,---,r}, entdo F; nao divide Fj,

i # j. Assim, se H = L1F; = LyF5, entdo obrigatoriamente H = (G1F)F;. Mas
temos ainda que H = L3F3, logo H = (G1F»)Fy, = L3F3 e isso s6 é possivel se
H = (GgFg)(GlFQ)Fl = (Gng)FgFgFl.

Se fizermos esse processo sucessivamente, entao teremos H = (G,_1 - -+ - G1)F, -
-+« Fi. Assim sendo, podemos dizer que H = GoF, - ---- F; e, desta forma,
Hel(F, - - F).

Assim, temos que [(V(F)) = (F, - ---- F}).

Note que V(F;) é infinito* j4 que k é algebricamente fechado. O

3.6 Teorema dos Zeros de Hilbert (Hilbert’s Nulls-
tellensatz)

Se nos ¢ dado um conjunto algébrico V', a Proposicao 3.42 nos da critérios para afirmar
se V ¢ irredutivel ou nao. O que nos falta é um modo de descrever V em termos de
um dado conjunto de polinémios que define V. E o Teorema Hilbert’s Nullstellensatz,
ou Teorema de Zeros de Hilbert, que nos diz a exata relacao entre ideais e conjuntos
algébricos. Iniciamos esse problema com um teorema mais fraco e mostramos como reduzi-
lo para um fato puramente algébrico. No restante dessa se¢do mostraremos como deduzir
o resultado principal de tal teorema mais fraco, e dar algumas aplicagoes.

Durante toda essa se¢ao, assumiremos que k é algebricamente fechado.

Teorema 3.51 (Weaker Nullstellensatz). Se I é um ideal proprio em k[Xy,---, X,],
entdo V(I) # 0.

4Vide [4], p. 5, resultado 1.14.
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Demonstragdo. Veja que, como k é corpo, segue da Proposicao 3.34 e do Teorema 3.35,

que k[Xy, -, X,] é um anel noetheriano.
Seja I um ideal préprio qualquer do anel noetheriano k[ X7, --- , X,,]. Segue da Propo-
si¢ao 3.43 que, nessas condigdes, existe J ideal maximal, de k[X1, -+, X,,], tal que I C J

e, pela Proposi¢ao 3.10, temos que V(J) C V(I). Assim, para mostrar que V(I) # 0,

basta mostrar que V' (J) # 0.
k[Xla e 7Xn]

Veja que, como J é maximal, temos que L = é um corpo e k pode ser

visto como um subcorpo de L. Além disso, k é algebricamente fechado e a aplicacao
kX1, -, Xn
b k[X1,-, X, %

P(X) — ¢(P(X))=P(X)+J

é um epimorfismo, entao:
k[Xla e ;Xn]

J
Assim, para cada i € {1,--- ,n}, X; € k[Xy,---, X,] eentdo ¢(X;) € Im(¢) = L = k.
Logo, existe a; € k tal que a; = ¢(X;), mas ¢(X;) = X; + J = a;, consequentemente
X; + J = a;. Disto segue que X; —a; € J, Vi € {1,--- ,n}. Logo:

L = =kb

<X1—CL1,"',Xn—CLn>CJ.

Mas (X7 —ay, -, X,, — a,) é um ideal maximal de k[Xy, -+, X,]. Isso se d&, pois
k;[Xla"' 7Xn]

<X1—CL1,"' 7Xn_an>

é isomorfo a k e k é corpo, consequentemente,

J:<X1—CL1,"' ,Xn—an>.

Com isso

V(J) = V(Xl — Ay, 7Xn_an) - {ala"' 7an} #@
Desta forma, V(J) # () e, por consequéncia, V (I) # (). O

Teorema 3.52 (Hilbert’s Nullstellensatz). Se I wm ideal em k[Xy,---,X,], onde k é
algebricamente fechado, entao I1(V (1)) = Rad(I).

Observacao 3.53. Em outros termos, esse teorema diz:

“Se Fy,--- ,F., G € k[Xy, -+, X,] e G desaparece sempre que F},--- , F,. desaparece,
entdo existe uma equacio GN = A F| + --- + A, F,, para algum N > 0 e algum A; €
k[ Xy, -, Xn)”

Demonstragao. Veja que, como I é um ideal no anel noetheriano k[X7, - -, X,,], segue da
Defini¢ao 3.31 que [ ¢ finitamente gerado. Assim, existem Fy,---, F. € k[Xy, -+, X,]
tais que I = (Fy,--- , F,).

Mostremos entao que a igualdade I(V (1)) = Rad(I) ¢é valida.

5Se um corpo k algebricamente fechado é um subcorpo de um corpo L e existe um homomorfismo de
anel de k[X1, -+ ,X,] em L (que é a unidade em k), entdo k = L. Tal resultado estd demonstrado no
Corolario 3.85, ao final deste capitulo.
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(i)

Rad(I) C I(V(I)).
Seja G € Rad(I), qualquer. Logo, dela definicdo de Rad([), existe N € Z tal que
GNel=(F, - ,F). Assim, existem A,--- A, € k[Xy,---,X,], tal que

GN = A F+---+ AF,.

Deste modo, tomemos P € V(I) = V(F}y,---, F,), consequentemente, F;(P) = 0,
para todo i € {1,--- ,r}. Com isso, GN(P) = A;(P)Fy(P)+---+ A.(P)F.(P) =0,

desta forma, G(P) = 0, ja que k é corpo e todo corpo é dominio de integridade.

Portanto, G(P) = 0,VP € V(I), assim, G € I(V(1)).

I(V(I)) C Rad(I).

Seja G € I(V(I)) =1(V(Fy, -+, F.)), F; € k[ Xy, , X,].

Assim, temos que G(P) =0, VP € V(Fy, -+, F,).

Além disso, como P € V(Fy,---, F,), entao F;(P) =0, Vi € {1,--- ,r}.

Seja J = (Fy,-- , Fr, X1G — 1) C k[Xq,--+, X, Xos1]. Observe que V(J) = 0
em A"T(k), pois se Q € V(J), temos que F;(Q) =0, Vi € {1,---,r}, assim como
G e I(V(Fy,---F,)), segue que G(Q) = 0, daf:

(Xnt1G = 1D(Q) = ¢1G(Q) =1 =—1.

E isso é um absurdo, pois se @ € V(J), entdo teriamos que F;(Q) = 0, Vi €
{1,--+,r} e (X;11G — 1)(Q) = 0. Assim, isso s6 é possivel se V(J) = 0.

Pela contra positiva do Teorema 3.51, temos que se V(J) = ), entdao J nao é um
ideal préprio, ou seja, J = {0} ou J = k[Xy, -+, X, 11]. Porém, J # {0}, pois
F,eJeF;, #0,assim J = k[Xy, -, X,41]. Vejaquel € k C k[Xy, -, X1 e
assim, 1 € J, mas J = (Fy,--- , F,, X;,11G — 1). Deste modo:

1= AXi-  Xpp)) i+ B(X1, -+, Xo1) - (Xn G = 1),

1

n+1 A . . . . .
Y, de modo que essa poténcia seja suficientemente grande para podermos substituir
X,y1 por Y, ou seja, N é maior do que a maior poténcia de X,,; na equagao
anterior. Assim:

Tomando Y =

€ k e multiplicando a equacao acima por uma poténcia de

YN =3NCiX1, - X, Y)E+D(X1, -, X, Y)(G=Y) €KXy, -+, X,
Substituindo G por Y teremos a equacgao desejada, isto é:
GN=>Ci(X1, -, X, Y)F,+ D(X1, -, X,,, Y)(G = G).

Deste modo:

GN =Y Ci(X1, -, X, Y)F, € (Fy,-- F) =1L

Assim, como GV € I, temos que G € Rad(I).
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O

Corolario 3.54. Se I é um ideal radical em k[Xy, -, X,], entdo I(V(I)) = I. Logo,
existe uma correspondéncia biunivoca entre ideais radicais e conjuntos algébricos.

Demonstragao. Como I ¢é ideal radical, temos que Rad(l) = I. Pelo Hilbert’s Nullstel-
lensatz (Teorema 3.52), temos que I(V(I)) = Rad(I). Assim, I(V(I)) = 1. O

Corolario 3.55. Se I é um ideal primo, entdo V(1) € irredutivel, ou seja, existe uma
correspondéncia biunivoca entre ideais primos e conjuntos algébricos irredutiveis. Além
disso, o ideal mazximal corresponde a pontos.

Demonstragdo. Veja que se I é primo, entao [ é radical, pela Proposicao 3.30, ou seja,
Rad(I) = I. Pelo Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema 3.52), temos que Rad(I) = I(V (I)).
Assim, [ = I(V(I)). Logo, temos que I(V (1)) é ideal primo. Pela Proposicao 3.42, temos
que V(I) é irredutivel.

Veja que se I é um ideal e M é um ideal maximal, entao I C M e, pela Proposicao
3.10, temos que V(M) C V(I). Assim, V(M) é o menor conjunto algébrico possivel,

sendo este os conjuntos de pontos unitarios, isto ¢ V(M) = {P}. O
Corolario 3.56. Seja F € k[ Xy, -, X,]. Se F = F" . --- - F" ¢ a decomposi¢io de
F em fatores irredutiveis, entio V(F) =V (F1)U---UV(F,) € a decomposi¢io de V(F')
em componentes irredutiveis e I(V(F)) = (Fy- -+ - F,), isso €, hd uma correspondéncia
biunivoca entre polinémios irredutiveis F' € k[ X1, -+, X,] (a menos da multiplicagio por

elementos nao nulos de k) e hipersuperficies irredutiveis em A™(k).

Demonstragdo. A demonstracao desse corolario segue do Corolario 3.50.

Mostremos agora a correspondéncia biunivoca: veja que, se F' é irredutivel, entao
teremos que V(F') é irredutivel, isto é, uma hipersuperficie irredutivel. Isso pode ser
observado pela decomposicao de V(F') considerando F irredutivel.

Por outro lado, se V(F') é uma hipersuperficie irredutivel, entao I(V(F)) é primo, pela
Proposicao 3.42. E se I(V(F)) é primo, entao ele também ¢é radical, pela Proposicao 3.30.
Desta forma, pelo Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema 3.52), temos que I(V(F)) = (F), ou
seja, para cada superficie irredutivel teremos um polinémio irredutivel associada a ela. [

Proposigao 3.57. Seja V' um conjunto algébrico em A™(k).

(i) Se P € A"(k) é um ponto tal que P ¢ V, entio existe um polindmio F em
E[Xq,--+, X, tal que F(Q) =0, para todo Q € V, e F(P) =1, para P ¢ V.

(ii) Se Py,---, P, € A"(k) pontos distintos, tais que P, ¢ V.¥i € {1,---,r}, entdo
existem polinomios Fy,--- , F, € I(V) tal que Fy(P;) =0, para i # j, e F;(P;) =1,
para i = j.

Demonstragdo. Mostremos os dois itens da Proposicao.

(i) Sejam V € A"(k) um conjunto algébrico e P € A"(k) tal que P ¢ V.

Como V' é um conjunto algébrico, entao existe I € k[Xy, -+, X,] tal que I = I(V).
Tome G € I(V) qualquer. Note que para cada G € I(V') temos:

G(Q) =0,YQ € V.
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Escolha G € I(V) tal que G ¢ I(V U{P}), ou seja, G(Q) = 0,¥YQ € V, mas
G(P) #0.

Agora, defina F'(X) por

F(X) = ﬁ G(X), em que X = (X1, X.)
Veja que . o ; o -
(Q) aP) (Q)—@ =
F(P):ﬁ-G(P):l

Sejam V' € A™(k) um conjunto algébrico e Py,--- , P, € A™(k) tais que P, ¢ V. Vi €
(1,

Escolha G; tal que Gy € [(V U{P,,---,P.}), mas G; ¢ I(VU{P,---,F}), ou
seja, G (Py) # 0,VP; ¢ V. Agora, defina

Fl(X) = Gl(Pl) : Gl(X),onde X = (Xl, cee ,Xn)
Veja que, pelo item (i),
Fi(Py) = Gl(lpl) Gi(Py) =0
1 :
Fi(P) = G (P -Gi(Py) =0
Fi(P) = ﬁ LGP =1,

Agora, escolha Gy tal que Gy € I(V U{P,P;,---,P.}) tal que Gy ¢ I(V U
{P1, Py, P3,- -+ P.}), ou seja, Ga(P,) # 0, e defina

1
(X)) = -Gy(X),onde X = (X1, -+, X,).
(X) = oy CalY) (X0 X,)
Note que, mais uma vez,
1
E(P) = Go(P) =0
(P = gy Gl
Fy(Py) = —— - Gy(Py) = 0
1
Fy(P,) = -G(P,) =0
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Fy(Py) = @ -Go(Py) = 1.

Fazendo isso de forma andloga, escolha G, tal que G, € I(VUP;,--- , P,_) tal que
G, ¢ I(VUP,--- P, ouseja, G,.(P,) # 0. Defina:

F.(X) = G (P -Gp(X),onde X = (Xq,---,X,).
Note que, de forma anéloga,
Fy(P) =~ G,(P) =0
(s 1) — GT(PT) (s 1) —
Fy(Prt) = =G, (Py) = 0
r—1) — Gr(Pr) r\tr—-1) —
¢ 1
F.(P) = -Gr(P) =1
=Gy ¢
O
Corolario 3.58. Se I é um ideal em k[Xy, -, X,], entdo V(I) é um conjunto finito se,
kX, X,
e somente se, % ¢ um espago vetorial de dimensao finita sobre k. Se isso

kX, . X,
ocorre, o numero de pontos em V (I) é menor ou igual a dimy (—[ LL 7 ’ ]>

Demonstragao. (=) Sejam V(I) = {Py,---,P,} um conjunto finito, onde cada P, =
(@i, v am), e Fy = [[(X; —ay), j € {1,---,n}. Observe que:
i=1

Fy = (Xl - all)(Xl - Cl21) T (Xl - arl)

F, = (X, — a1,) (X — agn) - (X — ).

Deste modo, F;(P;) =0, VP, € V(I),i € {1,--- ,r}. De fato, calculando F(F,),
teremos Fi(Py) = (a11 —a11) - - - (a1, —ap1) = 0, jd que é um produto e a;; —ag; = 0.
Isso ird se repetir em todos os Fj(P;), para cada j € {1,---,n} e P, € V(I),
i€ {l,---,r}, ou seja, sempre haverd um fator do produto que ird se anular, logo
F; e I(V(1)).

Pelo Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema 3.52), I(V(I)) = Rad(I), segue que F; €
Rad(I). Logo, existe N; € Z7 tal que FJ-Nj € I. Tomemos N = max{N,;,1 < j <n}
e, assim, temos que FV € I, Vj € {1,--- ,n}.
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Veja que, seFjN el entéoF_jN: F]-N—i—[ =1 =0, ou seja, F_jN: 0,Vvje{l,--- ,n},
k[Xla T 7Xn]

7 .
Disto, segue que X_JN é uma combinacgao linear de I,Yj, e X JN ~1 com escalares
em k, pois:

eI

0= F_jN = X;N + OéTN_lX;N_l + -+ OélXj +1= X;N + OzTN_lX;N_l + ...
+ Oqu -+ 1,

que podemos reescrever commo:

X;N = — (OJTN,1X;N71 + -+ OélX_}‘i‘ 1) .

Note que estamos considerando os escalares em k como polindmios constantes em
k[Xy,---,X,]. Logo, XjV é combinagéo linear dos outros fatores, isto ¢, XV €
(1, X, ,X;N_1>. Observe que (1, X, - - ,X;N_l) é ideal, ja que cada um dos
fatores é irredutivel.

Disso, segue por inducio, que X;j ¢ uma combinagao linear com coeficientes em
k de 1,X;,---, XN-1 para todo s, ja que: X;N“ = X]’-’N - Xj. Mas X}N €

n

(1, X5, ,X;?N*). Logo, XV - X; € (Xj,--- , X/Vy C (1, X}, -+ ,X;N*1>.

Mostremos agora que o conjunto {X{"*, .-+, X™: m; < rN} gera o espago vetorial

kX, X,
wsobrek.

Seja f(Xy, -+, X,) € k[X1,--+,X,], qualquer. Deste modo, f(Xi,---,X,) €

k[ X1, -+, X, -
%) 10g07 f(Xla 7Xn) € <{on7 o = (alv"' 7an) S N}>7 em que
X“ =X no qual X* = X" - X572 . ... - X,
Assim, como todo Yj e (X", -+, XM m; < rN), entdo

(X, X)) e (X", -+, X my < rN).

S kX, X,
Portanto, {X{"" - -+ - X™; m; < rN} gera o espago vetorial % sobre
kX, X,

k. Logo, % é um espaco vetorial de dimensao finita.

Sejam Pp,---,P. € V(I), quaisquer. Veja que, pela Proposigao 3.57, item (ii),
podemos garantir que existem

Fi,---  F, € k[Xq, -, X,], tal que F;(P;) =0sei#je Fi(P) =1 (3.3)

Entao, tomemos F1,--- , F,. desta forma.
o o kX, . X,
Seja F; a classe residual de Fj, ou seja, F; = F; + I € %
Afirmagdo. O conjunto {F},--- , F,} é linearmente independente no k-espaco veto-
. L k[Xy, e X
rial finito ———— .

I
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De fato: Suponha que \{F} + -+ + A\ F, =0, com \; € k, Vi € {1,--- ,r}. Como

O=MNFi+- -+ NF =N+ + A

segue que \Fy + -+ N\ F. € I.
Como P, e V(I), Vje{l,---,r}, e M\Fy + -+ N\ F, € I, segue que

(Snm) =0
i1
Por outro lado, por (3.3), temos que:

(Z AF) (P) = MF(P) + XaFo(P) + -+ + NE(P) + -+ A\ Fo(Py) = .
=1

Assim, > NF;(P;) = Aj. Dai, A\; =0, Vj € {1,---r}. Deste modo, temos que

i=1

{Fy,--- , F.} ¢ lincarmente independente.
Note que, como {F},--- , F,} é linearmente independente, entdo (F},--- , F,) é su-

kX, Xy . N
bespago vetorial de % de dimensao r. Desta forma temos que

kX, X,
r < dimy, (Q) .
I
k[Xb e 7Xn]

Além disso, como dimy, ) ¢ finita, entao r também ¢é finito. Logo,

I
V(I) tem dimensao finita.

O

A partir deste momento até o final do capitulo iremos nos dedicar a provar o resul-
tado “Se um corpo k algebricamente fechado é um subcorpo de um corpo L e existe um
homomorfismo de anel de k[X1,---, Xn] em L, entdo k = L.”, ja utilizado anteriormente.
Para tanto, adentraremos, de modo superficial, no territorio de Teoria de Corpos.

Definicao 3.59. Sejam R um anel comutativo com unidade e M um grupo abeliano
aditivo munido de uma multiplicacao por escalar, isto é, de uma funcao - : R x M — M,
dada por (a,m) — a-m, ondea € Rem € M.

Se M satisfaz as propriedades, Va,b € R, Ym,n € M:

dizemos que M é um R-modulo.
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Observacao 3.60. No que segue, embora usado na notacao da Defini¢ao 3.59, omitiremos

o subscrito R nas operagoes binarias do anel R.
Observamos ainda que, a partir deste momento, sempre que mencionarmos anel esta-
remos falando sobre um anel comutativo com unidade.

Proposicao 3.61. Se M ¢é um R-modulo, entdio Og - m = 0y, Ym € M.

Demonstragao. Veja que podemos reescrever O - m = (0g + Og) - m. Logo,

OR-m:(OR+OR)-mDef'iw(i)OR-m+OR-m:>OR-m:OR-m+OR-m.

Mas M ¢é grupo abeliano aditivo, logo existe o elemento oposto de Og - m.
OR-mzoR-m+0R-m:>OR-m+(—(OR-m)) = [ORm+ORm]—|—(—(ORm))

:>ORm+(—(ORm)):ORm+[ORm+(—(ORm))]:>OM:03m+OM
= 0y =0 -m.

O

Exemplo 3.62. Todo grupo abeliano aditivo M é um Z-modulo, com a multiplicagao
por escalar dada por:

i Lx M — M
(a,m)—a-m:=m+m+m+---+m

a parcelas

De fato:
Para que o grupo M seja Z-modulo com a multiplicagdo por escalar definida acima,

precisamos mostrar as propriedades da Definicao 3.59, isto é:
Va,b € Z, Ym,n € M,

(i) (a+zb)-m =a-m+b-m, pois
(a+zb) - m=m+m+m+---+m=m+m+m+---+m+m+m+m+---+m

a +7 b parcelas a parcelas b parcelas

=a-m-+b-m.

(ii) a- (m+n)=a-m+a-n, ji que

a-(m+n)=m+n)+(m+n)+m+n)+---+(m+n)

a parcelas
=m+m+m+---+mt+n+n+n+---+n=a-m-+a-n.
a parcelas a parcelas

(iii) (a-zb)-m=a-(b-m), a saber:

(@zb)-m=m+m+m+---+m=m+m+---+m+---+m+m+---+m

a -7 b parcelas b parcelas b parcelas

a parcelas
=b-m+b-m+---+b-m=a-(b-m).

a parcelas
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(iv) 1-m = m, onde 1 é o elemento unidade multiplicativa de Z, ja que

1l-m= m_ =m.
~—~
1 parcela

Exemplo 3.63. Se R é um corpo, entao dizemos que R-mdédulo é um espago vetorial
sobre R. Note que isso se dé pelas defini¢oes de espago vetorial e R-modulo.

Exemplo 3.64. Todo ideal I de R é um R-médulo com a multiplicagao por escalar dada
pela propria multiplicacao do R. Uma vez que essa multiplicacao por escalar estd bem-
definida, ja que Va € R,Vx € I, o produto ax € I. Além disso, pelas propriedades de [
ser ideal e R ser anel comutativo com unidade, segue de forma natural as propriedades
da Definicao 3.59.

Exemplo 3.65. Sejam R, S anéis comutativos com unidade.
Se ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis, entao S é um R-mddulo com a seguinte
multiplicacao por escalar:

tRxS—> S8

(a,m) — a-m:= p(a)m.

Note que sao validas as propriedades da Defini¢ao 3.59, tendo em vista que ¢ é homo-
morfismo de anéis:

Va,b € R, Ym,n € S,
(i) (a4+grb)-m=a-m+b-m, pois
(@+gb)-m=platrb)m=(p(a) +¢b))m=p(a)m+pb)m=a-m+b-m.
(ii)) a- (m+n)=a-m+a-n, ja que

a- (m+n) = p(a)(m+n) = playm+plan=a-m+a-n.
(iii) (a-pb) m=a-(b-m), a saber:

(a-rb)-m=pla-b)m = (p(a)p(b))m = p(a)(p(b)m) = ¢(a)(b-m) =a- (b-m).
(iv) 1g-m =m, onde 1 é o elemento unidade multiplicativa de R, pois

lg-m=¢(lgym=1g-m =m.

Exemplo 3.66. Todo subanel R de um anel S é um R-mddulo, sendo R um subanel com
unidade, cuja unidade ¢ a mesma do anel S. Basta considerarmos no exemplo anterior ¢
como a aplicagao inclusao, isto é,

p:R—= S
a— p(a) = a.
Além disso, se R é subanel de S e S é subanel de T, entdao sabemos que S é um
R-moédulo e T é um S-modulo. Mais ainda, podemos fazer a composi¢ao das inclusoes

p:R—=>Sevy:S — T demodo que yop: R— T seja a inclusao de R em 7. Com
isso, obtemos que 17" é um R-moddulo.
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Definicao 3.67. Um subgrupo N do R-médulo M é um submoédulo de M se a-m €
N, Ya € R,Ym € N.

Observacgao 3.68. Se isso ocorre, entao N também é um R-mddulo. E, entao, sdo vilidas
as propriedades da Definicao 3.59, tendo em vista que a multiplicacdo por escalar de N
¢ a multiplicagao por escalar de M restrita ao R x N, garantindo entao que N herda as
propriedades de M.

Proposicao 3.69. Seja S € um conjunto de elementos de um R-maodulo M, o conjunto
definido por
{Zri s, i €ER, s € S}

¢ um submodulo de M. Denominamos este submaddulo por submaodulo gerado por S. Além
disso, este submddulo € o menor submddulo de M que contém S.
Em particular, se S = {s1,---,s,} € finito, o submddulo gerado por S é denotado por

ZRSZ‘.

Demonstragdo. Seja a € R e er 55 € {Z ri-Si; i € R, s € S}. Note que

ZT]"S]':Tl'81+7’2'82+"‘+7’j'8j+7"j+1'S]'+1+"'.

Como M é R-modulo, temos que:

a-> riosi=a-(ri-si4+ro-Sot TS+t S o)
:a‘(rl'31)+a'(r2'32)+"'+a'(Tj'Sj)+CL‘<Tj+1’8j+1>+"'
= (ar1) - s1+ (ar2) - so+ -+ (ary) - 55+ (arjy1) - Sjp1 + -+ = Y _(ar;) - 5.

Perceba que cada ar; =t; € Re s; € S, logo

a-er-sj:Z(arj)-sj:th-sjE{Zri-si; ri € R, siES}.

Com isso, {Z ri-S; i €R, s € S} ¢é submodulo de M.

Suponha P um submoédulo de M que contém S, qualquer. Como P é submoddulo de
M temos, da Definicao 3.67, que a-p € P, YVa € R, Vp € P.

Como S C P, entao a-s; € P, Va € R, Vs; € S. Se tomarmos a = r;, teremos que
Ti'SZ‘EP, VTiER, Vs; € S.

Observe que, por defini¢ao, P é grupo abeliano aditivo, logo Z ri-s; € P,r,€R, s; €
S. Deste modo, {Z ri- Sy i € R, os; € S} C P, portanto, é o menor submédulo de M
que contém S. O

Definicao 3.70. Seja M um R-moédulo. Dizemos que M é finitamente gerado se existem
51, ,8, € M tais que M = ZRSZ'.

Observe que este conceito estd em consonancia com a nogao de grupos comutativos
e ideais finitamente gerados, bem como com a nog¢ao de espagos vetoriais de dimensao
finita, quando R é corpo.

Proposicao 3.71. Sejam R um subanel de S e S um subanel de T'. Se S = ZR%,
T = ZSwj, entao T = ZRviwj.



Teorema dos Zeros de Hilbert (Hilbert’s Nullstellensatz) 81

Demonstragao. Queremos mostrar que 1" = Y- Rvw;, isto é: T' C Y- Rvw; e Y Rvw; C
T.
Observe que, pelo Exemplo 3.66, temos que S e T sdo R-modulos.

« T C ZRviwj. De fato:
Seja a € T' qualquer. Como T' = Z Sw; e a €T, entao

a=)Y_ sjw; s;€S. (3.4)
J
Mas s; € S e S =>_ Ru; e entdo
Sj = Z’I"Z'j’l)i, Tij € R. (35)
Assim, por (3.4) e (3.5), temos que:
a = Z S;W; = Z (Z Tij”i) w; = Zrijviwj S ZRinj'
J J ( 2% 2%
. ZRviwj cT.
Seja b € Z Rv;w; qualquer, entao

b= Zrijviwj, Ti; € R.

1,

Assim,
b = Z rijviwj = Z (Z Tijvz) U}j.
i, J i

Mas Zrijvi eSS = ZRvi, logo Zrijvi = s;. Com isso:
i i

b= Z (ZTUUZ‘> w; = ZS]'U]]' S ZSU]] =T.
( J J

J
U

Agora, abordaremos as condi¢oes de finitude. Seja R um subanel do anel S, veremos
que ha diversos tipos de condigoes de finitude de S sobre R, dependendo se consideramos
S como R-médulo, anel ou corpo.

Definicao 3.72. Seja R um subanel do anel S, sendo R um subanel com unidade, cuja
unidade é a mesma do anel S. S é dito médulo finito sobre R se S é finitamente gerado
como um R-mdédulo, no sentido do Exemplo 3.66.

Se R e S sdo corpos, denotamos a dimensao de S sobre R como [S : R].
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Proposicao 3.73. Sejam S um mddulo finito sobre R, vi,--- ,v, € S e a aplicacao
¢: R[Xy, -, X,] = S que leva X; em v;, i € {1,--- ,n}, isto €,
=¢>(Za<i) ) >_a@ui vy, ag) € R.
Nestas condicoes, ¢ € um homomorfismo de anéis e a imagem de ¢ é denotada por

Rlvy, -+ ,v,], ou seja, Rlvy, -+ ,v,] = {2 a(i)vil vl ag) € R}

n

Ainda, Rlvy,--- ,v,] € subanel de S contendo R e vy,--- ,v, €, em particular, é o
menor subanel em que isso ocorre.

Demonstragdo. De fato, ¢ é homomorfismo de anéis:
VF,G € R[ X1, -, Xy,

e Veja que

d)(F + G (Z Qg —|— Z b(j)X(j)> = ¢ (Z C(k)X(k)) = Z c(k)v’fl . -UZ",

onde c(xy = ag) + by.

Por outro lado,

O+ 0(6) = (X an X) + (S by X) = S et ol + bt o
= Z C(k)U]fl e 05"7
onde Clk) = Q) + b(k).
Logo, ¢(F' + G) = ¢(F) + ¢(G).

o Observe que

S(FG) =6 (X apX®) (Db X)) = o (X dpyX V) = > daypl -+ uir,
onde d; = Z a(i)b(j) el=1417.
ij=l
Por outro lado,

O(F)3(G) = (6> ap X)) (@D by X)) =
(O a@vi - o) Qo bgyvd' - uir) = D dayelt -
onde d; = Z apbgy el =1+ 7.
i+j=l
Deste modo, ¢(FG) = ¢(F)o(G).
Agora, note que R[vy,---,v,] é subanel de S, pela Proposicao 2.42. Além disso,

U1y, U € Rlog, oo ], JA que v = ¢(X;) € Rlv, -+ 0], VX € R[Xh , X ]
Mais ainda, como R C R[X}, -+, X,], pela Proposigao 2.97, e R[v,- - ] = Im(o)
Xl e

podemos afirmar que, seja a € R qualquer, se tomarmos F' = a € R[X,- ntao
O(F) = ¢(a) = a e, portanto, R C Im(¢) = Rlvy, -+ ,vn].

Basta mostrar que R|vy, -+ , v, é 0 menor subanel de S contendo R e vy, --- ,v,. Para
tal, suponha P subanel de S contendo R e vy,--- ,v,, qualquer. Como P ¢ subanel de S,

P ¢é, em particular, um anel, logo qualquer combinagao dos elementos de P pertence a P,
portanto Y- agv;' - - -vir € P, Yag) € R. Deste modo, Rlvy, -+ ,v,] C P. O
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Observacao 3.74. Quando necessario, denotaremos

F(vly"' "Un> = (b(F) = Za’(l)vil rU:rLln

Definigao 3.75. Se S = R|vy,- - ,v,], para algum v; € S, entdo dizemos que S é anel
finito sobre R.

Observacao 3.76. Veja que

(i) Seja K um corpo de fragao, entdo K[v] é um dominio de integridade, pois:

Sejam Y1, Y, € K[v]. Como K[v] = Im(¢), entdao Y7 = ¢(G1) e Yo = ¢(G2), em que
G1,Gs € R[X], com isso, se VY, = 0. Entao:

Yi1Vo=0= ¢(G1)¢(G2) =0= ¢(G1G2) =0= G1G2 € ker(¢) =
G1 € ker(¢) ou Gg € ker(¢) = ¢(G1) =0 ou ¢p(G2) =0=Y; =0o0u Yy =0.

(ii) Sejam R = K e S = L corpos, vy, ,v, € L e K(v1,-+- ,v,) o corpo de fracdo de
Klvy, -+ ,v,]. Observe que K(vy,--- ,v,) pode ser visto como um subcorpo de L,
mais ainda, ele € o menor subcorpo de L que contém K e vy,--- ,v,.

No que segue, por vezes, ao invés de citarmos K como subcorpo de L, diremos que
L é extensao de corpo de K.

Definicao 3.77. Nas condigoes da observacao anterior, se existem vy, ---,v, € L tais
que L = K(vy,- -+ ,v,), dizemos que L é uma extensao de corpo finitamente gerado de K.

Proposicao 3.78. Sejam R um subanel de S e S um subanel de T. Se S = R[vy,- -+ ,vy],
T = Slwy, -+ ,wy], entao T = Rlvy, -+, Up, W1, , Wp].

Demonstragdo. Sabemos que
T = Slwy, -+ ywp] = Ry, -, vg][wr, - -+ wi).

Isso significa que cada elemento de T" pode ser expresso como um polinémio em w;
com coeficientes em R|vy, -« ,v,]. Mas como cada v; estd em R, podemos expressar cada
um desses coeficientes como um polindmio em v;, com coeficientes em R. Deste modo,
cada elemento de T' pode ser expresso como um polinémio de v; e w;, com coeficientes em
R,isto é, T = Rlvy, -+ ,Up, W1y, "+, Wp]. O

Definicao 3.79. Seja R um subanel do anel S.

(i) Dizemos que um elemento v € S ¢é inteiro sobre R se existe um polindémio monico
da forma F' = X" 4+ ¢ X" ' +--- + a, € R[X] tal que F(v) = 0.

(ii) Se S é uma extensao de corpo do corpo R e v é inteiro sobre R, entdo dizemos que
v ¢ algébrico sobre R.

Proposicao 3.80. Se R um subanel de um dominio de integridade S e v € S, entdo as
sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) v é inteiro sobre R.

(7i) R[v] é mddulo finito sobre R.
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(iii) Existe um subanel R’ de S, que contém R[v], que é mddulo finito sobre R.
Demonstragao. Para isso, mostremos que (i) = (i7), (i1) = (4i7) e (iii) = (7). De fato:

(1) = (¢i): Como v é um inteiro sobre R, segue, por defini¢do, que existe um
polindémio moénico F' = X" + a; X" ' + .-+ + a, tal que F(v) = 0, isto é:

Va0 4+ a, = 0.

Entao,
V= =" —ag" T — =, = 0" = (—a)U T - (—a) " R+ (—an).
n—1
Desta forma, v" € > Rv', j& que a; € R, Vi € {1,---,n} e, consequentemente,
como R é anel, —a; EOR, Vie{l,--- ,n}.

n—1
Afirmagdo. Rv] =Y Rv'.
i=0
De fato:
n—1
(i) R[v] C > Rv'.
i=0

Seja a € R[v], qualquer. Logo, a = ¢(G), para algum G € R[X], em que
G = ijXj, onde b; € R,Vj € {1,--- ,m}, ou seja,

§=0
a=¢ (Z ijj) = by 0™ + by 0™ 4 - bt - by
§=0
n—1 )
e Se m < n, entdo a € Z Rv', j4 que podemos colocar os coeficientes b,,11

i=0
até b,_q iguais a zero.

e Se m > n, entdo existe [ inteiro tal que m =1+ (n — 1):

a = b 0™ 4 by 0™ 4 0" F by 0 4+ biv + by
= (b0 (b 100" 4 (b0 by 0" A - by by
= (b0 4 by 1)V (D10 by 0)0" 2 A A (b0 4 Dy )v + by

n—1
Logo, a € Z Rv;, pois bjv" € R, Vj,r.
i=0
n—1 ]
(ii) Y  Rv' C R[v].
i=0
n—1 )
Seja a € Z Rv*, qualquer. Logo,
i=0

a = sn,w"—l + -+ 511)1 + S0 = ¢(H)7

em que H = s, 1 X" 1+ 45X+ 5.
Deste modo, a € Im(¢) = R[v].
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(11) = (i1): Para tal, basta tomarmos R’ = R]v], assim, como R[v] é mddulo finito

sobre R, R’ também o é.

(7ii) = (i): Como R’ é um modulo finito sobre R de S contendo R[v], entdo, pela

Defini¢ao 3.70, podemos afirmar que existem wy, - - - ,w, € R’ tais que R’ = Z Rw;.
—1

,L'_
Assim, como v € R[v] e R[v] C R/, entdao v € R/, logo, para cada i € {1,--- ,n} o
produto vw; pertencem a R’, consequentemente existem a;; € R tais que

n
VWw; = Z Qi Wy .
j=1

Entao,
Z((Sijv — aij)wj = 0, VZ,
Jj=1

onde ;; =0se ¢ # j e d;; = 1. J& que:

J

n n n n n
(51']‘1} — aij)wj =0 <— Z (52']‘1)’(1)]' — Z A W; = 0 «— Z ;W5 = Z (Sij’U’LUj.
= Jj=1

1 7=1 j=1 =1

Observe que, quando ¢ # 7, temos d;; = 0. Logo,

(6Z-jij) = VW,
1

J

n

ou seja,
n
VW; = Z Qi Wy .
j=1
Se considerarmos essas equagoes no corpo de fragdes de S, veremos que (wy, - - -, wy,)

é uma solugao nao-trivial, entdo det(d;;v — a;;) = 0. Como v aparece apenas na
diagonal da matriz, tal determinante tem a forma v™ + a1v" ! 4+ --- + a,, a; € R.
Logo, v" + a;v" ' +--- +a, = 0 e, portanto, v é inteiro sobre R.

O

Corolario 3.81. O conjunto dos elementos de S que sdao inteiros sobre R é um subanel
de S que contém R.

Demonstragao. Defina B := {v € S; v ¢ inteiro sobre R}.
Afirmacdo. B é subanel de S que contém R.

De fato, sejam v, w € B, quaisquer. Como w é inteiro sobre R e R C R[v], segue que
w ¢ inteiro sobre R[v]. Isso se dé pois se temos um polindémio em R[X] que tem w como
raiz também terd em R[v][X], pois os coeficientes que estdo em R também estao em R[v].

Logo, pela implicagao (i) = (ii) da Proposicao 3.80, segue que R[v][w] é mbdulo finito
sobre R, ou seja, pela Proposicao 3.71, R[v,w] é um mddulo finito sobre R.

Sendo v,w € R[v,w| e R[v,w] um moddulo finito sobre R, temos que v — w e vw €
R[v,w]. Pela implicagao (i) = (i) da Proposicao 3.80, segue que v —w e vw sdo inteiros
sobre R e, portanto, v — w e vw estao em B.

Pela definicao de B tem-se, de modo natural, que R C B, pois todo elemento a de R é
inteiro sobre R, tome, por exemplo, o polinémio F(X) = X —a, temos que F(a) =0. O
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Suponha L uma extensdo de corpo do corpo K e suponha L = K(v), para algum
v € L, em que ¢ : K[X] - K[v] é um homomorfismo sobrejetor levando X em v, com
K[v] = Im(g). Seja ker(¢) = (F), F' € K[X] (j& que, pelo Teorema 2.101, K[X] é um
PID, pois K é corpo). Entdo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo (Teorema 2.79),
K[X
(F)

3.76, item (i), temos que (F') é primo. A partir disso, dois casos podem ocorrer:

temos que é isomorfo a K[v], como K[v] é dominio de integridade, pela Observagao

1. FF = 0. Neste caso, temos que (F') = (0) e, entdo, o homomorfismo sobrejetor ¢
também serd injetor, pela Proposigao 2.39. Consequentemente, K[v] é isomorfo a
K[X], logo K(v) = L é isomorfo a K(X). Neste caso, L ndao é médulo finito sobre
K, pois v nao ¢é algébrico sobre K.

2. F # 0. Assuma que F' é monico. Como (F') é primo, entdo, pela Proposi¢ao 2.57 e
Corolério 2.64, F é irredutivel e (F') é maximal. Deste modo, pela Proposicao 2.78,

KX KX

<}[7>] é corpo, assim K[v] é um corpo, ja que <}[7>] ¢ isomorfo a K[v]. E F(v) =0,
visto que F' € ker(p), entdo v é algébrico sobre K e L = K[v] é m6dulo finito sobre
K.

Para finalizar essa se¢do, completaremos a demonstragao do Teorema 3.52 (Hilbert’s
Nullstellensatz), iniciada na Segao 3.6, pois, na ocasido, afirmamos que “Se L é extensao
de corpo de um corpo k algebricamente fechado e existe um homomorfismo de anel de
K[Xy, -+ ,X,] em L, entdo k = L”, mas nao foi demonstrado isso anteriormente, pois
nao tinhamos as ferramentas necessarias. Segue, agora, a demonstracao deste fato.

Provaremos que L é modulo finito sobre k. Isso garante que uma extensao de corpo
finito ja € modulo finito. A préxima proposi¢ao mostra que isso é sempre verdade e conclui
a prova de Nullstellensatz.

Proposigao 3.82 (Zariski). Se um corpo L é anel finito sobre um subcorpo K, entio L
¢ modulo finito (e, portanto, algébrico) sobre K.

Demonstragao. Suponha L = K[vy, -+ ,v,]. O caso n = 1 ja foi previamente abordado
pelos casos acima, entao assumiremos o resultado para todas as extensoes geradas por
n — 1 elementos. Seja K1 = K(vy). Por indugao, L = Klvs, - -+ ,v,| é médulo finito sobre
K. Podemos assumir que v; nao é algébrico sobre K (caso contrario, a Proposi¢ao 3.78
resolveria a demonstracao).

Cada v; satisfaz a equacdo v} +a; v '+ -+ =0, a;; € K;. Tomamos a € K[v;] como
um multiplo e todos os denominadores de a;;, teremos a equacio (av;)! + aa; (av)™~ +
-+ = 0. Segue do Coroléario 3.81 que, para qualquer z € L = KJvy, -+ ,v,], existe um
N tal que a2 é inteiro sobre K[v;]. Em particular, isso é valido para z € K(v;). Mas
como K (v;) é isomorfo ao anel de fungoes racionais de uma variavel sobre K, isso é
impossivel. O

Proposicao 3.83. Se k é um corpo algebricamente fechado e L é uma extensao do corpo
k, entao qualquer elemento de L que é algébrico sobre k é um elemento de k.

Demonstragdo. Seja a € L um elemento algébrico sobre k, qualquer. Entdo, existe um
polindémio nao nulo F(X) € k[X] tal que F(a) = 0. Como k ¢ algebricamente fechado,
F(X) se fatora completamente em fatores lineares em k[X]. Isto é, podemos escrever

Fz)=cX —r)(X —ry) - (X — 1),
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para algum ¢ € k, nao nulo, e ry,79,--+ , 7, € k. Além disso, F'(a) = 0 implica que
cla—mr)a—ry)---(a—r,) =0.

Como k é um corpo e ¢ # 0, algum dos fatores (a — r;) é, necessariamente, zero. Deste
modo, a = r; € k, para algum i € {1,--- ,n}. Portanto, qualquer elemento de L algébrico
sobre k, pertence a k O

Proposicao 3.84. Se k ¢ algebricamente fechado, entao qualquer extensdo L do corpo k,
nao € modulo finito sobre k. Em particular, o inico modulo finito sobre k é o proprio k.

Demonstragdo. Suponha L uma extensao do corpo k, L # k e k algebricamente fechado.
Suponha, por absurdo, que L seja um modulo finito sobre k, ou seja, um k-moédulo
finitamente gerado. Sejam aq,as,---,a, um conjunto finito que gera L como um k-
moédulo. Como cada a; é algébrico sobre L e k é algebricamente fechado, entdao a; é
algébrico sobre k. Deste modo, existem polindmios nao nulos F;(X) € k[X] tais que
Fi(a;) =0, para cada i € {1, -+ ,n}.

Seja F'(X) o polinémio formado pela multiplicagao de cada Fj;, isto é,

F(X) = Fi(X)F2(X) - Fo(X).

Deste modo, F(X) é um polinémio nao nulo e, para cada i € {1,---,n}, temos
Agora, considere o elemento b € L. Como ay,as, - -- ,a, geram L como um k-modulo,

podemos escrever
b=cia; + caas + - - + cpa,

para determinados ¢y, -+, ¢, € k. Logo,
F(b) = F(cia1 + cag + -+ + cpay,) = 0.

Assim, F(X) é um polinémio nao nulo em k[X] o qual todos os elementos de L sao
raizes. No entanto, isso contradiz que k é algebricamente fechado, ja que, nesse contexto,
um polinémio nao nulo pode ter, no maximo, deg(F') raizes em k. Portanto, a tnico
modulo finito sobre k é o proéprio k. O

Corolario 3.85. Se L € extensdo de corpo de um corpo k algebricamente fechado e existe
um homomorfismo de anel de K[Xy,---,X,] em L, entio k = L.

Demonstragao. A demonstracao segue das Proposigoes 3.82 e 3.84. U

Exploramos, portanto, alguns elementos de forma geral da Geometria Algébrica para
o caso de n variaveis. No proximo capitulo, iremos nos concentrar no caso especifico de
n = 2, onde estudaremos algumas particularidades interessantes.



4 Curvas Planas Algébricas

Nos capitulos anteriores abordamos os conceitos basicos da Geometria Algébrica.
Neste capitulo, focamos no estudo das Curvas Algébricas Planas. Para tal, utilizamos
o livro [5], além de complementarmos as demonstrages e definigbes sempre que neces-
sario. Vale ressaltar que os exemplos 4.11, 4.12, 4.19, 4.24 e 4.28 foram elaborados pela
autora, e o exemplo 4.25 foi complementado pela mesma.

Além disso, utilizaremos o software GeoGebra para a exibicao das curvas apresentadas
nos exemplos ao longo do capitulo, a fim de facilitar a visualizacio dos mesmos. Aos
interessados em reproduzir os exemplos no GeoGebra, todas as constantes fixadas podem
ser substituidas por controles deslizantes e o leitor pode, entao, observar a movimentagao
das curvas conforme as constantes escolhidas.

Definicao 4.1. Uma curva algébrica plana é o lugar dos pontos cujas coordenadas carte-
sianas satisfazem a uma dada equagao polinémial F'(X,Y) = 0, onde F' é um polindémio
nao constante.

Exemplo 4.2. Seguem alguns exemplos de curvas algébricas planas:

(I) Elipse, definida pela equagao

X2 y?
?jtﬁ—lzo, (4.1)
onde a e b sao constantes.
(IT) Parabola, definida pela equagao
Y —aX?—bX —c=0, (4.2)
onde a, b e ¢ sao constantes.
(III) Caracol de Pascal, definido por
(X2 4+ Y2 -bX)? —a*(X?+Y?) =0, (4.3)

onde a e b sdo constantes.

88
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Figura 4.1: Elipse dada pela equacao 4.1, onde a =2 ¢ b = 1.

Y

b

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Figura 4.2: Parabola dada pela equagao 4.2, onde a =2, b=0e c = 0.

Fonte: elaborado pela autora (2023)

(IV) Hipérbole, definido por
T _—1=0, (4.4)
onde a e b sdo constantes.

Uma pergunta que pode surgir da Defini¢ao 4.1 é se a equagao polinomial F'(X,Y) =0
estd bem determinada pela curva, isto é, pelo lugar das solugoes. Observe que ' =0 e
F? = () possuem as mesmas solucoes e, portanto, nossa resposta para a pergunta anterior
¢ nao. Poderiamos entao pensar que apenas as curvas da forma F = ( teriam, entao,
as mesmas solucoes, porém se pensarmos nas equacoes XY = 0 e X?Y = 0 veremos
que elas possuem mesma solugdo e nao satisfazem essa proposta. Note que poderiamos
pensar, intuitivamente, diversas outras generalizagoes de equagoes que cumpririam a regra
de terem as mesmas solugoes e, ainda assim, encontrariamos equagoes que fogem dessas
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Figura 4.3: Caracol de Pascal dada pela equacao 4.3, onde a =2 e b = 5.

A
_/

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Figura 4.4: Hipérbole dada pela equacao 4.4, onde a =2 e b = 3.

va
N

Fonte: elaborado pela autora (2023)

propostas. Entao quais as condigdes necessarias para que duas curvas algébricas sejam
iguais?

Observagao 4.3. Sejam F(X,Y) € k[X,Y] e (z,y) € k? quaisquer. Indicamos por
F(z,y) o valor do polinémio F' neste ponto.

Proposicao 4.4. Sejam F,G polinomios em duas varidveis com coeficientes no corpo k
algebricamente fechado. F(X,Y) =0 e G(X,Y) = 0 terdo as mesmas solugoes (ou seja,
mesmas curvas algébricas) em k* se, e somente se, os fatores irredutiveis de F' e G sdo
05 MESMOs.

Demonstragio. (=) Seja (z,y) € k* uma solugao de F' e suponha T' um fator irredutivel
de F tal que T'(z,y) = 0. Deste modo, se T'(z,y) = 0, entdo F(z,y) = 0. Mais
ainda, como F(x,y) = 0, por hipétese, G(z,y) = 0.
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Para mostrarmos que T é fator irredutivel de G, mostremos que T divide G em
kE[X,Y].

Tomaremos agora A = k[X] e L = k(X), o corpo de fragbes de A. Podemos supor
que Y ocorra efetivamente em 7' (caso necessario, ainda podemos trocar X por Y).
Pela Proposigao 2.113, se T é irredutivel em A[Y], entdo também o é em L[Y].
Suponha, por absurdo, que 7" nao divide G. Deste modo, mde(T,G) = 1. Assim,
pelo Corolario 2.104,

al +bG =1,

onde a,b € L[Y]. Como L[Y] é o corpo de fracoes de A[Y], podemos reescrever
!/ /

a="2 eb=—,comd, b € AlY]ece Aec#0, assim:
c c

/ /

b
aT+bG=1=2T+2G=1=dT+VG=c
C C

Agora, como Y ocorre efetivamente em T, segue que, exceto para um nimero finito
de = € k a equacao T(z,Y) = 0 admite solugao (k, por hipotese, é algebricamente
fechado). Logo, para tais x € k a equacao G(x,Y) = 0 também admite solugao e,
portanto, para tais elementos x € k, ¢(x) = 0. Entretanto, Y pode ser valorado em
k infinitamente, ja que k£ é um corpo infinito, consequentemente existirao para cada
valor fixo de Y em £k, finitos tais elementos z em k, ou seja, teremos quantidades
infinitas de € k em que resultarao c(z) = 0, portanto, necessariamente, ¢ = 0, o
que absurdo.

Portanto, T'|G em L[Y], ou seja, G é redutivel em L[Y], entdo pelo Corolario 2.114,
G ¢é redutivel em K[X,Y], em que T|G em K[X,Y].

(<) Seja T um fator irredutivel de F' tal que T(z,y) = 0, para algum (z,y) € k2.
Deste modo, se T'(z,y) = 0, entdo F(x,y) = 0. Além disso, por hipdtese, os fatores
irredutiveis de F' e G sdo os mesmos, logo T é fator irredutivel de G e se T'(z,y) = 0,
para algum (z,y) € k%, entdo G(x,y) = 0. Portanto, F(X,Y)=0e G(X,Y) =0
tém as mesmas solugoes.

0

A partir dessa proposicao, podemos reescrever a Defini¢do 4.1, para podermos identi-
ficar a curva algébrica com sua equagao.

Proposigao 4.5. A relagio em k[ X,Y] dada por, VF,G € k[ X, Y],
F~G << Jecek™; FIX,Y)=cG(X,Y)
¢ uma relacao de equivaléncia.
Demonstragdo. ~ é uma relagdo de equivaléncia. De fato:
(i) ~ é reflexiva: VI € K[X,Y],
F~F=FX)Y)=1 F(X,Y),

onde 1 é o elemento identidade de k.
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(ii) ~ é simétrica: VF, G € k[X,Y],

F~rG=FX,)Y)=cG(X,)Y)=c'F(X,Y)=ceG(X,Y) =
c'P(X,Y)=G(X,Y)=G(X,Y)=dF(X,Y)= G ~ F.

(iii) ~ é transitiva: VF, G, H € k[X,Y],

FrGeGnrH=FX,Y)=c0GX,Y)eGX,Y)=cH(X,Y) =
F(X,Y)=c(eH(X,Y)) = F(X,Y) = (ae)H(X,Y) =
F(X,Y)=cH(X,Y)= F ~ H,

onde c3 = ¢1¢9
O

Definicao 4.6. Uma curva algébrica plana afim ¢ uma classe de equivaléncia de po-
linémios nao constantes F'(X,Y) € k[X,Y], médulo a relacdo que identifica dois tais
polinémios se um é multiplo do outro por uma constante diferente de zero.

Desta forma, a equagdo de uma curva algébrica é qualquer um dos polinémios nessa
classe.

Definicao 4.7. O traco de uma curva algébrica é o conjunto das solucoes da equacao.

Observacao 4.8. Quando k£ = R chamamos de traco real a curva definida sobre R que é
o conjunto das solugoes reais da equagao.

Definicao 4.9. O grau de uma curva F' é o grau do polindmio F' que define tal curva, e
seréa denotado por OF'.
As curvas de grau 1 sdo chamadas de retas, de grau 2 de conicas e grau 3, cubicas.

Definicao 4.10. A multiplicidade de uma componente P de F' é o expoente com que o
fator P ocorre na decomposicao de F.
Quando 0P > 2, dizemos que P é componente multipla de F'.

Exemplo 4.11. Seja F(X,Y) = X3+ 3X?Y —4Y3 uma curva algébrica com coeficientes
em R. Observe que 0F = 3.
Mais ainda, podemos fatorar F' em duas componentes irredutiveis:

X34 3X2Y —4Y? = (X +2Y)%(X —Y).

Tomando P(X,Y) = (X +2Y)? e R(X,Y) = X — Y, temos que a multiplicidade de
P é 2 e a multiplicidade de R é 1.

Exemplo 4.12. Seja G(X,Y) = 16X3 — 32X?Y +8X?Y? — 16XY?3 + XY* — 2Y° uma
curva algébrica com coeficientes em R. Observe que 0G = 5.
Mais ainda, podemos fatorar G em duas componentes irredutiveis:

16X° — 32X%Y +8X%Y? — 16XY? + XY* —2Y° = (4X + Y2)2 (X —2Y).

Tomando U(X,Y) = (4X +Y2)* ¢ V(X,Y) = X — 2V, temos que a multiplicidade
de U ¢é 4 e a multiplicidade de V é 1.
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Observacao 4.13. Fazendo um abuso de notacao, designaremos pelo mesmo simbolo
tanta a curva, quanto seu traco ou sua equacao. Também utilizaremos os termos “a curva
F7” ou “a curva dada pela equacao F' = 0”7 ou “a curva F' = 0” como sinonimos. O
contexto deixara claro se estamos nos referindo ao trago ou ao polinémio.

Intuitivamente, podemos pensar nas componentes irredutiveis de uma curva F' como
os “pedacgos” que constituem F' e também sao curvas, ou seja, se I’ contém o trago de uma
curva irredutivel P, entdao P é uma componente irredutivel de F. Isso nos foi mostrado
na Proposicao 4.4. No entanto, é preciso estar atento, pois uma curva pode ser irredutivel
mesmo que seu trago real seja formado por duas ou mais partes disjuntas, como ¢é o caso
da hipérbole ou do exemplo abaixo.

Exemplo 4.14. Seja F =Y? — X(X —a)(X —b),coma,beReb <0 < a.

Figura 4.5: Curva definida pelo polinémio F = Y? — X (X + 2)(X — 1).
s~ V

-

Fonte: elaborado pela autora (2023)
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Apesar de seu traco ser formado partes distintas, F' é uma curva irredutivel.

A seguir, veremos como obter uma curva a partir de um isomorfismo linear seguido
de uma translacao.

Definicdao 4.15. Um referencial, ou sistema de coordenadas afim, no plano k? consiste
na escolha de um ponto O € k? chamado de origem do referencial, e de uma base {vy, vo}
do espaco vetorial k2.

Definicao 4.16. Uma transformacao afim, ou afinidade, em k2 ¢ uma aplicacdo 7" : k? —
k? composta de uma translacdo em um isomorfismo linear.

Definicao 4.17. O k-automorfismo do anel de polindmios em 2 varidveis
T, : k[ X1, Xo] — k[ X4, X3
associado a afinidade T : k* — k2 é dado por:
V(xy,29) € K, (T F) (21, 22) = F(T (21, 23)).
Mais precisamente, se
T~ (w1, m2) = (buiwi + bio®a + by, barwy + boos + by),

entao
(ToF) (X1, X2) = (b11. X1 + b12Xo + b1, ba1 Xy + bae X + o).

Observacao 4.18. Note que, dessa defini¢do, podemos afirmar que se F' é uma curva e
T um afinidade, entao o trago de T,F' é igual a imagem do traco de F por T.

Exemplo 4.19. Tomemos T : R? — R? definida por T(z1,2z2) = (y1,%2), onde y; e yo
sao dados por:

Y1 = 2x; — 3w + 1

Yo = —2x1 +4x2 + 0

Observe que

2 =3

e, portanto, pela Definicao 4.16, T é uma afinidade.
Calculando 77! : R? — R? dada por T~ (yy,y2) = (21, 22), obtemos:

3
z1:2y1+§y2—2
=y +y2—1

Tomemos agora F(X,Y) = X% —Y e calculemos T,F":

T.F(X,Y) = F(T"Y(X,Y)) = F <2X 4 gY _ 2) _ <2X 4 gy - 2)2 (X tY 1)

9
:4X2+ZY2+6XY—9X—7Y+5.

Com relacao ao traco, observe os tracos de F' e T,F', em especifico, note a relacao
entre os tragos apontada pela Observacao 4.18.
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Figura 4.6: Curva definida pelo polinémio F(X,Y) = X2 - Y.
A X

}r

w

Fonte: elaborado pela autora (2023)

9
Figura 4.7: Curva definida por T,F(X,Y) = 4X?% + ZY2 +6XY —9X — 7Y + 5.
f\.X

T.F

A\ ’

~3

W

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Agora, estudaremos a intersecdo de curvas planas. O interesse principal nesse estudo
¢ fornecer solugoes geométricas a equagoes algébricas por meio de intersecao de curvas do
menor grau possivel.

Proposicao 4.20. Sejam F,G € k[X,Y] polinomios sem fatores irredutiveis em comum.
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Entao existe uma relagdo
aF' 4+ bG = ¢(X)

onde a,b € k[X,Y], e ¢ é um polinémio apenas na varidvel X, ndo nulo. O resultado é
andlogo se trocarmos X porY .

Demonstragao. Seja A = k[X] e L o corpo de fragdes de A. Consideremos F' e G como
elementos de L[Y]. Como F' e G nao possuem fatores em comum em A[Y], entdo também
nao o possuem em L[Y], pelo Corolario 2.115. Consequentemente, o mdc é 1, j4 que nao
hé fatores em comum. Como L[Y] é um dominio de ideais principais (pelo Teorema 2.101)
e o mdc entre F' e G é 1, segue do Corolario 2.104, que existem r, s € L[Y], tais que:

rF +sG=1em L[Y].

Eliminando os denominadores de 7 e s, obtemos a relacao desejada. O

E interessante que relembremos agora a Proposicio 3.46, que dizia: “Se F e G sdo
polinémios em k[ X, Y] sem fatores comuns, entao V (F,G) é um conjunto finito de pontos.
E vdlido lembrar que V(F,G) = V(F)NV(G), pela Observagio 3.6”. Em outras palavras:

Proposicao 4.21. O conjunto das solugoes de um sistema de duas equagoes polinomiais
a duas incognitas sem fator irredutivel em comum é finito, ou seja, a interse¢io de duas
curvas algébricas planas sem componentes em comum € finita.

Demonstragao. Vide Proposicao 3.46. (I

Agora, abordaremos o conceito de multiplicidade. Primeiramente, temos o fato de
que todo polinémio de grau n, em um corpo algebricamente fechado, em uma variavel,
possui n raizes. Intuitivamente, a multiplicidade indica a quantidade de vezes que as
raizes coincidem com um mesmo valor. Nossa ideia agora é dar sentido a ideia de uma
curva passar repetidas vezes por um mesmo ponto.

Primeiro, analisaremos a intersecao de uma curva e uma reta, nesse sentido, apresen-
tamos a seguir o processo para determinar os pontos dessa intersecao:

Sejam F' uma curva e £ uma reta de equacao Y = aX + b, defina:
Fy(X):=F(X,aX +0b)=0.

Para obter os pontos da intersegdo F' N ¢ precisamos resolver a equagao acima. Assim,
obteremos as seguintes possibilidades:

(i) F, =0, caso ¢ seja uma componente de F.
(ii) Fy =t, onde t é uma constante nao nula, caso F'N ¢ = (.

(iii) Fp é um polindémio nao constante, que se decompoée na forma:

Fy(X) = c1f11<x ),

onde ¢ é uma constante e z; sdo as abscissas (duas a duas distintas) dos pontos de
intersecao. Isso se da quando X = c¢Y +d.
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Observacao 4.22. Pode-se mostrar que os inteiros m; independem do referencial afim.

Definicao 4.23. A multiplicidade, ou indice de intersecao de ¢ e F', no ponto P ¢é dada
por:

0, seP¢gl(NF

o, sePelCF

mi, se P = (z;,ax; +b), (como no caso (7))

Se ; F', chamamos o inteiro
T
My := OF — Z m;
i=1

de multiplicidade de intersecao de £ e F' no ponto impréprio, ou ponto de intersecao de ¢
no infinito.

Exemplo 4.24. Seja F' =Y — X2
X
Primeiramente, tomemos a reta £ : Y = —+1. Note que a reta possui duas interse¢oes

com a curva e, deste modo, Fy(X) é um polinémio constante:

X X
FZ(X):F<X,§+1>:5+1—X2:O.

X
Figura 4.8: Intersecao definida pela curva F =Y — X2 ereta Y = 5 + 1.

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Observe que esse polinomio ird zerar nos pontos de interse¢ao da reta com a curva,

1 V17 1 V1T 1 V1T 9 V17
sendo eles onde X; = Z+T e Xy = 11 isto é, nos pontos (Z_l + 1% + =
1 V1T 9 V1T

8 8

Deste modo, podemos reescrever:

FZ(X):<X—i+g>< . ‘/1_7>=0.
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Assim, a multiplicidade nesses pontos é um.
Agora, tomemos a reta ¢ : Y = X — 1. Note que, dessa vez, a reta ndo possui
intersegoes com a curva. Assim, Fy(X) =t.

Figura 4.9: Intersecdo definida pela curva F =Y — X2 eretay = X — 1.
AY

5
?

/

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Veja que:
FX)=f(X,X-1)=X—-1- X%

Observe que para cada valor de X, teremos um diferente resultado, sempre constante,
e, ainda assim, F N ¢ = (). Deste modo, dizemos que F,(X) =t e a multiplicidade é zero.

Exemplo 4.25. Sejam F =Y?2 - X?(X +1) el =Y —aX.

Na origem ja ha duas intersegoes. Mais ainda, se a = £1, a multiplicidade da origem
¢ 3. Do contrario, teremos a origem com multiplicidade 2 e outro ponto de interse¢cao com
multiplicidade 1.

Figura 4.10: Intersecdo definida pela curva FF =Y? — X?(X + 1) ereta Y + X.

Y

Fonte: elaborado pela autora (2023)
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Figura 4.11: Intersegao definida pela curva F' =Y? — X?(X + 1) ereta Y — X.

Yy

Fonte: elaborado pela autora (2023)

1
Figura 4.12: Interse¢io definida pela curva F =Y? — X?(X + 1) e reta Y + §X'

Fonte: elaborado pela autora (2023)
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Observacao 4.26. Denotamos a multiplicidade de P, ou indice de intersecao de ¢ e F
em P, por (¢, F)p.

Proposicao 4.27. Sejam F uma curva e P um ponto de F. FExiste um inteiro m =
mp(F) > 1, tal que, para toda reta ¢ passando por P, temos

(ga F)P 2 m,

ocorrendo a iqualdade no caso de m retas e a desigualdade estrita para no mazrimo m — 1
retas e no minimo uma reta.

Demonstragao. Considere o ponto em F como sendo O a origem, sem perda de generali-
dade. Podemos escrever, pela Observacao 2.95,

F=Fy+ o+ Fy

com F; homogéneo de grau 7, param <1 < d e F,, # 0.
Como O € F, temos que m > 1. Podemos supor que X { F,,,. Observe que

F0,Y)=Y™(Fn(0,1) +--- 4+ Fy(0,1)Y4™)

e F,(0,1) # 0. Logo, (X,F)o = m. Para as demais retas passando por O, fagamos
ly =Y —tX. Temos entao,

F(X,tX) = X™(Fpn(1,t) + Frp (1LOX 4 - 4 Fy(1, ) X4™).

Deduzimos que
(Eta F)O 2 m,

ocorrendo igualdade se, e somente se, Fy,(1,t) # 0. Como X { F),,, segue-se que F,,,(1,t)
¢ um polindémio em ¢ grau m (> 1) e que, portanto, se anula para a0 menos um e no
maximo m valores de ¢ distintos. O

Para ilustrar os objetos utilizados na demonstracao anterior, em cada etapa, apresen-
tamos o exemplo a seguir:

Exemplo 4.28. Seja F(X,Y) = X?2Y3 + XY + 3Y*4 4+ 2Y3 + 8X3Y + X1V3 + XY2
Observe que podemos reescrevé-lo como

F=2Y?+XY?) +(BY*+8X%Y) + (XY* + X?Y3) + (X*Y?),

isto é, F3 =2Y3 + XY? Fy =3Y*+8X3Y, Fy = XY* + X?Y3 e F; = X*Y3.
Note que F(0,Y) = 2Y3 + 3V
Calculemos agora a seguinte expressio:

Y3(F3(0,1) + Fy(0,1)Y + F5(0,1)Y? + F5(0,1)Y? + F;(0,1)Y?).

Assim,
. F5(0,1) =2
e Fy(0,1)=3

e F5(0,1)=0
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e F5(0,1)=0
e F7(0,1)=0
Assim, a expressao de torna
Y32+ 3Y +0Y? 4+ 0Y? +0YY) = Y32+ 3Y) = 2Y° + 3y
Portanto, temos que
F(0,Y) =Y?(F5(0,1) + Fy(0,1)Y + F5(0,1)Y? + F5(0,1)Y? + Fr(0,1)Y").
Observe que F3(0,1) =2 # 0. Logo, (X, F)o = 3.

Definicao 4.29. O inteiro m = mp(F'), descrito na proposic¢ao anterior, ¢ a multiplicidade
do ponto P na curva F' (ou multiplicidade de P em F).

Defini¢ao 4.30. Dizemos que um ponto P de uma curva F é liso (ou ndo singular, ou
simples, ou suave) em F e que F' é lisa (ou nao singular, ou simples, ou suave) em P se
Se mp(F') # 1, entdo dizemos que P é singular em F e F' é singular em P.
Se mp(F)=2,3,--+,n, P é dito duplo, triplo, - --, n-uplo.

Definicao 4.31. Um ponto n-uplo P € F' é dito ordindrio se admitir n tangentes distintas
no ponto P.

Definicao 4.32. Definimos por cispide um ponto duplo com tangentes coincidentes, e
definimos por né um ponto duplo ordinario.

Exemplo 4.33. A lemniscata (X? + Y?)?2 — X2 + Y2 = ( apresenta um né na origem,
com tangentes Y = +X.

Figura 4.13: Lemniscata, definida pela curva (X? +Y?)? — X2 +Y?2 = (.

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Exemplo 4.34. A cissoide X2 —Y (Y2 + X?) = 0 possui ctispide na origem com tangente
vertical X = 0.
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Figura 4.14: Cissoide, definida pela curva X% — Y (Y? + X?) = 0.
X=0

Lo }f

Mt

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Exemplo 4.35. A rosicea de 3 pétalas, (X?+Y?)2—Y3+3X?%Y = 0 possui ponto triplo
ordinario na origem.
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Figura 4.15: Rosdcea de 3 pétalas, definida pela curva (X2 + Y?)?2 — Y3 + 3X2%Y = 0.
AY

W
~

Fonte: elaborado pela autora (2023)

Com esse capitulo, finalizamos esse trabalho e observamos que foram necessarios desde
elementos prévios, como a estrutura algébrica de anel de polinomios, e, de modo implicito,
da Teoria de Corpos e Algebra Linear, bem como ferramentas cléssicas da Geometria
Algébrica, como os conjuntos algébricos e o Teorema de Hilbert’s Nullstellensatz, para
explorar exemplos importantes na area, que impactaram outras linhas de pesquisa, como
a Teoria de Singularidades, Sistemas Dinamicos e Criptografia.



5 Conclusao

Percebemos, ao longo do desenvolvimento deste trabalho, que os conceitos matema-
ticos sao cumulativos e necessarios para o prosseguimento do estudo. Iniciamos nosso
estudo com as nogoes iniciais de anéis e ideais, aprofundando posteriormente nos concei-
tos de anéis de polinémio, dominio de ideais principais (PID), dominio de fatoragao tnica
(UFD) e corpo, ambos conceitos necessarios para nosso proximo conceito. Em seguida,
abordamos as defini¢oes e propriedades dos conjuntos algébricos, extremamente necessa-
rios para a Geometria Algébrica e, em particular para esse trabalho, as Curvas Planas
Algébricas.

Durante nosso estudo sobre os conjuntos algébricos, abordamos conceitos relevantes
como o ideal de um conjunto de pontos, o Teorema da Base de Hilbert, componentes
irredutiveis de um conjunto algébrico e o Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema dos Zeros
de Hilbert). Todos esses conceitos nos permitem avangar no estudo dos elementos da
Geometria Algébrica, utilizando-os diretamente para prosseguir com nosso estudo, contri-
buindo imediatamente para a compreensao de novos conceitos, ou para a demonstragao de
proposigoes e teoremas que afetam diretamente nosso avango pela Geometria Algébrica.

Por fim, estudamos de forma mais aprofundada as Curvas Planas Algébricas, que
possibilitam uma generalizagdo do estudo de curvas planas na Geometria, de forma geral,
mas especialmente para a Geometria Algébrica. E nesse momento que desenvolvemos os
conceitos necessarios para o estudo das Curvas Algébricas Planas, salientando as defini¢oes
e propriedades necessarias para a classificacao e estudo desse conceito.

Salientamos a necessidade do estudo dos conceitos béasicos da Geometria Algébrica,
como os Conjuntos Algébricos, para uma melhor contextualizacdo e compreensao dos con-
ceitos mais avancados, como as Curvas Planas Algébricas. Vale ressaltar que as Curvas
Planas Algébricas sao importantes na area da Geometria Algébrica e impacta direta-
mente outras linhas de pesquisa, como a Teoria de Singularidades, Sistemas Dinamicos e
Criptografia.
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